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INTRODUCCION

El propésito de este escrito es desarrollar un proyecto de investigaciéon que gira en torno
a la valoracién de opciones en mercados incompletos, lo que representa una extension
de uno de los resultados mds importantes de las matematicas financieras: el Teorema
Fundamental de la Valoracién de Activos.

Un mercado se dice incompleto informalmente cuando no hay arbitraje y, ademads, hay
multiples formas de medir el riesgo, las cuales pueden ser distintas para las partes en una
transacciéon dada.

En este escrito se presentan ejemplos de aplicaciones financieras de las nociones de
andlisis real, andlisis funcional, teoria de medida e integracién, andalisis numérico, teoria
de probabilidad y procesos estocasticos, procesos de Markov, programacién dindmica,
entre otros.

En concreto, buscamos cémo obtener mejores precios para la valoracién de opciones,
lo que permitird transacciones mads justas entre vendedores y compradores. Es conocido
que las opciones se dan en al menos dos tipos: las opciones americanas y las opciones
europeas.

Por razones de simplicidad, nos circunscribimos a opciones europeas. Mds adelante
definiremos lo que son opciones europeas.

Este escrito estd basado en los siguientes articulos:

» Equal Risk Pricing under convex trading constraints (Guo, Ivan; Zhu, Song-Ping
(2017) - Equal Risk Pricing under Convex Trading Constraints; Journal of Economic
Dynamics and Control, pages 136-151.)

» Equal risk pricing and hedging of financial derivatives with convex risk measures
(Marzban, Saeed; Delgado Erick (2022) - Equal risk pricing and hedging of financial
derivatives with convex risk measures; Quantitative Finance, Vol 22(1), pages 47-
73)

» Equal risk pricing of derivatives with deep hedging (Carbonneau, Alexander and
Godin, Frederick (2020) - Equal risk pricing of derivatives with deep hedging; Quan-
titative Finance Vol 21 (4), pages 1 - 16.)



Problema a Resolver

En este escrito vamos a tratar con los conceptos de mercado completo e incompleto.

Estos son modelos de mercados financieros donde no hay posibilidad de arbitraje,
pero en los cuales en el primer caso hay una tnica forma de medir el riesgo, y en el
segundo caso hay muchas maneras de medirlo.

Nuestro tema de investigacion es extender la valoracién de opciones europeas a los
mercados incompletos, y de forma muy estrechamente relacionada a la valoracién, ver
una clase particular de estrategias de intercambio bajo este esquema, que son las estrate-
gias de cobertura para compradores y escritores de opciones.

Estas estrategias de intercambio son las que permiten a los participantes del mercado
manejar y mitigar sus riesgos al invertir en activos de capital, y lo hacen mediante el uso
de opciones.

La nocién de mercado completo estd intuitivamente relacionada a la nocién de merca-
do profundo.

Ya que si un mercado tiene mayor profundidad, entonces una mayor cantidad de tran-
sacciones son posibles en la préctica y en menor tiempo. Asi también, el grado de incom-
pletitud de un mercado es mayor si el mercado no es profundo. Esta nocién de grado de
incompletitud la discutiremos en mayor detalle en el capitulo. 4.

Aun en los mercados mds grandes del mundo y de mayor profundidad, en ciertas
situaciones se tiene la propiedad de que hay transacciones que no se pueden realizar,
pero estas son condiciones extremas de mercado.

La mayor parte de los mercados que existen en el mundo no son profundos porque no
manejan los volimenes de transacciones como para serlo, pero hay diversos grados de
profundidad. Por eso es mds importante tener técnicas para trabajar en mercados menos
profundos.

Sin embargo, mas alla de eso, la nocién de mercado completo es tedrica ya que, atin en
el caso de un mercado muy profundo, un mercado completo no toma en cuenta fricciones
como los costos de transaccién o maneja restricciones sobre las reglas de intercambio,
como prohibiciones sobre la venta en corto (ver Anexo A, pag.60).

También, en la practica si pueden existir riesgos asimétricos entre compradores y ven-
dedores de una opcién (Definicién 2.0.3). Por ende, lo més cercano a la realidad seria
trabajar en base a mercados incompletos.

El problema que se investiga es como proporcionar la mejor valoracién posible de
opciones europeas en el caso de mercados incompletos, tanto respecto a la medida de
riesgo en el peor escenario posible (Definicién 3.0.1), como a una medida de riesgo fisica
(aceptada por el mercado).

Es decir, se busca una medida particular que, adicionalmente, permita calcular dichos
precios para las opciones en la préctica. Esto se logra introduciendo la nocién de precio
de riesgo equitativo, donde se demuestra, en primer lugar, que existe un precio tal que, si



las medidas de riesgo consideradas son convexas, dicho precio asegura que el escritor y
el comprador de la opcién comparten los riesgos irreducibles de forma equitativa (Guo y
Zhu (2017)).

A partir de esto, se analiza que, en el caso del peor escenario posible, sigue existiendo
este precio y se pueden plantear ecuaciones dindmico-discretas mediante la formulacién
de Bellman, las cuales permiten, en teoria, calcular los precios. Ademads, se discuten algo-
ritmos que ofrecen una idea de la eficiencia de este precio de riesgo equitativo (Marzban
y col. (2022)).

Nuestro escrito presenta un algoritmo explicito que transforma el problema de progra-
macién dindmica en un problema de “aprendizaje profundo por refuerzo” que permite
calcular los precios de opciones en la préactica con respecto a una medida de riesgo fisica,
basdndonos en la teoria de Carbonneau y Godin (ver Carbonneau y Godin (2021)).

Para complementar lo dicho anteriormente, en los apéndices presentamos un capitulo
que explica las nociones cldsicas de las matematicas financieras en el caso de los merca-
dos completos, asi como fundamentos de finanzas y fundamentos de teoria de medida,
probabilidad y procesos estocéasticos.

0.1. Origen de la Matematica Financiera

Aunque a veces la asociamos con modelos modernos y graficos de Wall Street, la ma-
tematica financiera tiene raices que se extienden miles de afios atras. El concepto de rédito
o interés es tan antiguo como la civilizacién misma. Ya los sumerios y més tarde el rey
Hammurabi en la Babilonia de hace cuatro mil afios establecian reglas sobre préstamos e
intereses. Incluso el Imperio Romano los aplicaba en sus transacciones.

A lo largo de los siglos, esta disciplina ha evolucionado gracias a mentes brillantes
que sentaron sus bases. En el siglo XVI, Simon Stevin revolucioné el célculo financiero al
introducir las fracciones decimales, simplificando la forma en que se realizaban descuen-
tos e intereses. Poco después, Edmund Halley, més conocido por el cometa que lleva su
nombre, elabor¢ tablas de interés que servirian para calculos actuariales.

Matemaéticos como Fibonacci aportaron al desarrollo comercial al introducir el sistema
hindt-arabigo en Europa y proponer métodos para contabilizar transacciones de manera
mas precisa, dando paso al sistema de doble entrada contable.

0.2. Aportes Clasicos

Ya en el siglo XVIII, Abraham de Moivre y Thomas Simpson publicaron obras fun-
damentales como The Doctrine of Chance, The Nature and Laws of Chance, y The Doctrine of
Annuities and Reversions. Estos textos abordaban probabilidad, anualidades y célculos ac-



tuariales, formalizando técnicas que hoy consideramos esenciales en la gestién del riesgo
financiero.

0.3. Conexiones Interdisciplinarias

La historia de la matemadtica financiera esta intimamente ligada al calculo actuarial
y al mundo de los seguros. Ambas disciplinas comparten una preocupacién central: el
manejo del riesgo. Tal como lo documentan Akyilirim, Erdnic y Soner en su publicacién
A Brief History of Mathematics in Finance (Borsa Istanbul Review, 2014), el desarrollo de
estas dreas ha seguido caminos paralelos, nutriéndose mutuamente.

0.4. El Origen de la Matematica Financiera y su Vinculo
con la Fisica Moderna

En el afio 1900, Louis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier present6 su tesis doctoral bajo
la tutela del célebre matematico Henri Poincaré. Titulada Théorie de la spéculation (Teoria
de la especulacién), esta obra marcé un hito: por primera vez se utiliz6 el movimiento
browniano como modelo para explicar la fluctuacién de precios financieros, anticipando
el desarrollo posterior de los procesos estocasticos.

Lo fascinante es que solo cinco afios maés tarde, en 1905, Albert Einstein publicé su
célebre estudio sobre el efecto fotoeléctrico que también describe el movimiento brow-
niano el cual le vali6 el Premio Nobel en 1921.

0.4.1. La Huella de Bachelier en la Economia Moderna

Aunque la tesis de Bachelier sobre las caminatas aleatorias precedi6 al estudio de Eins-
tein en cinco afios, su relevancia solo fue reconocida décadas después, cuando Andrey
Kolmogorov la destacé ante Paul Lévy, y més tarde Leonard Jimmie Savage la tradujo
al inglés, llevandola al radar de Paul Samuelson, premio Nobel de Economia en 1970.
Los conceptos de Bachelier también se anticiparon a la hipotesis de mercados eficientes
formulada por Eugene Fama, cuya idea central descansa precisamente en la aleatoriedad
informada de los mercados. El trabajo de Bachelier se considera asi una base esencial del
modelo de Black-Scholes.

0.4.2. Einstein, Avogadro y la Medicién del Mundo Molecular

En 1905, Einstein derivé matematicamente el movimiento browniano, relacionando el
coeficiente de difusion con constantes fisicas como la de Boltzmann, la viscosidad del me-



dio y el tamafio de la particula. Este avance permitié medir la constante de Boltzmann, y a
partir de ella, estimar el nimero de Avogadro utilizando la constante de los gases ideales
R. Este vinculo entre fisica y matematicas dio origen a dos campos interconectados: los
procesos estocésticos en fisica y el problema de caminata aleatoria en matematicas.

Pero la historia se remonta atin més atras: en 1811, Amedeo Avogadro propuso que
una mole de sustancia contiene un ntmero fijo de particulas, lo que hoy llamamos ntime-
ro de Avogadro 6.022 x 10%% mol '. Aunque esta constante fue originalmente una hipGte-
sis, fue medida por primera vez en 1909 por Jean Perrin utilizando la formulacién de
Einstein, hecho que le vali6 el Nobel en 1926.

0.4.3. Max Planck, los Cuantos y la Polémica del Nobel

En paralelo, en 1900, Max Planck sent6 las bases de la teorfa cudntica al estudiar la
radiacién de cuerpos negros. Propuso que la energia se absorbe y emite en paquetes dis-
cretos llamados “cuantos”. Esta idea seria clave para entender el efecto fotoeléctrico que
mas tarde Einstein explicarfa. Planck recibi6 el Nobel en 1918, lo que afiadi6 una nota de
controversia al galardén concedido a Einstein en 1921 (formalizado en 1922) Friedman
(2022).

0.4.4. Del Pionero Bachelier a la Revolucion Cuantitativa

Finalmente, volvemos a Bachelier, considerado el primer académico en abordar for-
malmente la matemaética financiera. Esta disciplina no se consolidé hasta los afios setenta,
con el desarrollo de la teoria de precios de opciones por Fischer Black, Myron Scholes y
Robert Merton. La inversiéon cuantitativa también tomé impulso gracias a Edward Thorp,
quien aplicé métodos estadisticos desde el blackjack hasta los mercados financieros. Por
todo ello, Louis Bachelier es justamente reconocido como el padre de la matematica fi-
nanciera.

0.5. El Resto de la Historia: COmo Veinte Afnos Transforma-
ron las Finanzas

La evolucién de las teorias financieras modernas tiene dos momentos clave, ambos
gestados en universidades estadounidenses: la aparicién de la Teoria de Optimizacién de
Cartera en los afios 50 y la formulacion matematica para el precio de opciones en los afios
70, desarrollada por Black, Scholes y Merton. Entre ambos hitos, destaca la figura de Paul
Samuelson, responsable de traducir las intuiciones econémicas al lenguaje riguroso de las
matematicas.



0.5.1. La Revolucién de Markowitz: Diversificar con Inteligencia

En 1952, Harry Markowitz publicé en el Journal of Finance una versién de lo que luego
seria su tesis doctoral. Su propuesta, la Teoria Moderna de Portafolio, cambi6 el paradig-
ma de inversién: no bastaba analizar activos por su rendimiento y riesgo individual, era
necesario considerar la relacién entre ellos mediante la covarianza.

En otras palabras, no se trataba solo de elegir los activos mas rentables, sino de cons-
truir carteras que optimizaran la relacién entre retorno y riesgo, aplicando técnicas como
el andlisis de media-varianza y regresion lineal, antes de llegar al proceso de optimiza-
ciéon. Esto implicaba maximizar el rendimiento esperado sin superar un nivel de riesgo
aceptable.

0.5.2. Sharpe, la Extension hacia el Mercado

Markowitz fue acompafiado en esta cruzada por William Sharpe, quien en 1990 recibi6
el Nobel junto a él y Merton Miller. Sharpe profundizé la teoria al incorporar la relacién
entre cada activo y el mercado en su conjunto, dando lugar al célebre modelo CAPM.

0.5.3. DelaIntuicién a la Formalizacién: Samuelson y la Economia Ma-
tematica

La piedra angular en este proceso fue Paul Samuelson, quien desde el MIT impuls6
una economia matemadtica, con raices en los trabajos pioneros de Bachelier sobre cami-
natas aleatorias. Samuelson fue el primero en demostrar que los mercados, bajo ciertas
condiciones, reflejan toda la informacion disponible: una idea que afios después Eugene
Fama consolidaria en la Hipétesis del Mercado Eficiente.

Ademas, Samuelson aporté con sus modelos de utilidad esperada y optimizacién
estocdstica, fundamentos clave que influenciaron directamente a Markowitz. Si bien el
CAPM se atribuye a Sharpe, Lintner y Mossin, muchos de sus conceptos derivan del
marco tedrico desarrollado por Samuelson.

0.5.4. De la Teoria al Impacto: Eficiencia, Arbitraje y Precio de Activos

Samuelson también dej6 huella en el andlisis de arbitraje y equilibrio de mercado,
pilares de la Arbitrage Pricing Theory de Stephen Ross. El uso del calculo estocastico y la
optimizacién dindmica permitié a los economistas definir con precision el valor de los
activos financieros.

Al final, su obra ayud¢ a establecer que el riesgo relevante no es el idiosincratico (pro-
pio de cada activo), sino el sistémico: aquel que no se puede diversificar y, por tanto, debe
ser remunerado.



0.6. 1973: El Nacimiento de una Nueva Era

El gran salto ocurri6 en 1973 con la publicacién del articulo The Pricing of Options and
Corporate Liabilities, de Fischer Black y Myron Scholes, con el aporte esencial de Robert
Merton. Por primera vez se conté con una férmula, la de Black-Scholes, para valorar op-
ciones europeas, basada en herramientas matematicas sofisticadas: procesos estocésticos,
martingalas, propiedades de Markov, e incluso el calculo de Ito.

Esta féormula permiti6 a la industria financiera disefiar, valorar y cubrir productos
derivados de forma sistematica, abriendo la puerta a una explosién de innovacién que
solo podia sostenerse con una nueva disciplina: la Matemdtica Financiera. Un campo en
constante evoluciéon que se ha convertido en el lenguaje comun para abordar los desafios
complejos de los mercados globales.

0.7. El Origen Milenario de las Opciones Financieras

Una opcién es un instrumento financiero cuyo valor depende de un activo subyacente.
Esta definicién, en apariencia simple, ha transformado profundamente la manera en que
se gestiona el riesgo en los mercados.

Uno de los antecedentes mas antiguos del concepto de opcién puede rastrearse en el
Coédigo de Hammurabi, redactado entre 1755 y 1751 a. C. por el sexto rey de Babilonia.
Este conjunto de 282 leyes sent6 las bases de una sociedad ordenada y justa, e introdujo
principios como la lex talionis (“ojo por ojo, diente por diente”) y la presuncién de inocen-
cia.

El articulo 48 merece una atencién especial. Establece:

“Si alguien debe una deuda por un préstamo, y una tormenta destruye el
grano, o la cosecha falla, o el grano no crece por falta de agua, en ese afio no
necesita darle a su acreedor ningtin grano como pago, lava su tabla de deudas
en agua y no paga renta por ese afio.”

Aunque no menciona indemnizaciones ni términos financieros modernos, este princi-
pio reconoce un derecho contingente del deudor: si la cosecha fracasa, puede optar por
no pagar. El riesgo no desaparece, simplemente cambia de manos. Es un contrato rudi-
mentario, pero ingenioso.

0.7.1. Opciones en Accién: De Tales de Mileto al Mercado Moderno

Siglos mas tarde, Tales de Mileto aplicé de forma brillante un acuerdo opcional: pagé
por adelantado el uso exclusivo de prensas de aceitunas, anticipando una excelente cose-
cha. Asi, sin tierras ni cultivos propios, se beneficié de su visién y estrategia.
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El primer mercado organizado de opciones surgié en Holanda en el siglo XVII, duran-
te la fiebre de los tulipanes. Alli, tanto compradores como agricultores utilizaban opciones
para fijar precios futuros, reduciendo la incertidumbre en un entorno volatil.

Este uso estratégico comenz6 a extenderse. Durante la guerra civil de EE. UU. (1861-
1865), el Norte enfrento el reto logistico de abastecer a sus tropas y caballos. Una de sus
claves de éxito fue garantizar, mediante contratos opcionales, el suministro oportuno de
avena.

Esta innovacién fue posible gracias al Chicago Board of Trade, fundado en 1848, cuya
mision era centralizar y estandarizar la comercializacién de productos agricolas, inclu-
yendo opciones. Aunque por décadas fueron vistas con desconfianza y hasta tildadas de
apuestas, las opciones acabaron consoliddndose como herramientas fundamentales para
cobertura y especulacion.

0.8. Stock Warrants y la Transicion hacia las Finanzas Mo-
dernas

Durante el siglo XX, el uso de opciones financieras se expandié maés alla del &mbito
agricola o logistico: se convirtieron en poderosas herramientas de incentivo corporativo.
Asinacen los stock warrants, instrumentos emitidos por las empresas que otorgan a ciertos
ejecutivos el derecho, pero no la obligacién, de adquirir acciones a un precio prefijado en
una fecha futura.

Los primeros indicios de opciones sobre acciones para empleados aparecen a inicios
del siglo XX, cuando algunas compafias comenzaron a ofrecer estos derechos como parte
de su estructura de compensacion.

Lo fascinante de los warrants no es solo su valor retributivo, sino su funcién estratégi-
ca: alinean los intereses del ejecutivo con los de la empresa. Sila compafiia crece y el valor
de sus acciones aumenta, el beneficio potencial para el tenedor del warrant también se in-
crementa. Sin embargo, ejercer estos instrumentos implica un costo: la emisién de nuevas
acciones puede diluir el valor de las participaciones existentes.

0.8.1. 1973: El Ao que Redefinié las Finanzas

En medio de turbulencias geopoliticas y transformaciones sociales, tres académicos,
Fischer Black, Myron Scholes y Robert Merton, publicaron investigaciones que revolucio-
naron la teoria financiera. Sus articulos:

» The Pricing of Options and Corporate Liabilities (Black & Scholes, 1973, Journal of Poli-
tical Economy)



» The Rational Theory of Option Pricing (Merton, 1973, The Bell Journal)

Estos trabajos introdujeron una idea crucial: era posible valorar una opcién sin conocer
el rendimiento esperado del activo subyacente. Bastaba con conocer:

» Precio actual del activo

Precio del ejercicio (strike price)

Tiempo restante hasta el vencimiento

Volatilidad esperada del activo

Tasa libre de riesgo

Utilizando el concepto de cartera replicante, una combinacién de activos que imita el
comportamiento de la opcion, demostraron que el precio de la opcién debia coincidir con
el costo de replicarla. Asi naci6é el modelo de Black-Scholes, hoy piedra angular de las
finanzas cuantitativas y, eventualmente, merecedor del Premio Nobel (aunque Black no
vivi6 para recibirlo).

0.9. (Por qué Importa la Férmula de Black-Scholes?

El modelo Black-Scholes permite valorar activos cuyo comportamiento esta ligado a
variables contingentes. A través de él, es posible calcular el valor de:

Stock warrants, opciones financieras, deuda subordinada, seguros, bonos, divisas, con-
tratos de leasing, tipos de interés y maés.

El modelo se inspira en el CAPM (Capital Asset Pricing Model), teoria de equilibrio
que explica como se forman los precios en mercados competitivos. En este contexto, el
equilibrio significa que las fuerzas de oferta y demanda estdn balanceadas y solo cambian
ante la irrupcién de factores externos.

Curiosamente, la chispa inicial vino de alguien que no era economista. Fischer Black,
matematico aplicado por Harvard, aprendi6 finanzas de la mano de Jack Treynor, su jefe
en la firma Arthur D. Little. Treynor, junto con William Sharpe, introduciria el CAPM de
manera independiente.

0.9.1. La Colaboraciéon de Black y Scholes

Fisher Black y Myron Scholes se conocieron en el MIT, impulsados por su pasién com-
partida por la economia financiera. Aunque su enfoque diferia , Scholes centrado en op-
ciones OTC (over the counter) y Black en warrants, compartian el objetivo de hallar una
férmula de valoracién precisa.



Black, firmemente influenciado por el CAPM y el concepto de equilibrio, creia que el
precio justo surgia de inversionistas racionales negociando en un mercado estable. Black
adapt6 el CAPM, enfocdndose en como el riesgo (volatilidad) podia explicar el valor de
una opcidn sin depender del rendimiento esperado de la accién.

Robert Merton, usando la férmula de Itd y el célculo estocéstico, logré derivar la
férmula de Black desde fundamentos mateméticos mds rigurosos y sin necesidad del
CAPM. Asi, naci6 la férmula Black-Scholes-Merton, hoy piedra angular en la valoracién
de derivados.

0.10. ;Qué es una Cartera Replicadora?

Una cartera replicadora es una combinacién de activos (acciones + bonos sin riesgo)
que imita exactamente los flujos de una opcién.

0.10.1. Ejemplo Simplificado

Supongamos:
Precio actual de la accién (S) : $100 (1)
Posibles valores a vencimiento : $125 (sube) o $70 (baja) (2)
Precio de ejercicio (K) : $110 3)
Tasa libre de riesgo (7) : 1% anual 4)
Madurez : 1 afio (5)

Valores de la opcién al vencimiento:

Si sube a $125 : max(125 — 110,0) = $15 (6)
Si baja a $70 : méx(70 — 110,0) = $0 (7)

Construccion de la cartera:
Queremos hallar a (acciones) y b (bonos) tal que:

1254 + 1.01b = 15 (8)
754 +1.01b =0 9)

Restando las ecuaciones:
(125 —75)a = 15 = a = 0.3 (10)
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Sustituyendo:
75(0.3) +1.01b =0 = b ~ —22.28 (11)

Es decir: compra 0.3 acciones y pide prestado $22.28. Con esta cartera, replicaras exac-
tamente la opcién.

La genialidad de esta teoria no solo esta en replicar opciones, sino en revelar que si
una opcion no tiene el mismo precio que su cartera replicante, se genera una oportunidad
de arbitraje.

0.11. La Matematica Financiera Hoy

En la actualidad, la matematica financiera constituye una de las herramientas més po-
derosas dentro del campo de las ciencias aplicadas. Esta disciplina combina métodos ma-
tematicos avanzados como la estadistica, la probabilidad, el anélisis numérico y los pro-
cesos estocdsticos para enfrentar desafios complejos en los &mbitos financiero, econémico
y social.

Las opciones financieras, hoy omnipresentes, acttian como instrumentos clave tanto
para la cobertura de riesgos como para la especulacion estratégica. Son el “seguro” del
sistema financiero moderno, permitiendo mitigar riesgos de mercado, de crédito, opera-
cionales y otros. Herramientas como el Valor en Riesgo (VaR) cuantifican estos riesgos
con una precisién cada vez mayor.

Los derivados financieros como los forwards, futures, swaps y derivados climaticos han
transformado el funcionamiento de bolsas y casas de cambio. Su valoracién requiere mo-

delos altamente sofisticados que exigen conocimientos profundos en matematicas aplica-
das.

0.12. Conclusion

Desde las leyes de Hammurabi hasta el mercado de derivados moderno, pasando por
Tales de Mileto, la 16gica ha sido la misma: usar el conocimiento y la previsiéon para ges-
tionar la incertidumbre. Un manejo financiero eficiente, tanto a nivel personal como ins-
titucional, es esencial para el desarrollo sostenible. El entendimiento de conceptos finan-
cieros, sumado al uso de herramientas cuantitativas como las que provee la matematica
financiera, permite tomar decisiones informadas que optimizan recursos y minimizan
riesgos.
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Capitulo 1

Nociones de Matematicas Financieras

1.0.1. Estrategias de negociacién

Definicién 1.0.1 (Estrategia de negociacién). Una estrategia de negociacién es un pro-
ceso estocastico (Definicion B.0.27) § = {5t}tT:0 donde é; = (5?, (5}, .. .,5;1) representa las
cantidades invertidas en cada activo en el tiempo t.

El proceso 6 debe ser predecible, es decir, é; es F;_1-medible (Definicién B.0.15) para
t=1,...,T.

Definicién 1.0.2 (Valor de cartera). El valor de cartera asociado a la estrategia 6 en el
tiempo f es:

d . .
VP =Y 6iSi =6 Si
i=0

Definicién 1.0.3 (Estrategia autofinanciada). Una estrategia ¢ es autofinanciada si:
t
VP=V+)Y 6 (Ss—Ss-1) parat=1,...,T
s=1
Equivalentemente, en tiempo continuo:

dve = 6, -dS;

Definicién 1.0.4 (Proceso de ganancia descontada). Sea é una estrategia autofinanciada.
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El proceso de ganancia descontada es:

Gf:V_f_ZO‘S:Zt)(SﬁW). st S
S? 58 s=1 Sg ngl

donde 6" = (31,...,6%) y s = (s1,...,sd).

En tiempo continuo, esto se expresa como:
de _ 551::1) ) dgglzd)

5(1:d . . .
donde SE ) son los precios descontados de los activos con riesgo.

Definicién 1.0.5 (Estrategia admisible). Una estrategia autofinanciada J es admisible si el
proceso de valor descontado V¢ = V/ /S estd acotado inferiormente por una constante,
es decir, existe ¢ € R tal que:

V) >c¢ paratodot € [0,T]

1.0.2. Reclamos Contingentes y Medidas Equivalentes de Martingala
Reclamos contingentes

Definicién 1.0.6 (Reclamo contingente). Sea (), F,IP) un espacio de probabilidad (Defi-
nicién B.0.24) con filtracion (Definicién B.0.28) {-Ft}fT:o- Un reclamo contingente es una
variable aleatoria (Definicién B.0.25) no negativa H : QO — R™ que es Fr-medible (Defi-
nicién B.0.15).

Si {St}tT:O = (S?, S}, . Sf) es un proceso de precios de activos, entonces H se deno-
mina derivado de los activos subyacentes si H es medible respecto a la c-dlgebra (Defini-
cién B.0.1) generada por el proceso de precios:

Heo(Ss:0<s<T)

Ejemplo 1.0.1 (Opciones europeas bésicas). Sea Sk el precio de un activo subyacente en el
tiempo T y K > 0 un precio de ejercicio. Entonces:

» Opcidn call europea: H = (S} — K)™ = max(St — K, 0)

» Opcidn put europea: H = (K — SL)™ = max(K — S}, 0)
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Medidas equivalentes de martingala

Definicién 1.0.7 (Medidas equivalentes). Sean IP y Q dos medidas de probabilidad (Defi-
nicién B.0.23) sobre (), F). Se dice que Q es equivalente a IP (denotado Q ~ ) si:

Q(A) =0siysdlosiP(A) =0 paratodo A € F

Definicién 1.0.8 (Medida equivalente de martingala). Sea (Q, F, {F:}]_,,IP) un espacio
de probabilidad filtrado (Definicién B.0.28) y {S;}_, un proceso de precios de activos con
Sy = (S?, S}, e, Sf), donde S? representa el activo sin riesgo (Definicién C.2.2).

Una medida de probabilidad Q sobre (Q), F) se llama medida equivalente de martin-
gala si:

1. Q ~ P (equivalencia de medidas)

2. Paracadai =1,...,d, el proceso de precios descontados

. S
Sp ==L
57
es una Q-martingala (Definicién B.0.32) respecto a { F;}[_,, es decir:

EQ[SL | Fi] =85, paratodo0<t<T

1.0.3. Arbitraje y viabilidad del mercado

Definicién 1.0.9 (Oportunidad de arbitraje). Una oportunidad de arbitraje es una estra-
tegia admisible 4 tal que:

1. Vés = 0 (inversion inicial nula)
2. VY‘E > 0 casi seguramente (Definicién B.0.26)
3. P(V2>0) >0

Definicién 1.0.10 (Mercado viable). Un mercado es viable (o libre de arbitraje) si no exis-
ten oportunidades de arbitraje.

Teorema 1.0.1 (Primer Teorema Fundamental de Valoracién de Activos). Un mercado es
viable si y solo si existe una medida equivalente de martingala.
Precisamente:

1. Si existe una medida equivalente de martingala, entonces el mercado es viable.
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2. Si el mercado es viable y satisface ciertas condiciones técnicas, entonces existe al menos una
medida equivalente de martingala.

Esbozo de la demostracion. La demostracion completa requiere herramientas avanzadas de
andlisis funcional. La idea principal es:

1. («) Si existe una medida equivalente de martingala Q, cualquier estrategia de ar-
bitraje ¢ satisfaria EQ[V2] = V{ = 0, pero V& > 0y Q(V& > 0) > 0, lo cual es
contradictorio.

2. (=) Se utiliza el teorema de separacién de Hahn-Banach (Teorema B.2.1) para se-
parar el conjunto de ganancias alcanzables del conjunto de variables aleatorias no
negativas no triviales.

Para detalles completos, ver Delbaen (2006). O

1.0.4. Replicacién y completitud del mercado
Definicién 1.0.11 (Reclamo contingente asequible). Un reclamo contingente H es asequi-

ble (o replicable) si existe una estrategia admisible J tal que:

V2 =H casi seguramente

Definicién 1.0.12 (Mercado completo). Un mercado viable es completo si todo reclamo
contingente acotado es asequible.

Definicién 1.0.13 (Mercado incompleto). Un mercado viable es incompleto si existe al
menos un reclamo contingente acotado que no es asequible.

Teorema 1.0.2 (Segundo Teorema Fundamental de Valoraciéon de Activos). Un mercado
viable es completo si y sélo si la medida equivalente de martingala es tinica.

Proposicién 1.0.1 (Caracterizacion de mercados incompletos). En un mercado incompleto
existe un conjunto no trivial de medidas equivalentes de martingala. Esta multiplicidad de medidas
equivalentes de martingala refleja las diferentes percepciones del riesgo que tienen los agentes del
mercado. Este es un resultado fundamental de Harrison y Pliska (1981).

1.0.5. Valoracién en mercados incompletos

Precios de compra y venta

Definicién 1.0.14 (Precio de superreplicacién). Para un reclamo contingente H, el precio
de superreplicacién (o precio de venta) es:

m°(H) = inf{x € R : existe  admisible con V{ = xy V2 > H}
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Definicién 1.0.15 (Precio de subreplicacién). Para un reclamo contingente H, el precio de
subreplicacién (o precio de compra) es:

7’ (H) = sup{x € R : existe  admisible con V{ = xy V2 < H}

Proposicién 1.0.2 (Intervalo de precios sin arbitraje). Para cualquier reclamo contingente H
en un mercado incompleto:
n’(H) < °(H)

El intervalo [7t? (H), w°(H)] representa el conjunto de precios libres de arbitraje para H.

1.0.6. Medidas de riesgo

En mercados incompletos, la multiplicidad de medidas equivalentes de martingala
requiere criterios adicionales para la valoracién y gestién de riesgos.

Definicién 1.0.16 (Medida de riesgo coherente). Una funcién p : L — R es una medida
de riesgo coherente si satisface:

1. Monotonicidad: Si X <Y, entonces p(X) > p(Y)

2. Invarianza por traslacién: p(X +¢) = p(X) —cparac € R
3. Homogeneidad positiva: p(AX) = Ap(X) para A > 0

4. Subaditividad: p(X +Y) < p(X) + p(Y)

Definicién 1.0.17 (Valor en riesgo condicional (CVaR)). Para una variable aleatoria X que
representa pérdidas y un nivel de confianza « € (0,1), el valor en riesgo condicional se
define como:

CVaR,(X) = E[X | X > VaR,(X)]

donde VaR,(X) = inf{x € R: P(X < x) > a} es el valor en riesgo.
Equivalentemente:

1
CVaR, (X) = - L (X / VaR, (X) du
- 14

Teorema 1.0.3 (Coherencia del CVaR). EI CVaR es una medida de riesgo coherente, es decir,
satisface las propiedades de monotonicidad, invarianza por traslacién, homogeneidad positiva y
subaditividad.

Teorema 1.0.4 (Representacion de medidas de riesgo coherentes). Una medida de riesgo p
es coherente si y solo si existe un conjunto convexo Q de medidas de probabilidad tal que:

p(X) = sup EQ[~X]
QcQ
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Esta representacion conecta las medidas de riesgo con las medidas equivalentes de
martingala en mercados incompletos, lo cual proporciona un marco teérico para la valo-
racion y gestion del riesgo cuando no existe una tinica medida neutral al riesgo.

Formulacién en tiempo discreto

Frecuentemente, en aplicaciones practicas se utiliza el tiempo discreto, por lo que pre-
sentamos las definiciones en dicho contexto.

Definicién 1.0.18 (Proceso de ganancia descontada en tiempo discreto). Sea {G5}1_ el

proceso de ganancia descontada asociado con la estrategia ¢ en tiempo discreto, donde
G es la ganancia descontada en el tiempo t, antes del rebalanceo. Se define G§ := 0y

1:D - _
Gl =Y 6P (B1S, — B S 1), n=12,...,N

donde - denota el producto escalar y 5,&111)) representa las posiciones en los activos con
riesgo.

Definicién 1.0.19 (Autofinanciamiento en tiempo discreto). El proceso J se dice que es
una estrategia de negociacién autofinanciada en tiempo discreto si es predecible y si:

6005, +89 B, = 6P .5, + 4B,

paran =0,1,...,N —1, donde 5,(10) representa la posicion en el activo sin riesgo.

Proposicién 1.0.3 (Equivalencia para estrategias autofinanciadas). Una estrategia 6 es au-
tofinanciada si y solo si:

VS =B.(Vo+GS) paran=0,...,N

1.0.7. Aprendizaje por refuerzo y programacion dindmica

En esta seccion establecemos los fundamentos teéricos del aprendizaje por refuerzo
como marco para resolver problemas de programacién dindmica, particularmente en el
contexto de estrategias de cobertura 6ptima.

Problemas de programacién dindmica

Definicién 1.0.20 (Problema de programacion dindmica). Un problema de programacién
dindmica es una 5-tupla (S, A, T, r, y) donde:
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S es el espacio de estados

A es el espacio de acciones

T:S8xA— P(S) esla funcién de transicion de estados

r: S x A — Reslafuncién de recompensa

v € [0,1] es el factor de descuento
El objetivo es encontrar una politica 77 : S — A que maximice el valor esperado (ver
Ok (2007)):

V7™(s) = io’ytr(st, 7t(st)) | so =s
=

Definicién 1.0.21 (Politica). Una politica en un problema de programacién dindmica es
una funcién 77 : S — A que asigna a cada estado s € S una accién 71(s) € A.

Una politica define completamente el comportamiento del agente: dado cualquier es-
tado, la politica especifica qué acciéon tomar. Se distinguen dos tipos principales:

» Politica deterministica: 7 : S — A, donde para cada estado existe una tinica accién
determinada.

= Politica estocastica: 7: S x A — [0,1], donde 71(s, a) representa la probabilidad de
elegir la acciéon a en el estado s, con ) ,c 4 7t(s,a) = 1 paratodos € S.

El conjunto de todas las politicas deterministicas se denota como I1, y el conjunto de
todas las politicas (incluyendo estocdasticas) como IT;.

Definicién 1.0.22 (Funcién de valor). Para una politica 77, la funcién de valor de estado
se define como:

VT(s) = ET

Y Y'r(sar) | so = s]
=0

y la funcién de valor de accién (Q-funcién) como:

Q™(s,a) = E"

o0
2 Y'r(st,ar) | so = s, a0 = a]
t=0

Teorema 1.0.5 (Ecuacién de Bellman). La funcion de valor 6ptima V*(s) = sup,. V' (s) satis-
face la ecuacion de Bellman:

V*(s) = max {r(s,a) +7 ). P(s’|s,a)V*(s’)}

aeA s'eS
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Andlogamente, la Q-funcion dptima satisface:

Q*(s,a) =r(s,a) + ), P(s']s,a) max Q*(s',a)
s'eS a'cA

Esbozo de la demostracion. La demostracion se basa en el principio de optimalidad de Bell-
man: una politica 6ptima tiene la propiedad de que, independientemente del estado y
decisién inicial, las decisiones restantes deben constituir una politica 6ptima con respecto
al estado resultante de la primera decisién. O

Corolario 1.0.1 (Politica 6ptima). Una politica t* es ptima si y sélo si para todo s € S:

" (s) € argmax Q*(s,a)
acA

Formulacién como proceso de decisién de Markov

Definiciéon 1.0.23 (Proceso de decisiéon de Markov (PDM)). Un proceso de decisién de
Markov es una 5-tupla (S, A, P, R, y) donde:

= S es un conjunto finito o numerable de estados

» A es un conjunto finito de acciones

P:Sx AxS —[0,1] es la funcién de probabilidad de transicién

R:S x A — Resla funcién de recompensa

v € [0,1) es el factor de descuento
Satisfaciendo Y s P(s,a,s") = 1 para todo (s,a) € S x A.

Teorema 1.0.6 (Existencia y unicidad de la solucién). Para un PDM con espacio de estados
finito, existe una tinica funcién de valor optima V* que satisface la ecuaciéon de Bellman, y existe
al menos una politica deterministica éptima.

Definicién 1.0.24 (Operador de Bellman). El operador de Bellman 7 : RISI — RIS se
define como:

(TV)(s) = méx {R(s,a) +79 Y P(s,a, s’)V(s’)}

= s’eS

Teorema 1.0.7 (Contraccion del operador de Bellman). El operador de Bellman T es una

contraccion (Teorema B.2.3) con factor «y en el espacio (RIS, || - ||oo):
[TV1 =T Valleo < 7[[V1 = Val|eo

Por el teorema del punto fijo de Banach(Teorema B.2.4), V* es el tinico punto fijo de T .
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Procesos de decision secuencial

La formulacién de problemas financieros como procesos de decisién secuencial consti-
tuye el puente natural entre la teoria de programacion dindmica clasica y las aplicaciones
modernas de aprendizaje por refuerzo. En el contexto financiero, las decisiones deben to-
marse de manera secuencial a lo largo del tiempo, considerando la evolucién estocastica
de los precios de los activos y la informacién disponible en cada momento.

Definiciéon 1.0.25 (Proceso de decision secuencial). Un proceso de decisién secuencial
es una secuencia de problemas de optimizacién interconectados (P;)_, donde en cada
tiempo t:

m Se observa el estado s; € S;
= Se toma una accién a; € As(sy)
» Se recibe una recompensa r(s¢, a¢)
» El sistema transiciona al estado s;,1 segtin P(s;11|s¢, at)
El objetivo es maximizar el valor esperado total [E [ZtT:o Yir(st, ar)].

Definiciéon 1.0.26 (Politica estacionaria). Una politica estacionaria es una funcién 7 :
S — A que especifica la acciéon a tomar en cada estado, independiente del tiempo. Una
politica es deterministica si 77(s) € A para todo s, y estocdstica si 77(-|s) es una distribu-
cién de probabilidad sobre A.

Teorema 1.0.8 (Optimalidad de politicas estacionarias). Para un PDM con horizonte infi-
nito, factor de descuento v € [0,1), y espacios de estados y acciones finitos, existe una politica
estacionaria deterministica que es éptima.

Esbozo de la demostracion. La demostracion se basa en la estructura recursiva del proble-
ma. Sea V*(s) la funcion de valor éptima. Por la ecuacién de Bellman:

V*(s) = ranea}f {r(s,a) + 'yZ/P(s’|s,a)V*(s’)}

Definiendo 7t*(s) = argmax,c 4 {r(s,a) + v Yy P(s'|s,a)V*(s')}, se puede verificar que
V7 = V*, estableciendo la optimalidad. O

Definicién 1.0.27 (Principio de optimalidad dindmica). El principio de optimalidad dindmi-

ca establece que una politica 6ptima tiene la propiedad de que, sin importar el estado
inicial y la decision inicial, las decisiones restantes deben constituir una politica 6ptima
con respecto al estado resultante de la primera decision.
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Corolario 1.0.2 (Descomposicién temporal de la optimalidad). Si 7* = (7, 77,...) es
una politica ptima para un problema de horizonte T, entonces (75, 713, ..., 7}) es Optima para
el subproblema que comienza en el tiempo t = 1.

1.0.8. Fundamentos de aprendizaje automatico
Aproximacién universal y redes neuronales

Definicion 1.0.28 (Funcion de activacion). Una funcién de activacion es una funcion o :
R — R que se aplica elemento a elemento a las salidas de las transformaciones lineales
en una red neuronal. Las funciones de activacién mas comunes incluyen:

» Sigmoide: 0(x) = H%
s ReLU: 0(x) = max(0, x)
» Tangente hiperbélica: o(x) = tanh(x)

Definicién 1.0.29 (Red neuronal de propagacién directa). Sea X € R un vector de entra-
daysean L,dy,...,dr_1,dout € IN con L > 2. Una red neuronal de propagacién directa
(RNPD) es una funcién Fp : R%in — R%ut con pardmetros 6 definida como:

Fg(X):=ApoF,_q0---0F(X)
dondeparal/=1,...,L —1:
E(Y) = a(A)(Y)) = c(WDY 4 b))
yFL(Y) = AL(Y) = WY 4 p(L),
Los pardmetros 6 = {W(l), oW p) b(L)} consisten en:
= Matrices de pesos W) € R%*%-1 paral =1,...,L
= Vectores de sesgo b!) ¢ R¥ paral =1,...,L

donde do = din y dL = dout-

Ahora veremos un teorema clave que nos dice que, mediante el uso de redes neurona-
les, podemos aproximar funciones continuas.

Teorema 1.0.9 (Teorema de aproximacién universal de redes neuronales). Sea o una fun-
cion de activacién continua no polinomial. Entonces, para cualquier funcién continua f : K —
R™ definida en un conjunto compacto K C R", y para cualquier € > 0, existe una red neuronal
de propagacion directa Fy con una sola capa oculta tal que:

sup [|[Fp(x) — f(x)[| <e

xeK
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Bosquejo de la demostracion:

Paso 1: Primero establecemos que el conjunto de funciones de la forma o(w - x + b)
conw € R",b € R es denso en C(K) bajo ciertas condiciones sobre ¢.

Paso 2: Utilizamos el teorema de Stone-Weierstrass (Teorema B.1.1). Para esto, verifi-
camos que el dlgebra generada por las funciones {o(w-x +b) : w € R",b € R}:

= Separa puntos en K
» No se anula en ningtin punto de K
» Es cerrada bajo operaciones algebraicas

Paso 3: La condicién de que ¢ sea no polinomial garantiza que el conjunto de combi-
naciones lineales finitas de funciones o(w - x + b) es denso en C(K).
Paso 4: Una red neuronal con una capa oculta de N neuronas tiene la forma:

N
Fy(x) =) cio(w; - x +b;)
i—1

que es precisamente una combinacién lineal de las funciones base consideradas.
Por tanto, para cualquier € > 0 y funcién continua f, existe una eleccién apropiada de
pardmetros 6 tal que ||Fy — f|l < €.

Definicién 1.0.30 (Clase de redes neuronales). Para dimensiones fijas d;,,, doyt € IN y fun-
cién de activacion o, definimos:

s NN indout o] conjunto de todas las RNPD que transforman de R%» a R%u con
funcién de activacion o

» Para M € IN y conjunto de pardmetros @ 4 C RRwm:

inzdout

NNM/din/dout = {F9 . 0 S ®M/dinzdout}

Proposicién 1.0.4 (Propiedades de aproximacién). La sucesion de clases {N'N p 4. 4., } MeN
satisface:

1. Anidamiento: NNy 4 C NN My, dy Para todo M € N

inrdout

2. Densidad: Upien NNy — NN finAout

in/dout
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1.0.9. Optimizacién y aprendizaje

Definicién 1.0.31 (Funcién de pérdida). Una funcién de pérdida es una funciéon L :
Réut x R%ut — RT que mide la discrepancia entre la salida predicha 7 y el valor objetivo
y. Ejemplos comunes incluyen:

» Error cuadratico medio: £(7,y) = %H]? —y|?

» Error absoluto medio: £(7,v) = ||7 — y||1

Definicién 1.0.32 (Descenso de Gradiente Estocastico). El Descenso de Gradiente Es-
tocastico (SGD, por sus siglas en inglés) es un algoritmo de optimizacion iterativo para
encontrar el minimo de una funcién objetivo f(6), donde # € RY son los pardmetros a
optimizar (ver Goodfellow (2016)).

A diferencia del descenso de gradiente cldsico que utiliza todo el conjunto de datos
para calcular el gradiente, SGD utiliza una muestra aleatoria (mini-lote) del conjunto de
datos en cada iteracién.

Sea {(x;,yi)}" , el conjunto de datos de entrenamiento y L(6;x;,y;) la funcién de
pérdida para el ejemplo i. La funcién objetivo total es:

£6) = 1Y L(o:31, 1)

i=1

S| =

En cada iteracion ¢, SGD selecciona aleatoriamente un mini-lote B; C {1,2,...,n} de
tamario |B¢| = m y actualiza los pardmetros segun:

1
0141 =0 — Vg (a Y. L(Gt;xi,yi)>
iGBt

donde a; > 0 es la tasa de aprendizaje en el paso t.

1.0.10. Caracteristicas del SGD
= Ventajas:

¢ Computacionalmente eficiente para conjuntos de datos grandes
* Puede escapar de minimos locales debido al ruido estocdstico

* Converge més rdpido en las primeras iteraciones

s Desventajas:
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Algorithm 1 Descenso de Gradiente Estocéstico (SGD)
Entrada: Funcién objetivo f(0), tasa de aprendizaje «, tamafio de mini-lote m, nimero de
épocas T
Salida: Parametros optimizados 6
Inicializar 6, aleatoriamente
parat =0,1,2,...,T — 1 hacer
Mezclar aleatoriamente el conjunto de datos
para cada mini-lote B; de tamafo m hacer
Calcular el gradiente: gt = Y ;3 VoL (65 x;, i)
Actualizar parametros: 0,1 = 0; — ag;
fin para
fin para
retornar 01

¢ Alta varianza en las actualizaciones debido al muestreo aleatorio
* Sensible a la eleccién de la tasa de aprendizaje

* Puede oscilar cerca del minimo sin converger precisamente

1.1. Algoritmo Adam

Definicién 1.1.1 (Algoritmo Adam). Adam (Adaptive Moment Estimation) es un algo-
ritmo de optimizaciéon adaptativa que combina las ideas del momento (momentum) y
RMSprop. Mantiene estimaciones del primer y segundo momento de los gradientes y
utiliza estas estimaciones para adaptar la tasa de aprendizaje para cada pardmetro indi-
vidualmente.

Para cada pardmetro 6;, Adam mantiene:

- mij ): estimacion del primer momento (media) del gradiente

. vgj ), estimacién del segundo momento (varianza no centrada) del gradiente
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Las actualizaciones en cada paso t son:

) = By + (1 pr)g! an
of) = oy + (1= o) (31)? 12)
(7)
i m
W) = (L3)
(/)
i 0
o) : _t,Btz (1.4)
. 14 "
951)1:95])— . g (1.5)
0/ +e

donde ggj ) esel gradiente de 0; en el tiempo ¢, B1, B> € [0,1) son los factores de decai-
miento exponencial, y € es un término pequefio para estabilidad numérica.

Algorithm 2 Algoritmo Adam

Entrada: Funcién objetivo f(0), tasa de aprendizaje « = 0.001, pardmetros f; = 0.9,
Bz =0.999, e = 1078
Salida: Parametros optimizados 6
Inicializar 6y, mg = 0,09 =0,t =0
mientras 6; no ha convergido hacer
t<—t+1
Obtener gradiente g; = Vg f;(6;_1) (en mini-lote)
my <= B -me_q1 + (1 —B1) - gt
vt < B2 v 1+ (1—B2) g7 (operacién elemento a elemento)
1 <— - (correccién de sesgo)

16}

O +— 11’# (correccion de sesgo)
P2

0; < 0;_1 — i fi

Joire Mt

fin mientras
retornar 0;

1.1.1. Caracteristicas del Adam

= Ventajas:

* Tasas de aprendizaje adaptativas para cada parametro
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Robusto ante gradientes ruidosos y espacios de pardmetros dispersos

Funciona bien en la practica sin mucho ajuste de hiperparametros

Combina los beneficios del momento y la adaptacién de tasa de aprendizaje

¢ Correccién de sesgo para los primeros momentos
= Desventajas:

* Mayor uso de memoria (mantiene m; y v;)
* Puede no converger en algunos casos tedricos especificos

* Los hiperpardmetros por defecto pueden no ser 6ptimos para todos los proble-
mas

Con las bases de programacion dindmica y aprendizaje automatico establecidas, pode-
mos introducir entonces los algoritmos de aprendizaje por refuerzo, los cuales son claves
para abordar computacionalmente problemas como la cobertura de opciones, y en gene-
ral problemas de decisién secuencial.

Algoritmos de aprendizaje por refuerzo

Definicién 1.1.2 (Q-Learning). El algoritmo Q-Learning actualiza las estimaciones de la
Q-funcién mediante:

Qrr1(se,ar) = Q(st, ar) +ar |1 + ’Ymaé/'lx Qt(s41,4") — Qt(st, ar)

donde a; € (0,1] es la tasa de aprendizaje en el tiempo t.
Teorema 1.1.1 (Convergencia de Q-Learning). Bajo las condiciones:
1. Cada par estado-accion es visitado infinitas veces
2. TiZga =00y YZgaf < oo
El algoritmo Q-Learning converge a la Q-funcion optima Q* con probabilidad 1.

Esbozo de la demostracion. La convergencia se establece mediante la teoria de aproxima-
cién estocastica. La actualizacion de Q-Learning puede escribirse como:

Qe1(s,a) = Qi(s,a) + &[T Qi(s,a) — Qi(s,a) + €(s, a)]

donde 7 es el operador de Bellman y €;(s,a) es un término de ruido martingala. Las con-
diciones sobre a; garantizan que el algoritmo converge al punto fijo tinico Q* del operador

T. O
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Definicién 1.1.3 (Deep Q-Network (DQN)). Una Deep Q-Network es una aproximacion
de la Q-funcién mediante una red neuronal Qg : S X A — R con pardmetros 6, entrenada
minimizando:

'C(H) = ]E(s,a,r,s’)wD

2
<r +ymaxQy-(s',a’) - Qe(srﬂ)> ]

donde D es la memoria intermedia de experiencias y 6~ son parametros de una red obje-
tivo.

Aplicacién a estrategias de cobertura

Definicién 1.1.4 (MDP para cobertura de derivados). El problema de cobertura de un
derivado se formula como un MDP donde:

» Estado:s; = (St, V4, 7;) donde S; es el precio del subyacente, V; el valor de la cartera
y Tt = T — t el tiempo hasta vencimiento

» Accién: a; = 6; la posicion en el activo subyacente

= Recompensa: r; = —L(V; — VB5) donde £ es una funcién de pérdida y VP° es el
precio de Black-Scholes

» Transiciéon: Determinada por la dindmica del mercado

Proposicién 1.1.1 (Equivalencia con programacién dindmica). La estrategia de cobertura
optima obtenida resolviendo el MDP de cobertura es equivalente a la solucién del problema de
programacion dindmica estocdstica:

T
Vi(s,v) = m(sin]E [C(VT —H) +/ C(by)du | St =s,Vi=v
t

donde H es la funcion de recompensa del derivado y C es una funcién de costo de transaccion.

Demostracion. La equivalencia se establece mediante la correspondencia directa entre los
elementos del MDP y el problema de programacion dindmica:

» Elestado (S¢, Vi, 7:) del MDP corresponde a las variables de estado del problema de
PD

» La accidén J; (posicion de cobertura) es la variable de control

» La recompensa negativa —L(-) corresponde al costo instantaneo
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» La funcién de valor del MDP coincide con la funcién de valor de 1la PD

La ecuacion de Bellman del MDP se reduce exactamente a la ecuacion de Hamilton-
Jacobi-Bellman del problema de control 6ptimo estocéstico. O

Corolario 1.1.1 (Convergencia de estrategias neuronales). Bajo condiciones de regularidad,
las estrategias de cobertura obtenidas mediante DQN convergen a la estrategia optima cuando la
capacidad de la red y el niimero de iteraciones tienden a infinito. (Para mayor detalle se invita al
lector a consultar Powell (2022))
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Capitulo 2

Discusidon Parte 1: Precio de Riesgo
Equitativo

2.0.1. Existencia y Unicidad del PRE

Vamos a introducir la nocién clave en este trabajo de investigacién. Hasta que el precio
de riesgo equitativo se introdujo a la literatura de las matemaéticas financieras en Guo y Zhu
(2017), se habia intentado resolver el problema de valoraciéon de opciones en mercados
incompletos buscando cotas y aborddndolo para medidas de riesgo correspondientes ya
sea al escritor de la opcién o al comprador (ver por ejemplo Xu (2006))

Con la introduccién de este concepto se logré un avance fundamental en este proble-
ma de valoracién por sus propiedades y por la eficiencia que logra en las formulaciones
computacionales (ver para mds detalles Marzban y col. (2022)).

Definicién 2.0.1 (Proceso de ganancias, Restricciones de intercambio convexas). Para ca-
da estrategia de intercambio Q-admisible y autofinanciada disponible en el mercado que
requiere capital inicial cero, llamamos a su proceso de riqueza descontado un proceso de
ganancias. Denotemos por G el conjunto de todos los procesos de ganancias posibles en
el mercado. Se asume que el conjunto G es convexo y contiene el proceso cero.

Requerimos que G sea un conjunto de procesos progresivamente medibles que satis-
fagan las siguientes condiciones:

(i) Todo G € G es una Q-martingala cuadrado integrable con Gy = 0;
(i) 0 € G;

(iii) Para cualesquiera G,H € G y cualquier constante A € [0,1], tenemos AG + (1 —
A)H € G.
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El conjunto G servird como una descripcién adecuada de nuestras restricciones de in-
tercambio, ya que contiene precisamente el conjunto de valores de portafolio descontados
posibles, ajustados por sus valores iniciales.

El modelo de mercado descrito aqui es bastante general ya que solo requiere la exis-
tencia de una medida martingala. Consideremos la valuacién de una opcién europea que
expira en el tiempo T con un pago descontado Fr-medible de Z. Si el mercado es com-
pleto, el precio tnico libre de arbitraje de esta reclamacién en el tiempo 0 estd dado por
7 = E®Z. Este precio es aceptado tanto por el comprador como por el vendedor del
contrato, ya que son capaces de replicar perfectamente sus flujos de efectivo mediante
estrategias de cobertura.

Sin embargo, la replicaciéon perfecta ya no es posible si se imponen restricciones de
intercambio y el mercado se vuelve incompleto. En este caso, el argumento clasico libre
de arbitraje, asi como cualquier argumento unilateral basado en utilidad, solo son capaces
de proporcionar un intervalo de precios.

La falla de la cobertura perfecta sefiala la presencia de riesgo en este escenario, que
también se ve afectado por el precio de la opcién. Intuitivamente, un precio de opcién
mas alto aumenta la exposicién al riesgo del comprador y disminuye la exposicién al
riesgo del vendedor, mientras que un precio de opcién mas bajo tiene el efecto opuesto.
Para que el comprador y el vendedor lleguen a un acuerdo durante la negociacion del
precio, un enfoque posible es elegir un precio 7t de modo que el comprador y el vendedor
de la reclamacién enfrenten la misma cantidad de riesgo.

Definicién 2.0.2 (Funcién de riesgo). Una funcién R : R — R se llama funcién de riesgo
si satisface las siguientes condiciones:

(i) R esno decreciente, convexa y acotada inferiormente.
(i) R(0) =0y R(x) > 0 para todo x > 0.

Definicién 2.0.3 (Riesgo esperado para opciones europeas). Sean R;, R, funciones de ries-
go que satisfacen la Definicién 2.0.2 Dada cualquier variable aleatoria Fr-medible cuadra-
do integrable X que representa un pasivo descontado en el tiempo T, sean ps(X) y pc(X)
las funciones de riesgo esperado del vendedor y del comprador de X, definidas como

— ¢ Q _

ps(X) := inf EXRy(X — Gr) (2.1)

0c(X) := inf EQR (X — Gr) (2.2)
GeG

Nota: Para resultados que se mantienen tanto para ps como para p., podemos usar las
notaciones p; ¢ y Rs por conveniencia.

30



Comentario 2.0.1. Las funciones de riesgo esperado ps(X) y p.(X) representan los riesgos mini-
mos al cubrir el pasivo X.

Se asume que el vendedor y el comprador tienen aversion al riesgo y les gustaria minimizar las
pérdidas seleccionando una estrategia de intercambio apropiada G € G. La medida martingala Q
se elige como una medida de valoracion de riesgo. Si hay mds de una medida martingala disponible,
cada una corresponderia a sus propias funciones de riesgo esperado.

Definicién 2.0.4. Sea Z una variable aleatoria de cuadrado integrable y F;-medible. Con-
sidera una opcién europea con funcién de recompensa descontada Z. Un precio de riesgo
equitativo (PRE) (ver Guo y Zhu (2017)) para esta opcién, denotada por 77(Z), es un valor
constante que satisface la ecuacion ps(Z — 1(Z2)) = pc(Z — n(Z))

Para demostrar la unicidad y existencia del PRE, probemos primero el siguiente lema
sobre funciones de riesgo y funciones de recompensa:

Proposicién 2.0.1 (Lema). Sean Xy Y variables aleatorias cuadrado integrables y Fi-medibles
que satisfacen que EqR; (X) < co y EqRs (YY) < 0. Entonces, las funciones de riesgo esperado
correspondientes ps y p. tienen las siquientes propiedades:

= () Roc(EQY) < ps,e(Y) < EqRsc(Y)
w (ii) Monotonicidad: Si X <Y entonces ps(X) < ps,c(Y)

w (iii) Convexidad: Para cualquier constante A € [0, 1] tenemos que:
Psc(AX + (1= A)Y) < Aps,e(X) + (1 = A)ps,e(Y).

n (1v) limy o0 Psc (Y — %) <0 < limyyo0 ps5c(Y + )

Demostracién. (i) Acordémonos que psc(Y) := infgeg EqRsc(Y — Gr). La cota superior
Ps,c(Y) < EqR;(Y) se obtiene cuando Gr = 0 ya que p;(Y) asume su valor méaximo,
mientras que la cota inferior Rs(EqY) < psc(Y) se infiere de la desigualdad de Jensen y

que EqGr = 0.
(if) La monotonicidad de ps . se sigue de que R; es monétono por definicién de funcién
de riesgos.

(iii) La convexidad de ps . se deduce de la convexidad de R;. y G:

pse(AX +(1=A)Y) = _inf EqRu(AX+(1 =AY~ (AG+(1-A)H)r

< _inf_(AEQRse(X = Gr) + (1= M)EQRsc(Y = Hr)) = Apse(X) + (1= V)pe(Y)

31



Aqui se aplica la propiedad (i). (iv) Usaremos las cotas de (i). El limite superior estd dado

por
xlgro\o pS,C(Y + x) > xlgl(}o Rs,c(]EQY + x) > RS,C(O) =0 (2.3)

por definicién de R como funcién de riesgo.
Para la cota inferior, nétese que para valores positivos de x

Ps,c(Y —x) < EQRsc(Y —x)
= EqQ(Rsc(0))ly_x<0 + Rsc(Y))Ay_x>0
Por el teorema de convergencia dominada, a medida que x — oo,

RS,C(Y - x))]lY—x>O =0

y por definicién el término de la izquierda es R;:(0) = 0. Se deduce entonces la cota
deseada. o

Ahora si, probemos estas propiedades sobre el precio de riesgo equitativo:

Proposicién 2.0.2. El precio de riesgo equitativo existe y es tinico
Considera un modelo de mercado con restricciones de intercambio convexas.

Para cualquier opcién europea con una funcion de recompensa descontada Z de cuadrado inte-
grable, Fi-medible que satisface

EqRs(|Z| +¢) < co,para todo c € R

existe un tinico precio equitativo de riesgo 7. Y especificamente, 7t es la solucién a la ecuacion:

0s(Z = 7(Z)) = pc(Z — (Z)) (2:4)
Adicionalmente, 71(Z) es monétona en Z.

Demostracion. Sea v € R, se considera la funcién
v— p(v—=2)—ps(Z—v) (2.5)

Gracias al lema sabemos que v — p.(v — Z) y v — ps(Z — v) son funciones conve-
xas reales que son no decrecientes y no crecientes respectivamente. Por ende, la funcién
que consideramos previamente es continua y no decreciente. Mds alla de eso, la parte (iv)
del lema implica que este mapa toma valores negativos y positivos, y al ser continuo, eso
implica que toma el valor de 0 gracias al teorema del valor intermedio. Por lo que existe
al menos un valor para el cual p.(v — Z) = ps(Z —v). Y, sustituyendo v por 7t donde 7
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es el precio de riesgo equitativo deseado como uno de estos valores tenemos la existencia
de al menos un precio de riesgo equitativo.

Ahora, probemos la unicidad de 7.

Asumamos, por el contrario, que existiera mds de una solucién, y tomemos al par de
soluciones que tendrian que existir entonces, v y v 4+ k donde k > 0. Entonces, por la
monotonicidad de ps y p,

pe(V+k—2)2p(v—2) =ps(Z—-v) 2 ps(Z—v—k) =pc(v+k—Z) (2.6)

Como algo no puede ser mayor a si mismo, tenemos que se debe tener igualdad
en todas estas desigualdades, y de ahi tenemos que p.(v +k — Z) = p.(v — Z). Por
la monotonicidad y convexidad de p., eso implica que p.(x — Z) tendria que ser fun-
cién constante para todo x < v 4 k. Y por el inciso (iv) del lema previo, tenemos que
pc(v+k—2)=p(v—2)<0.

Ahora, aplicando el inciso (i) del lema y expandiendo por definicién, tenemos las si-
guientes desigualdades:

Re(v+k—EqZ) < 0,Rs(EqZ —v) < 0. 2.7)

Y como al menos uno de v + k — EqZ o EqZ — v tiene que ser positivo, esto serfa
una contradiccion con la definicion de funcién de riesgos en la condicién que Rsc(x) > 0
Vx > 0.

Por lo cual, nuestra suposicién original de que hay més de una solucién tiene que ser
falsa. Y de esto vemos que la solucién es tnica. Inmediatamente también tenemos que
71(Z) es mondtona como ps y p. son funciones monétonas. [

2.0.2. Compatibilidad con esquema de mercados completos

Comentario 2.0.2. Veamos ahora que esta definicion de riesgo de precio equitativo es compatible
con los argumentos estindar de valoracion libre de arbitraje. En particular, veamos que el precio
de riesgo equitativo se reduce al precio en un mercado libre de arbitraje si el mercado es completo
en vez de incompleto y se remueven las restricciones de intercambio. Esto permite ver este abordaje
como una extension de la teoria cldsica ya establecida. Ver Anexo C.

Definicién 2.0.5. Tomemos la siguiente definicién de arbitraje bajo restricciones de in-
tercambio. Un arbitraje del vendedor consiste en una terna (Z, 7,G) € L'(Q) xR x G
donde

n—72+4+Gr>0,Q(mr—Z+Gr>0)>0.

Un arbitraje del comprador, en cambio, consiste en una terna (Z, 7, G) € L'(Q) x R x G
donde

Z—n+Gr>0Q(Z—-mn+Gr>0)>0.
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Proposicién 2.0.3. Bajo un precio equitativo de riesgos no es posible realizar un arbitraje
Primero probamos lo siguiente:

Proposicién 2.0.4. Dada una opcion europea con recompensa descontada Z, el precio equitativo
de riesgos 7t evita cualquier oportunidad de arbitraje, como previamente definido para el comprador
y el escritor.

Demostracion. Supongamos que existe un arbitraje del vendedor (Z, 7r, G). Entonces de-
bemos tener que m — Z + Gt > 0y que Eq(m — Z) = Eq(m — Z + Gr) > 0. Esto implica
la siguiente cadena de desigualdades,

0= Rs(0) > BqR«(Z ~ 7~ Gr) > inf EqR«(Z — 7~ Gr)
S

=ps(Z—m) =ps(m—Z) =2 Re(Eq(m — Z)) > R(0) =0

lo que es una contradiccién, ya que 0 no puede ser mayor que 0. Entonces, no puede
haber un arbitraje del vendedor. De manera andloga, vemos que tampoco puede haber
un arbitraje del comprador. O

Ahora, asumamos que estamos ante la situaciéon de un mercado completo y veamos
que el precio de riesgo equitativo coincide exactamente con el precio tnico libre de arbi-
traje.

Proposicién 2.0.5. El precio de riesgo equitativo coincide con el precio tinico libre de arbitraje

En el caso cuando el mercado se vuelve completo, G corresponde al conjunto de todas
las Q-martingalas cuadrado integrables con valor inicial cero.
Si G es el conjunto de todas las martingalas Q cuadrado integrables, con valor inicial 0,
entonces tenemos lo siguiente:

» (i) Para cualquier variable aleatoria X cuadrado integrable, 1 medible, tenemos
que ps(X) = REgX y pc(X) = R(EgX.

= (ii) Considera una opcién europea con una recompensa Z cuadrado integrable, Fr
medible. Entonces, la siguiente igualdad se cumple:

0s(Z —BqQZ) = pc(Z —EqZ) =0

Entonces, el precio de riesgo equitativo esta dado por m = [EqgZ y ambas partes pueden
cubrir la opcién perfectamente sin ningtin riesgo.
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Demostracion. Por el lema previo, ya sabemos que ps(X) > R (EgX). Para que se dé la
igualdad, tomemos G € G la estrategia de cobertura perfecta para X, asi que:

XZIEQX+GT

Esta eleccion de G es posible gracias al teorema de representacion de las martingalas.
Entonces tenemos que:

pS,C(X) < IEQRS,C(X - GT) = Rs,c(]EQX)

Por lo tanto,
Ps,c(X) = Rs,C(lEQX)

Entonces, la segunda proposicion se tiene como consecuencia de que Rs,. es monétono,
R;s,c(0) = 0y la primera proposicion. O

Esto establece una compatibilidad con el modelo clasico para mercados completos.

Comentario 2.0.3. Mencionamos que, aunque todas estas nociones de precios de riesgo equitativo
se pueden aplicar al caso de las opciones americanas, no nos adentramos en dicha teoria ya que,
a diferencia del caso de las opciones europeas, no se ha formulado cerradamente como es el caso
de Black-Scholes de manera que se pueda verificar la compatibilidad entre ambos abordajes y, por
ende, lo que existe son aproximaciones.

Comentario 2.0.4. Como es posible ejecutar una opcién americana en cualquier momento, y hay
una asimetria entre los tiempos Optimos de ejecucion para el comprador y vendedor, desarrollar la
teoria matemdtica necesaria para tratar este tipo de opciones no esta a nuestro alcance.
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Capitulo 3

Discusion Parte 2: Formulacion dindmico
discreta

3.0.1. Formulacién dindmico discreta bajo el peor escenario posible

Veamos como es posible plantear una formulacién dindmico discreta del problema
Watkins y Dayan (1992) y dar solucién a nivel computacional al mismo, en el caso donde
las medidas de riesgo que consideramos sean el peor escenario posible, para ambas partes
de la transaccion.

Definicién 3.0.1 (Intervalo de precio justo). Dada una medida de riesgo del escritor p,
y una medida de riesgo del comprador p,, el intervalo de precio justo se define como
el intervalo de precios para el cual, tanto el escritor como el comprador no pueden ex-
plotar el mercado para cubrir completamente el riesgo del contrato que han acordado.
Matematicamente, el intervalo de precio justo toma la forma [p?, p?], donde

pd = sup{po | Re(po) < 0}

pe = inf{po | Re(po) < 0}.

Comentario 3.0.1. Es importante diferenciar el IP] del intervalo sin arbitraje. En particular, este
iiltimo se define como el intervalo [p°, p°], tal que:

72 := sup{po | existe X € X(—po), F(St, Y1) + X1 > 0 casi sequramente}
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70 := inf{pg | existe X € X (po), F(St, Y1) — X1 < 0 casi sequramente}.

Comentario 3.0.2. Se puede ficilmente aprovechar el hecho de que las medidas de riesgo se inter-
pretan como equivalentes de certeza y son mondtonas para mostrar que el IP], que tiene en cuenta
que las dos partes no son arbitrariamente adversas al riesgo, es necesariamente un subconjunto del
intervalo sin arbitraje. Mientras que el intervalo de precio sin arbitraje siempre estd garantizado
no estar vacio, esto no es necesariamente el caso para el IP]. Un IP] vacio captura la existencia de
un precio, para el cual tanto el escritor como el comprador terminan estando expuestos a un riesgo
negativo, haciendo asi menos relevante el paradigma de precio de riesgo equitativo (PRE).

Tengamos en cuenta también que tanto el precio de riesgo equitativo como el intervalo de precio
justo, solo pueden medirse si las medidas de riesgo p, y p. son conocidas.

3.0.2. Intervalo de Precio Justo

Proposicién 3.0.1 (Intervalo de Precio Justo). Dado que tanto p, como p. son medidas de riesgo
convexas, existe un precio de riesgo equitativo si y sélo si el intervalo de precio justo estd acotado.
Ademds, cuando existe, es igual a:

i = £O=CO)

que es el centro del intervalo de precio justo si este tiltimo no es vacio.

Esta demostracion se basa principalmente en la propiedad de invariancia de traslacién
junto con la siguiente propiedad de X" (po)

Demostracion.

X (po) ={X | existe s, existe c € R
Xy =po+ /Ot &s dSs > ¢;para todo t € [0, T]}
=po + {X' | existe &, existe c € R
X; = /Ot &s dSs > ¢;para todo t € [0, T]}
=po + X(0)

donde po + X (0) se refiere a la adicién de conjuntos.
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Estas dos propiedades pueden ser ambas utilizadas para mostrar que ambos:

€ = inf *(F(ST,YT) — X
o° (po) xeand, P (F (ST, YT) — XT1)
= inf p°(F(St,YT)— XT —
Xelf;((o)P( (S1,Yr) — X1 — po)
= inf p°(F(St,YT)— XT) —
P (F(St,YT) — X1) — Po
:inf{S|X€il’/‘\1gf(0)pe (F (ST/YT)_XT) SS}—PQ
= inf {s [ ¢°(s) <0} —po = py— po (A5)

y de forma similar,

¢ = inf (=Xt —F(ST,Y
o (po) XG;(OWOP (=Xr — F(S1,Y1))
= inf p°(—=Xr—F(ST,YT))+
XEIX(O)p( T (T T)) po

= inf {s | ¢°(0) < s} + po

= inf {s | ¢°(—s) < 0} + po

—sup {—s | 0°(—s) <0} +po

= —po + Po (A6)

Entonces podemos obtener nuestro resultado al verificar ambas direcciones del si y
s6lo si. Primero, dado que existe un PRE, digamos que p; € IR, debe ser tal que tan-
to ¢° (py) como ¢ (p;) son miembros de R. Esto necesariamente implica que p; € Ry
r5 € Ry, por lo tanto, el intervalo de precio justo estd acotado. De forma reciproca, si el
intervalo de precio justo estd acotado, entonces uno puede verificar que el punto medio
ps = (p§ + p§) /2 si satisface la condiciéon de PRE:

o (po) = po—pro = po/2—po/2=—po+ po =0 (po)

Mas alla de eso, este punto medio puede ser calculado asi:

po = (1/2) (inf {po | ¢ (po) <0} —sup{—s|¢°(—s) < 0})
= (1/2) (po + po) = (1/2) (¢°(0) — ¢%(0)))
siguiendo exactamente los mismos argumentos que en las ecuaciones previas (A5) y (A6).
Esto concluye nuestra demostracion. O

Comentario 3.0.3. Basdndonos en la Proposicion 3.0.1, cuando se utilizan medidas de riesgo
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convexas, el precio de riesgo equitativo se puede encontrar simplemente evaluando los dos limites
del intervalo de precio justo.

Siguiendo una preocupacién importante planteada sobre el enfoque de fijaciéon de pre-
cios de arbitraje €, basado en un resultado de Xu (2006), podemos confirmar el hecho de
que para medidas de riesgo convexas que satisfacen la propiedad de riesgo de mercado
acotado, el precio de riesgo equitativo estd libre de arbitraje bajo condiciones débiles.

Lema 3.0.1. Si el intervalo de precio justo existe y no esta vacio y ambas p. y p. son medidas
de riesgo convexas, entonces el precio de riesgo equitativo se encuentra en el intervalo de
precios sin arbitraje.

Demostracion. Citando la propiedad 2 en Xu (2006).

Propiedad 2: El precio de venta estd acotado superiormente por el precio de superco-
bertura y el precio de compra esta acotado inferiormente por el precio de subcobertura.

Dado que los precios de subcobertura y supercobertura abarcan el intervalo de precios
sin arbitraje, los precios de venta y compra estan libres de arbitraje. En particular, tenemos
que pg esta acotado superiormente por el precio de supercobertura y pj estd acotado in-
feriormente por el precio de subcobertura. Por lo tanto, dado que p < pj, debemos tener
que el intervalo de precios justos es un subconjunto del intervalo sin arbitraje. Esto nos
permite concluir que el precio de riesgo equitativo también es un miembro del intervalo
sin arbitraje. O

A continuacién, se mostrard como se puede aprovechar atin més el resultado de la Pro-
posicion 3.0.1 para identificar el precio de riesgo equitativo de opciones de estilo europeo
utilizando programacién dindmica, en un contexto donde la cobertura se implementa en
puntos de tiempo discretos.

Observacion 1 Debemos notar aqui que en el caso donde las medidas de riesgo no
satisfacen la propiedad de invariancia traslacional, pero atin se puede explotar la obser-
vacion anterior de que el precio de riesgo equitativo cae dentro del intervalo de precio
justo y, por lo tanto, esta libre de arbitraje, asumiendo que este intervalo no estd vacio. Es
decir, si tal precio existe, se puede identificar empleando un algoritmo de biseccién que
puede establecer £(pg) := £(po) — C(po) = 0. La convergencia de un método de bisec-
ci6én puede basarse en el hecho de que £(pp) es no creciente y que es mayor o igual a cero
en p y menor o igual a cero en py.

3.0.3. Planteamiento Dindamico Discreto para el Marco de Fijacién de Precio Riesgo
Equitativo

En contextos donde el comercio solo puede ocurrir en periodos especificos de tiempo
{tk}llf;ol C [0, T], tipicamente se redefine el conjunto de todas las estrategias de cobertura
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autofinanciadas admisibles en términos de la riqueza acumulada en cada periodo:

k—1
X(po) = {X : Q0 — RX | existe {& o, Xk = po+ Y, EwASp 41, para todo k = 1,...,K} ,
kK'=0

donde ASy 1 = S, — Sy, y donde, para cada k =0, ...,K — 1, la estrategia de cober-
tura ¢y es Fy,-medible y captura el niimero de acciones de los activos riesgosos manteni-
dos en la cartera durante el periodo [t, t;1]. Finalmente, se asume que todas las variables
aleatorias de interés en el problema de cobertura discreta estan bien comportadas.

Suposicién 3.0.1. Existe algiin p € [1,00] tal que todo X € X(pg) es tal que para todos k =
1,...,K tenemos que Xy € LP(Q), F;,, P) y que la funcién de pago F(St,Yr) € LP(Q, Fr, P).

Definicién 3.0.2 (Medidas de riesgo que pueden descomponerse en un paso). La medida
p: Ly (Q, Fr,P) — R se puede descomponer en un paso si existe un conjunto de medi-

das de riesgo {pk},f;ol tal que p(X) = po (01 (- - - px—2 (px-1(X)) - - - ) y donde cada medi-
da pi : Ly (Q, Fiy1,IP) — Ly, (Q, Fi, IP) es una aplicacién de riesgo condicional (como se
define en Ruszczynski y Shapiro (2006)), es decir, satisface las siguientes propiedades de
convexidad, monotonicidad e invariancia de traslacion condicional:

» Convexidad condicional:

para todo 6 € [0,1], para todo X, Y € L, (Q), Fi11,P)

Pr(0Y + (1 —0)X) < 0p(Y) + (1 — 0)pr(X) casi seguramente
» Monotonicidad condicional:
para todo X, Y € Ly, (), Fi11,P),Y > X casi seguramente
implica que pi(Y) > px(X) casi seguramente
s Invariancia de traslacién condicional:

paratodo X € L, (O, Fi, P), Y € Ly (Q, Fiy1,P), pr(X+Y) = X+ pi(Y) casi seguramente

Adicionalmente, una medida de riesgo coherente se dice que "se puede descomponer
coherentemente en un paso’ si cada medida py también satisface:

» Invariancia de escala condicional:

para todo « > 0, para todo X € L, (Q), Fi11,P), pr(aX) = apr(X) casi seguramente
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Entre todas las medidas de riesgo que se pueden descomponer en un paso, se puede
demostrar que una clase especial de medidas de riesgo es especialmente atractiva desde
un punto de vista computacional. Se hara referencia a estas medidas como medidas de
riesgo Markovianas, las cuales se pueden usar cuando el espacio medible filtrado (Q), F)
es un espacio de producto progresivamente revelado, lo que vamos a definir de forma
subsiguiente.

Definicién 3.0.3. Un espacio de probabilidad filtrado (Q), F,F,P) se dice que esta soporta-
do en un espacio de producto progresivamente revelado si existe una sucesion { (Q, Xx) } sz1
tal que (Q), F) es el espacio de producto, es decir, () := H,Ile Oy F =K %, yFesla
filtracion natural en este espacio, es decir, F;, := 0 (7 : k' < k), donde i (w) := wy.

Definamos entonces lo que es una medida de riesgo Markoviana:

Definicién 3.0.4 (Medida de riesgo Markoviana). Dado que (Q}, F,FF,P) estd soportado
en un espacio de producto progresivamente revelado definido a través de { (O, X¢)} szl,
una medida de riesgo que puede descomponerse en un paso se dice que es Markoviana
si existe un proceso estocdstico F medible 6, : 3 — R", con k = 0,...,K, que sigue
algunas dindmicas 6y 1(w) = f (6x(w), wk) para alguna f : R™ x () — R™, y alguna py
: Ly (Y1, Zig1, Pryr) X R™ — R, con Py 1 la marginalizacién de IP en (4 tal que:

(X, w) = pr (TTx(X, w), b (w))
donde Ty (X, w) es una variable aleatoria en £, (11, Xx11, Py1) definida como
Ui (X, w0, @pi1) = X (Wi, D41, Wi1:k)-

Finalmente, dado que la medida de riesgo que puede descomponerse en este docu-
mento se utilizard en un mercado financiero libre de arbitraje, se puede formular una
suposicion que impone la suposicién del mercado acotado 4.0.1 en cada transformacién
de riesgo condicional.

Suposicién 3.0.2 (Riesgo de mercado condicional acotado). Una medida de riesgo que puede
descomponerse en un paso p se dice que expresa riesgo de mercado condicional acotado si cada
mapeo de riesgo condicional py satisface las siguientes propiedades.

K
0> inf o <— Z égASg_H) > —oo casi sequramente
{=k

gkr"'/CK—l

donde py x(X) = pk (Pk+1 (- - - px—1(X) - - - ). Ademids, si es condicionalmente invariante a

escala, entonces infg, = | ork (— YK, EASe 1) =0.

En lo que sigue, derivamos ecuaciones dindmicas que pueden ser usadas para calcular
el precio de riesgo equitativo de opciones de estilo europeo en el comercio en tiempo
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discreto. Ademas, explotamos las propiedades de invariancia traslacional y markovianas
para reducir la dimensién del espacio de estados requerido para formular las ecuaciones
de Bellman.

3.1. Opciones de Estilo Europeo

Para evaluar el precio de riesgo equitativo de opciones de la forma F(St, Yr) en tiempo
discreto con medidas de riesgo convexas, como se describe en la Proposicién 3.0.1, se
deben resolver los problemas (1a) y (1b) bajo el conjunto factible de estrategias X (0).

Proposicién 3.0.2. Dado que p, y p. son medidas de riesgo que pueden descomponerse en un paso
como se define en la Definicion 3, entonces £(0) = Vi y C(0) = V§, donde cada Vi y V{ para
k=0,...,Ksedefinen de la siguiente manera:

Modelo del Escritor:

Vi(w) = i?fpi(—CkASkH +Vi,w), k=0,...,K-1
k

VE(w) = F(Sk(w), Yi(w))-
Modelo del Comprador:

Vi(w) := igfpi(—CkASkH +Vi,w), k=0,...,K-1
k

Vi(w) := —F(Sk(w), Yk(w)),

y asumiendo que cada Vi € LF(Q), F, P) y V{ € LP(Q, Fy, P). Ademds, la politica de cober-
tura de riesgo minima tanto para el escritor como para el comprador se puede describir respectiva-
mente como:

Ck (w) € argﬁ(}iﬂpi (—CkASkr1 + Vi, w)
paratodok =1,...,K—1

0k (w) € argf%inpi (=CkASky1 + Viy, w)

paratodok =1,...,K—1

Demostracion. Se hace énfasis en proporcionar los argumentos que respaldan las afirma-
ciones para el modelo del vendedor, ya que estos son andlogos al modelo del comprador.
Al hacerlo, seguiremos de cerca la teoria presentada en Pichler y col. (2022). Comenza-
mos construyendo el llamado sistema de preferencia aditiva {Rk,l}(k,l) €{0,... K} 2ik<] (tam-

bién conocido como una medida de riesgo dindmica) basada en p°, donde cada Ry :
Ly (O, F, P) x Ly (O, Fyy1,P) x -+ x L, (€, F},IP) toma la forma:
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¢
Rie (Zis Zis1, - - -1 Ze) = P (Piﬂ ( S Pk (Z Zk/> > )
K=k

paratodo0 <k < /¢ <K

Con base en esta definicion de Ry ¢, se desprende sin mayor dificultad que:
°(0) = inf Rok(0,0,...,0,F(St,Yr) — X
¢(0) Xelf/‘l((o) 0k ( (S, Yr) — Xk)

Dado que p° se puede descomponer en un paso, se puede mostrar que R es tanto
"Monétona’ como ‘Recursiva’ (ver definiciones 2.3 y 4.1 en Pichler y col. (2022)). En parti-

cular, para la monotonia tenemos que:

para todo Zy, ..., Z, implica que:
Rie (Zis s Z0) = 0k (Phar (051 (05 (- Pk

= 0k (Piﬂ ( ik k’+pv< Ok (é@%)---)

o1
=Pi<ﬁi+l ( <Z Zi + Ry (Zo ..,zg)>...>

= 0 (Piﬂ( 051 (05 (

v—1
X (Z Zk/—l—vag(Zv,...,Zg)> >
k' =k

=Riko (Ziyo s Zo-1, Ry (Zo, ..., Zy)))
donde explotamos la monotonia, la definicién de Rv, £ y la invariancia de transicién

condicional de pk® para todosk =v,...,K.
Verificando estas condiciones, la Proposicién 4.0.2 y algunas aplicaciones son las que

siguen en la Seccién 4 de Pichler y col. (2022) permiten concluir que:

XeXx(0)
= i?f RO,l (O, i?f Rl,Z (O, ... Inf RK—l,K (O, F (ST, YT)
0 1

K-1

0°(0) = inf Rk (0,0,...,0,F(St,Yr) — Xk)

—Xg) )
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Por lo tanto, ¢°(0) = V§ (0, w) donde
Vi (Xy,w) = igfpi (Vi1 (X + GeASki1) , 0)
k

Vi (Xi,w) = F (S1(w), Yr(w)) - Xi(w)

Ademés, el conjunto de politicas 6ptimas para el problema (1a) debe contener las si-
guientes politicas de cobertura:

& (X, w) € arg n}inpi (Vi1 (Xi + EASpiq) , w)
k
paratodok=0,...,K—1
Sin embargo, por la invariancia de traslacién condicional, sabemos que:
Vk (Xk, w) = Vg(w) — Xk(w)
Y recursivamente deducimos que:
Vi (Xp,w) = inf o (Vs (X + 8eASey1) , w)
= ig(fpi (Vi1 — Xi — GkASpp1, w)
= fgfpi (Vi1 — GlASpy1, w0) — X (w)
= Vi (w) — Xi(w)

Por lo tanto, ¢°(0) = V0°(0,w) = V0°(w). Un razonamiento similar confirma que el
conjunto de politicas 6ptimas para el problema (1a) contiene para todosk =0,...,K—1

& (Xpw) € arg Hgnpi (Vi (X + EASpi1) , w)
= argmin g, (Vi — Ge\Skin @) — Xelw)
= argmin p (Viyy — GkASki1, @),
por lo tanto, equivalente a {{*(w). Concluyendo la demostracion. [

Demostracién. Luego se obtiene que si el espacio de probabilidad filtrado estd soportado
en un espacio producto progresivamente revelado, si tanto ASy como AYjy := Yy — Yi_4
son medibles en Xy, de modo que coexisten en Lp(Q), F,IP) y en Lp (Q, Lk, Py), y si tanto
p¢ como p° satisfacen la suposicion Markoviana con respecto a 6° y 6 respectivamente,
entonces podemos derivar ecuaciones de Bellman de dimensién finita, que nos permiten
calcular el precio de riesgo equitativo. Estas se pueden definir de la siguiente manera:
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Vfé (SK, YK, 0%) = F (SK, YK)
y recursivamente:
VE (Sk, Y, 0F) = i?fpk (—CkASky1 + Viiq (Sk+ ASkyn, Yi
k

+AY1, fx (07)) ,65)

donde cada f; (6¢) puede ser considerado una variable aleatoriaen £, (1, Zy1, Piy1)-
Estas ecuaciones tienen la propiedad de que:

Vi(w) = Vg (Sk(w), Yr(w), O (w))

y recursivamente vemos que si V¢, (w) = V¢, (Ska(w), Yiq1(w), 65, (w)), entonces
tenemos que:

Vi (w) = ig(fpi (—CkASki1 + Vi, w)
= ingi (—CkASka + Vit (Skr1s Y1, 0541) - w)
k
= igfﬁi (TTi (—&xASy4a
k

+VE1 (kv Yer1,0¢41) ), 07 (w))
= i?fpi (—CkASkr1 + Viiq (Sk(w) + ASpyq, Yi(w)
k

+AYii1, £ (8)), Ok(w))
:Vk (Sk(w), Yk(w)/ ek(w))

De estas derivaciones se ve que ¢°(0) = V§ = V{ (So, Yo, 65). En el caso del comprador,
derivaciones andlogas nos llevan a las siguientes ecuaciones de Bellman:

Vlg (SK, YK, 9%) = —F (SK, YK)

V¢ (Sk, Yi, 07) = igfp,i (—CkASkia
k
+Vi 1 (Sk 4 ASkp1, Yie + AYieya, fi (67)),65)

que pueden ser utilizadas para calcular ¢°(0) = V§ = V§ (So, Yo, 65). Podemos enton-
ces concluir que p§ = (V¢ (So, Yo,65) — V§ (So, Y0,65)) /2. O
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Capitulo 4

Discusion Parte 3: Aplicaciones y
Simulacion Numérica

Lo que buscamos en esta seccion es llevar a la practica la teorfa que desarrollamos en
la discusién para poder trabajar en mercados incompletos.

Para poder hacer esto, vamos a apoyarnos en algunos nuevos conceptos de redes neu-
ronales que son necesarios para poder llevar esto a la practica porque nos encontramos
con un impedimento muy serio dado el problema de la dimensionalidad o "curse of di-
mensionality’ como se conoce en la literatura cientifica, el cual fue un término introducido
por Richard Bellman en el contexto de problemas de programacién dindmica, como la for-
mulacién que acabamos de ver en la discusién. Bellman y col. (1957)

Sin embargo, al reformular este problema de programacién dindmica como un proble-
ma de aprendizaje profundo por refuerzo, encontramos un camino donde si es practico
evitar este problema de la maldicién de la dimensionalidad al usar muchas caracteristicas
para modelar el mercado financiero (favor referirse a Carbonneau y Godin (2021)).

Primero, en esta seccién se busca introducir una nocién muy interesante de la literatu-
ra que precede a la introduccién del PRE Bertsimas y col. (2001), pero con la modificacién
introducida en Carbonneau y Godin (2021) para el esquema PRE.

Dentro de uno de los abordajes previos al problema de dar un precio razonable tanto
para el comprador como para el escritor de la opcidén, se introdujo una nocién que nos
permite capturar cudn incompleto es un mercado en primer lugar.

Definicién 4.0.1 (¢* medida de completitud del mercado). Definimos €* como el nivel de
riesgo residual que enfrenta el coberturista (hedger) de cualquier posicién short o long
en el reclamo contingente si el precio es el precio de riesgo equitativo y las estrategias de
cobertura 6ptima fueron utilizadas para ambas posiciones:

46



e* = el (=) = ¥ (C})

donde €* y €*/Cj se refieren respectivamente a la medida de exposicién residual al
riesgo por contrato derivativo y por délar invertido.

Siguiendo lo que se prob6 en Carbonneau y Godin (2021) €* es el promedio de la
exposicion al riesgo medida de tanto posiciones short como long éptimamente cubiertas
sobre el reclamo contingente ®, asumiendo que el valor inicial de la cartera sea cero.

Es dedir,

o el (0) +€9)(0)
2

En esta seccidn, se busca presentar una implementacion de la teoria previamente dis-
cutida, utilizando métodos diferentes de aprendizaje automatico, en particular de apren-
dizaje por refuerzo.

Ademas de esto, se va a implementar esto con respecto a una medida de riesgo parti-
cular, el CVaR, el cual nos da un promedio del valor en riesgo y tiene la propiedad de ser
una medida coherente de riesgo.

Se propone una solucién factible para implementar el marco de valoracién de ries-
go equitativa. El enfoque utiliza el reciente algoritmo de cobertura profunda de Buehler
y col. (2019) para entrenar dos redes neuronales distintas que se utilizan para aproximar
la estrategia de cobertura 6ptima, respectivamente, para la posicién larga y corta en el
derivado.

Definici6n 4.0.2 (Red neuronal de propagacién directa). Sea X € R%»*1 un vector de ca-
racteristicas de dimensiones d;, € Ny L,dy,...,dr_1,dout € N conL > 2.

Se define una red neuronal de propagacién directa (RNPD) como la aplicacion Fy :
R¥in — Rt con pardmetros entrenables 0:

Fg(X):=ApoF, _q0...0F,

F:=0c0A,1l=1,...,L—1,

donde o denota el operador de composicién de funciones, y para cualquier/ = 1,...,L,
la funcién A; se define como A;(Y) := WY + b() con

_ W(l) c ]Rdlxdmlb(l) c R91x1 y Y € RAn*x1 gj] — 1, - W(l) c IRledl—l,b(l) = R4 <1 y
Y e Ri-11sil =2,...,L—1yL >3- WL ¢ Rlwxdi1 p(b) ¢ Réouxlyy ¢ RIL-1x1
sil = L.

La funcién de activaciéon o : R — RR se aplica elemento por elemento a las salidas de
las funciones de preactivaciéon A;. Ademas,
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6:={wh, .. wh p1) )}
es el conjunto de pardmetros entrenables de la RNPD.

La siguiente definicién de conjuntos de RNPD se usaré a lo largo del resto de la sec-
cién para definir, por ejemplo, las dos redes neuronales utilizadas para cubrir la posicién
larga y corta en el derivado, la solucién factible para el marco de valoracién de y el pro-
cedimiento de optimizacién de redes neuronales.

Definicién 4.0.3 (Conjuntos de RNPD). Sea N NG inAout g] conjunto de todas las RNPD
que aplican de R%» — R%u como en la Definicién 5.0.2 con una funcién de activacion fija
oy un nimero arbitrario de capas y neuronas por capa. Dado que se considera una tinica
funcion de activacién en la seccién numérica, sea N Nfé”’d“”t =N Nggd"”’d””t . Ademas, para
todo M € Ny Ry € N que dependa de M, sea O g, 4., RRM, Definimos NN MA
como el conjunto de redes neuronales Fyg como en (5.0.2) con 8 € Oy 4

in/dout

inrdout'

NNM/dinrdout = {Pg : 9 € ®M/din/d0ut}'

La sucesi6én de conjuntos { NNy 4 }MeN se asume que tiene las siguientes propie-

in/dout
dades:
- Para cualquier M € IN: NNpg. 4., © NNpy1,4,,d,,, donde C denota inclusién es-
tricta,

diy,a
- UMEN NNM/din/douf = NNOén Out.

4.0.1. PRE con dos redes neuronales

Para formular como dos redes neuronales distintas pueden aproximar arbitrariamente
bien la cobertura 6ptima de la posicion larga y corta en un derivado, se aplica la siguiente
suposicién para el resto del documento.

Suposicién 4.0.1. Para cada posicion (larga y corta) en el derivado, existe una funcién f : RP —
RP (distinta para la posicion larga y corta) tal que en cada fecha de rebalanceo (vale la pena
explicar el rebalanceo de una cartera: este ocurre cuando el gestor de la cartera hace intercambios
entre la asignacion de capitales de los activos mediante la compraventa de diferentes cantidades
de los mismos para mantenerse alineado con su estrategia de inversion, tomando en cuenta las
fluctuaciones en los precios de los activos que ocurren con el tiempo en cualquier mercado de

capitales), la cobertura dptima es de la forma 57(11;?) = f(Sp, Vi, I, T — ty) donde D := D + 2 +
dim(I,) con I, siendo algiin vector aleatorio que engloba informacién necesaria y relevante para
calcular la estrategia de cobertura 6ptima, que depende del marco de mercado considerado.
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Nétese que la Suposicién 5.0.1 tipicamente se cumple para procesos {I,}_, de baja
dimensién cuando se asume alguna forma de dindmica de Markov comtn en la literatu-
ra de cobertura. Véase, por ejemplo, Francois y col. (2014) para el caso de modelos con
cambio de régimen.

En lo que sigue, L y S usados tanto como subindices y superindices denotan respecti-
vamente las coberturas de posiciéon larga y corta.

Definicién 4.0.4 (Cobertura con dos redes neuronales). Sea X, := (S, Vy,, I, T — t,) €
RP el vector de caracteristicas para cada tiempo de negociacién t, € {to,...,ty_1}. Para
algin M; € N, sea FGL € NN M,,D,p una RNPD. Dado X,, como entrada, FQL produce
un vector D-dimensional del ntimero de acciones de cada uno de los D activos riesgosos
mantenidos en la cartera de cobertura de la posicion larga durante el periodo (4, t,11],
es decir, 5,&1;?) = FGL(Xn). De manera similar, para algin Mg € IN, P{f € NN Mg,D,D €S una
RNPD distinta que calcula la posicién en los D activos riesgosos para cubrir la posicién
corta en la opcién en cada paso de tiempo. Estas dos RNPD se denominan la NN-larga y
NN-corta.

Comentario 4.0.1. En el enfoque del presente trabajo, las dos redes neuronales se entrenan por
separado para minimizar diferentes funciones de costo. Como tal, F- y Ey posiblemente tendrin
una estructura diferente, por ejemplo, un diferente niimero de capas, un niimero de neuronas por
capa y diferentes valores de pardmetros entrenables.

El problema de evaluar la exposicion al riesgo medida de las posiciones largas y cortas bajo co-
bertura dptima ahora puede formularse como un problema cldsico de optimizacion de aprendizaje
profundo. Dado que la entrada y salida de F} y Fy son siempre de dimensiones D y D respec-
tivamente, sean Op;, = Oy pp Y Omg = Oy, p p los conjuntos de valores de pardmetros
entrenables como en (5.0.4) para la NN-larga y NN-corta respectivamente.

4.0.2. Riesgo de lado largo y corto con dos redes neuronales

Para M;, Ms € N, definase 7M1 (Vp) y wMs) (V) como la exposicion al riesgo me-
dida de la posicion larga y corta en el derivado si F} y Fj se utilizan para calcular las
estrategias de cobertura y el valor inicial. La cartera de cobertura es Vj:

7ML (V) := min p (—cp(sN, Zn) — Bn(Vo + G]{;L’g))) , (4.1)
GEG)ML

M) (Vo) := min p (®(Sn, Zn) — Bu(Vo+Gi™)), (42)
9€®MS

donde 6(L0) y o (50) en (3.4) y (3.5) deben entenderse respectivamente como las estra-
tegias de negociacién obtenidas a través de F} y 5.
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Comentario 2 Siguiendo pasos similares a los de la demostracién de la Proposicién
4.0.1, se puede demostrar que

M (V) = M (0) — By Vo,  7Ms) (V) = 7 (Ms)(0) — By V.

Comentario 3 Supdéngase que se satisface la Suposicién 5.0.1. Utilizando el teorema de
aproximacién universal de funciones de Hornik (1991) que esencialmente establece que
una RNPD aproxima funciones multivariadas arbitrariamente bien, Buehler y col. (2019)
se muestra que para cualquier dindmica de precios de activos y reclamos contingentes
suficientemente bien comportados e integrables (véase la Proposicién 4.3 de su articulo):

lim 77Ms)(0) = (5 (0), lim 7M)(0) = =(1)(0). (4.3)
M5—>oo ML—)OO

Por lo tanto, este resultado muestra que para ambas posiciones, larga y corta, existe
una RNPD grande que puede aproximar arbitrariamente bien la estrategia de cobertura
Optima.

4.0.3. Fijacion de precios bajo PRE y medida de e-completitud con dos redes neuro-

nales
Definase C (+NN) como el PRE si FL v S se utilizan para calcular las estrategias de
0 0 Y by p g
cobertura, es decir, C(()*’NN) := (Cp tal que:

ML) (—Cy) = nMs) ().

*NN) Ja medida de incompletitud del mercado si el precio del derivado

Ademas, sea €'

es C(()*’NN):

c(NN) . n(ML)(_Cé*'NN)) - ﬂ(Ms)(Cé*rNN)).

Comentario 4 Siguiendo pasos similares a los de la demostraciéon del Teorema 2.1 y
la Proposicién 2.3 de Carbonneau y Godin (2021), se puede demostrar que

C(()*'NN) _ H(Ms)(O) — N(ML)(O), c(RNN) _

M) (0) 4 (Ms)(0)
2By '

2

De aqui, toca entonces optimizar los pardmetros de las redes neuronales.
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4.04. Procedimiento de optimizacién de redes neuronales

A continuacién, se describe el procedimiento para entrenar las dos redes neuronales,
una para la posicién larga y otra para la posicién corta.

Este procedimiento sigue el algoritmo de cobertura profunda de Buehler y col. (2019)
y se basa en minimizar la pérdida cuadrética esperada de la cobertura.

4.0.5. Algoritmo de cobertura profunda

El algoritmo de cobertura profunda busca entrenar una red neuronal para replicar el
precio de un derivado bajo la medida fisica. Dado un conjunto de datos {(Si, Z})} N |, que
representa las trayectorias de precios y factores de riesgo observados en el mercado, el
objetivo es minimizar la siguiente funcién de pérdida:

1Y i i i 2
£(0) = < ¥ (®(S5, Z5) — G(Siuri))
i=1
donde 0 representa los pardmetros de la red neuronal y G(S} 1;6) es la estimacion del
precio del derivado basada en la trayectoria S ;- utilizando la red neuronal entrenada.

4.0.6. Optimizacién de los parametros

Para optimizar los pardmetros 6, se emplea el método de descenso de gradiente es-
tocdstico (SGD) o sus variantes, como Adam (ver Goodfellow (2016) para un tratamiento
mas detallado de estos metodos). El procedimiento de optimizacién puede resumirse en
los siguientes pasos:

1. Inicializacién de los pardmetros 6 de la red neuronal.

2. Para cada iteracién: a. Seleccionar un mini-batch de muestras {(Si, Zi)};c5. b. Cal-
cular la pérdida £(6) en el mini-batch. c. Actualizar los pardmetros 6 utilizando la regla
de SGD:

0 < 0 —VeL(0)

donde 7 es la tasa de aprendizaje.

3. Repetir el paso 2 hasta la convergencia.

Ahora, finalmente veamos la implementacién a nivel conceptual por Carbonneau y
Godin (2021) de esto aplicandolo al CVaR:

4.0.7. Procedimiento numérico

Se considera un tnico activo riesgoso (es decir, D = 1) de precio inicial Sy = 100. Se
puede asumir que es una accién que no paga dividendos. La tasa libre de riesgo continua
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anualizada es r = 0.02. Se aplica un rebalanceo diario con 260 dias hébiles por afio, es
decir, t; —t;_1 = 1/260 parai = 1,..., N. El reclamo contingente a valorar es una opcién
put europea vanilla sobre el activo riesgoso con vencimiento T = 60/260. Se consideran
diferentes niveles de cercania al valor del activo subyacente: K = 90 para OTM, K = 100
para at-the-money (ATM) y K = 110 para in-the-money (ITM). Se asume que la medida
de riesgo convexa utilizada por el coberturista es la medida de riesgo CVaR.

4.0.8. Modelo de cambio de régimen

Paran =1,...,N, se asume, a menos que se indique lo contrario, que los rendimien-
tos logaritmicos diarios y, := log(S5,/S,-1) siguen un modelo gaussiano de cambio de
régimen (RS). Los modelos RS tienen la capacidad de reproducir hechos estilizados am-
pliamente aceptados de los rendimientos de activos, tales como heteroscedasticidad, au-
tocorrelacién en rendimientos absolutos, efecto de apalancamiento y colas pesadas, véase,
por ejemplo, Ang y Timmermann (2012).

Bajo los modelos RS, los rendimientos logaritmicos dependen de un proceso de tiempo
discreto no observable. Sea h = {h,}!_, una cadena de Markov de tiempo discreto que
toma valoresen {1, ..., H} para un entero positivo H, donde , es el régimen o estado del
mercado durante el periodo [t, t,41). Sean {’y,',j}fi'szl las probabilidades de transicion

homogéneas de la cadena de Markov, donde paran =0,...,N —1:

P(l’ln_H :j‘Fn,]’ln,...,ho) :’)/hn’]‘, ]Zl,,H

Sea A := 1/260. Se asume que los rendimientos logaritmicos diarios tienen la siguiente
dindmica:

Ynt1l = yhnA—l—Uhn\/ZenH, n=20,...,N—1,

donde {e, }\_; son variables aleatorias normales estandar independientes y {y;, 0;} /1,
son los pardmetros anuales del modelo con y; € Ry o; > 0.

4.0.9. Estructura de la red neuronal

El entrenamiento de la NN-larga y NN-corta se realiza como se describe en la seccién
previa con 100 épocas, un tamafio de minibatch de 1,000 sobre un conjunto de entrena-
miento (dentro de la muestra) de 400,000 trayectorias simuladas independientes y una
tasa de aprendizaje de 0.0005 con el algoritmo Adam (ver Goodfellow (2016)). Los resul-
tados numéricos presentados se obtienen de un conjunto de prueba (fuera de muestra)
de 100,000 trayectorias independientes. La estructura de cada red neuronal es de 3 capas
con 56 neuronas por capa y la funcién de activacion es la unidad lineal rectificada (ReLU)
donde ReLU: R — [0, o0) se define como ReLU(x) := méx(0, x).
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4.0.10. Modelo de Black-Scholes discreto

Bajo el modelo Black-Scholes discreto, se asume que los rendimientos logaritmicos
son variables aleatorias normales i.i.d. con media y varianza diarias de respectivamente

(h—%)Ay 2A:

2
e <”_07)A+‘7‘/K€nr n=1...,N,

donde 1 € Ry ¢ > 0 son los pardmetros anuales del modelo, y {e,}!_, son varia-
bles aleatorias normales estdndar independientes. El vector de caracteristicas de la red
neuronal es X;, = [S,,, V,,, T — t,,].

De forma subsiguiente, podemos ver una implementacién en pseudocédigo del algo-
ritmo arriba descrito:

4.1. Aplicacién: Cobertura de Opciones con Redes Neuronales

Algorithm 3 Deep Hedging - Parte 1: Configuracién y Generacién de Datos

Entrada: Pardmetros del mercado y hiperpardmetros del modelo
FASE 1: Configuracion inicial y generacién de datos
Definir pardmetros del mercado:
-0 = 0.1952, u = 0.0892 (parametros anuales)
- So = 100, K =100, T = 60/260, r = 0.02
- Nsims = 500000, Ntimesteps = 60

Generar dataset de trayectorias BSM:
parai = 1 to ng;,,s hacer
Generar Z; ~ N'(0,1) parat = 1,..., Nyimesteps

St = SolTi_yexp ((u — 02/2)h +o/hZ;)

fin para

Preprocesar precios: Aplicar transformacién log-moneyness: 5; = log(S;/K)
Crear inputs de entrenamiento y prueba:

- train_input: [14iyesteps + 1,400000, 2] (precio + tiempo al vencimiento)

- test_input: [4esteps + 1, 100000, 2]
Calcular factores de descuento: disc[t] = exp(—r-t-h)
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Algorithm 4 Deep Hedging - Parte 2: Arquitectura y Entrenamiento

FASE 2: Arquitectura de la Red Neuronal
Definir clase DeepAgent con:
- Input: [ntimesteps + 1, batch _size, 3| (precio, tiempo, valor portafolio)
- 2 capas ocultas con 56 neuronas cada una (activaciéon ReLU)
- Capa de salida: 1 neurona (posicién en el activo)
- Optimizador Adam con & = 0.0005

FASE 3: Entrenamiento para posicion SHORT
position_type <— ‘Short’
Inicializar FFNN_short
para época = 1 to epochs hacer
pérdida_total <— 0
para cada lote de tamafio batch_size hacer
Wo < 0 (valor inicial del portafolio)
para paso t = 0 t0 Nyjesteps — 1 hacer
input_t < [S;, T — t, V}] (concatenar caracteristicas)
0t <= FFNN(input_t) (posiciéon 6ptima)
factor <— exp(rh)
Viy1 < Vi - factor + 6; - (Syq — St - factor)
fin para
payoff < méax(K — St,0) (payoff de put)
hedging_err <— payoff — exp(rT) - Gr (error de cobertura)
pérdida < CVaR,—g 95(hedging_err) (riesgo condicional)
Aplicar retropropagaciéon y Adam optimizer
fin para
fin para
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Algorithm 5 Deep Hedging - Parte 3: Evaluacién y Célculo del PRE

FASE 4: Entrenamiento para posicion LONG
position_type < ‘Long’
Repetir FASE 3 con hedging err <— —payoff —exp(rT) - Gt

FASE 5: Evaluacién y cdlculo del PRE

Para posicion SHORT:
Cargar modelo entrenado
Calcular estrategias en conjunto de prueba
CVaR_95_short_test <— measured_risk_exposures(...)

Para posicién LONG:
Cargar modelo entrenado
Calcular estrategias en conjunto de prueba
CVaR_95_long_test <— measured_risk_exposures(...)

Calculalé {/nlé{tgic:ﬁs ﬁnalecs\:] k951
PRE « SVak- 5.s ort,ztest— aR_95_long_test
exp(rT)

€ CVaR,95,10ng,test—;CVaRBS,short,test

Salida: PRE, ¢
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Algorithm 6 Funcién para medir exposiciones de riesgo

Entrada: § (estrategias), paths (precios), disc_paths (factores descuento), strike, posi-
tion_type
Salida: CVaR calculado para las estrategias dadas
Desnormalizar precios:
si prepro_stock == "Log-moneyness” entonces
paths < K - exp(paths)
si no si prepro_stock == "Log” entonces
paths < exp(paths)
fin si

discount_price < paths x disc_paths

inc_disc_ret <— discount_price[1 :]— discount_price[: —1]
option_payoff <— max(K— paths[—1],0)

disc_gain < Y (4 x inc_disc_ret)

cumulative factor <— 1/ disc_paths[—1]

si position_type == ‘Short” entonces

hedging_err < option_payoff — cumulative_factor x disc_gain
si no si position_type == "‘Long’ entonces

hedging_err <— — option_payoff — cumulative_factor x disc_gain
fin si

loss <— mean(sort(hedging_err)[int(a x len(hedging_err)) :])
retornar loss

56



Capitulo 5

Conclusion

Con la teoria y los algoritmos hasta ahora discutidos en este trabajo de investigacion,
se tienen los mejores métodos conocidos hasta la fecha para resolver el problema de cober-
tura y valoracién de opciones cuando lo vemos en el escenario més cercano a la realidad,
que es el de los mercados incompletos.

Ademas, es posible tomar en cuenta las fricciones de los mercados bursétiles, como los
costos de transaccién y las maneras dispares que pueden tener compradores y vendedores
de opciones para evaluar el riesgo.

Asi pues, se espera que la misma sirva para que quien necesite obtener precios que
mejoren la liquidez y la participacion en estos mercados de transferencia de riesgo pueda
disponer de ella y de los métodos aqui expuestos.

Esta también permite evaluar de forma indirecta el grado de incompletitud de cier-
tos mercados financieros, via el algoritmo dado. Esto puede ser importante para quie-
nes quieran medir medidas alternas del riesgo de mercado, en particular la dificultad de
transferir ciertos riesgos en mercados de poca profundidad.

Un tema pendiente a explorar més alld para una investigaciéon ampliada es extender
estas técnicas al caso de las opciones americanas o exoéticas.
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Apéndice A

Fundamentos de Finanzas

Para poder tener una nocién basica del mundo de las finanzas y del mercado bursatil,
se requiere introducir nociones generales de finanzas y del tema a tratar en este escrito,
que son las opciones (favor referirse a Hull (2009) para un tratamiento detallado).

A.0.1. Cartera

En primer lugar, es posible empezar por definir qué es una cartera y cémo se establece:

En el &mbito financiero, una cartera se refiere a un conjunto de activos financieros que
una persona o entidad posee, como efectivo, seguridades mercadeables, acciones, bonos,
bienes raices, titulos, entre otros. Un ejemplo de una cartera seria el siguiente:

Cuadro A.1: Cartera de Inversiéon

Activo Cantidad Precio ($) Total ($)
Efectivo 1 2,500.00 2,500.00
Acciones AAPL 100 150.00 15,000.00
Bonos del Tesoro 50 100.00  5,000.00
ETF S&P 500 25 400.00 10,000.00
Seguridades Mercadeables 1 2,500.00 2,500.00
Total Cartera 35,000.00

Cuando tenemos una cartera, la diversificaciéon juega un papel muy importante, la
cual implica la distribucién de los activos de manera estratégica para gestionar el riesgo
y maximizar el rendimiento. Se busca que al tener activos menos correlacionados entre
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si, se mitiguen los riesgos de que por un evento adverso aislado, toda la cartera quede en
peligro.

La seleccién y gestién de una cartera de inversion suele ser parte de la estrategia fi-
nanciera de inversores individuales, fondos de inversién u otras entidades financieras.

La construccion y gestion de carteras de activos es tan importante que hay muchisimos
autores que dedican obras a este tema.

La construccién de una cartera de inversion implica varios pasos, y la estrategia puede
variar segun los objetivos financieros, el horizonte de inversién (6sea el tiempo que el
inversor estd dispuesto a esperar por un retorno) y el perfil de riesgo del inversor.

Aqui hay algunos pasos comunes en el proceso de establecer una cartera de inversion:

» Establecer objetivos financieros dependiendo de si es una cartera de individuos,
empresas o instituciones: Los objetivos financieros pueden ser la acumulacion de
fondos para la jubilacién, capitalizacién, la educacién de los hijos en el caso de indi-
viduos, para mejorar los dividendos y para financiar expansion, asi como fusiones
y adquisiciones en el caso de empresas, y para inversionistas institucionales como
un fondo soberano o un fondo a perpetuidad para fondear una Universidad, garan-
tizar la solvencia del desembolso anual contra el capital que se destino con los fines
preestablecidos, por ejemplo fondear un centro de investigacién en perpetuidad.

» Perfil de riesgo: Determinar la tolerancia al riesgo del inversor. Algunos inversores
pueden estar dispuestos a asumir mads riesgos en busca de mayores rendimientos,
mientras que otros pueden preferir estrategias mds conservadoras.

» Diversificacién: Seleccionar una variedad de activos financieros para reducir el ries-
go. La diversificacion puede incluir diferentes clases de activos, como acciones, bo-
nos, bienes raices, por industria y geograficamente diversificar las inversiones.

» Asignacién de activos:

Distribuir los recursos financieros entre diferentes clases de activos de acuerdo con
la estrategia de diversificacion y el perfil de riesgo. Esto puede implicar decidir qué
porcentaje de la cartera se asignara a acciones, bonos u otros instrumentos financie-
10S.

» Reevaluacion periddica: Es importante revisar y ajustar la cartera periédicamente
para asegurarse de que siga siendo coherente con los objetivos financieros y las con-
diciones del mercado.

A.0.2. Bolsa de Valores

También, es importante destacar a lo que se entendera por Bolsa de Valores:
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Es un sistema organizado donde se negocian valores financieros, que son instrumen-
tos que representan activos o pasivos de una entidad. Estos mercados proporcionan un
entorno donde los inversores pueden transaccionar instrumentos financieros: comprar y
vender acciones, futuros, materias primas, bonos, opciones, renta fija, renta variable, hi-
potecas. La Bolsa de Valores facilita la transferencia con celeridad de recursos financieros
entre inversores y emisores.

En los mercados financieros al incorporarse a la transferencia de activos hay cierta
terminologia que se debe conocer:

Long Position:

Definicién: Un inversor toma un Long Position al comprar un activo con la perspectiva
de que su precio aumentard en el futuro. La ganancia potencial se da si el precio del activo
aumenta, ya que el inversor puede venderlo a un precio més alto que el de compra. El
riesgo principal es que el precio del activo disminuya en el tiempo, lo que resultarfa en
pérdidas si se vende a un precio mas bajo del que se compro.

Short Position:

Definicién: Un inversor toma una Short Position al vender un activo que no posee con
la perspectiva de que su precio disminuira.

La ganancia potencial se da si el precio del activo disminuye, ya que el inversor puede
comprar el activo a un precio més bajo del que lo vendié. Una Short Position se puede
tomar sin cobertura o cubierta, cuando el inversor no posee los instrumentos se le llama
sin cobertura y cuando los pide prestados se le llama cubierta. Tomarlos prestados requie-
re del pago de una tasa de interés a quien los prest6. En muchas bolsas de valores, estd
prohibido tomar una Short Position sin cobertura por los riesgos asociados.

El riesgo principal es que el precio del activo aumente en el tiempo, lo que obligaria
al inversor a comprar el activo a un precio més alto del que lo vendid, resultando en
pérdidas.

En la produccién filmatogréfica, The Big Short, se puede ver una exposiciéon de este
concepto en el contexto de la crisis financiera de 2008.

Volatilidad en los mercados financieros

Una medida de riesgo se da por el concepto de volatilidad, el cual debemos definir
antes de continuar:

En los mercados financieros, la volatilidad es una medida estadistica de la dispersion
de los retornos de un activo financiero en un periodo de tiempo dado. Mateméticamente,
la volatilidad se expresa como la desviacion estandar () de los retornos logaritmicos de
un activo:
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Donde:

» R;: Es el retorno logaritmico en el periodo i, calculado como R; = In (%) , donde
P; es el precio del activo en el momento i.

» R: Es el promedio de los retornos logaritmicos.
= N:Es el niimero total de observaciones.

La volatilidad puede interpretarse como un indicador del riesgo asociado a la variabi-
lidad de los precios de un activo:

» Alta volatilidad: Sefiala grandes fluctuaciones en los precios, lo que implica tener
un mayor riesgo.

» Baja volatilidad: Indica movimientos de precio maés estables, lo que sugiere menor
riesgo.

En la practica, la volatilidad puede estimarse histéricamente (volatilidad histérica) o
inferirse del precio de las opciones sobre un activo (volatilidad implicita).

La capacidad de realizar operaciones de compra (long) y venta en corto (short), permi-
te a los participantes del mercado aprovechar tanto los movimientos alcistas como bajistas
en los precios de los activos, lo que permite controlar riesgos.

Estas estrategias también aportan liquidez y eficiencia al mercado de valores, al permi-
tir que los inversores manifiesten sus opiniones sobre la evolucién futura de los precios.

Ahora bien, més alld de tomar Long Position o Short Position en acciones o bonos, un
inversor puede optar por mantener una parte de su cartera en efectivo y otra en instru-
mentos financieros (opciones).

A.0.3. Opciones

Una opcién es un instrumento financiero cuyo valor depende del valor de un activo
subyacente.

Veamos qué se entiende por opciones:

Las opciones financieras son contratos que conceden a su comprador el derecho, pero
no la obligacién, de comprar o vender el activo subyacente a un precio especifico, conoci-
do como precio de ejecucién, en un plazo determinado o fecha de vencimiento.

Asi se ve una opcién en la practica, a modo de ejemplo:
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Cuadro A.2: Contrato de Opcién de Compra (Call) sobre IBM

Caracteristica Detalle
Tipo de Opcién Call (Compra)
Activo Subyacente Acciones IBM
Precio de Ejercicio (Strike) $150.00
Fecha de Vencimiento 15 de marzo de 2026
Prima por Contrato $5.50
Numero de Contratos 10
Acciones por Contrato 100
Prima Total $5,500.00
Valor Nocional $150,000.00

A.0.4. Gestion de cartera

Una cartera se maneja con seguridades mercadeables, efectivo y opciones. Es comin
que los inversores, al evaluar como gestionar su cartera, destinen una parte de ella a
efectivo y consideren el uso de opciones. A continuacién, se explorardn las razones detrés
de cada enfoque: Veamos algunas razones por las cuales asignar una parte de una cartera
a efectivo (cash):

» Liquidez y Flexibilidad: Mantener una porcién de la cartera en efectivo proporciona
liquidez inmediata. Esto significa que puedes aprovechar oportunidades de inver-
sién que puedan surgir rdpidamente o cumplir con necesidades financieras urgentes
sin tener que vender activos existentes.

» Reduccién de Riesgos y Volatilidad: El efectivo acttia como un colchén en momentos
de volatilidad del mercado. Puede ayudar a reducir la exposicién a pérdidas cuando
los mercados estan a la baja y proporcionar estabilidad a la cartera.

» Opcionalidad: Mantener efectivo permite esperar momentos de oportunidad en el
mercado. Cuando los precios de los activos bajan, puedes tener el capital disponible
para comprar a precios mas bajos.

» Cobertura para Gastos Futuros: Si tienes gastos planificados en el corto plazo, man-
tener una parte de la cartera en efectivo puede ser ttil para cubrir estos gastos sin
tener que vender activos en momentos inoportunos.

Antes de continuar, discutamos lo que es una opcién call y put:

Opcién Call: Una opcién call otorga al comprador el derecho, pero no la obligacién,
de comprar un activo subyacente a un precio especifico (strike) en o antes de una fecha
determinada.
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Opcién Put: Una opcién put otorga al comprador el derecho, pero no la obligacion,
de vender un activo subyacente a un precio especifico (strike) en o antes de una fecha
determinada.

Veamos algunas razones para asignar parte de una cartera a opciones:

» Hedging (Cobertura): Las opciones pueden utilizarse como instrumentos de cober-
tura para proteger la cartera contra movimientos adversos del mercado. Por ejem-
plo, comprar opciones de venta (puts) puede ayudar a limitar las pérdidas en caso
de una caida significativa en el valor de las acciones.

» Generacion de Ingresos: Al vender opciones, los inversionistas pueden generar in-
gresos adicionales. La venta de opciones de compra cubiertas sobre acciones que ya
se poseen es una estrategia comun para generar ingresos adicionales.

» Especulaciéon y Apalancamiento: Al comprar opciones de compra (calls) o de ven-
ta (puts), los inversores pueden especular sobre movimientos futuros del mercado
con un capital inicial relativamente pequefio. Las opciones también ofrecen la posi-
bilidad de utilizar apalancamiento, lo que significa que puedes controlar una gran
cantidad de activos con una inversién menor.

» Ajuste de Estrategias: Las opciones permiten realizar ajustes a la cartera sin tener
que comprar o vender directamente activos subyacentes. Por ejemplo, un inversor
puede utilizar opciones para ajustar la asignacién de activos o cambiar la exposicién
al riesgo de la cartera.

A.0.5. Tipos de Opciones

Existen varios tipos de opciones, y las diferencias entre ellas se centran principalmen-
te en los derechos y las restricciones que ofrecen al titular de la opcién. Aqui hay una
descripcién de algunos tipos comunes de opciones:

» Opciones Americanas: En una opcién americana, el titular tiene el derecho de ejercer
la opcién en cualquier momento antes o en la fecha de vencimiento. Esto brinda
mayor flexibilidad al inversor, ya que puede aprovechar las condiciones favorables
del mercado antes de la fecha de vencimiento.

= Opciones Europeas: En una opcién europea, el titular solo puede ejercer la opcién en
la fecha de vencimiento. No se permite la ejecucién antes de esa fecha. Esto puede
afectar la estrategia de inversion, ya que el titular no puede aprovechar las oportu-
nidades del mercado antes del vencimiento.
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» Opciones Asidticas: En una opcién asidtica, el pago del titular se basa en el precio
promedio del activo subyacente durante un periodo especifico antes del vencimien-
to. Esto puede ser un promedio diario, semanal o mensual, dependiendo de los
términos del contrato. La idea es reducir la volatilidad a corto plazo.

» Opciones de Barrera: Tienen un nivel especifico (barrera) que, si se alcanza, activa o
desactiva la opcién. Las opciones de barrera pueden ser up-and-in(activadas cuando
el precio alcanza un nivel especifico), up-and-out (desactivadas cuando el precio
alcanza un nivel especifico), y variantes similares para opciones de venta.

» Opciones de Rendimiento: También conocidas como opciones binarias, estas opcio-
nes pagan una cantidad fija o0 nada en absoluto, dependiendo de si se cumple o0 no
una condicién especifica al vencimiento. Pueden ser opciones de efectivo o nada,
activo o nada, entre otras.

Profundizando en mds nociones relevantes de opciones, veamos ahora qué significa
que una opcién estd cerca de su valor (at the money), dentro de su valor (in the money) o
fuera de su valor (out of the money):

At the Money (ATM): Una opcién se considera "At the Money’ cuando el precio de ejecu-
cién de la opcidén es igual o muy cercano al precio actual del activo subyacente. En este
caso, la opcién no tiene un valor intrinseco significativo y gran parte de su valor se com-
pone de valor temporal.

In the Money (ITM): Una opcién estd 'In the Money” cuando el precio de ejercicio de una
opcién de compra es menor que el precio actual del activo subyacente, o el precio de ejer-
cicio de una opcién de venta es mayor que el precio actual del activo subyacente. En este
escenario, la opcion tiene valor intrinseco.

Out of the Money (OTM): Una opcién se considera ‘Out of the Money” cuando el precio
de ejercicio de una opcién de compra es mayor que el precio actual del activo subyacente,
o el precio de ejercicio de una opcién de venta es menor que el precio actual del acti-
vo subyacente. En este caso, la opcién no tiene valor intrinseco y su valor se compone
principalmente de valor temporal.

Vale la pena recalcar que no hay una relacion lineal entre el precio del activo subya-
cente y el valor de ejecucion de la opcion. Si fuera asi, no tendria importancia la férmula
de valuacién de activos.

Con respecto a los tres escenarios que se pueden dar en las opciones, at the money, in
the money y out of the money, seria conveniente ver un ejemplo:
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Anailisis de una opcidn call

Supongamos que tenemos una opcién call con las siguientes caracteristicas:

Precio de ejercicio (strike): $100.

Precio del activo subyacente: Variable ($100, $120 o $80).

Volatilidad implicita: 20 %.

Tiempo al vencimiento: 30 dias.

Tasa de interés libre de riesgo: 3 % anual.

Escenarios

1. At the Money (ATM): Precio del activo subyacente = $100

» Valor intrinseco: $0 (sin ganancia inmediata, ya que comprar a $100 y vender a $100
no genera utilidad).

» Valor temporal: Entre $3-$5, debido a la volatilidad y el tiempo restante.

» Precio esperado de la prima: $3-$5.

2. In the Money (ITM): Precio del activo subyacente = $120

» Valor intrinseco: $20 (ganancia inmediata: $120 - $100).

» Valor temporal: Entre $3-$5, por posibilidad de mds subidas antes del vencimiento.
= Precio esperado de la prima: $23-$25.

3. Out of the Money (OTM): Precio del activo subyacente = $80

» Valor intrinseco: $0 (no tiene sentido ejercer la opcién).

= Valor temporal: Entre $0.50-$1, por baja probabilidad de subir por encima de $100.
= Precio esperado de la prima: $0.50-$1.
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Precio del subyacente

Clasificacion

Valor intrinseco

Valor temporal

Prima total

$100 At the Money $0 $3-$5 $3-$5
$120 In the Money $20 $3-$5 $23-$25
$80 Out of the Money $0 $0.50-$1 $0.50-$1

Cuadro A.3: Comparativa de opciones call en diferentes escenarios de precio del subya-
cente.

Relacién entre el precio del subyacente y el precio de la opcion

s Cuando el precio del activo subyacente sube: La prima de la opcién aumenta, es-
pecialmente al pasar de At The Money a In The Money debido al valor intrinseco
adicional.

» Cuando el precio del activo subyacente baja: La prima disminuye rdpidamente, y
las opciones Out of The Money solo conservan un pequefio valor temporal.

Veamos también el caso particular de los warrants, y las opciones de crédito:

Un warrant es un instrumento financiero derivado que otorga al titular el derecho,
pero no la obligacién, de comprar o vender un activo subyacente (como acciones, indices
o materias primas) a un precio predeterminado (precio de ejercicio o strike) en o antes de
una fecha especifica. Se emiten en particular a los altos directivos de las empresas como
parte de su paquete de compensacién. Aunque los warrants son similares a las opciones,
tienen caracteristicas particulares que los diferencian:

Caracteristicas de los warrants: Los warrants son emitidos por empresas, en contraste
con las opciones que se negocian en mercados secundarios. Dilucién de acciones: Si un
warrant es ejercido, la empresa puede emitir nuevas acciones, diluyendo el valor para los
accionistas existentes. Plazo mds largo: Generalmente tienen vencimientos mads largos que
las opciones estdndar. Mercado secundario limitado: Los warrants suelen tener menor
liquidez que las opciones. Los warrants se emiten sobre acciones ya existentes.

Las opciones de crédito son derivados que ofrecen exposicioén a los cambios en el ries-
go crediticio de un emisor (por ejemplo, bonos corporativos o soberanos). Uno de los
mayores usos que tiene es con relacién a la deuda soberana. La ventaja que tienes con un
derivado de crédito es que la fluctuacién en el riesgo no va a afectar al tenedor.

Se utilizan para: Cobertura contra impagos. Especulacion sobre el deterioro o mejora
del perfil crediticio de un emisor. Ejemplos comunes:

Credit Default Swaps (CDS): Un seguro contra el impago de deuda. Credit Spread Op-
tions: Opciones basadas en el diferencial de tasas entre bonos con diferentes calificaciones
crediticias.

También vale la pena hablar de la distincién entre opciones extrabursétiles (Over The
Counter) y opciones estandarizadas o "vanilla options” como son comtinmente conocidas.
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Una manera sencilla de comprender qué es algo que se puede transar ‘Over The Coun-
ter” son la diferencia entre un jarabe para la tos que puede ser comprado de esa manera y
un antibiético, el cual no puede ser comprado sin receta.

= Opciones OTC (Over-The-Counter): Las opciones OTC son contratos personaliza-
dos que se negocian directamente entre dos partes, sin pasar por un mercado orga-
nizado. Estas opciones ofrecen flexibilidad en términos de disefio y caracteristicas
especificas del contrato, pero pueden tener menor liquidez y estan sujetas a un ma-
yor riesgo crediticio.

» Opciones estandarizadas: Las opciones estandarizadas son contratos estandariza-
dos que se negocian en mercados organizados, como bolsas de valores. Estas op-
ciones tienen términos uniformes, lo que facilita la transparencia y la liquidez. Los
inversores pueden comprar y vender estas opciones de manera més eficiente, pero
tienen menos flexibilidad en términos contractuales.

Diferencias Clave entre las opciones OTC y las estandarizadas:

» Personalizacién vs. Estandarizaciéon: Las opciones OTC son personalizadas y se
adaptan a las necesidades especificas de las partes involucradas. Las opciones es-
tandarizadas tienen términos uniformes para facilitar la negociacion.

» Mercado vs. Transaccién Directa: Las opciones OTC se negocian directamente en-
tre las partes, mientras que las opciones estandarizadas se negocian en mercados
organizados como el Chicago Board Options Exchange.

» Liquidez y Riesgo Crediticio: Las opciones estandarizadas tienden a tener mayor
liquidez y menor riesgo crediticio y de contraparte, ya que se compensan y liquidan
a través de cdmaras de compensacion. Las opciones OTC pueden tener menor liqui-
dez y estdn sujetas al riesgo crediticio y de contraparte entre las partes involucradas.

A.0.6. Arbitraje

Ya con estas nociones generales sobre las opciones introducidas, se pasa ahora a la
nocién de arbitraje para poder abordar el tema de la valoracién de opciones:

En términos muy generales, el arbitraje se puede definir como la compra y venta de un
instrumento financiero (aquel que tiene valor monetario y puede ser vendido o comprado
en un mercado financiero) en mercados diferentes para obtener una ganancia, la cual
usualmente es pequefia.

La clave es la posibilidad de obtener ganancias sin asumir un riesgo neto. En otras
palabras, una oportunidad de arbitraje representa la posibilidad de obtener beneficios
en un mercado financiero, sin riesgo y sin necesidad de una inversién inicial de capital.
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Estas oportunidades, en caso de existir, suelen ser muy efimeras, ya que rdpidamente son
identificadas y explotadas por otros participantes del mercado.

Un arbitraje exitoso implica comprar y vender activos de manera secuencial o si-
multdnea, para capitalizar las diferencias de precio. Los participantes en esta estrategia
buscan explotar oportunidades de mercado, donde el costo total de la inversién sea me-
nor que la ganancia esperada.

El arbitraje también puede pensarse como una estrategia financiera que toma ventaja
de dos o0 mas instrumentos financieros cuyo valor estd incorrectamente determinado. Esta
segunda concepcion es tal vez la méas aceptada por los mercados, pero no necesariamente
la mds correcta. Un caso tipico es el oro: puede ser que en un mercado X, a las 2 p.m.,
el precio del oro sea 2668.60, y en otro mercado Y, a las 4 a.m. en otra zona horaria, el
precio sea 2608.00 debido a un error humano. Claramente, aqui hay una oportunidad de
arbitraje, ya que puedo comprar oro a 2608.00 en el mercado Y y venderlo por 2668.60 en
el mercado X.

Esto genera una ganancia de 60.60 sin riesgo. Esta es la esencia del arbitraje: producir
una ganancia sin riesgo. El problema es que este no es el tnico caso donde el arbitraje
surge.

Es comun que, para producir una estrategia financiera rentable, se combinen posi-
ciones cortas y largas relacionadas con instrumentos financieros, lo que reduce el riesgo
y da la oportunidad de obtener una ganancia razonable en la inversiéon. A este tipo de
inversion se le conoce como hedging o cobertura. Pero no necesariamente estas transac-
ciones son sencillas; de hecho, pueden ser muy complicadas. Lo interesante es que, en
ocasiones, surgen situaciones de este tipo en las cuales la ganancia es segura. Este tipo de
transacciones, en las cuales la ganancia es segura, se conocen como arbitraje.

Ahora, modelemos una opcién tipica. Queremos comprar acciones en el futuro a un
precio fijo (que no esté influenciado por la volatilidad). Tipicamente, las acciones se ven-
den a $100 por accién. Podemos asumir que, después de un periodo fijo de tiempo, un
afio, el precio sera $200 o bien $50.

Asumamos que, por el costo C, puedo comprar una opcién para adquirir acciones en
el futuro, en un afio, a un precio de $150. Si todo sale bien, al final de un afio tendré una
ganancia de

200 — 150 = 50

doélares por cada una de las opciones compradas. Si, en un afio, el valor de la accién es
menor que $150, la opcién no tendra valor.

Ademas de la opcion, podemos comprar x acciones en el momento inicial al costo de
100x. Cada accién valdra $200 en un afio o bien $50. Podemos asumir que, si x es negativo,
cero o positivo, no podemos vender o comprar ambos (la opcién y las acciones). Ejemplo:
si x es negativo, estamos vendiendo x acciones, lo que produce un retorno de —100x.
Entonces seremos responsables de comprar y devolver —x acciones en el tiempo de un
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afio, con un costo de o bien $200 o $50 por accién (short selling, ya que no somos duefios
de las acciones).

Nuestro interés es mostrar que hay una combinacién de compras que nos dara siempre
una ganancia positiva. Determinaremos el valor de C (la opcién).

Sea r la tasa nominal hoy. Si

100 — 50(1 + 7)1
C= 3

lograremos nuestro objetivo.

En efecto, supongamos que hoy compramos x acciones y y unidades de opciones. Es
claro que mi costo con relacién a la transaccion es 100x + CSg. Aqui es donde todo se pone
interesante.

Si la cantidad es positiva (recordar que x puede ser negativo, cero o positivo), puedo
pedir a un banco esta cantidad vy, al final del afio 1, pagar el interés. Si la cantidad es
negativa —(100x 4+ CSp), lo natural es tomar lo recibido y colocarlo en un banco para que
genere interés.

¢Qué ocurre al final de un afio? Depende del valor del activo subyacente: la accién.

- Si el valor de la accidon es $200, se tendra 200x + 50C. - Si el valor es $50, solo tendre-
mos 50x, ya que la opcién no tiene valor.

Recuerde que si la accién se aprecia a $200, las unidades de opciones a un costo de
$150 se valoran en C($200 — $150) = 50C.

Para buscar una posicién neutral, supongamos que el valor de la transaccién, es decir,
las opciones, es el mismo independientemente del valor de la accién.

Sea pues:

200x + 50C = 50x,

esto es:
150x +50C = 0,

C = —3x.

Notemos que los signos de x y C son opuestos. Esto significa que: - Si x > 0, compra-
mos x acciones en el tiempo 0 y vendemos 3x opciones en el tiempo de 1 afio. - Si x < 0,
—x acciones se vendieron y —3x unidades de opciones se compraron en el tiempo 0.

En cualquier caso, si C = —3x, después de pagar intereses por el préstamo (cuando
100x 4+ CSp > 0) o bien retirar el dinero del banco (cuando 100x + CSy < 0), lo ganado
sera:

50x — (100x + CSp) (1 +r) = 50x — (100x — 3xC) (1 +r),

lo que equivale a:
50x — 100x(1+r) +3xC(1 +r).

69



Factorizando, obtenemos:
x(1+7) [50(1 +r)L43C— 100] .

De esta expresion, si 3C = 100 — 50(1 + ) ~!, 1a ganancia es nula. Si 3C > 100 — 50(1 +
r)~1, la ganancia es positiva.

Debemos tomar en cuenta lo siguiente: si 3C # 100 — 50(1 + ) !, podemos garantizar
una ganancia positiva sin importar cudl sea el precio de la accién en un afio. ;Co6mo? Basta
que: - x > 0 cuando 3C > 100 — 50(1 + ) L. - x < 0 cuando 3C < 100 — 50(1 +r) L.

iExcelente resultado en relacién con lo asumido!

Ejemplo concreto

Supongamos que (1 +r)~! = 0.85, y asumimos que el costo por opcién es $15. Si
compramos 1 accién y vendemos 4 opciones, el costo es:

100 — 4(15) = 100 — 60 = 40,

lo cual corresponde a lo que debemos tomar en préstamo.
El valor de la transaccién en un afio serd $50, independientemente de si la accién se
aprecia o no. Entonces,
40(1 +r) = 47.0589,

lo que produce una ganancia de:
47.0589 — 45 = 2.9411.

Esta ganancia esta garantizada.

Asumamos ahora que el costo de la opcién es $12. Si vendemos una accién y com-
pramos 3 unidades de opcién, considerando que estamos en el caso x = —1, la ganancia
inicial es:

100 — 4(12) = 52.

Esta cantidad se coloca en un banco, obteniendo:
52(1+r) = 61.1765 en un afio.
Como la inversién en un afio toma el valor de —50, la ganancia es:

61.1765 — 50 = 11.1765 (garantizada).
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En estos casos, claramente hay arbitraje. Sin embargo, para

C_ 100 —48 2’
3 3
no tendremos arbitraje, y ese es el tinico valor que elimina esta oportunidad.
Como se puede observar, el arbitraje puede aparecer en transacciones sencillas e in-
cluso al considerarse contratos forward y otros derivados. No es algo sencillo de evitar.
El principio de no arbitraje establece que un modelo matematico de un mercado finan-
ciero no deberia permitir la existencia de oportunidades de arbitraje.

A.0.7. Cobertura

A continuacién, se definird ahora lo que es el hedging o cobertura y se exploraran
diferentes estrategias de hedging, que se pueden emplear para mitigar diversos riesgos
financieros:

El hedging, o cobertura, es una estrategia financiera disefiada para reducir o mitigar
el riesgo de pérdida asociado con movimientos adversos en el valor de los activos. Los
inversores utilizan estrategias de cobertura para protegerse contra la volatilidad del mer-
cado y preservar el valor de sus carteras.

Las siguientes son algunas estrategias de Cobertura con Opciones o Derivados Finan-
cieros:

» Adquisicién de Opciones Put:

Proteger contra la caida del precio de un activo. Al comprar opciones de venta, el
inversor adquiere el derecho, pero no la obligacién, de vender un activo a un precio
predeterminado. Si el precio del activo disminuye, la opcién de venta compensa las
pérdidas en el valor del activo subyacente.

» Adquisicién de Opciones Call:

Proteger contra la subida del precio de un activo. Al comprar opciones de compra, el
inversor obtiene el derecho, pero no la obligacién, de comprar un activo a un precio
especifico. Si el precio del activo aumenta, la opcién de compra ayuda a compensar
las pérdidas al permitir la compra a un precio fijo.

» Estrategia diferencial:

Reducir el costo de las opciones o limitar el riesgo. Implica combinar opciones de
compra o venta con diferentes precios de ejecucion y/o fechas de vencimiento. Esto
permite a los inversionistas ajustar el riesgo y el rendimiento, de acuerdo con sus
objetivos.
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» Forward y Futuros:

Fijar precios futuros y reducir la incertidumbre. Contratos forward y futuros per-
miten a los inversores fijar un precio para comprar o vender un activo en el futuro.
Estos contratos ayudan a gestionar el riesgo de fluctuaciones de precios.

n Collar:

Limitar el rango de movimientos de precios. Combina la compra de opciones de
venta y la venta de opciones de compra, para establecer un rango de precios en
el que el inversor estd dispuesto a aceptar movimientos de precios. Proporciona
proteccion limitada y limita las ganancias.

Aunque las estrategias de cobertura (hedging) son herramientas valiosas para gestionar
el riesgo en los mercados financieros, existen algunas limitaciones y consideraciones im-
portantes a tener en cuenta:

» Costo de la Cobertura:

Emplear estrategias de cobertura puede implicar costos directos, como el precio de
las opciones o contratos de futuros. Estos costos pueden reducir los beneficios po-
tenciales de la inversion.

s Complejidad de Implementacién:

Algunas estrategias de cobertura, especialmente aquellas que involucran derivados
financieros mds complejos, pueden requerir un conocimiento especializado para su
implementacion efectiva. La falta de comprensién adecuada puede llevar a resulta-
dos no deseados.

» Limitacién de Ganancias:

Las estrategias de cobertura a menudo limitan el potencial de ganancias junto con
el riesgo. Mientras protegen contra pérdidas, también pueden limitar la capacidad
de beneficiarse de movimientos favorables del mercado.

» Correlacion Cambiante:

La efectividad de las estrategias de cobertura puede depender de la correlacién entre
los activos. Esta correlacion puede cambiar con el tiempo, lo que afecta la eficacia
de la cobertura.

» Disponibilidad de Instrumentos Financieros:

En algunos casos, puede ser dificil o costoso encontrar instrumentos financieros ade-
cuados para implementar ciertas estrategias de cobertura, especialmente en merca-
dos menos liquidos.
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» Restricciones Regulatorias:

Las regulaciones gubernamentales financieras pueden imponer restricciones o re-
quisitos especificos para ciertas estrategias de cobertura. Es importante conocer y
cumplir con las regulaciones aplicables.

» Riesgo Residual:

No hay garantia de que una estrategia de cobertura elimine completamente el ries-
go. Si bien puede reducir el riesgo, siempre existe la posibilidad de que ocurran
eventos imprevistos que no estén cubiertos.

» Tiempos de Vencimiento:

Algunas estrategias de cobertura, como las opciones, tienen tiempos de vencimien-
to. La eleccién del periodo de cobertura correcto puede ser crucial para la efectivi-
dad de la estrategia.

Igual que hicimos de forma previa, demos un ejemplo de cobertura usando opciones
para ilustrar:

Cuadro A.4: Estrategia de Cobertura - Protective Put

Posicion Actual

Acciones TSLA 1,000 $200.00/accion
Valor Total Posicién $200,000.00
Estrategia de Cobertura

Instrumento Put TSLA

Cantidad de Contratos 10 (100 acciones c/u)
Strike $180.00
Vencimiento 30 de junio 2025

Prima por Put $8.50
Costo Total Cobertura $8,500.00
Anadlisis de Riesgo

Miéxima Pérdida Posible $28,500.00
Punto de Equilibrio $191.50

Nota sobre como hicimos el analisis de riesgo:

* Maxima pérdida = (Strike - Precio Actual) x Acciones + Prima Total

¢ Punto de equilibrio = Precio Actual + Prima por Accién
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A.0.8. Profundidad del Mercado y Riesgo Residual

La profundidad del mercado es una medida de la capacidad de un mercado para ab-
sorber grandes 6rdenes de compra o venta sin causar cambios significativos en el precio
del activo subyacente. Un mercado se considera profundo si cuenta con un volumen con-
siderable de 6rdenes pendientes (ofertas y demandas) a diferentes niveles de precios, lo
que proporciona estabilidad y facilita la ejecucién de transacciones de gran tamafio. En
América Latina, solo México, Argentina y Brasil son considerados mercados profundos.
Por ello, en el caso de un pais que no cuenta con estas caracteristicas, como Panam4, es
necesario recurrir a un mercado internacional de valores.

Veamos a modo de ejemplo concreto qué significa la profundidad del mercado, di-
gamos que yo necesito 100 millones de yenes en un mes, tengo que saber dénde encon-
trarlos, si yo puedo encontrarlos dentro de ese mes en el mercado de divisas local, eso
me indica que es un mercado con profundidad. Si se me hiciese muy dificil o imposible
encontrar algo cercano a esa suma, entonces se tratarfa de un mercado que no goza de
profundidad.

El riesgo residual se refiere al riesgo que permanece después de haber implementado
todas las medidas posibles para mitigar, transferir o gestionar otros riesgos principales.
Este riesgo suele ser inevitable debido a la incertidumbre inherente o a eventos extremos
e imprevistos que no pueden ser completamente controlados o eliminados.

Aquila clave es que si el mercado tiene menor profundidad, entonces habra més tran-
sacciones que no seran posibles, ya que no tendrian contraparte, y por ende habra mayor
riesgo residual en el mercado.

Un ejemplo claro de riesgo residual es el impacto del terremoto de Kobe en Japén en
1995. A pesar de que Japon contaba con estrictos coédigos de construccion, sistemas avan-
zados de gestion de riesgos y seguros disefiados para proteger contra desastres naturales,
el terremoto tuvo consecuencias econémicas significativas que no pudieron evitarse com-
pletamente. Las pérdidas econdmicas directas e indirectas superaron los 100 mil millones
de délares, y muchas empresas enfrentaron costos inesperados, interrupciones en la ca-
dena de suministro y colapsos financieros.

El colapso de Barings Bank, uno de los casos més famosos de especulacién con opcio-
nes y fraude contable, estd ligado a este terremoto de Kobe ya que el mismo caus6 que el
indice Nikkei, que representa al mercado de valores japonés, se desplomara y, de ahi, el
banco no fue capaz de repagar préstamos que habia tomado a sus acreedores, lo que lo
hizo materializar sus pérdidas que antes estaban solo en libros y escondidas de manera
fraudulenta.

Nick Leeson fue la persona que estaba manejando la estrategia de arbitraje y especu-
lacién con opciones del banco, y caus6 una pérdida de mas de 1,000 millones de délares.
Eventualmente, el banco se declar6 en bancarrota y miles de trabajadores perdieron su
empleo. Nick Leeson pag6 pena de carcel por sus acciones. A partir de este caso, se im-

74



pusieron controles més estrictos en la industria como la necesidad de una supervisiéon
contable independiente de los gestores de portafolio (ver Leeson y col. (1996) y de forma
relacionada Dunbar (2000) y Rubinstein (2006)).

A.0.9. Cartera Replicadora

Ahora si, retomando con las nociones financieras a introducir, veamos la nociéon de
cartera replicadora:

Una cartera replicadora es una estrategia de inversién disefiada para replicar el ren-
dimiento de un activo o un conjunto de activos subyacentes. La idea es que, al combinar
diferentes activos en ciertas proporciones, la cartera pueda imitar de cerca las fluctua-
ciones de precio del activo que se estd replicando. Este enfoque es comtn en derivados
tinancieros, donde se crea una cartera que replica el comportamiento de una opcién o un
contrato financiero complejo.

Suponiendo que se tiene una opcién de compra (call) sobre las acciones de una com-
pafiia en particular. Es posible construir una cartera replicadora comprando una cantidad
especifica de acciones de esa misma compafiia y bonos del gobierno. La combinacién de
acciones y bonos se ajusta de manera que la cartera tenga un rendimiento similar al de la
opcién de compra. Esto se hace para eliminar cualquier oportunidad de arbitraje.

Cuanto mayor sea la volatilidad, mayor seré la probabilidad de que el precio del activo
se mueva significativamente. En el caso de las opciones, una mayor volatilidad implica
un mayor precio de la opcién, ya que aumenta en general la posibilidad de que la opcién
termine "in the money’.

A.0.10. Relevancia a Panama

Hagamos un paréntesis en esta discusiéon conceptual para hablar de por qué nos in-
teresa este tema en el contexto de Panama.

A este punto ya se tiene que las opciones se pueden emplear para mitigar riesgos fi-
nancieros en el contexto de carteras de inversion. Sin embargo, aqui vale la pena hablar
también, no solo de inversores individuales o institucionales que buscan maximizar los
rendimientos de un conjunto de activos que poseen, sino también de empresas que in-
curren en riesgos financieros, en particular riesgo de mercado por la naturaleza de su
negocio y a las cuales también les resulta atractivo el uso de opciones para reducir la
exposicion que tienen a las fluctuaciones de los mercados en sus margenes operativos.

Al comprar opciones de compra sobre materias primas, las corporaciones que tienen
una gran parte de sus costos en estas materias primas pueden mitigar el impacto que una
subida rapida en los precios de estas materias primas pudiera tener sobre sus margenes.
Por ejemplo, esto se da cuando una empresa tiene como uno de sus costos principales el
costo del combustible, como navieras y aerolineas. Hay varias navieras y aerolineas que
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tienen operaciones en Panama. Estas compran opciones de compra sobre una parte im-
portante de su consumo esperado de combustible a futuro, y asi aseguran su rentabilidad
amediano plazo, y tienen tiempo para responder a una subida més permanente en costos,
ya que el corto y mediano plazo estan cubiertos por estos instrumentos.

A.0.11. Crisis del 2008

Hablando de aplicaciones a la vida cotidiana, cabe mencionar cémo los derivados de
activos jugaron un papel importante en la Gltima gran crisis financiera global. En 2008,
el mundo financiero se tambale6 al borde del abismo en lo que se conocié como la Gran
Recesion.

Fue un colapso econémico global desencadenado por una combinacién de factores
complejos y de largo alcance. Una de las piezas clave en este rompecabezas fue la crisis
hipotecaria en Estados Unidos, donde el suefio americano se desmoroné para muchos.

El escenario estaba plagado de una irresponsabilidad flagrante por parte de regula-
dores y agencias de calificacion crediticia. Las instituciones financieras, inundadas por la
codicia y la basqueda de ganancias rdpidas, se embarcaron en una carrera imprudente
para otorgar préstamos hipotecarios, incluso a aquellos que no podian permitirselos.

Este frenesi de préstamos se facilité atin mds con la creacion de derivados financie-
ros complejos, como los famosos "'CDO’ (obligaciones de deuda colateralizada). Los CDO
eran paquetes de préstamos hipotecarios, a menudo de baja calidad, que se dividian en
‘tranches’ con diferentes niveles de riesgo. Los inversores, atraidos por altos rendimien-
tos, compraban estos tranches sin comprender completamente la complejidad de los pro-
ductos y los riesgos subyacentes.

La pelicula "The Big Short” arroja luz sobre este caos financiero, siguiendo a un grupo
de inversores que, al reconocer las sefiales de alarma y la burbuja inmobiliaria que se es-
taba gestando, tomaron posiciones cortas contra el mercado hipotecario. Estos inversores
visionarios, aunque ridiculizados y subestimados en su momento, finalmente cosecharon
enormes ganancias al apostar contra el sistema.

Detras de este colapso se encontraban los incentivos que promovian la transferencia
de riesgos. La desregulacién financiera de la década de 1990, que eliminé muchas de las
restricciones a las actividades bancarias, permitié a las instituciones financieras crear y
comercializar productos financieros cada vez mds complejos y riesgosos. Los bancos, en
lugar de retener los préstamos que originaban, los empaquetaban en CDO y los vendian
a inversores, deslinddndose asi de las consecuencias de los préstamos incobrables.

Decir que, sin los préstamos estatales, los bancos habrian quedado liquidados.

Habia el principio de "Too Big To Fail’, y por ende no se afect6 tanto; si se hubiera ido
a la quiebra el banco Wells Fargo, se hubieran ido todos los grandes bancos a la par por
su interdependencia.

En dltima instancia, la burbuja hipotecaria estall, dejando a su paso un rastro de des-
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truccién financiera. Millones de personas perdieron sus hogares, los mercados financieros
se tambalearon y la confianza en el sistema bancario se desplomé. La crisis del 2008 sirvi6
como una llamada de atencién masiva sobre la necesidad de una regulacién financiera
mads estricta y una mayor responsabilidad corporativa para evitar que tales calamidades
se repitan en el futuro.

Las agencias de calificacion crediticia, como Moody’s, Standard and Poor’s y Fitch,
desempefiaron un papel crucial y, lamentablemente, controvertido. Estas agencias otor-
garon calificaciones extremadamente altas a los CDO respaldados por hipotecas, incluso
cuando estos contenian una gran proporcién de préstamos subprime. Esta practica con-
tribuy6 a crear una falsa sensacién de seguridad en el mercado y permiti6 que la crisis se
extendiera a nivel global.

En Europa en particular, la crisis fue peor, ya que al existir esta interdependencia finan-
ciera con los bancos de Estados Unidos, los bancos europeos también requirieron apoyo
de sus gobiernos para no quebrar y causar una calamidad de proporciones mayores a sus
depositantes y en sus paises. Sin embargo, como varios gobiernos europeos estaban ya
con finanzas publicas deterioradas, esta ayuda se financié con deuda adicional, lo que
ocasionod una crisis de deuda soberana, particularmente en los paises del Sur de Europa,
como Grecia, Espafia e Italia, entre otros. Dicha crisis adicionalmente llevé a los presta-
mistas a imponer duras condiciones de austeridad fiscal a dichos gobiernos, lo que tuvo
un efecto prociclico negativo sobre esas economias ya en recesién, y por ende les tomd6
atin mas tiempo que en Estados Unidos recuperarse.

La crisis de 2008 dejo6 lecciones importantes sobre los riesgos asociados con los deriva-
dos financieros y la importancia de una regulaciéon prudencial. Los efectos a largo plazo
de esta crisis incluyen un mayor escrutinio de las instituciones financieras, una reforma
regulatoria significativa y una mayor conciencia publica sobre los riesgos del sistema fi-
nanciero.
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Apéndice B

Fundamentos de Teoria de Medida y
Procesos Estocasticos

B.0.1. Teoria de medida

Para desarrollar la idea formal de estos conceptos financieros, es necesario introducir
varios conceptos de teoria de la medida y probabilidad: la nocién de o-algebras, espa-
cios medibles, espacios de medida (para mayor informacién véase, por ejemplo, Folland
(2013) y Shiryaev y Wilson (2013)), medida de Lebesgue, espacios probabilisticos, espa-
cios filtrados y martingalas (ver por ejemplo Rosenthal (2006) y Karatzas y Shreve (2012)).
B.0.2. Espacios medibles y c-algebras

Definicién B.0.1 (o-édlgebra). Sea X un conjunto no vacio. Una coleccién F de subconjun-
tos de X se llama c-dlgebra sobre X si satisface las siguientes propiedades:

1. XeF
2. Si A € F, entonces su complemento A = X\ A € F
3. Si {An}>; € F,entonces U, Ay € F

Comentario B.0.1. De las propiedades de la definicion B.0.1 se deducen las siguientes consecuen-
cias:

1. @ € F (por complementacion de X)
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2. F es cerrada bajo intersecciones numerables. En efecto, por las leyes de De Morgan:
o0 oo ¢
n=1 n=1

B.0.3. Algebrasy o-dlgebras generadas

Definicién B.0.2 (Algebra). Sea X # @ un conjunto. Un conjunto de subconjuntos A C
P(X) (donde P(X) denota el conjunto potencia de X) se dice que es un dlgebra sobre X
si satisface las siguientes propiedades:

1. Xe Ayoec A
2. Si A € A, entonces su complemento A° = X\ A € A
3. Si A, B € A, entonces suunion AUB € A
Comentario B.0.2. Tenemos las siguientes observaciones:
1. Las o-dlgebras son dlgebras.
2. Si X = @ entonces el dlgebra seria el conjunto cuyo unico elemento es el vacio.

3. Como cuando A € A, entonces A° € A, tenemos la siguiente equivalencia por comple-
mentos: AU B = (A° N B°)¢, por lo que no es necesario precisar que AN B € A cuando
A,Be A

Proposicién B.0.1 (Algebras generadas). Sea C una coleccién de subconjuntos de X # @.
Entonces:

1. Existe una tinica dlgebra (C), la mds pequefia de todas las dlgebras que contiene a todos los
subconjuntos de C.

2. Existe una tinica o-dlgebra o(C), la menor de las o-dlgebras que contiene a C.

A estas dlgebras se les denomina las dlgebras generadas por C.

B.0.4. Conjuntos de Borel

Se cuenta con varias formas de definir el concepto de conjunto de Borel. El desarrollo
de los conjuntos de Borel es una respuesta a problemas fundamentales del anédlisis ma-
tematico, particularmente vinculados a la teoria de la integraciéon y a la probabilidad. En
la Francia del fin de siglo XIX, se plantearon de manera muy nueva para entonces las pre-
guntas sobre lo fundamental: ;como se podia medir una funcién?, ;qué era una funcién
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medible?, ;como construir una teoria de la medida?, ;qué se podia integrar?, ;qué era la
medida?, ;cémo debia ser una funcién integrable?, etc.

En 1888, L. Lecorps, en su Histoire des fonctions d'une propre réelle, muy influyente, reto-
ma estos conceptos. Un concepto que se compartia ampliamente era el conjunto medible.

Conjunto de Borel

El conjunto de Borel es el conjunto més pequefio que contiene a los intervalos abiertos
y estd cerrado bajo operaciones de unién numerable, interseccién numerable y comple-
mento.

Este conjunto es también un conjunto topolégico y se le puede entender como una
o-algebra. Un conjunto de Borel es una subcoleccién de subconjuntos que, generada por
los conjuntos abiertos de un espacio topolégico, es el conjunto mds pequefio que contiene
a la topologia del espacio y esta cerrado bajo las mencionadas tres operaciones bésicas.

Definicién B.0.3 (c-algebra de Borel). Si (X, T) es un espacio topoldgico, la o-algebra de
Borel en X, denotada por B(X) = 0(7), es la o-dlgebra generada por 7, la colecciéon de
conjuntos abiertos en la topologia.

Es decir, B(X) es la coleccion de subconjuntos de X que se pueden construir a partir
de conjuntos abiertos mediante uniones numerables, intersecciones numerables y com-
plementos.

Definicién B.0.4 (Conjunto de Borel). Sea X un espacio topoldgico y sea Bx la coleccién
de todos los abiertos en X. La o-algebra generada por este conjunto de abiertos es llama-
da dlgebra de Borel. El conjunto de Borel estd formado por todos los elementos de esta
algebra, y cada uno de ellos es llamado conjunto de Borel.

Ejemplos
= Intervalos
» Conjuntos abiertos

s El conjunto de Cantor (medida cero)

Definicién B.0.5 (Conjunto boreliano). Un conjunto B C X se llama un conjunto bore-
liano si B € B(X).
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Nota histoérica

(*) Cabe observar que fue su alumno Henri Lebesgue quien, en términos paradigmati-
cos, resolvié el problema propuesto por Borel en el afio de 1901 (en su tesis doctoral titu-
lada Intégrale, longueur, aire).

Conjuntos Medibles segun Lebesgue No-Boreliano

Lebesgue fue no solo un alumno muy querido, pero debe recordarse que él propuso
(construyo) un ejemplo de conjunto medible segtiin Lebesgue que no es de Borel.

Lebesgue establecié que existe un ejemplo de subconjunto medible segtin Lebesgue
de [0, 1] que no es de Borel y lo construyé con el axioma de la eleccion.

B.0.5. Medidas y espacios de medida

Definicién B.0.6 (Medida). Sea (X, F) un espacio medible. Una funcién p : F — [0, 0]
se llama medida si satisface las siguientes propiedades:

1. u(@) =0, donde @ es el conjunto vacio
2. u(A) > 0paratodo A € F

3. o-aditividad: Si {A;}}’ ; es una coleccién numerable de conjuntos disjuntos en F,

entonces:
H (U An> = Z 1(An)
n=1 n=1
Definicién B.0.7 (Espacio de medida). La terna (X, F,u), donde (X, F) es un espacio

medible y y es una medida sobre F, se denomina espacio de medida.

Comentario B.0.3 (Espacio medible vs. espacio de medida). Es importante distinguir entre
estos conceptos:

» En un espacio medible no se necesita medida alguna.

» Un espacio de medida si estd dotado de una medida.

B.0.6. Conjuntos de medida cero y completitud

Definicién B.0.8 (Conjunto de medida cero). Sea (X, F, ) un espacio de medida. Un
conjunto C € F se dice de medida cero o conjunto nulo si #(C) = 0.

81



Definicién B.0.9 (Propiedad que se cumple casi en todas partes). Sea (X, F, #) un espacio
de medida y C un conjunto de medida cero. Una propiedad que se da para todox € X\ C
se dice que se da casi en todas partes.

Definicién B.0.10 (Espacio de medida completo). Un espacio de medida (X, F, ) es com-
pleto si todo subconjunto de un conjunto de medida cero es medible y tiene medida cero.

Comentario B.0.4. Que un espacio de medida sea completo depende de la medida y no de la o-
dlgebra. Todo espacio de medida estd contenido en un espacio de medida completo, el cual es el
menor espacio completo que lo contiene.

B.0.7. Medida de Lebesgue en IR"

Definicién B.0.11 (Medida de productos de intervalos). Sea Iy un intervalo acotado para
k=1,...,n.8i1=T]T{_; I, entonces definimos:

n

u(I) = [ [(sup Iy — inf I))
=1

Definicién B.0.12 (Medida exterior en R"). Se define una medida exterior en R" por la
funcion:
" P(R") — [0, +oo]

dada por: para A C R",

1 (A) = inf{Zy(Ii) :AC 11}
i=1 i=1
donde el infimo se toma sobre todas las colecciones numerables {I;}°; de productos de

intervalos que cubren A.

Definicién B.0.13 (Conjuntos medibles segtin Lebesgue). Los conjuntos medibles en IR"
segin Lebesgue son:

M={ACR": y*(B) =u*(ANB)+u*(B\ A) para todo B € P(R")}

Definicién B.0.14 (Medida de Lebesgue). La medida de Lebesgue en IR" se define como
la restriccién:
p=1lm: M= [0, +ed]

donde y(A) = p*(A) para todo A € M.
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Comentario B.0.5 (Medida de Borel-Lebesgue). La restriccion p|prn) es la medida de Borel-
Lebesgue, que es la tinica medida de Borel en R" que extiende a la medida inicial y definida en
productos de intervalos. Ademds, y es la tinica medida definida en M que extiende a la medida
original .

B.0.8. Funciones medibles

Definicién B.0.15 (Funcién medible). Sean (X, .A) e (Y, B) espacios medibles. Una fun-
cién f: X — Y se dice medible si y sélosi f~}(B) € A para todo B € B.

En el caso de R, tenemos que para todo conjunto de Borel U C R, f es una funcién
medible si y s6lo si para todo U abierto tal que U C R, f~1(U) € R.

Proposicién B.0.2. Propiedades de las funciones medibles:
1. Las funciones continuas son medibles segiin Borel.
2. La composicion de una funcién continua con una funcién medible es medible.
3. Sif:X — Yesmedibley g:Y — Z es continua, entonces go f : X — Z es medible.

Proposicién B.0.3 (Caracterizaciéon de funciones medibles a R). Si (X,.A) es un espacio
medible y f : X — R, entonces f es medible si y solo si cualquiera de las siguientes condiciones
equivalentes se cumple:

1. {x e X: f(x) > a} € Aparatodon € R
2. {xeX: f(x)>a} € Aparatodon € R
3. {xeX:f(x)<a} e Aparatodon € R
4. {x e X: f(x) <a} € Aparatodon € R

B.0.9. Integracion

En probabilidad y procesos estocasticos, muchas funciones relevantes no son integra-
bles en el sentido de Riemann y, por ende, tenemos que trabajar con integrales de Lebes-
gue, las cuales trataremos ahora. Esto se debe a las siguientes razones:

» [as funciones de interés suelen estar definidas en términos de variables aleatorias
que pueden ser discontinuas a trozos o incluso altamente irregulares.

» La integral de Riemann requiere particiones finas del dominio y evalda la funcién
en puntos especificos, 1o que no es adecuado para tratar con funciones altamente
oscilatorias o no continuas.
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» Laintegral de Lebesgue es més general y esta disefiada para trabajar con funciones
cuya area bajo la curva se calcula en términos de la medida de los conjuntos en los
que la funcién es constante o aproximadamente constante, en lugar de dividir el
dominio en intervalos.

Por estas razones, la teoria de la probabilidad y los procesos estocésticos utilizan la
integral de Lebesgue, ya que permite trabajar con una clase mucho mas amplia de fun-
ciones.

B.0.10. Integrabilidad segiin Lebesgue

Definicién B.0.16 (Funcién Lebesgue integrable). Sea (X, F, u) un espacio de medida.
Una funcién f : X — R se define como integrable segun Lebesgue si es medible y la
integral de |f| es finita:

/X|f|du<<>°

Definicién B.0.17 (Funcién cuadrado integrable). Sea (X, F, i) un espacio de medida.
Una funcién f : X — R se dice cuadrado integrable si es medible y:

J AP dy < oo

B.0.11. Funciones simples e integracién

Definicién B.0.18 (Funcion simple). Sea (X, .A) un espacio medible. Una funcién simple
es una funcién de la forma:

n
5= Z“iXAi
i=1

donde a; € R, A; € A son disjuntos, y x 4, es la funcién caracteristica de A;.
Equivalentemente, si s toma los valores distintos 7, . .., a,, entonces:

1=

5= XiX A

~
I
—_

donde A; = s 1(a;) = {x € X :s(x) = a;}.

Definicién B.0.19 (Integral de una funcién simple). Sea (X, F, i) un espacio de medida y
s = )Y_i_1 ;X 4, una funcién simple positiva. La integral de s sobre X se define como:

n
/ sdu =Y aju(A;)
X i=1
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Teorema B.0.1 (Aproximacién por funciones simples). Toda funcién medible positiva es el
limite puntual de una sucesion creciente de funciones simples positivas.
B.0.12. Integral de Lebesgue para funciones positivas

Definicién B.0.20 (Integral de Lebesgue para funciones positivas). Sea (X, F, ) un espa-
ciode mediday f : X — [0, +o0] una funcién medible positiva. La integral de Lebesgue
de f se define como:

/fdy:sup{/sdy:ogs <f, ssimple}
Definicién B.0.21 (Funcién integrable). Una funcién f : X — [0, +o0] es integrable si es
medibley [ fdu < co.

Definicién B.0.22 (Integral sobre un conjunto medible). Si A C X es medibley f : X —

[0, +00] es medible, se define:
/A fdp= / fxadu

B.0.13. Teoremas fundamentales de convergencia

Teorema B.0.2 (Lema de Fatou). Sea { f,, },,>1 una sucesion de funciones medibles no negativas.
Entonces:

/ ltminf fy dyt < lim inf / Fudu

Teorema B.0.3 (Teorema de la Convergencia Monétona (TCM)). Sea (X, M, u) un espacio
de medida y { fn }n>1 una sucesion de funciones medibles no negativas tales que fn(x) < f41(x)
para casi todo x € X. Supongamos ademds que f,(x) — f(x) puntualmente en X cuando

n — oo. Entonces:
tim [ fudu= [ fdu

Comentario B.0.6 (Importancia del TCM). El teorema de la convergencia monétona establece
que, bajo las condiciones mencionadas:

= Siuna sucesion de funciones es mondtona creciente (f, < f,11)y converge puntualmente
a una funcion limite f, entonces la integral de f, también converge a la integral de f.

= Es crucial que las funciones sean no negativas para que el teorema sea vilido.
Este resultado es fundamental en la teoria de la medida, ya que permite intercambiar limites e

integracion bajo ciertas condiciones.
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Demostracion del Teorema B.0.3. 1. Por definicién de convergencia puntual, para todo
x € X, se tiene que:
fn(x) = f(x) cuandon — oo

2. Dado que fu(x) < f,11(x) para todo n y que f,(x) > 0, la sucesion {f,},>1 es
monotona creciente y esta acotada inferiormente por cero.

3. Por el Lema de Fatou (una herramienta clave en la teoria de la medida):

/Xlimmffn du < liﬂg}f/xf” du

n—oo

Dado que f, < f,41, se cumple que liminf, ,« f;, = lim, . fu = f. Por lo tanto:
/dey < hﬂgf/xfn du
4. Por otro lado, dado que f,(x) < f(x) para todo n, tenemos:
dy < / d tod
/an p < Xf p paratodo n

5. Al tomar el limite superior en n, se obtiene:

lim sup andyg/xfdy

n—oo

6. Combinando los resultados de lim inf y lim sup, concluimos que:

tim [ fudu= [ fdu

B.0.14. Probabilidad y Procesos Estocasticos

Ahora trataremos las nociones de probabilidad y procesos estocasticos, en las que uti-
lizaremos los conceptos medida e integracion.
B.0.15. Espacios de probabilidad

Definicién B.0.23 (Medida de probabilidad). Sea (X, F) un espacio medible. Una medida
P : F — [0,1] se llama medida de probabilidad si P(X) = 1.
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Definicién B.0.24 (Espacio de probabilidad). La terna (Q}, F,P), donde:

= () es el espacio muestral, es decir, el conjunto de todos los resultados posibles de un
experimento aleatorio

= F es una o-algebra sobre (), que contiene los eventos medibles
» P es una medida de probabilidad definida en (Q2, F) tal que:

1. P(A) > Oparatodo A € F
2. P(Q) =1

3. Para cualquier coleccién numerable de eventos disjuntos {A, }; ; C F:
P (U An) =) P(A,)
n=1 n=1
se denomina espacio de probabilidad.

B.0.16. Variables aleatorias

Definicién B.0.25 (Variable aleatoria). Sea (), F,P) un espacio de probabilidad. Una va-
riable aleatoria es una funcién medible X : (3 — IR tal que, para todo conjunto boreliano
B C R, se cumple:

X 'B)={weQ:X(w)€B}eF

En otras palabras, X asigna un valor real a cada resultado w € () de manera que los
conjuntos de eventos generados por X son medibles.

Definicién B.0.26 (Casi Seguramente). Sea (), F, P) un espacio de probabilidad. Un even-
to A € F ocurre casi seguramente si y sélo si:

P(A) =1 (B.1)
Equivalentemente, A ocurre casi seguramente si:
P(A%) =0 (B.2)

donde A° denota el complemento de A.
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B.0.17. Procesos estocasticos

Definicién B.0.27 (Proceso estocastico). Sea (€}, F,P) un espacio de probabilidad y T un
conjunto de indices, donde T C R. Un proceso estocdstico es una coleccion {X;}er de
variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad.

Paracadat € T, X; : Q) — R es una variable aleatoria.

Comentario B.0.7 (Tipos de procesos estocdsticos). Segiin el conjunto de pardmetros T:

» Si T es numerable (por ejemplo, T =INo T = {0,1,2,...}), el proceso se llama de tiempo
discreto.

» Si T es no numerable (por ejemplo, T = [0,00) 0 T = IR), el proceso se llama de tiempo
continuo.
B.0.18. Filtraciones y adaptabilidad

Definicién B.0.28 (Filtracion). Sea (Q), F,IP) un espacio de probabilidad y T un conjunto
de indices totalmente ordenado. Una filtracién es una familia {F;};c1 de sub-c-algebras
de F tal que:

Fs CF € F paratodos <t

La cuddrupla (Q, F, { Fi}tet, IP) se denomina espacio de probabilidad filtrado.

Definicién B.0.29 (Proceso adaptado). Un proceso estocdstico {X;}icr se dice adaptado
a la filtracion { F; }er si, para cada t € T, la variable aleatoria X; es F;-medible.

Definicién B.0.30 (Filtracién natural). Dado un proceso estocastico { X;}scr, la filtracion
natural generada por el proceso es:

es decir, la o-4lgebra generada por todas las variables aleatorias X con s < t.

B.0.19. Esperanza condicional

Definicién B.0.31 (Esperanza condicional). Sea (€}, F,IP) un espacio de probabilidad, X
una variable aleatoria integrable y G una sub-c-algebra de F. La esperanza condicional
de X dado G, denotada E[X|G], es cualquier variable aleatoria G-medible Y tal que:

/Ydll’:/Xd]P paratodo A € G
A A
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Teorema B.0.4 (Existencia y unicidad de la esperanza condicional). Para toda variable alea-
toria integrable X vy toda sub-c-dlgebra G, existe una tinica (salvo conjuntos de medida cero)
esperanza condicional E[X|G].

Proposicién B.0.4 (Propiedades de la esperanza condicional). Sean X, Y variables aleatorias
integrables y G una sub-c-dlgebra. Entonces:

1. Linealidad: E[aX + bY|G] = aE[X|G] + VE[Y|G]

2. Ley de expectativas totales: E[E[X|G]|| = E[X]

3. Propiedad de extracciéon: Si Z es G-medible y acotada, entonces E[ZX |G| = ZE[X|G]
4. Propiedad de torre: Si H C G, entonces E[E[X|G]|H] = E[X|H]

Teorema B.0.5 (Desigualdad de Jensen en terminos de la esperanza condicional). Sea ¢ :
R — R una funcién convexa, X una variable aleatoria integrable y G una sub-o-dlgebra. Si ¢(X)
es integrable, entonces:

¢(E[X[G]) < E[p(X)[]

B.0.20. Martingalas

Definicién B.0.32 (Martingala). Sea (Q), F, { i }+c1, P) un espacio de probabilidad filtra-
dodonde T = N o T = [0,00). Un proceso estocéstico {M;};cT se llama martingala
respecto a la filtracion {F; }e7 si:

1. M; es Fi-adaptado paratodot € T
2. E[|M;]] < coparatodot e T
3. E[M;|F;s] = M; paratodos < t
Definicién B.0.33 (Submartingala y supermartingala). Un proceso { X; };cT se llama:
» Submartingala si E[X;|F;] > X, paratodos <t
» Supermartingala si E[X;|F;] < X; paratodos <t

Teorema B.0.6 (Teorema de interrupcioén opcional de Doob). Sea {M;}s>o una martingala
continua por la derecha y T un tiempo de parada acotado. Entonces:

E[M:] = E[Mo]
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B.0.21. Aplicaciones a las finanzas

La teoria de medida y probabilidad desarrollada anteriormente proporciona el funda-
mento matematico riguroso necesario para el anélisis de instrumentos financieros com-
plejos. En particular:

» Los espacios de probabilidad modelan la incertidumbre inherente en los mercados
financieros

» Las filtraciones representan el flujo de informacién disponible a los agentes del mer-
cado

» Las martingalas son fundamentales para la valoracién neutral al riesgo

» La integracién de Lebesgue permite trabajar con pagos discontinuos y estrategias
de cobertura complejas

B.1. Teoremas importantes del dnalisis funcional

Teorema B.1.1 (Stone-Weierstrass). Sea X un espacio topolégico compacto y sea A una subdlge-
bra de C(X,R) (el espacio de funciones continuas de X en R) que satisface las siguientes condi-
ciones:

1. A contiene las funciones constantes

2. A separa puntos, es decir, para cualesquiera x,y € X con x # y, existe f € A tal que

f(x) # f(y)

Entonces A es densa en C(X,R) con respecto a la topologia de la convergencia uniforme, es decir,
la topologia generada por los conjuntos

{gECX:sup|g(x)—f(x)]<n_1} (n €N, f e CX).

xeX

(ver para mas detalles Folland (2013)).

B.2. Teorema de Hahn-Banach

B.2.1. Version analitica

Teorema B.2.1 (Hahn-Banach Analitico). Sea X un espacio vectorial real, sea p : X — R una
funcién sublineal (es decir, p(x +vy) < p(x) + p(y) y p(Ax) = Ap(x) para todo A > 0), sea M
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un subespacio vectorial de X, y sea f : M — R un funcional lineal tal que f(x) < p(x) para
todo x € M.
Entonces existe una extension lineal F : X — R de f tal que F(x) < p(x) para todo x € X.

Referimos al lector a Ok (2007) para més detalles.

B.2.2. Versién geométrica

Teorema B.2.2 (Hahn-Banach Geométrico). Sean A y B subconjuntos no vacios, convexos y
disjuntos de un espacio vectorial topolégico localmente convexo X. Si A es compacto y B es cerrado,
entonces existen un funcional lineal continuo f € X* y un niimero real « tales que:

sup f(a) < & < inf f(b)

acA

Corolario B.2.1 (Extensién de funcionales lineales acotados). Sea X un espacio normado, M
un subespaciode X,y f : M — K (donde K = R 0 C) un funcional lineal acotado. Entonces
existe una extension F : X — K tal que:

Flu=f (B.3)
]l =[£Il (B.4)

Teorema B.2.3 (Contraccién). Una contraccion en un espacio métrico (M, d) es una funcién f
de M en si mismo, con la propiedad de que existe algiin niimero real 0 < k < 1 tal que para todo

xeyen M,
d(f(x), f(y)) <k-d(x,y).

El menor valor de k se llama la constante de Lipschitz de f. Las contracciones a veces se llaman
funciones lipschitzianas.

Teorema B.2.4 (Teorema del Punto Fijo de Banach). Sea (X, d) un espacio métrico completo y
f una funcién. Se dice que f es una contraccion si existe una constante K con 0 < K < 1 tal que

d(f(x), f(y)) < K-d(x,y)

para cualesquiera x,y € X. Un punto fijo z de f es un punto de X tal que f(z) = z. Sea (X, d)
un espacio métrico completo y sea f : X — X una contraccién en X. Entonces existe un tinico
punto fijo de f.

Ademis, el teorema establece que para todo punto xo de X la sucesion {x, = f(x,_1)
converge a dicho punto fijo.

(e 0]
n=1
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Apéndice C

Valoracion de Opciones en Mercados
Completos

C.1. Movimiento browniano y calculo estocastico

C.1.1. Fundamentos matematicos

En esta seccion seguimos a Mdrquez-Carreras (2024) para sentar las definiciones preliminares
que nos lleven a la nocién de movimiento Browniano.

Definicién C.1.1 (Aplicacién Medible). Sean (Q), F) y (E,£) dos espacios medibles. Una
aplicacion X : () — E es medible si

X YB) € F paratodoB € & (C.1)

En otras palabras, X es medible si la imagen inversa de cualquier conjunto medible en
el espacio de llegada es un conjunto medible en el espacio de partida.

Definicién C.1.2 (Ley de un Vector Aleatorio). Sea X : (2 — RR" un vector aleatorio
definido sobre el espacio de probabilidad (€}, F, P). A la probabilidad P o X! se le llama,
en el andlisis matemadtico, medida imagen de P para X y en la teoria de la probabilidad,
ley del vector X.

Definicion C.1.3 (Funcion de Distribucién). La funcién de distribucién de X es la funcién
de distribucién de su ley, es decir,

Fx(x) = Px((—o00,x]) =P(X <x), x€R" (C.2)
donde (—o0, x] =TT ;(—00,x;] y X < x significa X; < x; paratodoi=1,...,n.
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Teorema C.1.1 (Ley Gaussiana Multidimensional). Sean y € R" y A una matriz simétrica
de orden n definida no negativa. Entonces, existe una probabilidad en R", que designaremos por
N (u, \) y denominaremos normal n-dimensional (0 Gaussiana n-dimensional), que tiene
por funcion caracteristica

p(t) = exp (itTy — %tTAt) , VteR" (C.3)

donde tTy = (t, ).
Las funciones caracteristicas de las variables Gaussianas unidimensionales X ~ N'(u,0?) y
Z ~ N(0,1) son, respectivamente:

2,2
px(t) = exp (ity - %) (C4)

t2
¢z(t) = exp (—5) (C.5)

Definicién C.1.4 (Distribuciones de dimension finita). Consideremos un proceso estocésti-
co Xy, t € T definido en un espacio de probabilidad ((, F, P), con valores en un espacio
medible (S, S). Este espacio medible se denomina espacio de estados del proceso.
Para todo conjunto finitov = {t; < --- < t,} C T,laaplicacién medible (X, ..., Xs,)
induce una probabilidad:
P, =Po(X,..., Xs,) !

en el espacio producto (57, 7).
A la familia de probabilidades {IP, : v C T, |v| < oo} se le denomina distribucién de
dimension finita del proceso estocéstico {X; : t € T}.

Definicién C.1.5 (Proceso gaussiano). Un proceso estocastico {X; : t € T} es gaussiano
si todas sus distribuciones de dimension finita son leyes gaussianas multidimensionales.
Es decir, para cualquier conjunto de tiempos {t; < --- < t,} C T, el vector (Xy,,..., Xs,)
satisface una ley gaussiana multidimensional.

C.1.2. Movimiento browniano estandar

Definiciéon C.1.6 (Movimiento browniano unidimensional - Primera caracterizacién). Un
movimiento browniano unidimensional (B;, t > 0) es un proceso estocastico gaussiano
con esperanza cero y funciéon de covarianza dada por:

E[B¢Bs] = min(t,s)
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Definicién C.1.7 (Movimiento browniano estdndar - Segunda caracterizacién). Un pro-
ceso estocdstico {B; : t > 0} es un movimiento browniano estidndar si y so6lo si:

1. By = 0 casi seguramente

2. Para cualesquiera 0 < s < t, la variable aleatoria By — B es independiente de {B, :
0<r<s}

3. Be—Bs ~ N(0,t —s) paratodo 0 < s < t
4. Las trayectorias son continuas casi seguramente

Proposicién C.1.1 (Propiedades basicas del movimiento browniano). Sea {W;};>o un mo-
vimiento browniano estdndar. Entonces:

1. E[W{] = Oparatodot >0
2. Var(W;) = t para todo t > 0
3. Cov(Ws, Wi) = min(s, t) para todo s, t > 0

Demostracion. 1. Por la segunda definicién, Wy — Wy ~ N (0,t —s) para 0 < s < ¢t
donde N denota una distribucién normal. Tomando s = 0 y usando que Wy = 0
casi seguramente, tenemos W; ~ N (0, t); por lo tanto E[W;] = 0.

2. Como para una distribucién normal estandar N (0, 1) la varianza es 1, y dado que
Wi ~ N (0, t), se sigue que Var(W;) = t.

3. Paras < t:
Cov(Ws, W) = E[W; W]
= E[Ws(Ws + (W — W))]
= E[W?] 4+ E[Ws(W; — W;)]
=s+0=s

donde utilizamos la independencia de los incrementos. Si t < s, entonces analoga-
mente tendriamos que esto sera igual a t. Por ende, la covarianza es igual al minimo
desyt.

Teorema C.1.2 (Teorema de Representacién de Martingalas). Sea W = (W?,...,W%) un
movimiento browniano d-dimensional y sea { F;} la filtracién generada por W.
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Si { M} >0 es una martingala continua con respecto a { Fy} tal que My = 0, entonces existen
procesos estocdsticos {¢1}, ..., {¢?} adaptados tales que:

d o )
Mt22/¢;dw;
i=170

donde cada ¢' satisface fOT(cpé)2 ds < oo casi seguramente para todo T > 0.

C.1.3. Movimiento browniano geométrico

Definicién C.1.8 (Movimiento browniano geométrico). Sea (Q, F,P) un espacio de pro-
babilidad y {B;};>0 un movimiento browniano unidimensional. El proceso estocdstico
{S¢}+>0 se denomina movimiento browniano geométrico si satisface la ecuacién diferen-

cial estocéstica:
dSt = ySt dt + (TSt dBt

donde:

1 € R es el parametro de tendencia

o > 0 es el parametro de volatilidad.

So > 0 es el valor inicial

d no es un diferencial exacto, sino de It6, dada la presencia del termino estocastico
dB; por lo que su integral de linea no es independiente del camino.
C.1.4. Integral estocastica de Ito

Definicién C.1.9 (Integral de Itd). Para un proceso adaptado y medible f(t) que satisface
E| fOT f(t)?dt] < oo, la integral de It6 se define como:

T n
/ f(E)dWy = lim }  f(ti1)(Wy = Wy,_,)
donde la convergencia es en L? y {t;} es una particién del intervalo [0, T].

Teorema C.1.3 (Isometria de Itd). Para un proceso f(t) que cumple las condiciones de la Defi-

nicion C.1.9: i i i
(/O f(t)th) =1EUO f(t)zdt}
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Demostracién. Paso 1: Aproximacién por sumas de Riemann
Para una particién fija {t;}! ;de [0,T] con0 = tp < t; < --- < t;, = T, definimos la
suma de Riemann:

Sn_Zf 1) (W, — Wi ) (C.6)

Esta suma aproxima la integral estocastica fo t) dWy.

Paso 2: Calculo de E[S2]
Expandimos el cuadrado:

2
E[S;] = E (Zf i—1) (Wi, — W, ))] (C.7)

_E ; ; (Wi = Wiy ) (W, — wtj_l)] (C9)

Por linealidad de la esperanza:
n n
Z Z ] 1) (W, — Wtifl)(wf]‘ - Wtj,l)] (C.9)
i=1j=1

Paso 3: Analisis de los términos cruzados

Consideremos dos casos:

Caso 1: i # j. Sin pérdida de generalidad, supongamos i < j, es decir, t; 1 < t; <
t]'_l < i']'.

Dado que f(t;i-1) y f(tj-1) son F,_,-medibles y F; ,-medibles respectivamente, y
usando la propiedad de incrementos independientes del movimiento Browniano:

E[f(ti-1)f(tj—1) (Wi, — W, ) (Wi, — Wi, )] (C.10)
= E[E[f(ti—1)f(tj—1) Wy, — Wy, ) (W, — Wy, ) | Fi]] (C.11)

Como (Wt/. — Wtj—l) es independiente de ]:tH y tiene esperanza cero:

= E[f(ti-1)f(tj-1) Wy, = Wy_,) - E[Wy, = Wy, | Fyy ] (C.12)
= E[f(ti-1)f(tj-1) (W, =Wy, ,) - 0] =0 (C.13)
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Caso 2: 1 = j. En este caso:

E[f(ti—1)*(Wr, — Wi, )] (C.14)
= E[E[f(ti—1)*(We, = Wi, ) | FiLlll (C.15)

Como f(tj_1) es Fy,_,-medible:

= E[f(ti1)*E[(Wy, = Wy,_,)* | Fi, ] (C.16)
= E[f(ti-1)*) - (t — ti1) (C.17)
donde usamos que E[(W;, — Wy, ,)? | Fi, ] =t — ti 1.

Paso 4: Resultado para la suma finita
Por tanto:

E[S2] = Z]E J(ti —tiq) (C.18)

Paso 5: Paso al limite
Cuando n — oo y méx; |t; — t;_1| — 0, la suma de Riemann converge:

n T
Jim. Y E[f(ti1)(ti —tii1) =B [/0 f(t)zdf} (C.19)
i=1
Por otro lado, por la definicién de la integral estocdstica:
) T
nlgl(}o Sp = ; f(t) dW; (C.20)

y por continuidad de la esperanza (bajo las condiciones de integrabilidad apropiadas):

( / £t dwt)] (C21)

= FE {/()Tf(t)zdt} (C.22)

lim [E[S?]

n—00

(f s dwt)z

Por tanto:
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C.1.5. Procesos de Ito y férmula de It

Definicién C.1.10 (Proceso de It6). Un proceso X; es un proceso de It6 si puede expresar-

Se como:
dXt = ‘Z/l(t, Xt) dt —+ O'(t, Xt) th

donde tanto el coeficiente de deriva p(t, X;) como el coeficiente de volatilidad o (¢, X;)
deben ser procesos adaptados que satisfacen condiciones apropiadas de integrabilidad:

" foT |i(s, Xs)| ds < oo casi seguramente

. fOT 0% (s, X;) ds < oo casi seguramente
Para mayor detalle referimos al lector a Oksendal (2013)

Teorema C.1.4 (Férmula de Itd). Sea X; un proceso de Ito de la forma dX; = p(Xy, t)dt +
o (X;,t) AWy, y sea f(Xy, t) una funcién de clase C12. Entonces f(Xy,t) también sigue un proceso

de Ito: of ’f 82f of
_ 1,
df = (at +yax + > axz) dt+aax AWy
donde:

. % es la derivada parcial de f respecto al tiempo
. % es la derivada parcial de f respecto a x

2
n % es la sequnda derivada parcial de f respecto a x

Teorema C.1.5 (Solucién del movimiento browniano geométrico). La solucién explicita de
la ecuacion diferencial estocdstica en la Definicion C.1.8 estd dada por:

0-2
St :SOGXp <(‘M—7> t+UBt)

Demostracion. Sustitucién logaritmica:
Para resolver la EDE dS; = uS; dt 4 ¢S dB;, aplicaremos la férmula de Itd a la funciéon
logaritmica. Definimos:

para todo t > 0.

f(St,t) = In(S¢)

Esta eleccion es estratégica porque el logaritmo convierte productos en sumas y per-
mite linealizar la ecuacion.
Calculo de las derivadas parciales:
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Calculamos todas las derivadas parciales de f (S, t) = In(S¢):

af _
ot at[l n(S)] =

0

of 9 1

a5 ~ a5 ") =3
1

Ff _ o1 _
952~ S |5] T T &2

Identificacion de los coeficientes del proceso original:
De la EDE original dS; = uS; dt + ¢Sy dBy, identificamos:

(no hay dependencia explicita en t)

1(Se, t) = uSt (coeficiente de deriva)
o(St,t) = 0S;  (coeficiente de difusion)

Aplicacién de la férmula de Ito:
Aplicamos la férmula de It6 con f(S¢, t) = In(S;):

Far+ 2 as, 4+ 1 azf(dS)

d(InS;) = Spdt + =¢ 20982

Sustituyendo las derivadas calculadas:

1/ 1 )
d(lnSt) =0- dt—f‘ Std5t+ 5 <—S—%> (dSt)

Sustituciéon de dS;:
Sustituimos dSy = uS; dt 4+ oSy dBy:

1 1 1
d(h‘l St) = S_t(‘uSt dt + oS; dBt) + E <—?) (ySt dt + oSy dBt)Z
t

Simplificando el primer término:
Slt<]45t dt + O'St dBt) = ‘I/ldt + O'dBt

Cilculo del término cuadratico (dS;)?:
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Para el término cuadratico, expandimos:

(dSt)Z = (ySt dt + U'St dBt)z
= (‘I/lst)2<dt)2 + Z(VSt)(O'St)dt dBt + (U'St)z(dBt)z

Aplicando las reglas del calculo estocastico:

= (dt)? = 0 (términos de orden superior)

» dtdB; = 0 (términos cruzados)

» (dB;)? = dt (variacién cuadratica del movimiento browniano)

Por tanto:
(dS;)? = (0Sy)%dt = 0252 dt

Sustitucion del término cuadratico:
Sustituyendo en la férmula de Ito:

d(InS;) = pdt + o dB; +% (—é) 0?52 dt
t

= pdt+odB; — %azdt
2
- (;4 . ‘%) dt + o dB;

Integracion de la ecuacién transformada:
Integramos ambos lados desde 0 hasta t:

LA t Nis+ [ od
/0 (nSS)—/0 (y—;) s+/0<7 Bs

El lado izquierdo da:

El lado derecho da:

(C.32)
(C.33)

(C.34)

(C.35)

(C.36)

(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)



Por tanto:

S o2
In (S_(t)) = (y - 7) t + oB; (C.41)
Solucién explicita:
Aplicando la funcién exponencial a ambos lados:
2
S exp|((p— i 0Bt (C.42)
So 2
Multiplicando por Sp:
o2
St = Soexp ((y - ?) t+ O'Bt) (C.43)
O

C.2. Modelo de valoracion de activos financieros

C.2.1. Modelo CAPM

Al considerar el precio de un activo particular con respecto al mercado como un todo, introduci-

mos el siguiente modelo de valoracion que captura las variables importantes a evaluar. Asumimos
la existencia de un activo libre de riesgo, un mercado de capitales, y al menos un activo de capital,
ver Fernholz (2013). De ahi planteamos lo siguiente:

Definicién C.2.1 (Modelo de valoracién de activos de capital). El modelo de valoracién
de activos de capital (CAPM) por sus siglas en inglés, Capital Asset Pricing Model, esta-
blece que el rendimiento esperado de un activo estd dado por:

E[R;] = Rf + Bi(E[Rm] — Ry)

donde:

» Ry es la tasa libre de riesgo

s R, es el rendimiento del mercado
~__ Cov(R;,Rm)
" 'Bl ~ Var(Ry)
Este concepto nos dice que obtenemos un retorno por asumir el riesgo de invertir
nuestro capital en el mercado.

es el coeficiente beta del activo, es decir la prima de riesgo mercado.
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Definicién C.2.2 (Activo libre de riesgo). Un activo libre de riesgo es aquel que propor-
ciona un rendimiento conocido con certeza durante su periodo de inversién. Matemati-
camente:

P(R=Rf) =1
En la préctica, se consideran activos libres de riesgo los bonos gubernamentales de corto
plazo de economias sélidas y las letras del Tesoro.

C.2.2. Valoracién neutral al riesgo

Definicién C.2.3 (Medida de probabilidad neutral al riesgo). La medida de probabilidad
neutral al riesgo, denotada Q, es una medida de probabilidad equivalente a la medida
real IP bajo la cual (favor referirse a Musiela y Rutkowski (2006)):

Sf = SoertIEQ |:%
t

7

donde:
» S es el precio del activo en tiempo ¢
» T es el tiempo de vencimiento
= 7 es la tasa libre de riesgo
» F; es la filtracién natural

Teorema C.2.1 (Principio fundamental de valoraciéon neutral al riesgo). Bajo la medida neu-
tral al riesgo Q, el precio de cualquier derivado financiero V; viene dado por:

Vi = e "I DEg[Vr| F]
Este principio establece que:
= Todos los activos tienen el mismo rendimiento esperado r bajo Q
» El precio de un derivado es el valor esperado de sus pagos futuros descontados
» La valoracién es independiente de las preferencias de riesgo de los inversores
Comentario C.2.1. Implicaciones sobre la estructura del mercado
1. La unicidad de la medida neutral al riesgo implica la completitud del mercado.

2. La existencia de una medida neutral al riesgo es equivalente a la ausencia de arbitraje.
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C.3. Modelo de Cox-Ross-Rubinstein

C.3.1. Construccion del modelo binomial

Comentario C.3.1 (Desarrollo histérico del modelo binomial). El modelo de Cox-Ross-Rubinstein
o de drboles binomiales fue desarrollado inicialmente por Cox para ilustrar el modelo de Black-
Scholes a sus estudiantes. Aunque en el limite es equivalente al modelo de Black-Scholes para
opciones europeas, resulta mds 1itil y prdctico para opciones americanas que pueden ejecutarse en
cualquier momento.

William Sharpe fue uno de los primeros en presentar este modelo a nivel prictico en su libro
Investments de 1978. Posteriormente, fue formalizado por Cox, Ross y Rubinstein en Cox y col.
(1979).

Definicién C.3.1 (Modelo binomial de Cox-Ross-Rubinstein). En el modelo binomial, el
mercado consiste en:

» Un activo libre de riesgo B = (1+7)'By
» Un activo con riesgo S; que en cada periodo puede:

* Subir con factor u > 1 con probabilidad p
¢ Bajar con factor d < 1 con probabilidad 1 — p

donde d < 1+ r < u para evitar arbitraje.

Teorema C.3.1 (Valoracion en el modelo binomial). En un mercado binomial completo, es
decir, un mercado con 2 activos de riesgo y que es un mercado completo (como vimos en el Capitulo
2, Definicién 1.012), existe una tinica medida de probabilidad neutral al riesgo Q con:
1+r—d
 u—d

y el precio de cualquier opcion viene dado por:

1
Vo = ——=EQ[V
0= T 1l
Demostraciéon. 1. Primero, mostremos que g es una medida de probabilidad:

= g > 0pues1+r > dporausencia de arbitraje

= g < 1puesu > 1+ rpor ausencia de arbitraje
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2.

3.

Bajo Q, el proceso de precios descontados S; = ﬁ es una martingala:

- 1 ~
EC[S;41|F] = 1—+r(qu + (1 —¢g)d)S

1 (1+r—d  u—(1+71) )\ &
_1—1—1’( u—d e u—d d)st

=5

La unicidad se sigue de la completitud del mercado.
O

Ejemplo C.3.1 (Valoracién de opcién call en modelo binomial). Consideremos una opcion
call europea con:

Precio al contado Sy = 100

Precio de ejercicio K = 100

Tasa libre de riesgo r = 5%
Volatilidad o = 20 %

Tiempo hasta vencimiento T = 1 afio

Pasosn = 2

El método binomial procede como sigue:

Paso 1: Construir el drbol binomial: Se comienza con el precio al contado del activo sub-
yacente y se construye un drbol con n pasos. En cada paso, el precio del activo subyacente
puede subir o bajar, de acuerdo con las probabilidades p y q.

Paso 2: Calcular el valor intrinseco en cada nodo: El valor intrinseco de una opcion call es el
mdximo entre (S - K) y 0, y el valor intrinseco de una opcion put es el maximo entre (K - S)

y 0.

Paso 3: Descontar los valores intrinsecos: Se descuentan los valores intrinsecos en cada nodo
del arbol, utilizando la tasa libre de riesgo.

Paso 4: Promediar los valores descontados: Se promedian los valores descontados en cada
nodo para obtener el precio de la opcién.

1,. Construccion del drbol binomial:
Arbol binomial con 2 pasos:
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n 2. Cdlculo del valor intrinseco:
Nodo 1: 10
Nodo 2: 0
Nodo 3: 20
Nodo 4: 0

» 3. Descuento de los valores intrinsecos:
Nodo 1: 10/ (1 + 0.05)! = 9.52
Nodo 2:0/(1+40.05)! =0
Nodo 3:20/(1 +0.05)! = 19.05
Nodo 4:0/(1+40.05)! =0

n 4. Promedio de los valores descontados:
(9.524+0+19.05+0)/4 =9.12

Precio de la opcién call: 9.12

C.4. Modelo de Black-Scholes

C.4.1. Supuestos del modelo

Suposicién C.4.1 (Supuestos del modelo de Black-Scholes). El modelo de Black-Scholes se
basa en los siguientes supuestos:

1. No hay restricciones sobre la venta en corto
El precio de las acciones sigue un movimiento browniano geométrico
No hay costos de transaccién ni impuestos

No se pagan dividendos y no hay arbitraje

SIS

La tasa de interés libre de riesgo es constante
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6. La negociacion de valores es continua

7. Todos los valores se pueden dividir perfectamente

C.4.2. Derivacion de la ecuacion de Black-Scholes

Teorema C.4.1 (Ecuacion diferencial de Black-Scholes). Consideremos una cartera 11 com-
puesta por una posicion larga en la opcion V (S, t) y una posicion corta en A unidades del activo
subyacente. EI cambio en el valor de la cartera es:

dll =dV — AdS

Aplicando la férmula de 1t0 y eligiendo A = %—‘S/ para eliminar el riesgo, obtenemos la ecuacion
de Black-Scholes Black y Scholes (1973):

oV 1 5, ,0°V oV B
E"‘EO’S a—sz—f-i’Sg—TV—o

Demostracion. Calculo del cambio en el valor de la cartera
El cambio infinitesimal en el valor de la cartera es:

ATl = d[V(S;,t) — AS)] (C.44)
= dV(S;,t) — AdS; (C.45)

Aplicacién de la férmula de Ité a V (S, t)
Como V(S4,t) es una funcion de dos variables (S; y t), aplicamos la férmula de Itd
multivariada:

1% 1% 102V o2V 102V

dV = —-dt + —=dS; + EW(dsf)"- + oot + EW(dt)’l (C.46)
Aplicando las reglas del calculo estocastico:
= (dt)? = 0 (términos de orden superior)
= [4S;dt = 0 (términos cruzados)
Por tanto:
AV = %—Ydt + %dst - %aa%(dst)z (C.47)

Sustitucién de dS; y calculo de (dS;)?
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Sustituimos dS; = uS;dt + 0S¢ dWy:

oV . oV 102V
AV = —dt + — 35 (,‘l/lSt dt 4+ oS, th) + 3952

ot (uSrdt + oSy dW;)? (C.48)

Para el término cuadrético:

(dS;)? = (uS;dt + oSy dW;)? (C.49)
= (uS;)*(dt)* +2(uSt) (0Sy)dt AW; + (0°S;)?(AW;)? (C.50)
=040+ (0S;)%dt = 0?S? dt (C.51)

donde usamos (dt)? = 0, dt dW; = 0, y (dW;)? = dt.
Expansiéon completa de dV
Sustituyendo todo en la ecuacién (C.47):

4 1% aV 18 Vv 252
Reagrupando términos deterministicos y estocasticos:
[V v 1, ,0%V oV
av = <§ + ySt% + 50°Si = 5g2 ) dt + astg AW (C.53)
Sustituciéon en el cambio de la cartera
Sustituyendo (C.53) y dS; = uS; dt + 0S5t dW; en (C.45):
[V v 1, ,0%V oV
dll = < o + uSi=2 S + -5} 852) dt + UStg AW (C.54)
— A(ySt dt + O'St th) (C55)
Expandiendo:
a4 av 1 2 28 v
(U'Sf — AO’St) (C57)
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Factorizando:

[V oV 1 528V
Il = ( o T HS: (g A) + 202832 352> dt (C.58)

Eliminacién del riesgo mediante cobertura delta
Para eliminar el riesgo estocastico (el término con dW;), elegimos:

oV
A=735

Esta eleccién se conoce como cobertura delta o delta hedging.

Con esta eleccion, ?9‘5/ A =0, y la ecuacién (C.59) se reduce a:

av 1 2 ,0%V
dIl = ( 5 T 50 S5 52) dt (C.60)

Principio de no arbitraje

Como la cartera I1 ya no tiene riesgo estocdstico (es deterministica), debe generar el
mismo rendimiento que una inversién libre de riesgo para evitar oportunidades de arbi-
traje.

Por tanto, el cambio en la cartera debe ser:

dTT = rI1dt (C.61)

donde r es la tasa libre de riesgo.
Caélculo del valor actual de la cartera
Con A = as , el valor de la cartera es:

oV

IT=V(S,t) — gst (C.62)
Igualacion de las expresiones para dl1
Igualando (C.60) y (C.61):
aV 1 , ,0°V oV
(ﬁ-l_i oS} 852>dt (V—¥S)d (C.63)
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Dividiendo por dt y reordenando:

V1 ,,0*V v
Ecuacién de Black-Scholes
Reordenando todos los términos al lado izquierdo:
8V 1 2 28 V oV B
Esta es la ecuaciéon diferencial parcial de Black-Scholes.
O

Comentario C.4.1 (Interpretacion de la Ecuacién). La ecuacion de Black-Scholes tiene la si-
guiente interpretacion econémica:

av.
ot *

. cambio en el valor de la opcién debido al paso del tiempo (theta)

2528 V.

ogz: cambio en el valor debido a la convexidad (gamma)

= 7S ?)5 cambio en el valor debido al crecimiento esperado del subyacente

= 1V costo de financiamiento de la posicion en la opcion

Comentario C.4.2. Note que la deriva u del proceso estocdstico del activo subyacente no aparece
en la ecuacion final. Esto es consecuencia del arqumento de no arbitraje y es una caracteristica
fundamental del modelo de Black-Scholes.

C.4.3. Solucion de la ecuaciéon de Black-Scholes

Teorema C.4.2 (Férmula de Black-Scholes para opcién call). La solucion de la ecuacion de
Black-Scholes para una opcion call europea es:

C(S,t) = SN(d;) — Ke " T=IN(d,)

donde:

2 _
dlzln(S/K)JrU(r;rit/Z)(T D d s o T

y N(-) es la funcién de distribucion acumulada normal estindar.

109



Demostracion. Cambio de variables

Para transformar la ecuacién en una expresiéon mas manejable, realizamos el siguiente

cambio de variables:

T=T—t (tiempo hasta vencimiento)

x = In(S/K)
v(x,T) = V(I‘S(’t) (precio normalizado)

Célculo de las derivadas transformadas:

W _ o
ot 9Tt ot oT
WV _ vdx _ dvl

2S dx 9S xS
PV _ 3 (Law) _( 1ov 1%
052 T 9S \Sox/) S29x = S29x2

Sustitucion en la ecuacion de Black-Scholes:

k% + 12k (

1o 1 0%v 1 v
ot 2

%Y K22 Ko =
528x+528x2 +75 S ox rku=0

Simplificando y dividiendo por K:

_a_v+10'2 _%+82_v _|_ra_v_r'0—
ot 2 ox  0x2 ox -

Reordenando:

a_v—lo'zaz_v_F r_a_z a_v_rv
ot 2 ox2 2 ) ox

Segundo cambio de variables para obtener la ecuacién del calor:

(C.66)
(C.67)

(C.68)

(C.69)

(C.70)

(C.71)

(C.72)

(C.73)

(C.74)

Para eliminar los términos de primer orden y el término constante, hacemos el cambio:

o(x,T) = e PTu(x, T)

donde « y B son constantes a determinar.
Cilculo de las derivadas de v:
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0V axipr ou
or ¢ Put o

Jv _ etxer,BT ((XM + a_u)

ox ox
0 vrpr 2 ou  d%u
ﬁ =e ([X u -+ Zﬁéa + w)

Sustitucién en la ecuaciéon (C.74):

ou
xx—+pT i
e (ﬁu + ar)

2
— 10.261xx+ﬁr (“Zu +2“a_u + a_u)

2 dx = dx?
o2 ou
+(r—=) P [ au+ — ) — re® Py
2 ox
Dividiendo por e#**FT y reagrupando:
Ju 1 282u+ 20 + _(72 ou
ot 2002 |7 T o

1 2
+ [E(Tzof—i—(r—%)a—r—ﬁ}u

Escogiendo a y  para obtener la ecuacién del calor:

Para eliminar los términos de primer orden y constante, elegimos:

o2 r—o%/2

02a+r_7:0 implica que «a = —

1 2
5(720c2+(r—%>zx—r—,3:0

o2

Sustituyendo «:

15, o2 (2r + 0?)?
p=50a +(r—7)a—r:—T
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(C.81)
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Con estas elecciones, obtenemos la ecuacion del calor:

ou 1 ,0%u
— =0 C.87
ot~ 27 a2 (C87)
Transformacién de la condicién de frontera:
La condicién de frontera original V' (S, T) = méx(S — K, 0) se transforma en:
ax(Ke¥ — K
v(x,0) = méx( eK 0) _ max(e* —1,0) (C.88)
v(x,0) max(e* —1,0)
u(x,0) = e o (C.89)

Ahora aplicamos una técnica estdndar en la resolucion de ecuaciones parciales diferen-
ciales: la aplicacién de la funcién de Green, para mds detalles ver Evans (2010).

Definicién C.4.1 (Funcién de Green para la ecuacién del calor). La funcién de Green
G(x,T;¢,0) para la ecuacién del calor en R es:

G(x,7;¢,0) =

1 (x—¢)°
——exp | 5
V2mo?t 20t
Esta funcién representa la solucién fundamental de la ecuacion del calor y satisface:

oG _ 1.29°G
u E—QU’ wpara’r>0

n lim, g+ G(x,7;¢,0) = 6(x — &) (funcion delta de Dirac)

Resolviendo mediante la funcién de Green:
La solucién de la ecuacion del calor (C.87) con condicién inicial u(x,0) = f(x) estd
dada por:

w0 = [ Grme,0f(@)d (C.90)

En nuestro caso:

(x—(;‘)z) méx(eé —1,0) i (o1

© 1
uw0 = [ ew (— 2071 T
B Ny VL AL
\/27-(0'21— 0 20'21' e”‘g

donde el limite inferior cambia a 0 porque max(e¢ —1,0) = 0 para ¢ < 0.
Evaluacién de la integral:

e (C.92)

112



La integral se descompone en dos partes:

u(x,t) = _ /oo exp | — (x=0)” e1-0)¢ g (C.93)
' V2mro?t Jo 20T
1 « (x — 5)2 —ag
N /0 exp ( 22t e " d¢ (C.94)
Para la primera integral: Completando el cuadrado en el exponente:
_ (x—¢8)? . _ 1 2 _ 2 2
e (1— )8 = — 5 [g 26(x+ (1 - a)o?T) + x } (C.95)
1
= —5oas [(C —(x+ (1 —a)o?1))® — (x+ (1 —a)o?1)* + xz}
(C.96)
Esto da:
— &)202 _ 2
exp <x(1 —a)+ W) ‘N (x+ (iﬁ“)‘f T) (C.97)
Para la segunda integral: De manera similar:
2,2 a2
exp (—xoc + & (27 T) -N (XU—\D;;T> (C.98)

Recordando que v(x, T) = e**FTu(x, T) y sustituyendo los valores de & y f:
Después de calculos algebraicos extensos (que involucran las sustituciones x = In(S/K)
y T = T — t), obtenemos:

C(S,t) = SN(dy) — Ke "= N(dy) (C.99)
donde:
_ In(S/K)+ (r+0%/2)(T —t)
dy = ST (C.100)
dy =dy — /T —t (C.101)

]

Veamos la interpretacion financiera de los términos en la formula resultante:
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» SN(dq): Valor presente esperado del activo subyacente si la opcion se ejecuta.

» Ke "(T=YN(dy): Valor presente del precio de ejecucion multiplicado por la probabilidad de
ejercicio.
» N(dy): Probabilidad (bajo la medida neutral al riesgo) de que la opcién termine in-the-

money.

C.5. Teoremas fundamentales

C.5.1. Teorema de Lévy

Teorema C.5.1 (Caracterizacién de Lévy del movimiento browniano). Sea M; un proceso
continuo y adaptado con My = 0. Entonces M; es un movimiento browniano si y sélo si:

1. M; es una martingala local

2. (M)y =tparatodot >0
donde (M) denota la variacién cuadritica del proceso.
Demostracion. 1. (=) Si M; es un movimiento browniano:

= Es una martingala por sus incrementos independientes y centrados

» Para cualquier particion 0 =ty < t; < --- <t, = &

& P
(M, — My, |)* — t
&

1

2. (<) Sea M; una martingala local con (M); = t. Por el teorema de representacion de
martingalas continuas, los incrementos son independientes y normales, por lo tanto

M; es un movimiento browniano.
l

C.5.2. Teorema de Girsanov

Teorema C.5.2 (Teorema de Girsanov). Sea 8; un proceso adaptado que satisface la condicion

de Novikov: LT
E [exp <§/0 Gtzdt)} < 0
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Entonces existe una nueva medida de probabilidad Q equivalente a IP tal que:
N t
Wi =W+ [ 6.ds
0

es un movimiento browniano bajo Q.

Esbozo de la demostracion. 1. Se define el proceso:

t t
Zy = exp (—/0 Gsdws—%/o 952015)

2. Por la condicién de Novikov y el teorema de Lévy, Z; es una martingala con E[Z;] =
1

3. Se define Q por: ZTQ) = Z;

Fi

4. Por el teorema de Lévy, W; es un movimiento browniano bajo Q

C.6. Teorema Fundamental de Valoraciéon de Activos

C.6.1. Marco general

Definicién C.6.1 (Mercado financiero general). Consideremos un mercado financiero con

Delbaen y Schachermayer (1994):
1. Un activo libre de riesgo B; = e't

2. d activos con riesgo que siguen:

o d .
dS; = Si(pidt + Y o;;dW)), i=1,...,d
j=1

donde W; = (th, .., Wtd) es un movimiento browniano d-dimensional

Definicién C.6.2 (Prima de riesgo). El vector de primas de riesgo 8 = (61,...,6,)7 se
define como:
0=0c Yu—r1)

donde:

» 1= (uy,...,ug)" esel vector de tasas de deriva de los activos riesgosos
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r es la tasa libre de riesgo

1=(1,1,...,1)T es el vector de unos de dimensién d

= ¢ es la matriz de volatilidades (asumida invertible)

» 0! esla matriz inversa de ¢

Teorema C.6.1 (Existencia de medida neutral al riesgo). En un mercado libre de arbitraje y
completo, existe una tinica medida de probabilidad Q equivalente a IP tal que:

_ t
m:m+/@%
0

es un movimiento browniano bajo Q, y los precios descontados St = e~"'S! son martingalas bajo

Q.

Teorema C.6.2 (Teorema Fundamental de Valoracion de Activos). En un mercado libre de
arbitraje y completo, el precio en t de cualquier derivado con funcion de pagos Hr viene dado por:

V; = e "T-UEQ[Hr|F]

Ademds, existe una estrategia autofinanciada ¢y = (¢9,...,¢%) que replica Hr:

d . .
Vr = ¢oBr + ) ¢St = Hr
i=1
Esbozo de la demostracion. 1. Sea V; el precio del derivado. Por ausencia de arbitraje,
Vi = e~ "'V} debe ser una martingala bajo Q

2. Por la propiedad de martingala:

V; = EQ[Vr|Fi| = e "TEC[Hr| Fi]

3. Por lo tanto: V; = e "(T-YEC[Hy| F]

4. La existencia de la estrategia replicante se sigue del teorema de representacién de

martingalas y de la completitud del mercado
O

C.6.2. Recuperacion de Black-Scholes

Corolario C.6.1 (Black-Scholes como caso particular del TFVA). EI modelo de Black-Scholes
es un caso particular del TFVA donde:
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= d =1 (un solo activo con riesgo)

® 1 Yy 0 son constantes

» Hp = (St — K) ™ para una opcion call

En este caso:

1. La prima de riesgo es constante: = g

2. Bajo Q:dSy = rSydt + oSt dW;

3. St sigue una distribucion log-normal bajo Q

4. La férmula de Black-Scholes se obtiene calculando:

C = e "T-YEQ[(St — K) 7| F]

Comentario C.6.1 (Importancia del TFVA). El Teorema Fundamental de Valoracién de Activos
proporciona el marco teérico unificado para la valoracion de derivados en mercados completos,
generalizando resultados especificos como Black-Scholes y conectando la ausencia de arbitraje con
la existencia de medidas neutrales al riesgo.
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