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Resumen

A lo largo de este escrito se aborda el uso de los modelos matematicos como herramienta
fundamental para comprender la dindamica de propagacién de enfermedades infecciosas y apoyar
la toma de decisiones en epidemiologia. Para ello el capitulo | se inicia identificando a los
principales pioneros en el estudio epidemioldgico. Utilizando herramientas matematicas y
estadisticas, se establecen modelos epidemioldgicos primitivos y se sientan las bases para los
modelos epidemiolégicos modernos que incluyen otras variables y consideraciones. Estas nuevas
versiones son presentadas, en los capitulos Il y Ill, segun la aleatoriedad presente en el modelo.
El primero de estos son los modelos deterministicos que hacen uso de ecuaciones diferenciales
para describir la tasa de cambio entre compartimentos poblacionales. Luego, usando las Cadenas
de Markov y simulacion Monte Carlo, se analizan modelos estocasticos, que poseen en su
formulacién variables probabilisticas sujetas a la aleatoriedad de la dinamica de la enfermedad,

para contrastar y comparar los resultados que se obtienen de forma deterministica.



Introduccion

La propagacion de enfermedades infecciosas desde tiempos antiguos ha sido uno de los mayores
retos para la salud publica, por ello la medicina, especificamente la epidemiologia, ha recurrido a
diferentes herramientas para estudiar y controlar los brotes epidémicos. Entre estas herramientas,
el modelado matematico ha demostrado ser fundamental para comprender la dinamica de

transmisidon de enfermedades y evaluar estrategias de intervencion.

Los modelos matematicos permiten representar de forma estructurada el paso de individuos entre
distintos estados de salud como susceptibles, infectados y recuperados. A lo largo de este texto
se hara especial énfasis en los modelos compartimentales, en donde la poblacién es dividida en

los distintos estados y el flujo entre ellos es estudiado bajo distintas aproximaciones.

La primera de estas son los modelos deterministicos que emplean ecuaciones diferenciales para
describir de manera continua las tasas de cambio entre un compartimento a otro. Estos modelos
son especialmente Utiles para la obtencion de soluciones generales y analizar el comportamiento

promedio de una epidemia en poblaciones constantes.

Sin embargo, los fendmenos epidemioldgicos presentan caracteristicas sujetas a las aleatoriedad
que esta muy ligada a los procesos de contagio, recuperacion y la aleatoriedad natural del
comportamiento humano. Por lo que, resulta adecuado la utilizacion de modelos estocasticos que
permiten la incorporacién de variabilidad y el analisis del sistema en términos probabilisticos. Las
principales herramientas estocasticas utilizadas seran las Cadenas de Markov y las simulaciones

Monte Carlo para estudiar los escenarios epidemioldgicos y su desarrollo a lo largo del tiempo.

Este trabajo se realiza con el objetivo de analizar los principales modelos epidemiolédgicos e
identificar las diferencias entre los distintos acercamientos, con el fin de contribuir a la
comprension del papel que juega la matematica en el estudio de enfermedades infecciosas y

resaltar la relevancia del analisis matematico en la toma de decisiones epidemioldgicas.
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Capitulo |

Generalidades del modelado epidemioldgico

1.1 Introduccién al modelado matematico

Las empresas, gobiernos, instituciones y otras entidades siempre requieren la implementacion de
nuevas estrategias para maximizar ingresos, minimizar pérdidas, optimizar recursos y en general
alcanzar, dentro de ciertas restricciones, la satisfaccion dentro de un sistema. Sin embargo, no
siempre es evidente cual estrategia garantiza el beneficio maximo y por limitaciones econémicas,
temporales y éticas no es posible implementar cada una de las estrategias para asegurar cual es

la que produce el valor éptimo.

Para dar solucion a la busqueda de la estrategia 6ptima para implementar en un sistema, se
requiere de una abstraccion de este, abstraccién que se llamard modelo. Al profundizar en el
concepto de modelo, segin Equipo Significados (2024) es posible definirlo como la
"representacion simplificada de un objeto, sistema, proceso o idea que se utiliza para comprender
como funciona” o segun la Real Academia Espafiola (2024) como un “esquema tedrico de un

sistema o de una realidad compleja que se elabora para facilitar su comprensién o explicacion”

En este caso, un modelo matematico sera una abstraccion del sistema formulado a partir de
funciones matematicas, en busqueda de la mayor fidelidad posible de las principales
caracteristicas del sistema real. Es importante resaltar que, en la definicion de modelo planteada,
se establece que el modelo sera basado en la mayor fidelidad posible, permitiendo pensar que
existiran situaciones en las que el sistema en la realidad sea tan complejo, haciendo necesario

prescindir de algunas caracteristicas en busqueda simplificar el estudio.

A pesar de que algunas veces los modelos presentan carencias al representar el mundo real con
completa exactitud, es la mejor herramienta para analizar e interpretar la realidad con la suficiente

precision para tomar decisiones y resolver problematicas.
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Por ello, a la hora de realizar un modelo matematico es indispensable buscar un equilibrio entre
simplicidad y precision, pues un modelo puede ser muy fiel a la realidad, pero demasiado
complejo de analizar o excesivamente sencillo a tal punto de no ser representativo del fendbmeno

real.

1.2 Epidemiologia

La epidemiologia es una disciplina del area de la Medicina que estudia las causas de la aparicion
y el progreso de las enfermedades dentro de las diferentes poblaciones humanas. (Gonzalez,

2022)

Por lo que, entender como se propaga una enfermedad infecciosa es necesaria para implementar
restricciones como cuarentenas, vacunaciones, u otras que eviten el agravamiento de la salud

publica, disminuyendo la tasa de mortalidad ligada a la enfermedad.

La implementacién de medidas para el control de la salud publica estda muy relacionada con las
suposiciones realizadas por los expertos médicos respecto al objeto de estudio. Sin embargo, no
resulta ético someter a una poblacién a experimentos directos, para comprender la propagacion

de una enfermedad bajo diferentes condiciones.

Por ello, los modelos matematicos se han convertido en una herramienta esencial para analizar la
propagacion de enfermedades infecciosas sin necesidad de realizar experimentos en la poblacion.
Se abstraen las caracteristicas principales de la enfermedad para formular la evolucién del brote,

con las que sera posible establecer medidas que erradiquen o controlen la propagacion.

1.3 Pioneros en el estudio epidemiologico

Los primeros estudios matematicos sobre enfermedades datan de principios del siglo XVIII,
aunque no fue hasta el siglo XX que se consolidaron como un campo mas formal de estudio. A
continuacién, se presentan algunos de los principales personajes que realizaron aportes

matematicos en el estudio de las enfermedades.
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1.3.7 John Graunt y William Farr

Se inicia el repaso historico con John Graunt (1620-1674) y William Farr (1807-1833), personajes
gue, aunque no desarrollaron modelos matematicos formales, realizaron aportes en la estadistica
aplicada con las que sentaron las bases para el analisis estadistico y posteriormente matematico

en el campo médico.

Graunt, miembro de la comunidad cientifica mas antigua de Reino Unido, la Royal Society, realizd
estudios enfocados en analizar las causas de mortalidad de los ciudadanos ingleses, usando los
registros de defunciones de Londres. De estos estudios se formularon leyes predictivas y se

confecciond la primera tabla de mortalidad. (Gargantilla, 2021)

Por otro lado, dos siglos después, Farr amplié significativamente el trabajo de Graunt,
desarrollando técnicas estadisticas avanzadas con las que cre6 indicadores de salud publica,
identificd6 causas de muerte y enfermedades, y estableci6 una estructura para analizar la

mortalidad poblacional. (Lépez, 1993)

1.3.2 Daniel Bernoulli

Los primeros estudios sobre la propagacion de epidemias se le atribuyen al matematico suizo
Daniel Bernoulli (1700-1782), que en 1760 presenta ante la Academia Real de Ciencias de Paris
una investigacion en la que aplica un modelo matematico para estudiar como se propagaba una
enfermedad infecciosa en la poblacion y los beneficios que se obtendrian con un programa de

vacunacion. (Esteva y otros, 1991)

Segun Camufiez y otros (2009) el modelo de Bernoulli, con el que intentar descifrar la propagacién
de la viruela, se basa en la informacion recolectada de tablas de mortalidad natural y mortalidad
con viruela, de las que, a partir de varias suposiciones y conjeturas, elabora un conjunto de
ecuaciones diferenciales en las que identifica el nUmero de personas (s) por edad (x) que no han

padecido la enfermedad encontrandose en una poblacion de (y) sobrevivientes.

1.3.3 Ronald Ross

El inglés, Ronald Ross(1857-1932) en su labor de médico y matematico, tras el estudio de la

malaria y la identificacion del mosquito transmisor de la enfermedad fue galardonado con el
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Premio Nobel de Fisiologia y Medicina en 1902, dando pie a investigaciones que facilitarian el
estudio y la evaluacion de la epidemia de malaria. Se afirma, que quizas su mayor contribucion
fue el desarrollo de modelos matematicos para el estudio la malaria desde la epidemiologia pues,
en 1911, propuso ecuaciones diferenciales para describir la dinamica de la malaria en poblaciones
humanas y de mosquitos. Segin The Nobel Prize (2025) estos articulos representaban un
profundo interés matematico que no se limitaba a la epidemiologia, sino que lo llevaron a hacer
contribuciones materiales tanto a las matematicas puras como a las aplicadas, marcando el inicio

formal de la epidemiologia matematica moderna.

1.3.4 Anderson McKendrick y William Kermack

McKendrick (1876-1943) y Kermack (1898-1970) fueron pioneros en la epidemiologia matematica
moderna gracias a su modelo compartimental SIR (Susceptibles, Infectados, Recuperados),
presentado en 1927 en su influyente articulo "A Contribution to the Mathematical Theory of
Epidemics". Este modelo revoluciond la comprensién de las dinamicas de las enfermedades
infecciosas al describir como las poblaciones susceptibles, infectadas y recuperadas interactdan a
lo largo del tiempo mediante ecuaciones diferenciales. Su modelo introdujo conceptos
fundamentales, como el umbral epidémico, que establece la condicion minima para que una
enfermedad pueda propagarse en una poblacion. Ademas, demostraron que el curso de una
epidemia depende no solo del nimero inicial de infectados, sino también de factores como la
tasa de transmisién y el periodo infeccioso. El trabajo de McKendrick y Kermack no solo explicd
patrones historicos de epidemias, como la peste bubodnica, sino que también sent6 las bases para
la investigacion epidemiologica moderna, siendo una herramienta clave para analizar y predecir

la propagacion de enfermedades como la influenza y el sarampidn

1.3.5 Lowell Reed y Wade Frost

Lowell Reed (1888-1966) y Wade Hampton Frost (1880-1938) desarrollaron un modelo epidémico
basado en cadenas de transmision que se considera un precursor de los modelos estocasticos,
pues a diferencia de la mayoria de los modelos, de tipo deterministico basados en ecuaciones
diferenciales, Reed y Frost introdujeron un enfoque probabilistico en el que la propagacién de la

enfermedad depende de interacciones discretas entre individuos.
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Segun (Fine, 1977) este modelo se empezd a formular gracias a comentarios de Frost en una
lectura en Harvard en 1928, sin embargo, debido a que los autores consideraban que el desarrollo
de este modelo era una contribucidon demasiado pequefia para una publicacion, su potencial no
fue explotado hasta que otros autores en 1932 quedaron impresionados por su potencial en la

investigacion en la epidemiologia.

El modelo es esencialmente una cadena de transmision en la que los individuos pasan de un
estado susceptible a infectado de manera probabilistica, lo que lo convierte en un precursor clave
para los modelos estocasticos modernos. Aunque inicialmente fue desarrollado como una
herramienta pedagdgica, el modelo de Reed-Frost influyd en la epidemiologia matematica y en

la comprension de como el azar afecta la propagacion de enfermedades infecciosas.

1.4 Tipos de modelos en epidemiologia

Los modelos matematicos en epidemiologia permiten describir y predecir la propagacién de
enfermedades dentro de una poblacién. Dependiendo de la forma en la que se representa la
dinamica de la enfermedad, los modelos epidemioldgicos se clasifican en dos principales grupos:

deterministicos y estocasticos.

1.4.71 Modelos deterministicos

La manera mas sencilla de modelar una enfermedad es mediante un modelo exponencial basado
en el nUmero de casos nuevos que puede generar una persona infectada. Sin embargo, como
vimos en la seccién 1.1, un modelo demasiado sencillo puede no reflejar el comportamiento real

del sistema.

Ejemplo 1.4.1.1 Se supone que a inicios de la pandemia del Covid-19 en Panama el 9 de
marzo de 2020 se determind que una persona tiene una tasa efectiva de contagio de dos personas
en las primeras etapas de la pandemia, donde el modelo exponencial estaria basado en la funcion

I(t) = 2%, en donde I(t) es la cantidad de infectados registrados en un tiempo t.
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Ademas, a través de Ministerio de Salud Panama (2020) se recopilaron los datos de los primeros
30 dias de la pandemia, con los cuales es posible comparar los casos reales registrados y los casos

esperados segun el modelo exponencial.

Tabla 1
Datos de casos Covid-19 Panama
Tiempo (Dias) Casos Registrados Casos Esperados
0 1 1
2 14 4
4 36 16
6 55 64
8 86 256
10 137 1024
12 245 4096
14 345 16384
16 558 65536
18 786 262144
20 989 1048576
22 1181 4194304
24 1475 16777216
26 1801 67108864
28 1988 268435456
30 2249 1073741824

Nota. La sequnda columna de la tabla se obtiene a partir de los
datos estadlisticos (Ministerio de Salud Panama, 2020), la tercera
columna es elaboracion propia.

Figura 1
Gréfico contagios vs tiempo

18000 ® Casos
Registrados

14000 | ©Casos
Esperados

Cantidad de contagios

0 5 10 15 20 25 30
Tiempo desde el primer caso Covid-19 Panama (Dias)

Nota. Elaboracién propia.
Como se observa en la 7abla 7y en la Figura 7 el modelo exponencial hace que, en los primeros
dias, los casos estén por debajo de los registros oficiales mientras que a lo largo del tiempo los

casos esperados aumenten a un ritmo que deja muy por atras a los casos que registra el Ministerio



16

de Salud. Este error en el modelo esta ligado a la sencillez que plantea, pues deja por fuera

consideraciones epidemioldgicas.

Ante la necesidad de modelar sistemas con mayor complejidad, en los supuestos y condiciones,

es que nacen modelos deterministas mas ambiciosos.

Los modelos compartimentales son la principal fuente deterministica utilizada en el estudio de la
propagacion de enfermedades, en donde no se incluyen variables sujetas a los efectos
probabilisticos, es decir dado un conjunto de condiciones iniciales, la evolucién de la enfermedad
siempre sera la misma, sin variabilidad aleatoria. Estos modelos se representan mediante una serie
de ecuaciones diferenciales, que dependiendo de la complejidad del sistema modelado por
compartimentos puede ser desarrollado como un sistema de ecuaciones diferenciales o mediante

métodos numéricos avanzados. (Rivas O. C., 1994)

1.4.2 Modelos estocasticos

A diferencia de los modelos deterministicos, los modelos estocasticos incluyen variabilidad
aleatoria en la propagacion de la enfermedad. Estos modelos son especialmente utiles para
describir epidemias en poblaciones pequefias o en etapas tempranas del brote, donde el azar
juega un papel importante. En algunos casos, hay que realizar ciertas suposiciones sobre la
poblacion, la enfermedad y el sistema en general que sean representativas del potencial para que

existan efectos aleatorios. (Rivas O. C., 1994)

Los modelos estocasticos incorporan procesos aleatorios, generalmente mediante cadenas de
Markov, en donde de manera equivalente a los procesos deterministicos, la poblacion es dividida
en compartimentos de los cuales la transicion de una a otras tiene cierta probabilidad. La
propagacion de la enfermedad también puede ser estudiada mediante simulaciones, en donde se

pueden dar resultados diferentes en cada simulacidn, incluso con las mismas condiciones iniciales.

Esta clasificacion de modelos sentara la base para los proximos capitulos, donde se analizaran en

mayor profundidad los modelos deterministicos (Capitulo 1) y estocasticos (Capitulo IlI).
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Capitulo Il

Modelos deterministicos en epidemiologia

Los principales modelos deterministas son modelos de compartimentos, en los que el sistema es
dividido en distintos grupos (compartimentos) sobre el cual se estudia el flujo e intercambio de
individuos de un compartimento a otro, asumiendo que en un mismo compartimento los

individuos poseen caracteristicas similares.

Estos modelos se usan para analizar la dindmica de la enfermedad de la que se obtiene
informacion como la cantidad de infectados, la duracion de una epidemia y permiten establecer

medidas sanitarias que alteren la propagacién de la enfermedad.

Un modelo epidemiolégico de compartimentos puede definirse a partir de las clases y subclases
de individuos en que se puede dividir una poblacion afectada por una enfermedad y la tasa de
transicion de una clase a otra se estimar a partir del conocimiento cualitativo de la enfermedad.

(Brauer y otros, 2015)

Para preparar el desarrollo de la teoria de los distintos modelos, se presentan los principales

parametros con los que se trabaja a lo largo del capitulo.

Tabla 2.

Parametros presentes en modelos compartimentales

Simbolo Descripcion Unidad
B Tasa de contagio 1/persona por dia
14 Tasa de recuperacion 1/dia
w Tasa de latencia 1/dia
N Tamafo total de la poblacion Personas
S(t) Numero de susceptibles en un tiempo t Personas
1(t) Numero de infecciosos en un tiempo t Personas
R(t) Numero de recuperados en un tiempo t Personas
E(t) NUmero de expuestos en un tiempo t Personas

Nota. Elaboracién propia.
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Observacién. Es importante sefialar que, en el desarrollo de los modelos, la forma
funcional adoptada para representar la transmision de la enfermedad no incluye la normalizacion
respecto al tamafo total de la poblacion N. Es decir, se ha trabajado con términos del tipo BSI,

SI . s .
en lugar de B como se encuentra en otras formulaciones. Esta eleccién implica que la constante

B ya incorpora la escala poblacional y tiene dimensiones ajustadas a la poblacién en estudio.

2.1 Modelo SI

El modelo de compartimentos mas sencillo es aquel que divide a la poblacién en dos clases:
Susceptibles S§ e Infectados / por lo que una enfermedad en donde una persona susceptible es
contagiada y padece de la enfermedad por el resto de su vida es modelable bajo el modelo S/

Un ejemplo de enfermedad de este tipo es el SIDA.

Figura 2
Diaarama de fluio del Modelo S/

BSI

Nota. Elaboracién propia.

Para aplicar este modelo hay que trabajar con una enfermedad que cumpla las siguientes

condiciones:

i.  La poblacién es una cantidad constante N en todo el estudio y los compartimentos
hacen una particion de la poblacion, es decir N = S + 1. Para esto se supone que los
nacimientos y muertes naturales durante el estudio son insignificantes comparados
con la totalidad de la poblacién

ii. La enfermedad analizada no tiene cura o tiempo de recuperacion lo suficientemente
corto como para que algun individuo se recupere durante el estudio.

iii. Toda persona infectada es contagiosa y cada contacto con un susceptible es un

contacto efectivo.
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iv.  La transmision de la enfermedad cumple la ley de accién de masas entre infectados y

susceptibles, siendo proporcional al nUmero de contactos.

Al considerar S = S(t) la cantidad de susceptibles y I = I(t) la cantidad de infectados en un

tiempo t, se puede establecer que:

aN _d 45 dl
PGl i

Por la ley de accion de masas y con una tasa de contagios f > 0 se establece:

I_ SI 10)=1,>0

t_[; ) =1,

= —BSI 5(0)=S5,>0
dt ’ 0

Este sistema de ecuaciones diferenciales es l6gico pues, en cada unidad de tiempo, la cantidad de

infectados aumenta al mismo ritmo en que la cantidad de susceptibles disminuye.

Al trabajar el sistema de ecuaciones, determinando la solucion para la cantidad de infectados, es

necesario recordar que S = N — [, por lo que % =BI(N = 1)

Resolviendo la ecuacién diferencial ordinaria resultante
dl
— =pBI(N —1
=PI =D
[1 b1 ]dz — Npdt
I (N=-DI" B

Inl —In(N—-1)=NBt+c

1 = Nft +
nN 7 Pt +c
I
=A Npt
N—1
Sujeto a la condicion I1(0) = I, se determina el valor de la constante A = ﬁ = ;—0
—1o 0

I
[=2eNBE(N — )
So



20

I I
I+ —eNPt = —eNPIN
So So
I,eNBEN
I(t) - I
So(1+3 eNﬁf)
IoN
I(t) = Nﬁt
( ) SO + I eNBt
1) = I,N
~ SpeNBt 4,
De donde finalmente,
IoN

I(t) =
( ) (N—Io)e_Nﬁt‘l'IO

Al evaluar el comportamiento de la enfermedad a lo largo del tiempo, cont — o resulta que

I(t) = N. Es decir, se espera que a la larga la poblacion total esté infectada.

Aunque este modelo y los planteados mas adelante, surgen directamente para el estudio de
enfermedades y su propagacion en la poblacion, estos pueden ser utilizados para el estudio de

otras dinamicas no infecciosas.

Ejemplo 2.1.1 Se estudia la propagacion de un rumor en una red social. Un usuario que
conoce el rumor lo comparte con sus contactos y, una vez que alguien lo ha escuchado, sigue
difundiéndolo indefinidamente. Esta dinamica admite ser estudiado con un modelo S|, pues una
vez un usuario de la red que no ha escuchado el rumor (susceptible), entra en contacto con alguien

que si (infectado) y lo escucha, no es capaz de olvidarlo (no admite recuperacion).

La red social cuenta con 1000 usuarios de los cuales inicialmente 2 personas conocen el rumory

una vez conocido el rumor se propaga a un ritmo de 0.0004 contagios por personas dia.

Del enunciado se sabe que S, =998, I, = 2, B = 0.0004 (persona dia)™1, por lo que nuestro

modelo estaria dado por
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q o 0.00045I 1(0) = 2
dt ’ B

ds
—; = —0.0004 51, 5(0) =998

Figura 3

Gréfico del Modelo SI asociado al ejemplo 2.7.7
—_— 5(t)
— ()

Numero de Personas

1 1 L |
0 10 20 30 40 50
Tiempo (dias)

Nota. Elaboracién propia. Revisar codigos de Octave para obtener la grafica (Apéndice A).

Del grafico en la Figura 3 se observa que alrededor de los 30 dias la poblacion total es infectada
por el rumor. Se puede aproximar de forma analitica resolviendo la ecuacion para un valor cercano
a la poblacion total, este valor sera I(t) = 999.

1) = IoN
 Spe~NBt 4+,

(2)1000
999 = (998)6_1000(0'0004)t +2
2000
998)e 04t +2 = ——
(998)e™" +2 = 559
998 04t — _—
(998)e 999
e—0.4t — 2

©999(998)



22

997002
2

p04t —

997002
0.4t =In

997002

t=25In ~ 32.8 dias

2.2 Modelo SIR

Se considera ahora el modelo de Kermack y McKendrick, cuya formulacion divide a la poblacién
en tres subclases: susceptibles (S), infectados (I) y recuperados (R). A diferencia del modelo S|,
este modelo permite la recuperacion de los individuos infectados, lo que es caracteristico de
enfermedades que confieren inmunidad permanente.

Figura 4
Diagrama de flujo del Modelo SIR

BSI yl

Nota. Elaboracion propia.

El modelo basico SIR de Kermack y McKendrick, al igual que el modelo SI, asume que la poblacién
total N se mantiene constante a lo largo del tiempo, es decir, a lo largo de todo el estudio se
verifica que S(t) + I(t) + R(t) = N para todo t = 0. Ademas, bajo las mismas condiciones (iii. y

iv.) con las que se analizo el modelo SI, se puede modelar las enfermedades con el modelo SIR.

Al considerar S = S(t) la cantidad de susceptibles, I = I(t) la cantidad de infectadosy R = R(t) la
cantidad de recuperados, todas ellas en un tiempo t, el modelo SIR se construye a partir del

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

( ds
;= —BSL,  S(0)=S,>0
dI
dR

— =yl R(0)=
T =0
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Donde las constantes 8,y > 0 representan respectivamente la tasa de contagio y la tasa de retiro
de la enfermedad. El Gltimo pardametro es determinado a partir del tiempo medio en que una

. 1
persona permanece infectada por la enfermedad "

Este sistema es logico, ya que describe como, a lo largo del tiempo, la cantidad de susceptibles
disminuye a medida que son infectados con una tasa de transmisién . De igual forma, la cantidad
de infectados es el resultado de los nuevos contagios menos las recuperaciones a una tasa y. La
cantidad de individuos recuperados al inicio del estudio de la enfermedad, como es esperado,

sera cero.

A diferencia del modelo SI, no es posible determinar una solucién analitica explicita, sin embargo,
es posible obtener conclusiones cualitativas del sistema planteado. Para ello se hara uso de un
sistema reducido, pues como R(t) = N — S(t) — I(t) es valido considerar solo las primeras dos
ecuaciones del sistema

as _ SI, S(0)=S,>0
dt BSL, o0

dl

Es claro que, % < 0y en particular, durante el tiempo de estudio de la enfermedad, % < 0 pues

el analisis se realiza cuando hay una enfermedad propagandose, es decir, existen individuos
susceptibles e infectados. Por lo que es posible calcular la solucion del sistema reducido mediante

el siguiente cociente

dl
ac  dal  BSI—yl y
dS = ds~ —gsI BS
dt

En donde, por variables separables la familia solucion es

I=—S+}/—?lnS+C
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Donde C es una constante de integracion que depende de las condiciones iniciales. Se determina

su valor al evaluarent = 0.

14

C:IO+SO_ﬁ

InS,

Con ello, se establece una relacion entre la cantidad de infectados y la cantidad de susceptibles

en la poblacién.

Y Y
I:_S+Elns+10+50_ﬁln50
S(t
B So

Esta expresion, aunque obligue a conocer el comportamiento de una de las clases de la poblacién
en un momento t, resulta Util para sacar conclusiones sobre los momentos en que la poblacién

presenta la enfermedad con mayor gravedad.

Por ejemplo, el pico maximo de infectados simultaneos, es decir I,,,4,; se calcula con el criterio

. . . g d
de la primera derivada, al identificar el valor para el cual - €S nulo.

dl— S1 =0

7
S=5

Aunque, por la l6gica detras del comportamiento epidemioldgico de una enfermedad, se puede

afirmar que para S = % el Unico valor critico en I(t) sera un maximo, es posible confirmar esta

sospecha con un analisis mas profundo. Al aplicar la segunda derivada de la funcion cantidad de

infectados respecto al tiempo

d?1
dt?

_pdS, Al di
_ﬂ(dt dt) Ve

2

I
2z = B-BI*S + BS*1 —yIS) — y(BSI —v])

2

1
Frhe —B2I2S + B%S%I — ByIS — BSIy + y?I
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d?1
= —B2I%S + B2S%1 — 2BSly +y?I

2

dcl 212
—7 = ~B*IPS + (BSI —yD)(BS — )

Evaluando en el valor critico S = % se obtiene que

I/ v\ _ 14 14 14

W(s _E> = —ﬁ212E+(ﬁE1—y1)(ﬁE—y)
d?1 y
ﬁ(“ﬁ)*ﬁ’zy“’

Por lo tanto, se tiene un maximo absoluto en la funcién de infectados.

Es decir, el punto maximo de infectados simultaneos se alcanza en un t # 0 en donde la cantidad

de susceptibles coincide con el valor %
Y
B

A

Imax=10+50+ ﬁSO

(In 1)

Otro analisis importante que se puede realizar es la tendencia a largo plazo (Martcheva, 2015).

Para ello se observa en el modelo que %S Oy % > 0. Ademas, la poblacion acota ambas
funciones, porloque N = 5(0) > S(t) =0y 0 < R(0) < R(t) <N.

Al considerar los hechos planteados, se puede afirmar que S(t) es mondtona decreciente y
acotada, por lo que el limite tlim S(t) = S, existe. De la misma forma, R(t) es mondtona creciente
y acotada, por lo que el limite gim R(t) = R, existe. Finalmente, es posible plantear I(t) = N —
S(t) — R(t) y dado que los limites R, ¥ So, existen, resulta valido afirmar que el limite tlim I(t) =
I, =N —S., — R, existe.

Cualitativamente las enfermedades modeladas bajo el modelo SIR, todas tienden a quedarse sin

infectados, es decir, la enfermedad se extingue por lo que se asegura cualitativamente que

tlim I(t) =0.
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Este hecho es importante, pues a largo plazo, se determina la cantidad de individuos susceptibles

al tomar en cuenta la poblacion recuperada. Para ello se considera el sistema reducido

S

—=—BSI, S(0)=S,>0

di B (0) 0>
dR—I R(0)=0
at ¥ B

En donde, para un t tal que yI # 0 tenemos que

as _ —ps1_f

ﬁz yl_y

En donde, por variables separables se obtiene que

ms="Prik
Y
-8
S=e7 Rek
-8
S=Cev "

En donde, sujeto a las condiciones iniciales R(0) = 0, S(0) = S,
C = SO

Con ello, se logra describir una relacion entre el numero de susceptibles y el nimero de

recuperados.
=B
ZPRet
S(t) = Spe 7 *®
Como se observa en las relaciones recién planteadas, el cociente % y Su inverso § se hacen

presentes. Al primero de estos se le denomina tasa de remocion relativa, mientras que el segundo
es la tasa de infeccion relativa. Estas relaciones son importantes, porque permiten establecer un

parametro para el cual la propagacion de la enfermedad es alarmante o no.

La tasa de infeccion relativa plantea el nimero de contactos infecciosos promedio por individuo

antes de su recuperacion. Esta tasa se vuelve interesante de analizar cuando se considera la
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poblacién susceptible, permitiéndonos introducir un nuevo concepto, el niimero reproductivo

basico R,,.

Segun Michael Li (2018) el nimero reproductivo basico R, se define como el nimero esperado
de casos secundarios generados por un individuo infectado en una poblacion susceptible. En

términos del modelo SIR, se expresa como

En algunos casos, cuando casi todos los individuos de la poblacién son susceptibles al inicio, por

la poca cantidad de infectados iniciales, se toma S, = N.

Este valor es fundamental porque permite determinar si una enfermedad, bajo ciertas condiciones
iniciales, se propagara en la poblacién. Si R, > 1, cada infectado genera mas de un caso nuevo en
promedio, lo que indica una epidemia en ausencia de control. Si Ry < 1, la infeccidon tiende a

desaparecer con el tiempo.

Sin embargo, el nimero reproductivo basico solo es util para mediciones en etapas iniciales de la
propagacion de la enfermedad. Para tener un control de la enfermedad en mayores instantes del
estudio se introduce el namero reproductivo efectivo, R, , que es un parametro epidémico
clave que se utiliza para evaluar si una epidemia esta creciendo, disminuyendo o se mantiene
estable, pues determina el nimero esperado de nuevas infecciones causadas por un individuo
infeccioso en una poblacidon donde algunos individuos podrian ya no ser susceptibles. (Gostic,

2020)

NO)
Re=Ro=y

Al analizar R, al inicio de la enfermedad, se supone que S, = N por lo que, podemos verificar que
R, = R,. Esto significa, que el nimero reproductivo basico es un parametro efectivo en las etapas

iniciales de la propagacion.

Se supone que se desea determinar el valor de R, en otros instantes del estudio de la

propagacion. Para ello, se analizan casos para R, y se estudia el comportamiento esperado de R,.



28

e Caso R, > 1, se produce una epidemia.
En este caso como se produce una epidemia, se sabe que BSI — yI > 0 para gran parte de
los t > 0. Esto significa que gran parte de la poblacién susceptible ha sido infectada, por

lo que para un t suficientemente grande, se tiene S(t) < N. Esto significa que, después de

NO)

alcanzado el pico maximo de infectados, — <1, por lo que R, < 1. Esto significa, que,

para las etapas finales del estudio, el nimero reproductivo efectivo es indicador del estado
de una enfermedad que se extingue.
e Caso R; < 1, no se produce una epidemia.
En este caso, como no se produce una epidemia, tendremos que, para cualquier tiempo
S(t)

t >0, se cumple que - =L En este caso, R, siempre se mantiene por debajo de 1, lo

que implica que la infeccién no se propaga significativamente.

De esta manera, es posible reducir el criterio para identificar epidemias Unicamente al
comportamiento de R,, en donde para R, > 1 la enfermedad es considerada una epidemia,

mientras que para R, < 1 la enfermedad se extiende gradualmente.

Otra forma de definir el nUmero reproductivo efectivo se basa en un parametro p que representa

la proporcién de la poblacién que adquiere inmunidad.

Re:=Ro(1—p)

Hacer uso de esta definicion de R, es Util, pues permite evaluar estrategias para controlar la

propagacion de la enfermedad.
Para ello, se analiza el comportamiento de R, parap € [0,1].

e Sip =0, nadie esinmune a la enfermedad. Se tiene que R, = R, por lo que la enfermedad
se propagara con su maximo potencial.
e Si0<p <1, entonces una fraccion de la poblacion es inmune, de donde R, < Ry,.

e Sip =1, toda la poblacién alcanza inmunidad y la enfermedad no se propaga-

Es claro que, el escenario ideal es en el que toda la poblacién es inmune a la enfermedad, sin
embargo, esta situacidon no da espacio a la exploracion de estrategias. Por ello se analiza el caso

practico en que 0 < p < 1y su aplicacién para el control de la propagacién de la enfermedad.
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Basta suponer que nos enfrentamos a una pandemia, es decir R, > 1, tal como se detalla
anteriormente, exista una epidemia o no, solo es necesario que R, < 1 para evitar la epidemia o
facilitar su extincién, por lo que es posible preguntar cual es la fraccion minima de la poblacion

que debe ser inmune para disminuir la propagacion. Es decir:

Ry(1-p)<1

Por lo que, la enfermedad comienza a extinguirse, cuando la poblacién inmune supera la fraccién

minimap, =1 — o Estas estrategias de inmunizacion pueden incluir cuarentenas, reduccion de
0
contactos o vacunaciones masivas.

Ejemplo 2.2.1: Se aplica la teoria desarrollada para predecir el comportamiento de una
enfermedad en una poblacién de 1000 habitantes, en la que se han identificado 50 personas
infectadas y el resto son susceptibles. Los epidemiélogos han determinado que la enfermedad se

propaga a una tasa de f =0.00035y se estima que una persona infectada dura con la

enfermedad 10 dias (y=%= 0.1). Entonces, el modelo estaria planteado por el siguiente

sistema:

ds
— = -0.000355I, S(0) = 950

dt
dl
—7 = 00003551 = 0.11, 1(0) = 50
dR—ou R(0) =0
dt a

A partir de la simulacion realizada, se observa en la Figura 5 la evolucién temporal de la poblacién
en sus distintos compartimentos. Ahora, los resultados graficos son contrastados con la teoria

desarrollada a lo largo de esta seccion.
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Figura 5
Gréfico del Modelo SIR asociado al ejemplo 2.2.7
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Nota. Elaboracion propia. Revisar cddigos en Octave para obtener el grafico (Apéndice B).

En primer lugar, se determina si la propagacién de la enfermedad analizada puede considerarse

0 no una epidemia, para ello utilicemos el criterio basado en el nimero reproductivo basico.

S 0.00035(950
14 0.1

Este valor indica que, en promedio, cada persona infectada contagiara aproximadamente a 3.325
individuos en una poblacion completamente susceptible. Como este valor es mayor que 1, la
enfermedad se propagara y se desarrollara una epidemia, en la que la totalidad de la poblacion

se espera padecera la enfermedad.

Una vez establecida la naturaleza epidémica del brote, es crucial estimar el momento en el que la
cantidad de infectados alcanzara su valor maximo, ya que este dato es clave para la planificacion

de recursos sanitarios. Para ello, sabemos que el pico maximo de infectados se alcanzara cuando

la cantidad de susceptibles es § = £ = 285.71, esto permite determinar, basado en la expresion

B
= Y(inX-—
Lnax = Io + So + 5 (ln Boe 1) que,

285.71

Imax = 50 + 950 + 285.71(In 950

_1)
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285.71
950

Imax = 1000 + 285.71 (ln ) —285.71

Imax = 1000 — 343.28 — 285.71

Lnax = 371 personas

Esto significa que, en el peor momento de la epidemia, aproximadamente 371 personas estaran
infectadas simultdneamente. Este nimero puede utilizarse para evaluar si el sistema de salud tiene
la capacidad de atender a todos los casos en el punto de mayor gravedad sanitaria. Al comparar
este resultado con la grafica obtenida en la simulacion, se observa que el numero de infectados
efectivamente alcanza un valor cercano a 371 en un tiempo determinado. Esto valida la aplicacion
del modelo y confirma que los célculos analiticos coinciden con la evolucion observada en la

simulacidn numérica.

2.3 Modelo SIS

En este tipo de modelos, al igual que en el modelo S, la poblacion se divide en dos grupos de
personas, las que han sido infectadas por la enfermedad y las que son susceptibles de ser

infectadas por la enfermedad.

Figura 6
Diagrama de flujo del Modelo SIS

BSI

Nota. Elaboracion propia.
La diferencia principal entre el modelo Sl basico y el modelo SIS es que este ultimo se aplica a
enfermedades sin inmunidad permanente. Es decir, una vez que los individuos infectados se

recuperan, no desarrollan inmunidad y vuelven al grupo de los susceptibles.
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Al considerar S = S(t) la cantidad de susceptibles e I = I(t) la cantidad de infectados en el
tiempo t, el modelo SIS queda descrito mediante el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

ds
;= BSI+vl,  S5(0)=5,>0

dI
S =BSI—yl  1(0)=1,>0

donde:

e [ > 0 representa la tasa de transmision de la enfermedad,

e y > 0 eslatasa de recuperacion.

Al igual que en el modelo SI, como la poblacién total se mantiene constante y se cumple la
relacion N = S(t) +1(t), se puede reducir el sistema a una Unica ecuacion en funcion de

I(t). Sustituyendo S = N — I obtenemos:

al =L(N—-DI |
7t - PN —=DI—y
dl = [NI 12 |
g; = PNI—BI" —y
al = [NI 1 12
gt = PNI—vI—F
dl = I(BN —y) — BI>
- [BN-y)-F
ar _ I(BN = y)[1
7t~ [BN =7l BBN — y]
Al considerar entonces los cambios de variabler = N —y y K = %
dl - I
="

Segun Glendinning (2015), la forma particular que toma la ecuacién es llamada ecuacion logistica,

que admite solucion analitica para r, K > 0. Esta solucion es de la forma

IoK
Io+(K—Iy)e™ Tt

I(t) =
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Al evaluar en un tiempo suficientemente largo, cuando t — o se tiene que I(t) — K. Esto significa
que la enfermedad no es erradicada, sino que se mantendra presente, de manera constante, en

la poblacion.

Para determinar el nimero de infectados, basada en los pardmetros originales, se revierte el

cambio de variable obteniendo:

[ BN~y
1) = 0B _ Iy(BN —y)
- — - oy — —(BN-Y)t
Io+(ﬁNﬁ V_10> e-Bn-pt  Blo+ (BN —y — Blo)e~BN-Y)
N —
0 =g
B+ ( L - [;) e~(BN-D)t
Ahora para el caso en que r, K < 0,
dl — (1 I
="
En donde, como 1 —é > 1, se tiene que
d1< /
at ="
T <rdt
InI <rt+C
I(t) < Ae™

Donde, por las condiciones iniciales A = I,
I(t) < Iye™
Esta expresion permite acotar el crecimiento de la enfermedad pues, como r < 0, se cumple

lim I(¢) < lim le™ =0

t—oo
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Esto implica que I(t), en suficiente tiempo, es decreciente y tiende a cero, lo que significa que la

epidemia desaparece.

Con el analisis de ambos casos, se afirma que el parametro r permite predecir si una enfermedad
desaparecera o se mantendra en la poblacién a largo plazo. Esto es posible gracias a la relacion

existente entre r y R, pues, recordando que en las fases iniciales de una enfermedad N = S,

tenemosquer =BN —y = BSy—y =V (% — 1). Es decir, r = y(Ry — 1).
Ejemplo 2.3.1. Se analiza una enfermedad infecciosa bacteriana que se comporta seguin
el modelo SIS. Se considera una poblacion de 1000 personas, todas susceptibles inicialmente,

excepto un pequefio grupo de 5 infectados. Los parametros asociados a la enfermedad son una

tasa de transmision f = 0.002 persona por dia y una tasa de recuperacion y = 0.5 por dia.

Se desea realizar una prediccion para determinar si la enfermedad persistira indefinidamente en
la poblacion o tendera a desaparecer con el tiempo y en caso de persistir indefinidamente,
determinar el nUmero aproximado de personas infectadas de manera estable en el largo plazo.

Para ello, el modelo SIS asociado a esta enfermedad esta dado por:

ds
—- = —00025I +05I, S, =995

dI—OOOZSI 051 I,=5
dt_ . . 0_

Donde es posible determinar el valor de R, y predecir la tendencia de la enfermedad

BSy, 0.002 x 995
Ry=—=——"——=13.98
Y 0.5

Como R, > 1, la enfermedad no desaparecera, sino que tendera a establecerse en la poblacién.
Se estima, gracias a la ecuacion logistica asociada al modelo, que en una enfermedad que no
desaparece, la cantidad de infectados alcanza un equilibrio para un valor constante

BN —y 0.002 x 1000 — 0.5
B 0.002

K
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Es decir, al no desaparecer la enfermedad, esta permanecera en la poblaciéon con alrededor de

750 infectados.  Finalmente, conr = BN —y = 1.5y la ecuacion logistica, la solucion analitica

para I(t) = ﬁ tiene la forma
1) = 5% 750
5+ (750 — 5)e~15¢
1(6) = 750
1+ 149e-15¢

Figura 7
Gréfico del modelo SIS asociado al efemplo 2.3.7

1000

T
—— Infectados I(t)

—— Susceptibles S(t)

—-=- Nivel endémico K=750

800

600

Poblacion

200

Tiempo (dias)

Nota. Elaboracién propia. Revisar codigos en Octave para obtener el grafico (Apéndice C).
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2.4 Modelo SEIR

En los modelos analizados, todo individuo susceptible que entra en contacto con un contagioso
pasa directamente a ser un nuevo infectado, sin embargo, en muchas enfermedades los individuos
afectados no pasan directamente de la clase susceptible a la infecciosa. En cambio, puede existir
una etapa latente o de exposicién a la enfermedad y por ello un periodo de incubacién definido
como el intervalo de tiempo entre el momento de adquisicién de la enfermedad y el momento
en que aparecen los primeros sintomas. (Brauer y otros, Periodo de exposicién no infeccioso,

2015)

Para modelar este tipo de enfermedades, con periodos de incubacion significativos, se hace una
modificaciéon al clasico modelo SIR de Kermack y McKendrick, agregando un nuevo
compartimento E de expuestos, a los que la poblacién susceptible sera trasladada antes de ser

considerados infecciosos (infectados con la capacidad de contagiar la enfermedad).

> <
=D

Nota. Elaboracién propia.

Figura 8
Diagrama de Flujo Modelo SEIR.

Al considerar S = S(t) la cantidad de susceptibles, E = E(t) la cantidad de expuestos no
contagiosos, I =I(t) la cantidad de infecciosos y R = R(t) la cantidad de recuperados, todas
ellas en un tiempo t, el modelo SEIR se construye a partir del siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales:
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ds
= ="BSL,  S(0)=5,>0

dE

—; = BSI — wE, E(0) = E; >0

) t

di

S =@E-vl  10)=1,>0
dR

donde:
e [ > 0representa la tasa de transmisién de la enfermedad,
e ® > 0es latasa de latencia de la enfermedad con % el periodo de incubacion
e y > 0 eslatasa de recuperacion.
Dado que el sistema asociado al modelo SEIR es complejo, en general no es posible determinar

solucion analitica exacta, sin embargo, podemos hacer un estudio cualitativo comenzando con

los puntos de equilibrio del sistema.

Supongamos que existe un punto (S*,E*,I*,R") para los cuales, a partir de un tiempo t > 0 se

verifica

dS dE _dl _dR _
dt dt dt dt

Es decir, se deben verificar simultaneamente,

~BSI=0 -S=0VI=0

BSI
BSI —wE =0 - FE=—
w
1
wE—-yI=0 —>E=y—
)

yI=0-1=0

Asi, por la Ultima ecuacion, el estado de equilibrio se alcanza cuando I* = 0,E* =0y con S*, R*

constantes no nulas tales que S* + R* = N.
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El equilibrio alcanzado en el punto (§*,0,0, N — S*) es llamado equilibrio libre de enfermedad, en
donde no hay fuentes de infeccién activas, por lo que la enfermedad no puede propagarse. Este
equilibrio representa, desde el punto de vista epidemiolégico, una condicion ideal en la que la
enfermedad ha sido eliminada de la poblacién. Sin embargo, como es de esperarse, no todas las
situaciones conducen a un equilibrio libre de enfermedad, por lo que se debe realizar un analisis
con el que determinar las condiciones en que la enfermedad se extinguira y no sera sensible a la

introduccién de nuevos infectados.

Se trabaja el sistema de ecuaciones reducido en una dimension, al centrarse en las tres primeras

ecuaciones, ya que R(t) no afecta la dindmica de S, E, I.

(dS

|E?:_ﬁy' S(0) = S,
dE

= = BSI - wE, E(0) = E,
| a1

Gp=wE-vl,  100)=1

En donde, el jacobiano asociado al sistema de ecuaciones en funcién de S, E, I al ser evaluado en

el punto de equilibrio es

-pI 0 —pBS
J(S,E,I) = [ pl —w BS ]
0 w -y
0 0 -—pBs§*
J(8%,0,0) = [0 - BST ‘
0 w -y

Al hacer un analisis de sensibilidad, se consideran los autovalores asociados al jacobiano en el

punto de equilibrio

1 0 —BS*
_KTﬂD)—M%3=[O —w—1 BS* ]
0 W -y =21
) 0 —BS*
det| 0 —(w+A1) BS* =—-AMw+ D)y +21) —wBS*]

0 W -+
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De donde, el primer autovalor es 4; = 0 (asociado a la columna nula). Los autovalores no nulos,

los determinamos con (w + A)(y + 1) — wBS* = 0, es decir:
2+ (w+y)l+wy— 0wpS* =0
P+(@+yl+wly— BSH=0

Al recordar que, para un polinomio de la forma p(x) = ax? + bx + ¢, si todos los coeficientes del

polinomio tienen igual signo, entonces todas las raices tienen parte real negativa.
Por lo que, aplicando esto al polinomio caracteristico, en el cual que es obvio que w +y > 0, solo
basta asegurar que w(y — BS*) > 0. Esto Ultimo se cumple siempre que y — BS* > 0, es decir:

—<1
|4

Como S(t) es decreciente, es posible determinar un parametro con el que asegurar que la

enfermedad alcanzara el equilibrio libre de enfermedad estable. Debido a que se verifica $* < S,

B

B5 ~ 1 entonces 75 < 1. Por lo que, la enfermedad se extinguira de forma

se tiene que para S

estable si se verifica Ry, < 1.

A continuacion, se presenta con un ejemplo el efecto que tiene considerar el grupo de expuestos
no contagiosos en el comportamiento de la enfermedad, al apoyarse en un ejemplo desarrollado

en secciones anteriores.

Ejemplo 2.4.1 Se considera que la misma enfermedad presentada en el efemplo 2.2.2 con
parametros asociados a la poblacion N = 1000, S, = 950, I, =50 y con los parametros
asociados a la enfermedad B = 0.00035,y = % = 0.1 posee un nuevo comportamiento dado por
la consideracion de un periodo de incubacién de 4 dias desde la exposicion, es decir w = i. Asi,

el modelo SEIR asociado esta dado por:



Poblacion

1000

( dS
—- =—0.00035 51, 5(0) =950

dE
Fri 0.00035SI —0.25E, E(0)=0

A

A 025E—011 1(0) = 50

. ol N
R _ 011 R(0)=0
e~ N

—
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Figura 9
Gréfico del modelo SEIR asociado al ejemplo 2.4.7
—— S(t)
— E(t)
— (1)
— RI(t)]

Tiempo

Nota. Elaboracién propia. Revisar cédigos en Octave para obtener el grafico (Apéndice D).

100
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A diferencia del modelo SIR la curva de infectados I(t) en el grafico de la Figura 9 sube mas
lentamente, esto es debido al amortiguamiento producido por los expuestos no infecciosos.
Aunque el brote epidémico tarda en llegar, tras cierto tiempo eventualmente sigue una evolucion
parecida al modelo SIR. Para facilitar la comparacion se presenta un grafico en la Figura 10 en el

gue se aprecia la diferencia entre las curvas de infectados de ambos modelos.

Figura 10
Grafico comparativo de la curva de infectados en los modelos SIR y SEIR.

400

=== [(t) - Modelo SIR
—— I(t) - Modelo SEIR

300 ; : |

Infectados
>
=]
3

100/

I |
100 150 200
Tiempo

Nota. Elaboracién propia. Revisar codigos en Octave para obtener el grafico (Apéndice E).
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2.5 Otros modelos compartimentales relevantes

Ademas de los modelos desarrollados, la literatura epidemiolégica contempla extensiones y
modificaciones de los modelos presentados con el fin de capturar con mayor realismo distintos
aspectos del comportamiento de una enfermedad. En general, estos modelos nacen de identificar
nuevos patrones presentes en las enfermedades de estudio y aplicar estos patrones a los modelos

ya existentes. Se puede consultar en obras como Murray (2002), Y. Li (2018) para mayor detalle.

2.5.1 Modelo SEIRS

El modelo SEIRS extiende el modelo SEIR al considerar que la inmunidad no es permanente. En
este caso, los individuos recuperados pueden volver al estado susceptible, con una tasa § que

representa la pérdida de inmunidad. El sistema queda descrito por:

ds
—-=—BSI+8R, S(0) =S,>0
dE

— = BSI—wE, E(0)=E, >0
) dt

dl

T =0E—yl,  1(0)=1>0

dR

— =yI—68R, R(0)=0

dt
2.5.2 Modelo SIRD

En los modelos planteados se supone que las muertes causadas por la enfermedad no eran las
suficientes para ser consideradas significativas, sin embargo, para enfermedades de alto impacto
es necesario incluir un nuevo compartimento D(t) que expresara los individuos fallecidos por la
enfermedad. Este nuevo valor, esta determinado por una tasa u de mortalidad por enfermedad,

que como es de esperarse solo afectara a la poblacion infectada. El sistema queda descrito por:

4 _ _psr S(0)=S,>0
dt BSI, -0
dl
%=,BSI—)/I—,uI, 10)=1,>0
< R _ R(0) =0
ac " -
dD
ul,  D(0)=0

EZ
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2.5.3 Modelo MSIR

Ademas, existen ciertas enfermedades en donde se incorpora una clase adicional, denominada
M(t), correspondiente a los individuos con inmunidad materna temporal. Esta inmunidad se
transmite de madre a hijo y protege al recién nacido durante los primeros meses de vida, antes

de volverse susceptible tras perder la inmunidad materna a una tasa §. El sistema queda descrito

por:

r dM
—=—6M, M(O)=M,>0
dt

ds

—=~BSI+6M,  S(0)=S,>0

< a_ SI —yl 1(0)=1,>0
dt_ﬂ YL, — 10

dR

2.5.4 Modelo SIR con nacimientos y muertes

Figura 11
Diagrama de flujo Modelo SIR con nacimientos y muertes

us ul HR

Nota. Elaboracién propia.

Partiendo del modelo basico SIR, se asume que la poblacion, aunque constante, no sera cerrada,
pues considera que a lo largo del estudio epidemiolégico nacen nuevos individuos y mueren
individuos de cualquier clase a una tasa natural comun pu. Como los nacimientos son

proporcionales a la poblacion total, se daran en una tasa A = uN. Este tipo de modelo es Util para
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enfermedades que se extienden por un largo periodo. El sistema del modelo SIR con nacimientos

y muertes naturales queda descrito por:

ds
—=A=pSI—pS, SO =S5,
U s —yI—pl,  10) =1

R_I_UR R0
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Capitulo Il

Modelos estocasticos en epidemiologia

La propagacion de enfermedades infecciosas esta intimamente ligada a las interacciones
humanas, las cuales llevan por la misma naturaleza humana cierta aleatoriedad. A diferencia de
los modelos deterministas, que describen la evolucién promedio de una epidemia mediante
ecuaciones diferenciales, los modelos estocasticos reconocen que los contactos entre individuos,
el momento del contagio o la recuperacion no ocurren de forma exacta ni continua, sino como
eventos discretos y aleatorios. Esta aleatoriedad se vuelve alin mas relevante en contextos de baja
poblacién, en fases tempranas de un brote o cuando los eventos ocurren con baja probabilidad.
Por tanto, modelar la dinamica epidemiolégica desde una perspectiva estocastica no solo es

apropiado, sino en muchos casos mas representativo de la realidad. (Allen, 2017)

3.1 Modelos compartimentales como Cadenas de Markov

Una Cadena de Markov a tiempo discreto es una sucesion de variables aleatorias {X(t,)} en el
que la evolucion para todo valor del parametro t,, discreto y para todo estado x,, del proceso

conn =0,1,2, .., se verifica
P[X(tn) = Xn |X(tn—1) = Xn-1 ---'X(tl) = xle(tO) = xO] = P[X(tn) = Xn |X(tn—1) = xn—l]

Es decir, que la distribucion de probabilidad del valor futuro de una variable aleatoria depende
Unicamente del valor de su estado inmediatamente anterior, siendo independiente de la historia

de dicha variable. A esta caracteristica se le denomina propiedad de Markov.

Con este proceso definido, es claro que se puede aplicar la teoria de las cadenas de Markov
homogéneas al analisis epidemioldgico pues, con estados en el proceso bien definidos, tales
como la cantidad de individuos presente en cada compartimento, se asegura que estos verifican

la propiedad de Markov.
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3.1.7 Cadena de Markov asociada al modelo S/ estocastico

Al basarse en los mismos supuestos del modelo S| deterministico, con una poblaciéon constante
N, se considera S(t) e I(t) ahora como variables aleatorias que determinan respectivamente la
cantidad de susceptibles y la cantidad de infectados en un tiempo t. Como el objetivo es trabajar
el modelo como una cadena de Markov, es necesario definir el conjunto de estados y el conjunto

de pardmetros de forma discreta.

e Para el conjunto de estados, al trabajar con una poblacién constante sabemos que S(t),
1(t) €{0,1,2, ..., N}, que es un conjunto discreto.

e Para el conjunto de parametros, se toma un At muy pequefio para asegurar que en ese
lapso solo sea posible a lo méas una transicién entre compartimentos en la poblacién, asi

t € {0, At,2At,..}, que es un conjunto discreto.

Como S(t) = N — I(t), se puede trabajar Unicamente con la variable aleatoria I(t). Esto define un

proceso estocastico con funcion de probabilidad asociada
pi(t) = P[I(t) = i]
Es decir, la probabilidad de que en un tiempo t la cantidad de infectados sea i, es p;(t).

Como este modelo se desea plantear como una cadena de Markov, basta establecer la relacion

que existe entre un estado y cobmo determina al estado inmediatamente siguiente.

Para ello, se denota la probabilidad de transicion de i infectados a j infectados (i — j) en At

como

pij(At) = P[I(t + At) = j |I(t) = i] = p(i,))

Por la manera en que se elige At, la transicion i — j presenta exclusivamente 2 casos,

e | — i, lacantidad de infectados permanece igual

e | —i+1,lacantidad de infectados aumenta en una unidad



47

Luego, al asumir que la probabilidad de que haya un nuevo infectado sigue la ley de accién

de masas se tiene que las probabilidades de transicion vienen dadas por

Bi(N—DAt, j=i+1
p(,j) = 1-PBi(N—-DAt, j=i

(infeccion)
(sin cambio)

0, en otro caso

Finalmente, es posible plantear una matriz P de dimensiéon (N + 1) X (N + 1) que sera la

matriz de transicién asociada al modelo SI.

0 1 2 N-1 N

[1 0 0 0 0 ]

[0 1-B(N—1At B(N — 1At 0 0 |
p= |0 0 1—2B(N — 2)At 0 0 |

lo 0 0 . 1= (N — 1At B(N - 1)At |

l() 0 0 0 J

Ejemplo 3.1.1.1. La cadena de Markov de un modelo Sl asociado a una poblacién de N =7

que esta sufriendo los efectos de una enfermedad en la que se ha estimado que la tasa de

contagio es f = 0.006 (persona - hora)™! ocurre en intervalos At = 0.5 hora, esta dada por:

Tabla 3
Calculo de probabilidades de transicion Ejemplo 3.1.7.1
Probabilidad de que no Probabilidad de que haya
Estado i
haya contagio nuevo i — i contagioi —»i+1

0 1 0.006(0)(7)0.5=0
1 1-0.108 = 0.982 0.006(1)(6) 0.5 =0.018
2 1-0.03 =0.97 0.006(2)(5) 0.5 = 0.03
3 1—0.036 = 0.964 0.006(3)(4) 0.5 = 0.036
4 1—-0.036 = 0.964 0.006(4)(3) 0.5 = 0.036
5 1-0.03 =0.97 0.006(5)(2) 0.5 = 0.03
6 1—-0.108 = 0.982 0.006(6)(1) 0.5 = 0.018
7 1 0.006(7)(0)0.5=0
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Luego, al colocar las probabilidades de transicion entre estados en una matriz se obtiene

[N eNelNoloNoNol (=}

o © o 92}

0

0

oS oo o (=)

0 0.97 0.03

0.982

1 2 3 4
0 0 0 0
0.982 0.018 0 0
0 0.97 0.03 0
0 0 0.964 0.036
0 0 0 0.964 0.036 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0

0

0.

mPococococoo

18

Se espera que el vector de probabilidad inicial este dado en donde exista algun infectado, por lo

que la cadena se movera entre los estados transitorios hacia el estado absorbente i = 7. En

general, para cualquier N, la matriz de transicion sera de una cadena de Markov absorbente por

lo que toda la poblacion estara infectada. Esto coincide con el andlisis deterministico.

Para verificar, se hara uso del vector de distribucion estacionaria 7 tal que cumpla 7P = 7.

T
1
Uy
T3
Ty
g
LT3

1T ]

t_

r
O O O O O O O

0 0
0.982 0.018

0 0.97

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0
0 0 0
0.03 0 0

0.964 0.036 0
0 0.964 0.036

0 0 0.97
0 0 0
0 0 0

o O © O

0
0.03
0.982 0.
0

Esto produce el sistema de ecuaciones linealmente dependiente

g = Ty
09827T1 =T

00187—[6 + T[7 = 7T7

Al remplazar alguna de las ecuaciones por la condicién

0.018my + 0.97m, = m,
0.03m, + 0.96471; = 15
10.036m5 + 0.964m, = 1,
0.036m, + 0975 = 15
0.03m5 + 0.982m¢ = mg4

S O O O O O

o

18

[UnN

o
Ty
U
3
Ty
s
Te

77 ]

t
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7
Tl.'i = 1

i=0

se obtiene un sistema linealmente independiente con solucién unica = = (0,0,0,0,0,0,0,1) lo

que verifica que la poblacién total se vuelve infectada.

3.1.2 Cadena de Markov asociada al modelo SIS estocastico

Una vez se plantea el modelo Sl estocastico, se puede hacer la extensidn natural para modelar SIS
estocasticamente. Para ello se considera que S(t) e I(t) son variables aleatorias al igual que en el
modelo SI, pero con la consideracion de nuevas posibles transiciones entre parametros de la

variable aleatoria I(t).

A la probabilidad de transicién, que es de tiempo homogéneo, en el nimero de infectados i — j,

tras un paso At se denota
pij(At) = P[I(t + At) = j |I(t) = i] = p(i,))
Por la manera en que se elige At, la transicion i — j presenta 3 casos,

e | — i, lacantidad de infectados permanece igual
e | —i+1,lacantidad de infectados aumenta en una unidad

e i —i—1,lacantidad de infectados disminuye en una unidad.

Este nuevo caso se debe a que, en las enfermedades modeladas segun SIS, después de cierto
tiempo las personas infectadas vuelven a ser susceptibles. A diferencia del modelo SI donde el
estado i = N es absorbente, en el caso del modelo SIS los estados {1,2, 3, ..., N } forman una clase

comunicante abierta.

Luego, al asumir que la probabilidad de que haya un nuevo infectado sigue la ley de accion de

masas se tiene que las probabilidades de transicidn vienen dadas por

Bi(N — i) At, j =i+ 1 (infeccion)
yiAt, j=1i—1 (recuperacién)
1—-[y+B(N —i)]iAt, j =i (sincambio)
0, en otro caso

p(i,)) =
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Las probabilidades asi definidas, permiten establecer que el Unico estado absorbente esi = 0.
Pues, po; = 0 para cualquier j # 0y pj > 0 para cualquier i.

Figura 12
Grafo de transiciones entre estados SIS estocastico.

n /\f\f\%

(D () ()~

Nota. Elaboracién propia.
Finalmente, es posible plantear una matriz P de dimensién (N + 1) X (N + 1) que sera la matriz

de transicion asociada al modelo SIS.

0 1 2 N-1 N
[ 1 0 0 0 0 ]
YAt 1—[y + BN - DAt BN — 1A 0 0|
b | 0 2yAt 1—2[y + BN — 2)]At - 0 0 |
[ 0 0 0 1=+ BN =D]At BN -1) AtJ

0 0 0 NyAt 1 — NyAt

Ejemplo 3.1.2.1 Se analiza, en un escenario estocastico, los efectos de una enfermedad SIS
asociada a una poblacién de N =7 en la que se ha estimado que la tasa de contagio es 8 =
0.06 (persona - hora)™1, la tasa de recuperacion y = 0.15 (hora)~! y que ocurre en intervalos

At = 0.3 hora.
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Tabla 4.
Calculo de probabilidades de transicion efemplo 3.1.2.1
Probabilidad de que . Probabilidad de que
Probabilidad de que haya
Estado no haya cambios . haya recuperacion
contagioi —»i+1
i—i i-»i—1

i 1—[y + BN —)]iAt B(N — D)iAt Vit

0 1 0 0

1 0.847 0.108 0.045

2 0.73 0.18 0.09

3 0.649 0.216 0.135

4 0.604 0.216 0.18

5 0.595 0.18 0.225

6 0.622 0.108 0.27

7 0.685 0 0.315

Luego, al colocar las probabilidades de transicion entre estados en una matriz se obtiene la matriz

asociada al proceso

0 1 2

1 0

S oo oo
o O oo

0

0.045 0.847 0.108
0 0.090 0.730 0.180 0

0

0
0
0

3 4 5 6 7
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0
0 0.135 0.649 0.216 0 0 0
0.180 0.604 0.216 0 0
0 0.225 0.595 0.18 0
0 0 0.270 0.622 0.108
0 0 0 0.315 0.685-

A diferencia del modelo SIS determinista en donde existe un equilibrio endémico con la

enfermedad presente permanentemente en parte de la poblacion, en el modelo SIS estocastico

por la teoria de las cadenas de Markov se sabe que la tendencia sera hacia el estado absorbente,

es decir en el equilibrio libre de enfermedad con i = 0. De igual forma, es posible verificar este

resultado con

el vector de distribucion estacionaria w = (mg,..,m;) que serd mw=

(1,0,0,0,0,0,0,0).
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3.1.3 Cadenas de Markov basada en los compartimentos epidemiologicos.

En los modelos planteados se comparte el uso de la cantidad de personas en un compartimento
como el conjunto de estados. Esto resulta conveniente para conocer en cada etapa del proceso
la cantidad de personas presente en cada uno de los compartimentos. Sin embargo, es posible
construir una cadena de Markov, aplicable a los distintos modelos, en donde el conjunto de
estados no sera la cantidad de personas en uno o mas compartimentos, sino los compartimentos

per se.

Se considera el modelo descrito para el analisis de la enfermedad del SIDA (Delgado & Marrero-
Severo, 2017). En el que los estados considerados son los compartimentos sobre los cuales
transitara un individuo: Susceptible (S), Infectado (I), Muerte Natural (N) y Muerte por
Enfermedad (E).

Los epidemidlogos determinan parametros asociados a la evoluciéon de la enfermedad basada en
enfermedades conocidas con comportamientos similares, permitiendo establecer, desde una

revision diagndstica a la siguiente etapa (1 afo), las siguientes probabilidades de transicién

e La probabilidad de que un individuo susceptible permanezca susceptible: a
e La probabilidad de que una persona infectada permanezca infectada: ¢

e La probabilidad de que una persona (susceptible o infectada) muera de causas naturales:

¢

e La probabilidad de que un individuo susceptible sea infectado: 1

e La probabilidad de que una persona infectada muera por la enfermedad: ©

Ademas, se establece que las muertes naturales o por enfermedad son estados sin retorno y

que las probabilidades verifican que:
at+l+¢p=1
p+op+t=1

Finalmente, la cadena de Markov asociada a la evolucién anual de la enfermedad en un

individuo es
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Este modelo, nacido para el estudio de la evolucién del SIDA, puede ser modificado al

considerar otros estados y las posibles transiciones que existen entre ellos.

Ejemplo 3.1.3.1. Se considera el modelo anterior como base para el estudio de una nueva
enfermedad con caracteristicas similares al COVID-19 en sus etapas iniciales, pero que
requiere un mayor tiempo de recuperacion. Para la formulacion de la cadena de Markov
asociada, se incluye el compartimento de Recuperados (R). Dada la novedad de la
enfermedad y la limitada informacion disponible, se asume que el analisis estara basado en

datos epidemioldgicos observados durante la pandemia de COVID-19.

S I R N E
[« A 0 ¢ 0]
|O © € ¢ T|
P=Ip 0 6 ¢ 0
[O 0 0 1 OJ
0 0 0 0 1

Con nuevas probabilidades de transicion

e La probabilidad de recuperarse tras estar infectado: ¢
e La probabilidad de estando recuperado, volver a ser susceptible: g

e La probabilidad de permanecer recuperado: 6
Donde se asume que

e La probabilidad de muerte natural es constante para cualquiera de los estados
transitorios (S, I, R).

e Una persona recuperada puede volver a ser susceptible.

e El periodo de recuperacion se estima de 30 dias, por lo que la unidad de tiempo entre

transicion serda 1 mes.
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Basandose en datos del COVID-19, se asignan las probabilidades de transicion. En este caso,

asumimos
a=05  1=045, ¢ =0.05 ¢ =030
e = 0.55, 7 =0.10, B =050, 6 =045
La matriz de transicion asociada a la enfermedad esta dada por

S 1 R N E
050 045 0 005 O

0 030 055 0.05 o0.10
P=[050 0 045 005 O
0 0 0 1 0

l 0 0 0 0 1 J

Es posible medir la propagacion de la enfermedad a lo largo de los meses, al considerar un vector

de probabilidad inicial. Si los primeros casos registrados no son significativos en una poblacion

de gran tamafo, se puede considerar el vector de probabilidad inicial como x, = (1,0, 0,0, 0), en

donde toda la poblacion es inicialmente susceptible. De esta forma, el vector de probabilidad para

el mes n esta dado por x,, = xoP™.

El estudio de la evolucion a partir de cierto estado inicial facilita la evaluacion del impacto de

parametros especificos sobre el curso de la epidemia, lo que resulta util tanto para la

interpretacion del modelo como para la toma de decisiones en salud publica.

Para evidenciar, se supone que queremos conocer la evolucion de la enfermedad durante el

primer afo. Para ello se calcula el vector de probabilidades de estadoenn =1,2,...,12

0.50 045 0 0.05
| 0 030 055 0.05 0.

0
10 I R N E
x; = xoP =(1,0,0,0,0)-10.50 0 0.45 005 0
0
1

A

(0.5,0.45,0,0.05,0)
0 0 0
0 0 0

J|=

050 045 0 005 0 12
[ 0 030 055 005 0.10]

x, = xoP = (1,0,0,0,0)-|0.50 0 045 005 0 | =(0.250.36,02475,0.0975,0.045)

[00010J
o 0 o0 o0 1
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x3 = (0.249,0.221,0.309,0.14,0.081) xg = (0.202,0.147,0.172,0.307,0.172)
x, = (0.279,0.178,0.260,0.179,0.103) xo = (0.187,0.135,0.158, 0.333,0.187)
x5 = (0.270,0.179,0.215,0.215,0.121) X0 = (0.172,0.124,0.145,0.357,0.201)
xg = (0.242,0.175,0.195, 0.248,0.139) x;; = (0.159,0.115,0.134,0.379,0.213)

x7 = (0.219,0.162,0.184,0.279,0.156)

Y finalmente,

0.1463 0.1060 0.1234 0.3997 0.2246]
[0.1371 0.0992 0.1158 0.3748 0.2730]|
x12=x0P12=(1,O,0,0,0)-|0.1551 0.1122 0.1308 0.4181 0.1837|
| 0 0 0 1 0 |

0 0 0 0 1

x5 = (0.1463,0.1060,0.1234,0.3997,0.2246)
Para visualizar el comportamiento de la enfermedad a lo largo del aiio, se grafica la evolucion de
las probabilidades de estar en cada compartimento.

Figura 13
Gréfico asociado a la cadena de Markov del ejemplo 3.1.3.7

Tt T 1 1 1 I

0.8

0.6

Poblacion

0.4

0.2

ok I L 1 J
0 2 4 6 8 10 12
Meses

Nota. Elaboracion propia.
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Dado que la motivacién para modelar la propagacion de enfermedades radica en comprender su
evolucién y facilitar la toma de decisiones en la implementacién de medidas, a continuacion se

expone como esta cadena de Markov varia con la intervencién publica.

Las medidas epidemioldégicas como cuarentenas o vacunaciones poseen efectos en las
probabilidades del modelo. Las probabilidades liberadas son las derivadas por efecto de estas u
otras medidas epidemioldgicas. Especificamente, se supone que las medidas tomadas tienen el

fin de reducir la efectividad en los contagios (1) y reducir la mortalidad a causa de la enfermedad
().

e La efectividad de la medida y su impacto sobre la probabilidad de contagio se denota m;.
Esto significa, que la probabilidad de que un susceptibe se contagie sera A(1 —m,).

e Laefectividad de la mediday su impacto sobre la probabilidad de muerte por enfermedad
se denota m,. Esto significa, que la probabilidad de que una persona muera por la
enfermedad tras la aplicacion de la medida sera (1 — my).

e Estas nuevas probabilidades modifican otras entradas en la matriz de transicidn, por lo
gue sera necesario definir codmo se repartiran las probabilidades liberadas, con el fin de

mantener la propiedad estocastica.

Implementacion de m;

La alteracion en la probabilidad de contagio, influye las probabilidades de transicion desde el
estado susceptible S, exclusivamente en la probabilidad de que una persona susceptible
permanezca susceptible, pues la probabilidad por muerte natural (¢) no es afectada por ninguna
de las medidas tomadas sobre la enfermedad. Para ello, se calcula la probabilidad liberada tras la

implementacion, es decir:
p(S, ) —pn(S, D) =1-2(1-my) = Im,

Esta probabilidad que ha sido liberada debe ser considerada en la probabilidad de permanecer
susceptible. Por lo que, con la implementaciéon de medidas sanitarias, la nueva probabilidad de

permanencia en el estado susceptible es p,,,(S,S) = a + Am,.
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El ajuste realizado se verifica, pues la suma de las probabilidades de pasar desde suscptible a

cualquiera de los estados posibles es 1.
Pm(S,S) + (S, D) +p(S,N) =a+Amy + A(1-my) + p=a+1+¢p=1
Implementacion de m,

La alteracion en la probabilidad de muerte por enfermedad afecta exclusivamente al estado
infectado I, pues es desde alli que se transita hacia el estado absorbente E, de muertes por
enfermedad. Al implementar una medida con efectividad m,, la nueva probabilidad de que una
persona infectada muera por la enfermedad sera 7(1 —m,), lo que libera una probabilidad igual

a
p(I'E) _pm(IJE) =1 _T(l _mr) =Tmg

Esta probabilidad liberada debe ser repartida entre las probabilidades de permanencia en el
estado infectado y en la probabilidad de recuperacion, pues al igual que para my, estas

implementaciones no deben alterar la probabilidad de muerte natural.

pm(I'I) +pm(1:R) =(p+e)+Tm,

Basta plantear cual criterio utilizar para repartir la probabilidad liberada. Esto puede definirse a

partir de

e Reparto proporcional entre las otras probabilidades (respetando la proporcion previa)
o Enfasis en politicas (por ejemplo, favorecer la recuperacion)

e Ajuste manual en funcion del escenario

En este caso, como se ha trabajado en funcion de la ley de accién de masas, el reparto sera

proporcional a las probabalidades, es decir:

Q+e
pm(l:l) +pm(1:R) =(p+e) +Tm‘r(p+g

&

@
Pm (L) + o (,R) = (@ + ) +Tm.[m+ Tmrq) s

%
pm(I:I)'l'pm(I:R)=((p+7mrm)+(5+rmr )

p+e
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(D +pn(,R) =@+ kille; +e(1+ e
Pm (I, Pm(L,R) = ¢( (p+g) 3 (p+£)

Por lo que las nuevas probabilidades de permanencia en el estado infectado y de transitar hacia

)Yy pm(LR) = e(1+ —=).

me Tmy

el estado recuperado seran respectivamente, p,,(I,1) = (1 +

T
Q+e pte

El ajuste realizado se verifica, pues la suma de las probabilidades de pasar desde infectado a

cualquiera de los estados posibles es 1.

™, ™,
(L, 1) + P (L, R) + Py (I, N) + p (1, E) =<p(1+ (p+€>+e<1+ (p+€)+¢+r(1—mr)

™m,
p+e

P, 1) + (L R) + (L) + P, E) = (0 +8) (14 o) + 4 7(1 = my)

P, D) + o (LR) + o (,N) + pp(LE) =@ +e+tm, + ¢ + 17— 1M,

P, D) +pp(L,R) + oy (LN) + pn(LE) =@ +te+p+1=1

Finalmente, la cadena de Markov asociada a la evolucion de una enfermedad sobre la cual han
sido aplicadas medidas sanitarias epidemiologicas con efectividad para la disminucion de la
probabilidad de contagio s; y efectividad para la disminucién de la probabilidad de mortalidad

por enfermedad s;, queda descrita por la siguiente estructura de transiciones

S 1 R N E
(a+Am; A1 —my) 0 [0) 0 1
™, ™,
0 (p<1+ ) £<1+ ) ¢ (1-my)
p= Q+e Q+e
B 0 0 0] 0
0 0 0 1 0
L0 0 0 0 1

Ejemplo 3.1.3.2. Se considera la enfermedad analizada en el ejemplo 3.1.3.1, tras la

aplicacién de una vacuna sobre la que se ha determinado existe una efectividad del 60% para la
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reduccion de contagios. Ademas, los centros de salud y hospitales han logrado reducir la
mortalidad por la enfermedad un 40%.

Recordando las probabilidades de transicion originales y considerando la efectividad por las

medidas se tiene
a=05 1=045, ¢ =0.05 ¢ =030, € =0.55
7=0.10, B =050, 6 =045 m,; =06, m, =04

La matriz de transicion asociada a la enfermedad tras la implementacién de medidas esta dada

por
S 1 R N E
[0.77 018 0 005 0
| 0 031 058 0.05 0.06]
P,=l050 0 045 005 0 |
ll o 0o o0 1 0 Jl
0 0 0 0 1

Para evaluar el impacto de la implementacion de medidas sanitarias en la evolucion de la

enfermedad durante un afo, se realizan dos simulaciones bajo diferentes condiciones iniciales.
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En el primer caso, se considera una poblacion completamente susceptible al inicio con vector de
probabilidad inicial x, = (1,0,0,0,0), lo que permite observar en la Figura 14 la evolucién con la

implementacién inmediata de medidas sanitarias.

Figura 14
Gréfico asociado a la evolucion de la enfermedad con medidas aplicadas desde el inicio.
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Nota. Elaboracién propia.
En el grafico de la Figura 15, es posible observar como las medidas implementadas, bajo las
mismas condiciones iniciales, permiten que la enfermedad se desarrolle sin mayor gravedad, el
maximo de infectados simultaneos se alcanza alrededor del segundo mes y no supera el 20% de
la poblacién. Esto se traduce en sistemas de salud que no colapsan y logran manejar los casos
activos con suficiente control, estableciendo una mortalidad que crece muy lentamente, llegando

durante el primer afio al 10% de la poblacion.

Estas cifras, comparadas con un contagio simultaneo del 45% de la poblacion y una mortalidad
del 22% para el caso de la enfermedad sin medidas aplicadas, permite evidenciar la efectividad

de la adopcion de controles por parte de las autoridades sanitarias.
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Figura 15

Comparacion de evolucion epidemioldgica con medidas epidemioldgicas aplicadas.
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Nota. Elaboracion propia. Revisar cddigos en Octave para obtener el grafico (Anexo F).

En el segundo caso, se simula una situacién mas realista, en la que parte de la poblacion ya ha
atravesado distintas etapas de la enfermedad antes de la aplicacién de las medidas. Para ello, se
toma como vector inicial la distribucion poblacional en el tercer mes del escenario sin medidas,

es decir x3 = (0.249,0.221,0.309,0.14,0.081) , asumiendo que a partir de ese punto se

Figura 16.
Gréfico asociado a la evolucion de la enfermedad con medidas aplicadas desde el tercer mes.
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Nota. Elaboracion propia. Los primeros 3 meses representan la dinamica original de la enfermedad, por lo
que los valores en el mes 3 corresponde a los valores iniciales aplicados a la matriz de transicion con

medidas ablicadas.
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implementan las estrategias sanitarias, se evalla, en la Figura 16, la evolucién de la enfermedad

para los meses restantes del primer afio.
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3.2 Simulacion Monte Carlo de modelos compartimentales

Para modelos como S| o SIS, el uso de una cadena de Markov para describir el modelo es
relativamente sencillo de plantear, pero complicado de generalizar para poblaciones de gran
tamaifo. En cambio, la representacion como cadena de Markov de modelos que incluyen mas
compartimentos, como el SIR, tendria que ser como un proceso bivariado, lo que implica mayor

complejidad para el analisis.

Para salvar estos casos, se puede estudiar la dindamica de las enfermedades a partir de una
simulacion Monte Carlo en donde se representan las transiciones entre los estados susceptibles,
infectados, recuperados o cualquier otro presente en el estudio de la enfermedad, como eventos
aleatorios gobernados por distribuciones de probabilidad acumulada. En cada paso temporal, se
utilizan nimeros aleatorios para determinar qué individuos cambian de estado, lo que permite
capturar la incertidumbre en el proceso de contagio y recuperacién. A diferencia de los modelos
deterministas, esta metodologia no busca una solucion Unica, sino multiples escenarios posibles

que reflejan la variabilidad natural del fendmeno epidémico.

Para este documento, se presenta Unicamente el modelo SIR modelado por Monte Carlo, pero el

desarrollo es similar para distintas combinaciones de compartimentos.
Simulacion Monte Carlo del Modelo SIR

Se supone que la poblacién es cerrada y constante, por lo que S(n) +I(n) + R(n) = N para
cualquier iteracion n de la simulacion. Esta simulacion, esta basada en el analisis del flujo desde
el compartimento susceptible y desde el compartimento infectado, la cantidad de recuperados se

obtiene mediante las otras cantidades.

Se supone que la permanencia de un individuo en el estado susceptible ocurre segun el parametro

I . . . . . . . .
B~ de una distribucion exponencial para cierto intervalo de tiempo At, esto nos permite

establecer los posibles casos, éxito y fracaso, asociados al estado susceptible como estado inicial.
Bl
P(S->1)=1—-e N°, éxito

Bl
P(S—->S)=e N, fracaso
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Y de forma similar, la permanencia en el estado infectado ocurre segun el pardmetro yI de una
distribucion exponencial para cierto intervalo de tiempo At, por lo que los posibles casos

asociados al estado infectado como estado inicial seran
P(I->R)=1-e772 &ito
P(I->1)=e "2,  fracaso

En donde, B es la tasa de contagio, y la tasa de recuperacion y At el intervalo de tiempo necesario

para que se de al menos un evento.

Para la simulacion, con valores iniciales S(0),1(0) y R(0), se consideran dos nimeros aleatorios
uy,u, € U(0,1) que determinan el éxito o fracaso asociado al contagio o la recuperacion

respectivamente.

. _BI
o Siu;< 1—e

entonces S(n+1) =S(n) —1 yI(n+ 1) = I(n) + 1, en caso contrario
permanecen las mismas cantidades.
e Siuy<1l—e"tentoncesI(n+1)=I(n)—1 yR(n+1)=R(n)+ 1, en caso contrario

permanecen las mismas cantidades.

Los resultados individuales presentan variabilidad y no reflejan necesariamente el
comportamiento promedio de la epidemia, por lo que distintas realizaciones de la simulacidon

permiten reflejar con mayor realismo el comportamiento epidemioldgico.
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Conclusion

En este documento se destaco la importancia del modelado matematico como herramienta que
facilita el andlisis y la toma de decisiones en campos multidisciplinarios, especificamente en
epidemiologia. Se identificaron, en un repaso histérico, a los pioneros del estudio epidemiologico
con un enfoque matematico, con aportes que sirvieron de base para el analisis de datos de una

enfermedad, su interpretacion y la construccién de modelos modernos y sofisticados.

Se presenta el modelado matematico como herramienta para analizar la propagacion de
enfermedades infecciosas bajo enfoques deterministicos y estocasticos. Todo ello al resaltar las
principales ventajas que tiene cada acercamiento, como la capacidad de visualizar la evolucion
media de una enfermedad bajo condiciones bien definidas en un modelo deterministico que haga
uso de ecuaciones diferenciales, siendo Util para escenarios estables o de enfermedades bien

conocidas.

También, se evidencio el uso de Cadenas de Markov como herramienta para describir la dinamica
de propagacién de enfermedades sujeto a la aleatoriedad presente en los procesos de contagio
en la poblacion. Ademas, se reconocen las posibles limitaciones, principalmente en poblaciones
de gran tamafo, por lo que se presenta como alternativa el estudio de la dinamica, la simulacion
Monte Carlo, permitiendo mantener la variabilidad sujeta a lo aleatorio del proceso pero que, tras
varias realizaciones, proporciona la suficiente informacion para estimar el comportamiento de la

poblacion bajo los efectos de una enfermedad.

Esta tesis, cumple con su objetivo de evidenciar los enfoques para el modelado aplicado a la
epidemiologia, al servir como base para la comprension de los modelos clasicos y abriendo la
puerta a la formulacién futura de nuevos modelos, que consideren caracteristicas precisas de

enfermedades precisas.
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Recomendaciones

Estudiar otros modelos compartimentales, especificamente en situaciones donde la
poblacién no es cerrada, para observar el impacto que tiene la entrada y salida de nuevos
individuos en la poblacion. Ademas, realizar otras consideraciones a la hora de modelar
una epidemia, como la de poseer una poblacion no homogénea, tasas de infecciones
variables seglin grupos poblacionales o la presencia de otros agentes infectantes.
Analizar el modelo SIR como una cadena de Markov doblemente valuada, sobre variables
aleatorias  S(t), I(t),R (t) = N —S(t) —I(¢t), identificando sus limitaciones ante
poblaciones de gran tamafo y proponiendo algoritmos que hagan mas eficientes la
obtencion de resultados.

Plantear los modelos epidemioldgicos como problemas de optimizacion haciendo uso de
herramientas como los Procesos de Decisiéon de Markov. En estos podrian ser
considerados los beneficios sanitarios y los costos asociados a la implementacion de

cualquier medida de control epidemioldgico.
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Anexo

Calculo del nimero reproductivo basico

El nimero reproductivo R, indica el nimero promedio de casos secundarios por un caso inicial
en una poblacion totalmente susceptible. Es claro que, a medida que el modelo epidemiolégico
se vuelve mas complejo el valor de R, resulta mas dificil de determinar, pueste esta

explicitamente relacionado a

e Las formas de infeccidn existentes
e La permanencia en los estados infecciosos

e Latasa de contagio

Con el fin de generalizar, se define el niUmero reproductivo basico como el producto entre la tasa

de infeccion y el tiempo infeccioso esperado.
Ro =B - E[T]

Esto indica, la cantidad esperada de contagios que genera una persona con un tiempo infeccioso

E[T] teniendo una tasa efectiva de contagio £.

Para evidenciar esto, se presenta el calculo del nimero reproductivo basico R, ligado a un modelo

sencillo como el SIRy a un modelo mas complejo como el SIR con nacimiento y muerte.

Figura 17.
Modelo SIR y Modelo SIR con nacimientos y muertes.

BSI
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Nota. Elaboracién propia.
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Calculo de R, en el modelo SIR

Se sabe que el tiempo de permanencia en el compartimento infectado sigue una distribucién
exponencial de la forma P(T > t) = e™"*, luego, por teoria de probabilidad, el tiempo esperado

esta dado por E[T] = % Por lo que, el numero reproductivo basico en un modelo SIR tiene la

forma

Calculo de R en el modelo SIR con nacimientos y muertes

Nuevamente, el Unico compartimento capaz de incrementar los contagios es el de infectados, por
lo que basta encontrar cudl es el tiempo esperado de permanencia en este estado. Para ello, se
analiza la dinamica desde el estado infectado, en donde las transiciones que pueden darse son la
recuperacion en un tiempo T; que sigue una distribucion exponencial con pardmetro y o la

muerte en un tiempo T, que sigue una distribucidén exponencial de parametro p.

Basta encontrar la distribucidn que sigue la salida por cualquiera de los dos eventos.

Por propiedad de la distribucion exponencial, si

Ty ~Exp (v), To~Exp (w)
Entonces, T = min(Ty,T,) ~ Exp (y + )

Por lo que, un individuo infectado permanece en este estado bajo una distribucion exponencial

de parametro y + p. Esto implica que el tiempo esperado de permanencia en el estado infectado

esta dado por E[T] = ﬁ
__ b
(u+v)

Ry



Apéndices

Cddigos en Octave para la graficacion en modelos deterministicos

Apéndice A. Cédigos del Modelo SI

Modelo SI

clc; clear; close all;
% Definicion del sistema SI
function dY = si_model(t, Y)
S=Y();
I =Y(2);

beta = 0.0004;

dS = -beta*S *|;
dl = beta*S*|;

dY = [dS; dl];

endfunction

% Condiciones iniciales
SO = 998;

10 =2;

YO = [SO; 10];

% Intervalo de tiempo

tspan = [0 50];

% Resolver el sistema usando ode45

[t, Y] = oded5(@(t, Y) si_model(t, Y), tspan, YO);

S=Y(1);
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1 =Y(2);

% Graficar resultados

plot(t, S, 'b', 'LineWidth', 2.5);

hold on;

plot(t, I, 'g’, 'LineWidth', 2.5);
xlabel('Tiempo (dias)’);

ylabel('Numero de Personas');
legend(‘'Susceptibles (S)', 'Infectados (1)');

grid on;
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Apéndice B. Coédigos del Modelo SIR

Modelo SIR

clc; clear; close all;

% Definicion del sistema SIR

function dY = sir_model(t, Y)

S=Y();
I'=Y(@);
R =Y(@3)

beta = 0.00035;

gamma = 0.1;
dS = -beta * S * |;
dl = beta*S*|-gamma * |;

dR = gamma * [;

dY = [dS; dI; dR];

endfunction

% Condiciones iniciales

S0 = 950;

10 = 50;

RO = 0;

YO = [SO; 10; ROJ;

% Intervalo de simulacion

tspan = [0 100];

% Resolver el sistema con ode45
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[t, Y] = oded5(@(t, Y) sir_model(t, Y), tspan, YO);

S=Y(1);
I =Y(2);
R =Y(,3);

% Graficar resultados

plot(t, S, 'b', 'LineWidth', 2); hold on;

plot(t, I, 'r', 'LineWidth', 2);

plot(t, R, 'g’, 'LineWidth', 2);

xlabel('Tiempo (dias)’);

ylabel('Poblacion’);

legend('Susceptibles S(t)', ‘Infectados I(t)', 'Recuperados R(t)");

grid on;
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Apéndice C. Codigos del Modelo SIS

Modelo SIS

clc; clear; close all;
% Definicion del sistema SIS
function dY = sis_model(t, Y)
S=Y();
I=Y(2)

beta = 0.002;

gamma = 0.5;

dS = -beta* S* | + gamma * |;

dl = beta*S*|-gamma * |;

dY = [dS; dl;

endfunction

% Condiciones iniciales

SO = 995;
10 =5;
YO0 = [SO; 10];

% Intervalo de tiempo

tspan = [0 25];

% Resolver el sistema usando ode45

[t, Y] = oded5(@(t, Y) sis_model(t, Y), tspan, YO);

S=Y(1);
I =Y(2);




% Graficar resultados

plot(t, S, 'b', 'LineWidth', 2);

hold on;

plot(t, I, 'r', 'LineWidth', 2);

xlabel('Tiempo (dias)");

ylabel(*Poblacion’);

legend(‘'Susceptibles (S)', 'Infectados (1)');

plot(t, 750*ones(size(t)), '--', ‘LineWidth', 1.5); % Linea horizontal en y=500
legend('Susceptibles S(t), 'Infectados I(t)', 'Nivel Endemico K = 750",

grid on;
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Apéndice D. Codigos del Modelo SEIR

Modelo SEIR

function dY = seirl(t, Y)
% Pardmetros
beta = 0.00035;
alpha = 0.25;

gamma = 0.1;

% Variables

S=Y();

% Ecuaciones diferenciales
dS = -beta * S * |;

dE = beta *S * | - alpha * E;
dl = alpha * E - gamma * [;

dR = gamma * [;

dY = [dS; dE; dI; dR];

endfunction
% Condiciones iniciales
YO = [950; 20; 30; 0];

tspan = linspace(0, 100, 1000);

% Resolver el sistema

[t, Y] = oded45(@seir1, tspan, YO);

% Graficar resultados
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plot(t, Y(; 1), 'b', t, Y(;2), 'm', t, Y(;3), 'r', t, Y(:4), 'g’, 'LineWidth', 1.5);
legend('S(t)', "E(t)", 'I(t)', "R(t)";

xlabel('Tiempo');

ylabel('Poblacion');

set(gca, 'xtick', 0:20:160);

set(gca, 'ytick', 0:1000);

grid on;
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Apéndice E. Codigos para la comparacion del Modelo SIR y el Modelo SEIR.

Comparacion Modelo SIR y SEIR

function dY = sir_model(t, Y)
beta = 0.00035;
gamma = 0.1;
S=Y();
I'=Y(2);
R=Y@)
dS = -beta * S * |;
dl = beta*S*I|-gamma* |;
dR = gamma * [;
dY = [dS; dI; dR];

endfunction

function dY = seir_model(t, Y)
beta = 0.00035;
alpha = 0.25;
gamma = 0.1;
S=Y(1);
E=Y()
I=Y@3)
R = Y(4)
dS = -beta*S*|;
dE = beta *S * | - alpha * E;
dl = alpha * E - gamma * [;
dR = gamma * [;
dY = [dS; dE; dI; dR];

endfunction

% Tiempo y condiciones iniciales

tspan = linspace(0, 160, 1000);




YO_sir = [950; 50; 0];
Y0_seir = [950; 0; 50; 0];

% Resolver los modelos
[t1, Y_sir] = ode45(@sir_model, tspan, YO_sir);
[t2, Y_seir] = oded45(@seir_model, tspan, YO_seir);

% Graficar solo infectados

plot(t1, Y_sir(;2), 'r--', t2, Y_seir(;3), 'r', 'LineWidth', 1.5);
legend('l(t) - SIR', 'I(t) - SEIR");

xlabel('Tiempo');

ylabel('Infectados’);

grid on;
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Cddigos en Octave para la graficacion en modelos estocasticos
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Apéndice F. Codigos para la comparacion del Modelo SIRNE y el Modelo SIRNE con medidas

epidemiolégicas.

Cédigo comparativo

% Estados: S, I, R, N, E

% Matriz sin medidas

P=]

0.5, 0.45, 0.00, 0.05, 0.00;
0.0, 0.30, 0.55, 0.05, 0.10;
0.5, 0.00, 0.45, 0.05, 0.00;
0.0, 0.00, 0.00, 1.00, 0.00;
0.0, 0.00, 0.00, 0.00, 1.00

I

% Matriz con medidas (m_lambda = 0.6, m_tau = 0.4)

P_medidas = [

0.77, 0.18, 0.00, 0.05, 0.00;
0.00, 0.3141, 0.5759, 0.05, 0.06;
0.5, 0.00, 0.45, 0.05, 0.00;
0.00, 0.00, 0.00, 1.00, 0.00;
0.00, 0.00, 0.00, 0.00, 1.00

I

% Vector inicial
vO=[10000j;

% Inicializar almacenamiento
steps = 13;

evol_sin = zeros(steps, 5);
evol_con = zeros(steps, 5);
evol_sin(1, :) = v0;
evol_con(1, :) = v0;

% Simulacion
for t = 2:steps
evol_sin(t, :) = evol_sin(t-1, :) * P;
evol_con(t, :) = evol_con(t-1, :) * P_medidas;
end

% Extraer infectados y muertes por enfermedad
meses = 0:12;

|_sin = evol_sin(:, 2);

E_sin = evol_sin(:, 5);

I_con = evol_con(:, 2);

E_con = evol_con(;, 5);

% Graficar
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figure;

plot(meses, |_con, '-0', 'color', [1 0.5 0], 'DisplayName', 'Infectados con medidas’, ...
'LineWidth', 2, 'MarkerSize', 8); hold on;

plot(meses, E_con, '-0', 'color', [0.4 0.7 1], 'DisplayName', 'Muertes con medidas', ...
'LineWidth', 2, 'MarkerSize', 8);

plot(meses, |_sin, '--s', 'color’, [1 0 0], 'DisplayName’, 'Infectados sin medidas’, ...
'LineWidth', 2, 'MarkerSize', 8);

plot(meses, E_sin, '--s', 'color’, [0 0 1], 'DisplayName’, 'Muertes sin medidas', ...
'LineWidth', 2, 'MarkerSize', 8);

legend('location’, 'northwest');
set(gca, 'FontSize', 16);
grid on;
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