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RESUMEN

En esta investigacidn presentamos una generalizacién de las proyecciones
ortogonales en un espacio de Hibert # Estudiamos para ello la forma
sesquilineal acotada ( ) HxH —C definido por (¢ ) ={(4s ) s ne H con

Ae B(H) Probamos bajo qué condiciones un operador Te B(H) es un A
adjunto de Le B(H) y cuando se cumple que LA=AT y AT =T A es decr
cuando el operador T es A autoadjunto Finalmente estudiamos el conjunto
P(4,5)={QeB(H) ¢ =Q R(Q)=S AQ=Q A}del que surge el concepto de
compatibilidad esto es cuando P(4,S)#@ Caractenzamos la compatibiidad
del par (4S) consideramos para ello la representacién matncial de 4 Ia
proyeccién ortogonal sobre S P=P, el Ran(PAP) entre otros Entre las
condiciones de compatbiidad para el par (4 S) que presentamos estan
S+SY=H o s existe un subespacio cerrado WcS' tal que SOW=H
donde S ={er (xz),=0 paratodozeS}

ABSTRACT
In this Investigation we present a generahization of the orthogonal projections in a
space of Hilbert H We studied for that purpose the bounded sesquiinear form
() HxH—C defined by (e¢n) =(dsn) sneH wth AeB(H) We
proved under what conditions an operator T e B(H) 1s an A-adjoint of Le B(H)

and when it1s true that LA=ATand AT =T A thatis to say when the operator
T IS A selfadjoint Finally we studied the set

P(4,5)={QeB(H) & =0 R(Q)=S AQ=Q A} from which the concept of the
pair compatbility comes up that 1s when P(4 S)#@ we charactenzed the

compatibility of the pair for that we took into account the matnx representation of
A the orthogonal projecton over S P=P, the Ran(PAP) among others

Among the compatbiity condibons for the pair (4 5) that we presented are

S+S“ = Hor if there exsts a closed subspace W cS* such that S&@wW= H
where S* ={er (xz),=0 _fbreveryzeS}



INTRODUCCION

En Geometria las proyecciones han sido estudiadas durante los ultimos 50
afos especialmente desde los Inicios de la Teoria espectral Las aplicaciones
que éstas tienen en la Geometria y en diversas areas de la Matemabca (Teoria
de muestreo Teoria de marcos problemas de minimos cuadrados entre otros)
han hecho que su estudio cobre cada vez méas interés particularmente el caso
de las proyecciones ortogonales

El tema central del trabajo radica en producto intemo {( ) H xH — Cdefindo

por
(em =(Aen;) sneH
donde A4 es un operador lineal acotado posthvo

En el pnmer capitulo nos centramos en el estudio de los dishntos tipos de
operadores que se presentan en un espacio de Hilbert probando las proptedades
mas sobresalientes sobre ellos

En el segundo capltulo estudiamos los operadores posttivos demostramos bajo
qué condiciones un operador es positivo Definmos la raiz cuadrada de un
operador y probamos el teorema de existencia y unicidad También defimmos el
operador proyeccion demostramos teoremas sobre su existencia y
establecemos resultados de convergencia de sucesiones de proyecciones

En el tercer capltulo estudiamos el producto ntemo {( ) De este nuevo
producto intemo surge el concepto de operadores A adjuntos para un operador

Le B(H) esto es operadores en los que (L(x) y) =(x W(y)), para todo

x ye H ycon W € B(H) Demostramos teoremas que nos permmten caractenzar

su existencia entre ellos el Teorema de Douglas el cual relaciona la existencia

de operadores A adjuntos con soluciones de la ecuacién AX =T7T"A4



Ademds estudiamos las proyecciones que son autoadjuntas con respecto al
producto interno ( ) esto es proyecciones Q en las cuales

AQ=0 A4
A tales proyecciones también se les conoce como A autoadjuntas Probamos

que Q es A autoadjunta si Ker(Q)g(]&m(Q))l lo que equivale a que
(Oe) Ole)) <{e &) paratodo ceH

El pnmero de los trabajos correspondientes a un estudio sobre la teorfa de las
proyecciones A autoadjuntas pertenece a M G Krein [34] Luego le siguieron los
trabajos de AC Zaanen [54] WT Red [49]yJ Dieudonné [24] Entre trabajos
mas recientes estan los realizados por P Cojuhan [11] y S Hassi [31]

Finaimente se estudia la compatibiidad del par (4S) es decrr cuando el

conjunto P(A 8) es dferente del vacio (P(A,S);t@) con

P(4,5)={QeB(H) ¢’ =0 R(@)=S AQ=Q 4} donde R(Q) ndica el rango
de 0

Probamos que un operador Q es A autoadjunto s1 y solo si Ker(Q) < (Ran(Q))

con QeB(H) y (=0 Demostramos que la compatbiidad del par (4 S)
equivale a que S+S““=H o a que la ecuacion (PAP)X = PA(I/~P) admita
solucitén También demostramos que la compatibilidad del par (4 S) se venfica

s1 S + Ker(A) es cerrado o que él Ran(PAP) sea cemado

La noci6n de compatibilidad fue introducida por G Corach A Maestnpien y D

Stojanoff [13] y ha sido estudiada para diferentes clases de operadores



CAPITULO |
OPERADORES ESTANDAR EN UN ESPACIO DE

HILBERT



| Operadores estindar en un espacio de Hilbert
1 1 Operadores lineales acotados

En esta seccdbn X y Y son espacios vectonales sobre el cuerpo
K(K=RoK=C)y T D(T)c X — Y seré un operador lineal donde D(r) es un

subespacio vectornial de X

En el siguiente teorema se caractenzan los operadores lineales continuos el
cual sirve de motivacion para introducir los operadores lineales acotados

Teorema 111 Sean X Y espacios normados y 77 D(T)c X —»Y un operador

ineal Los siguientes enunciados son equivalentes
a) T es uniformemente continuo
b) T es continuo

¢) T es continuo en O

d) Existe un numero real positivo k tal que | T'(x) |<k x| paratodoxe D(T)

Demostracion

a=>b ) Por hipétesis y definicitén de continuidad

b=c¢) SiTescontinuoen X entoncesloesen 0eX

c=>d) Sea ¢=1 Como T es continuo en 0 existe un & > 0 tal que

|x|s6 = [TH)-TO)|=|TK)|s e=1 ()

5



Sea xe D(T) x=0 Tomemos

)

W= —X

[

Note que |w|= & Luego por( )}setieneque |T(w)|<1 O seaque

)|«
de donde

pTels:
y

[7()[<& [x]
Ademas

|70} |<s |o|=0
Asi se iene que |T{x) |<k|[x| paratodo xe D(T) donde k=&
d = a ) Supongamos que existe un ke R & >0 tal que
|T(x) |sk|x] paratodo xeD(T)

Sean x ye D(T) entonces



|7 -TO) = [TCe=») |<klx-y|

Esto implica que T es Lipschitziano Por consiguiente T es uniformemente

conbnuo

Definicién 111 Sean X Y espacios normados y 7 D(T)< X — ¥ un operador

lineal T es un operador lineal acotado si existe un numero real positivo k tal que
| T(x) {<k|x| paratodoxe D(T)
La norma de un operador lineal acotado T se denota por ” T | y se define por
|7 =uf {keR |T(x)|<k[x] vxeD(T)}
Denotamos

B(X Y)={ T X —Y T ésun operador lineal acotado }

S| X =Y escnbimos B(X Y)=B(X)

Teoroma 112 Sean X Y espactos nhormados y 7 D(T)c x — Y un operador

lineal acotado Entonces

IT | = Sup {ﬁm xeD(T) x :tO}



| T()]<|T| |x] paratodo xeD(r)

Demostracion

S:i T es un operador hneal acotado entonces existe un numero real positivo k tal

que

“ T(x) [<k|x| paratodo xe D(T)

lo cual equivale a que

[T()|
[x]

<k paratodo xeD(r) x=0

Consideremos el conjunto
A={keR [T(x)|<k[x] vxeD(T)}
entonces
[T |=mf(4)
Sea ke 4 entonces |T(x) [<k|x| paratodoxe D(r) Porlo tanto

(7G|
[ x|

<k paratodo xe D(T) x=0

Luego k es una cota superior del conjunto

B= {% xe D(T) xaeo}



Asi Sup(B)<k paratodo ke 4 Dedonde

Sup (B)s| T (1)
Sea M una cota supenor de B entonces

[TG) )

] sM paratodo xe D(T) x=0
X

Por lo tanto
[T(x) [sM|x] paratodo xe D(r)
De donde M e 4 Por consiguiente
iT {<M paratoda cota supenor M de B

Asl de (1) y (2) se tiene que

I T {|=Sup (B)
O seaque
|7 )= nf{k/|7()|sk|x| vxeDT))
= Sy m xXe x
s {7 xepirhx=)
Ademas

()



|7G)]
| x|

<|T| paratodo xe D(T) x+0

de donde

I7(x) [<) 7] x| paratodo xeD(r)

Corolano 111 Sean X Y espacios normados y T D(T)c X — Y un operador

lineal acotado Entonces
a)Si x —»xcon x xeD(T) entonces T(x ) T(x)
b) Ker (T)={xe D(T}T(x)=0} es cerrado en D(T)
Demostracion
a) Supongamosque x —»x con x xe D7) Entonces

|70 )-T() =76 =) <] T []x =5 0
Porlo cual 7(x )— T{x)

b) Sea xeKer (T)c D(I) entonces exste una sucesién {x 17 en Ker () tal
que x —»x Luego por la parte (a) de este corolano se tiene que
T(x )-»T(x) Como x eKer(T) se tene que T(x )=0 para todo n De

donde 7(x)=0 Asi xe Ker (T) y Ker (T) es cerrado en D(T)

10



Teorema 113 Sean X Y espacios normados y 7 I{T)c X — ¥ un operador

lineal Entonces
a) |r= Sup{"T(x)H x € D(T) ||x|]=l}
b) 1= s {|T(x)| xeD(T) |x}<1}
©) |7)= sw{|T(x)] xeD(T) | x]s1}
Demostracién

a) Del Teorema 1 1 2 se tiene que

[T _

” T “ = Sup 2 v T H || Suan(T)“ T(x) "

")

1
|| s

Asl pues

1715 | 7 1= s{1769] x<0(7) 1=}

(b) y {c) se prueban de forma simiar

Teorema 114 Sean X Y espacios normados y T D(T')< X — ¥ un operador

neal los stguientes enunciados son equivalentes

a) T es un operador lineal acotado

b) SiI 4 D(T) es acotado entonces 7(4) es acotadoen Y

Demostracion

11



a = b)SI T es un operador hneal acotado por el Teorema 1 1 2 se tiene que
§7(x) [sIT] x| paratodo xeD(T)

Sea A c D(T) acotado entonces existe un M eR, M >0 tal que

|x|<M paratodo xe 4
Sea y e T(4) entonces existe un x e 4 talque y=T7(x) Luego

[y [=[TC) <[ T |=]
<M|T|

Por consiguiente T(4) es acotado en Y

b=>a ) Sea

A={xeD(T) ||x||$l}

entonces 4 es un subconjunto acotado de D(T) Luego por hipbtesis existe un

M >0 tal que

|T(x)j<sM paratodo xe 4

Sea xe D(T) x=0 Entonces * e 4 Porlo tanto

=]

i)

12
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de donde
IT(x) |<M|x| paratodo xe D(T)

Por consiguiente T es un operador lineal acotado

Teorema 115 Sean X Y espacios normados El conjunto

B(x Y)={T x —Y/T es un operador hneal acotado }
es un espacio vectorial sobre K con las operaciones usuales de funciones
Demostracién
Sean s 7 e B(x y) Entonces paratodo x€ X y para todo 4 € K se tiene que
| (s +T)(x)|<| SCx) |+ 7(x) |
<|sfl=+711 =]

<@si+1T P

[ (A 8)x) =) 2 (]S}
s[A]}s]]x|

Porlotanto S+7T y AS estan en B(X Y) De donde B(X Y) es un espacio

vectonal sobre K
13



Teorema 116 Sean X Y espacios normados La funcion

I B¢&x N>R

P Th=n{ k<R [ 7] <] veem)-sip. LT

es una norma sobre B{x )
Demostracion

a) Por definicidn se tene que [T |20

{7
b=l

176) | _

=0 VxeD(T)x#0
E3

< |[T(x)}]=0 VxeD(T) x=#0

b) iT|]=0 <« Sup{ xe D(T) x#0}=0

A=

> T(x)=0 VxeD(T)
o T=0

|A7(x)|

| *]

= |1||!T(x)"xe Xx#*
‘S“*"{ x| 2P0 °}

C) |AT| = Sup{ xe D(T) x#O}

= |/1|Sup{% xe D(T) x#O}

= |4]|T}

14



d) Sean 5§ Te B(X Y)

Luego
L (T +8)x | =] T(x)+ S} |

<|7() ] +] $(x) |

s|T||=]+]s|]=]

=(IT|+|s] )=|
As|

|S+THx) [<(}T]+]S)|x] Pparatodo xe D(r)

Por consiguiente

|@+8)|<|T|+]5]

Definicién 112 Sea X un espacio normado sobre K A los elementos de

B(x k) ese les llama funcionales lineales acotados Al espacio B(x X) sele

lama el espactio dual de X y se denota por X

Teorema 1 17 Sean X Y espacios normados Si1 Y es un espacio de Banach

entonces B(x ) es un espacio de Banach
Demostracion

Sea {T }° una sucesién de Cauchy en B(x Y) Como toeda sucesién de

Cauchy es acotada existe un M > 0 tal que

15



|7 |sM paratodo neN
Sea xe X entonces
| T ()T (x)) =} (T - T Xx)|
<|T =T [|xf—=0

Por lo tanto {T(x)}" es una sucesion de Cauchy en Y Como Y es completo

existe im _ T (x)eY paratodo xe X
Definamos el operador
T DT)c X ->Y
T(x)=bm T (x)
Probemos que T es lineal En efecto sean x ye X ya Fe K entonces
T{ox+ By)=tm _ T (ax+ )
=lm [ oT (}+6T () ]
=alim T (x)+plm __T(y)
=aT(x)+BT(y)
Probemos ahora que T es un operador lineal acotado En efecto sea

xe X entonces

16



| 7C)|=| tom T ()|
~tm ] TE)]
<him | T | x]
<ltm _ M|x|
=M|x|
Por lo cual T es un operador lineal acotado y T e B{(X ¥)

Probemos ahoraque ' - T En efecto sea £>0 Luego existe un N >0 tal

que

n meN=|T -T |<z
Seanxe Xy n mzN entonces
|7 &)-T G)s|7 -7 || x|
<gx|
Luego para n> N se tiene que
|7 @)-TG)|=|T &)-im T (x)]
=lim _|T (x)-T (x)]
<iim _, &|x|

17



tom, &) x| =¢| x|

de donde
Tr -T
wgs paratodo xe X x=0
X
y
T -T
7 -T|=sp E-TR,
e ¥
Asl pues
lim ., T =T

Por lo tanto  B(X Y) es un espacio de Banach

Corolario 112 Sea X un espacio normado Entonces el dual X es un espacio

de Banach

1 2 Operador adjunto en espaclos de Hilbert

Un resultado fundamental del cual se obtene uno de los operadores mas

importantes en el Andlisis Funcional es el Teorema de Representacion de

18



Riesz para funcionales lineales acotados sobre un espacio de Hilbert H el cual

presentamos a continuacion

Teorema 121 Sean H un espacio de Hibert y f H — Kun funcional lineal

acotado Entonces existe un umco ze H tal que
f(x)=(x z) paratodo xeH
Ademas
lz]=]r1
Demostracién

S f=0 tomamos z=0 y se venfica lo indicado Por lo que consideremos
fF#0 Como f es un operador lhneal acotado entonces Ker(f) es un

subespacio cerrado de H (Corolano 11 1) Ademas como H es un espacio de

Hilbert se tiene que
H = Ker (f)® Ker (1)
Sea z e Ker(f) talque z »0 Para xe Hdefinamos
v=flx)z - flz )x
Luego

I0)=f@)f(z)- 1z )fx)=0

19



de donde
ve Ker (f)

Como z e Ker (f)" setieneque (v z )=0 porlotanto
0=(v z )
=(fl)z -flz)x z )

=f(x}z z )-flz)xz)

por consiguiente
f(x)== f(zo) (x z, )
[z [
] < « 16, >
EX

Denotemos

z=f@]%

| 2 "2

Luego

flx)=(x z) paratodo xeH

Probemos la unicidad de z En efecto supongamos que



fG)={x z )y fl)=(x z )
paratodo xe # Luego
(x z -z )=0 paratodo xe H
Tomando x=z —z e # seobtiene que
(z -z z -z )=0
de donde
z -z =0y z =2z,
Probemos ahoraque | f[=]z|
St f=0 entonces z=0yporlotanto | f|=]z|=0
Supongamos que f =0 Luego
flx)=(x z) paratodo xe H
Note que
|z[=(zz)
=/G)
=] /(2)|

<[/]]=]

21



Como z =0 se tiene que
[z1=]S] M

Por otro lado para todo x  H se tiene que

| e

| fG)|=(x 2}
<fz|]x|
¢ ! F
de donde
FANER 2)
De (1) y (2) se tene que
PASIER

Teorema 122 Sean H, H, espacios de Hibert y 7e B(H, H,) Entonces

existe unumico 7° € B(H, H,) tal que
{Tlhy)=(xT ()}
paratodo xe H, yeH, Ademas
ITi=|T |

Demostracion

22



Sea y< H, Definamos el operador

f, H >K
£, @)=z} y)
Luego s, es un operador linealy
L6 |=[(T6) »)|s]TE]]» (1T [y D]=]
paratodo z < #H, Estomplicaque f, € H,
Por el Teorema de representacion de Riesz existe un unico z, e H, tal que
f,(x)={(xz,) paratodo xe H,

Definamos el operador

T H,-H,
T )=z,
Note que
FT O)=(x 2,)=1,6)=Tk))
Asl

(xT (y)): (T(x) y ) paratodo xe H, yparatodo yeH,

23



Venfiquemos que T es operador hneal En efecto sean y, y,eH a ek

entonces
xT (@, +B,))=Tx) @, + )
=a(T(x) »)+B{TE » )
=a(x T O))+B{x T ()
=(x aT O))+ (x AT ()
=(x aT (»)+fT (,)) paratodoxeH,
Por consiguente

Te@yw+By)=aT )+BT (y,)
Asl T es lineal

Verfiguemos que T es un operador lineal acotado En efecto
IT 0] =T 02) T 1))
=(IT (o) »)
<|TT )5 |

<ITHT o) |1 |

24



Si uT (»,)|20 entonces

T ) ]=]T ]3|
Si “ T (3,) “=0 entonces
|7 &) I ] |

As|

IT 3,)[<|T]|»;| paratodo y,eH,
Porlotanto T es un operador ineal acotadoy |T |<|T |

Probemos ahora que |T |=|T'|
Sea xc H, entonces
1T [ =) Te0)
=(x T (T(x))
s|x)|7 @en|
s|=||T 17|

De forma similar al caso antenor se tene que |T(x)|s|T ||x | para todo

xe H,

25



Asl
17 §s|7 |
De todo lo antertor se tiene que [T [=|7 |

Finalmente probemos la unicidad de T

Supongamos que S, S, € B(H, H,) son tales que

(T) y)=(x 50 )= S,0))

Luego
{(x (5,—S,)y)=0 paratodo xe H,
De donde
5,07=5,(y) paratodo ye H,
Asi

Porlotanto 7 es unico

Definicién 121 Sean H, H, espacios de Hiberty 7< 8(H, #,) El operador

T del teorema antenor se le llama el operador adjunto de T

26



Teorema 123 Sean X y Y espacios con producto intemo y Q9 X —» Y un

operador ineal acotado Entonces

a) p=0siysolosl (QO(x) y)=0paratodo xeX y ye¥
b) St ¢ X >x donde X es complejo y (Qfx) x)=0 para todo xeX

entonces Q=0

Demostracion

a) Si 0=0 entonces O(x)=0 paratodo xeXx Luego

(Ofx) y)=(0 y)=0 paratodo xeX yeY¥
Reclprocamente si (Q(x) y )=0 paratodo xeX yeY entonces
|06)f = (0lx) Okx))=0
para todo xe.X Porlotanto O(x)=0 paratodo xeX Asl Q=0
b) Porhipétesis (((z) z)=0 paratodo z=Ax+y x yeX AeC Estoes
0 ={Q(x+y) &x+y)
= (A0(x)+ Q1) Ax+y)
de donde
0 =4 (06) ¥)+(00) ¥)+A(QE) ¥)+T(0V) *)

Los dos pnmeros términos de la iguatdad son cero por hipotests

27



Si A=1 entonces

0

(Ox) ¥)+{00) x)
St A= entonces

(Ox) ¥)-(Q0) x)=0
Por lo tanto

(O(x) y)=0 paratodo x ye X

Asi por la parte (a) se teneque Q=0

Teorema 1 24 Sean H, H,espacios de Hilberty 7 ¢ B(H, H,) entonces

a) Ker (T)=(Ran(T )"
b) Ker (T y=(Ran(T))*

¢) Ker(T )={0} siysolosl Ran(7) es densoen H,
Demostracién

a) Probemos pnmero que Ker(T) c(Ran (T ))*
Sean x< Ker (1) y z€ Ran(T' ) Luego exste un ye &, talque T (y)=z

Por lo tanto

(x z)=<x T (y)>

28



O sea que (x z)=0 para todo zeRan (T ) Esto implica que
xe(Ran(T ))* Aslse tiene que

Ker (T) c(Ran (T ))*
Probemos ahora que (Ran(T"))" c Ker(T)
Sea x e(Ran (T )] Luego

T (T(x))€ Ran(T )
Por lo tanto
(x T (T(x) )=o
De donde
T [[ =(T(x) T(x))=0

Por consiguiente 7(x)=0Y x e Ker (T)
Asl

(Ran(T"))* c Ker(T)
De todo lo antenor se tiene que Ker(T)=(Ran(T"))*

b) Por |a parte (a) tenemos que
Ker (T y=(Ran (T )" = (Ran (7))"

¢) Recordemos que
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(Ran (T))* = (Ran (T))'

Luego por la parte (b) se tiene que
Ker(T )={0} < (Ran (1)) ={0}

< (Ran(T))" ={0}

Como A, es un espacio de Hilbert

H, = Ran (T) +(Ran (T))
Por lo tanto

Ker(T )={0}@H2=WT)

< Ran(T)esdensoen H,

Corolario 121 Sean Hun espacio de Hilbert y T < B(H) tal que Ran(T) es

cerrado en H Los siguientes enunciados son equivalentes

a) T es invertible

b) Ker (T")={0}yexste un «>0tal que|T(x) |2a]x| paratodo xeH
Demostracién

a = b) Supongamos que T es invertible luego existe 7~' « B(.x) tal que
|x|=] 77Ty || T ) 1T |

por lo tanto

30



HOIE A NE
tomando o =| 7' se venficaque |7(x) |>a|x| paratodo xeH
Por otro lado sea xc Ker(T ) entonces T (x)=0 Note que
| x| =(x x)=< T (x) x >= (T"(x) T (x)>=0
De donde x=0 porlo cual Ker(T )={0}

b=>a) Como Ker(T )={0} porel Teorema 124 (¢} Ran(T) es denso en H

Pero como Ran(T) es cerrado en H se tene que Ran(T)=H Asi T es

suryectivo

Por otro lado supongamos que T'(x)=0 entonces
0=|T(x)|2a|x|20

lo que imphca que x=0 Aslpues T es inyectvo y por ende biyectivo

Finaimente sea yeH luego existe un xeH tal que T{(x)=y de donde

T'(y)=x Asl
TOY=l=1s 2176 =21y

Por consiguiente 7' es un operador lineal acotado es decir T es invertible
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Teorema 125 Sean H, H, espacwos de Hilbert y s TeB(H H))

a € K Entonces
a) (T () x)={y T(x)) paratodo xeH, yeH,
b) (S+7T) =5 +T
¢} (aT) =aT

d) (r)=r

e) I 7i=p7 |=ir¥
) TT=0T=0

g) 5T) =T S si H,=H,
Demostracién

a) Sean xeH, yeH, entonces

o) 2)=F T )
=[T(x) y)

=(y T(x))

b) Sean xe H, yeH, entonces
(x (S+T) O)=(S+THx) »)
=(S(x)+T(x) y)

=(S(x) y )+ T y)
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T (2 SHDON=EF SO ) T O)
As|
(x (S+TY ())=(x (S +T") )
paratodo xe H, ye H, Porconsiguiente por la unicidad del operador adjunto

(S+T) =S +T

¢) Sean xeH, yeH, entonces
(@D () 5= (» @N(x))

=(y aT(x))
= aly T(x)
=a({T () x)
=(@T () x)

Luego (a7) =aT"

d) Notemos que (T ) =T Luego

T & y»= T W)

=T y)
Porloque T" (x)=T(x) paratodo xe H Asipues T =T

@) Sea xc H, entonces
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|T(x) | * =({T(x) T(x))

=(x T T(x))
<|x]|T T |
<|x|]7 7]l

s|T 7)<t

Luego

I7C|< [T 7]{ |

para todo xe H, Por consiguiente

|]T||s~fﬂT 7|

IT{ <] 7|
Asl
I7[s|T7]
Por otro lado por el Teorema 12 2
|7 <[ [ITI=ITIT|=]T |
Por consiguiente
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ITf=|7 7]
) TT=0 &|T T|=0
e |Tf =0

<|Tj=0
& T=0

g) Sean x ye H, entonces
{x 6T) y)={(Dx) ¥y )=(TD SO )={(xT SO

Luego (ST) =T §

Corolario 122 Sean H un espacio de Hilbert y 7< B(H) entonces

a) Ker(T)=Ker(T T)

b) Ran(T")=Ran(T'T)
Demostracion

a) Sea xc Ker (T) entonces T(x)=0 Luego
T'T(x)=T (T(x))=T"(0)=0
Por lo tanto x € Ker (T°T) y
Ker(T)c Ker(T T)
Sea ahora x < Ker (T T) entonces T T(x)=0 Luego

0=(x T T(x) )
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0= (T(x) T (x))
=lr@f

Por lo tanto T(x)=0 y x< Ker(T) Asi
Ker(T T)< Ker(T)
De todo lo antenor se tiene que Ker(T)= Ker(TT)

b) Por el Teorema 1 2 4 y la parte (a) se tene que
Ran(T )=(( 2en(r ')
= (Ker (1))

=(Ker'(T'T))l

- ((Ran(rT) )L )l
- Ranlr 7))

=Ran(T T)

Teorema 1 26 Sea H un espacio de Hilbert Si I es el operador identidad en H

entonces /=17
Demostracion
S| x ye A entonces
(10 ¥)=(x »)=(x 1))
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Por la umictdad del operador adjunto [ =/

Teorema 127 Sean H un espacio de Hiberty 7« 8(##) S T es invertible

entonces T esnvertbley (r J"' =(7)
Demostracién
Por hipétesis T es invertible por lo que
TT =T'T=1

De donde

AT =@'T) =1 =1
Luego por el Teorema 125 (g) se tiene que

ThHT =TT =1

Asi (T )'esbiyectivoy

(r)' =@ ") <)

De donde T es inverhble
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1 3 Operadores autoadjuntos

En esta seccidn estudiaremos las propliedades fundamentales de uno de los
operadores mas importantes en la teorfa de operadores acotados en un espacio

de Hilbert

Definicién 1 31 Sean H un espacio de Hibberty 7< B(#) T es autoadjunto si

T=T
Observaciones

e T es autoadjunto sy solo si (T(x), y)={x T(y)) paratodo x ye H

+ En lo que sigue denotaremos

AB(H)={T e B(H) T es autoadunto }

Teorema 131 Sean H un espacio de Hilbert S T 4B(H) ya S<R entonces

a) aS+pTec AB(H)

b) AB(H)es cerrado en B(H)

Demostracion
a) Del Teorema 1 2 5 se tiene que

(@S+PT) =aS +pT" =aS+BT
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Luego

a8 + BT € AB(H)

b) Sea Te AB(H) Luego existe una sucesién {T }° en A4B(H) tal que
T —T en B(#) Note que

|7 -7 |=[@ -1 |=|7 -T |0
Por lo tanto
T —T en B(H)
Luego como T =7 se tiene que
T 5Ty T —T en B(H)
Por la unicidad del limite T =T Asi T e 4B(H) Y 4B(H) es cerrado en B(H)
Teorema 1 32 Sean H un espacio de Hilbert complejoy 7 e B(H#) Entonces

a) TT" T Te AB(H)

b) Existen S, S, € AB(H)tal que T =S, +1 8,
Demostracién

a) Note que

(rr) =171 =1T"
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rr)y=TT"=TT

Luego IT y T T e AB(H)

b) Sean
1 1
S|='2‘(T+T) y Sz‘—'E(T_T)
Luego
S —l(T +T")—l(T+T)—S
1 _2 _2 B
hY ——L(T -T")-L(T-—T )=8§
oy 2 T
Asl

S, S, € AB(H) ademds T=S, +:5,

Corolario 1 31 Sean H un espacio de Hilberty 7 e 48 (#) invertible Entonces

T ! es autoadjunto

Demostracion

Por el Teorema 128 se tiene que (7 )" =(T ') y por hipétesis T=T por fo

que 7' =(T') Porlotanto T ' es autoadjunto

Teorema 13 3 Sean H un espacio de Hiberty 7 e B(H)



a) Si T« 4B(4) entonces (T(x) x)eR paratodo xe H

b) SiHescomplejoy (T(x) x)eR paratodo xe H entonces T e 4B(H)

Demostracién

a) Como T e AB(H)

Luego ( T(x) x }eR paratodo xe H

b) Sea xe H entonces

(T x)={T(x) x)=(x T(x))=<T (%) x)

De donde

((T-T)(x) x)=0 paratodo xe H
Como H es complejo por el Teorema 12 3 (b) se tene que

T-T =0
De donde

Asl T e 4B(H)

Corolario 132 Sean H un espacio de Hibert y s 7e 48(4#) Entonces

STe AR(H)s1ysolosi ST=TS
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Demostracion

= ) SI ST e 4B(H) Entonces

(ST) =sT
Pero
(ST) =15 =73
Por lo tanto
ST =TS

= ) Supongamos ahora que ST =75 entonces

(ST) =T S =TS=ST

Por lo tanto ST e AB(H)

1 4 Operador unitario

Definicién 141 Sean H un espacio de Hibert y 7e B(#) Tes unitano si T es
invertbley 77 =7

Observaciones

e Tesuntanosiysolosi I7° =T T =1

* En lo que sigue denotaremos
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UB(H)={T e B(H) T es unutario }

Definicién 142 Sean XY espacios nomados y TeL(x¥Y) T es una

isometr(a s

[7(x)[=] x| paratodo xeXx

St T es una 1sometrfa suryechva entonces se dice que XY son espacios
iIsométricamente isomorfos

Observaciones

« Si1Tes unaisometrfa entonces T es inyectiva
e SiTes unaisomeiria entonces T es un operador lineal acotadoy |7 |=1

Teorema 141 Sean H un espacio de Hilbert complejo y T e B(H) T eUB(H)

si y solo sf T es un Isomorfismo 1Isomeétrico

Demostracion

=> )Supongamos que T < UB(H) Luego T es invertbley 7' =T AsiTesun

rsomorfismo

Por otro lado
1T [ = (TG T@) )=(T T¢) x)=(T 'T(x) x)=(x x)=]x[
Asi
|7(x) |=| x|  paratodo xe H

Por consigurente T es un 1somorfismo iIsomeétnco
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< ) Supongamos ahora que T es un isomorfismo 1sométrico entonces T es

invertible Ademas paracada xe H/
(T T() x)=(T(®) T))=|T@ [ =]x[ =(x x)=(Ix) x)

De donde

((T T-1)(x) x>=0 para todo xc H

Como H es complejo por el Teorema 12 3 (b) se tiene que

rr-r=0

TT=17

Porlo tanto 7~' =7 Lo que implica que T e UB(H)

Teorema 142 Sea H un espacio de Hilbert Entonces

a) SsH={0}y Te UB(H) entonces |T |=1
b) S Te UB(H) entonces T e UB(H)
¢) & STeUB(H) entonces ST < UB(H)

d) UB(H) es cerrado en B(H)

Demostracién

a) Como T es una isomefria |7 |=1

b) Como T e UB(H) Tesinvertble y T =T Porlo tanto



) =@) =r=(")
Luego
T 'eUB(H)
¢) Note que S y T son invertibles y
(ST) =T §
=T's
=(sr)”
Luego

ST eUB(H)

d) Sea 7<UB(H) entonces existe una sucesién {7 |-, € UB(H) tal que

T -»T en B(H)

Luego
T »T
Por lo tanto
TT »IT Yy T T >TT
Pero
TT =TT '=1 YTT=1I
De donde

IT =T'T=1
Esto implica que T es invertibley T =T Asl pues T eUB(H) y UB(H)

es cerrado en B(H)
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1 5 Operador normal

Definiciéon 151 Sean H un espacio de Hilbert y TeB(/) T es normal si

TT=1T

Teorema 151 Sean H un espacio de Hibert 7e<B(#) nomal y a>0

Entonces

a) |7(x)|=|T (=) | paratodo xe H

b) SI|T(x)|2«|(x)| paratodo xeH entonces Ker(T )={0}

Demostracion

a) Por hipétesis T"T =TT luego
TG -|T ) ['=(T) Tx)-(T ) T »)
=<T T(x) x)—(TF (x) x>

=(TT (% x)—(rr‘(x) (x)>
=0
Asi
[T =]7 G)f

Por consiguiente
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|Tx)|=|T (x)| paratodo xeH

b) Sea xe Ker (T} entonces T (x)=0 Luego por hipétesss y por la parte

(a) se tiene que

| 1
[x]s 17 “—;“T &)|=0
Por consiguiente
|x|=0y x=0
Asl pues 4
Ker (1 )={0}

Corolario 151 Sean H un espacio de Hilbert y 7< 8(H) normal tal que

Ran (T)es cerrado en H Entonces los siguientes enunciados son equivalentes

a) T es invertible

b) Exste a>0 talque | T(x)[|za| x| paratodo xeH

Demostracién

a=b) S1 T es invertible entonces
ﬂxu=|| T"T(x)"S”T ' ﬂ | T |
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de donde

] i)

17

1

Tomando ¢ = —
i7"

se verifica que

[7() |z 2] x |
para todo xe H

b=>a)Supongamos ahora que existe o>0 tal que |T(x)|2a] x| para todo

xeH Entonces por el Teorema 151 (b) Ker (T )={0} Luego por el Corotano

121 Tesinvertible



CAPITULO

OPERADORES POSITIVOS Y PROYECCIONES



Operadores positivos y proyecciones

2 1 Operador positivo

En esta seccitn definremos una relacion de orden en el espacio de los

operadores lineales acotados autoadjuntos 4B (H) sobre un espacio de Hilbert
complejo H Recordemos que si TeAB(H) entonces (T(x),x) €s un numero

real para todo xe H

Definicion 211 Sean H un espacio de Hilbert complejo y T B(H) T es

positivo st 7€ AB(H) y (T(x)x)20 paratodo xe H

Observacion
e Note que s Te AB(H) entonces T> es positvo En efecto
T’ec AB(H) y
(T*(x) x)=(T® T®))=|T@[ 20
paratodo xe H
s En lo que sigue denotaremos

B(H) ={T e B(H) T es positivo }
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Teorema 211 Sean H un espacio de Hilbert complejo y S T e B(H)

Entonces

a) O [ son positvos

b) T T es positivo (también T7")
c) Si1SyT sonpositivos entonces S + T es posiivo

d) SiTespositvoy acR, a >0 entonces a T es positivo
e) Si T es inverttble y positivo entonces T™' es positivo

f) Si1Tespositivo entonces (7+7) ' existe

Demostracién

a) Como O Ie AB(H)y
(O(x) x)=(0 x)=020
{ I(x) x)={xx>=!xﬂ220
paratodo xe H se tiene que O Json posttvos

b) Sabemos que

rr)=rT
poriotanto T'TeAB(H) Ademas

(T T x )=(T®) T®) )=|T@ [ 20
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para todo xe H Asipues T T es positvo De forma simiar se prueba que 77T

es positivo

c) Como S Te AB(H) por el Teorema 131 S+7T € AB(H) Ademas como S

y T son positivos

((S+TXx) x)=(S(x) x)+(T(x) x)20
paratodo xe H Aslpues S + T es positivo

d) Como TeAB(H) entonces por el Teorema 131 oT « AB(H) Ademds

como T es positivoy a >0 se tiene que

(a@T(x) x )=a{T(x) x}20
por lotanto aT es posttivo

e) Sean ye H y x=T"'(y) Como { x T(x) ) es real se tiene que

(T'() y)={x T(x))=(T(x) x)20
Por lo tanto T es positivo
f) Sea xe H talque (7+7)x)=0 entonces —x=7(x)
Luego como T es positivo

OS(T(x) x) =—{x x)=—| x [I2 <0

porlotanto x=0y (/+7) ' exste

Notacién Sean H un espacio de Hilbert complejoy § T € AB(H ) Entonces
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o SiITes posiivo escnbimos 720 o 0sT

e S1S Tespositivo escnbimos S27 60 T<S

Observacién Sean S T Le AB(H) y aeR Bajo la notacion antenor se tene

que

o T<Ssysolosl (T(x) x)<(S(x) x) paratodo xeH
s SiT>20 entonces S<S+T

e SI S<T entonces S+L<T+L

e Si1S<Tya>0 entonces aS<aT

e T<T

¢ SISSTyT<S entonces S=T
e SISSTyT<L entonces S<L

e SIT20 entonces STS20

Teoroma 212 Sean H un espacio de Hilbert complejoy S T € B(H) SiSyT

son positivos y ST=TS entonces ST es positivo
Demostracién
St S =0 el resultado es obvio Asf que supongamos gque S#0

Consideremos la siguiente sucesion
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Probemos por induccién matematica que

0§ s paratodo neN

Para el caso n=1 como 0<S porel Teorema2 1 1

l —
Os"—S—uS—S,
Por otro lado
{8,(x) x)=ﬁ(S(x) x)
1
=||—S““1 (8(x) x)|
1
‘—‘m“s(")"“"ﬂ
l 2
Smﬂsﬂﬂx"
De donde

(8,(x) x)s”x"z:(x xy=(1(x) x)

paratodo xc H Porlotanto S, </ Asl
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0<S§, <1
Supongamos que el enunciado es cierto para n =K o sea que

058, <1 6 0<I-5,<1I

Como S es autoadjunto todos los S, son autoadjuntos Luego para cada

xe H y=8,(x) setiene que
(82U -8)x) () )=(ST~S)x) §(x))
={(I=8)S:(x) S,(x))
=((-S)y y)20
De donde
S,2I-5,)20
De 1gual forma se prueba que
S,(1-8,)* 20
Sumando obtenemos

0<S,:(I-8,)+S,(I-8, )Y =8-5+5,-25"+S§,



de donde

0<S,,
Por ofro lado como
$%20y 1-5,20
sumando se obtiene
0<7-S,+8, =1-S,,
de donde
0s8,,s17

Asl por induccion se tene que

0<S§ </ paratodo neN

Probemos ahora que

(ST(x) x)20 paratodo xeH
En efecto de la defimicién de S, se tene que
S, = Si’+8,

=848 +5,
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5,=87+8>+ +S%+8,,
Por lo tanto
S, -8, =848+ +8,
Luego S, -S,,, 20 de alli tenemos que
S -(5,-8,.,)=S,,,20
Asl
0<S°+8,7+ +8* £8,-5,,5S,

Por lo tanto

SIS =T (8® 5.®)

=l k=]

=Z< 57 (x) x >

k=l

= < ;S,z(x) x >
(8 x)

Por lo tanto 1a sene
2Isof
k1l
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{(STXx) x)20

para todo x € H Por lo tanto ST es positivo

Teorema 213 Sean H un espacio de Hilbert complejoy { 7 }"_ una sucesion

en AB(H)tal que
T,sT,s <T < =K

donde K e AB(H) Supongamos que los 7 conmutan con fos 7, y con K

para todo m neN Entonces {T }”, es fuertemente convergente (es decir

{T }; converge a un T{(x)e Hpara todo xe H) y este limte define un

operador T talque Te AB(H)y T <K
Demostracion

Para cada ne N definamos el operador

§ =K-T
Luego { S |7, es una sucesién de operadores positivos

Probemos que la sucesidén{( S *(x) x converge para todo xe H En
-1

efecto
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5 -5, =(5,-5)S,
=(K-T,-(K-T)) S,
=(T-T, )(K-T.)
Luego s1 m<n entonces
T-T.20 y K-T 20
pero como estos operadores conmutan entre si por el teorema antenor
(T-T, }(K-T,)z0
Por lo tanto

m<n=>87'-55_ 20

m<n=>8'25S§,
Similarmente como
$§ -S*=85(5,-S)
=(K-T)T -T,)

se tiene que



m<n=S5,-5°20 y m<n=88§, 28"
Asl pues

m<n=>8'<858, <8’

Por consiguiente como los § son autoadjuntos tenemos que para m<n

($2(0) x)2(S 8.0 x)2(8’°(x) %)
=(5 S()=|s @[ =0

paratodo xe H Asl pues

m<n=><Sm2(x) x};(S’(x) x)zo paratodo xe H

Lo cual implica que la sucesion {( Six) x )}:-.: es convergente en R para todo

xeH

Probemos que la sucesion {7 (x)}~, es convergente en H paratodo xe H
m<n=>§'<S S,
= (s x) x )s( S S,(x) x)
= -2(S§ S, (x x)s—2<S ?(x) x>
Por lo tanto

m<n=|8,x)-8 @ [ =(5,x)-5 ) S,®)-5 ))
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18, (-8S @ =((Sa-8 V) x)
=<s;(x) x)-z(s,,,s (x) x)+<s’(x) x)
S<S,,,2(x) x>—2<s’(x) x)+(s’(x) x>

m<n=|8,0-S O (570 x)-(5'® »)—z0

m B

Luego {S (x) }":_, es una sucesién de Cauchy en H Como H es completo

{S (x) |2, es convergente en H

Ahora bien como T,=K-S se tene que la sucesibn {7 (x)}7, es
convergente en H para todo xeH Por consiguente la sucesién de

operadores {T |~ es fuertemente convergente

Definamos el operador

r H->H

Tx)=hm , T (x)
Como los operadores 7 son lineales T es lineal

Por ofro lado sabemos que {T (x)}, es convergente en H para cada

xeH Luego {7 (x) }7, es una sucesién acotada para cada xe A Como H es

completo por el Teorema de la Acotacion Uniforme existe un ¢ > 0 tal que
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|7 |<c paracada neN
Por consiguiente
| T(x) | =] fom LT (x) |=lom,_ | T () |
<hm,_ | T x|
<lm, .o c|x|=c|x|
Por lo tanto T es un operador lineal acotado
Como cada T es autoadjunto se tiene que T es autoadjunto

Probemos ahora que T < K En efecto por hipdtesis tenemos que

(T (x) x)<{K(x) x) paratodo xeH

Luego
(T(x) x)= (tm, T (x) x)=lm,_(T,(x) x)S{K@x) x)
Por lo cual
(T(x) x)s(K(x) x) paratodoxe H
Aslipues T<K
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22 Operador raiz cuadrada

Definicién 221 Sea T H — Hun operador lineal positivo en un espacio de

Hilbert complejo H Entonces un operador autoadjunte 4 H — H es llamado

raiz cuadradade T si A* =T
S1 ademas 420 entonces A es llamado la ralz cuadrada positiva de T y es

|
denotado por A=T?

Teorema 2 21 Sean H un espacio de Hilbert complejoy T H — H un operador

lineal positvo Entonces T posee una unica raiz cuadrada positiva A Ademas

s| Le B(H) estalque LT=TL entonces L4d=AL

Demostracién

. Supongamos pnmeramente que el operador linea! acotado positvo T es tal

que T <] Definamos la sucesiéon

4=0 A=A +3T-4) n=012
Luego

| i
A==T A, =T~--T* et
2 4 8



Note que cada 4 es un polinomio en T Por lo tanto todos los 4 son
operadores lineales acotados autoadjuntos Ademas todos los 4 conmutan con

todo operador que conmuta con T

o  Probemos que
A <I paran=012

Enefecto 4,=0<] Sea n>0 Como /-4, _, es autoadjunto
(U-A4.) () x)=1 - 4,.)x) (1 -4, )x)= |7 -4 Xx)| 20

Por lo tanto (/—4, ) 20 Por otro lado como por hipétesis T<I se tiene

que /-T20 Luego
051(1—A )’+l(1-r)
2 =2

1 1 | 1
=—T-A_ - A +=I——T
2 A"—l 2 | 2 2

=!_1{tl-l_-;_(T-A2n—l)
=1-[ 4., +%(T—A’__,) ]
=1-4

Asl pues

A £I, para n=0,12,
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Probemos por induccion matematica que

A <A, para n=012
En efecto

l
AO =OSET=A1

Supongamos que

A =4

-1

Entonces por la definicién de los 4  se tiene que
A4 ,-4=[4 +%(T—A2) ]—[A,,_,+]5(T—A,,_,z)]
(4 -4 )47 -40)
=(4 -4, )—%(A -A_ X4 +4,)
= A2 + 4]
N

1 |
=(4 —A,h.)[i(f—A )+5(1—AH) ]

Luego como
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A-4,,20 ;—(I-A )20y IE(I-A,,_,)EO

por el Teorema 212 se tene que 4,, ~4 20 dedonde 4, <A4,, Aslpues

A <A, para n=012

e De todo lo probado anteriormente se hene que

A, SA< <4< <I

donde {4 |°

=l

es una sucesion en 4AB(H) y A conmuta con 4, para todo

meN Luego por el Teorema 2 1 3 existe un 4 4B (H) tal que

A (x)-> A(x) paratodo xe H

Ademas como
An)= 4 )+ G- 4 ()
se tiene que
S16)- 42 0)= 4, ()~ 4 ()—00
pero
T()- 4 * () T)- 4°()
Por lo tanto
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A*(x)=T(x) paratodo xe H
estoes A4’ =T
Por otro lado
( A(x) x)=(lim, A (x) x)
=lm, (4 (x) x)
20

paratodo xe H yaque 4 >0 Porconsiguente 42>0

Hemos probado asi que existe un operador A€ AB (H) posttivo tal que 4> =T

1
Por consiguiente 4=T2

e Sea SeB(H) talque ST=TS entonces por la construccion de los 4 se

tene que

S4, =48 n=012

Luego
(S4)x)=S5(4(x))

=S(m,_,_ 4 (x))

=lim, .S(4 (x))



($4)(x) =lim, 4 (S(x))
= A(S(x))
- (4s)o)
paratodo xe H Porlotanto S4=A4S
o Supongamos ahora que T e 4B (H)es positivo (no necesariamente T </)

1
S1 T=0 entonces podemos tomar 4=72 =0 Asl que supondremos que

T=0 Porla desigualdad de Schwarz se tiene que
(T() x)=|7() x) <| 7G| [ <] T ||«

Consideremos el operador

e~{jnf

entonces O es un operador lineal acotado positvo Ademas

(0(x) x)= ";,—”(T(x) x)<|xf =(x x)=(I(x) x) paratodo xe H

Por lo tanto Q<7 Asl por lo probado antenormente existe un Be 4B (H)

1
positivo tal que B> =0 Tomemos 4=|T|?B entonces A es un operador lineal

positivo y
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4={ir 8] =71 =yl 0-1r [y -7
» Probemos ahora la unicidad de la ralz cuadrada positiva En efecto sean
A B dos ralces cuadradas positivas de T entonces
A=B=T
Luego
BT =BB*=B*B=TB

Por lo tanto 4B = R4 (ya que A conmuta con todo operador lineal acotado que

conmuta con T)

Sea x € Hy definamos
y=(4-B)x)

entonces como Ay B son positivos se tiene que
(40y) y)20 y (80) y)20
Ahora bien como AB =BA y 4° =B* ge tiene que
(40) »)+(BO) y)=((4+B)(») »)
=((4+BXA-B)(x) y)
=((£-B)(x) )
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(A() y)+{B() y)=0
Por lo tanto
(A(») y)=(B() y)=0

Ahora bien como Ae AB (H) es positivo por o probado antenomente existe

una rafz cuadrada posttiva C de A estoes C* = 4 y C es autoadjunto Luego
0=(40) y)={C0) y)=(CO) €O )=|CO |
de donde C())=0 Por consiguiente

A@)=C*(»)=CCH)=C(0)=0

Similarmente se prueba que B(y)=0 Porlotanto
(4-B)(y)=0
Finalmente
| 4x) - B || ={ (A= BXx) (4-B)x))
=((4-BY(») x)
=((4~B)(4-B)x)) x)

=((4-B) () x)
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| 4)-Bx) [ =(0 x)=0

de donde

A(x)=B(x) paratodo xe H

Esto mplicaque 4=8B

Ejemplo 221 Consideremos el operador lineal

T I* > 1* defindo por

T(xl X, )=(0 00 x, x )
Es claro que T es un operador lineal acotado y |T|=1 Como

(T(xl *, )()’[ Yy )>=<(000x4 X5 )(}'1 Y2

“¥xy
n=4

((xl Xy )T(yl Vs ))=<(.x, X )(0 00y, y

por la unicidad del operador adjunto seteneque 77 =T
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Asi pues T es autoadjunto

Por otro lado

(T(xl X2 )(xl X, )>=((0 00x, x )(xl *3 »

es decir T es un operador positivo Ahora bien como
T(x, x, )=T000x, x; )
=(000x, x, )

=T(x| x; )

1

por la unicidad de la raiz cuadrada positiva se tene que T 2=T

Teorema 222 Sean H un espacio de Hilbert complejo y 7 H > H un

operador lineal acotado positvo Entonces

1 1
ri|=|T]

Demostracion

1
Por el Teorema 221 la ralz cuadrada positiva Tide T existe y es unica

Denotemos A=T2 entonces A2 =7 Ademas
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2

iT|=]4%| sjall4]=|4]
es decir
IT}s <]
por otro lado como A es autoadjunto
[ = (4(x) 4x))
=(A2(x) x)
= (T(x} x)
=| () x) |
<{Tx)] x|
siTil=f
=) <] ¥
Luego
|40)|S|T | ||, paratodox e H
y por lo tanto
|4lsiT
Asl pues

12| =|4]=|T
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EjJemplo 2 22 Consideremos un operador lineal acotado posiivo I' H -» Hen

un espacio de Hilbert complejo Entonces por el Teorema 221 existe el

1
operador raiz cuadrada positiva T?de T Sean x ye H entonces

<T;_T;_(x) y>{

rie) ri‘(y))

|(T(x) y)|=

|7 (x)

i)
(I
=(<ﬁr ®) x>]%[<ﬁ,~% o) y>]%

=(76) =):(706) »):

-

Asl
(76) »§=(76) =F(TG) ¥k paratodo x ye H

Tomemos ahora y =T(x) SiI T(x)=0 entonces obviamente

0=|T(x)'S|T||5 (T(x) x);

Supongamos que T'(x)=0 Entonces de la desigualdad probada antenormente
se tene que
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Recordemos que

{0

de donde
1
4 (g)=0
1

Poriocual se Ker(AEJ y asl

Ker(4)c Ker(A EJ
Asl pues

1
Ker(A)= Ker[A 5)

1
b) Es claro que Ran(4)c Ran[A EJ Consideremos £=n+ feH donde

neKer(d)y B=Im _,,A;'(y )eq;}m[ﬁy

Luego
A43(e)= £3(n+ B)
— A1)+ A47(p)
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A%(s) =0 +A15( lim,,_mﬁ(p )) n eKer(A)=Ker(A%J

= lim _MA%(A%(;J )J
=tm, Ay ) )& Ran{4)

s

c) Supongamos que Ran(A)es cerrado luego por la parte (b) se tiene que

Ran(A)= Rarr[A%J

1
Reciprocamente s Ran(A):Ran{Al] entonces para cada & e Ker(4)

de donde

1
existe un 7 e Ker(4)" tal que A2(g)= A(y) Luego

#6)-a7{ 4701
A;_(s)-— A%(A%(q)}= 0
A%(s— A;(ry))-—-o
entonces

I
g—Ax(n)=0
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1 1
£=A5(r))eRm{A5]
[ 1] !
Por lo tanto A? gRan[Az) De donde

l
Por lo cual Rar{Af] = Ran(4) es cerrado

2 3 Operadores proyecciones

El complemento ortogonal de un conjunto Y en un espacio de Hilbert H se

define como

Y'={yeH (x y)=0 Vxe¥}

¥'es un subespacio cerrado de H Mds aun sI Y es un subespacio cemmado de H

entonces
y=(¥‘) =r+

H=Y®Y"

Asi paracada xe€ H exsten elementos unicos yeY zet ! tales que
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x=y+z

y=dst(x,¥) z=dst(x ¥*)
0 sea que y es la mejor aproximacién a x por elementos de Y y z es la mejor
aproximacton a x por elementos de ¥+
Consideremos las functones
PR H>YcH y P, H-Y'cH
definido por
P(x)=y=dst(x ) y P),l(x)=z=dm(x Y"')
donde x=y+z con ye¥ zel"
Como H=Y®Y"' se tene que A, y P, son operadores lineales Ademas

como por el Teorema de Pitagoras st x=y+z con yeY zet + entonces
[ =|y+z[ =|yf +|2f
se tiene que
[BEI<ix] v |7 G)]six]

Asipues P, y P,"son operadores lineales acotados

12117 |-t s r={0}
Ademas se hiene que
e P yP son suryectivos

e P=I-P P =I-P, donde ] H— Hes eloperadoridentdad

4 ¥
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o Ker(B)=Y* Ker(P, )=Y

. (P,,(u)v)=<u P,(v)) (Pr () v>=<u P, (v))
esdecr P, =B,y P. =P,

Los resuitados antenores motivan la siguiente definicion

Definicién 23 1 Sean H un espacio de Hiberty P H — H un operador lineal
acotado P es un operador proyeccidn (o una proyeccién ortogonal) s1 P es

autoadjunto e Idempotente o sea que
P=P

PP=PP=P

Observaclén Los operadores lineales 7, y P, son operadores proyecciones

en el espacio de Hilbert H Ademas para todo operador proyeccién P en H se

tene que Ran(P) es un subespacio cerrado de H

Teorema 2 31 Sea H un espacio de Hilbert
a) Dado un operador proyeccion P H — Hentonces
H = Ker (P)® Ran (P)
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b) S H=M®M* donde M es un subespacio cemado de H entonces la

funcidn

P, H>H

P, (x) =m
Donde x=m+n meM neM' es un operador proyeccibn Ademas

Ker (P,)=M"Y Ran(P)=M
Demostracién

a) Por el Corolano 1 1 1 sabemos que Ker (P)es un subespacio cerrado de H

entonces
H = Ker (P)®(Ker (P))'
Luego por el Teorema 1 2 4 se tiene que

Ker (P)=(Ran (P ))* = (Ran (P))"

(Ker (P)* ={(Ran (P))*)' = Ran (P)
Por lo que

H = Ker (P)® Ran (P)

b) Sean x ye H acR Entoncesexisten m, my,e M n n,eM" tales que
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x=m+n y=m+n,

Luego
x+y=(m+m)+(m+n) m+meM, n+neM
y
ax=am+an ameM aneM'
Por lo cual
P, (x+y)=m +m, =P, (x)+ P, (»)
y

Plax)=am=ak,x)
Asl pues F,, es un operador ineal

Probemos que P, es un operador idempotente En efecto sea x=m+ne H con

meM neM' Entonces

P, ()= P, (P, (x))= B, (m)=m= P, (x)
Lo que implica que P,” =P, Aslpues P, esun operador idempotente

Probemos que P, es un operador autoadjunto Sean

x=m+n  y=m+mconm meM n neM



Luego
(PM(-‘) y)=(m y)
=(m, m,+n, )
=(my m, }+(m n,)
Por tupétesis sabemos que H = M & M* luego
(m m)=0=(nm m)
Luego
(P} ¥ )=(m my )+(m my )
=(m+n m )
=(x B,())
De donde P, es autoadjunto

Finalmente notemos que Ran(F,)=M y Ker(P,)=M" yaque H=M®M"*

Observacibn Sean H un espacio de Hibet y P H—>H un operador

proyeccion Denotemos Y = Ran(P) entonces por el Teorema 2 3 1

H=Y®Yy* Y'=Ker(P)
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ySl x=m,+m, CON m €Y m, eY"' entonces
P(x)=P(m1 +mz)=P(m1)+P(mz)=P(ml)= m,
En este caso decimos que P proyecta H sobre Y y escnbimos

P=P,

Teorema 232 Sean H un espacio de Hilberty P H — H un operador lineal
P es un operador proyeccién sl y solo si J— P es un operador proyeccién donde

1 H — H es el operador identidad sobre H
Demostracion

Note que

(1-PY ={i-P)YI-P)=1-2P+P*

de donde
(I-PY =I-P siysolos P’=P
Asl porel Teorema 125 se tiene que

I - P es un operador proyeccion si y solo si P es un operador proyeccion

Observacién S P H - Hes un operador proyeccidon entonces
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Ran(I—P)=Ker (P) y Ker (I—P)=Ran(P)
Por lo tanto 81 Y = Ran(P) y Z = Ker (P) entonces

P,=I-P

Teorema 233 Sean H un espacio de Hibert y P H—» H un operador

proyeccion Entonces

a) (Pl) x)=| P)F

b) P20

& |P|s1 [P]=1s P(H)#{0)
Demostracién

Note que

{ P(x) x)=<P1(x) x)
(P P(2)

=[P 20

De donde se concluye a) y b)

c¢) Por la desigualdad de Cauchy-Schwarsz tenemos que
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| PG [ = ( Plx) Plx))

=(P(3) x)
=(P(x) x)
<| Ple)] x|
De donde
%SI para todo x %0
Luego
Pl s, POy

| x|

Por otro lado como P(x)=x para todo xeRan(P) se tene que si

P(H)= Ran(P)#{0} entonces

| 2]=1

Teorema 234 Sean H un espacio de Hibet y , H>H P, H->H

operadores proyeccion Entonces



a) P=PP, es una proyeccion en H si y solo si AP, =PF En este caso P

proyecta H sobre Y =Y, nY, donde Y, =Ran(F) y Y, = Ran (P,}) es decirr
R P, =Prnr,

b) Dos subespacios cerrados Y y V de H son ortogonales si y solo si las

comespondientes proyecciones satisfacen

PR, =BP =0
Demostracion

a) Supongamos pnmeramente que PP, =F,F, Debe probarse que P=FP, es

autoadjunto e idempotente En efecto
P’ =(RP)XRP)=P'P’ =RP, =P
Por lo cual P es idempotente

Para todo x ye Hse tiene que
(P(x) y)=(RR® ¥)
=(B() RO))
=(x BRO))
=(x RRY))

=(x P(y))
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De donde P es autoadjunto Por todo lo antenor se tene que P es un operador

proyeccion
Supongamos ahora que P=PFP, H — H es un operador proyeccién Entonces
P=P
Luego como P, y P, son autoadjuntos
RP,=P=P =(RP)) =P, B, =PP,
De donde
P=RPR,=RFR

Por otro lado s1 P=PAP, =P F, es un operador proyeccion entonces para todo

x € H se tiene que

P (x)=P(P(x))e Ran (B)=Y,

y
P (x)=FR(R(x))< Ran (B)=1,
Por lo tanto
P (x)eRan(R)nRan(B)=X Y, =Y
Asf



Ran (P)cY,nY =Y
Reclprocamente s1 yeY entonces
yel, , yel,

de donde

RO)=y Bb)=y

P (»)=(RR)(»)=R(R(»)=R(»)=Y
Asl yeRan(P) y YcRan(P)
De todo lo anterior se tiene que
Y =Y,nY, = Ran (B)Ran (P,)=Ran (P)
Por consigutente
P=F=F_
b) Supongamos que Y L}V entonces

YnvV={0},Vcr,Ycr*

Ademas

Ran(P;)=Y Ker (B,)=Y* Ran(B,)=V Ker (B)=V"
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Luego

VcKer(P) y YcKer(P,)

Por lo cual paratodoxe H se tiene que

(BRYx)=REE)=0 y (BR))=F(FK)=0
de donde

(P P)x)= (P, P,)x)=0 paratodoxeH
Asipues PB,F, =F,P, =0
Supongamos ahora que PP, =P, F, =0 Sean yeY veV luego

(y v)=(P) BE))=(BPY) v)=(0 v)=0

Porlocual YLV

Teorema235 Sean , H>H y P, H—> H dos proyecciones en el espacio

de Hilbert H Entonces

a) La suma P=PF +P, es una proyecciéon en H sl y solo s1 ¥, =Ran(P) vy

Y, = Ran (P,)} son ortogonales

b) S P=P + P, es una proyeccién entonces P proyecta H sobre 1, ®Y,
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Demostracion
a) Supongamos que P = P, + P, es una proyeccién entonces P =P Luego
P=R+P=(R+R) =R +RP+PF+P

Por ser P, y P, proyecciones se tiene que

R+P,=PB+FR+RR+F,
Asl que

RP,+ PR =0
Multiplicando a la 1zquierda de la ecuacion antenor por P, se obtiene que
RRP,+P'F =0

Multiplicando esta ulima ecuacién por P, a la derecha se obtiene

P,AP} +PPP,=0

Luego
P,RP,+BRP, =0
Es decir
RRF =0
Pero como
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PRP,+PR =0
se tiene que
FA =0

De manera similar se prueba que PP, =0 Luego por el Teorema 23 4 (b) se

tiene que Y,=Ran (P) es ortogonal a ¥, = Ran (7,)
Supongamos ahora que ¥, L ¥, entonces por el Teorema 2 3 4 (b) se tiene que

RP,=PR =0
Luego

PP, +PP =0
Sumando £ + £, en ambos miembros obtenemos

R+RR+RRE+H=R+F,
B'+PP,+PR+PR =P +P
De donde
(R+BY=R+F,

Esto es

n-]
i
"o
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Luego P es idempotente

Por otro lado para todo x y e se tiene que
((R+P)x) y)=(R)+A() »)
=(Ax) y)+(Ak) ¥)
=(x R0))+(x RD))
=(x RO)+AD))
=(x (R+R)y))
De donde P =P, + P, es autoadjunto

De todo lo antenor se tiene que P = F, + P, es una proyeccion

b) Supongamos que P=F +P, es una proyeccién Luego por la parte (a) se

teneque Y, LY, Sea xe H entonces
y=Px)=(R +P)x)=A(x)+A(x)
Con P{x)et,y P(x)eY, Asi yel @Y, Dedonde Ran(P)cY, &Y,

Probemos que ¥, @Y, c Ran(P) En efecto sea veY, @F, entonces existen

» €Y y et, talque

v=y+y
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Luego como ¥, L7, se tiene que
P{v)=Ply +y,)
=R(»+»)+P0,+y,)
=B )+ R02)+ R0 )+ B (,)
=R(n)+A,)

=Nty

Lo que implica que v e Ran(P) Asl ¥, +¥, c Rm(P)
Por lo tanto

Ran(P).-:}:@Yz y Pm(p)=Pr‘0Y= = Lra (R)oran(p)

Observacién E| opuesto de un operador proyeccién no es un operador

proyeccion Pues si P(x) es un operador proyeccidon entonces para el operador

opuesto de P Qx)=-P(x) se tiene que Q*(x)=P*(x)=P{x)=O(x) Asi Q no

es idempotente s1 0+0
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Teorema 236 Sean F y P, proyecciones definidas en un espacio de Hilbert

H Entonces los siguientes enunciados son equivalentes
a) RA=RF=H

b) | A(x)|<| P,(x)] paratodo xe H

cy R<Ph

d) Ker (A)c Ker (R)

€) Ran(R) < Ran(F,)

Demostracién

a = b) Como P, es una proyecciéon por el Teorema 2 3 3 tenemos que| A, |<1

Luego por hipétesis se bene que

| At) =] RRG) (<] A || B || A(x}| paratodo xeH
b=3c) Como £ y P, son proyecciones sobre H para todo x ¢ H se hene que
(RE) x)=(R7G) x)
=(R() Ak))
=|A()[

<| B
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(R(x) x)<(B(x) B(x))
(R} x)
=(B() x)
De donde P, < P,
¢ =>d) Sea xe Ker (P,) entonces P,(x)=0 Luego por hipétesis
|PG[ =(R() ()
(P x)
=(Rx) x)
<(B(x) x)
=(0 x)  pues x€Ker (P,)
=0
De donde P(x)=0 AsixeKer(B)y
Ker (P,) < Ker (R,)

d = e) Sabemos que Ker (P )y Ker (P,) son los complementos ortogonales de
Ran(R) y Ran (F,) respectivamente Ademés por hipbtesis se tiene que
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(Ran(P,))" = Ker (P,) c Ker (R)=(Ran(R))"
Por lo tanto
Ran(R) c Ran(P,)
e=a) Sea xe H entonces P,(x)e Ran (P)c Ran(B,) Porlo tanto
P,(R(x)=R(x)

Asl PP =F esdecr PP esuna proyeccion Luego por el Teorema 2 3 4 (a)

se tiene que

Teorema 237 Sean F y P, proyecciones en un espacio de Hibert H y

Y,=Ran (R) Y,=Ran (P,) Entonces
a) P=P, - F esuna proyeccibnen H siy solo st ¥, C ¥,
b) &1 P=P,-F esunaproyeccidn entonces
Ran (P)=F*
y por lo tanto

5l
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Demostracién

a) Si P =P, - F es una proyeccion entonces

=P, -P.R-RP,+F
Luego

B~PB=F, -P,R~BP,+P,

RP,+FR =2A (1
Multiplicando (1) por P, aizquierda y a derecha respectivamente obtenemos
P,RP,+ PR =2PRF, y RP,+BPP, =2PP,
Luego
BRR,=RP y BPR=FP,
De donde

RA=RE (2)
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De (1) y (2) se hene que
2P,P,=2F,
Asl P,P es una proyeccion Por el Teorema 2 3 4 (a) se tiene que
BR=RP,=P 3)
Luego por el Teorema 2 36 tenemos que ¥, c ¥,

Reciprocamente supongamos que Y, c ¥, Entonces por el Teorema 23 6 se

tiene que
PR =PP,=F,
lo que iImplica que
PE +PP =2P
Por consiguiente
P=(R,-R)Y'=R-RR-RR+P=P-R=P

Ademas como £, y P, son proyecciones entonces son autoadjuntos por lo tanto

también lo es su diferencia P =P, — P, Aslpues P es una proyecciéon

b) Supongamos que P=P,-F es una proyeccién Entonces por la parte (a)
se tiene que ¥, c ¥, Luego porel Teorema23 6
RR=FRPR =P
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Sea yeY=Ran(P) entonces existe un x € H tal que
y=Plx)="P,(x)-Ax) (4)
Por lo tanto
P, =P (x)- PR (x)
=B (x)-Rx)
=y
Lo que implica que y €Y, Por lo tanto
¥ =Ran(P)c Y,

Por otra parte al aplicar P, a (4) se obtiene

R(y)=PRPx)-P'(x)

= R(x)-Ax)
=0
De donde
yeKer )=V,
Asi pues

Y=Ram (P)c ¥
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Por consiguiente
Ycrtny,
Sea yel'nY, Como
X' =Ran(R) = Ker(R)=Ran(I-F)
existe un y, € Htal que
y=U-P)(,)=y,-A()
Luego como P,(yz)eY, cY, seteneque y,=y+PB(y»,)el,
Ahora bien como PP, =F, seteneque
Py)=P(I-R)»,))
=(P,-PXI-R))
=(p-2R-R+)()
=(A,-P).)
=R (:)-R0)
=y, ~An)
=(1-£)(»)
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P(y)=y

Dedonde yeY Porlotanto

¥'nY,cY
Asi pues
Y =Ran (P)=Y" Y,
Y
P=P o,

Corolario 231 Sean R y K subespactos cerrados del espacio de Hilbert H y

sean P, y P, las correspondientes proyecciones sobre H de estos subespacios

a) P=P,— P, es una proyeccién sobre H siy solo s1 P, < P,
b) &t PP, =PP, entonces P,+P,~-PP, es una proyeccibn vy

Ran (P, + P, - P,P) = R®(R* NK)
Demostracién

a) Se deduce inmechatamente de los Teoremas 236y237
b) Note que

P +P.—PFP. =P +(I-P)P,
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PR(I“PR)PK =(PR—PR2)PK =(PR_PR)PK =0
Ademas como

(I_PR)PK =Py — Py Py =‘PK_PKPR=PK(I_PR)

Por el Teorema 234 se teneque P, y (I =P )P,: son proyecciones ortogonales

entre sl es decir
Ran(Py) L Ran{(1 - P )P
Ademas
Ran((1 - P )P, ) = Ran{l - P, Ran(Py )= (Ran(P,))* O Ran(P,)

Ahora bien por el Teorema 235 PR+(]—PR)PK=PR+PK—PRPK es una

proyeccion y
Ran(Py + P = PPy )= Ran(Pe + (I - Fe )P )
= Ran(P,)® Ran((7 - P.)P;)
= Ran(P,)® (Ran(F,))" ~ Ran(P, )

=Rr®(R* ~K)

Teorema 238 Sea { P }°, una sucesidn monétona creciente de proyecciones

definidas en un espacio de Hilbert H Entonces
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a){ P =, converge fuertemente a una proyeccion es decr P (x)- P(x) para

cadax e H y el operador limite @s una proyeccion defimida en H

b) Ran(P)=QRan(P)

c) Ker (P)=ﬁlKer )

Demostracién

a) Sea m<nluego por hipttesis P, <P Asl porel Teorema236

Ran(P,)c Ran(P)

Por el Teorema 237 se tene que P — P, es una proyeccion Luego para

todoxe H
|P@-E@[ =/ -2)6)]
(P -R)) (P -R))
(P -R)e) @)
=PEE)-(AE @)
(P W) )-( R0 @)

=(PEAE)-(PE) P6)

106



[P (-2 =1P@f -] 2B ()

Sabemos que | P |<1 por lo cual |P(x){<|x| para todo neN Luego
{]P ()]}, es una sucesién de numeros reales acotada Por el Teorema 2 3 6
{] 7 (x) ||, es también monodtona ya que la sucesién { P}, es mondtona Lo
que implica que la sucesién {| P (x) |}” converge en R y asi por (1) la sucesién
{P{x)}" es una sucesibn de Cauchy en H Puesto que H es completo la
sucesion { P (x)}", converge en H esto es exste un y, € H tal que

Im _ P(x)=y
Definamos la funcién

P HoH

P(x)=tm,_, P, (x)=y

Probemos que P es una proyeccidon En efecto

1) Sean x ye H ya fR Entonces
Plax+By)=hm__P(ax+By)
=im_ (@ P (x)+BP,(»)

=alm__P(x) +B8Im,__P(y)
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Plax+pBy) =a Px)+ B P(y)
2)Sea x e H entonces
| P(x)| =i, .. P (x)]
=lm _.| P (x)]

<tm, [P [}x]

-
<hm, ., x|
=|x]

3) Sean x ye H Entonces

(Plx) y)=(lm .P(x) y)

=lm, (P& y)
=lim,_.(x PO))
=(x lm_.P())
=(x Py))

4) Sea x € H entonces como P es un operador lineal acotado

P*(x)=P(P(x)
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P(x)= P(hmmP (x))
=im,_ P(P (x))

=lm, . [lm, P, (P (x))]

Ahora bien como m tiende al infinto podemos suponer que n<m Luego como

P <P, porel Teorema236setieneque PP, =P P =P Porlotanto
P(x)=hm,_(km,,_,. (PP )(%))
=lim,_, (lim, P (x))
=lm_, P (x)
- 7l
Por todo lo antenor se tiene que P es una proyeccion

b) Determinemos Ran(P) Para ello sea m<n EntoncesF, <P esto es

P-P 20y
((P-P)(x) x}20 xeH

Haciendo tender n al infinito obtenemos por la continuidad def producto interno
que

((P-—Rn)(x) x)ZO paratodo x € H
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estoes P,<P Luego por el Teorema 2 3 6 se tene que Ran(P,)c Ran(P)

para todo m De donde
me ()< Ran (P)
Luego como Ran(P) es un subespacto cerrado de H
gRan(P,,)c Ran(P)
Sea xe H Entonces para cada me N se tiene que

P.(x)e Ran (Pm)cglRan )

Luego como

lmm,, P, (x)= Plx)
se tiene que

Plx)e gRan )
por lo tanto
Ran (P)c ) Ran (P, )
—

Asi pues
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Ran (P)=J Ran (P,)
c) Como P es una proyeccién por el Teorema 1 2 4 se tiene que
Ker (P)=(Ran (P))" c Ran (P} = Ker (P )

para todo ne N Por lo tanto

Ker(P)c:i]lKer(P)

Sea x¢ ﬁKer (P) entoncesx e Ker(P) para todo neN De donde P (x)=0
=]

Como P (x)— P(x) se tene que P(x)=0 por lo cual xe Ker (P} Por lo tanto
QKer (P)c Ker (P)

Asl pues
Ker (P)=C]IKer ®)

Finalizamos este capitulo probando que los limites uniformes de sucesiones de

proyecciones es también una proyeccton

Teorema 239 Sea {P )7, una sucesién de proyecciones defindas en el

espacio de Hilbert complejo H y supongamos que la sucesion { P }:,, converge

en norma al operador lineal acotade P H —» H 0 sea que
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Im |P-P|=0
Entonces P es una proyeccién en H

Demostracién

Sea x e H entonces
|(P - PYx){<| P -P||x]|
Por lo tanto
m,_,_P (x)= P(x)

Por hipétesis cada P es una proyeccién por lo cual

(P() y)=(x PO))
Aplicando limite cuando n — o tenemos que

(P(x) y)=(x P(y) ) paratodo x ye H

Por lo tanto P es autoadjunto

Por ofro lado para todo xe H
(P(x) x)=(lm __P (x) x)
=lm, (P (x) x)

=lim, ,..(P*(x) x)
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(P(x) x)=tm,_(P (x) P (x))
=(im,_ P (x) b, P (x))
- (Pl) P))
= (P*(x) x)
Luego como H es un espacio de Hilbert complejo se tiene que

P(x)= P*(x) paratodo xe H

Asl pues P es una proyeccion
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CAPITULO It

PROYECCIONES A-AUTOADJUNTAS EN

ESPACIOS DE HILBERT



liL. Proyecciones A-autoadjuntas en espaclos de Hilbert

Sea H un espacio de Hilbert sobre C y B(H)" el espacio vectorial de todos los

operadares lineales acotados positvos en H El tema central de este capitulo

radica en definir una forma sesquilineal acotada y no negativa

( )A HxH-oSC

asociado al operador Ae B(H)' y estudiar la nueva ortogonahidad inducida por
este semiproducto asl como los operadores A-autoadjuntos respecto a la forma

sesquilineal definda por el operador 4e B(H)'
3 1 Qperadores A-adjuntos

Dado un operador A< B(H) consideremos la funcién
(+ ), HxH->C
(x2),={4(x) z}) conxzeH
Note que como Ae B(H)' entonces
> (x+y3),=(x 2),+(r 7),

» {(axz) =a(x z),

> T a),=(z ),
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» Porel Teorema2.2.1

(x x),=(4(x) x)
- <A5A§(x) x>
; <A5 (x) 4 (x)>

= "A% (x)

20

» (x x)4=0<:>

Iﬁ (x)" )

o A7 (x)=0
> Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
[6x 2)]=K4() =)
<fatx)]fel
<[l i

Porlotanto ( ) esunaforma sesquiineal acotada y no negativa
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Note que ( ), no es un producto intemo sobre H sin embargo s A es

inyectivo entonces ( ) , ©s un producto intermo sobre H ya que por el

1
Teorema223 Ker(A)= Ker(ﬁ)

Teorema 311 Sea AeB(H) wertble Entonces { ) es un producto

inferno equivalentea { )

Demostracion

Como A es inyectvo se tene que ( ) es un producto intemo sobre H

Probemos que ( ), esequivalentea { ) Enefecto
[, =Cx x), =(a(x) 5 <hall?
de donde
bb, <hafe b
Por otro lado como A< B{H)
m=mf, (4(x) x)eo(4)
donde o (4) es el espectro de A Como A es nvertible 0¢ o (4)

Por lo tanto
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m=mfy, (A(x) x)> 0

Sea xe H x=0 entonces

m i‘x)i l xx='—l-'xx
%wnw) (46 5)= gt =),

I [F
de donde
m ? SHxﬂz p
Yy
m [ s ],
Asl pues
m [ <, <4F 4

Paratodo xe H Porlotanto { ) y ( ) sonequivalentes

Definicién 311 Sean 4eB(H) y ScH $=@ El A-ortogonal de S se

denota por $* vy se define por

st ={er {x2), =0 paralodazeS}

={er (A(x) z)=0 pw'atodozeS}
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Puede venficarse que S es un subespacio cerrado de H

Teorema 312 Sean Ac B(H)' y ScH S=@ Entonces
St =4"(5*)=4(s)

Demostracién

Note que
A l(S*)={ xe H exste yeS* A(x)=y}
={xeH A(x)es'}

Luego si xe 4™ (S*) entonces para todo zeS se tiene que

(x 2), ={4(x) z)=0
porlotanto xeS" Asi

A'($)cst

De igual manera st xeS* entonces para todo ze S se tiene que

(46x) z)=(x 2}, =0

por consigutente A(x)eS* esdecr xed'(S') Asl
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St ca'(s*)
De todo lo antertor se tiene que

4 (s*)={xeH A(x)eS*}=5*

Por otro lado
(4(S)) ={xeH (x y)=0 paratodoy e(4(S)}
={xeH (x A(z))=0 paratodozeS)
={xe H (A(x) z)=0 paratodoz < 5}
={xeH (x z),=0 paratodoz e S}
— s
Asf pues
St =47 (S)=4(5)
Observacién

Del Teorema 3 11 se deduce que s1 Ae B(H) es inverbble entonces todo
subespacio cerrado Y de H admite un A-complemento en el subespacio de
Hibert (H ( ),) a saber ¥* asl H=Y®Y* Sin embargo si A no es
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invertible tal complemento puede no existir o cual se justifica en el sigurente

teorema

Teorema 313 Sean A< B(H) y Y un subespacio de H entonces
YnY' =Y Ker(4)

Demostracién
xe¥n¥“=>xe¥ y xet*

=>xeY y (xz),=0 Vzelt
=>xe¥ y (A(x)z)=0 vzeY

Sxe¥ y (4(x) x)=0
Sxe? y <A%(x) A%(x)>=o
Sxe? y "A%(x)“=o
sxe¥ Y A1(x)=0

1
—>xeY vy xeKer(Az]
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xe¥YnY"=>xeY y xeKer(A)
= xe YN Ker(A)

De igual manera

xeYNKer(A)=>xeY y xeKer(A)

—-xeY A(x)=0

-

—xe¥ (A(x) z)=0 Vze¥V

-

=xeY y (xz) =0 vzeY

=xe¥Y y xeV!

=>xe¥Yntt

Asi pues

YNY' =Y Ker(4)

Definicién 312 Sean AcB(H)'y Le B(H) Unoperador W € B(H)es un

A aduntode L si

{L() »),=(= W (),

paratodo x ye H
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Teorema 314 Sean AcB(H) y L WeB(H) WesunA adjunto de L si y sélo

si DA=AW

Demostracion

WesAaduntode L «{L(x) y) =(x W(»)), paratodo x ycH
& { 4(L(x)) »)={4(x) W(»)) paratodo x yeH
& (AL(x) y)-(4(x) W(y))=0 paratodo x ye H
& (x (4L) (»))-(x A(#(»)))=0 paratodo x ye H
& (x LA(y))-(x AW(y))=0 paratodo x ye H
@(x (L'A-Aw)(y))=o paratodo x ye H
<(LA-AW)(y)=0 paratodo ye H
& LA(y)=AW(y) paratodo yeH

> LA=AW

Asipues WesunA aduntode L siysolosi LA=AW

Observacién Si 4e B(H) es invertble entonces por el Teorema 3 14 todo

operador Le B(H)posee un A-adjunto el cuales W =4"L'4 Sin embargo st A
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es no invertble no podemos garantzar la existencia de operadores A adjuntos

En lo que sigue estudiaremos la existencia de operadores A-adjuntos

El siguiente teorema nos ayuda a caractenzar la existencia de un operador

A adjunto

Teorema 315 (Teorema de Douglas) Sean 4 BeB(H) Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes
a) Existe un De B(H)tal que AD=B
b) Ran(B)c Ran(A)

c) Exste un numero real positivo 4 tal que BB < AA4A

Si una de estas condiciones es satisfecha entonces existe un unico

operador X € B(H) tal que
AX=B Ker(X)=Ker(B)y Ran(X)c Ker(A)
Mas aun
|X['=mf{icR BB sisd)

X es llamado la solucién reducida de la ecuacién AX =B

Demostracion
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a=b )Es obvia
b=a )Supongamos que Ran(B)c Ran(4) Sea xeH  entonces
B(x)eRan(A) Luego existe un zeH tal que B(x})=4(z) Como
ze H=Ker(A)®Ker(4)" exste un ye Ker(A)" tal que A(z)=A(y) Por lo
tanto
B(x)=4(»)
Probemos que este y es unico En efecto supongamos que existe otro
¥, € Ker(A)" tal que B(x)=A(y,) Entonces
A(y-»)=A(»)-4(»)=B(x)-B(x)=0
por lo tanto
y—y, € Ker(4)n Ker(4)" ={0}
de donde y=y,

En base a lo probado antenormente podemos definir la funcién

D H-»>H
D(x)=y donde ye Ker(4) y B(x)=A4(y)
» Deslineal

Sean x, x,eH entonces existe y, y,cKer(4) tal queB(x)=A(y) Y
B(x,)=A(y,) Porlotanto y, +y,eKer(4) vy
B(x +x)=B(x)+B(x)= 4(n)+4(>:)=4(» +,)

Por consiguiente
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D(x +x)=y+y,=D(x)+D(x,)
Sean ahora xe H y AeC Entonces existe un ye Ker(A)l tal que B(x)= A(y)
lLuego Aye Isffzr(A)l Yy
B(z‘lx) = iLB(x) =11A(y)= A(/Iy)
Por lo tanto
D(il.x) =Ady= AD(x)
De lo antenor se tene que D es una funcion lineal
> Probemos que De B(H) En efecto consideremos
Grf (D)= {(x D(x)) xe H}
el grafico de D Sea {(x D(x))} _ una sucesion de elementos de Grf (D) tal
que x =x D(x )y Luego
D(x )eKer(4)" y B(x )=A(D(x))
Como Ker(A)™ es cerrado se tiene que ye Ker(4)  Ademas
B(x)=B(lim,_, x )=hm,  B(x Y=lm, A(D(x ))=A(lm, D(x))=A(y)
De lo antenor se tiene que D(x)=y Por consiguiente (x y) e Grf (D) y Grf (D)
es cemado Asi por el Teorema del Grafico cerado D es un operador lineal
acotado y
B=A4D
a=>c ) Supongamos que existe un De B(H) tal que AD=5B
Luego para todo xe H
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(BB (x) x)=(B'(x) B (x))
=[5 (=)
-}40)
=Ip (4 ()
sfof 4
=lo[ {4 () 4 ()
=[p [ (44 () =)
=((lo T 44 )x) )

Por consiguiente
BB <|D[ 44
c=a ) Supongamos que existe un A>0 tal que BB <Aid44 Sea xeH

entonces
& < =(8' (=) B (=)
=(BB (x) x)
<(244 (x) x)
=A{4 (x) 4 (x))
=l (f
Por lo tanto
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|7 (x)|< V2|4 (x)| paratodo xeH
Definamos la relacin
E Ran{A )—> Ran(B )
E(z)=B (x) donde 4 (x)=z

» Probemos que E es una funcion En efecto sean zeRan(A ) y supongamos
que existen x, x, € H/ tal que

z=4 (n)=4 (x)

Luego 4 (x,—x,)=0 Por o tanto

|8 (x-=)| s V2|4 (n-x)j=0
de donde

B (x-x)=0y B'(x)=5 ()
Asi pues E es una funcion

» Probemos que E es lineal En efecto sean z, z,eRan(4) x x, e H tales
que 4 (x)=zy 4 (x,)=z, Entonces
4 (axl +ﬂx2)=dA (x,)+ﬁA (x2)=a.'zl + Pz, ERa"(A )

por {o tanto
E(az +pz,)=B (ax + fx,)=aB (x)+ BB (x,)=aE(z)+ PE(z,)
Para todos escalares o 8 Asl pues E es lineal

> Probemos que EeB(Ran(A ) Ran(B )) En efecto sean z<Ran(4 ) xeH

tales que 4 (x)=z entonces

[E@R =1 () s Va4 ()=l
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Esto implica que E es un operador lineal acotado en Ran(A )

Extendiendo el operador E a Ran(4 ) por contnuidad y definiendo
E(x)=0 paratodo xe Ran(B') =Ran(B')'
se obttene que Ec B(H)y E4A =B" oseaque 4E =B Porlo tanto

AD=B dedonde D=F

Probemos la segunda parte del teorema Pnmeramente probemos que

Ker(X)=Ker(B) En efecto como AX =B se tiene que Ker(X)c Ker(B) Por
otro lado en la demostracion de (5=a) podemos observar que sl x e Ker(B)

entonces el unico vector y e Ker(4)™ tal que A(y)=B(x)=0 es y=0 porlo
tanto D(x)=y=0y xeKer(D) Aslpues Ker(B)c Ker(X) De todo lo anterior

se tene que

Ker(X)= Ker(B)
Probemos ahora la unicidad En efecto cuando probamos (b=>a) el operador
D que construimos tiene su rango conterido en Ker(4)"
Supongamos que existe otro operador De B(H) tal que
B=AD y Ran(D) < Ker(4)"
Entonces

A(D—D)=AD—AD=B—B=0

de donde
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Ran(D- D) Ker(A) Ker (4)" ={0}

Esto mplicaque D=D

Finaimente sea 4 >0 tal que BB <144 entonces
[p 4 () =|(ap) ()

=I5 )
=(B (x) B (x))
=(BB" (x) x)
<(A44 (x) x)
=4{4 (x) 4 (x))
=4 (f

Asl por continuidad se tiene que

P ) <]z’ paratodo ze Ran(4 )

Ahorabien como Ran(D)c Ker(4)™ se tiene que

(Ker(D ))J' = Ran(D) c Ker(AI)l = (A )
de donde
Ran(4 ) =Ran(4 ) < Ker(D)

Por consiguiente
Ip (x)l]z <A’ paratodo x e Ran(A4 )® Ran(4 )L =H
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asl
|of = [ <2
Esto implica que D[’ es una cota infenor del conjunto
{1eR BB <id4)
Por ofro lado cuando probamos (a=>¢) obtuvimos que
BB <|D [ 44 =|Df} 44
por consiguiente
D =mnf{ieR BB <idd}

La afimacion queda probada tomando X =D

Corolario 311 Sean A< B(H) y Le B(H) L posee un A adjunto sy s6lo s

Ran(L A) < Ran(A)
Demostracién
Por el Teorema 3 1 5 se tiene que

Ran(L A) c Ran(4) <>Exste un W € B(H) tal que

AW =LA

131



y por el Teorema 3 1 4 se hene que
AW =LCA<=>Wes un A adjunto de L
Asl pues

L posee un A adjunto siy 86l0 81 Ran(L A) = Ran(A)

En el siguente teorema presentamos una caractenzacion de los operadores

idempotentes que poseen un A adjunto

Teorema 316 Sea AcB(H)y QeB(H) tal que Q°=0 (Q no es
necesanamente auto-adjunto) Existe un W e B(H) tal que Q0 4= AW (esto es Q

tene un A adjunto) s1 y solo sl

Ran(4)= |Rar{ ) Ker{Q )| [Ran( )~ Ranl )
- [Ran(A)m(Ker(Q))l]Ga[Ran(A)m(Ran(Q))l]

Demostracion

=) Supongamos que existe un W e B(H) tal que Q A=AW Sea ce Ran(4),
2
luego existe un neH tal que A{y)=c Como (@) =Q Ran(Q) es un

subespacio cerrado de Hy Ran(Q' ) Ker(Q")={0}
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Ademas para todo xe H se tiene que

x=y+z con y=C'(x)eRan(Q’) z=x-Q (x)e Ker(Q )

Por lo tanto
H = RanlQ ) Ker(Q))
Luego
£=A@)=Q (@)+f conweHy feker(Q)
de donde

2 (5)=0 (4(n))=2 (2 (2)+5)=(Q ) (#)=0 (o)

Q (0)=0 A(n)< Ran(Q 4)
Pero como 0’ A= AW se tiene que
Q' (w) € Ran(Q A)= Ran(AW) < Ran(A)
Asl pues
0 ()< Ran(4) Ran(Q )

Por otro lado
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2 (8)=2 (4(n)-2 ()
=Q (4(n)~2 (@)
=@ (0)-0 (@)
=0
y B=4(n)-0 (@) Ran(4) Porlo tanto
pe Ran(A)Ker(Q )
Asi pues
£=0 @)+ 8 con O (@)e Ra(A)nRan(Q ) y B e Ran(A)Ker(Q )
Luego como Ran(Q') Ker(Q')={0} se tiene que
Rkt = R ) Kerlp Yo Ran{ ) R )

<)Supongamos gue

Rar{4)=[Ran( ) Ker(Q )@ [Ran(4) ~ RarQ )

entances
RanQ 4)=Q [Ran{4) Ker{Q )|© 0 [Ran(4)~ Rar{Q )|
=0 [Ran(4) Ran(Q7)]
= Rar ) Rl )
de donde
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Ran(Q' AJg Ran(A)
Luego por el Teorema 3.1.5, existe una solucién W e B(H) de la ecuacion

AX =(Q A4, esto es

AW =04

Corolario 3.1.2: Sean 4e B(H) y Qe B(H) tal que ¢ =Q. Q posee un
A-adjunto si y solo si

Ran(A)= [Ran(A)r‘\ Ker(Q‘ )_'EB [RU'?(A ) Ran (Q J )]
[ Ran(A)(Ker (0)) |@[ Ran(4) (Ran(©))' |

Demostracién

Esto es consecuencia directa de los Teoremas 1.2.4y 3.1.6

3.2 Proyecciones A-autoadjuntas y compatibilidad

Los operadores que son autoadjuntos respecto a un producto interno son
conocidos como simetrizables. Aqui trabajaremos con operadores simetrizables
o autoadjuntos respecto al producto intemo (-,+) , con AeB(H) . Tales

operadores también se les denomina proyecciones autoadjuntas.
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Definicién 321 Sean 4e B(H) yTeB(H) T es A-autoadjunto si

(T(x) y)A =(x T(y))A paratodo x ye H
es decir s

AT =T 4

Observacién Note que la existencia de un operador A adjunto no esta

garantzado En efecto T eB(H)admite un operador A adjunto si y solo si la

ecuacion AX=T"A tene solucibn De esta manera T puede no tener un

operador A adjunto tener solamente uno o bien tener infinitos operadores
A adjuntos

Por ofro lado el hecho que un operador T < B(H)sea A autoadjunto no implica

que sea autoadjunto esto es

~(4T=T4=>T =T)
Notaciones
Q=0(H)={ Qe B(H) O’ =0}
® =P(H)={ PeQ(H) P=P"}={PeB(H) Pesuna proyeccion)

A los elementos de Q- @ se les llama proyecciones oblicuas
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Si1 Z es un subespacio cerrado de H entonces

0, ={ Qe Q(H) Ran(@)=Z }

Definicién 322 Sean e B(H) y Z un subespacio cerrado de H denotemos
P,(H)={QecQ(H) @'4=40}={0eQ(H) Qes A-autoadyunia}
P(42)={QeQ, 40=0 4}
=0, Nk,
={ QeQ, Qes A-auoadyunta}
Diremos que el par (4 Z) es compatible si P(4 Z)# D

El objetivo pnncipal de este trabajo es estudiar el conjunto P(A4 Z) y presentar
condiciones para que P(A4,Z) sea no vaclo o sea que podamos determinar

operadores Qe (0, que sean A autoadjuntos

Veamos el siguiente resultado el cual es una versidn parbtcular de| teorema de

Douglas(Teorema 3 1 5)
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Teorema 321 Sean AcB(H) y Qe ((H) con Ran(Q)=Sy Ker(Q)=Z

Entonces

a) Ran(QA)c Ran(4) siy solo si Ran(A)=[ Ran(A)}S |®] Ran(4)~Z]
b) S DeB(H) es la solucion reducida de la ecuacion AXY =04 entonces

De Q(H) Ademés se tiene que
Ran(D)=4'(S)n (47 (S)nKer(4)) y Ker(D)=4"(2Z)
Demostracién

a) Supongamos que Ran(QA)c Ran(4) Sabemos que

Ran(QA)c Ran(0)=
luego
Ran(QA) c Ran{A) S

Sea ¢ € Ran(A) entonces

& -Qe)=I(e)- Ole)
=(7-Q)e)

de donde
£-0(c) € Ran(1-0) = Ker (Q)=Z

Como ¢ € Ran{4) entonces Oc) e Ran(QA4) = Ran(4) Por lo tanto



¢ € Ran(4)y Qle)e Ran(4)
de donde &-Qe)e Ran(4) Luego

£-Q(s) e Ran(A)NZ

Ademas
0(¢) & Ran(4) Ran(Q) = Ran( 4) S
Por lo tanto
£ =0le)+£-0le)
con
O(c)< Ran(A)S s-0(e)e Ran(A)nZ
de donde

Ran(A)=[ Ran(A)nS|+[ Ran(A)~Z )
Por otro lado como Ker(Q) Ran(Q)={0} se tiene que

[Ran(A)NS ][ Ran(4)nZ]={0}
Por lo que
Ran(A)=[ Ran(A)~S|®] Ran(4)Z]

Reclprocamente supongamos que
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Ran(A4)=[ Ran(A)nS |®[ Ran(4)nZ]
Sea ceRan(Q4) entonces existe un xe A tal que s£=Q(4(x)) Como
A(x)e Ran(A) existen z, € Ran(A)NS z, € Ran(A)Z tal que
A(x)=2z,+z,

luego

&€= Q(A (x)) =0(2)+0(2,)=0(z)
Como z, €S =Ran(Q) exsteun re H tal queQ(r)=z Porlotanto

0(z)= Q(Q(‘)) =0(1) =2

Asi pues

£=0(z,)=z € Ran(A)"S c Ran(A)
De lo antenor se tiene que

Ran(QA)  Ran(4)

b) Supongamos que D es la solucidn reducida de la ecuacion AX = QA4

entonces
AD=0A4 y Ran(D)c(Ker(4))'
Por lo cual
AD? = A(DD)
~(4D)p
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AD? =(QA)D

- 0lo4)
- (00)

=(0%A

Ademas sabemos que
Ran(D*)c Ran(D) < (Ker(A))*

Entonces D? también es una solucién reducida de la ecuacién 4X = Q4 Porla

unicidad de esta solucion (Teorema 3 1 5) tenemos que D* =D Por lo tanto

DeQ(H)

Por otro lado
x€ Ker(D)= D(x)=0
= A(D(x))=0
=(04)(x)=0
= x € Ker (QA)

de donde
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Ker (D) c Ker (QA) (1)

Tambrén
x € Ker (Q4) = (Q4)(x) =0
= A(D(x))=0
= D(x) € Ker (4)
Pero
D(x) € Ran(D) = (Ker(4))
luego

D(x) € Ker(A)n(Ker(4)) ={0)
esdecr D(x)=0 y xeKer(D) Porlotanto
Ker(QA) c Ker (D) (2)
De (1) y (2) se tiene que
Ker (D)= Ker (QA)
Probemos que

A(A47(S))=Ran(A)nS
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En efecto sabemos que
A(A4'(S))cRan(4) y A(4'(S))cS
por lo tanto
A(A ' (S))c Ran(A)nS (3)
Por otro lado
y€ Ran(A)NS = ye Ran(A)AyeS
= y=A(x)eS paraalgun xe H
= y=A(x)axe£'(S)
= yed(4(5))
de donde
Ran(A)nS < A(47(S)) )
De (3) y (4) se obtiene que
A(4'(S))=Ran(A)nS

Probemos que Ker(D}=A"(Z) En efecto como Ker(D)=Ker(Q4) se tiene
que
x € Ker (D) & x e Ker (QA)
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x € Ker(D) <> Q(A(x))=0
e A(x)eZ
oxed'(2)
por consiguiente
Ker(D)=47(2)
Finaimente  usando el hecho de que  A(4'(S))=Ran(4)nS

Ran(QA) = Ran(AD) c Ran(A) y que Ran(A)=[ Ran(A)nS|®]Ran(4)nZ] se

prueba que

Ran(D)= A" (S)n[ 4" (S)nKer (4)]'

Teorema 322 Sean AeB(H)'y QeQ(H) Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes

a) QeP,(H) oseaqueQ es A autoadjunto

b) Ker(Q)c(Ran(Q))'
c) (Ofe) Ole)), <(z £), paratodo £ H En este caso se dice que @ es una

A contraccion
Demostracion
Denotemos §=Ran(Q) Luego por el Teorema 3 12
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(Ran(Q))" =s* =47 (s*)=(4(5))’
a=>b)Supongamos que QeP,(H) entonces Q"4=A4Q Luego para todo
€ n< H se tene que
(4ln) Ae))=(Q (4ln) 5)
=(Q 4() ¢)
=(40(n) £)
=(Qfn) 4(e))

Sea ¢ ¢ Ker(Q) entonces O{)=0 Luego para cada r< H se tene que

(e 0(m),=(4(e) o(m))=(Q(n) 4(=))={4(n) Q(c))=0
Por lo tanto £G(Ran(Q))l‘ y

Ker(Q) c (Ran(Q))

b = ¢) Supongamos ahora que
Ker(Q)< (Ran(Q))' =(5)" =4'(5")=4(s)’
Sea £ H entonces
&=0(e)+(e-0(¢))

Note que
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n=0f)eSy B=c-0(c)eKer(Q)c§* =4"(S*)

Luego
s=n+pB conneS Bed’(S*)
y
(B 4(n))=(4(B) m}=0
Ademas
(€ €),=(4(e) £)=( A(n+p) n+B)
=(A4(n)+4(B) n+B)
=( 4(n) n)+(4(n) B)+(4(B) n)+(4(8) )
=( 4(n) n)+(4(8) B)
2 ( Aln) n)
Como
{ 4(m) m)=(4l0ls) Ofe))
=(Q () =)
se tiene que

(s &), =(4(s) £ )=( 4(n) n)
={ 0 (4(0e)) &)
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Por otro lado

(Qe) Qe)), = (M) Ae)) =(Q (4QE)) ¢)

Por lo tanto

(= £),2(0(c) 2(2)),

c=>a)Supongamos ahora que (Qs) Os)), s(e £), para todo seH

Entonces

(AQ(e)) Oe))< ( Ale) £)

(Q (4(o(e))) 8)5 (Ale) £) paratodo ce H

Por consiguiente Q AQ <A De donde

1 1 11 11
[Q AZ}(Q A2] =0 A2A*°Q=0 AQ<A=A4*A*
1 1
Entonces por la parte (b) del Teorema 315 la ecuacidn 42X =0 A? tene una

solucion D con [ D|<1 Luego porel Teorema321 D*=D

Probemos que DeP,(H) Para esto probaremos que Ran(D)=Ker(D)' En

efecto sea xe Ker(D)' Como D’ =D se tiene que

D(x—D(x)) = D(x)-D*(x)=D(x)}-D(x)=0
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de donde x—D(x)e Ker(D) Por lo tanto

0={x-D(x) =)=l ~(D(x) x)

(D(x) )=}’
Luego por la destgualdad de Schwarz
o =(D(x) x)
=(D(x) =)
<[p(f i
<[1of J+f
<Jaf
Por o tanto

fDCN <l =Ied

[P =l = ((x) =)

Por otro lado
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b~ D) =(x~D(x) x-D())
=l ~2Re((D(x) x))+}D(x)f
=l -2(D(x) x)+|DCf
=2(D(x) x)-2(D(x) x)
=0
oseaque D(x)=x Asl
Ker(D)" ¢ Ran(D) ()
Por otro lado sabemos que
H = Ker(D)® Ker(D)"
Sea y e Ran(D) entonces
y=z+w con zeKer(D) we Ker(D)'
Como we (Ker(D))" < Ran(D) exste un ¢ H tal que
D(g)=w Luego

D(w)=D*(£)=D(g)=w
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De igual manera como ye Ran(D) existe un ne H tal que y=D(n) Por

consiguiente
D(y)=D"(n)=D(n)=y
Ahora bien como z=y—-w se hene que
D(z)=D(y)-D(w)=y-w=z

Pero como z € Ker (D)

0=D(z)=z
Asl pues
y=z+w=we Ker(D)"
y
Ran(D)c Ker(D)" 2)
De (1) y (2) se tiene que
Ran(D) = Ker(D)"
y por lo tanto

H = Ker (D)@ Ran(D)

Asipues porel Teorema231 DeP,(H)
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Ahora note que

Ademas

de donde

Por lo tanto
I
0 A= (AZDJA

Esto implica que Qe P, (H)

|-
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3 3 Caracterizaciones de la compatibilidad

Finaizamos este trabajo presentando algunas caractenzaciones de la
compatibiidad en términos del operador 4eB(H)' Para esto es necesano

representar los operadores en forma matncial En efecto sea S un subespacio

cemado de H Luego
H=8S®S8"

Denoternos por P = F, la proyeccion ortogonal sobre S
Para cada T < B(H) se tiene la identidad

T =PIP+PT(I-P)+(1-P)TP+(1~P)T(I~P)
Denotemos

t,=PTP;eB(S)  1,=PT(I-P). €B(S*S)

ty=(I-P)TP; € B(S §*) 1, =(I-P)T(I-P), e B(S")
Sea
x=£+neS®S* =H con g8 nes*

Luego
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('n ‘:z](;] =t, (e +n)+t, (e +n)+t, (e +7)+1, (e +7)

-1()

Asl que podemos hacer la siguiente identficacion

Ahorabien s1 4€ B(H) entonces

y acB(S) ceB(s')

Observe que bajo esta convencion se tiene que

Mas aun s1 QeQ; y

entonces
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o ool e 9

dedonde a=1 y c¢=0 Porotrolado

o Jemrely Yo Dl o

dedonde 4=0 y b puede ser cualquer operador

Asipues si QeQ; entonces

Ly
Q:[O OJ para algun y e B(S* §)

Teorema 331 Sean Ae B(H)" y S un subespacio cerrado de H Si

Entonces Ran(b )cRan(cé} y le(b)cRan(a%)

Demostracion

Como aeB(S) por el Teorema 21 1f a+1, es invertble Denotemos esta

inversa por (a+7 )" € B(S)" Note que
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I 0 Ya+r, B\ —(a+1s)—'b _ a+ls 0
(-b (a+1)" 4 (b ¢ J 0 I {0 c-b (a+I)'b

Por lo tanto

e-b (a+1) " b20

b (a+fs)-lb56
de donde
1 I 11
b(a+I;)2(a+l) 2bscic?
1 1 11
b (a+15) z[b (a+Is)-2] <
Por el Teorema 3 1 5 se tiene que

Ran(b )= Ran(b (a+ IS)“%)g Ran(c%J

De 1gual manera como ceB(S*) por el Teorema 211 f c+1; es invertible y

(c+1)" eB(S*) Note que
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Por lo tanto

de donde

bes L, )“%[b(ms )"%] <dia

Por el Teorema 3 1 5 se tiene que

Ran(b):Ran(b(c+Is )‘;Jgkan(a)%

Teorema 332 Sean A B(H)'y Sun subespacio cerrado de H Las siguientes

condiciones son equivalentes
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a) Elpar(4 S) es compatible
b) S+S“=H

¢) Exste un subespacio cerrado W < S tal que S®W =H
Demostracion

a=b) Supongamos que el par(4 S) es compatible estoes P(4 5)=3 Porlo

cual existe un Q= P(A S) Entonces por el Teorema 3 2 2 se ttene que
Ker(Q) c Ran(Q)™ =5
Ademas como O*=0 y Ram(Q)=S se tene que
H = Ran{Q) + Ker(0)
=S + Ker(Q)
cS+SH
Es claroque S+S* c H Luego H=§+S5"

b=>¢) Supongamos ahora que H=S+S" Consideremos los siguientes

subespacios
N=SnSHMyW=8S"nN*
Note que

SAW=Sn(S“"AN")
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SAW =(SnS“ AN+
=NnN*
={0}

Ademas como por hipétesis =S+ S entonces S®W c H Sea ee H

entonces
£=5 +£, con g, €Sy ¢, €S
Dado que N es un subespacio cerrado de H entonces
H=N®N*
Luego
g,=p+n con ueN neN’
de donde
6, ~p=neN*
Como g, eSSy ueN=SnS*<S* setene que
£, -p=nes
de donde

&-u=neN' NS =W
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Por lo que
=g +(u+n)
&=(&+p)+n
donde £, + ucS y neW Porlotanto ec SG&W v
HcSow
De todo lo antenor se tiene que H =S@®W con ¥ un subespacio cemrado de H

c=d) Supongamos que existe un subespacio cerrado W S* tal que
S@®W =H Consideremos Q< Q, la proyeccion {(no necesanamente ortogonal)

con Ran(Q)=S y Ker(Q)=W Luego paratodo £ ne H setene

E=g tE, Y n=nt1n,

donde g, n,€S y &, m €W Porconsiguiente
(Qe) n), =(Ole, +&) m +m, ),
=(& m+m),
=(& m ), +(&a m),

=(& m),
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(e 0(),=(a+e Q(m+m)),
=(g+s, ),
=(& m),+(& n),
=(& m),
De donde
(Qe) 1), =(s O(n)), paratodo & ne H

Por consiguiente 40=0 Ay Qe P(4 S) Asipues el par (4 S) es compatible

Teorema 333 Sean A< B(H)' S un subespacio cemado de Hy P=P, la

proyeccidn ortogonal sobre S Las sigutentes condiciones son equivalentes

a) El par(4 S) es compatible
b) Ran(PA)= Ran(PAP)
c) La ecuacién (PAP) X = PA(I- P) admite una solucién

Demostracion

b <> ¢) Es una consecuencia inmediata del Teorema 3 1 5 y del hecho que

Ran(PAP) = Ran(PA) = Ran(PAP) + Ran(PA(I - P)) 2 Ran(PA(I - P))
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c <> a) Denotemos
a=PAP e B(S)" y b=PA(I-P) eB(S* S)

Luego
Sean ye B(S* S) y

entonces Ram(Q)=S y @°=Q Por lo tanto Qe Por otro lado como

ae B(S)" se tiene que
_ (a b}(l y) _ (a ay ]
b c)\0 0) (b by

0 4=(40) =(a b]

ya yb

Asl

ay=b
AQ=0Q A 3ya=b Say=b
by=yb

yaquesi ay=>b entonces yb=yay=(ya)y=by
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Por consigutente

Qe P(A S)e laecuacion ax=b tiene solucion
< la ecuacién (PAP).X = PA(I- P) tiene solucion

En tal caso todo Qe P(4 S) tene la forma

donde ay=»%

De los dos ultimos teoremas podemos deducir el siguiente corolano

Corolario 331 Sean A< B(H) S un subespacio cemadode Hy P=F; la

proyeccidn ortogonal sobre S Los siguientes enunciados son equivalentes

a) Elpar(4 S) es compatble

b) S+S“=H

c) Existe un subespacio cerrado W c S talque S®W =H
d) Ran(PA)=Ran(PAP)

e) Laecuacién (PAP)X = PA(I-P) admite una solucién
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Corolano 332 Sean 4cB(H) S un subespacio cerradode Hy P=F, la
proyeccion ortogonal sobre S Si Ran(PAP) es cemmado entonces el par (4 S)

s compatible
Demostracion

Consideremos {a representacién matncial

i)

donde

a=PAP;eB(S) y b=PA(I-P), eB(S*S)

1
Entonces por el Teorema 33 1 Ran(b)cRan(aE} Pero como Ran(a) es

cerrado por el Teorema 22 3 Ran(ai} = Ran(a) Luego Ran(b)c Ran(a) Por

consiguiente por el Teorema 3 15 la ecuacidon ax =5 tiene solucién Finalmente

por el Teorema 3 33 el par (4 S) es compatible

Corolano 333 Sean AeB(H) S un subespaco cerradode Hy P=F7 la

proyeccién ortogonal sobre S
1) St dim(H) <« entonces el par (4 S) es compatble
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1) Si1 dim(S) <« entonces el par (4 5) es compatble
m) Si A es invertible entonces el par (4 .5) es compatible

Demostracién

Este corolano es consecuencia directa del Corolano 33 2

Teorema 33 4 Sean Ae B(H)" y S un subespacio cerrado de H S el par(4,5)

es compatible entonces S+ Ker(4) es un subespacio cerrado de H
Demostracion

Supongamos que el par (4S) es compatble Sea QeP(48)y E=1-Q

Venfiquemos que E es una proyeccion A autoadjunta con nucieo S y que
Ker(4)c Ker(E A)= Ker(AE)
En efecto como 4Q=0 A4 se tene que
(E (4e)) m)=((-Q) (4lc)) n)
=(4le) (1-9)m))
=(4(s) 1(7)-Oln))

=(4le) 1(n)) - ( 4le) On))
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(E (4(e)) n)=(4le) I(n))- (@ (ale)) m)
=(4le) n) - (AlQAe) 7)
=(4(1-Q)e) n)
=(4(£(e)) n)
paratodo £ ne H Porlotanto E A= A4E y E es A autoadjunto
Probemos ahora que E tiene nucleo S Sea £ & Ker(E) entonces
0=E(c)=(7-0)(¢)
0=I{s)-0O(e)
0=¢-Qe)
de donde s=Qf¢) Porlotanto &< Ran(Q)=S lo que implica que
Ker(E)< Ran{Q)=5
Sea ne Ran(Q)=S entonces existe un £ e H tal que O{s)=n Luego
E(m)= (1 - O¥n)
=(7- 0)ok)
= I{Qfe))- 2(0le))
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E(n)=0(s)-0(¢)
=0
De donde 77< Ker(E) por lo tanto
Ran(Q) =S c Ker (E)
De todo lo antenor se tene que S = Ker(E)
Probemos ahora que
Ker(A)c Ker(E A)= Ker(4E)
En efecto sea ¢ Ker(4) entonces A(g)=0 Ademas
(E4)(e)=E (4(6))
=E (0)=0
Luego & e Ker{E 4)=Ker(4E) Por io tanto
Ker(4)c Ker(E A)= Ker(AE)
Asl pues
S + Ker (4) = Ker(E) + Ker(A4) < Ker (AE)

Por otro lado sea s e H tal que A(E(£))=0 entonces

E(¢)e Ker(4) Ran(E)
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Luego
£=0(e)+E(e) e S +[ Ker(A)nRan(E) |
de donde
{eeH Ee)e Ker(4)}c S+[ Ker(4)n Ran(E) |
Sea ahora
s=n+peS+| Ker(4)n Ran(E) |
con neS y ue Ker(4A)~ Ran(E) Entonces
A(E(e)) = A(B(n))+ A(E(u))
= A(0)+ 4(y)
=0+0=0
De donde Efg)e Ker(4) Porlo tanto
S+[ Ker(4)n Ran(E) lcfec H Ele)e Ker(d)}
Asl pues
S +| Ker(4)Ran(E) |={e e H Ele)< Ker(4)}
Esto es

Ker(4E)= S +[ Ker(A) Ran(E) |
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Asl se tene que
Ker(AE)c S+ Ker(d) y S+ Ker(d) c Ker(4E)
Por consigutente
Ker(AE)= S + Ker(A)

De donde S + Ker(4) es cerrado

Observacién Sean AecB(H)' un operador con rango cemado S un

subespacio cerrado de Hy P = P, fa proyeccion ortogonal sobre S Entonces
Ran(PAP) =S \(SnKer(4))"

Yy Ran(PAP) es cemado si y solo si el subespacio Ker(4)+Ses cerado

Ademas los siguientes enunciados son resultados generales en la teoria de los

espacios de Hilbert

» La suma de dos subespacios cerrados es cerrado s1 y sélo si la suma de

sus complementos ortogonales es cerrado

» Si My N son subespacios cermrados de H entonces

MON=HoM +N*=H
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» SI TeB(H) entonces Ran(T) es cerrado sy solo 1 Ran(T")es cerrado
(ver [23])

En base a esta observacién y los resultados probados anteriormente podemos
establecer los siguientes cntenos de compatibiidad para operadores con rango

cerrado

Corolario 334 Sean AeB(H)  un operador con rango cerrado S un
subespacio cerrado de H y P=PF la proyeccibn ortogonal sobre $ Los

siguientes enunciados son equivalentes
a) El par (A S) es compatble

b) Ran(PAP) es cerrado

c) S+ Ker(A)es cerrado

d) Ran(PA) es cerrado

@)} S*+ Ran(A) es cerrado

f) Ran(AP)= A(S) es cerrado

Demostracion

Por la observacién antenor se tiene que (b) y (¢) son equivalentes
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{b)=(a) fue probado en el Corolano 3 3 2
(a)=>(c) fue probado en el Teorema 3 3 4

(d) <>(e) es una consecuencia directa de |a identdad
Ran(A)+S* = P (P(Ran(4)))= P (Ran(P4))

(€)=(e)

S+ Ker(A)es cermado <> S* + Ker(4)"~ es cerrado

< S* + Ran(A) es cerrado

ya que Ran(A4) es cerrado

(d) =
Ran(PA) es cerrado <:>Ran((PA) ) es cerrado
<> Ran(A P ) es cerrado
<> Ran(AP) es cerrado
Asi pues
bocbDaDcdeese
de donde

asbocodoes f
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Corolario 335 Sean AeB(H)+ un operador con rango cerrado S un
subespacio cerrado de H y P=2PZ, la proyeccion ortogonal sobre S Los

siguientes enunciados son equivalentes

a) El par (A S) es compatble
b) Paratodo Be B(H) con Ran(B)= Ran(A) el par (B S) es compatible
c) El par (P,hw S) es compatble donde 7, , es la proyeccion ortogonal
sobre el subespacio cerrado Ran{A)
Demostracién
SI Ran(B)= Ran(4) entonces
Ker(B) = Ker(4) = Ker(P,,,)

Luego por el Corolano 3 3 4 los tres enunciados son equivalentes

Corolario 336 Sean AeB(H) un operador inyechvo S un subespacio

cemrado de H Los siguientes enunciados son equivalentes
a) Elpar (A S)es compatible
b) S&S“=H

c) S'®A4(S) es cemrado
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Demostracién

Como A es un operador inyectivo se tiene que
Sns ={0}

Luego por el Teorema 3 32 se deduce que (a)<>(b) Probemos ahora que
(b)<>(c) En efecto sea W =A(S) Como A es un operador inyectvo se tene

que
ST+W =(SnA(S) ) =(SnsY ={o}' =H
Por lo tanto
5* @ 4(S) es cerrado <> 5* ®A(S) =5 +W
&S DA(S)=H

&> SOA(S) =H

A continuacién presentamos una caractenzacién de los elementos de P(A4 S)

por medio de sus nucleos

Teorema 335 Sean S T subespacios cerrados de H tales que S+7T=H Sea

WcT un subespacio cerrado tal que S®W =Hentonces W =T~ M para
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algun subespacio cemado McH que satsface M@(SNT)=H
Reciprocamente si M es un subespacio cerrado de H tal que M&(SNT)=H

entonces S®&(T'NM)=H
Demostracién

=>)Supongamos que W es un subespacio cerrado contenido en T tal que

S®W =H Entonces
(SAT)AW =(SAW)NT ={0}nT={0}

Por otro lado sabemos que

SnAT)+W T
Ahorasea ceT entonces

gE=n+u conneSy uekW

Por lo tanto

n=g-peSNT
Luego

ce(SnT)+w

De donde T<(SNT)®W Asl pues

T=(SNT)ow
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Consideremos el subespacio M =W ®T" Entonces M es cerrado ya que W es

un subespacio cerrado contenido en T Ademas se tiene que
M+(SAT)=W +T*)+(SAT)
=Tt +(W+(SnT))
=T+ +T
=H
Por consiguiente

M+(SNT)=H

Probemos ahora que MnSnT={0} En efecto supongamos que

ceMnSNT Como £e M entonces
E=£ +8, g eWcT g,eTt
Por lo tanto
e-6,=6 T T ={0}
Porlocual s=5, e WnSNT={0} Aslpues

M®(SNT)=H

Probemos ahora que W =TnM En efecto como WcT y M=W®T" se

tiene que
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WclfnM
Sea e TN M entonces
e=n+pu con neW ueT*
Luego
e-n=peTnT ={0}
Porlocual e=neW Asl
TmMcW

Por consiguiente
W=TnM

Reciprocamente supongamos ahora que M es un subespacio cerrado de H tal

que M®(SNnT)=H Sabemos que S+(TnM)cH Probemos que

HcS+(TnM) Enefecto sea se H Luego

e=n+u cONneS uel

u=6+p con deM peSNT

Note que

H-p=6eTnM
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por lo cual
e=(n+pf)+& conp+PfeS y SeTnM
Luego
HcS+(Tn M)
De donde H =S +(T' M) Finalmente como SNTnM={0} se tiene que
H=88(T nM)

El teorema antenor nos permite presentar una descnpcion de los nucleos de los

elementos del conjunto P(4 §) como lo veremos a continuacion

Teorema 336 Sean Ae JB(H)+ y S un subespacio cerrado de H tal que el par

(4 S) compatible Sea Qe (. Los siguientes enunciados son equivalentes

a) QeP(4,5)

b) Ker(Q)=S* M para algun complemento topol6gico M de S N Ker(4)
Demostracién

a=>b) Supongamos que Qe P(4,S) Luego porel Teorema 322

Ker(Q)cS*™ y Ran(Q)®Ker(Q)=H
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Esto es S® Ker(Q)=H Ademas como (4 S) es compatible se tiene que

S+SY=H
Luego por el Teorema 3 3 5 existe un subespacio cerrado M de H tal que

Ker(Q)=S“"nM y H=M®(Sn5")=M® Ker(4)
b=>a) Sea Ker(Q)=S“ nM Luego

Ker(Q)c §* =(Ran(Q))”

Luego por el Teorema 322 se tene que QePA(H) Pero como Qe @, se

teneque Qe P(4 S)

Finalizamos esta tesis con las siguientes conclusiones

Sean A€ B(H)" S un subespacio cerrado de Hy P =P, la proyeccion ortogonal

sobre S Consideremos la representacién matncial

(Y

donde

a=PAP e B(S) b=PA(I-P).eB(S"S) y c=(I-P)A(I-P), B(S")
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¢ En el Teorema 3 3 3 se prob6 que el par (4 §) es compatible si y solo si la

ecuacitn ox =5 admite soluciéon

< En el Corolano 3 1 2 se prob6 que si Qe Q(H) entonces Q posee un

A adjunto s y solo si
Ran( 4) =[ Ran( 4)~(Ker (©))" @] Ran(4) (Ran(©))'

Supongamos que ef par (4 S) es compatble y sea de B(Sl S) la solucion

reducida de la ecuacién ax=»5 Definamos la proyeccion oblicua sobre S

1 4
Pis= (0 0 J
Entonces se tenen las siguientes propiedades

a) P,eP(AS)

b) P(4S) tene un unico elemento (el cual es P,;) s y solo si

Sed(S')=H
c) A'(S*)nS=Ker(4)nS
d) P, tene una norma minima en P(4 5) es decr

[P} =mnfl] Q< (4 )
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Sin embargo en general P, no es el unico Qe P(A4 S) donde se alcanza

el minmo

Finalmente supongamos que 4=Qe P(H) y que T =Ran(A)=Ran(Q)
Luego por el Corolano 3 3 4 el par (4 S}=(Q Ran(P)) es compatible si y
solo s1 Ker(Q)+S = Ker(Q)+ Ran(P) es cemrado

Denotemos

Bor=Fys

donde F,; es la proyeccién definda anterormente Los siguientes

enunciados son equivalentes a la existencia de £, ,

1) (@ S) es compatble

2) (P T) es compatble

3) Ker(Q)+ Ran(P) es cerrado
4) Ker(P)+Ran(Q) es cerrado
5) Ran(PQ) es cerrado

6) Ran{QP) es cerrado

7) Ran(I-P+Q) es cerrado

8) Ran(I-Q+P) es cemado
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