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Resumen

En este trabajo estudiamos y caracterizamos las imagenes homeomérficas de los
niimeros irracionales. Inicialmente se presentan las nociones bésicas, la topologia de
los espacios métricos y se revisan algunas definiciones y resultados relativos a los
conceptos de base, separabilidad y homeomorfismo. Se estudian ademas algunas
aplicaciones y propiedades de los espacios de Baire y de los espacios ultramétricos y
se hace una caracterizacion topolégica de los espacios ultramétricos.

Finalmente definimos el concepto de fracciones continuadas, discutiendo algunas
propiedades relativas a la misma y damos el resultado mas importante de este trabajo
de tesis el cual construye un homeomorfismo entre el conjunto de los niimeros
irracionales y el espacio de Baire.

Summary

In this work we studied and we characterized the homeomorphics images of the
irrational numbers. Initially we presented the basic slight knowledge, the topology of
the metric spaces and some definitions and results relative to the base concepts,
separability and homeomorphisms are reviewed. Some applications appear in addition
and properties of the spaces of Baire and the ultrametric spaces and a topologic
characterization becomes of the ultrametric spaces. Finally we defined the concept of
continued fractions, discussing some properties relative to the same one and give the
most important result of this work which constructs to a homeomorphisms between
the set of the irrational numbers and the space of Baire.



INTRODUCCION

Este trabajo se presenta como requisito final para la obtencion del grado de
maestria en Matematica.

En los cursos de Analisis matematico y de Topologia tomados en la maestria, se
recalcé la importancia de los espacios métricos, en general, y en particular la
relevancia de los subconjuntos de los nimeros reales dotados de la métrica usual o
euclideana.

En este trabajo estudiaremos y caracterizaremos las imdgenes homeomorficas de
los numeros irracionales, para lo que resulta fundamental, revisar algunas nociones
basicas de la topologia de los espacios métricos, el axioma de completitud de los
nimeros reales, el concepto de cero-dimensionalidad, los espacios ultramétricos y el
espacio de Baire.

El estudio de los subconjuntos de los niimeros reales desde la perspectiva aqui
planteada brinda la oportunidad de ampliar y profundizar conocimientos sobre los
espacios métricos, ademas que de forma natural nos introduce a la discusién de temas
avanzados de Analisis matematico, de Topologia y de otras areas.

Este trabajo se desarrolla utilizando la informacion registrada en ciertos

documentos bibliograficos en especial el articulo An_Introduction to Images of the

irrational numbers del autor Jerry E. Vaughan y algunos documentos obtentdos via
internet los cuales nos han permitido ampliar nuestro conocimiento acerca de los

espacios métricos, los espacios de Baire y los espacios ultramétricos.



Este trabajo se divide en tres capitulos. En el primer capitulo se presentan las
nociones bdsicas de los espacios métricos, se definen y se demuestran algunos
resultados relacionados con los conceptos de base, separabilidad y homeomorfismo.
En el segundo capitulo estudiamos los espacios de Baire y los espacios ultramétricos,
presentamos sus aplicaciones y propiedades y hacemos una caracterizacion topologica
de los espacios ultramétricos.

En el tercer capitulo definimos el concepto de fracciones continuadas, hacemos la
expansion en fracciones continuadas de un nimero real y construimos el
homeomorfismo entre el espacio de Baire £, y el conjunto de los nimeros
irracionales 7, dotado de la métrica usual.

El resultado m4s importante que concluye este trabajo de tesis es el teorema que
asegura que cada espacio métrico separable, O-dimensional, es homeomérfico a élgl’m

subconjunto de los niimeros irracionales.



CAPITULO I

UNA CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS METRICOS SEPARABLES

(-DIMENSIONAL.



En este capitulo definiremos los conceptos basicos que guiaran la exposicion del
tema de esta tesis. En primer lugar, presentamos las nociones basicas sobre los
espacios métricos. En particular revisamos algunas definiciones y resultados

relacionados con los conceptos de base, separabilidad y homeomorfismo.

1.1 CONCEPTOS BASICOS.

Definicion 1.1 Definicion de espacios topologicos
Sean X un conjunto no vacio y T una coleccion de subconjuntos de X, diremos que
T es una topologia sobre X 0 que (X, 7) es un espacio topolégico si:
T.l &y Xson elementos de t.
T.2 Si{ A }i-ses una familia de subconjuntos de 7, entonces Uiy A; es un elemento
de 1.
T.3 SiA, 4 ..., A, son elementos de 1, entonces MN,.; 4, es un elemento de 1.
Si ( X, ) es un espacio topoldgico, a los elementos de 1 los llamaremos 1

abiertos, o abiertos en caso de no existir riesgos de confusion.

Ejemplos 1.1:
1. Sean.X un conjunto no vacio y To# { &, X }. Obviamente 1, €s una topologia
sobre X, frecuentemente denominada la topologia cadtica.
2. Sean X un conjunto no vacio y 1., la coleccion de todos los subconjuntos de X.
Es claro que 1., s una topologia sobre X. Al espacio topoldgico (X, 1., ) se le

denomina espacio topolégico discreto.



3. Sea X={ 1,2 } sobre X existen cuatro topologias a saber 1o, 1t = { &, {1}, X },

=19, {4}, {2} } ¥ Tw.

Definicion 1.2 Espacios pseudométricos.
Sea X un conjunto no vacio, una funcién
D: X — @ =[0,+w)
es una pseudométrica sobre X si:
l.dfx, x)=0paratodox e X

2. dfx,y)=d(y x)paratodox, y € L.

3. dix,y)<d(x z)tdf z y)paratodox, y, z c X
Si d es una pseudométrica sobre X diremos que (X, ') es un espacio pseudométrico.
En caso de cumplirse:

4. dfx, y) =0, implica que x = y; para todo x, y < X, diremos que d es una

métrica sobre X y que (X, d) es un espacio métrico.

En un espacio pseudométrico se distingue un tipo especial de conjunto denominado
bola abierta. Si (X, d) es un espacio pseudométrico, x € X, y £ > 0, llamamos bola
abierta centrada en x de radio €, al conjunto denotado por Bf x, ¢ ) y definido

Bixe)={ve X d(xy)<e}
Supongamos que ( X, d) es un espacio métrico, diremos que 4 < X es abierto si para
todo x € 4 existe £ > 0, tal que B (x,5) C A.
Resulta que

1={ A4 cX:Aesabierto }

es una topologia sobre X .



Observacion: la demostracion de este resultado se puede encontrar en el libro

Ignacio Iribarren. Topologia de los espacios métricos.

Ejemplos de Espacios métricos 1.2:
1. Sea E un conjunto cualquiera, no vacio.
Definamos la funcion
dExE— i
tal que paratodox, ye £

dix,y)=1,six#y,dxy) =0 six =y.

2. Sea [ el conjunto de los numeros reales y la funcién dix.y) = {x-y| , para todo
xyek.
Mediante sencilla aplicacion de las propiedades del valor absoluto se comprueba
que d es una métrica. Esta confiere a I estructura de espacio métrico, el cual se llama

usualmente la “recta real”.

1.2 SUBESPACIOS METRICOS

Si (X, d) es un espacio métrico y ¥ ¢ X, la métrica inducida sobre Yesd/ (Yx 1).

Asi (Y, d/ (Y xY))esun espacio métrico y es llamado un subespacio de (X, d).

Ejemplo 1.3:
El conjunto de los nimeros racionales 7' es un subespacio del espacio métrico 7. ,
donde i tiene la métrica usual, asimismo el conjunto de los nimeros irracionales 2, es

un subespacio de . En ambos i e /' tienen muchos conjuntos los cuales son abiertos



y cerrados al mismo tiempo, y €sos conjuntos jucgan un papel importante en €sos
espacios. En nuestro caso el conjunto de los niameros irracionales ! es €l espacio

métrico objeto de este estudio.

Si (X, d) un espacio métricoy Y ¢ X.Siye Yy r>0,sea N,(y, r) denota la
vecindad basica de y en el espacio ¥, y sea N, ( y, r ) denota la vecindad bésica de y en
X. Entonces Ny (3, 7 ) =N, (v, )N Y. Se sigue que un conjunto 4 c Y es abiertoen ¥
si y s6lo si existe un conjunto abierto U en X tal que 4= U ¥. Analogamente un
conjunto B ¢ Y es cerrado en Y si y s6lo existe un conjunto cerrado ¥ en X tal que

B=VNY.

Ejemplo 1.4:
Sea /£ un espacio métrico y a, b ¢ & con a < b entonces

(a,b) N[ esabiertoen /' y cerradoen

Definicion 1.3
Un conjunto A ¢ X es clopen ( llamaremos clopen a los conjuntos que son abiertos
y cerrados) en A si es abierto y cerradoen X. Si U c Y c X, entonces U puede ser

abierto (o cerrado) en Y sin ser abierto ( o cerrado) en X.

Ejemplo 1.5:
Seaa,b € ¢ con a <b entonces ( a,b) N I es ambos abierto y cerrado en I, pero no es

ni abierto ni cerrado en 4.



Definicion 1.4
Sea ( X, ) un espacio topologico y 3 una familia de elementos de . Una familia
13 de subconjuntos abiertos de X es llamada una base para X si cada conjunto abierto

es union de elementos de 3.

Ejemplo 1.6:
E! conjunto de todos los intervalos abiertos con extremos racionales es una base

contable de %, y cuando se intersecta con ¢ forma una base contable para 7.

Teorema 1.1

Un conjunto D ¢ X es llamado denso si cada conjunto abierto no vacio contiene un
miembro de D. Un espacio métrico X es [lamado separable si X tiene un conjunto
denso. Es bien conocido que un espacio métrico es separable si y slo si tiene una

base contable.

Demostracion:
Sea § ¢ X, S contable y

B={Nxrl xeSyrc i},
es fiacil comprobar que /4 es contable y es una base de X como espacio métrico.
Por otro lado si 3 = { 4.}, es una base para X, entonces, para cada i ¢/,
tomamos x; € 4; y definimos §= { x;/i € I } y resulta que S es denso y contable
Hablamos de un espacio métrico separable siempre y cuando tengamos una base

contable en mente.



1.3 HOMEOMORFISMOS.

El estudio de los nimeros irracionales tiene en consideracion espacios los cuales

son “idénticos en el sentido de 1a topologia™ al espacio de los nimeros irracionales

Definicion 1.5

Sean (X, d)y (Y, ©) espacios topologicos, y f: X — Y una funcién. Decimos
que fes continua definida comof” (V)= {x € X: fix) €V } esabierto en X para
cada conjunto abierto V ¢ ¥ ( la continuidad puede ser definida, por supuesto, en
términos de dos métricas dy o).

Una funcién que es ambas inyectiva y sobre es llamada una biyeccion. Una

biyeccion fes tal que fy f “ son continuas y llamadas bicontinuas.

Definicion 1.6

Una funcién #: X — Y es llamada un homeomorfismo ( entre los dos espacios
métricos (X, d)y (¥, o) st

i) h es una biyeccion

ii) h es continua

iti)  h' escontinua ( por lo tanto, h es bicontinua)

Decimos también que X'y ¥ son homeomérficos, o X es homeomoérfico a Y.
Usaremos en diversas ocasiones el hecho obvio de que la composicion de dos

homeomorfismos es un homeomorfismo.
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Ejemplo 1.7:

Sea X=(ab)y Y ={c,d) dos intervalos abiertos en /. con la métrica usual, entonces
X'y Y son homeomarficos.

Prueba:

Sea h una funcién lineal cuyo grafica es una linea recta en el plano (a,d} y (b,c)
entonces 4 es una biyeccion, y es continua (atn diferenciable) y 4" es continua donde

su grafica es también una linea recta en el plano.

Ejemplo 1.8:
La recta real & es homeomorfica a el intervalo (-1, 1) ( y por lo tanto X es
homeomorfica a cada intervalo abierto definido en el ejemplo 1.6)
Prueba:
Definamos A: F —{ -1,1) por htx) =x/( ¥ + | x |). Para ver que k' es continua
notemos que K'(-1, 1) — X esta definida por Hloy=x/(1-1x ).

Para una prueba alterna de que # es homeomorfica para cada intervalo abierto, use

la funcion arc tan(x) la cual proyecta a & sobre (- 71/2, 71/2).

Una propiedad es llamada invariante bajo homeomorfismo si para cualesquiera dos

espacios homeomorficos, uno tiene la propiedad si y sélo si el otro también la tiene.

Una propiedad la cual es invariante bajo homeomorfismo es llamada una

propiedad topologica. Cualquier propiedad la cual es preservada por continuidad, es
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una propiedad topoldgica. Un ejempio de una propiedad la cual no es una propiedad
topologica es la de ser acotado. Por ejemplo ( -1, 1 ) y # son homeomorficos, pere

(-1, 1)esacotadoy % no loes.

Definicion 1.7

Si X es un conjunto y d, © son dos métricas sobre X, decimos que dy o son
topologicamente equivalentes si se da la condicion que la topologia sobre X inducida
por la métrica d es igual a la topologia sobre X inducida por la métrica o, en otras
palabras, si damos la funcién identidad sobre X, id: (X, d) — (X o) esun

homeomorfismo.

1.4 DOS NOCIONES DE DIMENSION CERO

Concluimos esta seccion con una breve discusion de dos nociones de dimension

cero en espacios métricos. Primero recordaremos alguna terminologia.

Definicion 1.8

Sea ( X,d) un espacio métrico y 24 < dos familias de subconjuntos de X,
Decimos que < es un refinamiento de ¢ si paracada Ve Vexiste U c ¢/ tal que
V ¢ U Una familia %/es llamada disjunta dos a dos si paracada U, U’e %, si
U # U’ entonces U/ U= ¢. Decimos que < es refinamiento abierto de %22 si %V

es una familia de conjuntos abiertos que refina a £ y cubre el mismo conjunto que

cubre 22 (L V=1 U
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Ejemplo 1.8:

La familia %= {( n, n+1) /7 i nes un entero}, es un ejemplo de un clopen disjunto
dos a dos cubrimiento de los nimeros irracionales, y

V={(nw2 (n+l)/2)77i:n esunentero} esun clopen disjunto dos a dos

cubrimiento de I tal que “V refina “i

Definicion 1.9

Un espacio métrico { X, d ) es llamado cero-dimensional si para cadax ¢ X' y
cada r > 0 existe un conjunto U el cual esclopenyx s U ¢ N(x, ).
Un espacio métrico ( X, dj se dice que tiene dimension de cubrimiento cero si para
cada cubrimiento abierto <1/ de X, existe un cubrimiento abierto disjunto dos a dos

<V de X de forma que “Vrefina U

Teorema 1.2

Todo espacio con dimensién de cubrimiento cero, es (- dimensional.
Demostracion:

Seax ¢ Xy r > 0. Consideremos
-
U= { Ny, 2):ng}.

Es claro que U4 es un cubrimiento abierto de X, por lo tanto, existe un refinamiento
abierto disjunto <V de “Uf que cubre a X. Resulta entonces que cada miembro de ¥ es

clopen. Tomemos v € “Vtal que x ¢ ¥, como “refinaa 4 existe y € X con

xe Ve B{y, %)
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Tenemos que x € ¥ < Bix, r), con V clopen y esto prueba que X tiene dimension
cero. El reciproco no es cierto, para existen ejemplos, uno de ellos es el de un espacio
métrico el cual es cero-dimensional, pero no tiene un cubrimiento de dimension cero,
dado en 1962 por Prabir Roy. Otros ejemplos semejantes son ahora conocidos. Dos

ejemplos faciles fueron dados en 1990 por John Kulesza y Adam Ostaszewski.

Es a menudo, mas sencillo ver si un espacio es cero-dimensional, que si este tiene
una dimension de cubrimiento cero. Por ejemplo los nimeros racionales €
irracionales, con su métrica usual, son obviamente cero-dimensional. Ahora damos un

resultado que implica que ° e | tienen dimension de cubrimiento cero.

Lema 1.1

Cada espacio métrico X separable cero-dimensional tiene una base contable
constituida por conjuntos clopen. En particular, i tiene una tal base.
Prueba:
Para cadax € X, y cada € > 0, existe un conjunto abierto B(x, €) tal que
xe B(x, £) c N(x ¢ ). Claramente, {B(x, ¢ ): x €X, £ > 0} es una base para X
formada por conjuntos clopen. Como X tiene una base contable, sabemos que cada
base contiene un subconjunto el cual es también una base.

Asi existe una base contable que consta de subconjuntos de esos abiertos B( X, £) y

que completa la prueba.
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Teorema 1.3

Sea ( X, d ) un espacio métrico scparable, entonces ( X, d') es 0-dimensional si y
s6lo si ( X, d) tiene dimension de cubrimiento cero. En particular, i tiene dimension
de cubrimiento cero.

Prueba:

Dado que cada espacio con dimension de cubrimiento cero es 0-dimensional, solo
necesitamos probar que, si X es 0-dimensional y separable, entonces X tiene
dimension de cubrimiento cero. Por el lema 1.1, X tiene una base contable B
compuesta de conjuntos clopen. Sea U un cubrimiento abierto de X, y sea

‘W= { BeB:BcUparaalgin U e U}.

Como W es contable, pero W= [B,: n € & }. Ahora ‘U es un refinamiento abierto
de “i4, pero no necesariamente disjunto dos a dos. Definiremos una sucesion de
conjuntos abiertos por induccion.

Consideremos ¥ = By, y para cada n = 1 definimos V,, = B,\U { B;:i<n }.
Claramente V= { V,:n € « } es una familia de conjuntos abiertos disjuntos dos a
dos

( v cerrados), cada uno de los cuales est4 contenido es algtin miembro de L4 Para
completar la prueba necesitamos solo probar que <V cubre a X, y esto s claro ya que
para cada x < X existe un primer n tal que x € B,; asi x € V,,. Asi “U tiene refinamiento
abierto disjunto dos a dos.

Si <% es una familia no vacia de subconjuntos de un espacio métrico X, recordemos
que el diametro de un conjunto U estd definido por
diam(U ) =sup{d(x,y:x, y ¢ U},y lalongitud de una familia de conjuntos ‘U4

est4 definida por long (U ) =sup { diam( U ): U e U} .
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Definicion 1.10

Dos espacios métricos ( X, d) y ( ¥, ©) se dice que son isométricos si existe una
biyeccion h: X — Y tal que para todo a, b € X tenemos que d(a, b) = oA ha), hib)).
Asi una funcién h es llamada una isometria . Claramente cada isometria €s un

homeomorfismo, pero no todo homeomorfismo es una isometria.



CAPITULO 11

ESPACIO DE BAIRE Y ESPACIOS ULTRAMETRICOS
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En este capitulo introducimos la clase de espacios topologicos llamados los
espacios de Baire, que denotaremos por [E, y los espacios ultramétricos; ademas

presentamos algunas aplicaciones y propiedades de estos dos espacios.

Como la métrica natural sobre [, es una ultramétrica, estos espacios tienen
propiedades métricas las cuales son muy diferentes de las propiedades de la
métrica usual sobre espacios euclideanos, por lo tanto, estudiaremos estos

espacios y haremos una caracterizacion topologica de los espacios ultramétricos.

2.1 EL ESPACIO DE BAIRE.

En lo sucesivo denotaremos por « a el primer ordinal infinito
{ conjunto de enteros no negativos), y por “w a el conjunto de todas las funciones
frw—w.
Podemos pensar que un punto fen & es una sucesion de enteros no negativos

f=(fofo s )

Definicién 2.1
Para dos funciones distintas f, g € “w, sea k(f,g) denota ¢l primer » € w tal que

fin) # g(n). Definimos una métrica d sobre “w por

Vk(f.g)+1 sifzg

dﬁg)={0 sif=g
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Lema 2.1

La funci6n d es una métrica sobre “w
Prueba:
S6lo necesitamos probar la desigualdad triangular ya que es obvio que d cumple
las propiedades ( (1) y (2) en la definicién (1.2)
Sea f, h, g ¢ “w demostraremos

d(f.h) = max {d(fg), d(g,h)} (*)

y de aqui se deduce que

difh) <df, g) + dig.h)

Si f=h f=gog= hentonces (*) se cumple; asi que asumiremos la otra
condicidn, sea n=k(fh), m=k(fg) y q= k(g.h).
Basta mostrar que
I/n+ 1) = 1/{m+1),0
1/(n+ 1) < 1/{q + 1); o equivalentemente, mostrar que
m<noég=n.
Supongamos que m > n entonces f{n) = g(n} y asi g(n)= fin) # h(n), pero esto

significa que g < n.
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Definicion 2.2

El espacio métrico = = (“w, d), donde d esta definido en 2.1 es llamado el
espacio de Baire.

La vecindad basica N( f, €) en el espacio de Baire puede ser descrita en otra
forma. Para cada n € w, sea "w denota el conjunto de todas las funciones de

{1,2,..n}enw,ysea “w=U{"winew}.

Para cada ¢ = "w, definimos

[o]={fe“w:oct}.

Lema 2.2

Paracadanseafe“w y > 0.8ir> 1, entonces en %, N(rf)="w.
Sir < 1, entonces N(fr) = [ f/ m], donde m > 2 es el primer nimero natural tal
que
I/'m<r= 1/(m-I).
Prueba:

La primera conclusion, se deduce del hecho de que

df, gy<1l,porlotantof, gc =

y la segunda conclusion, se tiene directamente de la definicion de d.

Se sigue del lema 2.2 que las vecindades basicas en E son los mismos conjuntos
de la forma [ o] para o € ““w. Esos conjuntos [o], por supuesto, forman la base
natural para la topologia producto sobre =. Para f e “wy m ¢ «, usamos la
notacion f/ m= {{(ij) ef-i<m}; asif/ me"w.

Queremos considerar una representacion diferente del espacio de Baire.
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Sea “I'7 el conjunto de todas las funciones f: 1T -— I1. Definamos:
To=(Zx")={(zh):ze T, yhe ™}

Un punto p € F puede ser considerado una sucesion ( po, py, ...pn, ...) donde

pecZ y pnell para n=k. Sip #q en [ sea k2( p.g ) denota el primer entero

n = O tal que p, # gn

Definicion 2.3

Para p, g € &y defimmos

Wk, (p.g)+1 si p=gq
0 si p=gq

dxp.q) = {
Lema 2.3
La funcion d; es una métrica sobre Fi»

La prueba de este lema es similar a la prueba dada en el lema 2.2

Teorema 2.1

(&, d)y (&a,d>) son homeomorficos

Prueba:

Sea ¢: w — _y ¥:w — Fluna biyeccion . Usando la notacion

= (fafi, ..., fo -..) para un punto en , definimos una funcién ¢ : & — Ik,
por () = ( A fo), ). . 4. ... ).

Como ¢ y ¢ son biyectivas entonces T es biyectiva.

Ademas, podemos garantizar que T es bicontinua a partir de la siguiente

observacion:
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SifgeB, yp=up,qg=2(g), entonces el primer lugar donde fy g difieren es el
mismo punto donde p y ¢ difieren. Asi para f, g distintos,

1

d>(p.q) = d2 ( T(f}, T(g) ) = L POEE) 1

k(f.8)+1

=d(fg
En la siguicnte seccion mostraremos que Iz ( por lo tanto I ) es homeomdrfico a

los nimeros irracionales.

2.2 ESPACIOS ULTRAMETRICOS.

Definicion 2.4

Una métrica d sobre un conjunto X es llamado una ultramétrica { o una métrica no
arquimediana) sobre X'y (X,d) es llamada un espacio ultramétrico ( 0 no
arquimediano) si d satisface la siguiente forma fuerte de la desigualdad triangular.
Paratodo x,y z € X,

dfx,z) <=max {d(x,y), d(v,z)} (desigualdad triangular fuerte)

La desigualdad triangular fuerte puede ser llamada la “Desigualdad del triangulo
isOsceles”, porque ella implica que si x,y,z £ X por lo menos dos los numeros d(x,y),
d(y,z) y d(z,x) son iguales.

La prueba de 1.3 muestra que la métrica d definida sobre “w es una ultramétrica.
Asi (i, d) es un espacio ultramétrico, e igual es el caso de (B, o> ).

Note que la métrica usual sobre / ( el subespacio de irracionales) no es una

ultramétrica.
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Ejemplo 2.1:
Sea x = _,‘V,-"E’y: 1+ 2 yz=2+ .2
2<max{1,1}=1

d(x,z) =2 > max { d(x.y), d(.z)} = |

El siguiente resultado muestra que tan diferente es una ultramétrica del espacio usual

euclideano.

Teorema 2.2

Sea (X,d) un espacio ultramétrico entonces se tiene lo siguiente:

a) Paracadax ¢ X y cada r >, N(x,r) esun conjunto abierto y cerrado.
Prueba:

Para Nfx,r) es abierto por la definicion de la topologia métrica. Para ver que N(x,r)
es cerrado mostraremos que X IN(x,r) es abicrto. Sea y < X \WN(x,r).; entonces
df x,y ) = r. Afirmamos que N{ y, r} /TN( x, ¥ ) = @. Si esto no fuese cierto, entonces
existe un punto z e N(y,r ) /IN(x,r ) asid(zy) <r y dfzx) <r.
Por la desigualdad fuerte del tridangulo, tenemos que

r <d(x,y) < max {dx,z), dizy)}<r,

pero esto es claramente una contradiccion.

Asi Niy,r) /IN(x,r) = @, y por lo tanto se tiene que N¢x,r) es cerrado.
b) Si dos vecindades basicas tiene un punto en comiin, entonces uno esta contenido en
el otro, es decir, si N(x,r) M N(y,s) # @ y r < s, entonces

N(x.r) ¢ N(v,s)
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Prueba:
Seaz e N(x,r)y w € N(x.r) [ING,r)
A zy) < max {dzw), dwy))
< max | max {d(z,x), d(x,w)}, diw.y)}

=S

¢)SiN(x, v} IN(y, r) + D entonces N(x, r} = N(y,r)
Prueba:

Se deduce inmediatamente de (b)

d) Cada punto en una vecindad basica limita a su centro. Es decir, siy € Mx, r)
entonces N(x,r)=N(y,r)
Prueba:
Si y e Nfx,r) =y e N(x,r) [IN(v,r)
= N(x,r) [IN(yv,r) # &
— N{x,rj = Nfy,r) (porc)
€)Sea S(y,r)= {x e X: d(x,y) <r}. Six €S(y, r)entonces N{x, r) cS(y, r).
Prueba:
Seaz e N(x, r) y supongamos que x < S{y, r )
—=dfz,y) smax{dizx), dfxy)} <r
— ze S(yr). Asi N(x, r)cS(y r)
f) Toda interseccion no vacia, finita, de vecindades béasicas es una vecindad basica.
Prueba:
Seax;, Xy, o, Xn € X, ¥ Ty, T2, e, Tp € 5

tales que
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n ]V(xisrj)i @
i=1

sea r; = min { r;/ 1 =i <n}, aplicando (b)

se prueba que

ﬂ Nix, r}=N(x;r;)

i=1

g) Todo conjunto abierto es una union de familias de vecindades bésicas disjuntos
dos a dos

Prueba:

Sea A abierto, 4 es unidn de vecindades basicas, pero por (¢), dos de tales bolas son

iguales o son disjuntas, entonces se obtiene la afirmacion.
h) Toda unién de vecindades del mismo radio es clopen.

Prueba:
Sear>0,AcX ¥y

B=U N(x,r)c Xx

xe 4 #
SeayeclB)—=N(yriNB+¢
SizeN(y,r)NB= dxcAtalquez eN(y, r)
= N(y, r})(IN(x, r)+¢
= N(v,r) = Nfx,r)
= yeN(x,r)jc B=yeBh.

Asi B es cerrado
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Teorema 2.3
Los espacios ultramétricos son 0-dimensionales.

La prucba de este teorema se obticne directamente de (a) en el teorema 2.2

2.3 UNA CARACTERIZACION DE ESPACIOS ULTRAMETRIZABLES.

Daremos ahora ¢l resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.4

Sea ( X, &) un espacio métrico. Las siguientes tres condiciones son equivalentes.
1. Existe una ultramétrica o sobre X la cual es topoldgicamente equivalente a d.
2. ( X, d) tiene un cubrimiento de dimension cero.
3. Existe un sucesion { U, : i< w)} de cubrimientos abiertos disjunto dos a dos de
X tal que:
(i)  siU e U, entonces diam(UJ) < 27"V, y

(i) Ui refinaa U, paratodoi € w.

Prueba de | = 2.

Sea o una ultramétrica sobre X tal que p y 4 son topoldgicamente equivalentes.
Sea “I{ un cubrimiento abierto de X ( como o y d son topolégicamente equivalentes el
término abierto no es ambiguo). Necesitamos encontrar un cubrimiento <V de
conjuntos abiertos disjuntos tal que “V refina a “24 Para cada x en X, sea

itx) =min{i =1 :3U e “U tal gue N(x, 1/i) c U}.

Sea V= {N{x, 1/i) : x € X}. Claramente “Ves un cubrimiento abierto de X el

cual refina a “U; asi solo necesitamos mostrar que <V es disjunto dos a dos.

Sean N.(x, 1/i(x)) y Nfy, 1/i(y)) elementos distintos de V, y
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supongamos que cllos no son disjuntos, supongamos que
z e Nfx, 1i(x)) /1IN (v, 1/iy))
De 1.7(b), una de estas vecindades basicas esta contenida en la otra.
Digamos que N {x, 1/i(x}) c N (v, 1/i(y)). Por definicion de i(y) existe U € U tal que
Ny, 1Vify)) c U. Como x estd en Ny, I/i(y)), se tiene que
N v, 1/i(y)) = No(x, 1/i(y), y por lo tanto
Nux, 1ity)) = Nufy, Vi) c U
Por la definicion de i(x), tenemos i(x) < i(y); asi
N x, l/itx)) > N(x, 1/ity}) = Ny, 1/iy)
De aqui N {x, 1/i(x)) = N, 1/i(y)} lo cual contradice nuestra suposicion de que

esos dos elementos de V son distintos.

Prueba de 2 — 3.

Por hip6tesis, X tiene un cubrimiento de dimension cero. Sea U/, un refinamiento
abierto disjunto dosa dosde /Nx, 1) :x € X j.

Asumimos que se tiene definido un cubrimiento abierto disjunto dos a dos “U,,

para i < ntal que la propiedad (i) y ( ii) en (3) sec mantienen para todo i <n.
Construiremos “t/,_, , como sigue. Sea

Y={N, 2™} x e X ),y W=(NAUNe WyUecU}.

Entonces W es un cubrimiento abierto de X; asi por hipdtesis, existe un refinamiento
abierto disjunto dos a dos de W, al que llamamos “Uy+,.

Es fécil ver que una sucesion { U : 1 € w} satisface las condiciones dadas en (3).
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Prucbade 3 — 1

Sea { U : i € w}una sucesion de cubrimientos abiertos que satisfacen las propiedades
en (3). Definiremos una ultramétrica o sobre X como sigue:
Para cualquiera dos puntos distintos x, y € X definimos
k(x,y) = min{i ¢ &: x y y estan en miembros diferentes de %4}
La propiedad (i) implica que k(x.y) estd bien definida. Para cualquier x,y € X

definimos

1/(k(x,y)+1) Six#y
p(x.y) = ,
0 six=y

Tenemos que verificar primero que o es una ultramétrica, y la Unica parte de la
definicion que no es obvia, es la forma fuerte de la desiguaidad triangular.
Sean x, y, z € X. Debemos mostrar que:

o(x, y) = max{o(x, 2}, o(z, y}}
Six =y trivial. Asumamos que x # y. Por (i) existe un primer n > 0 tal que x y y estan
en diferentes miembros de “U; asi k(xy)=n
Sean U, U’'e YU talquex ¢ U, yve U . Siznoestden U, entonces z y x estan en
diferentes miembros de 4 ; lo cual implica que (z, x) < n; asi

plz. x} = 1/{n+ 1} = p (x, y), y la desigualdad se mantiene.

Siznoestaen /', entonces z y y estan en diferentes miembros de U4, por lo tanto la
desigualdad se mantiene.
La posibilidad que queda es que z ¢ U/ N U pero esto es imposible porque U, es una

familia de disjuntos dos a dos.
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Para finalizar la prueba debemos mostrar que p es topologicamente equivalente a la
métrica original d sobre X. Es claro que cualquier sucesion de familias de conjuntos
abiertos en (X, <) satisfaciendo (i) es una base para (X, d). Por definicion de la
topologia métrica {N,(x, r). x € X y r >0} es una base para (X, p); asi para ver que

topologia (X, ) es igual a la topologia (X, p) es suficiente mostrar que

M Nxpi:xeXyr>0=U{ 2% nco} cU{X)

Para finalizar, sca N =N, (x, 7). Sir> |, entonces N=X. Sir</;existe n> 1 tal
que 1/(n+1) <r<1/n. Como ‘U, cubre a X, existe U € U tal quex  U.
Afirmamos que U= N. Siy e U, entonces x y y estan en el mismo elemento de U,
asi por (ii) , kfx,y) > n.

De aqui p(x,y) <l/(n+l) <r;asiy ¢ N.
Reciprocamente, siy € N,y y # x, entonces seam € o tal que k(x, y ) = m.
Como y £ N, tenemos que

plx,v}=1{mvl)<r<l/m asin<m+]
de aqui

n—-I<k(x y)

Luego x y y estdn en el mismo miembro de U, ;; asiy ¢ U
Para completar ia prueba de la igualdad dadaen (1), seanc oy Ue U,.
Afirmamos que U/ = N,(x, 1/{n+1)) para cualquier x en U.
Si y = U, entonces x y y estan en el mismo elemento de U,; asi

k(x,y) = n+l1
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iuego
plx,y)<1/(nt2) <1/ ntl),yasiy eNyfx 1/(ntl))
Si y e Nyfx, 1/(n+1)) entonces p (x,y) < 1/ n+2 ) luego
kixy)zn+1
De aqui x y y estan en el mismo miembro de U, y asiy e U. Esto completa la prueba

del teorema 2.10

Observacion 2.1: Algunas partes del teorema 2.9 fueron conocidas primero para ¢l

caso de Espacio de Baire en Feller, W., y Tomier, E (1930). Mas-und Inhaltstheorie

des Baireschen



CAPITULO I1I

UN HOMEOMORFISMO ViA FRACCIONES CONTINUADAS
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En esta capitulo damos la definicion de fracciones continuadas, discutimos algunas
propiedades y hacemos algunas observaciones importantes, por ¢jemplo, hacemos la
expansién en fracciones continuadas de un n(imero racional y definimos una sucesion
de familias de intervalos abiertos para construir un homeomorfismo entre el espacio
de Baire [ y el conjunto de los nimeros irracionales 7 dotado de la métrica usual.

Este homeomorfismo del espacio de Baire y el conjunto de los nimeros

irracionales  es el resultado mas importante de este trabajo de tesis.

3.1 FRACCIONES CONTINUADAS

Una expresion de la siguiente forma es llamada una fraccion continuada

aD + s = [a(), a1, +ov s X]

Solo consideramos el caso especial cuando ag € Z, a; € I para todo

1 i< n, y x es cualquier entero positivo x £1 (six = 1, escribimos

[ o, @, ..., any + 1] en lugar de [ ag, ai. ..., an, 1])- Lanotacion [ ap, ay, ..., x | es
cominmente usada para denotar la fraccion continuada dada arriba, donde [ ap] = ay.
Notemos las siguientes tres propiedades obvias:

(1) Si el altimo término x en [ ap, -.., x ] €s un entero positivo x = a,, entonces el
namero { @y, ..., dy} €5 un niimero racional.

Q) fag . ]=apt Va, ..., a.

(3) Para cualquier nimero x #0, [ ao, ..., @u1. X ] = [ Qps -+ Qnoz, Gy + ! ]-
X
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La expansién en fracciones continuadas de un niimero racional puede ser

encontrada usando el algoritmo euclideano y es tnica, en efecto

Teorema 3.1

Si a, b son dos niimeros enteros, b>0, por el algoritmo de Euclides existen g y r

tales que
a=bg+r donde 0 <r<b
Aplicamos ¢l algoritmo de Euclides repetidamente y construimos la sucesion de

igualdades
a=rogg +r;, donde0<r <rp

Fo= riqr tr donde 0 <r; < r

Fn2= FniQny+¥n donde 0 <r,<r,,

Como 1; forman una sucesion decreciente de enteros positivos, este proceso
terminara en un namero finito de pasos. Es decir, existe algin entero n tal que r, = 0.

A partir de las igualdades anteriores, podemos escribir

a
b = qo +
g, + - —

Con la notacién anterior  =[goqn -, Gnl
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Para ver esto, reescribimos la familia de igualdades de arriba, como sigue

a_ a 7
PR
¥y L0
7 r r 1
0 2 1
=q, +-~, 0 =
rl rl 0 + rz
q,
n
r 1
n—-2 __ L
=10 0 =
n-1 n-2 qn—l

Teorema 3.2
Todo niimero racional puede ser representado como fracciones continuadas y

reciprocamente, toda fraccion continuada finita es un mimero racional.

A continuacion enunciamos algunos resultados concernientes a las fracciones

continuadas.

Lema 3.1
Sean x, y nimeros reales con x < y y » un entero mayor o igual que cero, entonces
(i) Simesparentonces[ap ay, ..., Gn x> [ ap ai, ..., Gn ¥ }.
(i) Sinesimpar|ay, a;, ..., a, x | <[ as ai, ..., an ¥}
Prueba:

Procederemos por induccion

1 I
Paraelcason=0tenemos [ap x]= ap+  >ap+ =lapyv}
x
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| 1 .
Paran=1,tenemos a; + > a + —; asi para el caso n = 0 tenemos
X

l 1
[ap,anx]=lasa;+ —|<|agart y]:[an,a;,)’]
x
Prueba de (i). Asumamos que el resultado se mantiene para 2ny 2n + [.
1 , 1 C
Sean x' =@zt -, Y Y T2t — 5 asly <X.
x y

Ahora tenemos por (ii)

[a09 aApy-.o B2n42, y] = [aﬂa Aiyeees Q2nt Iy _V'] < [Go, Ajyerey A2pr 1y x’] = {aﬂa Ay ey A2p12, X ]-

Prueba de (ii).

1 , 1
Sea x'= a3t — Y Y= amszt -
x y

luego y' < x'. Por (i) se tiene que

[ao, ai,.... Gones, X] =G0, Qus...s Qonez, 7)< a0, Q1. Q2n: 2, Y = [G0, a1y Q20030 Y ]

Corolario 3.1
Para cualquier £ € 7/,
(i) Sinespar, [as ay, ....an k> [ap ay, ..., an k+1],
(i) Si nes impar, [ Go, ay, ..., an k| <| ao, ai, ..., an, k+1].
De este corolario vemos que la sucesion {[ ap, ay, ..., an, k] : k € ¥ } es monétona
( decreciente para »n par, y creciente para » impar ).

Lo siguiente que verificaremos es que esta sucesion converge a [ gp, ay, ..., Gy .
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Lema 3.2
La sucesion {[ ag, @1, ..., an, k] : k€ N} converge a| ap, ay, ..., au].
Prueba:
Claramente
[ao, k] = ap + ; — ay = |ag],
Y

[ag an, kl=ap+1/[a,k}—as+1/a, (porelcason=0).
El resultado ahora se sigue por induccion de la igualdad
[ap, ..., am k| =ao+1/[ay ....,an k].

Ahora definimos una sucesion { “U; ;i <w)} de familias de intervalos abiertos con
extremos racionales. Trabajando por induccion, los intervalos abiertos con esos
extremos son reunidos en forma de una sucesion de cubrimientos abiertos
(U : i€ w) de los irracionales. Usaremos entonces esos cubrimientos abiertos para
definir el homeomorfismo.

Desde un punto de vista esos cubrimientos abiertos son moderadamente féciles de
visualizar. Cada U, consiste de muchos intervalos contables disjuntos dos a dos con
extremos racionales.

Para construir <., de U4, tomamos cada intervalo / = (a,b) € U y los intervalos
contables /; (f € w) en la siguiente forma:

Construiremos una sucesion de niimeros racionales ( p, } que comienza con uno de
los extremos ( pp= b cuando i es par; pp = a cuando / es impar ) y converge
mondétonamente a el otro extremo. Los nimeros racionales consecutivos en esta
sucesion son usados como extremos de intervalos en U4, ( nosotros definimos la

sucesion ( p, ) usando fracciones continuadas).
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Sea
WUp={(ap,ap+1):aeZl,yU={(a,k+1], [ao, k]):a0e Z k=1}.
Supongamos que Uy, y que cada intervalo en “Ly,. es de la forma
[ a0, @;..., 825, K+1], [ 0,21 ..., 820, K].
Para cada { ag, @1, .. ..azn1 1 ) definamos “Upni2((@0,a, ..., d2q+4)) para ser el siguiente
conjunto de intervalos contables:
{ [ao, a1 Q2+ 1, k], [ag. @tyenns Q2nit, k1)) :ape 2, g, (i < 2ntl), k= 1},
Por el corolario (3.1) { [ag, @y,....azns 1, k] * k = 1}es una sucesion creciente con los
clementos minimos [ag, ay, ..., @ 1, 1]1=ao. ay, ..., G2a 1+ 1],
Y por el lema (3.2) converge a [ap, ay, ..., Gons 1]
Asi cada intervalo en “Upno{((ap.ay, ..., @ 1)) €8 un subconjunto del intervalo
I=(lanai ..., am ¥, [ Qg ar, ..., G2 1] ) € “Unpge s
Como cada miembro de esta sucesion creciente, excepto el minimo, €s un nimero
estrictamente entre los extremos de I, la clausura de cada intervalo en
Upao( a@p, ay, ..., am+; ) esta contenido en Z, excepto el intervalo que ticne a
[ ap. @, ..., @z ;+ 1] como un extremo.
Definamos
Upnia = U { Unno{( @ps@ty, -y Gz i) 10 € Zy @i € FI(§ < 2n+1)}
Analogamente, definimos “Upp.3( ap, ay, ..., Gomez Yparacada(ap ,as, ..., G2piz ), Y
definamos “U,.3 como la unién sobre todas esas famitias contables de intervalos.
Como la sucesion { [ ag, dy,...,ax+2, k |- k = 1}es decreciente y converge a
[ap.ay,..., A1) vemos que cada intervalo en “Upn.3( ap,ay,. .., @2,+2 ) €5 UN
subconjunto del intervalo

I'= ([ ap, @1ye.e@ni2 ), | Qo Qtye.os@ons 2 + 1]) € Unnsz
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Mas guim, como cada término de esta sucesion decreciente es un elemento del intervalo
abierto I', excepto el maximo, cada intervalo en “Upni3(a0,a1,. . .,820+2) ticne esta
clausura de un subconjunto de I' también, excepto para ese Unico intervalo el cual
tiene a [ ap,ay,....dzm+ 2+ 1 ] como un extremo.

En general, como ningin punto extremo de un intervalo en ¢l cubrimiento <. es
usado como un extremo para algun intervalo en 4, tenemos que todo intervalo en
U+ tiene este subconjunto clausura de algun intervalo en U,

Queremos mostrar que el lim,_.(medida “Un) = 0. Primero damos un estimado de
la distancia entre dos fracciones continuas. Este estimado puede ser mejorado, pero €s

adecuado a nuestros propositos.

Lema 3.3

Seal<x<yymn=l,

o y—x
iysinespar,[ag ay, ..., anx]1—[Ge, @1y ..., @m Y] < *

Xy+n
ey . y—x
ii) si mes impar,[ ag, @y, ..., an ¥l -{as as ..., G x] < =

xy+n
Prueba:
Para n =10, n < 1 verificaremos que
X

[ a0, x]1—[ a0, ¥] = o

y damos el paso inductivo.

Asumamos que el resultado es valido para 2n y 2nt1. Para (i), hagamos

1
X= [ Aoy Aly «vv s 20125 x] Y Y= [ag, [7 T TN ,azn+2]., b seax' = Qpot - Y
X

T TR AN DE PANAMA
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V = a2+ 1 (asi ¥ <x"). Por (ii) y el hecho que 1 < az,.y, x, ¥ tenemos que
¥y

X- Y= [aOs ap, ..., a.?n*bx] -[aﬁs Aly «nn sy a.?n+2aJ7]
=[a09 dp, ... ontls x' } - [aﬂs iy con s a2n+hy,]

x‘_yF

T X jz'+2n +1

i ]
(a2n+l + ) - (a2n+l + )
X y

-y = .
(ay +- )@y, +-)+ 2n+1
vy X

, yY-x . B
xya;nu +a,,,(x+v)+(2n+hxy

yox
xy+2n+2

A

La prucba de (ii) es similar.

Corolario 3.2.

. 1
Para » = 1, la medida (“L4,) < -~
n+1

Prueba:
La medida de <1, es obviamente 1, y la medida de U es facil ver que es Y.
Sea / un intervalo arbitrario en “U, ( n = 2 ), n par, decimos que
I=([ag, aj,..., an, k+1] ,[ag, aj,....ax k)
asi, la longitud de 7 es
L= [ap, aj,....an k] -[ap, ay,...,0n, k+1]

Por el lema 3.3 obtenemos
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L< .(k+l)__.k_. A
k(k+1)+n 1+n

El caso par » impar es similar.

Observacién 3.1
(1) Cada “U es una familia de intervalos abiertos con extremos racionales, y <24
cubre a .
(2) Los intervalos en “U; son disjuntos dos a dos,
(3) U refina a U, lo que significa que cada intervalo en U4, s un
subconjunto de ( necesariamente Unico) intervalos en U,

4) U, refina U, lo que significa que la clausura de cada intervalo en U, es

un subconjunto de algun intervalo en 4.

(5) Para n > o, medida (“14) < .1]
i+

Corolario 3.3
Para cada nimero irracional x, existe una sucesion
{aiticw,aqpeZ,ya el paratodoie )}
tal que
1. ( caso par) x es el Gnico punto en
M apay, ..., a,),{a@p,ay, ...,a,+1]) inew, npar ),y
2. ({caso impar), x es el (inico punto en

N{( ap, ay, ..., an+1], [an. ay, ..., an ]} : n €w, nimpar }.
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Prueba:

Sea x un niimero irracional. Por la observacion 3.1(1), existe un intervalo fp € Uy
tal que x < . Por la construccion, e¢xiste un entero ay tal que fp = (ag, ap + 1).
Por induccion, afirmamos que hemos construido ( para i < n) intervalos I, € U, y
enteros positivos a; ( para 1 < i < n) tal que:

1. xelcl,

2. IL=([ap ay ....a;), [ a0, ay, ..., a;+ 1]) para i par,

e I=([aparn...,a+ 1), [an as ..., a])paraiimpar.

Encontrar /,..; €s trivial, ya que existe exactamente un intervalo en “+ el cual

contiene a x. Mas ain, I,.; ¢ I,; asi si » es par, por la construccion, /,.; €s un

intervalo definido a partir de la construccién de una sucesion que comienza con el

extremo izquierdo de 1, y converge al extremo derecho de 7,. Por lo tanto, existe un

entero positivo & tal que

Li=(agan,....,ank+1][(asan....ank])
Tomemos a,. ;= k. El caso que n es impar es similar.
Ya estamos preparados para construir un homeomorfismo ¢ de = sobre .

Trabajamos. sin embargo, con E. el cual es homeomorfico a 3 por el teorema 2.1

Definicion 3.1
#((a;)) es el dnico punto en
([ as ar, ..., an). L as, a4, ...,y + 1]} i npar}.
Obviamente, tenemos también ¢((a,)) es el Gnico punto en

N{lanar,....an+ 1), [ap ay, ..., ax]) : nimpar §.
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Debemos verificar que ¢ esta bien definido. La interseccion que define ¢ es no
vacia porque la interseccion de esos intervalos abiertos son iguales a la
interseccion de su clausura por observacion 3.1(4) ( y entonces la interseccion es
no vacia pues i es localmente compacto).

La interseccion es un conjunto unitario por la observacion 3.1(5). El dnico
punto x en esta interseccion es irracional, porque cada nimero racional tiene una
expansion por fracciones continuadas y por lo tanto aparece como un extremo de
un intervalo en algiin <U4. Asi por la observacion 3.1(4), x no es tal extremo y por

consiguiente es irracional.

Teorema 3.2
¢ es un homeomorfismo de [, sobre .
Prueba:
¢ es inyectiva
Sea (a;) # (b)) y sca j el menor entero tal que tal que a; # b;.
Si j = 0 entonces ay # by y los intervalos ( s, a9+ 1),y ( bo, by +1 ) son disjuntos;
asi /(@) + A( b;)).
En el caso j > 0y par ( por lo tanto j — 1 es impar } tenemos
¢(a)e(ana,...anallasan....¢a+1}) y
g biNeanan,....,a.b ) asa ..., a0 b+ 1]).
Como g; # bj, los dos intervalos arriba son elementos distintos de “24, por lo tanto

disjuntos. Se sigue que &{( a;}) # ¢(( b;)). El caso para j > () e impar es similar.
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¢ es suryectiva

Esto se sigue inmediatamente del corolario 3.3

@ es bicontinua

Es suficiente mostrar que existe una base % para ¢l espacio de Baire, y una base
U para el conjunto de los irracionales tales que la funcion ¢ envia cada B € 93 sobre
algin U € U, y cada U € ‘U esta es la imagen de algun B ¢ 9. Como 93 tomamos
la base usual para la topologia métrica sobre £,

N={Nx,1/n):nerl},
y como I/ tomamos
U= Ui<w},
la cual es claramente una base por la observacion 3.1(1),(5). Cuando usamos % en

%, es de utilidad notar que
i . , . .
dix,v)< siy sOlosix, =y parai <n.
Rn

Ahora, es suficiente mostrar que cadaa € =y ¥
B=MNa, l/ny={fei:f=a; para {<n}
tenemos que
(i) para npar, dB)=(an as, ..., a, . [ao, ay, ..., an + 1]).

(i)  para nimpar, §B)=([ap, a;, ..., a,+ 1], [ ap, ay, ..., au]).
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Prueba de (i)
Para n par, por la definicién de ¢ y la propiedad de los intervalos encajados, se
tiene que
Xcg(B) siidbeBbi=a (izsny b)=x
sii x € N([an, ay, ....a), [ as,ai, ..., ac,a;+ 1]): i par < n}

siixe([ag, arn ..., an), [ G0, a1, ..., Gty an+ 1] ).

La prueba de (ii) es similar.

Uno de los muchos rasgos utiles del espacio de Baire es que para algunos
propositos este puede ser usado en lugar del espacio de los irracionales. El siguiente
teorema ilustra esta situacion. El teorema es un caso general y es el objetivo de este

trabajo.

Teorema 3.3

Cada espacio métrico separable, 0-dimensional es homeomoérfico a algin
subconjunto de los ndmeros irracionales.
Prueba:

Sea X un espacio métrico separable, 0-dimensional. Es suficiente probar que X es
homeomorfico a un subconjunto de B. Por el teorema 1.3, podemos encontrar una
familia { U, : i cw }de cubrimientos clopen de X satisfaciendo las condiciones en el
teorema 2.4 (3).

Por separabilidad, cada 14 es a lo mas contable; nombramos su cardinalidad por

ki; donde k; = w para todo i € w. Nombremos a los elementos de “U4 como{U,;:j <k }
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en una forma uno-uno. Para cada x € X'y cada / existe un tnico U € “U; tal que x € U,
de aqui una forma de escoger un Ginico entero f(i) tal que x e U, ,

Esto define una funcion f; donde

7. enk, = {feF ) <kparatodoi<w},

i<m

xe U e wl.

AU
Afirmamos que la funcién ¢: X - E definida por ¢(x) = f; es un homeomorfismo

sobre la imagen de ¢

$es inyectiva: si x # y entonces existe i tal que x,y estan en distintos elementos de “U4;
asi £, (1) £ £, (i)

¢ es un homeomorfismo: primero note que para ij € w, o(ij) = {fe B : A =j}.
es un conjunto abierto en [, y mas adn, el conjunto de todos los o(4, j) para i, j € w es

una subbase en la topologia métrica sobre [E:. Por lo tanto la familia
(i NeX):iew j<k)
forma una subbase para ¢ (X) ya que ¢ (x) =f e [ _ &, .
Ahora, es suficiente mostrar que cada conjunto en la base w{ U : i <w} para Xes
proyectada por ¢ sobre un conjunto de la subbase, y cada conjunto de la subbase es la
imagen de algin U € Wf U : i < w}. Por lo tanto es suficiente probar

$(UH=1¢L/>]IN$X) ]

para i < w, yj < k;. Esto sigue inmediatamente de la definicion.
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CONCLUSIONES

Al culminar este trabajo podemos concluir que:

Todo espacio con cubrimiento de dimensién cero, es cero dimensional.

Todo espacio ultramétrico tiene dimension cero

Los conjuntos ! e T con la métrica usual, tienen cubrimiento de dimension cero.

El conjunto de los nimeros racionales puede ser representado como fracciones

continuadas y toda fraccion continuada finita es un nimero racional, el conjunto de

los nameros irracionales I es homeomorfico a el espacio de Baire J2.

Cada espacio métrico separable, cero-dimensional es homeomorfico a algun

subconjunto de los nitmeros irracionales.
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