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RESUMEN

Una de las aplicaciones de la Teoria de Recursion que permite
explicar los problemas indecidibles, es la Jerarquia Aritmética de Kleene
el cual clasifica conjuntos recursivos, asi como recursivamente
irresolubles por su grado de irresolubilidad. Encontraremos una
clasificacion dentro de esta Jerarquia para los conjuntos: K, Ky, Ky, Inf,
Fin, Rec, Con, Cof, Ext, Subsety Tot,y ponemos especial interés en el

grado de irresolubilidad de los conjuntos Crea, Simp y Comp.

SUMMARY

Kleene’s Arithmetical Hierarchy allows to classify recursive and not
recursive sets by their degree of unsolvability, and this is one of the
application of Recusion Theory to the problem of undecidability. In thiss
work we find a classification in the Klenne’s Hierarchy for the sets:
K, Ko, K;, Inf, Fin, Rec, Con, Cof, Ext, Subset and Tot, and study the

degrees of unsolvability of the sets: Crea, Simp and Comp.

ifi



Introduccién

Los modelos abstractos de computacidn tienen su ongen en los afios 30, antes de
que existieran las computadoras modemas, en los trabajos de los 16gicos Church, Gddel,
Kleene, Post, y Tunng El punto de partida de estos primeros aportes surgieron de las
interrogantes presentadas en 1928 por Hilbert, cuya meta era crear un sistema matematico
formal "completo" y "consistente”, en el que todas las aseveractones pudieran plantearse
con precistén, es decir, encontrar un algortmo que determinara la verdad o falsedad de
cualquier proposicion en el sistema formal A este problema se le conoce como
Entscheidungsproblem (problema de la decidibilidad)

La teoria de la recursién, también llamada teona de la computabilidad, trata
fundamentalmente sobre el estudio de los problemas de decision en todos los campos de
la Matematica La teoria busca dilucidar cudles problemas de decisién pueden sei
resueltos en forma algoritmica, clasificando los problemas de decision algoritmicamente
no resolubles de acuerdo a sus dificultades y circunstancias intrinsecas de 1rresolubilidad

Una de las aplicaciones de la Teoria de Recursion que permute explicar los
problemas indecidibles, es la Jerarquia Antmética de Kleene, punto central de este
trabajo Nuestro objetivo es estudiar el grado de rresolubihidad de algunos conjuntos nc

tniviales y las relaciones entre los mismos

Este trabajo estd orgamizado en tres capitulos, en el pnmer capitulo, revisamos
algunos conceptos fundamentales como las funciones pnmitivas, utihzadas por Godel en
1930 en su Teorema de Incompletitud, la noctén de funciones pnmitiva-recursivas,
funciones basicas, predicados pnmutivo-recursivos, la enumeracién de Godel importante
para el desarrollo del trabajo y las funciones recursivas en algunos casos llamada

funciones computables

Fuertemente asociado con las funciones recursivas, estan los conceptos de los
conjuntos recursivamente enumerables y los conjuntos recursivos revisados en ¢l segundo
capitulo Ademds definimos la reducibilidad de conjuntos, revisamos las relaciones entre

los conjuntos completos, productivos, creativos, cilindros, tnmunes y simples Se



presenta los conjuntos de indices que corresponden a problemas naturales indecidibles
relacionados con las funciones recursivas K, Ko, Ky, Inf, Fin, Rec, Con, Cof, Ext,
Subset y Tot y un interés en el grado de irresolubtlidad de los conjuntos Crea, Simp y

Comp

La clasificaci6n de los conjuntos defimdos en el segundo capitulo, es desarrollada
en el tercer capitulo, momento en que la ldgica juega un papel importante para €l logro
del mismo Ademas se establece la nocion de Turing-reducible y los grados de
iresolubilidad asociados Importante para este tema es el estudio de los metodos “fine-
infinite inyury priority”, creado por Shoenfield (1961) y Sacks (1963-1964) de forma

independientemente
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CAPITULO I
CONCEPTOS FUNDAMENTALES



L. Conceptos Fundamentales

En este capitulo caractenzaremos formalmente algunos conceptos basicos e

importantes para el estudio de temas que son puntos centrales de este trabajo

Las nociones de computabilidad y sus funciones asociadas (computables ¢
recursivas) se remontan desde la época de antiguos gnegos y los egipcios que mostraron
que tenian una buena comprension de la computacién "metodos” Como es el caso del
cientifico persa Al-Khwanzmi en el afio 825 escnibié un libro titulado "Sobre el calculo
con nimeros hindies", que contenia la descnipcién de vanos procedimientos que ahora
podnan ser llamados algoritmos Su nombre parece ser el ongen de la palabra
"algontmo” ya que al ser traducido al latin, se tituld "Algoritm: de Numero Indorum”
Un algontmo, lo podemos describir como un procedimiento secuencial para la solucion
de un problema el cual posee las siguientes caracteristicas es determinista, posee un

nimero finito de pasos bien definidos y produce un resultado sin importar la entrada.

La computabilidad moderna tiene sus raices en trabajos matematicos, realizados
al mcio del siglo XX, con el propdsito de formalizar el concepto de “procedimiento
efectivo” (algontmo) sin refenrse a algin lenguaje de programacion mi a dispositivos
computacionales fisicos En la década de 1930 los logicos, en particular Alan Tunng y
Alonzo Church, estudiaron el significado de coOmputo como un proceso mental abstracto
y empezaron a disefiar dispositivos teéricos para modelar el mismo, como un proceso de
calculo que podria ser utihizado para expresar algontmos, asi como algunos calculos que
no tiene solucion alguna (o no terminan) De esta forma nace la nocién de una funcion
parcial que generaliza la de un algontmo, descrito anteriormente, considerando aquellos
procesos de calculo que no siempre conducen a un resultado Es por ello que
introduciremos el concepto de una funcion “computable” o *recursiva” y las

terminologias basicas que se describen en esta area de la Matematica



1.1 Funciones y Algontmos
Constderemos los conjuntos X;,X,, ,X,eY distintos del vacio y denotemos

X=X, XX, X XXp, entonces f X - Y es la funcién de n vanables, del cual se

desprende las defimiciones siguientes

Definicién 1.1.1 Se dice que una funcién f X — Y es una funcion parcial s\ f se define
como un subconjunto de X; X X; X X X, X Y de manera que para cada seleccion de

X, € Xy, ,xp € X, existe al menos un elemento y € Y para el cual

flx, %2, ,xp) =y

De forma similar, f X = Y es una funcion total s1 f se define como un
subconjunto de X; X X; X X X, XY de manera que para cada seleccion de x; €

X, X, € X, existe exactamente un elemento y € Ypara el cual f(x1,%3, ,X,) =Y

Podemos decir que una funcién total es aquella cuyo dominio es Dy = X = X; X

X, x xX,

Definicién 1.1.2 Sea f X =Y, s1 (x1,x;, ,xp) € Dy decimos que f estd defimda para
todos los argumentos y se denota f(x;,x;, ,X») |, en caso contaro la funcién no esta

defimda para todos los argumentos y se denota f(xy,x,, ,x,) T

Ejemplo 1 Supongamos que f X =Y, es la funcién defimda por el comunto
{(0,0,a), (0,1, b),(1,0,¢), (1,1,,b)} donde X = {0,1} x {0,1},Y = {a, b, ¢} Observemos
que f es una funcion total de dos

s, Sl
f(0.0)=a,f(01)=b,f(1,0)=cy f(L1)=b

Ejemplo 2 Sean f XY y X={0,1,2}x{0,12},Y ={a,b,c,d} Si f se define
como {(0,0,b),(1,2,d),(0,1,¢),(1,1,b),(2,0,c)} vemos que Df #+ X por lo que la



funcién no es total y ademas f(0,0)=b,f(01)=c, f(1,1)=b, f(2,0)=
¢ y f(1,2) = d pero f(1,0) T, £(0,2) Ty asi sucesivamente para otras combinaciones

Es muy conocido que una de las operaciones para combinar funciones es la
composicion de las mismas Para la composictén de funciones parciales o de functones
con mas de una vanable utilizaremos la teoria de conjuntos, es decir, defimiremos la
composicion de funciones deseada como un comunto, especificando exactamente los

elementos que contiene

Defintcion 1.1.3 Sea h una funcidén parcial de m vanables y sean g,,92, ,9m
funciones parciales de n vanables Entonces la composicién de A con g,,82, ,Gm ©5

una functén f de n vanables tal que f(x;,x;, ,x,) =z s1 y s6lo s1 existes elementos
Yu Y2 . ¥Ymtalque

g1(x1.x2 . Xn) =»

Im(X1. X2, . Xp}=Ym ¥

h(’h:}’z: 'ym) =z

se denota f = he (g, g2, ,9m) De manera general el valor de f relacionado a los

valoresde h y 91,82, .9m se escribe de la forma

f(xpxz» txn) = h'(gl(xlt X2, 'xn)a agm(xla X2, :xn))

Podemos afirmar que la composicién es una funcion f X = Zcon h ¥, X X
Yn=22Z y g X-oY,xY,x xVY, De esta forma que s1 las funciones g,, con
1 =1,2, ,m,y h son funciones totales entonces la funci6n composicién es una funci6n

total En caso contano la funcion f serd no definida

En el estudio que nos concierne, sélo nos interesa las funciones cuyos dominios y
rangos estan en el conjunto de nimeros naturales incluyendo el cero, a estas funciones se

le conoce como funciones aritméticas



1.2 Funciones Bisicas

Existen clases de funciones especiales, fundamentales para el desarrollo de la

teoria que revisaremos posteriormente

Definicién 1.2.1 A la funciéon antmética C N™ — N se le llama funcién constante de n

vanables s1 para todo x4,x;, ,X; €N, C,(,?)(xl,xz, ,Xp) =m

Defintcién 1.2.2 Sea P N® — N una funcion antmetica, para cadan € Ny cada: <n,

se define la 1-esima funcién proyeccidon (o 1dentidad) de n vanables, para todo

X1, X3, .Xn € N alafuncién ﬂ(")(xl, Xy, L Xp) = X,
Otra funcién importante es la funcion vacia de nvanables, defimda a continuacion

Definicaén 1.2.3 Se le llama funci6n vacia de n vanables ® a la funcion antmética que

cumple que para todo x;,x;, ,x, €N, &M (xy, x5, Lxp) T

La composicion de la funcion vacia con otras funciones produce una funcién
vacia, sin embargo la funcion vacia puede ser obtenida de la composicion de una funcion

no total con una apropiada funcion constante

La nocion de funcién parcial es importante para las técnicas de programacion
moderna Podemos decir que cada programa define una funcidén parcial, pero nuestro
interés desde un punto de vista abstracto es si un problema tiene solucion por medio de
una funcién que sigue un procedimiento efectivo En este sentido un algontmo puede ser
interpretado como una funci6n parcial de n vanables, para todo entero positivo n, y este
eventualmente termina si al aplicar la n —tupla de nimeros naturales, el valor de lz
functén es un nimero natural En caso que la funcién no sea defimda, es decir que su
resultado no represente un nimero natural, indica que el algontmo falla Daremos una

definicion formal que asocie 1o descrito anteriormente



Definicién 1.2.4 Para todo n € N, una funcién antmética de n vanables es computable
(efectivamente calculable) s1 se puede calcular a través de un procedimiento mecanico

finito (algontmo)

Se describe un conjunto enumerable de objetos abstractos A = {4y, 41,4, }
que llamaremos algontmos Por la definicion | 2 4, se le asocia exactamente una funcién
parcial {cp((,"), cp{"),(pg"), } de n vanables para n entero positivo Si1 tomamos un
alfabeto no vacio I y el conjunto de todas las cadenas del alfabeto £* (que incluye la
cadena de longitud 0, llamada cadena vacia A), para cada w, € Z* se le asocia un
algonitmo A, con ¢t € N, entonces (pl(") es la funcién computada por el algontmo A, y w,

es ademds, un indice de la funcién cpl(") Asi podemos afirmar que una funcion F es

computable si existe un indice e = w,, para algin 1, tal que F™ = " y generalizando

la funci6n antmética que es algoritmica (o computable) de n vanables la denotaremos

como Fl(") asociada al algontmo A, para un indice natural ¢

Ejemplo 3 Sea A, la famiha de algontmos en el cual la funcidon de n vanables

computada por el ¢t —ésimo algontmo que esta definido por
FPxy, xp)=x+ +x,+1

Asi 1-‘3(1)(5) =8 F3(2)(7,6) =16 1:3(3)(1,0,4) =8

La famiha de algontmos cuenta con propiedades utiles para la practica
:omputacional, la pnmera propiedad reline las funciones definidas antenormente con otra

que en conjunto se le conoce como funciones niciales (o basicas), descnta a continuacion

Propiedad 1 Toda familia de algontmos A contiecne algontmos que compute las

siguientes funciones artméticas



a. La funcion constante,
b. La funcién proyeccién, ¥

¢. La funcion de una variable S, llamada funcion sucesor donde S(x) = x + 1

En la computacion practica es muy comun la utilizacion de subrutinas, es decir
utilizar el resultado de una o mds computaciones como argumento de una nueva
computacién. Observemos que esta aplicacion genera una situacion interesante en el cual
los miembros de la familia de algoritmo son componibles uno con el otro y esta
composicion es cerrada bajo la composicion funcional, mostrado formalmente en la

propiedad siguiente.

Propiedad 2: Toda familia de algoritmos A, contiene algoritmos que evalian la funcion
de m variables h y las funciones de n variables gy, g5,...,gm . Contiene, también,

algoritmos que evaltan la funcién composicion f = h o (g1, 82, .., Gm)-

De las funciones computables hay una que requiere una atencion especial, ya que
es capaz de simular el comportamiento de cualquier funcion algoritmica para alguna

entrada n € N. A esta funcion la llamaremos funcién universal.

Definicion 1.2.5: Sean A una familia de algoritmos y Fi(") la funcién de nvariables
evaluada por i —ésimo algoritmo de A . Entonces para cada entero positivo n, definimos

como funcién universal para la familia A, a la funcién de (n + 1) variables de la forma
UOD(, Xy, ..., %) = Py, e, %)

En la practica aplicando U™*+D al indice i y a las entradas xy,...x, es el
resultado que podriamos obtener de igual forma si se aplica el { —ésimo algoritmo a los
argumentos X;, ..., X,. Esto nos sugiere que ¢l lenguaje universal se considera como un

programa intérprete’ para un lenguaje dado, por lo que escribir un intérprete para el

! Un intérprete es un programa informatico capaz de analizar y ejecutar otros programas. Realiza la
traduccion instruccién por instruccién.



lenguaje en si mismo es una famiha cuyas funciones umiversales son computables por los
miembros de la familia Esto se plantea en la siguiente propiedad llamada propredad de

enumeracion

Propiedad 3: Una famiha de algontmos A satisface esta propiedad si, para cada entero
positivo 7, la famihia de algoritmos contiene un algoritmo que evalua la funcién universal

U(n+1)

Al algontmo que evalua a la funcién de universal se le llama algoritmo universal
para n varables Para que se cumpla la propiedad 3, se requiere de la existencia de un
algontmo umversal para cada valor de n, que a diferencia de las propiedades 1 y 2
requiere sélo del conjunto de funciones que son evaluadas por algin miembro de Iz

familia A

Teorema 1.2.1 Sea A una familia de algoritmos para cual se cumpla las propiedades 1, 2
y 3 Entonces no todos los miembros del A computa funciones totales, es decir que algun

miembro de A debe computar una funcién de una vanable no total

Demostracién Supongamos que las funciones de una vanable son computadas por los

miembros de A y ademas que son totales Por hipdtesis tenemos que 1,1(1)‘ Sy U® son

funciones algoritmicas en A

Como A es cerrado bajo la composicidn entonces la funcién de una vanable
— 1) pQ1
f= S(U(Z)(pl Pl )))

es algoritmica en A

Tomemos w € N un indice de f , es decir f = F'u(,l) Entonces



FO(x) = f(x) = S(U(Z)(Pl(l), Pl(n))

= S(U(z)(x,x))
_ {F,S” ) +1, stFP@)L
1 , St F,f,n x)1

Asi Fu(,l)(x) debe ser una funcion total y en particular defimda para w por lo que se

obtiene la contradicciéon Fu(,n(w) =F,w+1 0
El corolano que se muestra a continuacidn se desprende del teorema 1 2 1

Corolario 1.2.1 Sea A una famiha de algontmo que satisface las propiedades 1, 2 y 3

Entonces para cualquier entero positivo n, la funcién vacia &™) es algoritmica en A

Demostracién Por el teorema 12 1 algunos miembros de A computa funciones no

totales de una variable Tomemos una funcién f(a) 1, para cualquier argumento 2 Como
A satsface las propiedades 1 y 2, la composicién h = f o (Cé")) debe ser algoritmica en

A Asi para toda seleccion de x,, x5, |, X, tenemos que
Q% xm) = o (CP(rxa, x0)) = f(a)
vemos que la funcién h, no esta defimda para todos los valores, por lo que

h(xlr X2, :xn) = ¢(")(x1, X2, ,xn) (]

Al manejar datos u obtener resultados intermedios en el proceso de computacion,
es importante tener a mano un mecanismo para fundamentar una decision En el estudio
abstracto de computacién es de interés un algontmo que evalile vanas funciones de

deci1si6n

De manera general podemos referimos a una funcién de decisién como la funcion

de cuatro vanables A que llamaremos funcién de seleccion tal que



Stx=y

s,
A(x,y,s,t)={t‘ Stx#Yy

La condici6n de funcidn algoritmica, lo establece la siguiente propiedad conocida

como la propiedad de la seleccion

Propiedad 4 Una familia de algontmos A satisface la condicion de seleccion, st A

contiene un algontmo que evalia la funcion de seleccién de cuatro vanables defimda A

La propiedad 4 en conjunto con las propiedades 1 y 2 permiten que muchas otras

funciones de seleccion sean algoritmicas

Ejemplo 4 Sea A una familia de algontmos que satisface las propiedades 1, 2 y 4

Consideremos la funci6n de una vanable, defimda por

_ {0 stx=10
f(x)_{l, stx #90

Solo necesitamos escrnibir a f como la composicton de funciones algoritmicas, asi
foo = o (PP, e, eV, cf?)

Defimtivamente f es algoritmica en A

Un problema que puede surgir en términos de la famtha de algontmos, es saber si
algtin algontmo no se detenga Dados los argumentos, st el algontmo termina podremos
determinar el valor de la funci6n computada En caso contrario podnamos realizar la
compulaci6n de una funci6n de manera indefimda sin estar seguro de que termina en un

tiempo finito

Por tal razon es importante contar con un procedimiento para deterrmnar si una
funcion es defimda o no para cualquier valor de argumentos Esto se formaliza a

continuacion



Definicién 1.2.6 Sea A una familia de algontmos y para cada entero positivo n,
defimmos la funci6n total de (n + 1) vanables, llamada funcién domino de la famiha A

como

1, st F™(x, ,xp)!
D(n"'i)(l, X1, :xn) — ;(n)( 1 n)
0, st F 7 (x1, ,xp)1

Aunque la funcién permite determinar s1 una funcién es defimida o no para las

n—tupla (x5, ,Xy), la funcion D*V(;, x;, ,x,) no es algoritmica en una famihia de

algontmos A

Teorema 1.2.2 Sean A alguna familia de algontmos que cumple las propiedades de 1, 2,

3 y 4 Entonces sin valor de n, A no contiene un algontmo que evalia la funcion

domimo D("“)(l. X1, .Xn)
Demostraciéon

La prueba se realiza para un caso particular, n = 1, supongamos que

1, st F(x)} !

(2 =
D (. x) {0, stF(x) 1

es algontmica

Tomemos un indice a de Cgl) y un mdice b de & ambas algontmicas (por la prop 1y
corolario 12 1) Definamos una funcién D por medio de la composicién de funciones

algontmicas,

. U®(a,x),st DP(x,x)=0
D(x) = UB(A(DP(x,x),0,a,b).x) = {U(z)(b x),st D@x,x)#0

_ {O, stDD(x,x) =0
1, siD®(x,x)#0

Entonces D(x) es algontmica

10



Consideremos una indice w de la funcion D, entonces

0 siD@(x,x) =0
Dlx)=4" ’
x) {T , stD@(x,x)#0

_ {0, st EVw) 1
. st EPw)y L
_ {0, stD(x) 1
- {T, st D(x) !

lo que es una contradiccién, por lo que D@ no puede ser algontmica El mismo
procedimiento se realiza para el caso general, lo que se demuestra que D™+ no es

algoritmica 0

Una versi6n restringida de la funcién dominio y que ademas es no algoritmica en
una famtha de algontmos que cumple las propiedades 1, 2, 3 y 4 es la funcién de dominio

diagonal para la familia A

Definicién 1.2.7 Llamaremos la funcién de domumo diagonal para una famiha de

algontmos A, a la funci6n de una vanable dada por

1, st EP) L

dx) = {0, st EP@) 1

La caracteristica de fimtud, de un algoritmo, es un hmitante importante Es
posible que una familia de algontmos contenga un numero contable de miembros que por
el contranto el numero de funciones antmeticas de n vanables es incontable (no-

numerable) por lo que hay mas funciones que algonitmos en la famiha dada

Ejemplo 5 Consideremos la funci6n antmética de una varable

ocurre en la expasibn decimal de n

1, stuna ejecucién consecutiva de exactamente 5 x,
f(x) =
0, deotra forma

11



Hasta el momento no se conoce un algoritmo que calcule f

Observemos que existen funciones no algoritmicas, para el cual dada una famihia
de algontmos A = {A,}]-; es no computable por los miembros de esta famiha Una de las

técnicas para especificar esto se conoce como diagonahizacion’

En la técruca de diagonalizacién las funciones computables se manejan como
objetos, los atributos que definen a una funcion seran los resultados que dicha funci6r
asocie a cada uno de sus argumentos Su objetivo es especificar para una famiha de
algontmos dada A, una funcién de una variable g que no sea computable en Ay que
difiera de algiin modo de cada una de las funciones que son computables en A Esto es

defimir g de manera que para cada nimero natural ¢, el valor de g difiere del valor de la

funci6n Fl(l) para algun argumento t Asi defiremos a g en térmimos del valor
encontrado a lo largo de la diagonal principal de una matnz En general las funciones
pueden tener cualquier numero de argumentos, pero al aplicar la técnica conviene
reducirla a funciones de una variable para simplificar la construccién de la funcién

diagonal Observemos en la figura 1 que la j-ésima fila y la k-ésima columna es el valor

Fj(l)(k)

ey £ ey ey

o 20 FP0 Y0 EPO)

L RO R B FYo)

(1)

2 K@ Ko@) 570

(1)

3 ED(3) (3)

Figura |

Matriz de la técnica de diagonalizacién

? La tecnica de diagonalizacion es la mas basica y bastante conocida, Cantor la aplico por primera
vez en 1873 en la Teoria de Conyuntos para demostrar la existencia de conjuntos no numerables
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Ejemplo 6 Definamos la funcién g no computable, como sigue

x+1, st Fx(l)(x)+1>3

(x)=[
g o , szP;(l)(x)+153

Supongamos que g(x) es computable, asi para un valor de x, Fx(l)(x) > 2 basta probar
que g(x) > 0 Definamos una funcién diagonal d distintas de todas las funciones

computables, por lo que para un valor de x resulta que

o S1 g(x) >0 entonces Fx(l) (x) > 2 obteniendo para todo valor de x que

d(x) + F,m (x), es decir que d(x) < 2 Para esto tomemos en particular d(x) = 0

e Si1g(x) = 0entonces Fx(l)(x) < 2, significa que d(x) > 2 Tomemos en particulat
d(x)=75

Para ¢l anahisis, los posibles resultados se representan en la tabla dada en la figura

siguiente
X d 0 1 2 3
0 5 | Y0y <2 ? ? ?
1 0 ? FM ) > 2 ? ?
2 5 ? ? RO <2 ?
3 0 9 2 0 F3(1)(3)_> 2
Figura 2

Tabla de resultados de g(x)

La tabla muestra en la parte izquierda, la columna con los valores dados de d(x)
para distinguirse de las otras y de cada una de las funciones de la tabla y esencialmente
de las funciones que recorren la diagonal principal En la parte superior se puede deducir
los valores que puede tomar g(x) Con estos datos y suponiendo que g(x) es

computable, tenemos la funcidn computable
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_ {5, st gx)=0
d(x) = [0, st glx)>0

Por tal motivo tomemos un indice e de la funcion d tal que d = F, y se deduce
v Sid(e)=0=F,(e)=0=F(e)<2=g(e)=0=d(e)=5=>d(e) # 0
v Sid(e)#z0=d(e)=5=F(e)>2=gle)=e+1=g(e)>0=>d(e)=0
Lo que es un absurdo, demostrando que g(x) es no computable

Una caracteristica’ que tienen los miembros de una famihia de algontmos es que
las funciones evaluadas, por los mismos, pueden ser utilizadas para modificar o crear
otras nuevas funciones Esto nos lleva a preguntamnos (bajo qué condiciones estas nuevas

funciones son computables? ,Tendrian las mismas caracteristicas que las onginales?

Este proceso lo trataremos de formalizar, s1 consideramos una famiha de

algoritmos A que cumplen las propiedades 1 a 2, y que F'I(z) sea una de las funciones de
dos vanables computable por algin miembro de A Para cada x € N, tomemos una

funcion de una vanable f de manera que
) = Fl(z)(x, y) paratodoy
donde la vanable x no es un indice sino parte del nombre de f y
£:0) =F2 e (¢, PP )

entonces f es algoritmica Ademas tiene uno o mas indice y el valor de los mismos

dependen de ¢ y x, por lo que nos interesa una funcion total s, que sera como indice

Definicién 1.2.8 Sean A una famtha de algontmos, a la funcién total s tal que

} Caracteristicas que se pueden observar en los compiladores y sistemas operativos entre otros programas
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F{ 000 = £0) = FP(x.)

para todo natural ¢y x, la funcién s se le conoce como funcion de indice computable de

fx

De modo general, como mencionamos, para una seleccién arbitrana de las
varnables t y x en s, f, tendrd mas de un indice Esto se formaliza con la siguente

propiedad llamada la propiedad s-m-n

Propiedad 5 Una familia de algontmos A satisface la propiedad s-m-n, s1 para cada
seleccion de enteros positivos m,n , la familia contiene un algontmo que evalie la

funcién 1-1 y total s de (m + 1) vanables tal que paratodo 1, Xy, ,Xm, Y1,¥Y2, In

s amy @Yz ) = F 0G0, XmyiYe Ya)

En esta propiedad s6lo se requiere que la funcién de indice computable sea
algoritmica, aunque no tienen algun interés particular para el estudio, cuando se cumple
la propiedad 5 en conjuncién con algunas otras propiedades discutidas previamente puede
ser de gran utihdad para establecer la computabilidad de una ampha vanedad de

funciones de indice computables Como se demuestra en los siguientes teoremas

Teorema 1.2.3 Sean A una famiha de algoritmos que cumple las propiedades de 1 a 5

Entonces debe existir una funcién algoritmica total k de una vanable tal que

1 _ ~Q)
Fk(x) - CI

Demostraciéon Definamos la funcion de dos vanables

gy =P =x

Vemos que g(x,y) = Pl(z), por lo que g es algoritmica en A Asi, tomemos w como un

indice para g y por la propiedad 5 obtenemos
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Fla ) = By = g(xy) = 6’ 0)
Si hacemos k = s o (CS), CP)) tenemos la funci6n de indice computable deseada, por lo

que k es una funcién total 0O

De la misma forma podemos utilizar las funciones para caractenizar la propiedad

de cerradura, como la composicion de funciones algoritmicas

Teorema 1.2.4 Sean A una famiha de algontmos que cumple las propiedades de 1 a 5

Entonces existe una funcién total algoritmuca de dos vanables h tal que

¢)) ) _ (1)
F h{xixz) — F F

Demostracién Consideremos la funcién g de tres vanables defimda de la forma
9 x2.3) = EP(FP @) = U@ (2, UP (x2,9))
Por los que la funcién g es algoritmica en A, ya que
g=UDo (pl(3). U@ . p®, Ps(s)))

Entonces existe un indice w de g Por la propiedad s-m-n, se tiene una funcion

algontmuica total s de tres vanables, tal que

At ) = EP Gy x2,y) = glrn 22,3 = EP (P 3))

(w,xl.xz)

Haciendo h = s (C,(vl), P1(3), Pz(s)) que resulta ser la funcién de indice buscada 0
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1.3 Funcién Recursiva y Teorema de Recursion

En computacién la nocién de recursion’ es fundamental Una defimicién recursiva
de una funcién, de manera informal, es una definicién en que los valores de la funcion,
para argumentos dados, estin directamente relacionados con los valores de la misma
funcién para argumentos mds simples o para valores simples de la funcién Por ejemplo

la functon f N = N, definida por

f(0) =1,
fa+1) =n f(n)

Las funciones pnmitiva-recursivas son ejemplos de amplias e interesantes clases

ie funciones que pueden ser obtenidas por una caractenizacion formal

Definicién 1.3.1 Sean g una funcién aritmética total de n vanables y h una funcion
aritmetica total con (n + 2) vanables Defimmos la funcidn primitiva-recursiva f de

(n + 1) vanables a partirde g y h, de la forma

f(xl' + Xn, 0) = g(xl: uxn):
flxy, ,xny+1)=h(x, .x.¥ f(x1, ,x,¥)) paratodoy

En la defimcién f es obtemida por recursién (pnmitivo) en y Los parametros

Xy, .Xp son referidos como parametros de la recursidn (primitivo)

Observemos que la definicion 13 1, puede ser vista como una regla de
composicion para obtener una nueva funcion f de las funciones dadash y g Esta regla
de composicién juega un papel importante para el estudio posterior de funciones

efectivamente computables

* El concepto de recursién se deniva del verbo “to recur” que sigmfica volver a un lugar o situacién Antes
del siglo XIX se conocia como funcién por induccién y Peano (1889-1891), utilizé el trabajo de Dedekind
(1888) en su quinto axioma usando la definici6n por induccién que posteriormente se le llamé recursion
pnmitiva
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La existencia y unicidad de una funcién f en la defimicién 1 3 1, se formaliza en

el siguiente teorema, llamado teorema de recursion [

Teorema 1.3.1 Sean g y h dos funciones arnitmeticas totales de n y (n + 2) vanables

respectivamente Entonces existe una tnica funcién total de (n + 1) vanables f tal que

f(xlr » Xn, 0) = 9(11- :xn)
y
f(xlt XY + 1) = h(x]_, 'xnoy»f(xll 'xn'y))

Demostraciéon Por la complepdad y extension, sdlo demostraremos la unicidad de la

funci6n f, el resto se puede revisar en (Soare, 1987)

Supongamos que tenemos dos funciones f; y f; de (n + 1) vanables que para todo

¥ =1x;, ,xjey enteros positivos, satisfacen
f#0) = g(@) = f,(%,0),

HGy+1) =hEy (X)),
L&y +1) =h(xy, (X))

Para n —tuplas 7 = z,, ,z,,tomemos el conjunto
V = {Z e y enteros posttwvos  fi(Z,y) = (Z.y)}
Vemosque y = 0,X € V Entonces
AGEy+1) =h(Zy [i(Z¥)

= h(X,y (. y))
fEy+1)

Lo cual implica que (y +1) € V' y que V =Z* Por induccion, las funciones son las

mismas O
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Las funciones primitiva-recursivas constituyen una clase muy amplia de funciones
computables que contienen casi todas las funciones aritméticas que se encuentra

comunmente en las Matematicas.

Definicion 1.3.2: La clase de funciones primitiva-recursivas es la clase mas pequefia C de

funciones cerrada bajo el siguiente esquema:

i.  La funcion sucesor S estaen C.
ii.  Las funciones constante Ci(") estan en C.

iii. La funcién proyeccion P (x;, Xz, ) X, o, Xp) esté en C.
iv.  (Composicion) Si g4,..,gmh €C son funciones de n y m variables,
respectivamente, entonces
F(x1, X2, oo %) = (g1 (X1, X20 e X))y s G (X1s X2, 00, X))
estaen C.

v. (Recursion primitiva) Para n = 1, si g,h € C son funciones de ny (n+2)
variables, respectivamente, entonces f € C, donde
flxq, o x,,0) = glxy, ..., x5)

y
O, i X,y +1) = h(xy, o X0, . f (X1, 0, X0, YD)

Por lo tanto, una funcién es primitiva-recursiva si solo si es una derivacion formal
de primitivo-recursivas. Es decir, existe una sucesién f = fy, ..., fy tal que, para cada
i <k, f; es una funciéon inicial (obtenida de (i), (ii} o (iii)), o es obtenida desde

{f;:j < i.} por una aplicacién de (iv) o (v).

Ejemplo 7: La funcioén suma(x,y) = x + y es definida por recursién primitivo, por las

ecuaciones:

suma(x,0) = x,
suma(x,y + 1) = 1 + suma(x, y)
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es decir

suma(x,0) = R (x),

suma(x,y+1)=S (!’3(3) (x,y, suma(x, y)))

donde g = Pl(i), h=5§-° P3(3)

La nocién de una derivacién formal a menudo desempefia un papel clave para

establecer las propiedades de las funciones pnmitiva-recursivas
Teorema 1.3.2 Toda funcién pnmitiva-recursiva es total

Demostracibn Tomemos una denvacion formal de funcién pnimutiva-recursiva de Iz
forma f = f;, ,fn La demostracion se realizard por induccién sobre la longitud de

denvaciones de f

Para el caso f = f; , la funcién debe ser la funcién constante, la funcién proyeccién o la

funci6n sucesor Cualquier caso f es una funcién total

Asumuremos que todas las funciones recursivas f;, ,fx que tienen denvacion cuya
longitud es k < m, son funciones totales Si f es obtemda de funciones pnmitiva-
recursivas fi,f2, . fx Y fe+1 por medio de la composicion funcional, entonces las
ultimas funciones deben tener denvaciones de longitud menor o 1gual que m, lo que
imphica que fi, 5. . fi ¥ fi+1 son funciones totales (por la hupétesis de induccién) y por
elteoremal 3 1 f esuna funcion total O

En forma similar, Kleene® mostré que todas las funciones antméticas habituales
son prnimitiva-recursivas, entre ellas, x y, x¥, x' y la funcién conocida como

sustraccion propia

®Stephen Kleene (1909-1994) Matematico norteamericano que se especializé en la teoria de las
functones recursivas y Teoria de Autématas Participd en el desarrollo del campo de la teoria de la
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L fx-ysix=2y
xy—{o st x<y

En (Hennie, Introduction to Computability, 1977) se presenta una vanedad de

derivaciones, de manera informal, de funciones primitiva-recursivas de gran utilidad

Podemos entender facilmente cémo una funcién puede ser construida a partir de
funciones primitiva-recursivas, usando la composicidn, la adicién y la multiphicacion de
funciones De esta forma es posible dar una definicién de una nueva funcién con un
operador conocido como el operador de mimmizacién acotada Este operador busca el
nimero mimmo que satisfaga una condici6n dada, en un intervalo dado y la condicion se
puede especificar utiizando un predicado recursivo primitivo, el cual analizaremos

postertormente Esta nueva funcion se define a continuacion

Definicién 1.3.3 Sea g una funci6n total y sean ¥ = xy,X,, ,X, €y nimeros naturales,
la mimmizacidén acotada que convierte la funcién g en la nueva funcién f de (n+ 1)

vanables, para un valor de y, se define como
f(Z2) = miny . [g(Zy) = 0]

En la expresidn, dada en la definicion anterior, el valor de z se le conoce como
cota (o limite) de la mmimizacién Observemos que para el caso de que no exista tal
valorde y, con 0 < y < z, el valor de la funcibnes z + 1 Ademas la funcion f debe ser
necesariamente una funcién total ya que es defiida de g por una mimmizacién acotada,

lo que se demostrara en el siguiente teorema, para esto primero presentamos el lema

Lema 1.3.1 Sea g una funcién pnmitiva-recursiva de (n + 1) vanables entonces la

funcion de (n + 1) vanables h, es pnmitiva-recursiva si

recursividad en conjunto con Church, Gédel, Turing entre otros Escribié diferentes articulos y libros,
destacando introduccion a la Metamatemdtica (1952) y Légica Matematica (1967)
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1, sitg(%,y)+# 0, paracadavalordez
h(ic’,k)=[ con0<z<k
0, enotrocaso
Demostracion Como g es una funcién pnmitiva-recursiva para cada 0 <y < k se
puede definir por medio de la funcién sig(g(x, )%, de esta forma h(Z, k) tiene el valor

de 1, entonces

k

h(¥,k) = 1_[ stg(g(z,»))

y=0

es obteruda del producto de funciones primitiva-recursivas, por lo que A €s pnmitiva-

recursiva. (]
El lema anterior nos facilita deducir el siguiente teorema

Teorema 1.3.3 Sean g una funcién primitiva-recursiva de (n + 1) vanables y f una

funci6n definida de g por mmmimizacion acotada, entonces f €s pnmitiva-recursiva st
f(Z 2) = muny [g(Z,y) = 0]

Demostracién Observemos que el valor de f(X, z) puede ser el minimo valor y < z para
el cual g(#,¥) = 0, o que no exista un valor y conz + 1 En ambos casos el valor de
f(Z, 2) coimncide solo con el numero de valores de un 0 < k <z de manera que

g(%,y) # 0 para todo y < k Asf podemos escribir
z
fG2) =) h(Ey)
k=0

Por el lema 1 3 1, h es una funcion primitiva-recursiva, lo que implica que f también lo

€s ]

Ssig(x) = [éi: i Z g es la funcién signo recursiva pnmitiva en Hennie[1977, p p 169]
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1.4 Predicados primitivo-recursivos

En este punto introduciremos la nocién de predicado como un medio para
establecer ciertas relaciones o condiciones Los predicados estdn estrechamente
relacionados a las funciones, ya que nos provee de métodos para descnbir y definur
funciones especrales pnmitiva-recursivas Su estudio se desarrollara en el siguiente

capitulo

Consideremos una n —tupla # = (x;,x,, ,X,), un predicado es una funcién
P N" - {0,1} de manera que, por extensién, tendremos el comunto {X¥ € N P(¥)} es

verdadero si1 P(X) es verdadero, para una seleccién de argumentos ¥

Definicién 1.4.1 La funcién Xp(X) de un predicado P n — ano, se le llama funcién

caracteristica de su extension si

1, st P(%)?

Xp(®) = {0, st =P (%)

Un predicado (relacién) es prnimitivo-recursivo si su funcidén caracteristica es
primitiva-recursiva

Ejemplo 8 Mostraremos que la relacion R = {x x es primo} es recursiva pnmitivo
Sea pg,p;, los pnimeros numeros primos en orden creciente Cualquier x €

{0,1,2,3, } tiene una imca representacién de la forma
x=ps’P;" A"

Para un numero fimto x, # 0 Decimos que cada uno de los exponentes x;, en esta

factorizacton, esta determinado unicamente por x por lo que podemos definir la funcion

7 p(¥) indicara que el predicado n —ario es verdadero
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x(1) como el exponente x, que se produce en el t — ésimo factor pnmo, lo que resulta ser

una funcion total y consecuentemente pnmltlvo—rf:curswo8

El trabajo que nos compete se desarrollard exclusivamente con predicados que
denominaremos predicados aritméticos, que son aquellos predicados cuyo dominio es el

conjunto de numero naturales, lo cual nos permitird hacer uso de operadores antméticos

Las expresiones P{(¥) y Q(X) representan enunciados, los cuales se le pueden
aplicar las conectivas " A", "V " y"=" El simbolo ¢ se utiliza para indicar cuando dos

predicados son equivalentes, lo que significa que tiene la misma extension, es decir
(xeN P(X)}=(¥ €N Q()}
y se denota
P(X) < Q(x)

Para obtener nuevos predicados pnmutivos recursivos, se aplican las técnicas
composicion de funciones, conectivas logicas y cuantificadores, las cuales analizaremos

& continuacion

Teorema 1.4.1 Sea Q un predicado pnmitivo recursivo de m — ano y sea g,, 9z, . 9m
funciones primitiva-recursivas de n vanables, entonces P es un predicado primitivo

recursivo de n — ano si
P(E) = gD, .gn(®)
Demostracién

Sean X y X, las funciones caracteristicas de los predicados P y Q, respectivamente Por

la equivalencia de P, su funcidn caracteristica esta dada por

8 prueba formal en (HEDMAN, 2006)
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xP = xQ c (gl, g2, pgm)

Como Xy ¥ 91,82, +9m SON prnimitiva-recursivas, Xp es prnimitiva-recursiva y en

consecuencia P lo es m]

Mencionamos que un segundo camino para construir predicados recurstvos a

partir de otros es utilizando conectivas légicas Esto se afirma en el siguiente teorema

Teorema 1.4.2 Sean P, Q predicados n — anos prnimitivo-recursivos, entonces para una

seleccién de X los predicados PV @, P A @ y ~P son primitivo-recursivos

Demostracion Sean Xpyg, Xpag Y X-p, las funciones caracteristica, respectivas de los

predicados PV @, P A @ y —P, entonces

xPVQ = xp + xQ - xp xQ,

xPAQ = xp xQ,
X_p = (1-Xp)
resultando primitiva-recursivas a

Para la aplicacién del teorema 1 4 2, es necesano que los predicados tengan los

misSmos argumentos

El tercer camino para la construccién de funciones pnmitiva-recursivas es €l uso
de cuantificadores Asi si1 tenemos el predicado P(%,y), (n + 1) —ano, podemos defimr

nuevos predicado por medio un cuantificador existencial acotado (V) y de cuantificador

umiversal acotado (A, ), tal que, para el pnmero

\/ P(Zy) o PEOVPELDVPEZV VP3E?)
y
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nos indica que el predicado (n + 1) —ano es verdadero s1 y s6lo st P(%,y) es verdadero
para al menos un nimero y € N tal que 0 <y <z Para el segundo cuantificador

tentemos que
Zz
/\ P(Zy) = PEO)APE D APFE DA APE2Z)
y

se lee “paratodo ¥ € N con 0 < y < z se cumple P(X,y)”

Teorema 1.4.3 Sea P(X,y) un predicado (n + 1) — ano primitivo-recursivo Entonces

los predicados

\71’(5?.}') y /Z\P(i y)
y=0 y=0

son primiflvo-recursivos

Demostracién Sea Xp la funcion caracteristica del predicado P primitivo-recursivo y

sea X, la funcion caracteristica del predicado definido por

0@y = \rEy

y=0

entonces
4
Xo@ ) = | [ % @9
y=0

es pnmitiva-recursiva lo que resulta que Q@ es pnmitivo-recursivo Igualmente

consideremos
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R(GZy) = \[ P(E.Y)
y=0

y su funcidn caracteristica, dada por

Zz
Xp(x,y) = sig Z Xp(X,y)
y=0

que es primitiva-recursiva, por lo que R es un predicado primitivo-recursivo 0

El uso de predicados permite sumplificar la definicién de funciones de
minimizacién acotada De esta forma, en lugar de buscar el nimero minimo que satisface
una condicion dada, en un intervalo dado podemos pensar en defimr €l menor numero

natural en el cual el predicado dado sea verdadero

Definicton 1.4.2 Sea P(¥,z) un predicado (n+1)— ano La expresion
miny < ,[P(%,¥)] denota el menor valor de y, con 0 < y < z para el cual el predicado
P(%,z) es verdadero Una funcién total f de (n + 1) vanables, es defimda por un

predicado de mimimizacion acotada st
f(%,z) = muny, ., [P(Z, y)]

S1 no existe tal valor de y para el cual satisfaga la ecuacion dada en la defimicidon 1 4 2,

entonces f(X,z) = 0, por definicidn

Teorema 1.4.4 Sea P(X,y) un predicado primitivo-recursivo de (n+ 1) — aro

Entonces la funcion f de (n + 1) vanables defimda por
f(i: z) = mlnysz[P(fr }’)]

€s pnmitiva-recursiva
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Demostracién: La funcién f puede ser expresada en términos de la funcién caracteristica

de P. Sea Xp la funcién caracteristica de P, entonces
f(-x.: z) = minysz[xP (f,y) =1].
Por lo que f es primitiva-recursiva.

Utilizando los métodos expuestos, es facil establecer que las siguientes funciones

y predicados son primitivo-recursivos:
1. Predicado de decibilidad: y / x es verdadero si y sblo siy es divisor de x. Es

primitivo-recursivo, ya que

y/xw\/(x=yz).
z=0

2. Predicado de niimeros primos: Primo(x) es verdadero si y slo si x es un nimero

primo. Es primitivo-recursivo, pues

Primo(x) & (x > 1)A /\[(y =1)v(y=x)valy/x).

¥=0

3. Funcion codificadora de Cantor; m: N2 — N es la biyeccion dada por

n(x,y) = [{{(x+y)* +3x+y}/ 2]

4. Funciones descodificadoras de Cantor: Se define como las funcione unarias o,y

o, tal que (0, (2),0,(2)) = z, paratodoz €N y

01(2) = ming; \[lz = nCe),  02@) = minys; \[[z = n(x. )
y=0 x=0

28



1.5 Funciones Turing Computables.

Un concepto importante de la teoria de la computabihidad es Ia nocion de una
funci6n efectivamente calculable o computable, visto en la definicion 124 El trabajo
realizado por A M Turing’ en 1936, sobre el concepto de computabilidad, centra su
interés en el proceso de computacién mas que en la naturaleza de las funciones

computables

Las funciones defimdas por Turing se construyen a partir de funciones muy
elementales que no se dude de su propiedad algoritmica Este modelo de dispositivo de

cémputo se le conoce como Méquinas de Tunng (MT)

Por su importancta sélo haremos una descripcion del mecamsmo de este
dispositivo y como evaluan funciones antméticas, asi como su representacion a una

familia de algoritmos que satisfaga las cinco (5) propiedades expuestas en 1 2,

Defimcién 1.5.1 Una maquina de Tunng la podemos definir como una estructura de la forma

MT = (£,5,6,F,1, k) en donde
* 2= pEs un conunto finito de simbolos de entrada llamado alfabeto, distinto al
simbolo en blanco (B)
» S # ¢ Es un conjunto fimito liamado conjunto de estados
» & Eslafuncion de transicion de la maquina
* " Esel conmunto finito de simbolo de la cinta de la maquina, incluyendo a 3
= 1§ Eselestado inicial

» hcS Eselestado de parada o estado final

A M Tunng (1912-1954) Matematico nglés, en 1934 se gradu6 del King’s College de la Universidad de
Cambrige y fue miembro del mismo, por su investigacion sobre /a funcion de error gaussiana Se intereso
en la légica y en 1936 publica su articulo sobre los numeros computables con una aplicacion al
Entscheidungsproblem, en donde introduce por primera vez las Maquinas de Turing
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La MT, cuenta con una o vanas cintas infimtas divididas en celda y con una
cabeza lectora que escanea una celda de la cinta a la vez, como se observa en la figura 3
Del conjunto de estados § = {s,,53, ,Sp} contiene al menos dos estados, uno 1nicial y
otro denomunado estado de parada o final, dentro de sus acciones estdn el de leer y
escrnibir en su medio de entrada (cinta) Puede escnibir simbolos que no pertenecen al
alfabeto y emplea marcas especiales llamadas simbolos de cinta de la maquina como B
para indicar el espacio en blanco (en este trabajo se usara el cero (0)), que no pertenece al
alfabeto Entendemos como configuracién de la cinta de la MT a la representacion de los
simbolos presentes en la cinta, en una etapa dada, en una umica postcién para analizar el

simbolo a la derecha de la ubicacion del lector

En un paso simple la maquina podria stmultdneamente (1) reemplazar un simbolo
de la cinta por otro y después cambiar de estado, (2) mover la cabeza a una celda a la
derecha (R) o a una celda a la 1zquierda (L), y (3) pasar a un nuevo estado La operacion
de la MT es contralada por una aplicacién parcial § (§° xI') — § x (TV {L,R}),
llamada transicién o Tunng programa (que podrd ser indefimda para algunos
argumentos) La transicion (s,,p, s,,q,X) € § indica que la MT en el estado s, lee el
simbolo p y camba al estado s,, reemplazando p por q y mueve el lector para una celda a

laderechast X = R (o1zquierdasi X = L)

Indicador

Figura 3
Mecamsmo de Control
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S1 las maquinas de Turing se deben usar para evaluar las funciones antmeéticas, se
debe elegir un método para representar los nimeros naturales y las n —tuplas de nimeros
naturales sobre la cinta de una MT Una de los métodos es el esquema unano descrito en
(Henme, Introduction to Computability, 1977) Recapitulando, en una representacion de
esquema unario se utiliza el simbolo 711? para denotar /a representacién unaria para un
n € N, que es la configuracién de la cinta comprendido por cadenas consecuttvas de | de
longitud n + 1 De esta forma la k-tupla (n;, ,ny) representard la configuracion de la

cinta 07, 0n, 0 Omy

Definicién 1.5.2 Decimos que una funcién antmética de f de n vanables, es una functén
Turing computable (o computable) s1 es evaluada por una maquina de Turning (MT) y se

denota F™ (x;, ,xp)

Descnibiremos, brevemente, la manera que la miquina de Tunng evalua una
funcion antmética Constderemos una maquina de Tuning de una cinta que computa la
funcién antmética f de n vaniables Se requenr4 que la evaluacion de la funcién f(X)

inicte con la configuracién siguiente
0x,0x,0 0x,0

Todas las celdas a la 1zquierda de %, y a la derecha de X, estan en blanco Asi, el
lector de la maquina 1ntcia en la celda a la 1zquierda de X,;, como indica el patron de la
cinta descnita arnba St f(X) es definida, la maquina se detiene (termina) con la
configuracién Qfmo , sobre la cinta  S1 f(X) no es definida, pueda que la
maquina falle para finahizar (problema de parada) o que se detenga en una configuracion

que no contenga bloques de unos a la derecha de la celda det mismo

Una computacién de Tunng de acuerdo a un programa de Tunng P con una
entrada x es una sucesidn de configuraciones ¢q,¢;, ,Cn tal que ¢, representa la

maquina en el estado 1nicial sy, leyendo el simbolo mas a la 1zquierda de la entrada x, ¢,

193 denota el patrén de cinta 1111
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representa la maquina en el estado de parada s, y la transicion ¢, = ¢4, parat < n, es
dado por el programa de Tunng P De esta forma cuando hablemos de computacién nos
refenimos a una parada (detencion), esto es, calculo convergente Una funcion parcial de
n vanables es asociada con cada MT mediante la entrada (x;, ,x,) por la configuracién

imcial de la cinta y anéhisis descnto antenormente

El conjunto de funciones Turing computables es cerrado bajo la composicion
funcional De manera similar a los argumentos anteriores pueden ser utilizados para
establecer el cierre bajo una vanedad de reglas, defimir nuevas funciones y resolver el

problema de determinar cudles funciones son Turing computables

Es posible implementar las maquinas de Turing como miembros de una familia de
algontmos que denotaremos T y asi asignarle un indice ¢ (visto en | 2), para refenirse a la
t —ésima maquina de Tuning MT, que computa a la 1-ésima funcién antmética de n
variables, Fl(") Esto nos indica que una funcién dada podria ser computada por diferentes
maquinas y que dado una maquina podria tener muchas descnpciones diferentes Por lo

que una maquina como una funcion, puede tener diferentes indices

Definicién 1.5.3 Decimos que una funcidn anitmética es computada en la forma estandar

s1 cumple
a. Para una combinacién de argumentos dados, la funci6n es definida y la maquina
que realiza el célculo se detiene para dichos valores

b Si1 la miaquina se detiene, su cinta contendrd solamente bloques de 1’s
consecutivos que representan el valor apropiado de la funcién y el resto de las

celdas deben estar en blanco
¢ Lamadaquina imicia y finaliza su calculo con la misma configuracién

d La cabeza de lectura no puede analizar celdas a la 1zquierda de la celda inicial

establecida en la configuracidn de la cinta dada
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Teorema 1.5.1 Sean g,,9,. .gm funciones Turning computables de n vanables, y sea h
una funciéon Tunng computable de m vanables Entonces la funcién composicion

f=ho{(g1, 92 .9m) es Tunng computable

Demostraciéon Consideremos la n — tuplas X = (xy,x;, ,x,) y la composicidon

ho (91,92 »9m) = h(g1().g2(X), ,gm(Z)), en que la maquina evalia pnmero las

funciones g,(x),t = 1,2, ,m, con la configuraci6n imcial de la cinta
0%,0%,0 0%,0

En (Hennie, Introduction to Computability, 1977) se demuestra que existe una MT que
convierte patrones de la forma antenor a un nuevo patron mcial de la forma con una

nueva configuracion de la cinta
0%,0%,0 0%,0 ¢,(x)0 0gn(x)0

La maquna computa seguidamente la funcion h en la forma estandar con la

configuracién

0%,0%,0 0%,0 h{g:(®).g.(x), ,gm(x))0
De esta forma se evalia la funcién f para los argumentos X = (x4, %3, ,Xp) O

Dada la famiha T, es facil mostrar que la funcién constante, la funcion proyecci6n
y la funcién sucesor son funciones Turing computables, de 1gual manera la funcién
seleccién A Entonces la familia T satisface las propiedades 1 y 4 El teorema 1 5 1, nos
asegura que el conjunto de funciones Turing computables es cerrado bajo la composicion

de functones lo que implica que la familia T satisface la propiedad 2, todas dadas en la

seccion 1 2

Para venficar que la familia T satisface las propiedades 3 y 5, se requiere de un

amplio anahisis, el cual no es el propdsito de este trabajo, pero es importante destacar que
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el resultado de la propiedad 3 génera el Teorema de Enumeracién para las maquinaa de
Turing, que establece la existencta de una maquina Universal de Tunng De forma
simular, la propiedad 5 (proptedad s-m-n), demuestra que la famiha T sausface a lo que

se refiere como el Teorema s-m-n para Maqutnas de Tunng

La recursién primitivo permite encontrar una funcién f efectivamente computable

siempre que g y h lo sean, resultado analizado en el siguiente teorema
Teorema 1.5.2 Toda funci6n pnmitiva-recursiva es Turing computable

Demostracién Sabemos que una familia T satisface la propiedad 1, lo que nos indica
que existe un procedimiento (recursion primitivo) para derivar las funciones bésicas lo

que las hace Tunng computables

Para completar la prueba, es suficiente mostrar que las funciones Turing
computables son cerradas bajo la composicién y la recursion prumitivo El teorema 1 5 1,
establece la cerradura de la composicién de las functones Turing computables, sélo queda
mostrar que las funciones Turing computables son cerradas bajo la recursion primitivo, es

dectr, st una funci6n f es defimda por recursién primitivo de funciones totales Tunng

computables g y h entonces f es Tunng computable

Sean g y h funciones totales Turing computables y sea f una funcion definida por

f(xli ,xn,O) = .g(xlr axn):
G, xay+ 1) =h(xy, X0y f(xn ,X0Y))

Como g y h son Tunng computables, existen las maquinas de Tunng G y H que
computan respectivamente las funciones Entonces se construird una maquina de

composicion F que compute la funcién f

De esta forma la composicién de f(x;, ,xn,¥) 1nicta con la configuracién de la

citnta
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gfl szo b OX_HO?O
con el siguiente procedimiento

1. Un contador, con valor inicial 0, se escribe en la celda derecha contigua a la
entrada. El contador es utilizado para registrar ¢l valor de la vanable recursiva en
la computaciéon. Copiando el patrén completo de manera que la nueva

configuracion es

0%, 0%,0 --- 0%,0¥00%, 0%,0 --- 0x,,0
2. Lamiquina G se ejecuta en el final n, produciendo

0%,0%,0 - 0%,05000g (%1, ..., X)0
La computacién de G, genera

f(xq, 0, X0, 0) = g(xq, ..., x5)

3. La configuracion de la cinta tiene la forma

0%,0%,0 - 0%, 0§00 f (x1, .., X, £)0

Si i =y, la computacién de f(xy,..,x, y) estd completa eliminando los n + 2
niimeros iniciales de la cinta y trasladando el resultado a la posicién inicial de la cinta

(uno).
4. Sii <y laconfiguracién de la cinta para evaluar el proximo valor de f es
0%,0%,0 -+ 0%,050t + 10%,0%,0 -+ 0%, 0{0f (x1, ..., X, {)0

La méaquina H se ejecuta al final de los n + 2 valores de la cinta, produciento

0%,0%,0 -+ 0%, 0901 + 10h(xy, ., X, ¥ f (X1, ooe 1 X, 105
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donde el valor mas a la derecha de la cinta es f(x;, ,x,,t+ 1) La evaluacion

continia en el paso 3

1.6 Numeracién de Godel''

Una forma simple de representar una sucesién de nitmeros naturales es
descomponerlo en potencia de sus factores pnmos Por ejemplo 600 se puede representar
por el producto de los nimeros naturales de la forma 600 = 23352 Anahizaremos un
método para codificar y descodificar las n —tuplas de nimeros naturales que sea de gran
utihdad para simplificar algunas funciones pnmutiva-recursivas y posteriormente para

establecer la computabilidad para una ampha clases de funciones

Defimicién 1.6.1 Dada una sucesion de nimeros naturales xg,x;, ,X,, se llama
numeracion de Godel al numero formal descrito por una secuencia de la forma
Xo . X1

Do P1 p.", donde p, denota el 1 —ésimo numero pnmo y el numero de Godel se

denota como (xy, x;, ,x,) = 2¥03*15%2 . k*n con k como n —ésimo nimero primo

Con esta representaci6n es posible encontrar distintas secuencias que tiene el

mismo numero de Gédel como se muestra en el siguiente ejemplo

Ejemplo 9 Las sucesiones (1,2,3),(1,2,3,0) ¥ (1,2,3,0,0) tienen como nimero de Godel
2250

Es sabido que un nimero natural distinto de cero tiene una unica representacion
de descomposicion de factores pnmos Observemos que para que dos 0 mds sucesiones,
con longitudes distintas, poseen un mismo nimero de Godel, se requiere que la secuencia
imicial coincida exactamente en los numeros y posiciones mientras que las sucesiones

finales de longitud distintas, sean ceros Como el ejemplo 9, la mimma representacton del

Y kurt Godel (1906-1978}, matematico austro-hungaro Mejor conocido por su demostracién del teorema
de la incompletitud, en su publicacién “Sobre las proposiciones formales indecidible de los Principios
Matemdticos y Sistemas Conexos” Con este resultado terminé bruscamente Cientos de afios de
investigaciones que pretendian establecer una axiomatizacién completa de toda la Matematica Lo que es
considerado, por muchas, como el acontecimiento méas importante de las Matematicas del siglo XX
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nimero de Godel 2250 con longitud 3 y las sucesiones siguientes de mayor longitud

terminan €n ceros

Para un valor fijo de longitud n la representacion {xq,%;, ,Xy), €s obviamente
una funcién pnmutiva-recursiva de (xg, %1, . X,) En el caso de que la longitud n no sea
fija, consideraremos una funci6n pnmutiva-recursiva de una vanable (1) que es el valor

de x, parat = 0,1, ,y la computaci6n del ntimero de Gddel estd dado por

n
(xg,x1, ,xn)= np{(l)(‘)
1=0

que resulta ser una funcién pninutiva-recursiva de n

Revisemos lo 1nverso, conocido como problema de descodificacion de un nimero

de Godel, que es obtener los valores de xg,X;, , X, de un nimero natural
z = (xp. Xy, ,Xn)

Defimictén 1.6.2 Para un numero natural z > 0, s1 z es un numero de Godel de la
Sucesion  Xg, X1, ,Xn, llamaremos funciéon descodificadora de Godel (o funcién

extraccion) a la funcion de dos vanables E, definida por

_{x, st0<i<n
E("z)‘{o, sti>n

La funcién E (1, z) representa el exponente del 1 — ésimo pnmo de la descomposicién y

n es la longitud, que puede ser fija o no

Ejemplo 10 Consideremos el nimero de Godel z = 2250, descnto en el ejemplo 9

Utilizaremos la definicién 1 6 2, obteniendo los resultados

E(0,2250) = 1, E(1,2250) = 2, £(2,2250) = 3, E(3,2250) = E(3,2250) = =0
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Sabemos que 2250 = 213253 y cualquer potencia de pnmos consecutivos que

sobrepasen la longitud tendran como exponente cero
Teorema 1.6.1 La funciéon E es pnimitiva-recursiva

Demostracién Para un niimero entero z > 0, vemos que E(z, z) es el numero natural x
més grande tal que p¥ divide az De la misma forma podemos indicar que E(1, 2) es el
namero natural x mas pequefio tal que p*ino divida az Asi, la Gltima sentencia se

cumple para todo natural z, y que x nunca excederd a z tal que
E(L 2) = mun, < [diw(pX*1(1),z) = 0]

La funcién diwv es la que realiza la operacion “divide a”, la cual es pnmitiva-
recursiva, puede venficarse en (Henne, Introduction to Computability, 1977), y py, el

n —esimo pnmo que también es pnmitivo-recursivo, por lo que E lo es

1.7 Funciones Recursivas

Las funciones recursivas empleadas por Godel como un concepto técmco auxiliar
que le permutia enunciar en forma adecuada algunos resultados previos a sus teoremas de
mcomplet:tud12 Este concepto se extendi6, tomando interés por si mismo ya que las
funciones recursiva resultan ser exactamente las funciones calculables mediante un

algontmo (funciones computables)

Defimciéon 1.7.1 Un funcién f es recursiva s1 existe una sucesién de funciones
fi.f2. . fntalesque f, es f y paratodo 1 <t < n, la funcién f; es pnmitiva-recursiva o

bien esta defimida por la composicion o recursion (minimizacion), defimdoen 13 1

Es claro observar, por la definici6n antertor, que toda funcién primitiva-recursiva

es recursiva La diferencia entre ambos conceptos consiste en que las funciones

[ e e

2 pyblicado en 1931 por K Godel que indica que “Todo sistema de primer orden consistente que
contenga los teoremas de la aritmética y cuyo conjunto (numeros de Godel} de axiomas sea recursivo, no
es completo ”
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1 .
recursivas’® admiten la minimizacién, llamadas también funciones recursivas parciales,
como técnica de definicion lo que no es considerado por las funciones pnmitiva-

recursivas

Revisamos, en el punto 1 4, distintas formas de caracterizar funciones prnmitiva-
recursivas por medio de la recursividad primitiva, pero desafortunadamente no todas las
funciones pueden determinarse por los esquemas expuestos, es posible construir
funciones recursivas que no sean pnmitiva-recursivas Una de ellas es la funcion
exponencial generalizada de Ackermann'®, que es una funcién f de tres variables cuya

forma recursiva esta dada por

f(0,0,y) =y,
f(O.x+1,y)=f(0,x,y)+1,
£(1,0,5) =0,

fz+2,0,y)=1,
f+1,x+1y)=f(zf(z+1,xy),y),

resultando ser Turing computable, pero no pnmitiva-recursiva

La funcién de Ackermann provee un ejemplo de una funcién total efectivamente
computable que puede ser defimida recursivamente, por medio de funciones pnmitiva-
recursivas pero ella en si misma no es pnmtiva-recursiva Observemos que la
especificacién recursiva mostrada difiere de las estudiadas antenormente, ya que define
nuevos valores de la funcién en términos de valores de los argumentos de la funcién
dada, resultando ser propios de la misma funcién  Para esto analizaremos las clases de
funciones pnmitiva-recursivas que pueda ser amphada de formas distintas, en una clase

de funciones que llamaremos funciones y — recursivas

Definici6n 1.7.2 Sea g una funcion total de (n + 1) vanables La funcion f se dice que

es obtenida de una funcién g por mimmizacion (no acotada) si

Bk Godel las llamé funciones recursivas a lo que hemos definido como funciones primitiva- recursivas El
término fue introductdo por Herband para realizar procedimientos de construcctén mas generales
" Nombrada por W Ackermann
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f(x1, %) = pzlg(xy, ,x5.2) = 0)

El nuevo valor de la funcién f depende de la existencia o no de un numero z de
manera que se cumpla 0 no que g(x;, ,X,,2z) = 0, es decir, s1 existe un nimero Z tal
que g(x;, ,xp,2) =0, entonces el valor de f(x;, ,x,)es el valor més pequefio de z
En caso de que no existe tal valor de z, f(x;, ,x;) esnodefimda De la misma manera,
decimos que un predicado P satisface la condicién de mimmizacién no acotada si para

toda n —tupla x;, ,x, exaste un ztal que P(x;, ,x,,2) sea verdadero, es decir,

f(xlx -xn) = uz[P(xl, ’xn-z)]

Por la definicién 172, al usar mmmmzacién no acotada se puede producir
funciones no totales, en contraste a lo requerido de que sea total para su aplicacion Por lo
que analizaremos la recursién de una funcién obtemda de funciones parciales por
recursion primitiva, como composicion de funciones, aplicado a funciones no totales asi

como a funciones totales De esta forma es posible definir la funcién i — recursiva.

Definicién 1.7.3 La famihia de funciones (predicados) u — recursiva se define como
sigue
1) Las funciones bésicas son y — recursivas

1) Sihes una funcion de n vanables y — recursiva y g1, 92, ,gn Son funciones de

m vanables u — recursivas, entonces

f=ho(g1.92. .gn)
es {4 — recursiva

m) S1 g y k son funciones g — recursivas de (n + 2) vanables, entonces la funcién f

definida de g y h por recursiéon pnimitivo es 4 — recursiva

wv) S1 P(x;, ,x, ¥) esun predicado total u — recursivo, entonces

f(xl' 'xn) = #Z[P(xlt 'xn:z)]
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€S it — recursivo

v) Una funcién es u — recursiva s1 sélo s1 puede ser obtenida de la condicién (1) por

un numero finito de aplicaciones de las reglas (11), (111) y (1v)

La condiciones (1), (u) y (m) implican que todas las funciones pnmitiva-
recursivas son g — recursivas Notemos que la minimizacién no acotada no estd defimde

para todos los predicados, solamente para aquellos predicados u — recursivos totales

Es claro que todas las funciones pnmitiva-recursivas son funciones u —
recursivas, ademas por su definici6n son funciones efectivamente computables,
onginando una clase de funciones que llamaremos clase de funciones u — recursiva o
clase de funciones recursivas parciales, como vemos en la figura 4

T ——— e ——

todas las fundones
(computables 3 oo computables)

A —— e e
funchones p-recursivas

o recursivas paraales
{lotales y estniciamente pardales)

‘ funciones computahles totales )
( (recursivas primitivas y no recursivas primitivas) }

Figura 4 Jerarquia de las clases de funciones,
segun la Teona de funciones recursivas

Ahora estableceremos la relacion entre las funciones u — recursivas y las

funcitones Tunng computables El pnmer paso lo establece el siguiente teorema (una

extension del teorema 1 5 2)
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Teorema 1.7.1 Toda funci6n u — recursiva es Tunng computable

Demostraciéon Es conocido que las funciones basicas son Turing computables, la prueba
consiste en demostrar que las funciones parciales son cerradas bajo la composicion,
recursién primitiva y la mimumizacidon no acotada. Los teoremas 151 y 152, dan
evidencia de la cerradura con la diferencia de que g y h deben ser funciones no totales
Estas maquinas, ademas establecen la cerradura para funciones parciales ya que un valor
no defimido en uno de los calculos constituye una causa para que la computacidn continua

indefinidamente (no se detenga)

Para completar la prueba, se muestra que la mummizacién no acotada de un

predicado total Turing computable es Turing computable Sea

f(xlv lxn) = #Z[P(xlv an'z)]

donde P(x;, ,x,y) es un predicado total Turing computable Consideremos una

maquina P que computa el predicado P con la configuracion micial de la cinta,
0%,0x,0 0x,0

1 La representacién del numero cero es adicionado al extremo derecho de la
entrada La busqueda especificada por el operador mimmizacion 1nicia con la

configuracion de la cinta
0%,0%,0 0x,000

El numero a la derecha de la entrada se le llamara indice para el operador

mimmizacion J
2 Realizando una copia del patron imcial, con el indice j tenemos

0%,0%,0 0%,0j0%,0%,0 0%,00
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3 Lamaquina P se ejecuta con una copia del patrén mucial y el indice j, obtemendo
Oflofzo Ofnof—op(xlr anl})o

4 Si1 P(x;, ,xp,))=1, el valor de mimmzaciéon de P es ; De otra forma,
P(x;, ,xp,¥)esehmmadoy j se incrementa, continuando con la computaciéon

en el paso 2

Una computacién termina para el primer valor del indice j que P(x;, , Xy, 1) sea
verdadero De lo contrario tal valor no existe produciendo que el proceso se mantenga en

un ciclo indefimdamente, lo que implica que f seria una funcién no defimda O

El teorema anterior establece que toda funcién y — recursiva es Turing
computable, pero nos preguntamos lo opuesto jtoda funcion Turing computable es una
funcion u — recursiva? Para mostrar esto, se designa una funci6n antmetica para simular
el comportamiento de una maquina de Tuning La construccion de la funcién que simula,
requiere mover el dominio de las maquinas al dommo de los nimeros enteros El
proceso de trasladar maquinas computacionales a funciones se conoce como
arntmetizacidon de las maquinas de Turing, tema que no desarrollaremos en este trabajo,
pero el lector lo puede revisar en (Sudkamp, 2006) Con la antmetizacion de las
maquinas de Turing se concluye con la afirmacién de que toda funcion Turing

computable es u — recursiva

Como hemos visto las funciones Turing computables, 4 — recursiva y la recursiva
general representan tres posibles extensiones de las clases de funciones pnmitiva-
recurstvas El hecho es que estas tres extenstones resultan ser 1dénticas y proporcionan las
bases para la definicion formal de computabihidad y los temas que revisaremos en los

capitulos siguientes
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IL. Fundamentos de la teoria de la recursién.

En el capitulo anterior, se analiz6 que las funciones antmética evaluadas por una
maquina de Tunng satisfacen de forma inturtiva la nocidn de efectivamente computable,
ver defimci6n 12 4, y que la clase de funciones Tuning computables son las clases mas
pequefia que incluyen, sino a todas, las funciones efectivamente computables De manera
similar se analiz6 el concepto de funcién y —recursiva, fundamentada sobre un conjunto
de funciones basicas como la funcién constante, la funcion proyeccion y la funcién
sucesor, las cuales satisfacen la noci6n de efectivamente computable Cada una de las
operaciones de composicion funcional, recursion primitiva y mimimizacion pueden sei
implementadas por un procedimiento efectivo en la que todas las funciones
i —recursivas, son efectivamente computables Se concluyd que la clase de funciones

i —recursiva la clase de funciones Turtng computables son 1denticas

En general los miembros de estos conjuntos se le llaman funciones recursivas,
sinérumo de funciones computables Las funciones recursivas incluyen todas las
funciones pnmitiva-recursivas, Turning computables y las funciones recursivas generales
De manera similar los predicados recursivos, como se plasmd, son aquellos cuyas

funciones caracteristicas son funciones recursivas

Las formas comunes de modelar las funciones efectivamente computables,
estudiadas en la seccién 1, son la g —recursividad y la Tuning computabilidad En esta
seccion analizaremos otras posibilidades de definir y evaluar funciones, los problemas de
decision, se ntroducird algunos tipos de conjuntos recursivos, recursivamente

enumerables y se analizara sus propiedades y las relaciones existentes entre ellos

2.1 Computabilidad Efectiva

Un hecho sorprendente es que los distintos intentos de formalizar el concepto de
algontmo o de funcién computable, revisados anteriormente, dan lugar a conjuntos

extensionalmente coincidentes Esto hace que tales nociones sean equivalentes, por lo



CAPITULO II
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II. Fundamentos de la teoria de la recursién.

En el capitulo antenor, se anahzé que las funciones antmética evaluadas por una
méaquina de Turing satisfacen de forma intuttiva la noci6n de efectivamente computable,
ver defimcién 12 4, y que la clase de funciones Turning computables son las clases mas
pequefia que incluyen, sino a todas, las funciones efectivamente computables De manera
stmilar se analiz6 el concepto de funcién u —recursiva, fundamentada sobre un conjunto
de funciones basicas como la funcién constante, la funcion proyeccién y la funcién
sucesor, las cuales satisfacen la noci6n de efectivamente computable Cada una de las
operaciones de composicién functonal, recursién primitiva y minumizacion pueden sei
implementadas por un procedimiento efectivo en la que todas las funciones
u —recursivas, son efectivamente computables Se concluy6 que la clase de funciones

u —recursiva la clase de funciones Turing computables son 1dénticas

En general los miembros de estos conjuntos se le llaman funciones recursivas,
snénmo de funciones computables Las funciones recursivas incluyen todas las
funciones pnmitiva-recursivas, Turing computables y las funciones recursivas generales
De manera stmilar los predicados recursivos, como se plasmd, son aquellos cuyas

funciones caracteristicas son funciones recursivas

Las formas comunes de modelar las funciones efectivamente computables,
estudiadas en la seccién 1, son la y —recursividad y la Tuning computabilidad En esta
secci6n analizaremos otras posibilidades de definir y evaluar funciones, los problemas de
decisién, se ntroducird algunos tipos de conjuntos recursivos, recursivamente

enumerables y se analizara sus propiedades y las relaciones existentes entre ellos

2.1 Computabilidad Efectiva

Un hecho sorprendente es que los distintos intentos de formalizar €l concepto de
algontmo o de funcion computable, revisados anteriormente, dan lugar a conjuntos

zxtensionalmente coincidentes Esto hace que tales nociones sean equivalentes, por lo



que parece que cualquiera de ellas es una adecuada formalizacién del concepto intuitivo

de “funci6n computable” Esta afirmacion se le conoce como la Tesis Church-Turing"”

Tesis de_Church-Tunng Toda funcién antmética efectivamente computable es una

funci6n recursiva (computable) y viceversa

Como podemos observar lo planteado equipara la nocién nformal de

efectivamente computable con la noci6n formal de recursividad

La tesis de Church-Tunng no es considerada un teorema y a pesar de que no esta

sujeta a prueba formal, existen razones para aceptarla tales como

1 Basada en la expertencia acumulada todos los algontmos conocidos son

recursivos, mencionado por (GANDY, 1988)

2 Basada en la equivalencia entre los tres conceptos introducidos para establecer la

noci6n de algoritmos

3 El analisis que Tunng reahzé del concepto de computabilidad, enfocandose en el
propio proceso de computacion en lugar de la naturaleza de las funciones
computables y asf construyendo las funciones a partir de funciones elementales de

la cual no cabe duda su caracter algoritmico

4 El argumento presentado por Church, similar al presentado por Tuning

5 El fracaso del argumento de la diagonal'®

Es importante destacar que la tesis de Church-Tunng, se refiere solamente a
funciones antmeticas Para superar esta limitante es posible utilizar un esquema de
codificacién de numeros naturales, de manera que las cadenas de simbolos puedan ser

representados por medios de funciones artméticas

15 No es un enunciado mateméatico susceptible de demostracion, ya que involucra la nocion mtuitiva de

algoritmo

18 Proceso introducido por Cantor para demostrar que 2(w) no es biyectiva con w, lo que permite seflalar
conjuntos que no han sido inclurdos en una enumeracion, pretendidamente completa de un determinado
dominio
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Llamaremos F a la funcién obtenida al implementar el esquema de codificacién
de una funci6n no antmética, de forma que resultado de F pueda ser reformulado como
una funcién antmética f Esto nos indica que existe un procedimiento efectivo para la
conversion de 1da y vuelta entre los argumentos onginales y los valores de F y su
representacion numérica asociadas De acuerdo a la tesis de Church-Turing, esto sigmifica

que F seré efectivamente computable s1 y sélo s1 f es recursiva

Al generalizar la tesis de Church-Tunng, se hace una distincién entre los términos
de funciones antméticas y funciones no artméticas, ya que es comun refenr a una todas
las funciones efectivamente computables como funciones recursivas o computables De
esta forma se reserva la palabra recursiva para funciones antméticas y se utiliza
computable como término mas general para alguna funci6n efectivamente computable,
sea o no antmética Lo que significa que para la funcion no antmética sea considerada
computable debe ser posible convertirla, por medio de una méquina de Turing apropiada,

a una funci6n antmética

Aclarado los conceptos, ahora caracterizaremos las funciones recursivas como

una familia Sea n € N, la t —ésima funcién recursiva parcial de nvanables que es

evaluada por la ¢t —esima mdquina de Tunng se denota qof")

Definicién 2.1.1 Una funci6n algoritmica parcial la cual es defimida sobre todo los

argumentos (es decir total) es llamada recursiva o computable

Escribiremos @, (x) =y s1 x,y,t <s, ademas y es la resultado de ¢,(x) en
menos de s pasos en la 1 —ésima Maquina de Tunng Podemos decir que s1 tal y existe, la

funcién @, s(x) converge, es decir @, !, de lo contrano diverge Similarmente

escribiremos @,(x) L s1 @, (x) | paraalginsy g, s(x) i=ys1 @,(x) Ly @, s(x) =y
Teorema 2.1.1

(1)  Elcomunto {(1,x,s) @,s(x) i} esrecursivo
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(n)  Elconjunto {(l, x,8) @i s(x) = y} €s recurs1vo

Demostracién Se aplica la tesis de Church, hasta obtener un resultado o hasta completar

los s pnimero pasos

Definicién 2.1.2 Sea x,y,t y s # 0 nimeros enteros positivos, La funcién recursiva

@, s(x) = y se puede definir como

1) g;s(xX)=y=>5,x,y<s 6

2) (¥s)(3 al menos un (1, x, y))[(p, X)) =yAQ s-1(x) T]

Definicién 2.1.3 Sea (,pi(") la t —ésima funcién recursiva parcial de n vanables La clase

de las funciones recursivas se denota por
% ={o{,1eN,ne N\(0}}

Ejemplo 11 Lo siguiente son ejemplos de funciones recursivas
1 Todas las funciones primitiva-recursivas son recursivas

2 La funcién de Ackermann es recursiva pero no €s pnmitiva-recursiva, visto en el

capitulo !

La clase de funciones recursivas (parciales o totales) es la menor clase de
funciones que contiene la funcién constante, {a funcion sucesor y la funci6n proyeccion y
es cerrado por sustitucién, recursion primitivo Y mummizacion implicando esto, que

satisface las cinco propiedades basicas estudiadas en el capitulo antenor

2.2 Predicados semt-computables y sus propiedades

Sefialamos que una computabilidad efectiva nos indica que existe un
procedimiento efectivo para llegar a la solucion de un problema en un numero fimito de

pasos Pero en algunos casos, es posible lograr ese procedimiento s6lo de forma parcial,
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para ciertos datos, y en otros casos no existe procedimiento alguno para que ¢l algontmo
se detenga Informalmente podemos mdicar que aquellos problemas que pueden
expresarse mediante predicados se denominan problemas de decision Aunque no todos
los problemas interesantes son de este tipo, lo que si podemos decir es que todos los

problemas relevantes para la Teoria de la Computabilidad tienen asociado un probleme

de decision

Definicién 2.2.1 Un predicado P n-ano se le llama semi-computable (o semi-decidible)
s1 existe una funcién recursiva f N™ — N de n vaniables, cuyo dominio coincide con lz

extension'’ del predicado P, esto es
dom f ={¥ €N P(X)}

S1 f es una funcidn recursiva parcial de n vanables, el predicado n-ano Pes sem-

computable si
P@) e f(R)1

Al predicado P se le conoce también como recursivamente enumerable s1 su definicion
esta asociada a una funcién parcial recursiva y como semi-computable s1 su definicién se

fundamenta en una funcién computable

Teorema 2.2.1 Todo predicado recursivo es semi-computable

Demostraciéon Sea P ¢ N¥ un predicado k —ari0 recursivo, entonces
A=Nk\P=P

es recursivo Entonces, existe una funcioén caracteristica X; que es recursiva Se define

una funcion f N*¥* — N, tal que

Y La extensién del predicado se conoce como el conjunto (x;, ,x,) para el cual P(x,, .x,)es
verdadero
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f(Z) = uy[X, (%) = 0]

Observemos que la vanable y no tiene incidencia en la expresion principal de

4 —mimmizacién Entonces se puede presentar lo siguiente
1 81 P(¥) se cumple, entonces X, (¥) = 0 especificamente f(¥) !
2 S1 A(X) se cumple, entonces X, (%) = 1 por lo que no existe un y tal que
Xa(X)=0
Asi f(X) Ty se obtiene
P(X) & f(X) le % € dom(f)
por lo que P = dom f es semi-computable O

El reciproco del teorema anterior es falso Antes de probar este hecho veremos
que s1 anteponemos un cuantificador existencial a los predicados semi-computables, los

mismos se obtienen a partir de predicados recursivos

Un resultado importante de la teoria de funciones recursivas es la Forma normal

de Kleene'® que expone lo siguiente

Teorema 2.2.2 Para cada entero positivo n, existe un predicado primitivo recursivo
(n+ 2)—ano T, tal que, s1 f es una funcion recursiva de n vanables, entonces existe un

nimero natural wy tal que
F@) = p(uy[Tu(wr. 2.¥)])

donde p!° es una funcidén pnmitiva-recursiva fija

18 | a forma normal de Kleene se refiere a que una cadena de caracteres que puede ser expresada con
Operaciones recursivas
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El teorema de la forma normal de Kleene, establece que para toda funcion
recursiva general (parcial) es u — recursiva y viceversa, ademds se cumple si

reemplazamos una funcion total por una funcién recursiva parcial

Teorema 2.2.3 Sea R c N™ un predicado semi-computable s1 y solamente si €xiste un

predicado recursivo P  N™*1, tal que
R@ = \[PE.y)
y
Demostracién Como R es un predicado semi-computable, existe una funcién recursiva
f tal que
dom f = {X € N R(x)}
Por el teorema 2 2 2, existe un numero natural wy de manera que
f@ = p(uy[Ta(wr. 2.y)])

Se tiene que

dom f ={% VTn(Wf- z,y)
y

Por lo que R(X) & V, P(%,y)

Por otro lado s1 P es un predicado recursivo (n + 1)-ano, existe una funcion
caractenstica y de P Consideremos el conjunto {¥ R(X)}como el domimo de la funcién

f de n vanables definida de la manera siguiente

£(%) = mny[1-x(%,y) = 0])

1

% Ala funcién p se le conoce como funaién codificadora de Kleene, que al igual que la forma exacta de los
predicados T;, de Kleene, depende de la antmetizacién empleada por las funciones recursivas, lo que
imphca que no es unica
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Por lo tanto R es un predicado semi-computable

El teorema 223, nos indica que se puede asignar a cada predicado semi-
computable (recursivamente enumerable} R, un nimero natural llamado w dependiendo
de la antmetizacién definido para funciones recursivas Este resultado se ampliara con el

siguiente teorema, llamado teorema de enumeracién de Kleene

Teorema 2.2.4 Sea R < N" un predicado semi-computable Entonces existe un numero

natural wg, tal que

R(f) = V Tn(thfly)
y

La relaci6n existente entre los conceptos semi-computable y recursividad se

establece con el siguiente resultado

Teorema 2.2.5 Un predicado R < N” es recursivo s1 y solo si tanto R y ~ R son semi-

computables

Demostracién Si1 R es un predicado recursivo, tambien los es - R, entonces ambos son

semi-computable, por el teorema 2 2 |

Por otro lado, supongamos que Ry -R son semt-computables entonces por el

teorema 2 2 3, existen predicados recursivos P, Q © N™*1, tales que

RD = \[PEy.  -R@ = \[eG@y)
y y

Para algun valor de ¥, seleccionado, existe un valor de y para la cual algunos de los

predicados P(%,y) o Q(%,y) sea verdadero Por lo que se define la funcion

h(x) = uy[P(X,y) v Q(Z,y)]
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es recursiva y total Entonces tendremos que R(X) < P(%, h(¥))por lo tanto R es

recursivo

El resultado antenior determina que un predicado es recursivo s1 y sélo si, el
propio predicado y su negaci6n sean semi-computables Retomando el teorema 2 2 1,

veremos que ¢l reciproco del mismo no es cierto mostrado en el siguiente teorema

Teorema 2.2.7 E! predicado unano V,, T(x, x, y) es semi-computable, pero no recursivo

Demostractén Tomemos el predicado = V,, T(x, x, y) semi-computable Entonces existe

un nimero natural w (por el teo 2 2 3) tal que

- \/ T(x,x,y) & \/ T(w,x,y)
y y

s1 se cumple para cualquier nimero natural es postble que x = w , resultando una

contradicci6n Por lo que el predicado unano T es no recursivo

2.3 Problema de decisién

Con los resultados obtenidos, es posible estudiar con mayor detalle los problemas
de decisién Prestaremos especial atenci6n a la existencia de un procedimiento efectivo
(algontmo), que nos permita decidir la verdad o falsedad de toda una clase completa de
afirmaciones Se le conoce como solucion positiva a la demostracion de la existencia de
un algontmo para resolver un problema dado En el caso de que se demuestre, sin duda,
que no existe un algontmo para resolver el problema en cuestién, se le llama solucidn
negauva y se dice que problema de decision es indecidible (uresoluble

algoritmicamente)

Defimiciéon 2.3.1 Sea R(X) un predicado n —ano El problema de decision para el
predicado R se dice recursivamente resoluble (o efectivamente decidible) s el predicado

R es recursivo De lo contrario diremos que es recursivamente trresoluble
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En la teoria de recursién, uno de los problemas de decisién relacionados es la
clase de las funciones recursivas que son recursivamente irresolubles, defimicion 21 3,

como se muestra en el siguiente ejemplo

Ejemplo 12 Los siguientes problemas de decisién, asociados a las clases de funciones

recursivas, son recursivamente irresolubles

(a) El problema de decidir, para algin x € y, s1 ¢, (y) es defimda

(b) El problema de decidir, para algin x , s (p,(tl) es total

(¢) El problema de decidir, para algin x € y, s1 @ = @y,
En este contexto el teorema 2 2 7, se puede reescnbir como el siguiente corolario

Corolario 2.3.1 El problema de decision para el predicado de Kleene V, T(x,x,y) es

recursivamente irresoluble

El siguiente teorema, debido a Rice, establece automaticamente la irresolubilidad

de una amplia clase de problemas de decision

Teorema 2.3.1 (Teorema de Rice) Sea P un subconjunto propio no vacio del conjunto de
funciones recursivas de una vanable Entonces el conjunto A = [x (p,(cl) € P} no €s

recursivo

Demostracién Primero consideremos el caso en el cual la funcién vacia ) ¢ P
Como P es no vacio, debe existir al menos una funcion recursiva de una vanable f que

pertenece a P En el camino usual, podemos establecer la existencia de una funcion

recursiva total r tal que

(1)
) fO) stz L
PrnO) = [

rx) T st 1
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S tp,(,l) es defimda, qoﬁa) es la funcién f y en caso contrano es la funcién ¢ Seay,

la funcién caracteristica del conjunto A = [x tp,(,l) € P} S1 x4 fuera recursiva, la

composicion  funcional y4 o () también seria recursiva, resultando la funcién de

dominio diagonal (sobre la cual se sabe que no es recursiva), ya que

0 st tp,fg) gP 0 st M1

x4(r(x)) = {

Entonces x4 no es recursiva por lo que el conjunto A no es recursivo
Finalmente en el caso de que ¢ € P, simplemente reemplazamos P por su
complemento P, en el argumento antenor lo que muestra que A no €s recursivo

Implicando que A no es recursivo a

Invocando la definicién de resolubilidad recursiva, el teorema de Rice se puede

reescribir como el corolario a continuacién

Corolario 2.3.2 Sea P un predicado cuyo dommio son las funciones recursivas de una
variable Supongamos que P es verdadero para al menos una funcién recursiva y P es
falso para al menos otra funcién recursiva Entonces, el problema de determinar, para
cualquier indice x dado, s1 el predicado P es verdadero para la funcién (p,(,l), es

recursivamente irresoluble

Informalmente, el corolario 2 3 2, nos indica que no existe un algontmo para
determinar, sobre la base de un umco indice, s1 una funcié6n satisface una propiedad no
tnvial dada Como se habia mencionado el teorema de Rice establece automéaticamente la
trresolubilidad recursiva de una gran clase de problemas de decision, algunos de estos

podemos ver en el ejemplo siguiente

Ejemplo 13 Algunos problemas de decision

| El problema de determinar, paracada x , s (p,(fl) es total
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2 El problema de determinar, paracada x , s (p,(cl) es una funcién constante

3 El problema de determunar, paracada x, si el rango de (p§1) es infinito

4 El problema de determinar, paracada x , si cp,(cl) incluye a 17 dentro de su rango

El teorema de Rice puede extenderse de manera natural a predicados que no sean
unarios Segun (Hennie, Introduction to Computability, 1977), no se puede pensar que
todos los problemas de decision recursivamente irresolubles relacionados con las
funciones recursivas caen victimas del teorema de Rice o sus extensiones En particular,
es importante entender que el predicado refendo en el teorema de Rice debe ser un
predicado de funciones solamente, y no un predicado sobre los indices, o las funciones y

sus indices al mismo tiempo

Ejemplo 14 El teorema de Rice no es aplicable al problema de determinar que para unz

funci6n especifica total y recursiva f y una x seleccionada arbitranamente se tiene

(v _ (1)
Px " = Prx)

Se ha demostrado, hasta el momento, que la clase de predicados semi-
computables no es cerrada bajo la operacion de la negacién Presentaremos algunas

operaciones en que la clase, mencionada, es cerrada

Teorema 2.3.2 Sea P(¥X,y) un predicado (n + 1) — ano semi-computable y sea

0@ = \/ PGy
y

Entonces, Q es semi-computable

Demostracién Por la condicién necesarta del teorema 223, existe un predicado

R c N"*2 tal que P(%,y) < V,R(%,y.2) Entonces

0@ = \[\/rGy.5 = \[rE @0
y =z t

55



donde o, y o, son las funciones descodificadoras de Cantor (descnta en el capitulo 1) De

manera que, aplicando nuevamente el teorema 2 2 3, @ es semi-computable

Una generalizaci6n del teorema antenor, fue presentada por Andrez) Mostowski?

cuya demostracion se puede ver en (P1za Volio, 2001)

Teorema 2.3.3 Sea P(X,y) un predicado (n + 1) — arno semi-computable y sea
z
02 = [\ PG
¥=0

Entonces, @ es semi-computable

Teorema 2.3.4 Sea P(X,y) un predicado (n + 1) — ario semi-computable y sea f una
funcién recursiva de nvanables Entonces, el predicado (n+ 1) —ario P(%, (%)) es

semi-computable

Demostracién Como P es un predicado semi-computable, por el teorema 2 2 3, existe

el predicado recursivo R(X, y, z) tal que

Piy) = \[REy.2)

P(Z.F®) & \[ RGF().2)

Queda demostrado

2.4 Conjuntos recursivos y recursivamente enumerables

La recursividad y la enumerabilidad recursiva juegan un papel importante en el

estudio de las funciones computables y los problemas de decision En los puntos

0 Andrez), Mostowsk {1913-1975) Matematico polaco, conocido por el recordado lema del colapse Sus
trabajos de investigacién estuvieron fundamentalmente relacionados con la teoria de recursién e
indecibilidad, asi como [a I6gica de primer orden y la teoria de modelos
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anteriores se estudi6 los predicados semi-computables que resulta ser el estudio de los
dominios de las funciones recursivas. Al estudiar los rangos de las funciones recursivas,
obtenemos fundamentalmente los mismos resultados. Estos dos conceptos no son

equivalentes pero estan estrechamente relacionados.

Definicion 2.4.1: A es un conjunto recursivo si posee una funcidn caracteristica

recursiva.

Intuitivamente, A es recursiva si existe un procedimiento efectivo para decidir,

dado algin x, si x pertenece o no al conjunto A.
Ejemplo 15: Los siguientes conjuntos son recursivos

i. El conjunto de enteros pares {0, 2,4, ... }
ii. Ny o
iii. Cualquier conjunto finito

iv. Cualquier conjunto con complemento finito
Ejemplo 16: Tenemos el conjunto E = {x: ¢,(x) 1} y su funcion caracteristica dada por

¥ = {1 si @ () L
ET10 si o (x) 1

Observemos que la funcién caracteristica es justamente la funcién de dominio diagonal
para las clases de funciones recursivas, la cual no es una funcién recursiva por ende el

conjunto E no es recursivo.

Definicién 2.4.2: El conjunto A es recursivamente enumerable (r.e.) si A = @ o existe

una funcién recursiva total de una variable tal que A = rang f (rango de la funcion f).

Intuitivamente, un conjunto es recursivamente enumerable si existe un

procedimiento efectivo para enumerar los miembros del conjunto (permitiendo la
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repeticion). Existen X, conjuntos recursivamente enumerables. Por cardinalidad, deben
existir conjuntos que no son recursivamente enumerable, dado que hay 2% subconjuntos

de N, particularmente entre estos el conjunto {x: @, total}.

En ta literatura, de la teoria de la recursion, el término semi-computable es,
algunas veces, utilizada como sindnimo de recursivamente enumerable, hecho aclarado
anteriormente. En este sentido es posible replantear los predicados semi-computables en

términos de conjuntos recursivamente enumerable con la definicidn siguiente.

Definicion 2.4.3: Para cada n € N, tenemos

W, =< x: \/ T(n,x,y)
y

B .. . v - » . 1
donde, el conjunto W, es el dominio de la n-ésima funcion de una variable recursiva <p,(1 ),

De la expresion en la definicion 2.4.3 se deduce que
W, = dom @, = {x: gp(x) 1} = {x: (3Y)T(n,x, )}

donde n es el indice recursivamente enumerable o nimero de Godel para el conjunto
recursivamente enumerable W,. Ademas si W, ; = dom @, podemos decir que si

x € W, s entonces x,n < §.

De la definicién 2.1.2, se puede establecer una relacion ente el conjunto W, y la
funcion @, como sigue: si @, (x) = y si y solosi (33)[<pn‘3(x) = y] y x € W, si y s6lo si
(3s)[x € W, 4

Miraremos una conexidn inmediata entre recursividad y enumerabilidad recursiva

en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1: A es recursiva entonces A es recursivamente enumerable
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Demostracién: Sea A un conjunto recursivo entonces
Caso (i) Si A = @, por definicién es recursivamente enumerable

Caso (ii): A es finito y distinto del vacio. Sean A = {ng, ny, ...n} y la funcién definide

por

_(ny, parax <k
f@) = [nk, parak < x

f es una funcion total.

Caso (iii): A es infinito y X4 su funcion caracteristica, entonces se define f por recursién

primitivo

f(0) = uy[X, () = 1],
fx+1)=uy[X,(y) =1 Af(x) <yl

En los casos (i) y (ii) f es recursiva, y x € ran f si y sélosi x € A lo que se deduce que

A es recursivamente enumerable

El inverso de este teorema no es cierto y su demostraciéon no es constructiva. Sin
embargo un conjunto y su complemento son recursivamente enumerables, entonces el

conjunto debe ser recursivo, argumento formalmente demostrado en el teorema siguiente.

Teorema 2.4.2: Un conjunto A es recursivo si y solosi Ay A ambos son recursivamente

enumerable

Demostracién: (=) Si 4 es recursivo entonces A es recursivo, resultado inmediato del

teorema 2.2.5.

(=):SiA=0o0 A =0, Aes inmediatamente recursivo. SiA# @y A # 0, entonces,

existen dos funciones totales recursivas fy gtal que A=rangfyA=rangg.

Consideremos la funcion auxiliar, h, definida por:
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h(x) = pz[(f(z) = x) v (g(2) = x)]

De esta manera que h es una funcién recursiva Para un valor de x dado, x € ran f o
x € ran g lo que se deduce que h es una funcién total Como el valor de h(x), depende
de cualquiera de los dos procesos que generen a x, podemos defimr la funcitén

caracteristica de A de la forma

x = {1, st f(R(x)) =x
A7 0, st f(h(x)) = x

Entonces X, es una funcién recursiva, como consecuencia A debe ser un conmjunto

recurstvo

Veremos que algunos comjuntos son recursivamente enumerables pero no

recursivos

Teorema 2.4.3 El conjunto K = {x V,,T(x,x,y)}={x @(x) 1} de Godel es

recurstvamente enumerable pero no es recursivo
Demostracién Es una consecuencia del teorema2 2 7

Entenderemos, informalmente, que un problema de decision para un conjunto
A © N, es el problema de determinar, para cada n € N, s1 n pertenece o no al conjunto 4,

es decir, s1 existe un procedimiento efectivo para responder s14, n € N?

Definicién 2.4.4: El problema de decision para el conjunto A € N se dice que es

recursivamente resoluble o irresoluble s1 A es 0 no un conjunto recursivo
Una consecuencia del teorema 2 4 3 es el corolano siguiente

Corolaro 2.4.1 El conjunto K de Godel tiene un problema de dectsion recursivamente

irresoluble
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Definicién 2.4.5 Un conjunto A es recursivamente enumerable en orden creciente s1

existe una funcién total y recursiva f, tal que A = rang f y f es una funcién creciente

Obwviamente s1 un conjunto es recursivamente enumerable en orden creciente es

recursivamente enumerable en orden decreciente en el sentido irrestncto Pero lo

contraro, sin embargo, no es cierto

Teorema 2.4.4 Sea A un conjunto Entonces, son equivalentes

(a) A esrecursivo e infimto

(b) A recursivamente enumerable en orden creciente

Demostraciéon (a) = (b) Inmediato por las funciones construidas en los casos (1) y

(1) de la prueba det teorema 2 4 |
(b) = (a) Consideremos los siguientes casos
0] S1 A es finito entonces A es recursivo

(1)  S1 A es infimto y recursivamente enumerable en orden creciente, sea f la
funci6n recursiva total y creciente que enumera a A en orden creciente, asi
A= {f(n) n € N} Entonces la funcién caracteristica de A comncide con la
funcion caracteristica del predicado recursivo Vy_o(f (n) = x), por lo que A

€S reCursivo

Vemos que en el caso de conjunto infinitos, la recursividad es equivalente a

recursividad enumerable en orden creciente

Teorema 2.4.5 Todo conjunto infinito recursivamente enumerable tiene un subconjuto

infinito y recursivo
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Demostracion Sea A un conjunto nfinito y recursivamente enumerable Sea f la
funcién recursiva y total de manera que A = rang f Definamos la funcién recursiva g

de la forma siguiente

g(0) = £(0),
gix+1) = fuy[f () > g(x))D)

Sea B = rang g Entonces g es una funcién recursiva y total que enumera a B en
orden creciente, por el teorema 2 4 4, B es un conjunto recursivo ¢ infinito y claramente

BcA

Este concepto, de conmjunto recursivamente enumerable, puede extenderse

naturalmente a conjunto n —étuplos, definido a continuacién

Definiciéon 2.4.6 Sea Ac N™ un conunto de n — étuplos Decimos que A es

recursivamente enumerable s1 su conjunto asociado
A" = ™) %€ 4],

es recursivamente enumerable, donde 7 denota la funcién codificador n —etuplos de

Cantor

Aunque es posible su extension, esto no le agrega ninguna caractenstica especial a
la teoria de los conjuntos recursivamente enumerables debido a que tanto las funciones

codificadoras y decodificadoras asoctadas de Cantor son pnmitiva-recursivas

El siguwiente teorema nos seiiala las condiciones en que un conjunto de n —étuplos

es recursivamente enumerable

Teorema 2.4.6 Sea A < N" un conjunto de n —etuplos con A # @ Entonces, A es un
conjunto recursivamente enumerable si y solo s1 A es el domimo de alguna funcion

recursiva de n vanables
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Demostracién (=) Supongamos que A es recursivamente enumerable, por definicién el

conjunto asociado A = {n(") X € A} es recursivamente enumerable, entonces existe un

indice w € N tal que A* = dom (pf,l)

Definamos la funcion composicion de n vanables (pﬂ) o 1™ que es recursiva, por lo que

existe un indice e, de esta funcion tal que
00 (r™(@) = 9P @) vie N
SIFEAea™@) el = o (n(")(ic')) Lo % € dom @™, 1o que se deduce que

A= dom tpﬁ")

(<) Supongamos que A = dom ¢ de manera que

A= {n‘")(i) cpé")(i) l} = {t (pe(") (al(")(t), ,a,f")(t)) l}

Entonces A* es el dominio de la funcion recursiva unaria @™ o (01("), , a,(l"))

2.5 Conjuntos 1-1 y m reducibles

En él punto 23, préséntamos la deéfimcion de problémas résolubles y
recursivamente irresolubles Para el proposito de la teoria de recursion tales problemas
son representados como conjuntos de enteros De esta forma el problema es resoluble s

el respectivo conjunto de enteros es recursivo

En este punto incorporaremos la noci6n de reducibilidad, utilizado para establecer
clertos resultados indecidibles Informalmente podemos decir que un problema es
ireducible a otro s1 un metodo para resolver el segundo problema (reducido) produce un
método para resolver el problema principal En vista al uso de conjuntos para representar

los problemas, formularemos y estudiaremos la reducibilidad como una relacién entre
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comuntos enteros Asi veremos algunas técnicas que permite reducir el grado de

complejidad de algunos conjuntos en otros
Imciaremos defintendo el comjunto basico
Definicién 2.5.1 Sea Ky = {n(x,y) x € Wy]

El siguente teorema, dentro del contexto de conjuntos recursivamente

enumerable, es la forma abstracta del problema de parada de una maquina de Turing
Teorema 2.5.1 K, es recursivamente enumerable, pero no es recursivo

Demostracion Sea t = n(x, y), entonces por definicién

Kg = [t Jl(t) € Waz(t)}

= {t V T(O'z(t), 0’1(5): Z)l ’

K, es recursivamente enumerable Por otro lado st x € K entonces n(x,y) € Ky, de
manera que s1 K tiene una funcién caracteristica recursiva entonces K también lo tendria

lo que resulta una contradiccién, porel teorema24 3

Es frecuente, para mostrar que un problema de dectsi6n es indecidible,
relacionarlo a otro problema que se conoce que sea indecidible Este enfoque se refiere en

reducir un problema a otro
Definicién 2.5.2 Sean A € N y B € N dos conjuntos, diremos que

a) Aesm —reducible a B s1 existe una funcion recursiva f tal que para todo x € A s1

y solosi f(x) € B Se denota

A<, B
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b) Aesl —reducible?! a B st existe una funcién 1-1 (funcién inyectiva) recursiva f

tal que para todo x € A s1y s6lo s1 f(x) € B, se denota
A< B

Para que B sea m —reducible a A, es pertinente que la funcién f no sélo debe

relacionar todos los elementos de B con algin elemento de A, ademdas debe relacionar

todos los miembros de B con algun miembro de A por la misma funcién, es decir

flA)ysBy f(A)cB
Ejemplo 17 Sean B={x g,(x)1} y A= {x (p,(,l) es total} Para que B sea

m —reducible a A necesitamos, solamente, recordar que existe una funcion total recursiva

f, de la forma

oD {c‘é“ st e () 4
f@) O 51, ()1

Como Cél) es una funcién total y @@ no loes, f(x) € Astysolosix € B

Teorema 2.5.3

a) <,y <, sonreflextva y transitivas
b) A<, Bentonces A <, B
c) AL, B entonces A < B

d) A <,, B entonces A<, B

e) A <, B y B esun conjunto recursivo entonces A €s un conjunto recursivo

2 E) término abreviado m —reducible provienc del inglés mam-one reducible y 1 — reducible del término inglés

one-one reducible
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f) A<, B y B es un conjunto recursivamente enumerable entonces A es un

conjunto recursivamente enumerable
Demostracién Las pruebas de (a), (b), (c) y (d) son inmediatas

(e) S1 A <,, B por medio de una funci6n total y recursiva f, consideremos las funciones

caracteristicas X, y Xjp de A y B respectivamente, tal que?2

_ _{1stf(x)EB _(1six€A
xn(x)—xa(f(x))_{o s;f(x)gB_{O Stx @A

por lo que s1 Xg es recursiva entonces X, también, de manera que A es un conjunto

TECUrsivo

(f) St A <,, B por medio de una funcién total y recursiva f y B = rang f entonces

A = f~(B) es recursivamente enumerable

La parte (a) del teorema antenor establece una relacién de equivalencia =, o =,
Su clases de equivalencias son llamados 1 —grados de iresolubiidad respecto a 1-

reducible y m —grados de irresolubihidad con respecto a m —reducible

Defimcién 5.2.3 Sean AS N y B S N dos conjuntos, defimmos las relaciones de

equivalencias =, y =,, como los grados de equivalencias deg, (4) y deg,(A) mediante
(@ A=, BsiysblosiA<, ByB<npA
b)AS; BsiysblosiA<; ByB <, A
(c) degm(A) = (B A =,, B}

(d) deg,(A) = {B A=, B}

2 ga utiliza composicion de funciones

66



Los resultados presentados proporcionan una técuca para demostrar la

rresolubtlidad de numerosos problemas, tal como lo ilustraremos

Definicién 2.5.4 Definamos el conjunto Tot = [x (pf,l) es una funcién total}

Teorema 2.54 K <, Tot
Demostracién Consideremos la sigutente funcion, que la llamaremos funcién auxiliar

_f1stx€K
vy ={; six €K

La funcion se puede escribir de la forma

]l) = C](-l) o (U(Z) o (})1(2)' IJI(Z)))

la cual es recursiva Tomemos w como ¢l indice para i, de manera que Y = tp,,(f), por la

propiedad 5 del capitulo 1, existe una funcién inyectiva y total s tal que
PR = v(xy) = 0 (x.y)

Tomando f =s¥ =so (65’1)'};1(1)) es recursiva, 1-1 y total por lo que satisface la

relacion siguiente

(p(1) — Cl(l) stx€K
- oW aix gk

Vemosquesix €E K & (p}g‘) estotal & f(x) eTot
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2.6 Conjuntos recursivamente isomorfos y Teorema de Recursién de Kleene

Los conceptos de 1-grados e 1somorfismo recursivo coinciden, este un resultado
debido a Myhill en 1955, cuyo contenido y prueba se presenta en el teorema que lleva su
nombre y que estad estrechamente relacionado con el teorema de Cantor-Scréder-
Bemstein para numeros cardinales Ademas se analizara el teorema de [a Recursion de
Kleene conocido como teorema del punto fijo, que establece la recursividad de ciertas

funciones defimidas en forma implicita

Defimciébn 2.6.1 A las biyecciones recursivas de N las llamaremos permutaciones
recursivas Un predicado de conmjunto se dice ser recursivamente invariante si es

invanante bajo todas las permutaciones recursivas

Proposicion 2.6.1 Las permutaciones recursivas con la operacién de composicion

forman un grupo

Definicién 2.6.2 Sean A y B subconjuntos de N Se dice que son recursivamente

isomorfos, se denota A = B, s1 existe una permutacion recursiva p tal que
xEASp(x)EB

Significa que p(A) = B Las clases de equivalencias bajo la relacion " = " son {lamadas

tipos recursivamente 1somoérficos
Teorema 2.6.1 (Isomorfismo de Myhill) A=B< A=, B
Demostracién (=) Es inmediata por definicién

(<) Supongamos que A <; B por medio de la funcion f y B <; A via la funcion g
Construiremos una permutacion h por etapas, de tal manera que x € A <= h(x) € B
Considefemos una sucesi6i de furiciones recursivas (no totales) ho c h, € h, € con
h = Uk, tal que hy = @ y h; es la porctén de h defimida al final de la etapa s dada En

hg, cada paso, afladiremos a los sumo un par mis de manera de podamos comprobar que
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en la etapa hy, la pertenencia a domh; y en la etapa hyg,, que pertenezca al

rango hg, conjuntos que supondremos fimtos
Etapas + 1= 2x + 1 Asumamos que h es inyectiva, dom h, es fimto y
yEA® hy(y)EB

para todo y € dom hs Si1 hg(x) es defimda no hay nada que hacer En caso contrano,

enumeremos el conjunto

(FOOF(hsY o f), L F((R5 o F))"). )

hasta que encontremos un elemento y tal que y € rango hy; Como f y hs son funciones

inyectivas y x € dom hg, hacemos gy (x)} = yporloquesixEA = y € B

Etapa s + 1 = 2x + 2 Definamos h~!(x) de forma similar, reemplazando f, h,, rang

y dom, respectivamente

El teorema nos proporciona una forma rdpida y conveniente para demostrar
1somorfismos recursivos, ademas observemos en la demostracién anteror, que la

construcctén no depende de A ni de B smo unicamentede f y g
De esto se deduce el siguiente corolario
Corolano 2.6.1 K = K,

Teorema 2.6.2 (de la recursién de Kleene) Para toda funcién recursiva f N — N, existe

un indice n (llamado punto fijo para f) tal que

a_ @
On = Prm
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Demostracién Definamos la funcion recursiva diagonal d(u)?3 mediante

_ [Poa) (@) st o, ()
aq(2) = [T st @ (u) 1

con d 1-1 y recursiva, independiente de f Sea v un indice tal que

@y =feod

S1n = d(v) es un punto fijo de f Pnmero observemos que al ser f total implica que

f ed = ¢@, es total, de manera que @, (V) es convergente y por tanto @g) = Pp o)

Entonces @n = @u(w) = Poyy = Praw) = Pr(n)

Teorema 2.6.3 (recursién por parametros, Kleene) Sea f una funcién binana recursi.

Entonces existe una funcién recursiva 11(y) tal que @pcy) = @rn().y)
Demostracién Defimimos la funcién d por medio

_(Poen(@), stplx,y)

Sea v un indice de la funcidn binana y recursiva f(d(x, y),y), esto es,

@, (x,y¥) = f(d(x,¥),y) Entonces n{(y) = d(v,y) serd un punto fijo ya que
Pd(vy) = Posvy) = Prdwy)y) = Prin(».»)

2.7 Conjuntos Completos, Productivos y Creativos

La m —reducibilidad es un preorden Consideremos ¥, como la familia de
conjuntos recursivamente enumerables y a los elementos maximales se le denominan
completos Los problemas correspondiente a los conjuntos completos son los mas

dificiles entre los Y},

2 a existencia y propiedades de la funcién d defimda en el cap |, se debe al teorema s-m-n
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Definicién 2.7.1 A es 1 —completo con respecto a <, s1

(1) A es recursivamente enumerable y
(11) Para todo conjunto recursivamente enumerable W, W <, A

A es m —completo con respecto a <, sl

(1) A es recursivamente enumerable y

(11) Para todo conjunto recursivamente enumerable W, W <, A
Teorema 2.7.1 Los conjunto K, Ky y Ky = {x W, # @} son 1 —completos
Demostracién Los tres conjuntos son recursivamente enumerables

Como Ky = {n(x, y) X € Wg,} y x€W, @ n(x,y) €Ky con W, recursivamente

enumerable, entonces K es 1 —completo, es decir
Consideremos un conjunto recursivamente enumerable cualquera B, y una funcién
recursiva y total g{(x) tal que

1, Stx€EB
Vo) = {T, sixe¢B

con lo que

N, Sstx€BRB
Wot = {Q), stxe¢ B

Vemos que x € B s1y sblo s1 g(x) € K por lo que B <; K De 1gual manera se cumple

st g(x) € K, entonces B <; K;
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La nocidon de conjunto producnvoz‘ tiene cierta similitud con la de comjunto
enumerable Para ver que un conjunto A no es enumerable basta ver que para cada
conjunto numerable N con N € A, es posible encontrar un elemento x € A\ N De la
misma forma un conjunto A4 no es recursivamente enumerable s1 para cualquier B
recursivamente enumerable con B € A, existe un valor x € A\ B Es asi que la noci6n de

conjunto producfivo impone que este elemento pueda encontrarse efectivamente

Definicién 2.7.2 A € N Diremos que A es un conjunto productivo, s1 existe una funcién

recursiva P(x), que llamaremos funcién productiva de A, tal que
(V)W € A = [P(x) LA (W(x) € A\ WL]]

Por definicién un conjunto A no es recursivamente enumerable, ya que s1 A fuese
productivo y recurstvamente enumerable no seria posible encontrar una funci6n recursiva

queestéen A\ W,
Ejemplo 18
K = {x x € W,} no es productivo por ser recursivamente enumerable

K = {x x ¢ W,} es productivo La 1dentidad ((x) = x) es una funcion de produccién

de K

Veremos ahora, conjuntos recursivamente enumerables cuyos complementos son

productivos, como el ejemplo antenior Tales conjuntos se le conocen como creativos™
Definicién 2.7.3 A es creativo s1

)] A es recursivamente enumerable y

(n)  Aes productivo

£l término “productivo” es debido a Dekker
% Los conjuntos fueron llamados “creativos” por Post en 1944
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Ejemplo 19 K es creativo, por el gjemplo 18

Un conjunto productivo es un conjunto para el que la prueba de no ser
recursivamente enumerable se realiza recursivamente Un conjunto creativo es un
conjunto recursivamente enumerable para el que la prueba de ser no recursivo se realiza

recursivamente por medio de una funcién productiva de su complemento

Teorema 2.7.2 Todo conjunto productivo posee una funcién productiva 1-1, total y

recursiva.

Demostracién Sea A un conmjunto productivo a través de la funcion productiva P(x)
Construiremos una sucesién finita de funciones productivas de A distintas, a partir de las
cuales construiremos una funcién productiva estnctamente creciente, y por tantc

inyectiva,

Por el teorema s-m-n, existe una funcién g recursiva total y 1-1 tal que

_{L st ivy=y(x)
Pa0 () = { 1, delocontrarwo

Podemos ver facilmente que
Wy € Wyx) © Woeey © < 4
Wyy = W U {9(x)} < A
Wog) = Wae Y {(¥(g(x)) < A}

Denotaremos como g’ las j-veces que se realiza la composicién de g en g Vemos que si
W, c A todos los clementos del conjunto S = {¥(x), Y(g(x)),Y(g?*(x)), } sor
distintos por ser  la funcién productiva de A Entonces para cualquer K € N, s1 W, C A,
existe en S entre los pnmeros k + 1 elementos, algin elemento mayor que k (que no

pertenece al conjunto)
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De esta manera todas las lp(gJ ) son funciones productoras de A As,
WcA= W ,cA= w(gl(x)) € A\ W,

Definiendo h de forma pnimitiva-recursiva para n € N , obtenemos,

h(0) = 0
h(n+1) = {lb(g'(n +1)), st Y(g/(n+ 1)) > h(n) existe
h(n) +1, en otro caso

Para r = yj < h(n), la funcién h es recursiva total y estrictamente creciente y por tanto
inyectiva Ademas es funcién productiva de A, ya que, como se puede observar en a

figura 5,

Figura 5
INustracién del teorema 2 7 2

st W, c A al ser los elementos de S todos distintos existirdn j tal que

h(x) = (g’ (x)) € A\ W,
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El teorema nos indica que s1 Wy € Ay i la funcion productiva de A, W, U {1p(x)}

es un conjunto recursivamente enumerable contenido en A y por tanto un cierto W,y C

A, conloque P(g(x)) € A\ Wy
Teorema 2.7.3 Sea A N un conjunto,

(a) A productivo entonces A no es recursivamente enumerable

(b) A productivo, entonces A contiene un conjunto infinito recursivamente

enumerable W

(c) A productivoy A <,,, B entonces B es productivo
Demeostracion
(a) Inmédiato por definicién

(b) Consideremos algun indice n € N, tal que W, = @ y sea h la funcién total recursiva
tal que Whx) = Wy U {f(x)}, donde f es la funcion productiva de A Entonces

tenemos el conjunto
W = {f(n), f(h()). f(R* (X)), }
que es infinito y recursivamente enumerable

(c) Sea A reducible a B via f y sea g la funcién productiva de A Supongamos que
W, € B Sea h una funcién recursiva tal que f~1 (W) = Wp(x) Entonces Wy () € A
por lo tanto goeh(X) EA\Wy(xy ¥ fogeh(x) EB\W, Asi fogoh es la
funcién productiva de B

La parte c) del teorema anterior, nos da una forma mas conveniente de exhibu

otros conjuntos productivos A, mostrando que K <, Ay como sabemos K es un

conjunto productivo Mostraremos que todos los conjuntos productivos tienen esta
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propiedad y que todos los comuntos creativos son l-completos y por lo tanto

recursivamente 1somorfos a K, en el siguiente teorema

Teorema 2.7.4 Sean Ay € son subcomuntos de N

(a) Si1 A es productivo, entonces K<, A

(b) S1 C es creativo, entonces C es 1-completoy € = K

Demostractén (a) Sea p una funcion total, 1-1 y productiva de A Sea f una funcién

recurstva defimida mediante

_({p(x)} siyeK
Wf("y)_{(b sty €K

Por el teorema 2 6 3, existe una funcién recursiva 1-1, n(y) tal que

p(mON} sty €K
Wao) = Wrmony = {Q sty ¢ K

S1y € K = Wyey = (p((1))} = Wy) CA=p(n(»)) €A
y ademassiy € K = Wyy =0 = Wy S A= p(n(y) € A
Ambas implicaciones nos lleva a que K <, A por medio de lafuncidén p o

(b} Como C es creativo, C es productivo entonces de (a) K <, C Ademas C es

recursivamente enumerable y K creativo tenemos que C <, K, por el teorema 253 se

deduce que C <, B, por lo tanto C es 1 —completo y aplicando el teorema de Myhil!
C=K
Los siguientes corolarios resumen los resultados antenores

Corolano 2.7.1 Las siguentes afirmaciones son equivalentes
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(a) A es productivo
bK<, A
©) K<, A
Corolane 2.7.2 Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(a) C escreativo
(b) € es 1 —completo
(c) C es m —completo

Por los resultados presentados podemos ver que las propiedades de 1somorfismos

a K, 1 —completo y m —completo coinciden
2.8 Cilindros, conjuntos simples e inmunes

Para cada conjuntos Ay B,A =, B = A =,, B De esta forma cada m —grado
podria ser visto como conjunto de uno o mas 1 —grados, es decir, tipos de 1somorfismos
Del cual surge la pregunta  Podemos especificar més, la estructura simple de un

m —grado en términos de sus componentes 1 —grado?
Definicién 2 8.1 Un conjunto A es un cilindro s1 A = B X N, para algun conjunto B c N

Esto sigmfica que el proceso de asociar a cada cilindro artmetico un numerc

natural de A es el conjunto

AXN={(x,n) x € A}

llamado proceso de cilindrificacion®

% Dado un numero natural v la ciiindnificacién de C, se define como
D¢, = {n(n, k) n € D}

Co(m(n, k) = v(2),
donde m{n, k) es la funcién codificadora de Cantor
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Observemos en la definicién el uso de la relacién “ = " en lugar de la relacion
" =", lo que conlleva a que el concepto de cilindro sea recursivamente invanante El
siguiente teorema muestra algunas propiedades entre las 1 — reducciones y las

m —reducciones
Teorema 2.8.1 Sean A y B dos subconjuntos de N Entonces

(a) A<; AxN(porlotanto A <, A X N)
(b) A X N <,, A (porlotanto 4 =,; A X N)

(c) A esuncillindro < (VB)[B <, A & B <; A]

d A<, B=AxXN<,BxN
Demostracién (a) A <; A X N via la funci6n recursiva f(x) = m(x, x)
(b) A X N <., A es mmediato via la funcién recursiva f(x,y) = x

(c) (=) Asumiremos que A es un cilindro, entonces existe un comunto ¢ € B tal que

A = C x N y supongamos que B <, 4, entonces por (b) obtenemos
B<,A=CxNZ,C(C

Asy, B <, C via alguna funcion recursiva f Sea g(x) = (f(x),x) una funcién
inyectiva y recursiva por lo que B <, C X N via g Entonces por el 1somorfismo de

Myhill, B <, A

(<) Supongamos que (VB)[B <, A & B <; A] Consideremos el conjunto A X Ny
por (b) A X N <,, A De la hipotesis tenemos que A X N <, Ay por (a) A <; AxXxNde
esta forma A =, Ax N Del isomorfismo de Myhill concluimos que A=A XN,

demostrando que A es un cilindro

(d) (=) Supongamos que A <, B, aplicando (a) y (b) obtenemos
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AxXxN<sp, A<, B<, BXN
Por lo giile A X N <., B X N, utihzando (c) de tiene qu€ A X N <; BX N
(<) Supongamos que A X N <; B X N Entonces,

A< AXN<S BXN<, B
concluyendo que A <,, B

Las partes (a), (b) y (c) del teorema 2 8 1 muestran que cada m —grado contiene &
lo sumo un 1 —grado, y este 1 —grado es posible obtenerlo de cualquier conjunto en el
m —grado por medio del proceso de cilindrificacion En la parte (d) la estructura del
ordenamuento m — reducible se refleja naturalmente en el 1 —ordenamiento, esto es que

existe un homomorfismo canénico entre el m —ordenamiento y el 1 —ordenamiento

En el siguiente corolano se asocian otras propiedades cuya demostracion es

inmediata
Corolano 2.8.1 Esequivalente
(a) A esun cilindro

BYAXNZ, A
(c) A= AXN
Lema 2.8.1 Sea un conjunto A recursivamente enumerable Supongamos que para todo

conjunto B recursivamente enumerable, se tiene que B <, A= B <; A Entonces A es

un cilindro

Demostracié6n De la parte (b) del teorema 2 8 | tenemosque A X N <,;, A Como A X N
es recursivamente enumerable, por hipétesis A XN <; A Por el corolano 281 se

deduce que A es un cilindro
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Corolario 2.8.2 Sea A un conmunto recursivamente enumerable tal que K <, A

Entonces, A es un cilindro

Demeostractén como vimos K es m —completo y K <, A (por hipdtesis) Se deduce que
A es m —completo, del corolano 2 7 2, entonces A es 1 —completo Por lo que para todo
conjunto recursivamente enumerable B, tenemos que B <,, Ay B <, A, concluyendo

que A es un cilindro
De lo analizado hasta el momento quedan interrogantes abiertas como
1 ,Todos los conjuntos recursivamente enumerable y no-recursivos, seran creatvos”?

2 (Todos los conmuntos recursivamente enumerable y no-recursivos, seran

m —completos?

3 las relaciones <,,, y <, coincidirdn sobre los conjuntos recursivamente enumerable

y no-recursivos”

La intima relacién entre el método de diagonalizacién y la irresolubilidad, podna
sugerir una respuesta positiva a la pregunta 1 Por otra parte, los conjuntos
recursivamente enumerables y no-recursivos presentados en los ejemplos nos sugiere una
respuesta afirmativa para la respuesta 2 y finalmente para la pregunta 3, el corolano 2 7 2

nos podna dar una respuesta positiva

Otra pregunta que surge, propuesta por (Post, 1944), es (S1 existe algin comjunto
infinito que no contenga algun subconjunto infinito recursivamente enumerable? La

misma dio ongen al término de conjunto simple defimido a continuacion
Definicién 2.8.2 A € N, es un conjunto simple s1

(1) A es recursivamente enumerable

(1) A es infinito

80



() (vB)[[B infiuto ABT e ] = BNA # ]

Un conjunto recursivamente enumerable es simple st su complemento es infinito y

no contiene subconjuntos infinitos recursivamente enumerable
Teorema 2.8.2 St A es simple entonces

() A no es recursivo
() A noescreativo

() A noesm —completo (esoes K £, A)

Demostracién (1) A no es recursivamente enumerable, por definicién

(1) El complemento de un conjunto creativo contiene un conjunto infinito recursivamente

snumerable por el teorema 2 73 De manera que 4 no es creativo
(m) S1K <, A, entonces A es creativo por corolanio 2 7 2
Teorema 2.8.3 Existe un conjunto simple S
Demostracién Sea i la funcion recursiva definnda
P(e) = gy (mun,T (e, 01(t), 2(£)) A 6, (t) > 2e)

Claramente el predicado P « T(e, 0;(t), 03(t)) A (0,(t) > 2e) es pnmitivo-recursivo,
por lo que i es una funcién parcial recursiva Sea § = rang iy Vamos a demostrar que S
es simple, pero antes expliquemos cudl es el sigmficado intmtivo de S para cadae € N
enumeramos el conjunto W, y buscamos el primer natural x = ¢;(t) que pertenece que a

W, y satisfice x > 2e Siexiste, lo ponemos en S Esto es,
Y(e) = miny[x € W, Ax > 2¢]

Empleando la “la enumeracién diagonal”, de W, para buscar el valor de x
e
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(1) S es recursivamente enumerable, pues es el rango de una funcién recursiva

(2) S es infimto Razonamos por contero sea f(u)el nimero de elementos de S que
son menores o iguales a u Busquemos una estimacidén de f(2n + 2), esto es,
cuantos nameros Y(e) hay tales que ¥(e) < 2n+ 2 Para este propésito,
podemos restringirnos a valores e < n, debido a que para e < n+l sabemos que
P(e)>2e>2n+2 Luego, a lo sumo habra n+1 de tales nimeros
¥(0),¥(1), ,¥(n) Por consiguente, f(2n + 2) < n+ 1 Esto significa que a
lo sumo n+ 1 de los pnmeros 2n + 2 nimeros naturales pertenecen a § Se
deduce entonces que al menos n + 1 de los pnmeros 2n + 2 nameros naturales

pertenecena S Por lo tanto § es infimito

(3) Veamos que § no contiene ningin subcomunto recursivamente enumerable e
mfinito W, es infimito, entonces existe algin x € W, tal que x > 2Ze El menor de

estos nimero p(e), pertenecerd entonces a W, NS Luego W, no es subconjuntc

de S

Otros conjuntos, presentados por Dekker, con la propiedad atnibuida al

complemento de un conjunto simple, se les conocen como conjuntos inmunes
Definici6n 2.8.3 A C N es un conjunto inmune si

(1) A esnfinito

(n) (VB)[[B infimito ABr e ] = BNA # 0]

La familia de conjuntos inmunes es similar en algunos aspectos a la familia de

conyuntos fimtos
Teorema 2.8.4 Existen 2% conjuntos A tales que ambos A y A son conjuntos tnmunes

Demostracién Sean x,,x;, elementos de {x W, esinfinito} en orden creciente

Definamos la sucesién de pares {yq, 2o}, {¥5,21}, donde (¥, 2z} representa los dos
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elementos menores de Wy, para y, < 2, y de forma sucesiva {¥x+1, Zic+1} son los dos
menores elementos de W, que son mayores que yi Y Zy, €ON Y41 < Zk+1 Formamos un
comunto A, seleccionando un entero de cada elemento que forman las parejas de la
sucesion Claramente hay 2% distintas maneras de hacer esto Tanto A como A

intersecan a cada conjunto recursivamente enumerable e infinito  Por consiguiente tanto

A como 4 son inmunes

,Serd cierto que todo conjunto recursivamente enumerable y no-recursivo es
creativo o simple? Esta pregunta es respondida de forma negativa por el siguiente

teorema

Teorema 2.8.4 Existe un conjunto recursivamente enumerable que no es recursivo, ni

simple, n1 creativo

Demostracién Sea A un conjunto simple y consideremos el comjunto A X N que
recursivamente enumerable puesto que A lo es A X N no es recursivo pues A <, A X N,
por el teorema 2 8 1 Ademas A X N no es simple debido a que es un cilhindro Finalmente

es facil demostrar que s1 A X N es creativo entonces A seria creativo, hecho que seria

falso bajo el supuesto que A es simple

Corolano 2.8.3 Existen conjuntos que no son recursivamente enumerables, nt

productivos, n1 inmunes
Demostracién Basta con tomar A x N, en la prueba del teorema anterior

2.9. Conjunto de indices e iIndecidibihdad

En la demostracion del teorema 2 5 4, el conjunto X podria ser reemplazado por

cualquier otro conjunto recursivamente enumerable, de manera que s1 A s ese comunto
se tendna que A = W, = dom qol(l) , para algun indice t € N Pero esto no se cumple

para conjuntos recursivamente no-enumerable El método en la demostracién se puede
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aphicar a otros conjuntos distintos de Tot siempre y cuando ese conjunto sea
caractenzado por la propiedad de sus funciones y no del indice de algunas de las mismas,
esto es a condicién de que A sea un conjunto de indices, concepto que formalizamos a

continuaciéon

Definicién 2.9.1 Llamaremos al conjunto A € N, conjunto de indices si
[x GAA(p,El) = 3(,1)] = YyEA

para todo x,y € N

Teorema 2.9.1 St A es un conjunto de indices no trivial”’ entonces K <; A o bien

—

K<, A

Demostracién Consideremos un indice w para la funcién nula ¢ de manera que

o = (p,E,l) S1 w € A entonces veremos que K <; A, de manera analoga s1w € A se

obtieneque K <, A

Supongamos que w € A Como A4 # @, podemos seleccionar un indicee €E Ay

como A es un conjunto de indice, entonces cpgl) #* tpf,l) Por el teorema s-m-n, existe una

funci6n recurstva, 1-1 y total f tal que

@ ={¢P§1)(y). stx€K
&) T, six &k

Ahora,

x €K = ipy = o = f(x) € 4

xE?:a(pﬁa) =¢Pf(x)€A

7 Aesun conjuntonotrivialsiA 2 @yA # N
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De la primera afirmaci6n se deduce que K <; A La altima imphcacion de cada linea se

stigue porque A es un conjunto de indices

Corolario 2.9.1 (Rice?®) Sea C una clase de funciones recursivas parciales de una
variable Entonces el conjunto {n (p,(rl) € C} es recursivo st y sOlo ssC =@ oCes la

clase de todas las funciones parciales recursivas de una vanable
Demostracion Sea A = {n tp,(,l) € C} que es un conjunto de indices

(=) Supongamos que A # @ y A # N entonces por el teorema 291, se tiene que

K <; Ao K <, A En ambos casos K no puede ser recursivo, por el teorema 2 4 3, lo que
es una contradiccidn Entonces C = @ o C es la clase de todas las funciones parciales

recursivas de una variable

(<) Por otro lado s1 C = @ entonces A =@ y s1 C es la clase de todas las funciones

parciales recursivas de una variable entonces A = N En ambos casos A es recursivo

Es posible quetanto K <, Ay K < A por un conjunto de indices A, como el caso

de A = Tot Se puede probar que m1 Tot m Tot son recursivamente enumerables en
(P1za Volio, 2001) Existen otros conjuntos, ademas de los analizados k, ko y Tot, con

problemas de irresolubilidad dados en definicion siguiente

Definiciéon 2.9.2 Se define los siguientes conjuntos de indice, que corresponden a

problemas naturales indecidibles relacionados con las funciones recursivas

K1= {x WI ¢Q],

Fin = {x W, es fuuto},

B | teorema de Rice es un teorema enunciado por Henry Gordon Rice, 16gico y matematico que fue
profesor en la Universidad de New Hampshire En 1960 fue empleado por la Corporacion de Ciencias
Computacionales en El Segundo Calforria Este teorema se generalizé en conjunto con lohn
Myhill y Norman Shapiro posteriormente
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Inf = {x W, es infinuto} =N\ Fin,
Con = {x ¢, es total y constante},
Cof = {x W, es cofnito},

Rec = {x W, es recursivo},

Ext = {x (p,(ti) es extendible a una funcién total},

Subset = {{x,y) W, S W,}

Los conjuntos descritos, son conjuntos de indices no recursivos por el teorema de
Rice, entre ellos los conjuntos k, ko y k4 son recursivamente enumerables y por lo tanto
tiecnen el mismo 1-grado En el teorema 26 1 se¢ comprobd que estos conjuntos son

recursivamente 1somorfos

Definicién 2.9.3 Un conjunto A recurstvamente enumerable es 1 —completo s1 W, <; A

para todo un conjunto recursivamente enumerable W,

Debido a que x € W, s1 y sblo s1 m(x,n) € kg, es claro que K, es 1 —completo
(corolano 2 6 1) Igualmente se puede comprobar que K y K;son también 1 —completo
Los conjuntos de indices restantes, en la defimci6n 2 9 2, y sus complementos no son
recursivamente enumerable como se puede ver en (Soare, 1987) Ademas en (Soare,

1987) se muestra que
Inf =, Tot =, Con ,Cof =, Rec =, Ext

Propiedades que seran de gran utilidad para el estudio de la clasificacion de conjuntos en

el capitulo consecuente
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CAPITULO III

CLASIFICACION DE CONJUNTOS EN LA JERARQUIA
ARITMETICA DE KLEENE



111, Clasificacién de conjuntos en la Jerarquia Antmética de Kleene

En el capitulo antenor, se anahzaron los conceptos de grado e irreducibilidad para
clasificar conjuntos de enteros Estudiaremos una clasificacidn relacionada y amplia de
conjuntos la cual da una i1dea afiadida de la teoria precedente y se muestra la conexién
entre |a teoria de las funciones recursivas y la 16gica  La Jerarquia Antmética, conocida
como la Jerarquia de Kleene?, nos da una medida precisa para clasificar conjuntos de
indices, produciendo mayor informacién que los métodos pnmitivos, los cuales se
fundamenta en el teorema s-m-n Esta clasificacién constard de conjuntos construidos a
partir de conjuntos sencillos, por aplicaciones estrictamente alternantes de las
operaciones de proyeccidn y/o complementacion (negacion) Una forma maés atractiva de
presentar la jerarquia es, sin embargo, el uso de los cuantificadores existencial (3) y
universal (V), es decir, reemplazamos la complementaci6n por el cuantificador universal

y la proyeccién por el cuantificador existencial
3.1 Relacién de las funciones recursivas con la légica de primer orden

Iniciamos con una caracterizacién en términos de la proyecciéon de relaciones

recursivas

Definicion 3.1.1 La proyeccion de una relacion R, a los largo de la 1 — ésima

coordenada, es el conjunto
A= '[(xlr X1, X410 'xk) / (axl) R(xl' 'xk)}
Llamaremos A la proyeccion de una relacion R € N¥

Enunciaremos dos teoremas que en conjunto se le conocen como el teorema de
Proyeccion o teoremas del Cuantificador Existencial, los cuales se utilizan en la

demostracidn de la enumerabilidad recursiva

P Steve Kleene (1943) quien fue el pnmero en estudiar la Jerarquia Antmética Su trabajo en la teoria de
la recursi6n estableci6 los fundamentos teéncos de las ciencias de la computacion al proveer métodos para
determinar cules problemas eran resolubles
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Teorema 3.1.1 S: R es recursivamente enumerable, entonces existe una relacion
recurstva S tal que R es una proyeccién de S Especificamente, para una relacion k —ana
R recursivamente enumerable entonces existe una relacién (k + 1) —ana recursiva S, tal

que

R=1{(x1, ,x)/@xk+1) S(x1, X Xk41)}

Demostracién Sea S = m¥(R), § es un conjunto recursivamente enumerable Por el
teorema 2 4 6, existe una funcién parcial recursiva y un indice fijo w de la funcion ¢ tal
que S = dom ¢, Consideremos P, un conjunto correspondiente de nstrucciones (de

MT) para la funcion ¢, de manera que

R(xl, ,xk) (=1 (Il, ,Ik) €S

= o((x;, xd)
& (3x41) [Py conentrada (x;, X))y
salida en un nimero de pasos menor que Xxy44)

Como produce una salida, por la Tesis de Church, se define una relacion recursiva sobre

N¥, lo cual demuestra el teorema 0

Corolario 3.1.1 La proyeccion de una relacion recursivamente enumerable es

recursivamente enumerable

Establecida la proyeccidn de una relacion y las condiciones para que un conjunto

sea recursivamente enumerable, revisaremos los conjuntos en una Jerarquia Antmética.

Defimicion 3.1.2 Una relacidn R esta en la Jerarquia Antmética s1 R es recursivo, o Si
existe una relacion recursiva S tal que R pueda ser obtenida de S por alguna sucesion

finita de operaciones de proyeccion y/o complementacién

Observemos que una relacion recursivamente enumerable estd en la Jerarquia
Antmética s1 toda relacién recursivamente enumerable se puede obtener por alguna

relaci6n recursiva por medio de la proyeccion, teorema 3 1 1 El complemento de alguna
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relacién recursivamente enumerable estd, también, en la jerarquia ya que puede ser
obtenido de una relacién recursiva por medio de las operaciones de proyeccidn y

complementacion, en ese orden

Definicién 3.1.3 Sea un A un conjunto R estd en la Jerarquia Antmética en A s1 Res
A —recursiva o si existe una relacion A —recursiva S tal que R pueda ser obtemido de §

por alguna sucesi6n finita de operaciones complementacion y/o proyeccion

En (Rogers, 1992), se venfica que todo conjunto recursivamente enumerable en

un conjunto A, estd en la Jerarquia Anitmética en A

Es importante utilizar una notaci6n para indicar las operaciones de proyeccion y
complementacion, esto nos lo proporciona la légica, pues la proyeccion puede ser
indicada por el cuantificador existencial y la complementacién por la negacion,

representada por el cuantificador umversal, Esto se debe a la equivalencia siguiente
Vx[¢pU] & -3x[-¢U]
Ejemplo 20 Sea R una relacién n —ana El complemento de R es el conjunto
{(x1, xx) [ ~R(xy, %)}
y una de las n posibles proyecciones de R es

[(11. 'xn)l (axn)R(xla ixn)}

ademas, de la aplicacidén sistematica de proyeccién, proyeccién, complementaciin,

proyeccion y complementacién a R, se obtiene
{(x1, %) |1 @xa-2)Bx) Gxn-)R(x1, L X0))
Se puede reescribir como

f(x1,  ox2) | (VX 2) Bxp) Bxa-))R(Xy, L x0))
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De manera general, utilizaremos @ como una notacién conveniente para denotar

el cuantificador 3 6 V

Teorema 3.1.2 Una relacién n —ana R esté en la Jerarquia Antmética s1 y sélo si, R es

recursiva o para algiin m € N, puede ser expresada como

fCx1, xDQ1y)  @mym)S(x1, X Y1 Ym)}

donde Q,es 3oV paral <t <m,yS es unarelacién (n + m) —ana recursiva

Demostracién Dada una sucesion de operaciones de proyeccidén y complementacion
aplicada a una relacion recursiva, las reglas de la légica pueden ser usadas y las
coordenadas de la relaci6n recursiva (o sus complementos) pueden ser reordenadas para

producir la expresién deseada con cuantificadores

Inversamente, dada una secuencia de cuantificadores, ¢l hecho de que el cuantificador ¥
es equivalente al cuantificador -3—, se puede utilizar para reemplazar todos los
cuantificadores universales por simbolos de negacién y cuantificadores existenciales,

produciendo una sucesion de operaciones de proyeccion y complementacién O

El teorema que antecede nos presenta una expresion que relaciona
cuantificadores, simbolos de relacién y relaciones recursivas sobre coordenadas distintas,

esto en su conjunto se le llama formas predicativas
Ejemplo 21 Sea S una relacion recursiva 4 —ana, entonces
(3x3) (V1) S(x1, X7, X3, X4)
junto con la relacién S es una forma predicativa, y
{(x2, x| (3x3) (V21 ) S (%1, X7, X3, %4 ) }

es la relacidn expresada por esta forma
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Definic16n 3.1.4 Sea A un conjunto dado Si en la forma predicativa se reemplaza la

relacién recursiva por una relacién A —recurstva, al resultado se le llama una A —forma

Corolario 3.1.2 R estd en la Jerarquia Antmética s1 y sélo si existe una forma
predicativa que exprese R 'Y por otro lado, R est4 en la Jerarquia Antmetica en A s1 y

sélo s1 existe una A —forma que exprese R

Definic16n 3.1.5 Llamaremos prefijo a la secuencia de cuantificadores que antecede un

predicado

Ejemplo 22 El prefijo del predicado 3(x1)3(x2)V(x3)R(X;, X2, X3,X4) ticne el prefijo
33v

Definici6n 3.1.6 El namero de alternanctas en un prefijo es el niimero de cambios de un

cuantificador a otro
En el caso del prefijo 33v3, el numero de alternancias es 2
3.2 Niveles de recursividad en la Jerarquia Aritmética

Definiremos los conjuntos ¥, ¥ [1x, que clasifican las formas de los predicados
(v las relaciones que expresan) de acuerdo al nimero de alternancias en sus prefijos Esta

clasificacion sera de sigmificado fundamental en la Jerarquia Antmética

Defimic1én 3.2.1 Paran > 0, un }, —prefijo es un prefijo que intcia con el cuantificador
3y s1 mcia con el cuantificador ¥V se le llama [], — prefyjo, ambas con (n—1)

alternancias
Definici6n 3.2.2

() Un conjunto B esta en Yo ([1o) S1 y st solo s1 B es recursivo

(m) Paranz=1, B estd en },, BEY,, s1 existe una relacién recursiva

R(x,y,, .yn) talque
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X € B < (BY1)(V)’2)(3)’3) (Qyn) R(xr yll 'yn)

donde Q es el cuantificador 3, s1 n es impar y el cuantificador ¥ s1 n es par De la

msma forma B esta en [[,,, B € []n, st

x € B & (Vy)3y)(Vys) (@ya) R(x.y1. . ¥n),

donde Q puede ser los cuantificadores 3 0 ¥ s1n es par 0 impar, respectivamente

(i) BesthenA,s1B€Y, N[,

(v) Bestaenla Antméticas1 B € U,(3, N [1n)

Notemos que B estd en la Jerarquia si y sOlo st se puede obtener a partir de
relaciones recursivas por un numero finito de aplicaciones de proyeccién y

> omplementaciOn

Defimcién 3.2.3 Sea A un conmjunto fijo Si1 reemplazamos en la defimicion 3 2 2,
recursiva por A —recursiva entonces B pertenece a Y, en 4, (6 B € ¥4) , B pertenece a

[Tnen A, (6 B €14), B € Af y B esta en la Antmética de A

Por el corolano 3 1 2, una relacién esta en la Jerarquia Antmética s1 y solo si, para
algin entero positivo n, es miembro de Y., o de [], Esto se cumple de igual manera para
la Jerarquia Antmética en un conjunto A Asi ¥y (J]o) es la clase de todas las relaciones
recursivas Revisaremos postenormente que, )., es la clase de todas las relaciones
recursivamente enumerables lgual para ¥§ ([13) es la clase de todas relaciones
A —recursivas y Y4 es la clase de todas las relaciones recursivamente enumerables en 4
En (Soare, 1987), se muestra que las clases Y., Y1,Y,  forman una sucesién

estnctamente creciente

El siguiente teorema establece la equivalencia entre los conjuntos recursivamente

enumerables y las funciones parciales recursivas
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Teorema 3.2.1 (Teorema de la forma normal para conjuntos recursivamente

enumerables) Un conjunto A es recursivamente enumerable s1 y solo si1 A estd en 3,

Demostracién (=) St A es un conjunto recursivamente enumerable, entonces 4 = W, =

dom ¢, para algtin indice e Puesto que
x € W, & (3s)[x e W, ;] & 3s5)T(e.x.5)
por el predicado T (e, x, 5), es recursivo pnmitivo

(<) Sea A = {x (3y)R(x,y)}, donde R es recursivo Entonces para alguna funcion
recursivayy, A = domp donde P(x) = (uy)R(x,y) por ladefimcién 2 1 2

Teorema 3.2.2 S existe una relacion recursiva R € N°tly
A={x 3y,)3y.) (Ay)R(x. 7))

entonces A estaen },

Demostracién Sea § € N? una relacion recursiva defimida por

S(xa Z) A R(I, (z)lv (Z)ZJ ’ (z)‘n)

donde z = p§2)1p§2)2 p,(f)" es la descompostcion de z, visto en el capitulo 1, asi

(az)s(xb Z) A (BZ)R(I, (z)lv (Z)Z' ' (z)n)
& 32R(x.y1, Y2, 2 ¥n)

En el capitulo 2, se demostré6 que los comjuntos K, K, y K, son recursivamente

enumerables y 1 —completos, teorema 2 7 1, por lo tanto estos conjuntos estan en Y,
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Es un hecho que una relacién definible dentro de la 16gica de cuantificadores de
relaciones recursivas, esta en la Jerarquia Antmética. De esto se establece las siguientes

afirmactones

1 Si1una relaci6n es defimda por combinaciones de sentencias légicas de relaciones

recursivas, entonces es recursiva

2 S1 F y G son expresiones tal que G no contiene ninguna ocwrrencia no

cuantificada de un simbolo a, entonces los siguientes pares de expresiones sor

equivalentes

(3a)FvG (3a)[F v C)
(Va)FvG (va)[F v G]
(3a)F A G (3a)[F AG]
(va)F A G (va)[F AG]
(3a)F =G (3a)[F = G]
(Va)F =G (Va)[F = G}
G = (Aa)F (3a)[G = F]
¢ = (Va)F (Va)[G = F]

3 St F(a) es una expresién defimida en a, y s1 b es un vanable que no estd en F(a)
F(b) es el resultado de reemplazar b por a en todas las ocurrencias no
cuantificadas en F(a) Entonces las siguentes parejas de expresiones son
equivalentes

(3a)F(a) (3b)F(b)
(Va)F(a) (Vb)F(b)
4 S1 F y G son cualquieras expresiones, entonces las siguientes parejas de

expresiones son equivalentes
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-(3a)F (Va)—~F

~(va)F (3a)-F
ald F
F&eG6 [F =G] A[G =F]

Los puntos descritos, conllevan a realizar la computacién de una expresion en dos
ctapas Con el punto 1 se obtiene una defimcién del comunto desde una relacion
recursiva y con los puntos 2, 3 y 4 se forma una cadena de equivalencias principales

proporcionando una forma llamada forma prenexa

Definicién 3.2.4 Una forma de 16gica de predicado tiene la forma normal prenexa (fnp),
si estd escnta como una cadena de cuantificadores segwda por una parte sin

cuantificador

Famiharizados con las reglas usual para la manipulacién de cuantificadores de la
l6gica elemental, es posible convertir una férmula a una equivalente en la forma normal
prenexa Usando estas reglas podemos mostrar los hechos que se utilizan con frecuencia

para demostrar que un conjunto particular esté en )., o [,

Defimiciéon 3.2.5 Un cuantificador acotado es aquel que tiene de la forma (Qx < y)F,

en donde
(Vx < y)F, por (¥x)[x<y=F]
(Ax <y)F, por AxX)[x <y AF]
en ambos casos x € y son simbolos de vanables distintas

Para los cuantificadores acotados podemos tomar en cuenta los hechos siguientes
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1 Un cuantificador puede ser movido a la derecha mas alld de un cuantificador
ordinario, s1 es posible realizar los cambtos apropiados en las relaciones recursivas

operado sobre este cuantificador

2 La aphcacién de un cuantificador acotado a una relactén recursiva produce una

relacidn recursiva
Estos puntos se aclaran con el siguiente ejemplo
Ejemplo 23 Para la observacion (1) consideremos (Vx < y)(3z)(Yw)R(x,y, z,w) que

es equivalente a (3z)(¥x < y)(YW)R(x,y. w2 (2).w), y es conocido que 7} es una

funci6n recurstva

Para la observacién (2), s1 R es una relacion recursiva 3 —ana, entonces

{(x, W(vy < WR(x,y,u)}
es una relacion recursiva binana

Teorema 3.2 3
W A€X, = A€l
) A€X () = (Ym > n)[A € TNl
(u) AB € X,([1n) = AUB,ANB € L, ([,
) [Re€LAN>0AA={x GYIRXLYH=A€EZ,,
vy [BZmAANA€ZT)}=>BEL
(v) SR € $,([Tn),y Ay B estan defindos por

{(x,uye A= (Vz<y)R(x,y,2)

(x,u) € B = (3z<y)R(x,y,2)
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entonces

A.B € Tn([ln)

Demostracién
M  SiA={x Ay)(Vy) [R(x,5)]}entonces 4 ={x (Vy)3y:) [~R(xN]}

(1)  Consideremos el comunto 4 = {x (3y,)(Vy)[R(x,y:.¥2)]} . lo podemos
expresar como A = {x 3y )(Vy2)(Ay3)[R(x,¥1.¥2) Ays = y3]}

() Sea A={x Qy)y) RGN} y B={x3z)(vz) [k )]}

entonces

x € AUB & Ay )(vy:) R(x,¥) Vv (3z)(vz) S(x.2)
o An)@z)(Vy)(Vz)  [R(x,7) v S(x,2)]
& Quy))(Vuy)  [R(x, (u1)o (U2)e, IV S(x, (uy)1, (U2)1, )]

donde (u,)g es de la forma visto en el ejemplo 8 De 1gual manera se demuestra para

ANB

(1v)  Es inmediata por la aplicacion de cuantificador contraccion en (u1) y el teorema

322
(v) Sead={x 3y)(Vy;) R(x,3)}yB <, Aviaf Entonces
B = {x 3y)(vy) R(f(x),¥)}

(vi)  La prueba es por induccion sobre n Sin = 0, es claro que Ay B son recursivos

Para n > 0, supongamos que R € ¥, se cumple para todo m <n Entonces por

tv)BEY,

Existe § € [],-, tal que
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{(x,y) €A e (Vz < y)R(x,y,2)
o (Vz < y)(Qu)S(x,y,z,u)
e (30)(Vz < y)R(x,y,2,0(2))

donde o oscila sobre NN Tenemos por la hipétesis de induccion que
(Vz < y)S € [In-1 por hipétesis de induccion, de donde A € ¥, Para el caso R € [[, se
sigue de (1),cuandoR € Y, O

Las propiedades analizadas hasta el momento nos permitirdn clasificar algunos

conjuntos, defimidos en el capitulo 2
Proposicion 3.2.1 Fin€ },,

Demostracion

Six € Fin © W, es finto
= (35)(ve) [[t < STV [Wee = Wes]

La relacion, en los corchetes, de x, s, t es claramente recursiva

Se puede deducir de la proposicién 3 2 1, que el conjunto Inf € [];
Proposicion 3.2.2 Cof € }5
Demostraciéon

Stx € Cof & W, es fuuto
= 3y)(v2)[(z S y1V [z € We]]
& (3y)(vz)(3s) [[z <ylvize Wxs]]
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Proposicion 3.2.3 Subset € [];
Demostracion

W, EW, o (Y2)[ze W, = zeW,]
= (V2)[z ¢ W, vze W]
o (Vz)[vv 3]
o vval ]
svial ]

Corolaro 3.2.1 Tot = {x (p,El)es una funcién total} ={x W,=N}€eJ];

Demostracién Considerando el conjunto con W), = N en la proposici6n 3 2 4, queda

demostrado

Proposicién 3.2.4 Rec € } 3

Demostracién

St x € Rec & W, es recursivo
= (EIy)[W,, = W},]
= @y |[wnw, = 0] A (W, uw, =N]|

e 3[v Av3]
= 3va[ ]

Proposicién 3.2.5 Simp = {x W es stmple} € [];

Demostraciéon St x € Simp <= W, es simple

o [Wx esinfnito A (Vy)[Wy esnfinito AW, NW, # @]]

< [(v2)@Ey)ly > x Ay €W, ]A (Vy)[(Vu)(Elv)[v >UAVE W},]
= (w)w €W, Aw e W]]]
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La ultima expresion se puede abreviar, de la forma
va[av[vI(A3)] = 3[T AT
VIV AV[vi= 3]
vav AV3[vi=]

V3V A v33v
v3iv

Por lo tanto Stmp € [];
Proposicién 3.2.6 Ext = {x ¢, es extendible a una funcién total} € 33

Demostracion

Six € Ext © (3y) [[cp,, c o )A[w, = N]]
= (3y)(vV2)(35)(3t) [[[z € Wes] V [0rs(2) = cpyﬁ(z)]] Az EW, t]
Como los prefijos son 3V3 se obtiene que Ext € } 5
Proposicion 3.2.7 Crea = {x W,es creativo} € ¥,
Demostracién

St x € Crea « W, es productivo
r el —
= @) [W, €T = [l0,@) LA ey @)] € T\ W]

= @7 [, = 0 = [[0,@) LA 0y()] & WU, ]|

= @) (W 2 0V [[0,(2) A9y (@)] € W,Uw, |
Ahora W,NW, + @ s1 y s6lo si
(335)[W, s W, s # 0]

y para [fpy(z) LA fpy(z)] ¢ W,UW, s1y solo si
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(3s)[z € W, 5] A (¥s) [[z & W, Ve, (2)] ¢ WuUWm]

Utilizando la propiedades de la 16gica de pnmer orden se obtiene un prefijo del tipo

3v3, probando que Crea € 3,

3.3 Teorema de jerarquia estricta y grados

Estudiaremos otra metodologia para clasificar algunos comjuntos en donde
relacionaremos €l concepto de grado y reducibilidad con la légica Introduciremos un
s oncepto llamado operador salto definido por Kleen y Post que corresponde a la nocion
de la logica infinita con respecto al nimero de cuantificadores en un predicado como una
vanable Para el mejor entendimiento denotaremos como 0 ¢l grado de todas las
funciones recursivas asi, se puede revisar en (Soare, 1987), en el capitulo XIII, que el
operador salto provee una jerarquia de grados 0 < 0’ < < 0™ < | cuyos conceptos

es utilizados en el teorema de Post, en los conjuntos Y,, — completos
Definicién 3.3.1

) Llamaremos al conjunto K# = {x @f(x) 1} = (x x € WA}elsaltode Ay se
denota A’

(1)  Llamaremos A®™ al n —ésimo salto de A, que es obtenida 1terando el salto n

veces, esto es A = 4, Al = (4(0))

Algunas propiedades bésicas acerca del operador A’ sobre conjuntos se recopilan
en el siguiente teorema El operador salto parece depender de una seleccion de

numeracion de Godel
Teorema 3.3.1

1 B <7 A © By B son recursivamente enumerable en A
y
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(1)  A’esrecursivamente enumerable en A

(m) A'<£-A

(1v) B es recursivamente enumerable en 4 s1 y s6lo s1 B <, A’

(v) S1 A es recursivamente enumerable en B y s1 B <; C entonces A es
recursivamente enumerable en

(vi) B<rAsiysblosiB' £, A

(vun) S1B =; Aentonces B’ =, A’ (por lo tanto B' =1 A')

(vin) A es recursivamente enumerable en B s1y s6lo s1 A es recursivamente enumerable
en B

Demostracion

Q) Del teorema 24 1

(1) S1 A’ es recursivamente enumerable, la funcién parcial f(x) = @#(x) es
A —recursivay dom f = A’ Entonces A’ es recursivamente enumerable en A

(u)  Supongamos que A’ es A —recursiva entonces A’ es A — recursivo enumerable
Por lo que existe un indice e tal que

WA=A={x xg W

Entonces e € A’s1y s6lo s1 e € WA lo que es una contradiccién

(v) (=) Existe un indice e, tal que B = W = dom ¢# Entonces x € B su @g' L sn

(x,e) e Kf Como g(x)={(x,e) es 1-1, entonces B <, K§ Ademis
Kf=,KA=A
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)

(vi)

(vi))

(vin)

(<) Supongamos que f es una funcidn recursiva tal que x € B su f(x) € A’
Entonces x € B su (pf(x)(f(x)) 1 La funciéon parcial g(x) = (pf(x)(f(x)) €s

recursiva en A, entonces su dominio es recursivamente enumerable en A

S1 A # @ entonces es el rango de alguna functon recursiva en B, y por lo tanto de

alguna funcion recursiva en C, de donde B <7 C

(=) S1 B <; A entonces B’, por (v), es recursivamente enumerable en A

entonces por (1) B’ es recursivamente enumerable en B De modo que B' <; A’

por (1v)

(<) S1 B’ <, A' entonces, por (1v), B y B son recursivamente enumerables en A
1 po y

(yaque B, B <; B") Porlo que B <; A por (1)
Directo de (v1)
Drrecto de (v)

Denotaremos a, b,¢, como grados y 0 los grados recursivos En (Rogers, 1992)

s1 a es recursivamente enumerable en b (a < b), significa que existe un A en a tal que

para algiin B en b, A es recursivamente enumerable en B Ademés s1 A es recursiva en b,

se refiere a que A es recursivo en B, para algin B € b Debido a esta afirmacion, se tiene

por ejemplo que P={ee€W,} €0, K€0', (a<a’'), (a@'*a)3 y ademss
(vn)[e™ € 0™)

Defimici6n 3.3.1 Uncomunto A € ¥, es Y, —completo s1 B <; A paratodo B € },,,

Definici6n 3.3.2 Un conjunto A4 € [], es [], —completo s1 B <; A paratodo B € [,

*Siay b son grados, a < b significa que a es T-reducible a b, y a £ b significa que son incoparables
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Notemos que s1 A es ¥; —completo st y sélo s1 A es 1 — completo, definicion

271, por lo tanto K es ¥; —completo y K es [[; —completo El siguiente teorema

relaciona la jerarquia de salto de grados con la Jerarquia Antmética.

Teorema 3.3.2 (Teorema de Post) Paratodon >0

(1) B € ¥n+1 < B es recursivamente enumerable en algin conjunto [], < Bes
recursivamente enumerable en algin conjunto ¥, parte (viu) del teorema3 3 1,

(m) 0™ es ¥, —completo paran > 0,

(m) B € ¥4, < B esrecursivamente enumerable en o™,

(V) B € Apy, & B < 00

Demostracién

() (=) Sea B € ¥ ,4+1, €ntonces x € B & (3y)R(x,y) paraalgun R € [], De

esta forma B esta ¥, en R y por lo tanto recursivamente enumerable en R, por el

teorema 3 2 1

(<) Supongamos que B es recursivamente enumerable en algun [], enun

conjunto C, entonces para algun indice e,

xEB=xe Wt

< (35)30) [a cCAxE We‘L]

recursiva

Basta probar que ¢ € Cestden ¥, Ahora
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agcC e Wy <l|oDloly) =C(H)]

= (Vy <o) [g(y)= 1Ay€C]V[g(y)=0Ay€€]
nﬂ Eﬂ

Sabemos que [[n, Yn € Tnet porloque € € Fqyg

()  Porinduccién paran > 0 Esclaro paran = 1 Supongamos que @™ es
¥.» —completo, entonces 0™ es [, —completo
B €Y., & Besr e enalgin conjuntoy, por (1)

e Besr e en®™ porht
= B <, 0D, (vu) teorema 331

Por lo que @**V es ¥ ., —completo

(n)  Por (1) y (u) tenemos que @ es [], —completo

(w) BE€A 1 & B,§ EYns1 &= B, B son recursivamente enumerable en 9™, por

(m), = B <, o™
Corolario 3.3.1 (Teorema de Jerarquia) (vn > 0)[A, € ¥, ¥ Ax €[]

Demostracién Si1 ¢ €Y Supongamos que 8(™ € A,,, por (1v) del teorema 332
g™ <, 0" 1o que contradice (i1) del teorema 332 Entonces 8™ € (T — 4,)

Similarmente @™ € (I, — 4x)

El teorema 3 3 2 y en el corolario 3 3 | se cumple si la recursividad es en el operador de
salto A™, reemplazando ¥y41([Tn+1) por la notacién Y4, 1 ([14+1), conocido como forma
relativizada De este modo tenemos el siguiente corolario, conocido como el teorema de

completitud

Corolario 3.3.2 Para n > 0, algun conjunto B y A dado,
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1BeYi e B <, AM,
2BE[[Ae B <, AM,
3BeY, ©B<, 0™,
4B€], = B<,0m,
5S1A<; B =2YAEYE,
6StA<+B =>[Jac[lE,
7 Yis1 = Zﬁ'.
8 [[ns1 = ﬂg'
Demostracién (1) a (4) Inmediata del teorema 3 1 1, (5) y (6) tnviales Para (7),
A € ¥4 S150l0 s1 A es recursivamente enumerable en @™ Por (1) del teorema 3 3 2,

A € T2 s1y s6lo s1 A es recursivamente enumerable en (")~ = ¢™ De 1gual

forma para (8)

Ejemplo 24 Se mostré que el conjunto Inf € [],, debido al corolario 3 3 2 se obtiene
que Inf <, @@

Definictén 3.3.3 Paran >0, (T [ln) Sm (C.D)3 51 (4,4) <,, (C,D) para algun

conjunto A ¥, —completo De forma similar para * <,
La expresion del definicién dada se puede escribir ¥, €, C ¥y [T € D

Teorema 3.3.3 (3,,[1z2) <, (Fin,Tot) Asi Fin es ¥, —completo, Inf y Tot son
[1, —completo, y Inf = Tot

Demostracion En la proposicién y corolario 3 2 1, se demostrd, respectivamente, que
Fin€?y,, (Inf €[]z), yTot € [I, Fyemos A €Y,, de manera que 4 € [], por lo

que existe una relacion recursiva R tal que
x € A & (Vy)(32)[R(x, y,2)]

Por el teorema s-m-n existe una funcién recursiva 1-1 f, definida por

* |a notacién se yustifica ya que ¥, y [T son clases en lugar de conjuntos
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oot - (55
Ahora
x € A= Wy =N = f(x) € Tot
pero st

x € A= Wy, es funuto = f(x) € Fin

Definicién 3.3.4: Comp = {x W, = K} esto es el conjunto de indices de un conjunto

recursivamente enumerable completo

Teorema 3.3.4 (33,[13) <, (Cof, Comp) <, (Rec,Comp)

Debido a su extension y complepdad la prueba del teorema se puede revisar en

(Soare, 1987)

Corolario 3.3.5 Cof es };3 —completo

Demostracién Se demuestra aplicando la proposicion 3 2 2 y el teorema 3 3 4

Corolario 3.3.6 Rec es }; —completo

Demostracién Por la proposicién 3 2 4 y teorema 3 3 4 y el hecho de que
RecNComp =0

Introduciremos un conjunto importante y propiedades para demostrar que
conjunto Comp es Y, — completo Para esta demostracion, realizada por Yates 2

combino la técnica de conjunto de indices con la llamada construccidon Injury wnfinito®,

% Mike Yates, profesor honorario de la Escuela de Ciencias Computacionales de Prifysgal Bangor
University Obtuvo con honor el Ph D en ta Universidad de Manchester con su trabajo sobre los grados de
uresolubihdad de Turing

3 Infimty Injury Constructions
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este ultimo tema, es de utihdad como parte de la prueba pero no forma parte del

desarrollo del estudio

Definicién 3.3.5 Sea A un conjunto recursivamente enumerable, entonces el conjunto de

indices, G(A), se define como
G(4) = (W, =7 A}
Lema 3.3.1 Si A es recursivamente enumerable, entonces G(4) € T4

Demostracién

Six € G(A) = 3e)(@) W = 021 A [4 = 0]

< (3e)(3) [[(pg,“ total] A [A = ¢pf gtotal]

A [y €W = 020) = U €4 = @0) = 1]

Ahora reemplazaremos la expresién [y € A & cp:” *(y) = 1] por la sigwente
Siye Ao (3s)EN)|[0/ 7 =1]A(vz < h(0)3*)[9f(2) = o(x)]]

la nueva expresion esta en la forma ¥4 por lo que G(4) € $4

Los siguientes teoremas, demostrados por Yates, se puede revisar en (Soare,
1987)

Teorema 3.3.5 (Teorema de representaciéon) Sea A un conjunto recursivamente
enumerable Para algin conjunto § € ¥4, existe un conjunto {V; }yex umformemente

recursivo enumerable en A, tal que para todo k,

k€S = (3ey) [(Ve = eg) [Vk["] =r A] A (Ve 2 ep) [V,fe]recurswo]]

¥ h(o) es la longitud de o, donde o es la funcién caracteristica de un conjunto A, si la funcién es total
{h{o) = |[dom o]
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y k&S = (Ve) [Vk[e]recurswo]

Teorema 3.3.6 (Teorema de conjunto de indices) Dados dos conjunto recursivamente
enumerable C y D, tal que D <; Cy S € ¥, existe una funcién recursiva, tal que para
todo k,

6) D <y Wyuy<rC,y
() keS e Wg(k) =5 C

Corolario 3.3.7 S1 C es un conjunto recursivamente enumerable entonces G(C)es

¥.$ —completo

Demostracién Por el Lema 3 3 1 se ttene que G(C) es%§ Ademds s1 C es recursivo

entonces aplicando, en conjunto, el corolario 33 6 y el teorema 3 3 6 para D = @, queda

demostrado que G(C) es TS —completo
Corolano 3.3.8 Comp es Y4 —completo

Demostracion Por el corolario 336 con C =0, G(@)={W,=r 0} es

22' —completo Por el teorema el teorema de Post, (Teorema 3 3 2) ):2' =%,

El corolano 3 3 8, nos provee la clasificaciéon, deseada en el Teorema 3 3 4,
probando que el conjunto Comp es } 4 —completo, asimismo numerosos conjunto de
indices de conjuntos recursivamente enumerables se pueden clasificar en varios miveles

mas altos de la Jerarquia Anitmética

En la figura 6, se muestra la clasificacion en la Jerarquia Antmética para los conjuntos

enteros dados
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go) )
=, Comp

ﬂ”l Cof
=, Cof
A
Conjuntos <7 Fin < Fin
@” Inf
=, Fin '
Aq
Conjuntos <y K <7 K — —_
ﬂ’ =m I{ = W

Figura 6
Jerarquia Antmética de los conjunto de enteros
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IV.  Conclusiones y recomendaciones

Uno de los aspectos importantes, en la Teoria de Recursién, esta relacionado con
los problemas de decisi6n y la clase de las funciones recursivas que sean recursivament¢
wresolubles, es decir, indecidible Tales problemas son representados como conjuntos d¢
enteros, de manera que su problema de decision se reduce en determinar que dado ur

nurmero entero, s1 €l mismo pertenece o no al conjunto

El teorema de Rice provee un suministro incontable de conjuntos no recursivos en
que cada uno de estos, es un conjunto de indice no tnvial Por Rice, cada uno es no
recurstvo y de hecho ningln conjunto es recursivo enumerable Mientras que cada uno de
estos conjuntos es reducible al conjunto K, pero K no es reducible a estos conjuntos lo

que significa que son mas complicados para analizar

Al abordar el problema indecidibilidad de los conjuntos establecidos, la tecnica de
diagonalizacién y el concepto de grado de irreducibilidad resultaron insuficientes, en la
mayoria de los casos fue necesario el uso de la reducibihidad entre conjuntos, el cual nos
permiti6 relacionar la indecidibilidad de unos conjuntos con otros estableciendo una

jerarquia por medio de grados de reducibilidad llamada de forma general 0(™

Los conjuntos recursivamente enumerables establecen una Jerarquia Aritmética
infinita, que corresponde al grado de irresolubilidad de los problemas de decist6n
asociados con €stos conjuntos El método dé clasificacion combina la teoria de recursion
con la légica, en que la forma normal prenexa con el uso de los cuantificadores nos
permii® agruparlos en conjuntos de referencias asociados a las operaciones de
proyeccion y/o complementacion, los cuales denotamos Y, y [[, Con estos conjuntos

obtuvimos miveles de indecibilidad

Dentro de la Jerarquia Artimética de Kleene, los conjuntos recursivos resultan ser
los mds “sencillos” posibles, quedando por encima de los recursivamente enumerables

que no son recursivos Vemos que dentro de los conjuntos recursivamente enumerables,
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también existen conjuntos que podriamos decir que son més o menos “dificiles” y asi

sucesivamente

La clasificacién presentada, es la mejor posible ya que nos indica que existen
conjuntos que son mas indecidible que otros, mostrando un indicio que es posible
encontrar un grado de indecidibilidad tan grande como se desee y ademas es posible

conocer que un conjunto es Y., —completo probando que es 1-reducible a otro

Son diversas las aplicaciones la Jerarquia Antmética de Kleene en problemas
teéricos dentro de {a Computacion Matemadtica, como es el caso del conocido tltimo

teorema de Fermat el cual se demostrd que esta en [],

En la actualidad existen problemas abiertos y conocidos con respecto a su
complejidad en la Jerarquia Antmética podemos mencionar el estudio del Teorema de los
Cuatro Colores que estd en [];, el analisis de la Conjetura del Jacobiano, se refiere al

comportamiento de los polinomios con coeficientes comple)os, entre otros
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