& siBjup

T Biblioteca Int. Simon Bolivar

IIII[I!IIIIIIIIIIII I

_~n_._

UNIVERSIDAD DE PANAMA
VICERRECTORIA DE INVESTIGACION Y POSTGRADO
PROGRAMA CENTROAMERICANO DE MAESTRIA EN MATEMATICA

ENFOQUE DIDACTICO DE LAS SUMAS INFINITAS
DESDE EL PUNTO DE VISTA HISTORICO Y EPISTEMOLOGICO

ANA MARTINA SAAVEDRA B.

TESIS PRESENTADA COMO UNO DE LOS REQUISITOS PARA OPTAR
AL GRADO DE MAESTRO EN CIENCIAS CON ESPECIALIZACION EN
MATEMATICA EDUCATIVA

PANAMA, REPUBLICA DE PANAMA

1996



‘0 ENE 1997

Aprobado por:

Fecha:

ROF . DE LA MONTANA LOPEZ
Director de Tesis

\ Qamy,

PROF. EGBERTO AGARD
Miembro el Jurado

Aol

PROF. ROGELIO ROSAS
Miembro del Jurado

23 Lo 7 o JT6




DEDICATORI A

A nuestro sefior Jesucristo, gue con tantce
amor y por medio del Espiritu Santo me ha
colmado con sus Bendicilones para superar mis
necesidades espirituales v nateriales
guiandome en la realizacidn de este trabajo.

A mis gueridos padres Chito y Paula y a
mis hermanos guienes siempre me han animado
a segulr adelante.

Ana Martina.



AGRADECIMIENTO

Expresc mi agradecimiento mis sincero
al Profesor José de la Moniafia Lépez,
quién mostré cooperacidn e interés para
la realizacidn de nuestro trabajo de
graduacidn. De igual manera, gueremos
agradecer a la Dra. Veira Ibeth Dia= de
Martinez por su colaboracidn al traducir
vartos escritos de inglés a espafiol.

También, a todos aguellos que
contribuyeron de una u otra forma en la

culminacidn de este trabajo.

Muchas Gracias.



PRELIMINARES

"Enfogue histdédrico: Consiste en mostrar cédmo se han ido
desarrollando los conceplos, de explicar cuales fueron las
dificultades encontradas y cdmo nuevas nociones intentaban
resolverlas.

El enfogue histdérico actda como ente motivador en el
alumno ya gue a través de &€l descubrirad la genésis de los
conceptlos, nociones y métodos gue aprenderd y aplicara.

Debemos considerar, gue ante la problematica de la
transmisidn dogmatica de los conocimientos ciletificos se
estaria dando un gran avance ol adoplarse un enfogue de
ensefianza en el cual los conocimientos no sean presentados
solamente como realidades del campo tedrico, gue en un
momento dado pueden llegar a ser dificiles de aprender para
los alumnos, sino gue lleve al alumno a un estado de animo
propicio a la produccidn de las condiciones indispensables
para el aprendizaje”.[ Sanchez Angela de, (1996:98>, Enfoque
histérico-heuristico en la ensefianza de estatica en 1la

Univesidad Tecnoldégica de Panami.Tesis de Gradol.
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RESUMEN

Este trabajo de tipo bibliografico, presenta un estudio
sobre las contribuciones al anilisis infinitesimal durante
el periocdo que va desde el siglo XVII hasta el sigle XVIII,
con el fin de exponer, sobre todo, los resultados de los
matemdticos como Kepler, Cavalieri, Pascal, Newton, Leibniz
y Edler, entre otros; sobre las nociones comunmente
aceptadas por los historiadores, para asi, facilitar 1la
comprensidén de caricter epistemoldégico de su contenido.

Muestra con mayor énfasis, las contribuciones de Newton,
Leibniz y Eller a las sumas infinitas. Cémo obtuvieron los
resultados de problemas planteados durante el siglo XVII vy
qué conocimientos previos utilizaron para resolverlos.

Muestra, ademis, cémo Newton encuentra la
diferenciacidn implicita de una expresién algebraica vy
Leibniz, la integracién por partes vy presenta cbdmo, durante
el siglo XVIII, Eidler obtuvo resultados semejantes a los de
Newton y Leibniz sobre las sumas infinitas.

SUMMARY

This bibliographic research presents a study of the
contributions to the infinitesimal analysis during the
seventeenth and eigteenth centuries with the purpose of
expounding the results of mathematicians such as Kepler,
Cavalieri, Pascal, Newton, Leibniz, and Euler, among others,
about commonly accepted notions by historians, in order
to facilitate the epistemologic character of its contents.

It emphatically shows the contributions of Newton,
[eibniz and Eudler to the sums of infinity. How did they
obtain the results of the raised problems during the
seventeen century and what previous knowledge did they apply
in order to solve them.

It also shows how  Newton find the implicit
differentiation of an algebraic expression, and Leibniz, the
integration by parts. Also how EUler obtanied, during the
eighteenth century, results similar to Newton’s and
Leibniz’s about the infinity sums.



INTRODUCCION

La Matematica Educativa surge en el momento, en que
hacemos c¢ierto tipo de abstracciones, y abordamos a la
matematica como wun problema de comunicacidén, entendida
ésta UGltima en el sentido  moderno, es decir, como
emisién y recepcidén de mensajes que deben presentar
cambios conductuales observables en los receptores vy
que, en caso de que estos cambios no sucedan en la forma
deseada, deben producir cambios en la conducta de los
emisores, continuando el proceso hasta que se consiguen
los objetivos deseados originalmente u otros objetivos
alternos. {Imaz, (198721, y ésto se logra elaborando material
didactico o presentando el material en wuna forma mucho
mas didactica.

A pesar de que los libros de historia de la matemitica
presentan el desarrollo histérico de las sumas infinitas, la
reconstruccidén del proceso evolutivo de los conceptos vy
teorias no es completa y los ejemplos utilizados en muchas
ocaciones no permiten la mejor comprensidén de los mismos.

A nivel nacional , no existen investigaciones
relacionadas al desarrollo histérico de las sumas infinitas
desde el punto de vista epistemol dgico. A nivel
internacional mencionaremos algunos articulos disponibles.

Uno de ellos es el de Carlos Sanchez Fernandez, de la

Universidad de La Habana, Cuba (19843 en el que explica la



aparicién del anilisis infinitesimal fue el producto de ur
largo proceso. La esencia de este proceso consistié en la
acumulacidén y elaboracién tedrica de los diferentes métodos
en los cuales residian las ideas sobre los infinitesimales
que desarrollaron los griegos, ya en el siglo XVII estaban
conformadas las condiciones tanto de caracter externo como
interno, suficientes para culminar dicho proceso.

Otro es el de Charles V. Jones, ponencia presentada
durante el Primer Coloquio Internacional de Filosofia e
Historia de las Matematicas, en la Universidad Macional
Auténoma de México, en diciembre de 1985, el cual plantea
las paradojas de Zenén y los primeros fundamentos de las
matematicas en donde explica que las dos primeras paradojas
suponen que el continuo puede ser dividido infinitamente.

La inquietud de conocer cédmo se originéd y cdmo se
obtuvieron los primeros conocimientos del anadlisis
infinitesimal y cédmo presentar el estudio de manera que haya
una correlacién de la didactica con el tema, logrando una

mejor comprensién, ha motivado la realizacidn de este
trabajo.

Pretendemos brindar un estudioco sobre las series
desde el punto de vista histérico y epistemolégico,
desde su inicio hasta la época de Eliler, es decir,
presentar quiénes son los personajes que hay detras de

las férmulas que hoy dia utilizamos, por qué y cédmo las



inventaron, en qué momento de la historia aparecieron.
Para llevar a cabo este trabajo nos planteamos los

objetivos siguientes:

1. Proporcionar una visién del concepto de infinitesimal
Y su desarrcllo histérico desde el periodo helénistico hasta
ocrigenes del anilisis infinitesimal.

2. Analizar los contenidos matemiticos que proporcionaron
los elemento basicos que condujeron al estudioc de las sumas
infinitas.

3. Destacar el desarrollo histérico como ente motivador,
hacia el interés del aprendizaje de las sumas infinitas.

Los hombres que se dedicaron al estudio de las sumas

infinitas, lo hicieron para resolver problemas reales de
la manera mas eficiente posible.
En este sentido, el desarrollo de nuestro trabajo

consta de tres capitulos, a saber:

En el capitule I presentamos el aporte, en orden
cronoldégico, de algunos personajes que han contribuideo al
desarreollo de las sumas infinitas antes de Newton vy
Leibniz.

El capitulo 1I, proporciona las contribuciones de
Newton y Leibniz sobre sumas infinitas, y presenta algunos
problemas de interés histérico.

El tercer y ultimo capitulo presenta la vida de Eiler,
los problemas centrales que lo ocuparon, y la manera cédmo

planteé y soluciond estos problemas.



CAPITULO 1

PROCESO DE FORMACION DE LOS METODOS INFINITESIMALES



B

1.1. FORMACION DE LAS PRIMERAS TEORIAS MATEMATICAS EN

LA GRECIA ANTIGUA.

Los griegoes no dudaron, en ningin caso en adoptar
elementos de otras culturas extrafias, de lo contrario, no
habrian podido aprender tan rapidamente cédmo avanzar mas
lejos que sus predecesocores, pero lo cierto es que todo
aquello en lo que trabajaron lo mejoraron. En Egipto
aprendieron geometria y en Babilonia tomaron contacto con
las tablas y otros instrumentos astronémicos.

No se sabe si los resultados que conocian, tanto los
egipcios como los babilonios, fueron descubiertos
independientemente; pero los babilonios fueron mas amplios,
que los egipcios, tanto en geometria como en adlgebra; aunque
los egipcios eran concientes en algdin sentido de las reglas
y métodos generales que estan por encima y, a la vez, mas
alla del caso concreto que se tiene a mano, Yy esto
representa ciertamente un pasoc importante en el desarrocllo
de la matematica.

Tanto los egipcios como los babiloniocs, sabian

determinar areas y veolumenes sencillos Careas de triangulo

y trapezoides; volumenes de cilindros, de piramides vy
prismas). El 4rea de un cuadrilatero se calculaba,
haciendo el producto de las medias aritméticas de los

pares de lados opuestos sin advertir que era sdélo una

aproximacidén. Es posible que pudieran calcular el area de la



superficie de una esfera y que tuvieran conocimiento del
Teorema de Pitagoras, especialmente los babilonios.

No hay casi referencia a reglas generales o métodos de
procedimientos en la solucién de problemas numéricos
practicos, es decir, 1la geometria no era para ellos
Cbabilonios) una teoria matematica (en el sentido en que 1lo
es para nosotros) sino un cierto tipo de aritmética o
4lgebra aplicada, en la cual las figuras venian
representadas por medio de numeros.

La parte tedrica de la matemidtica tiene sus origenes en
las escuelas cientificas y filoséficas de la Grecia antigua,
vya que se debe a los griegos la demostracidédn rigurosa, el
desarrollo del tema mediante una ordenada secuencia de
teoremas y el esfuerzo constante para la generalizaciédn y
abstraccién. Ademas, de "cémo" los griegos se preguntaron
“por qué™.

Durante los periodos Heleno y Helenistico existieron
alrededor de 10 escuelas griegas. Las escuelas fundadas por
los griegos mencionaremos algunas de ellas: 1. La Escuela de
Alejandria, fundada en el afio 323 a.c., &. La Escuela
Peripateutica, fundada entre 384 y 322 a.c., 3. La Academia
de Platon, fundada antes de 388 a.c., 4. La Escuela de
Atenas, C408-3585 a.c.D, Fundada por Eudoxio de Cnido,
5. Los Atomistas, escuela fundada por Demécrito de Abdera,
6. Los Sofistas sigle V a.c., 7. La Escuela Eleatica,

sigle V a.c., 8. La Escuela Jénica, fundada en la



primera mitad del siglo VI a.c., representada por Tales de
Mileto, 9. La Escuela Pitagérica, creada en la segunda
mitad del siglo VI a.c., fundada por Pitdgoras de Samos.
Es en la escuela Pitagérica, donde se obtiene una
recopilacién de hechos matemAticos abstractos; y surgen las
primeras teorias matemiticas y, esencialmente, destacamos

tres (3D de ellas:

1.1.1. La aparicién de la teoria de los numeros

naturales.

"lLos piltagbricos separaron de la aritmética una rama
aparte de la teoria de numeros entendida como conjunto de
conocimiento matemidlicos relacionadas con las propledades

generales de las operaciones con nuameros naturales.

La aritmética, al igual gue la geometlria, mostraba un
gran desarrollo en la antigua Babilonia y en Egipto; pero no
constituian una teoria matematica, son los griegos guienes
asimilando estos conocimientos anteriores, los encontramos,
va en el siglo IIl a.c. reconociendo dos importantes itdeas:

- que la sucesidn de numeros podia ser prolongadas
inde finidamente, y

- gue no sblo era posible operar con nNUmeros
cualesguiera sino también referirse a los nameros en general

vy probar teoremas sobre ellos, es decir, se pasé de



la consideracidn de numeros concretos a nameros en general,
a cualguiera posible.

Se habia dado un pase a un nivel mas alto de
abstraccidn, a partir del proceso de contar objetos uno a
uno, pasamos al proceso ilimitado de formacidn de nimeros
afiadiendo wuna wunidad al namero anterior; la sucesidn de
numeros aparece como indefinidamente prolongable y con ello
aparece en matemitica la nocidn de infiniteo. Es asi como
la matematica empieza a transformarse en teoria. En ésta
época ya resultaban conocidos los métodos de sumacidn

de progresiones aritméticas simples y resultados de tipo

n ”»”

n
Y i 1 2 ¥y (N+1>/2
T - = n . T = NN+
v =4 Y [N |

[ Sanchez F. Carlos. Apuntes de Anilisis Matematico,

Conferencia #1 1]
1.1.2. Fracciones y Proporciones.

“"Paralelamente al desarrollo del conceplto de namero
natural, se desarrolld el concepto de numero fraccionario.
El estudio de las fracciones se remonta al 2000 a.c. en el
antiguo Egipto y Babilonia. Quienes comenzaron utilizando
fracciones del tipo {/n y otros pocos numeros como 2/3,3/4,.

Al analizar el manejo de los nameros en la escuela
pltagdbrica, observamos que hacen del numero el principio de
todas las cosas; pero, nuimero, para ellos significaba un

entero positivo. En la matemitica tedrica griega una
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fraccidn no era un sélo numero gue escribimos ab sino una
razén a:b entre los nimeros a y b, (asb era un par ordenado
no un namero racional) y las razones surgen al dividir y
comparar magnitudes, ya gue en un proceso de medir una
mnagnil tud Caplicar una unidad y calcular cuintas wveces
es posible repelir esta operacidn’ ocurre @gue la unidad de
medida no siempre esti contenida un nmero entero de
veces en la magnitud a medir, por lo gue el simple célculo
de niamero de unidades no es suficlente. Surge la necesidad
de fraccilonar la unidod de medida para poder expresar la
magnittud con mayor exacti tud.

De la comparaciébn de las fracciones o razones surgen las
proporciones. Dos razones a:b y c¢:d se decian proporcionales,
se escribe a:b=c:d, st a es tgual partes o mialtiplo de b
como lo es ¢ de d.

Ejemplo. 5:15 = 2:6 (5 es una de las tres partes de 15 como
es 2 una parte, de las tres partes de 6.

Formalmente, se define a:b=c:d si y sbélo si existen
enteros m,n,p,q tales gue a=mp, b=mg, c=np, d=ng y sobre
ésta definicidn los piltagdbricos desarrollaron una teoria de

proporctonalidad”. lop. cit. Sanchez F. Carlos Conf. # 1]

1.1.3. Descubrimiento de los numeros irracionales.

‘La aparicién de las fracciones y proporciones fué

la primera etapa de la interaccidn entre aritmética vy
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geometria, la siguiente fue el descubrimiento de los
intervalos inconmensurables. Dos intervalos se llaman
inconmensurables, st no existe ningun intervalo Que

esté contenido en ellos un nUmero eXxacto de wveces & gue
pueda aplicarse a cada wuwno de ellos, wun nUmero entero de
veces”. [Op. cit. SaAnchez F. Carlos. Conferencia # 11].

El hallazgo mads importante atribuido a los pitagéricos

fue el descubrimiento de el irracional por medio de
segmentos de lineas inconmensurables. Este descubrimiento
pudo haber sido el resultado de su interés en la media
geométrica a:b=b:c. Esto condujo al estudio de la razén del
lado y la diagonal del cuadrado y se encontré que esta
razén no podia ser expresada por "nUmero'” sino que apartir
del Teorema de Pitagoras observaron que no existe ninguna

fraccidédn cuyo cuadrado sea igual a 2.

Esto es

b2+ bZ — aZ
2 b® = a° c1d
2
2 = Cabd

En efecto a’= 2 b” en la que a y b no tienen factores
comunes entonces a- es divisible por 2 y a’ es par, por ende
a es par. Como a es par, luego a = 2 b1 sustituyendo en C1D
tenemos 2b° = 4 bi 6 b’=2 b: lo cual nos indica que b es

divisible también por 2 y esto contradice que a y b no
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tienen factores comunes y se demuestra que la diagonal de

un cuadrado es inconmensurable.

1.2. Surgimiento de la primeras ideas sobre

infinitesimales en los griegos.

La construccién de las teorfias matemiaticas o sea de
las tres que destacamos anteriormente cobré significado
matematico cuando los procesos infinitos tuvieron que
estudiarse en cuestiones tales como la determinacién del
volumen de una piramide y también las paradojas de Zendén de
Elea; las cuales entraron en conflicto con algunas
concepciones antiguas concerniente a lo infinitamente
pequefio y a lo infinitamente grande. Daremos wuna breve

resefia de estas cuestiones.

1.2.1. Demécrito y el volumen de una pirimide.

Demécrito de Abdera desarrolldé el atomismo, segin el
cual el ser eterno e inmutable es la materia, formada por
corpusculos indivisibles llamados Atomos, que se mueven,
chocan unos con otros, se agrupan y engarzan, segin
diversos tamafios infinitamente pequefios e infinitamente
variados para formar las cosas. Concibié asf mismo la
hipétesis de que hay diferentes mundos, unos en formacidén y

otrogs en estado de desintegracién. Demécrito se interesd en
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problemas matemiaticos de indole infinitesimal. Concebia un
sélido como una suma de un ndmero infinito de capas planas
paralelas unas a otras, infinitamente delgadas e
infinitamente prdéximas.

Segun Arquimedes, Demécrito fué el primero en descubrir
la relacidn que hay entre una piramide y un prisma cuyas
bases y alturas son respectivamente iguales, el volumen de
una pirdmide es un tercio del volumen del prisma.

Demécrito tuvo la oportunidad de considerar un cono
hecho de infinitas secciones paralelas a la base. El
concepto de un sdlido como compuesto de planos resultaban un
dilema; si dos secciones adyacentes son del mismo tamafio, el
sélido serd un cilindro no un cono. De otra feorma, si dos
secciones vecinas son de diferentes areas, la superficie de
la figura sera dividida en una serie de pascs, lo cuial

Demécrito realizd pero no probd.

1.2.2. Las Paradojas de Zendn.

Hace aproximadamente dos mil quinientos afos, Zendn de
Elea construyd cuatro argumentos, con los cuales intentaba
probar el movimiento, estos cuatro argumentos de Zendn
comenzaron a inquietar a los matematicos mucho después que
lo irracional habia sido descubierto. Parece ser que los
argumentos de Zendn son ldégicamente coherentes, es decir,

racionalmente validos.
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Como adversario de los pitagdéricos y de las ideas
atomistas, Zendn construyé estos argumentos que llamé
paradojas, Y que Se explicaron mediante sumas infinitas.

Estas fueron preservadas por Aristételes y son conocidas

como Aquiles, la Dicotomia, la Flecha y el Estadio. Fuer on
formul adas para subrayar las contradicciones en la
concepcidén del movimiento y del tiempo. Describiremos los

argumentos de tres de ellas.

El razonamiento que plantea en Aquiles y la Dicotomia
donde supone que el espacio puede ser dividido infinitamente
a medida que transcurre el tiempo, se& presenta como sigue:

1. Aquiles: Aquiles el de 1los pies ligeros",

compitiendo en una carrera con una tortuga,

a la que se ha dado una ventaja inicial,
aungque corra a mucha velocidad, no podr &
alcanzar ni podré, por supuesto, adelantar
nunca a la tortuga, por muy lento que ésta
se mueva, pues para cuando Aquiles haya
alcanzado la posicidn inicial de la
tortuga, ésta habréa avanzado alguna
distancia, aunque sea peqgquefia Y, c¢uando
Aquiles haya recorrido esta distancia,

la tortuga habré avanzado algo mas lejos, Yy
asi, el proceso continta indefinidamente, con
el resultado de que €l veloz Aquiles no puede

alcanzar a la lenta tortuga.
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Con el propésito de hacer mas entendible esta paradoja,
ilustraremos el problema suponiendo que Aquiles corra diez
vVeces mas rapido que la tortuga, sean VA Yy
VT’ respectivamente, dichas velocidades, entonces VA= 10 VT.

Aquiles le da una ventaja inicial a la tortuga de diez
metros CS°= 10md) y se mueve con una Velocidad constante de
VA= 10 mrs. La figura # 1 es un esquema del movimiento,
siendo n la enésina prueba que hace Aquiles de alcanzar a la
tortuga, t el tiempo en segundos. La 1linea continua
representa la distancia que le falta a Aquiles por recorrer
Yy la linea discontinua lo que ha recorrido, de acuerdo al
razonamiento de Zendn. Nétese que cuando Aquiles recorre
10m., la tortuga recorre im., luego Aquiles recorre ese
metro y la tortuga 110 de metro, luego Aquiles recorre ese

1/10 de metro y la tortuga 1100, es decir, 1..10% de metro

lo separa de la tortuga, asi al infinito.

S -10m
=Y

figura # 1

La distancia que Aquiles recorre CDA) se obtiene al
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sumar cada uno de los segundos continuos de la figura 1,

esto es:
D, =10 +1 + 1,10 + 1/10° + 1,10° +
Zenén creia que esta suma era infinita, porque siempre
se iban adicionando términos positivos.

00

D, =10+ 120"
n=0

Luego lo que recorre Aquiles, hasta alcanzar a 1la
tortuga, es una distancia DA, tal que

Dk = C10 + 10-@Om = 1009 m.

2. La Dicotomia: Afirma que antes de que un objeto en

movimiento pueda recorrer una distancia dada,
debe recorrer, en primer lugar, la mitad
de ésta distancia; pero antes de recorrer
ésta, debera recorrer el primer cuarto de la
distancia inicial y, antes aun el primer
octavo y, asi, indefinidamente, a través de
una cantidad infinita de subdivisiones.
El corredor, cuya velocidad es constante,
que quiere iniciar sSu carrera debe
realizar un ndmero infinito de etapas sin
ninguna primera en un tiempo finito; pero es

cbviamente imposible agotar una coleccidn
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infinita, es decir, tal que el movimiento

nunca puede siquiera comenzar.

Con el fin de ilustrar esta paradoja, presentaremos el
siguiente ejemplo:

Un corredor se mueve del punto A al punto B como se
observa en la figura 2 con una velocidad constante. Sea T el
tiempo necesario para llegar a Aﬁ el punto medio de
AB; entonces como su velocidad es constante, necesitari un
tiempo T/2 para llegar a Az' el punto medio de A1B Yy un

tiempo T4 para llegar a Aa' punto medio de AéB. etc.

figura 2

Luego el tiempo total CTT) para ir de A a B ser& la suma

de todos los tiempos parciales tal que

T =T+ T/2 + T/4 + T/8 +

[s o]

y T = L[ T2"
n=0
[s o]

T, =Tpgp1i2"
n=0
luego T =2T



18

esta respuesta resuelve la paradoja.

Estas dos paradojas suponen que el continuco puede ser
dividido infinitamente. Las otras dos paradojas suponen lo
contrario o sea que el movimiento es igualmente imposible,
es decir, que la subdivisibilidad del espacio y del tiempo
termina en indivisibles y presentamos una de ellas como
sigue:

3. La Flecha: Sostiene que un objeto moviéndose en el
aire siempre ocupa un espacio igual a si
mismo, ¥y que lo que siempre ocupa un lugar
igual a si mismo no puede estar en
movimiento; por lo tanto, la flecha estad en
reposo en todos los instantes durante su
vuelo, luego su movimiento no es mads que una

ilusidén.

1.2.3. El principio de Eudoxio y las proporciones

geométricas.

Eudoxio de Cnido (408-385 a.c.) se considera el mas
grande matemdtico del peridéddo helénico C(VII al IV) y su
interés se centré en el estudio de la seccidén aurea, la
teoria general de las proporciones y el método de
exhausidén. Comentaremos un poco sobre la teoria general de
las proporciones geométricas.

El principio basico de la teoria de las proporciones se
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puede enunciar con la siguiente definiciédn de proporcién:
Definicidén: "Se dice gue las magnitudes estan en la
misma razdén siempre qgue los eguimialiiplos de la primera y
de la tercera sean al mismo tiempo mayores, e iguales o©
menores qgue los eguimiliiplos de la segunda y la cuarta
respectivamente, de acuerdo con cualguier multiplicacidn’.
[Wilbur R. Knorr. 1992: 2> De exhausidédn a cortaduras:
Primeras etapas de la teoria griega de las proporciones.
En Mathesis volumen VIII].
Es decir, para todos los enteros positivos m,n ¥y para
determinadas magnitudes a,b,c,d, entonces a:b = c:d Cla
proporcién) se cumple una ¥y sélo una de las siguientes

rel aciones:

1. na>mb ¥ nc>md
2. na-mb Y nc=md
3. nad<mb ¥ nc< md

La teoria de las proporciones de Eudoxio se presenta en

el libro V de los Elementos de Euclides.

Para entender el concepto de Eudoxio, debemos conocer
una propiedad de mucha importancia, conocida como la
propiedad arquimediana la cual dice: *Dos magnitudes

estan en razén, si es posible, al mutiplicar una de ellas de

modo Que supere a la otra, es decir, dos magnitudes a y b,
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del mismo tipo distintas de cero, estan en razdn si existe
un numero natural n tal gue na > b". {Edwards, Charles H.
(1979:14). The Historical Development of the Calculus 1].
Principio de Eudoxio: »Sean Mo y € dos magnitudes dadas,
Y P&, M;, M;,..., una sucesidn tal gue
M;< 172 Mo, M;< 12 M1’M;< 12 M;, etc.
Entonces M;< € para algian n.

Para ver esto, tomamos un entero
posittive N tal gue (N +10 € > Mo.
Cpropiedad arguimediana’ luego & es
mayor gue (N + 1oe/ 2, por lo cual se
tiene gue N e 2 t2 Mo > Mi.
Similarmente, € > N /2 , asi
(N —10> € = (/2 M& > Mé.

Procediendo de esta forma, a cada
paso sustrayendo < del miembro
izguierdo y partiendo a la mitad el
miembro derecho, en n pasos llegamos
a la desigualdad buscada Mn < &". [(Sup.
cit. Edwards (1979:17D]1

Dicho principio de Eudoxio es conocido hoy dia como el
método de Exhausidén el cual establece en palabras que:
"Si de cualquier magnitud sustraemos una parte no menor que
su mitad y si del resto sustraemos de nuevo una cantidad no

menor que su mitad y asi continuamos repitiendo este proceso
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de sustraccidén, terminamos por obtener como resto uns
magnitud menor que cualquier magnitud del mismo tipo dado
previamente".

El método de exhausién permitidé demostrar teoremas
sobre areas y voldmenes de figuras curvilineas. Tal método
permitié determinar que el volumen de la piramide es un
tercio del volumen del prisma que tiene la misma base y la
misma altura y que el volumen de un cono es un tercio del

volumen del cilindro de la misma altura.

1.2.4. Arquimedes y la cuadratura de la parabola.

1.2.4.1. Arquimedes de Siracusa.

A este sabio se la podria llamar muy bien "el Padre de
la fisica matematica'; no se sabe a ciencia cierta la
fecha de su nacimiento; sin embargo, el hecho indudable de
haber muer to en el saqueo que siguid a la cafda de
Siracusa en manos de Marcelo en el afio 212 a.n.e. y el
testimonio del gramatico bizantino Tzetzes siglo XII, segin
el cual Arquimedes habia vivido setenta y cinco afios, fijan
la fecha de su nacimiento en el afio 287 a.c.

Nacié en Siracusa (ciudad griega en lo que ahora es
Siciliad. Alli hizo sus mas importantes trabajos, a pesar de
que muchos de sus estudios los realizéd en Alejandria.

Ar qui medes contribuy$ grandemente al desarrollo de la
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matemdtica, algunos fendmenos los descubriédé primero por via
mecidnica, luego los demostrédé geométricamente. La forma
heuristica (arte de inventar) del proceder de Arquimedes,
lo ubica como uno de los matemiticos mas proliferos en
la historia de la humanidad.

Las obras de Arquimedes fueron escritas en forma de
cartas dedicadas enteramente a investigaciones matematicas.
Finalmente su contribuciédn al cilculo de areas de figuras
planas y voluUmenes de cuerpos sélidos descubria resultados
con su método fisico-geométrico y, posteriormente, le daba
validez como lo marcaban los canones del rigor griego.

En tiempos antiguos, 1la reputacidén de Arquimedes
descanzaba en sus inventos mecinicos que sin duda eran mas
entendibles para las personas que la matem&tica pura.

En matemitica pura, Arquimedes no hizo ningdn avance
conceptual, excepto quizids en sus métodos donde usaba su
idea de la estitica como medio para descubrir resultados
de 4reas y volumenes. Los conceptos que Arquimedes
necesité para pruebas en geometria (la teoria de la
proporcién y el método de exhausién) habfan sido
proporcionados por Eudoxio.

"Las obras existentes de Arguimedes gue tienen gue ver
con cAlculos de &areas de figuras planas y voliumenes de
cuerpos sélidos son en el siguiente orden:

1. La medicidn de la circunferencia,

2. La Cuadratura de la parabola,
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3. Sobre la esfera y el cilindro
4. Sobre los espirales,

5. Sobre conoides y esferoldes
6. El método.

Los primeros cinco de estas obras desarrollan el método
de exhausidédn en una técnica de notable poder la cual
Arguimedes aplica a un amplio rango de problemas gue hoy son
tipicas aplicaciones del calculo integral y provee el punto
intclal del desarrollo del cilculo moderno. La obra namero 6
Cel métodod, fue desconocido hasta su redescubrimiento
en 1906, describe el método infinitesimal heuristico por
el cual Argui medes descubrid muchos de sus
resul tados”. [Op. cit. Edwards (1979: 301.

El libro scbre las espirales fue muy admirado pero poco
leido, ya que se le considerd generalmente como la mas
dificil de todas las obras de Argimedes. De los tratados que
se refieren principalmente al Método de exhausidédn el mas
popular fue la cuadratura de la parabola, de la cual
hablaremos mas adelante.

Para los tiempos de Arquimedes, eran conocidos los
siguientes hechos concernientes a segmentos parabdlicos
arbitrarios APBQC, donde el triadngulo ABC es el de mayor
4rea inscrito en dicho segmento.

a. La linea tangente en B es paralela a la base AC.

b. La linea recta a través de B paralela al eje,

intersecta la base AC en su punto medio Y.
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c. Cada cuerda QP paralela a la base AC es bisecada por

la cuerda BY.Cver figura # 33

fig # 3

1.2.4.2. La Cuadratura de la Paribola.

YArguimedes resalta gue matemidticos anteriores han
intentado exitosamente encontrar el area de un segmento de
un circulo o hipérbola, pero aparentemente nadie haobia
previamente intentado la cuadratura de un segmento de
pardbola. La paradbola fue originalmente definida por los

griegos como una seccidn cbnica™. [Op. cit. Edwards

1979: 3501].
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La demostracién por el método de exhausidén es larga vy
complicada, pero el hecho es que Arquimedes demuestra
rigurosamente que el area K de un segmento parabdlicoe APBQC
es igual a cuatro tercios (430 del Aarea de un tridngulo que
tenga la misma base y la misma altura. Demuestra en primer
lugar que el &rea del triangulo inscrito ABC, con base AC,
es igual a cuatro veces la suma de los correspondientes
tridngulos inscritos con bases cada unoc de los segmento AB

y BC. ver figura # 4.

fig # 4

Para simplificar la construccidén supongamos que el segmento
parabdlico estid cortado por una cuerda perpendicular BY
al eje de simetria AC de la paridbola. Arquimedes divide el
segmento parabdélico en triidgulos inscritos Ai,Az A3,... An
como se muestra en la figuras % y 6 (indicados por sus
subindices).

El vértice de cada tridngulo descansa socbre 1la
parabola,estos tri&ngulos se utilizan para calcular el

drea del segmento parabdélico. Veremos su demostracién
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mediante el estudio del tridngulo As

M A
N T
B B Y
Z s
B X c
fig # B fig # 6

Puesto que el A4rea del triidngulo inscrito ABC es la

mitad del paralelogramo circunscrito, entoces el A4rea de
este tridngulo es mayor que la mitad del A&rea del

segmento parabdlico APBQC.

La primera figura de la sucesidn de poligonos inscritos
es A el tridngulo ABC, la segunda figura se obtiene
afiadiendo al triadngulo ABC dos tridngulos: A AQB y A BPC.
Para la construccién de los dltimos, se divide AC en cuatro
partes iguales y se trazan paralelas £= |] BY || NT al eje
de simetria de la pardbola ver fig # 6. Se sigue por las
propiedades de la parédbola que A ABC = 4 CA AQB + A BPCO.
Tomemos a BY y XM respectivamente como ejes x e y . Asf SR =
12 BY, entonces RP = 14 BY y SR = 2RP comparando las Areas

de los tridngulos tenemos: A SRC = 2 A RPC = A BRP ; A BCY =
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4 ASRC = 4 ABRP , esto conduce a la relacién AABY = 4A AQB
por simetria del segmento parabdlico asi Az = Aa; Az+As=
14 A1 similarmente A¢ + A5 + Ac + A7 = 1716 A1 y asi
sucesivamente, cada nueva sucesién de tridngulos es 1.4 del
drea de la sucesidédn anterior. Puesto que el area total de
éstos triadngulos inscritos es mayor que la mitad de los
segmentos, se sigue del principio de Eudoxio que dado € >0
ocbtenemos después de un ndimero finito de pasos un
poligono inscrito cuya area K difiere de los del segmento
APBQC en menos de €, esto es, K - An  €edonde n = n (.
Como AM, XC son paralelas a BY, lados del paralelogramo

AMXC, Ai: 12 K », pero K < K

AMRG AN luego Af> 1.2 K Y

K - £ﬁ< 1.2 K. La figura A1 agotd mas de la mitad de los
correspondientes restos del 4Area K. Se satisface el lema
fundamental del Método de Exhausidén: si de una magnitud dada
se quita una parte mayor de su mitad, luego se vuelve a

sustraer una otra vez, entonces el resto puede hacerse tan

pequefio como se quiera.

En concecuencia A = A + A/4 + A 74%+ (.. + A /47
n
donde A es el Area del segmento parabdélico, si n es
n
suficintemente grande y K - A < € , para € > O.
n

»Arguimedes deduce la siguiente identidad:

1 + 14 + 17 42+ . + 1/ 4 + 13 . 1o47= 473

la cual se obtiene observando gue

14% 1,3 142 = 4/ ¢c3 4% = 1.3 1,471
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y de ahi gue:

{ + 14 + 1454 . . 4 ¢ 14 103 147> =
1+ 14 +1o85 . o+ ¢ 1487 13 14805 =
1 + Cird + 173 174> = 43
Entoces, se concluye Qque, buscando el limite de la

sucesidbn de figuras inscritas, el area K sera:

K= Lim A= Lim A CI +1/4+. .. +1,4°+ 1,3 14>
n - o® n n » o0 1
= A, Lim C 1 + 1,4 +. .. + 147%+ 1,3 14>
f n 3 o
= 473 Af” [Op. cit. Edwards (197Q: 391

Los procesos infinitos no se aceptaban en la época de

Ar qui medes.

1.3, Sumacién de series antes de Newton y Leibniz.

Antes del siglo XVII, los matemiaticos mostraron gran
imginacién y claridad de pensamientos de manera dque
contribuyeron al analisis infinitesimal. En el tratamiento
de sumas infinitas por medio de técnicas y métodos
infinitesimales, una de las primeras contribuciones fue la
serie geométrica 1 + 14 + . + 1.,4" + . = 43 en la

cuadratura de la parabola de Arquimedes.
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La aparicién del analisis infinitesimal fue la
culminacién de un largo proceso, cuya esencia matematica
consistié en la acumulacidén y asimilacién tedrica de los
elementos del calculo diferencial e integral y de la teoria
de series, los conceptos intuitivos relacionados con el
infinito, produjeron métodos infinitesimales para la
solucidén de problemas de Areas y voluUmenes antes de &poca
de Newton y Leibniz.

En esta etapa tomaron parte muchos cientificos, entre
los cuales destacamos a Galileo Galilei (1564-1642),
Johannes Kepler (1571-1630), Gregorio de San Vicente
(1584-1647>, René& Descartes (18571 -1650), Buenaventura
Cavalieri (18598-1647), Pierre de Fermat (1601-1665), Gilles
P de Rober val (1602-1675>, Evangelista Torricelli
(1608-1647), John Wallis (1616-1703D, Blaise Pascal
(1623-1662), Christiam Huygens ((1629-1695), Isacc Barrow
C1630-1677>.

A continuacién, presentaremos algunas de las
contribuciones que estos cientificos aportaron al analisis
infinitesimal.

1. Galileo Galilei (1864-1642). Fisico, astrdnomo Y
matematico italiano, nacié en Pisa el 15 de febrero de 1564
y murié en Arcetri el 8 de enero de 1642. Era hijo de
Vicente Galileil.

Galileo es una de las mas grandes figuras de la
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humanidad. Est4 considerado como el padre de la fisica
moderna, y fundador del método experimental que hizo posible
el progreso cientifico y las investigaciones que culminaron
posteriormente en grandes descubrimientos.

Su interés en el calculo lo 1llevé a construir vy
comercializar un aparato que denominé su compads geoméirico y
militar. El compas de Galileo consistia en dos
brazos articulados por sus extremos, tal como el

actual, que llevaban grabadas escalas de diversos tipos.

2. Kepler, Johannes (1571-1630>. Matematico aleman.
Hizo progresar el calculo integral, caractizé las curvas a
partir de una propiedad de sus tangentes. Enuncié las tres
celebres leyes del movimiento planetario, hizo
contribuciones originales en distintos campos de las
matematicas.

"Por lo gue respecta a las secciones cdnicas, resolvid
el problema de determinar el tipo de cbdbnica, conocido un
vértice, el eje qgue pasa por el wvértice y una tangente
cualguiera y su punto de contacto.

En su Astronomia Nowa, aparecida en 1609, Kepler
enuncia sus dos primeras leyes del movimiento planetario:

1. Cada planeta describe una elipse, en la gue uno de

los focos esti ocupado por el sol.

2. La recta gue une el planeta recorre areas tguales en

tiempos iguales.
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Un planeta P describe una elipse y la recta PS recorre

dreas A y B itguales en ltiempos iguales.

Kepler afirmaba gue el Area recorrida por el radio vector
estad constituido por triangulos infinittamente peguefios, con
un vértice en el sol y los otros dos sobre la érbita a una
distancia infinitamente peguefia”. [Collette, Jean Paul

C1991:310). Historia de las matematicas tomo 1.1

3. Gregorio de San Vicente (1584-1647D

Gracias a €1 hubo en Bélgica una verdadera escuela de
investigadores que se preocupaban especialmente de los
problemas infinitesimales. Su "Opus geometricum guadraturae
circull et sectionum coni” C(obra geométrica sobre 1la
cuadratura del circulo y de las secciones cdnicas) contiene
la nocidén de lugar geométrico, la teoria de las cdnicas, el
estudico de wuna nueva clase de curvas de cuarto orden
llamadas paréabolas virtuales vy muchas ideas originales,
entre ellas la de que la cuadratura de la hipérbola depende
de los logaritmos. En este tratado demostraba Gregory que si

tomamos a lo largo del eje ox puntos a partir del x A



32

tales que los intervalos que determinan, van creciendo en
progresidén geométrica, ¥y si en dichos puntos levantamos
las ordenadas correspondientes a la hipérbola xy=1 fig # 7,
entonces las &4reas bajo la curva entre cada dos ordenadas
sSucesivas son iguales. Es decir, en otros palabras, segun
crece la abscisa geometricamente el 4rea bajo la curva crece

aritméticamente.

Y| xy = 1

-
WTF iNianin.

o a 2, %l b x
fig # 7
Denctemos el &rea bajo la curva xy = 1 por A b Lo que
<y

Gregory descubridé puede establecerse como sigue:
si t>0 entonces A = A .
to,tb a,b
Hagamos una particién de [a,bl:
donde a=x <x < x. < ... < x < x< ... < x=b
[0} 1 2 -4 L g}
de tal forma que entre x LY X haya la misma distancia
i

para todo entero . y sobre estos subintervalos inscribimos
y circunscribimos rectangulos como en la figura # 8, los
rectangulos inscritos y circuscritos sobre el i-ésimo
subintervalo de [a,bl tienen base (b-ad/n y 1la altura es
el inverso de X, x,‘, es decir 1/xi, 1% ,

1 1=

respectivamente. Entonces
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12} 12}
— < < -
L§1Cb a)/nx,t_ Am’b < tg1 Cb-ad>/ n x_L_1 C1d
Yy
. «
figura 8

Ahora, tomamos los puntos ta y tb maltiplos de a y b,

similarmente, subdividimos el intervalo ([ta,tbl en n
subintervalos iguales. Los rectangulos inscritos y
circunscritos socbre el i-ésimo subintervalo [tx. , tx]1 de

[ta,tbl tienen base Ctb-~tad/n y altura 1 /t,x,L y

1/t . respectivamente. Vemos entonces que estas Areas son
i

iguales a aquellas de los rectangulos inscritos y circunscri-

tos sobre [x ey’ zc 1. Por lo cual

n n

— < < -
i.zl. Cb a)/nx,L < Ato.,tb < .L;‘Cb a)/nxi_1 cad

A

por lo tanto de (10 y (20 podemos concluir que A'.o.,e.b= ab’

La obra de Opus Geometrics de Gregory, fue leida por A.
de Sarasa, discipulc y amigo de Gregory, y asegura que estas
Areas pueden tener la caracteristica de los logaritmos, es

b
-1

decir J x dx = Ln b - Ln a.
a
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4. Descartes, René (18596-1650). Fildésofo y matematico
francés, nacié el 31 de marzo de 1596 en La Haya, Francia vy
murié en Estocolmo, profesando el Catolicismo, el 1 de

febrero de 1950.

Descartes es el matematico mis conocido de la época,
latinizado como Renato Cartesius, de ahi el nombr e de

"Cartesiana" dado a su doctrina. Pertenecia a una familia

acomodada, Yy a los 8 afios ingresd en el colegio de
los Jesuitas de La Fléche. Alli adquirié una amplia
formacidédn filosédfica y matemitica.

Descartes llegé a convertirse en el ‘"padre de la
filosofia moderna®”, preSentd una nueva concepcidn cientifica
del mundo ¥y cred una nueva rama de la matemitica. En 1637
aparecié el mis famoso de todos sus tratados, el “Discours de
la méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité
dans les sciences »” (Discurso del método para dirigir bien la
razén y buscar la verdad en las ciencias) con tres apendices
cientificos Dioptrigue ¢ Didptica>, Méteores ¢ Meteorosd vy
Geometie (Geometrial.

Una de las contribuciones mis importantes de Descartes
a la matematica, fue la creacidn de la geometria cartesiana
Cconocida hoy como geometria analiticad, hoy dia a Descartes

se le reconoce como el fundador de la Geometria Analitica.

5. Cavalieri Buenaventura (1598-1647). Nacido en Milan,

relogioso jesuita, fue uno de los mejores alumnos de
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Galileo. Ensefi®é matematica en Bolonia desde 1629 hasta su
muerte. Su fama se debe a un tratado, cuya primera versién
se publicé en 1635, consagr ado al mét odo de los
indivisibles.

El tratado de los indivisibles de Cavalieri es verbal y
no muy claro. El autor no dice en ninguna parte de su obra
qué entiende exactamente por el término “indivisible'™, que
caracteriza a los elementos infinitesimales utilizados en su
método. Podemos ilustrar el método de los indivisibles con
la siguiente proposicién, conocida en estereometria con el
nombre de "Teorema de Cavalieri™

”St dos séblidos tienen la misma altura
y s las secciones gque se obtienen por
planos paralelos a las bases y a itgual
distancia de éstas estin siempre &n
una razén dada, entonces los volidmenes
de los sélidos estin también en la
misma razé4n”. [Collette. C19091:314D1.
Veamos algunos ejemplos de este principio. Uno de ellos
es la férmula de el volumen de un cono circular C con radio
de la base r y de altura h, lo comparamos con una pirémide P
de altura h y base un cuadrado unitario. Si Cx y F"x son las
correspondientes secciones indivisibles, entonces por
semejanza se tiene que sus Areas, denotadas aCCx) Y anx)
respectivamente, son:
acC) = 3 r’x*/ n* y atp) = "fﬁw{};n«»mm~ .

2 \llMA
nu@fkuw ° m._u:“‘l%
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asi aCCi =n rzaCPx), @l teorema de Cavalieri
implica que sus volUmenes, denotados VCC 3 y VCP 3, son:

VEE = r2VCP)> = n r’ h ~ 3 , puesto que VCPY>= h.3

Otro ejemplo de Cavalieri es la comparacidén de
potencias de segmentos o potencias de los indivisibles que
son paralelos a las bases de un paralelogramoc con las
potencias de lineas de uno de los triadngulos formados por la
diagonal del paralelogramo.

Sea ABCD el paralelogramo dividido en dos triangulos
por la diagonal AC y sea EF un indivisible C(segmento
rectilinec), del triadngulo ADC, que es paralelo a la base CD.
Entonces tomande AE = CH y trazando GH paraleloc a CD , es
facil ver que el indivisible GH en el triangulo ABC sera
igual al EF en el tridngulo ACD. Por lo tanto, podemos poner
en correspondencia biunivoca los indivisibles del triadngulo
ABC con indivisibles iguales dos a dos del tridngulo ADC y
en consecuencia, los triadngulos son iguales. Y como el
paralelogramo es la suma de los indivisibles en los dos
tridngulos resulta que la suma de las primeras potencias de
los segmentos en uno de los tridngulos es la mitad de 1la
suma de las primeras potencias de los segmentos en el

paralelogramo.
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fig # @

Asi, llamaremos x la longitud del segmento EF, y a la del
segmento FI y a la del segmento AB llamémosle a. Esto es:
FI=y , EF=x , AB=a asi que x+y=a figura # 9. Como el
paralelogramo es la suma de los indivisibles, o sea sumando

todas las lineas paralelas ( esto lo escribimos como ¥, ), se

tiene

Lx+ELy=~La
y puesto que EF = GH, entonces % x = 3 y al sustituir en
la relacidén anterior tenemos 2 ¥ x = § a y finalmente se

tiene ¥, x =12 % a.

L x es el area del triadngulo ACD y §} a es el area

del paralelogramo, introducimos el factor Ax € 1léase
incremento de x D entonces §, x Ax = 1.2 § a Ax

L x Ax =12 a § Ax

L xAx =12 a . a

L x Ax =12 a®
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dicho en otras palabras tenemos que fo dx = a°v/ 2
utilizandoe un razonamiento analogo, consigue Cavalieri
demostrar que la suma de los cuadrados de los segmentos en
el triangulo es igual a un tercio (1.3 de la suma de 1los
cuadrados de los segmentos en el paralelogramo. Para los
cubos de los mismos segmentos hallé que la razén es 14 y
mas tarde lo extendié a potencias mas altas, y destacéd un
teorema de la naturaleza geométrica equivalente a

J‘zxn dx = a"*"t/ cn+1d

El método de sumas de potencias de segmentos lo llevd a
A )
calcular en forma correcta } x"= a" "/ Cn+ld.
B

6. Fermat, Pierre de (16801-1665). Matematico francés, a
veces llamado fundador de la teoria moderna de 1los
nimeros. Era abogado de profesidén; se dedicaba a 1la
matematica en sus ratos de ocio. Fermat ejercid wuna gran
influencia en todos 1l0s matematicos modernos; muchos de sus
descubrimientos quedaron como notas marginales en los libros
de su biblioteca o fueron comunicados por cartas
(generalmente sin pruebal a otros matematicos.

Fermat dié muchos aportes a la matemidtica, asi como en
geometria analitica, incluso antes de Renato Descartes;
también al calculo con métodos ingeniosos y Gtiles para

encontrar maximos y minimos, en el trazado de
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tangentes y algunos procesos de integracidn como la
generalizacidén del resultadoc de Cavalieri, que con la
notacién actual es f:xndx = a™/ (n+1> con n entero posi -
tive al casoc en que n es fraccionarioc o negativo.

Veremos como Fermat da su método para encontrar maximos

y minimos.
Maximos y Minimos.

En eneroc de 1638, Fermat envié a Mersenne un escrito
sobre un método para la evaluacidn de madxXimos y minimos ;
Este escrito comienza asi: La entera tecoria de maximos y
minimos presupone dos cantidades incdgnitas y la siguiente
regla. Sea a cualquier cantidad incégnita del problema C(que
estd en una, dos o tres dimensiones). Indiquemos el maximo o
minimo por medic de a en términos que puedan ser de
cualquier grado. Reemplacemos ahora la incégnita original a
por a+4e y exXpresaremos asi, la cantidad maXima o© minima en
términos de a y e de cualquier grado. Igualaremos las dos
expresiones de maximc o minimo y cancelaremos los términos
comunes. Resultarada que ambos miembros tienen términos en e o
sus potencias, dividiremos ambos miembros por e o algunas de
sus potencias de manera que en al menos unc de los miembros,
e ser&d removido completamente.

Eliminaremos los términos en que aparece e o algunas de sus

potencias e igualaremos ambos miembros. La solucidn de esta



40

Gltima ecuacidn dard el valor de a para el cual se toma el
maximo © minimo.

Fermat plantea el siguiente ejemplo:

"Dividir €l segmento AC en E de manera que AE X EC sea

Maximo'™. wver figura # 10.

f 1 1
A E C
fig # 10
escribase AC = b, AE = a y EC = b-a, y el producto, del
cual se desea hallar el maximo entonces: AE x EC = ba - a°.

Sea ate €l primer segmento de b; el segundo es b-a-e y el

preducto ba-a’+be-2ae-e”

. 2
con €1 anterior ba-a .

2 2 2
Entonces tenemos ba - a + be - 2ae - e = ba - a
. . , 2
eliminando los términos en comin obtenemos be = Zae + e
suprimiendoc e obtenemos que b = 2a es decir a = b/2.

Analizando lo que hizo Fermat se tiene: si E es un
punto maximo (o bien minimoed entonces, cuando e se hace
infinitamente pequefio, los valores de la funcidn en a y en
a+e van a ser muy cercanos; esto tomando a f como la funcidn
tenemos: en su versidn moderna si e = O entonces

fCa+ed = f(xd) y de ahi fCa+ed - fCad = O al dividir por e

obtenemos [fCated - fCadl /e = O y se concluye que la
igualdad se tendr& cuando e=0. Asi que Fermat dice que si
E es un punto maximo Co minimoed, entonces

[ fCa+ed ~- fCad 1/ e es cero cuandoc e es 1igual a cero,
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es decir f’Cad = 0 en notacidn moderna.

Método para trazar Tangentes.

Fermat sefiala que el método anterior también se puede
usar para hallar la tangente en un punto a una curva y lo
muestra con una parébola.

Sea la curva BDN con vértice en D (Cver figura # 113, y
diametro DC. La recta EB es tangente a la curva en el punto
B. El punto E es la interseccidén de la recta tangente con el
didmetro DC. Escogemos en el segmento BE un punto O en el
cual trazaremos la ordenada OI; construimos también la

ordenada BC en el punto B.

-~ B o
2
C 1 [} E
N
fig # 11
En esta paridbola, si un punto de la Tangente resulta

cosDI > BCZ, or? = ce?s 1E?

si CD=d, CE=a, CI = ¢ entonces

dCd=ed > aZ/C a’+ e°- 2ae D
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asi: dca’+ &%~ zaed > a%Cd-ed

d a°4d e°-2 a d e > a’d -~ a’e
suprimiendo términos en comin tenemos

de®- 2d ae > -a’e
o el cual es lo mismo
d e®+ 2% > 2dae
dividiendo todos los términos por e obtenemos

de +a° > 2d a

sin tomar d e se tiene a> X2 d a ya que e es pequefio.
por consiguiente a 2 2 d lo cual prueba que CE es el doble

de CD.
Integracién de Fermat.

Alrededor de 1640, Fermat y Torricelli generalizaron el
resultado de Cavalieri, que con la notacién actual es
fgxn dx = a™"*/ Cn+1d con n entero positivo al casoc en que
n es fraccionario ¢ negativo. Se trataba de un problema de
“"cuadratura” o sea de hallar el area entre un arco de hipér-
bola, una ordenada y una asintota.
El método de Fermat se basa en el siguiente tecorema:
Dada una progresién geométrica cuyos términos decrecen

indefinidamente, la diferencia entre dos términos

consecutivos de ésta progresidn es al més pequefic de ellos

como el mayor es a la suma de todos los Lérmings siguientes.
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Asi en la progresidén

2 3 n
a,ar,ar ,ar ,... , ar con O<r<1
a-ar = all-rd es una diferencia de términos sucesivos y
2 n
all-rd/ar = a ~ Car+ar +... + ar +... D

luego de invertir estas razones se concluye que:

2 n
atar+ar +...+ar +...= asC1-rd

Estableciendo esto, ver emos la c¢cuadratura de la
hipérbola. Fermat define las hipérbolas como curvas dque
tienden al infinito, como la curva DSEF (ver figura # 12>
con la siguiente propiedad: AC y AR son asintotas que
pueden extenderse indefinidamente.

Tracemos paralelas a las asintotas AC como las rectas
EG, HI, ON,MP,RS,...Tendremos siempre la misma razén entre
una potencia de AH y la misma potencia de AG por un lado y
una potencia EG (la misma o diferente a la anteriord y la

misma potencia de HI del otro.
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c F
B
I
N
P
s
b__
A H O M
fig # 12
si AH=x , HI=y y las potencias son m,n enteros positivos.

AG=a , EG=b resulta x"va™ = b7 y" 4+ Xy" = k k=2a"b™
Todas estas hipérbolas excepto la de Apolonio xy = a® pueden
ser cuadradas por el método de la progresién geométrica de
acuerdo a un procedimiento general y uniforme.

Consideremos, por ejemplo, las hi pérbol as cuyas
propiedades se definen por las relaciones AH° AG® = EGoHI Y
AO%/AH? = HI/NO
Fermat considera que el area indefinida que tiene como base
EG estid acotada por un lado por la curva ES y por el otro
lado, por la asintota infinita GOR es igual a una cierta
Area rectilinea.

Consideremos los términos de una progresién geométrica
decreciendo indefinidamente en un intervalo [0,al, y una

curva y = x* Cver figura # 13D



45

— U U — /7
a y = %P

|
|
I

ar)? | - - - -~ - - - -E
|
Car?y) Pj- - = - - - i | !
|
car 2P - = = H- 4 I
- - - P - 81 |
. S |
_S 5 Sa 2 |
1
- M al H 13 A

fig # 13

de manera que, el intervalo [0,al se divide en puntos a—A,
2 ] 4
ar G, ar =H, ar 0O, ar =M etc, con OKr«1.

Supongamos que los primeros intervalos, (que son los
subintervalos de [0,al, GH, HO, OM, MR, ETC.> de los
términos consecutivos son suficientemente iguales, entonces
podemos emplear los poligonos inscritos y circunscritos, los

rectangulos cuyas areas podemos sumar.

P

Puesto que vy x , entonces las alturas sobre la curva de
de los puntos, a,ar,arz,...etc son respectivamente Y, — a®,
Y, Card¥, Ya Carz)p, etc. "las 4reas de los rectingulos
son:

+
51 Ca—ar>Car>F aP tct-r> P

Sé (ar—arz)(arz)p o:p+1 r (1-r> rzP
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S p+1

3 = Car’—ar’) Car®P = 4 r2 C1-r> rP 4

Asi gque la suma S es

S=5 +5 + 5+
1 2 3

+
= af * Ct1-r> P + c7¢p+1 Cf-r> »r r2P4 ap+1(1—r) rz rap+
= ap+1(1—r) rP [1+1~p+1 + (rp+1)2 + (rp+1)a+ I |
= ap+1(1—r) rP. !
{ - rp+1
pero como f4r+rZer®e 4P = c1-rPTY> sct-rd ’ entonces
+
S = af * P * [Cantoral, Ricardo
1 + r + r2+...+ P

C1993: 72>. Procesos del cAlculo y su desarrollo conceptuall.

Consideremos el ultimo rectangulo, donde se considera el

maximo error del area bajo la curva y = x® comoc el 4Area S.
que gqueda comprendida entre la curva y = %P, la recta
y = C ar>Ff Y las dos rectas A = a y G = ar Como se

muestra en la figura # 14.
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P
y= X
< Maxi mo
e error
y = CardP
Sﬁ
ar a
fig # 14

Asi que, cuando r — 1 el médximo error tiende a cero. Luego
entonces, el Area bajo la curva, es:

+
fo" dx = Lim S = Lim aF ! rP

r-+1 r-+1

2
1 +r +r+... +r

+
por lo que si p # -1 concluimos que fopdx = aP"t, Cp+1D.

No es dificil extender la idea a todas las hipérbolas
definidas arriba excepto una, la de Apolonio xy = az, comao

ya ha sido indicado.

7. Roberval, Gilles Personne de (1602-1675). Nacid el
10 de agosto de 16802 en un pueblo cerca de Beauvais, en
Francia, de padres agricultores. Al parecer fue el dnico
de sus hermanos que recibié una educacidn elevada.

Rober val ocupé durante mas de cuarenta aflos la catedra
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de Ramus en el college Royal, debido probablemente a que
habfia desarrollado un método propioco de indivisibles muy
parecido al de Cavalieri, ¥y con el h&blil Ltruco de no
revelar su método a otros consiguidé con éxito su objetivo de
mantenerse Ocupand® la catedra hasta su muerte en 16785,

En 1634 Roberval logré demostrar que el Area
encerrada bajo un arco de una cicloide es exactamente igual
a tres veces el area del circulo que la engendra. Haclia el
afio 1638, Roberval descubrid un método para trazar la
tangente a la cicloide Cver figura #15) en cualquiera de sus
puntos, problema que resolvieron simultaneamente Fermat y
Descartes; calculdé el volumen del s8lido engendrado al
hacer girar el &rea bajo un arco alrededor de la recta base
de la cicloide. También calculé los volUmenes engendrados al
hacer girar dicho 4rea alrededor de su eje de simetria, y
alrededor de la tangente en el vértice de la ciclolde.

Roberval habia utilizado, para el problema del &rea, el
método de 10s indivisibles. Los métodos de los indivisibles
traducian concepciones procedentes de consideraciones sobre
la constitucién de la materia y sobre la cuestién del
continuoc. Unos sostenfian que la materia podia dividirse
infinitamente en particulas cada vez mais pequefias, sin
poder asignar un fin a esta descOompoOsicidn.

Ademés, cada particula infinitamente pequefia conserva
las propiedades de la materia sin ninguna alteracidn.

Roberval sefiala que su proplo método no compara 1los
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heterogeneos, porque considera estos indivisibles como
elementos infinitamente pequefios comparables entre si, ya
que un segmento, por ejemplo, estid compuesto de segmentos
indefinidos en numeros, y lo mismo una superficie, un sélido

etc.

Método de Trazar la Tangente a la Cicloide.

Roberval consideraba un punto P de la cicloide como
sometido a dos movimientos simultanecs, uno de traslacidn
con el circulo y el otro de rotacién, ambos con velocidades

iguales. Segun va rodando sobre la recta base AB, el circulo

generador (ver figura # 18), el punto P es arrastrado
horizontalmente, mientras que, al mismo tiempo, gira
alrededor de O, el centro del circulo. Podemos, pues,

trazar por P un segmento horizontal PS para representar
el movimiento de traslaciédn, y otro segmento igual PR
tangente en P al circulo generador, para representar el
movimiento de rotacién Cal ser iguales sus velocidadesd la
bisectriz PT del angulo RPS nos darid la direccién del
movimiento real del punto P en ese instante, luego PT es la

tangente de la cicloide buscada.

Ag

A fig # 18
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8. Torricelli, Evangelista (1608-1647). Fisico Y
matematico italianc, nacié el 15 de octubre de 1608. Inicio
sus estudios en el colegio de los jesuitas de su ciudad natal.
Después Ca la edad de veinte afiosd fue enviado a Roma, donde
recibié una formacién matematica. Torricelli mantuve una
correspondencia importante con los matemdticos de su época,
en particular, con Roberval y Mersenne.Conoccia bien los
trabajos de Arquimedes, de Galileo y el método de los
indivisibles de Cavalieri.

Torricelli mostré sumo interés en la cicloide y se

ocupd, ademas, de los infinitesimales sobre las tangentes,
dreas y volumenes, calculando el area del arco de cicloide,

el volumen del cuerpo engendrado, girando alrededor de su
asintota, del Area comprendida entre una hipérbola vy su
asintota ¥y wuna ordenada; asi como las cuadraturas de
diversas parébolas. Los problemas que se podian atacar,
utilizando métodos infinitesimales eran, en esa época, los
mas popul ares, ¥y Torricelli en particular disfrutaba con
ellos evidentemente. En su obra De dimensione parabolae, por
ejemplo, Torricelli presenta de manera increible
veintiuna demostraciones diferentes de la cuadratura de la
parabola, a partir de planteamientos que se dividen mas o©
menos equivalentemente entre el uso de indivisibles y el
método de exhausién, diez de ellas elaboradas por el método

de los antiguos, y otras once, utilizando el método de los
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indivisibles. Torricelli se mantuveo dentro de la influencia
geométrica de Cavalieri.

Un resul tado nuevo, de 1641, que agradd
extraordinariaménte a Torricelli fue su demostracidn de que,
al girar en torno al eje ox un 4area infinita, tal como
la limitada por 1la hipérbola xy=a2. una ordenada x=b vy
el eje de las abscisas, por ejemplo, el volumen del
sblido engendrade puede ser finito. Torricelli crefa
haber sido el primero en descubrir que UuUna figura de
dimensicnes infinitas podia tener una extensidn finita, pero
en este sentido, Fermat se le adelantd en sus trabajos sobre
las 4res bajo las hipérbolas de orden superior.

La breve ascciacidn de Torricelli con Galilec habia
despertado también en el joven estudiante el interés por
las ciencias fisicas, por lo que s€ le conoce mas como el
inventor del bardmetrc QuUe como matemitico.

Torricelli fue unc de los matematicos mas prometedores
del siglo XVII, al que se suele considerar como el siglo de
los genios.

Torricelli se ocupaba de miltiples problemas pero antes
de su prematura muerte, en 1647, logrd representar la cUrva
cUya ecuacidn, se escribe x = log ¥, en lo que es quizis la
primera representacidn grafica de una funcidn logaritmica.
Calculd el 4rea limitada por la curva, su asintota y una
ordenada, asi c¢como el volumen del sélido obtenide al

girar este area alrededor del eje ox.
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9. Wallis, John (1616-1703D. Nacié en Ashford,
Inglaterra el 23 de noviembre de 1616. Hizo sus estudios en
Cambridge fue profesor de la Universidad de Oxford y uno de
los fundadores de la Royal Society de Londres. Su obra mas
famosa es la "Arithmetica infinitorum'”™, (1685, en la que
perfeccionéd el método de los indivisibles, calculando la
cuadratura de las parédbolas y = x para cualquier valor real
positivo de m, desarrollé m en forma de producto infinito,
rectificé algunas curvas Yy cuadré otras; introdujo el
simbolo de infinito y fue el primero que estudid
sistemdticamente las series después de Cavalieri.

Uno de los libros mas importantes escritos en este
periodo es el de Wallis CArithmetica infinitorumo. Ya el
titulo de su libro muestra que Wallis intentaba ir mas alla
que Cavalieri con su "Goemetria indivisidbilibus"; era la
nueva aritmética lo que Wallis queria aplicar, no la antigua
geometria. En este proceso, Wallis extendié el algebra hacia
un andlisis verdadero el primer matematico en hacerlo. Sus
métodos de tratar con procesos infinitos eran imperfectos a
menudo, pero €1 obtuvo nuevos resultados; introdujo series
infinitas y productos infinitos y usé con gran audacia,
exponentes fraccionarios, negativos e imaginarios, escribié
o para 170 y sostenia que -1 > oo.

Wallis fue solamente un eslabédn de la cadena de hombres
brillantes de este periodo qui enes enriquecieron la

matemitica con descubrimentos tras descubrimientos.
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Wallis en su segunda obra aritmetizaba la geometria
indivisidbilibus de Cavalieri, quien habia llegado al
resul tado f:xm dx = a™ i,/ Cm+1l) por medio de una laboriosa
correspondencia biunivova entre los indivisibles geométricos
en un paralelogramo con uno de los tridngulos en que 1lo
divide en una diagonal, Wallis abandond el marco geométrico
después de haber asociado valores numéricos a los infinitos
indivisibles de las figuras. Si se quieren comparar, por
ejemplo, los cuadrados de los indivisibles en el triadngulo
con los cuadrados de los indivisibles en el paralelogramo,
podemos tomar la longitud del primer indivisible en el
triangulo como cero, la del segundo como uno, la del tercero
como dos, y asi sucesivamente hasta el udltimo, de longitud

n-1, si hay en total n indivisibles, la razén de la suma de

los cuadrados seria entonces:

para dos indivisibles

0%+ 12 1 1 1
= = _ . 4+
1%+ 12 2 3 6
para tres indivisibles
0%+ 1%+ 2° 5 1 1
= = +
2%+ 2%+ 27 12 3 12
para cuatro indivisibles
o%+ 1%+ 2%+ 3° 14 1 1
- +

3%+ 3%+ 3%+ 3% 36 3 18
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En general, para el caso en que hubiera n+tl indivisibles,

la razdén seria:

Y para n infinito, la razdén serfia obviamente igual a 1.3 y
el término complementario 1.6n se convierte en 10 o cero.
El resultado es equivalente a decir que f: x° dx = 13,
Wallis extendidé este mismo método a potencias enteras y

positivas de x mas altas, concluyendo por induccidn

incompleta que f; x" dx = 1.Cm+1D para todo m natural.

10. Pascal, Blaise (01623-1662>. Nacié en Clermont-
Ferrand, Francia. Segundo hijo de Etienne Pascal, Presidente
del Tribunal de Impuestos y Matematico aficionado que,
manteniéndose al corriente de las pricipales actividades
matematicas de su tiempo, fue capaz de realizar con é&éxito
algunos estudios matematicos, como por ejemplo, el caracol
de Pascal y proposiciones que al parecer demostrdé sobre los
triangulos.

Pascal, Blaise fue un nific prodigio, con &l se inicia
©l cdlculo de probalidades y el calculo mecanico, pues sdélo
contaba con 18 afios de edad cuando inventd la primera
maquina de sumar que se conoce. A la edad de 12 afios, se

inicia en las matematicas contra la voluntad de su padre vy
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emprende un dia la tarea de demostrar la trigésima segunda
proposicidén de Euclides, y su padre lo sorprendié en este
trabajo. Asombrado por la precosidad de su hijo, Etienne
suspende la prohibicién sobre el estudio de la matemitica y
le facilita los elementos necesarios para darle libertad a
su inteligencia. A los 14 aflos es admitido, junto con su
padre, en la Academia de Mersenne, que agrupa a los hombres
como Mersenne, Desargues, Roberval y otros. A los 16 afios,
expone alli teorias importantes como una propliedad
fundamental de 1las cdnicas 1llamadas desde entonces
"Hexagono de Pascal'.

Los estudios de Pascal en an&lisis basar on, en
sumaciones, las integraciones necesarias para calcular
arcos, superficies, voldmenes y para determinar centros de
gravedad. Pascal no se ocupé en el problema de las
tangentes.

Al introducir en su tratado de los senos del cuadrante
de circunferencia la notacidén de triadngulo caracteristico,
Pascal estuvo notablemenete cerca del descubrimiento del

cidlculo diferencial.

11. Huygens, Christiaan: (1629-1685). Astrdénomo
holandés, cultivé la matemitica pura. Perfecciond los
métodos hasta entonces conocidos para calcular el nimero T
se ocupd de las curvas planas, la tractiz y la catenaria,

hizo notables investigaciones en geometria diferencial con
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su teoria de la curvatura de las curvas planas, y a &l se
debe el primer tratadoe de célculo de probabilidades.
Hallé los puntos maximos Y minimos Yy el punto de
inflexidn, con lo que consiguid dibujar la curva
correctamente tanto para coordenadas positivas como
negativas. El cdlculo de puntos de inflexidn no era nuevo
con Huygens, ya que muchos otros matemiaticos anteriormente
lo habian resuelto, entre ellos ( Fermat y Roberwval D.
Huygens fue un cientifico de fama internacional a quién
se le recuerda, principalmente por el principio que lleva su
nombre en la teoria de la luz, por la observacidn de los

anillos de saturno y por la invencién del reloj de péndulo,

en 1658.

Estudidé la curvatura de muchas curvas Y sus
investigaciones lo 1llevaron a un descubrimiento de
importancia matematica: "La involuta (envolvented de una

cicloide es otra cicloide igual, © inversamente, la evoluta
de una cicloide es otra cicloide igual a ella'". Huygens hizo
su demostracién tomando puntos préximos y observando el
resultado que se produce cuando el intervalo que los separa
se anula. El aplicaba este procedimiento para hallar lo que
hoy dia se conoce como el radio de curvatura de una curva
pl ana.

Se hallan las rectas normales a una curva en dos puntos
préximos Py Q y la interseccidn de estas dos rectas

normales, el punto I, (ver figura # 16D
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fig # 16
entonces, a medida que Q se acerca a P a lo largo de la
curva, el punto I de intersecciédn wva tendiendo a un punto
fijo O que se llama centro de la curvatura de la curva en el
punto P, y a la distancia OP se le conoce como el radio de

curvatura de la curva en el punto P. C(ver figura # 17D

fig # 17
Huygens mantuvo un profundo interés por el estudio de
las curvas planas de orden superior.En esta linea, rectificé
la cisoide, estudié las propiedades de la tractiz, vy
demostré que la catenaria es una curva no algebraica,
mientras que Galileo habia creido que era simplemente una
pardbola. En 16856 aplicé Huygens el analisis infinitesimal a

las cédnicas, reduciendo la rectificacién de la parabola a la
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cuadratura de la hipérbol a es decir, al cllculo de un
logaritmo. Al afio siguiente, Huygens se convirtié en el
primero que logré calcular el 4&rea de un segmento de
paraboleoide de revolucidén (el “conoide"” de Arquimedesd
demostrando que la determinacidn de este Area puede

conseguirse por métodos elementales.

12. Barrow Isaac (1630-1677). Nacié y murié en Londres,
inicié su carrera estudiando filosofia, matematica y
teoclogia; Pretendid$ wuna catedra de griego, peroc no se la
concedieron por sus ideas politicas, adictas a Carlos II;
viajé por Francia, Italia, y Turquia; regresé a Inglaterra
en el aflo 1660 y entonces le dieron la catedra que antes le
habfan negado. Dos aflos después fue maestro de Newton en la
universidad de Cambrige, a quien cedidé su puesto, en 1669,
para dedicarse a la teologia.

Fue uno de los precursores del calculo infinitesimal,
inventé un método para la determinacidédn de las tangentes a
las curvas planas por medio del llamado triangulo cartesiano
o triadangulo diferencial, que es el formado por las
diferenciales dx y dy y el arco elemental ds, con lo que, en

realidad, la matemidtica le debe el concepto de derivada.

Método para deterninar tangentes a una curva

Para determinar las tangentes a las curvas planas
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Barrow explica su regla de la siguiente manera: Si M es un

punto de una curva dada por una ecuacidén polindmica f(x,yd>=0

es decir,

2 2 3
a + a X +a y +a X+a xy+a y + a x +
00 10 01 20 12 02 30

+ anoxn+...+ aOnyn = O,

y si T es el punto de interseccidédn de 1la tangente
buscada MT con el eje x, entonces Barrow considera ' un
arco infinitamente pequefic MN de la curva'™, las ordenadas
correspondientes a los puntoes M y N, y el segmentoc MR

paralelo al eje x ¢ figura # 18>

N
a
M — R
[ -]
m
o
T t
fig # 18

Llamamos m la ordenada de M y t a la subtangente buscada
PT v a, e los catetos vertical y horizontal respectivamente
del tridngulo rectingulc MRN, Barrow hace notar que la razdén
de a/e=m/t. Hoy dia, para nosotros la razdén as/e para dos
puntos préximos es la pendiente de la curva. Para hallar

esta razén Barrow procede de una manera muy parecida a como
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habia hecho Fermat; sustituye x e y en la ecuacidén flx,yd=0
por x+e e y+a respectivamente, y en la ecuacidn resultante
suprime todos los términos que no contengan a y e (por la
ecuacidén dada, la suma de todos ellos es cero) asi como
todos los términos de grado mayor que uno en a y en € y por
Gltimo reemplaza a por m y e por t. A partir de este
resultado, puede calcularse la subtangente C(proyecciones
sobre el eje X0 t en términos de x y de m y si X y m son
conocidas, la subtangente t queda determinada, y con ella la
tangente TM.

Presentamos un ejemplo a continuacidén, aplicando 1la
regla de Barrow para la determinacién de las tangentes.

Ejemplo :Supongamos que la ecuacidn fCx,y>=0 sea
yz—xy=0, entonces las sustituciones mencionadas
propor cionan:

Cy+ad?~ (x+edCy+ad = O

y2+2ay+az—ny+ax+ey+ae) = 0

yz—xy+a2+2ay—ax—ey—ae = O

sustrayendo yz—xy = 0

nos queda a2+2ay—ax—ey—ae =0

Despreciando las potencias de a y e mayores que 1, se tiene
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2ay — ax — ey — ae = O

il
o

Say — ax - e ( y+ad

al 38y - x)D e C y + a>d

a Yy + a
& @ By - x

A continuacién se reemplaza “a'" por "m"” y "e' por "t°.
La subtangente t se expresa entonces en términos de x y m,

Y queda determinada asi:

m oyt m
t gy - x °*
(2y—->Om

t =
y +m

Barrow no conocia directamente la obra de Fermat, ya
que no menciona su nombre en ninguna parte. Sin embargo,
menciona como inspiradores de sus ideas a Cavalieri,
Huygens, Gregorio de San Vicente, James Gregory y a
Wallis.

De todos los matematicos que anticiparon fragmentos del
cdlculo diferencial e integral, ninguno se aproximé tanto

como Barrow al nuevo cllculo que se avecinaba.



CAPITULO 2
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2. APORTES DE NEWTON Y LEIBNIZ.

En este capitulo presentamos algunos datos biograficos
de los c¢readores del c&lculo infinitesimal, Newton vy
Leibniz; también comentaremos sus principales aportes a
esta disciplina.

En cuanto a la creacién del analisis infinitesimal
hubo una gran polémica, que surgidé durante el siglo XVIII
entre los matemiticos ingleses y los del continente
europeo, los ingleses acusaban a Leibniz de  haber
traducido la obra de Newiton, los europeos acusaban a Newton
de ser el plagiador, Newton lo cred en el pericdo de
16651666 y Leibniz entre 1673 y 1676 pero Leibniz publicdéd
primero su invencién de 1684 a 1686 y Newton después entre
1704 y 1736. La escuela de Leibniz fue mucho mas brillante
que la de Newton, las notaciones de las derivadas sucesivas
de Leibniz se usan mas, ya que &l indica la variable
independiente, sin embargo, Newton no. Lo cierto es que los
dos lo trabajaron independientemente.

A continuacién, daremos una resefia biografica de estos
dos entes pensantes y sus contribuciones al calculo

infinitesimal.

2.1. Isaac Newton y sus Aportes.

Newton, Isaac (1642-1727). Matemiatico, Fisico y Astrdnomo
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inglés, nacié en Woolsthorpe, Lincolnshire, el 285 de
diciembre de 1642 y murid en Kensigton (Londresd el 20 de

mayo de 1727. Hijo de un labrador acomodado que murié antes

de su nacimiento; su madre, Ana Ayscough, se casé poco
después con Bernabé Smyth, Rector de Nortwithan, y confié al
pequefico Isaac, a los cuidados de su abuela, quien le envié a
la escuela rural. A los 12 aflos fue enviado a estudiar a la
Escuela de Grantham hospedandose en la casa del Doctor
Clark, un farmacéutico de la poblacién.

En la década de 16850-1660 lo sacaron del colegio para
que ayudara en la finca de su madre, ésta habia enviudado
por segunda vez, pero un dia un tio de Isaac le sorprendié
resclviendo wun problema de geometria, y adivinando las
verdaderas aptitudes y aficiones del jéven Isaac, convencié
a su madre de que su lugar estaba en el aula y no en la
granja, y fue enviado de nuevo a la Escuela de Grantham,
donde permanecidé 2 afos.

En 1661, fue admitido en Trinity College de Cambridge,
y obtuve su doctorado en 1665. Tuvo la suerte de contar
entre sus maestros, con Barrow, uno de los matematicos de
la época. En 1669, Barrow dimitié de su puesto a favor de
Newton, quien a la edad de 27 afos se convirtié asi en
catedratico de matematica de la Universidad de Cambrige.
Fue elegido miembro de la Royal Society en 1672, 1la
institucidn cientifica mas destacada de inglaterra vy

director de la Casa de la Moneda en 16896. Fue presidente de
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dicha sociedad, desde 1703 hasta su muerte.

En 1701 se establecid en la villa de Kensinton, en el
sector metropolitano de Londres, dedicandose por completo
al estudio y a la investigacién. Muy pronto se reveld Newton
comc un matematico y astrénomo genial, al descubrir la ley
de la gravitacidén, que es el fundamento de gran parte de la
ciencia moderna, e inventar el sistema de matematica
superior conocidas como célculo diferencial e integral.

Su gran talento matematico fue reconocido desde 16685,
durante ese tiempo realizé grandes descubrimientos
cientificos. -El primero fue el binomioc que lleva su nombre
y luego los elementos del calculo diferencial, que llamaba
fluxiones. -Poco después dijo que "habia encontrado el
método inverso de las fluxiones", es decir, el calculo
integral y -el método para calcular superficies encerradas
en curvas como hipérbola, y los voluUmenes de los sélidos.

Newton empezé a escribir un libro que contenia todo
esto y lo llamé »Philosophiae Naturalis Principia
Matematica”, YPrincipios matemiticos de la filosofia”,
universalmente conocido por Pincipia Matematica.

Newton fue respetado durante su vida como no habia sido
respetado ningin cientifico antes de ¢él. Al morir fue
enterrado en Westminster Abbey, junto a los héroes de

Inglaterra.
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2.1.1. La serie del binimio de Newton.

El mas famoso de los desarrollos en series es el
binomio de Newton, descubierto entre 1664 y 16685, valido no
solo para potencias de exponente natural n, sino también
para n racional. A las conclusiones de Newton en este binomic
le fueron de gran ayuda las contribuciones de la aritmética
de Wallis y la teoria de las probalidades de Pascal.

Cabe destacar dos hechos histéricos para poder
apreciar el aporte de Newton al formular la serie del
binomio:

1. El uso de los exponentes no enteros era desconocido,
Newton wutiliza los exponentes no enteros y negativos por
primera vez.

2. Antes de Newton la férmula del binomio se conocia sélo a
través del tridngulo aritmético.

Veremos la presentacién del binomio de Newton en su
forma para exponentes enteros positivos

Ca+bd™ = a™+ c’: a" b + c: a" %%, .. + " a b '+ b

donde el coeficiente binomial CT es el numeroc de
combinaciones de n elementos tomados + a i, el cuidl se
obtiene en la n-ésima fila del tridngulo aritmético, mejor
conocido actualmente como el tridgulo de Pascal cuya

representacidén es la siguiente:
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Tridgulo Aritmético Triadgulo de Pascal en

forma actual

Y

1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 B 1
1 6 18 20 18 6 1

oo W
e
OO &P

[y
aae=
(o) B

PR e
OO0
[N

Estos coeficientes binomiales eran manejados en la
antigua India antes de nuestra era y fueron manipulados por
los matematicos orientales.

Ejemplo: observemos el desarrollo de (x + a>* pero antes
veremos el desarrollo de las dos prmeras potencias 2 y 3,

para luego explicar los coeficientes binomiales de Cx+a)4,

tales son:

Cx+a)2 = (x+ad(x+ad= x2+ax+ax+a2=x2+2ax+a2
Cx+ad? = Cx+aClx+adCx+ad=
Cx2+8ax+a23Cx+aD
= x3+3ax2+3a2x+ aa
Ahora Cx+a)4 = (x+adCx+ad(x+adCx+ad

Cx3+3ax2+3a2x+a33Cx+a)

4 2 2 2 8 4
X + 4ax + Ba x+ 4 ax + a

ahora bien, sustituyendo el 4, el 6 y el 4 por su
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férmula correspondiente, tendremos

2 3 4

Cx+ad*= x*+ C: xa + C: x2a’+ C; X a + a

Newton concedia una gran importancia a los desarrollos en
series de potencias debidoe a que suministraban un método
para reducir las férmulas analiticas de expresar las curvas
a una forma candnica en la que todos los términos consistian
en un coeficiente constante por una potencia de la variable.

Examinando los coeficientes binomiales C: de la forma

generalizada del binomio de Newton se pueden escribir en

notacién moderna de la forma siguiente:

no_ oen nCnzad ... Cn-i+4)
C_L = Ct) o1
nCn-2) ... Cn-i+23Cn-id!
illn—1D!
luego C:= nl/ tln-d! con i= n.

es por eso que el coeficiente B del tercer término del

ejemplo anterior es:

C‘ - 41 _ 4x3x2
2 2 (4-2>1 =21 2t
_ 4Ax3
=2x1
= 6

"Newton vid gue esto tenia dos grandes wventajas: en
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primer lugar, el desarrollo en serie permitia realizar un
estudio mucho mas amplio de curvas, reglas y algoritmos gue

estaban definidas para ecuaciones sencillas; por ejemplo la

relacién S xdx = ;—é—;x"+1, conocida durante los afios de
1660 en diversas formas eqguivalentes. En segundo
tugar, los desarrollos en series suministraban un

método facil y wuniforme para aproximar o simplificar
foérmulas despreciando los términos de orden superior,
procedimiento gue Newton ultilizd en las aplicaciones de
sus métodos matematicos al tratamiento de problemas
fisicos". [CGrattan-Guiness (1984:768) Del célculo a la teoria

de conjuntosl.

Habiendo utilizado el binomio de Newton para exponentes

enteros n, y en su forma actual es:

catbo™ = a” + D T4 o nCn—1) ah T2 2, + B"
1 1 x 2
se puede generalizar para exponentes racional x = p/q, en

cuyo caso el miembro de la derecha del desarrollo

es una serie infinita.
Veremos un ejemplo en el cual el exponente es racional

aplicando la forma anterior en el siguiente binomio:
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1 + x O =1 + PR 4+ = X+ ===z x  + _Costs) @

=1 + 32 x* + 38 x*- 348 x® + o384 O+, ..

Newton observéd que esto lo podia llevar a cuadraturas de
algunas curvas , el cual permitié ver la cuadratura de la
hiperbola y = -T%§ -en el que el binomioc de la derecha tiene
exponente negativo donde n=-1 y procedid a buscar el A&area
bajo la hipérbola el cual did origen a la serie que hoy dia
se conoce como LnCl+xD, aunque Newton no se refiere a esto
como logaritmo mas sin embargo reconoce la similitud con los

logaritmos y procede a buscar el &rea bajo la hipérbola con

x > -1 vy sobre [0,x] Cver figura # 19D

y
.,
N 1
\' W t—————
y= x + 1
1
- XX
X
- fig # 19

Newton divide mecénicamente 1/Cx+1) y obtiene la serie
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a 4 S

1/Cx+1D =1 - x + x?— X+ X - X +

Y luego integra término a término para obtener el aArea el

cual es otra serie de la siguiente manera:

yvya hemos dicho que &l no se refiere a esto como un logaritmc

pero reconoce su caricter leogaritmico pues

Ln [C1+3 Cl+yd] = LnCi+x) + LnCl+yd

Ln [C1+x0/7C1+yD]) = Ln C1+x> = Ln C1+yD
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2.1.2. Método de inversién de series.

Para el método de inversién de series, Newton aplica
el método de aproximaciones sucesivas, el cual consiste
en buscar la inversa de una funcidén. Veremos el ejemplo de
la hipérbola para ilustrar este m&étodo. Tomaremos la serie
obtenida de la integracién de los términos de la serie de la
di visidén.

Dada la serie Z= X — 1.2 X° + 1,3 X° — 1.4 X'+ 1.5 %~
donde Z es el area de la  hipérbola y = 1/Cx+13, queremos
resolver para x en términos de Z.

Newton decide resolverlo sélo para los primeros cinco
términos en la serie para x , y desprecia todos los términos
de grado mayor que cinco, y obtiene:

1.5 x5~ 14 x4+ 1.3 x3— 1.2 x8+ x — 2 =0 ci>

la primera aproximacidén es x = 2

sustituimos x = Z+p en la ecuacién (11 y nos resulta

1./8CZ+pd 01 4 Z+pd 241 3 Z4pd -1 2 Z+pdEaczepd - Z = ©

haciendo uso del tridngulo de pascal y resolviendo tenemos

1.8¢20+852 p4102°pT+1 025 p o +85Zptepor -1.04 ¢zt

2

+4Z B2 e +4Zp o 4p )

+1./3C Z2+370p+aZpTApoy - 1,2 CZo42Zp +po> + (Z+ pd — Z =0
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1/525— 174 Z4+1/3Z3—1/2 28+CZ4—23+22—Z+1Dp+C223—3/2 22+Z--1/2)pa

224z 413> po+ cz-1.4> prr 1.8 p° = 0 cad

despresiando los términos no lineales de p obtenemos

102 2P 1,3 2o+ 1.4 Z2a.m Z 2
p - 12z +. .., €3

1 -z + 22_ 23+ Z4

como la primera aproximacidén fue x= Z2 y se sustituyd
x =2 + p segan (3D p = 1.2 22 se tiene que la segunda
aproximacidén es x X Z + 1.2 22

En la ecuacidén (2) sustituimos ahora p= 1.2 22+ q

a2 22+ 13 23— 14 Z4+ 1.5 ZSD + C1.2 28+ agdc 1—Z+Z:—23+Z4D

vt Prpa2 vz 327+ 22D+ . =0

resolviendo esta igualdad obtenemos

1.6 23+ 1.8 24—1/2325) + q4C 1 - 25+ 1.2 223 + . . =0

de donde q = 108 Z*+1/872 —81/2 - S

1 -z +1.2 2

asi la tercera aproximacidn de x es:

x= Z + 172 22 + g o sea x= Z + 1.2 Z2 + 1.6 23.
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Continuando en esta forma Newton deduce que

x = Z + 1,2 Zo¢ 1.6 Zo+ 1,234 24+ 1120 2o+

como Z = Ln C(1+% esto equivale a ez— 1 = %, Newton encuentra
. . . Z
por primera vez la serie exponencial e =1 + % es decir

=1 + 2 + 1.2 Zor 18 2o+

Ejemplo #2.
Calculando la longitud de la circunferencia de radio 1 y
centro en el origen de coordenadas, Newton obtuve el

elemento de arco que en nuestro simbolismo es:

Zz = ArcSen
dz = dx
1—x3

utilizando el teorema del binomio se tiene que

C1—x23*1/2= 1 + 12 xa + 38 x4 + 516 x8+...

C1 + 1.2 x2+ 38 x 4 + B/16 3¢ 8+ ... 0dx

luego d=z

x + 1.6 x3 + 3/40 xs + S5/112 x7 +.

donde z
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resolviendo solo para los cuatro primeros términos se tiene:

Ss112 x7 + 3740 xs + 16 x3 +x -z =0 1>

la primera aproximacidén es x = z

sustituimos x = z + p en la ecuaciédn (11§ y resulta

B112Cz +...> + 3,40C 2o+ ...D> + 1/8Czo+ 32z%p+...D> +p= O (2

despresiando los términos no lineales de p se obtiene

1/6 z°+ 3,40 25+ 512 z7 -
P T i fraetise 07
la segunda aproximacidén es x = z + 1.6 23
En la ecuaciédn (20 sustituimos ahora p = -1./6 23 + q
qQ+1/6C —1/222 ¢ ... > + 3/40C 2o+ ... + . =0

112 - 3740 > z°

1120 z°

resolviendo se tiene que q

q

es decir, que la tercera aproximacién es

X =2 — 16 23+ 1120 z°

haciendo cambio de variables se obtiene asi que

Senx=x—1/6x3+1/120x5—..

Ahora se observarid como Newton obtuvo la serie del
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coseno a partir de la serie del seno.

Ejempleo #3. Cos x = (1 - Sen”x 72

desarrcollando la serie del binomio

Cos x =1 — 1/2 Sen>x - 1.8 Sen*x ~ 348 Sen®x +

reemplazando el Sen x por su serie tenemos

3 S

1 - 1/8 Cx — 1.6 x°+ 1120 x°+...>%

-~ 1.8 (x - 1.6

+ 1120 x0—...0% 348 Cx -1.6 3"+ 1120 xo—...>2%. .

(o] e

=1 - 1/2 Cx°+ 136 x°+ (11200%°- 1.3 x*- 1360 x

12 10

#1860 x°+...0 - 1.8 (x*+ 112068 %+ 1.120* x*°- 23 x°

—€1.-300C12180x*+ 130 x®+...> ~ 3-48¢ x°-c1.6>° x'®

+1.20 x° - x® - c1.®>%11200 X%+ ...>

2 4

=1 - 1/8 % + 124 x* - 1720 x° +

En resumen el método de inversién de series consiste en
obtener una serie x = b12 + b222+ .. » en donde debemos

. 2
bn’ de una serie Z = a,x +a_.x +...

encontrar los b1, b 1 2

P

Suponemos que b1= 1/31,...

hacemos la siguiente aproximacidén x= b12 + b222+ ... +r yla

reemplazamos en la serie original
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I
O

a, (b Z + b222+. 4>+ a b Z + b228+ L w8 .z

resolviendo y agrupando las variables y los términos de r

obtenemos CAZ '+ BZn+1+...D +r C A*+B'2Z2+...2 + _, = O
donde A,B,....,A*,B',... son aibj con i,j 2 1
despejando n Nl
o~ AZ*BZ _ t ... . _ A _n,
A* + B2 + ... Al
asi para un b = - A
P Yy by AT >

Otro de los descubrimientos que realizé Newton fue La

Teoria de las Fluxiones que explicaremos a continuacidén.

2.1.3. Teoria de fluxiones.

Newton descubre el Calculo el cual llamé Teoria de
Fluxiones " durante los afios 1665-1666 cuando &l permanecid
en su lugar de nacimiento en el campo, para escapar de la
plaga gue infestd a Cambridge”. {Struik Dirk Jan.
(1986: 1555 Historia concisa de las matematicas].

“"Newton afirmaba gue su calculo no dependia de la
existencia de las cantidades infinitamente peguefias; su
concepto fundamental era el de fluxidn, la velocidad del
cambio de wuna wvaritable gue puede ser considerado como
aumentando o disminuyendo con el tiempo'. [op. cit. Grattan
Guiness (1984:1173].

Hoy dia 1lo gque es para nosoclros las derivadas
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(intensidad del cambic de velocidades con respecto al
tiempod, Newton lo llamé fluxiones y lo que es para nosotros

una variable, Newton lo llamé fluxién o fluente.

"El descubrimiento de las fluxiones” por Newton estuvo
intimamente conectado con su estudio de las series infinitas
através de la Arithmetica de Wallis. Esto lo condujo a
extender el leorema del binomio a exponentes fraccionarios y
negativos y asi, al descubrimiento de las series binomiales.
Esto, una vez mas contribuyd grandemente en
el establecimiento de su teoria de las fluxiones para
»todas™ las funciones, ya fueran algebraicas o
trascendentes. Una "fluxiédn”, expresada por un punto
colocado sobre wuna letra, tenfa su wvalor firnito, una
velocidad; las letras sin el punto representaban
"fluentes”. [Op. Cit Struik (1986:155))]

Las variables de fluentes se designan por v, y,Z,... ¥y
las velocidades por las cuales cada fluente es
incrementada por su movimiento generatriz C(llamadas
fluxiones), las representaban por las mismas letras con
puntos, asi V,X,¥,Z,.... Los infinitesimales de Newton son
1l amados "momentos de fluxiones"” los que son representados
por Vo, %o, yo, zo, ... siendo “¢o' una cantidad infinitamente
pequefia. Esto es el producto de la velocidad instantanea por
el momento de tiempo. En esencia, el momento del fluente es

su diferencial. Se ilustraria el método de fluxiones de
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Newton con los siguientes ejemplos.

»Ejemplo # 1. Consideremos la curva de la ecuacidn

P a >+ axy - y9= O
al sustituir x + o por x , y + yo por y, dard lugar a
3 2, . . .3 3 2 . . . .
X +3X Xo+3x X0 Xo + X o - axX — 2ax Xo - a xo xo + axy tay xo
+a xo yo + ax yo - y9—3y2 yo— 3y yo yo - ya o® = 0
y eleminando X ax’+ axy - ya ya que es igual a cero,

dividiendo después por o vy despresiando finalmente los

términos en gue todavia figure el factor o, nos gueda
2 . . . . 2,
3T X - 2 ax X + ay X + ax y - 3 yy =0

Este ejemplo muestra gue Newton pensd sobre sus derivadas
como velocidades. De esto se puede calcular la razén de y a
5, Yrx = € 3 - Pax + ayd o € 3y - ax >
Notese que el numerador y el denominador en el resultado

final son (salvo su signo> las derivadas parciales fx \Y fy

de fCx,y2 = 3P - ax® + a xy - ya” [Op. Cit Grattan Guiness
C1984:8101.
Ejemplo # 2. Consideremos la ecuacidn ngy + 4 x yz = 0

BC x + X)Xy + yod + 4 Cx +%od C y + yod2 = O
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BLCxP+2% %o+ X0 DCy+yod ]l + 4[Cx+kodCy +2y Yo+ yo 21 = O

3Cx2y+8xy xo+ kozy+x2yo+8x xXo Yo + kozyo) + 4ny2+ 2xy Vo +x

yoz+ Xo y2+ 2y xo yo + Xxo yoz > =0

dividiendo por o y despresiando los términos en que todavia

figure o, se tiene: 3Cx?y+8xy X+ xgy) + 4nyz+8xy y+y2x> =0

3’y + dxy" + 3(EBxydk + 3y + A@xydDy + 4y°k = O

segin la condicién inicial los dos primeros términos son

iguales a cero, del cual queda la siguiente expresidn:

Exyd X + By + 4 2xyd ¥+ 4y k=0

Como se observa, el objetivo principal del método de
fluxiones es el de determinar la fluxién dado el fluente, el

cual representa la diferenciacidédn implicita a una funcién.

2. 2. Goottfried Leibniz y sus aportes.

Sin lugar a dudas, muchos autores coinciden que el mejor
matematico del siglo XVII fue Gottfried Wilhem Leibniz,
principalmente por su destacada y marcada genealidad vy
productividad en la matematica. Cabe observar que durante

este periodo sobresalieron matemiticos como Kepler, Galileo,
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Descartes, Pascal y Newton.

Leibniz nacidé en Leipzig, Sajonia, el 1 de julio de 1646
y murié en Hannover, el 14 de noviembre de 17186. Ingresdé a
la wuniversidad a los 15 aflos (1661) y a los 17 aflos
(1663> obtuvo su bachillerato en artes. Continué sus
estudios en légica, filosofia y leyes y a la edad de 20 afios
(1666> presentd su tesis titulada "Enfoque histérico para la
ensefianza de las leyes". Solicitdé su ingreso a 1la
Universidad de Leipzig para estudios doctorales en leyes
pero fue rechazado alegandose razones de edad. Sin embargo,
insistié en su empefic Yy posteriormente aplicd a la
Universidad de Altdorf en Nuremberg, siendo acogida su
solicitud que le permitidé finalmente obtener el grado de
doctor en leyes en 1867, es esto a los 21 aflos de edad.

Una vez concluido su trabajo académico, la Universidad de
Altdorf le ofrecid un puesto de profesor de derecho a lo que
Leibniz rechazdé para incursionar en el campo politico y el

servicio gubernamental.Afirman sus historiadores, gque su

estudio serioc de la matematica, no 1lo inicia hasta
después de 1672, a los 26 aflos, cuando tuvo que ser
enviado en misidén diplomatica a Paris. Los siguientes

cuatro afos de permanencia en Paris son considerados
como la ‘“época prima inventiva" en matematica para
Leibniz; andloga situacidn atribuible a Newton
(1664-1666 . Durante ¢ésta ¢época, Leibniz concibié los

principales rasgos de su versién del calculo que
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posteriormente fue desarrollando en el transcurrir de su
vida, enfoque este que domindé al de Newton durante el siglo
XVIII.

De regreso a Alemania en 1676, permanecié sus restantes
cuarenta afios como bibliotecario y secretario del Electorado
Cregiénd de Hannover. Leibniz fue de los primeros
después de Pascal en inventar una mAquina calculadora
durante su época en Paris, y a propésito de esto &l
sefialaba: "Es desafortunado que un hombre excelente pierda
horas en trabajo de cé&lculo cuales pueden seguramente ser
realizados, si se usara la maquina'™.

Un aspecto importante que hay que sefialar de la vida de
Leibniz es lo referente a lo que se considera su "proyecto
de vida", en otras palabras, la bisqueda de un lenguaje
universal o légica simbélica que pudiera estandarizar vy
mecanizar no sélo los calculos numéricos, sino también todos
los procesos del pensamiento humano y poder eliminar el
trabajo de rutina mental y los pasos. Su meta era 1la
creacidén de un sistema de notacién y terminoclogia que
pudiera codificar y simplificar los elementos esenciales del
razonamiento 1légico como tal. Su investigacién de una
"Characteristica generalis” lo condujo a permutaciones,
combinaciones y a la légica simbélica, su investigacidédn de
la "Lingua Universalis", en la cual todos los errores del
pensamiento aparecian como errores de cdmputo, condujo no

solamente a la légica simbdlica, sino también a muchas
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innovaciones en la notacidén matematica. Esta aparente
formulacidén antecedid al serio interés por parte de Leibniz
hacia la matematica. Como bien se ha afirmado en sus notas
biograficas , "un hombre que genera tales pensamientos en su
mente, tiene la matemitica en la sangre, a pesar que ignora
sus detalles”. Se piensa que durante su periodo en Paris,
Leibniz se encontré con Huygens, quién le aconsejé que
leyera los +tratados de Pascal de 1888-16858 si deseaba
hacerse matematico. En esta misma etapa viaja a Londres
donde presenta su maquina calculadora e ingresa a la Royal
Society, alli logré adquirir un ejemplar de las
lecciones geométricas de Barrow y logré entrevistarse con

Oldenburg y Collins.

2e2el. Método de sumacidn.

En su obra Historia y Origen de CAlculo Diferencial
publicado dos afios antes de su muerte, Leibniz indica que
su fuente de investigaciédn para el célculo surge de sus
trabajos de suceciones de sumas y diferencia de numeros.
Sostiene ademis, que siendo muy joven se habia interesado en
las propiedades de los numeros, lo que le llevé a publicar,
en 1666, un Ensayo titulado “Del Arte de las combinaciones”
que trataba con las propiedades elementales de las

combinaciones y permutaciones.
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Recién llegado a Paris, lLeibniz se interesé por el hecho
sobre la suma de las diferencias de términos consecutivos de
una sucesién finita de términos.

Veamos, sea la sucesién a , a, az, - |

(o] 1

Yy la siguiente sucesién de diferencias

tal que d = an.,-—at,1 para =1,2,...,n. Si sumamos todas
L L =

estas diferencias, tenemos que:

d1+d2+ ol dh= Cai—aoD+Ca2—aiD+...+C a - awdD = a -a 1o
De esta menera, se observa que la suma de diferencias
consecutivas es igual a la diferncia del primero y Ultimo
término de la sucesidén original.
Analizemos el ejemplo propuesto por Leibniz de 1la
sucesién finita de cuadrados (0,1,4,9,...,n2). Tenemos que

sus diferencias estan dadas por:

d=1 , d=38, d=5,..., d =n"-(n-12% =2n - 1
1 2 3
entonces de acuerdo a (1D,  1+3+B+...+(2n-1d= n° (&)
lo que se conoce hoy dia, como la sumas de n enteros impares
positivos y da como resultado, la cantidad de éstos elevados

al cuadrado.
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Siguiendoc esta misma linea y el resultade (2), se
prueba que 1+2+3+4+...+n = 2 Cn+lD.
Para elloc agregamos el resultado (2> la cantidad 2+4+...+(2n:

esto es, la suma de los pares a ambos lados, asi:

1+2+3+. ..+ C2n-1d>+C2nd> = 2n*

(2n+2).

2.2.2. FOrmula de transmutacién de Leibniz.

Leibniz al leer las obras de Pascal por recomendacién
de Huygens quién ademias le regald un ejemplar del péndulo,
se familiarizé con el triadngulo caracteristico de Pascal que
éste wutilizd (Leibnizd en la cuadratura del seno, el cual
también se utilizdé para la resolucidén de problemas sobre el
trazado de una tangente a la curva.

El triangulo cc'd de la siguiente figura situado a 1lo
largo de la curva es el llamado trilnguloc caracteristico de
Pascal y era semejante a los triadngulos formados por 1la
ordenada, tangente y subtangente, o por la ordenada, normal

Yy subnormal.
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Con el uso del tridgule caracteristico, Leibniz
consigue obtener una transformacién especial de cuadraturas
a la que llamé "Transmutacidédn’.

Leibniz dividié en infinitos pequefios rectangulos el
drea debajo de la curva y=f(xd con x € [a,bl] para explicar
la cuadratura y que los correspondientes indivisibles tengan
la misma area.

Sean P (x,y) ¥y Q (x+ dx, y + dyd puntos socbre la curva
y = f(xD, x €la,bl] figura #20 Leibniz considera el triangulo

infinitesimal OPQ, donde O es el origen

R4
Y:g(n)
Q [ 4
ds
pe »
R - -t
{ [}
1
T - _[ _. 1
S im 1 L | v
1 1 .
) | , | '
! i
’ I | |
' . ! |
Q G b “.x
%
fig # 20

Sea la 1linea tangente determinada por el arco
infinitesimal ds unido por P y Q e intersecta al eje y en el
punto TC(0,2) donde z =y - x dy

dx

J -z

v por semejanza de triagulos: APQR y ATPM.

dy_
ya que o=

Si OS es el segmento de longitud p perpendicular a la
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linea tangente extendida, entonces el triadngulc
caracteristico es PRQ, luego : gg = 92
O sea z dx = p ds. Donde el 4area del triangulo infinitesimal

OPQ es a COPQ = i p ds = i z dx

si consideramos el sector OAB, mostrado por la curva AB de
y=fC(x> y el radio OA y OB, dividido en infinitos triangulos
como OPQ como dijimos al inicio, entonces tenemos que el

Area de OAB es

aCOAB> =

N {=»

SO oz dx donde x = g(>D

definida anteriormente como z = y - x gi pero

£° y dx = a CA OBBY + a CA OABD - a CA OAad

= L bfrebd + 2 sP2 dx Lafcad
2 2 a 2

= L [pb fCbd - a fCadl + % s° 2z dx
2 2 a

= Lt xy 1%+ Pz axo
2 a a

que es la férmula de transmutacidén de Leibniz. Note que la
sustitucidn de =z = y - x gi en la férmula de 1la
transmutacién de Leibniz nos lleva a la integracién por
partes f: y dx = [ xy ]: - f: x dy.

Para Leibniz el problema era mis complejo, la integral
surgia inicialmente como definida, como suma de un ndamero

infinito de diferenciales infinitesimales. La integracién

se resumia practicamente a la biasqueda de funciones
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primitivas.
Una de las interesantes aplicaciones de la regla de
transmutacién la hace Leibniz en la cuadratura aritmética

del circulo.

Cuadratura aritmetica del circulo.

Consideremos la ecuacién del circulo yz + X0 = 2x para

y € (0,13

dy 1 - x

ddx j 2x - xz

dy _ 1-x
dx y
si zZ =y - X gi

reempl azando gi obtenemos:
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Y
_ 2x - X
4 ————————
J ax - x°
2
2 x
z = S
2x - X
22= x
2 - x
despejamos x
22%- 2%x = x

2
Z X + X = z

2
x C z°+ 1) =2 2%

y cbtenemos x — —7521—
z- + 1
Leibniz aplica 1la regla de transmutaciédn para

encontrar 1 cuarto de circulo de la siguiente forma:

Sy dx =t cx l ax - x> 1+ otz dx >
o] 2 (o] o]

Y
segin la figura 1
tenemos que o _— X
Sz dx =1 - s* x dz
o o

luego J;y dx = [1 +C1 - J: x dz > 1

c2-s' %xdz>d
o]

= N N

N |»

st x dz
o]
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=1 -2, 224

1 + =

1 zz

= 1 - Jo . dz

1 + =z

efectuando la divisién de _——i—__i obtenemos:
1 + =z

= 1 - f: zzC1 - zz+ z‘— zc+ .. dz
= 1 - J: C zz— z4+ 26 - z°+ ce.Dd dz

integrando término a término tenemos:

1 a3 1 s 414 2 1 o
= 1 - [ —mz—-=2Z2+ -z - ==z4+ ... 1]
-] 5 ? o o

1 1 1 1
=1 - =+ 2 - 24 2
3 5 2 Q ’

Leibniz, ignoraba el problema de convergencia y culmina

1. 12 1 1 .
afirmando n/e¢ = 1 —;+ =" 5 + o " - conocida como serie de
Leibniz.

n
C-42D 1 1 4 1
La serie S s =1 - = 4 = - = 4 = -
n O 2n+t 8 5 ? o

por el criterio de Leibniz para serie alternantes converge a
n/4.

En conclusiédn, Leibniz descubrié la relaciédn inversa
entre los métodos de trazado de tangente y las cuadraturas.

Al parecer, Newton y Leibniz descubrieron sus formas de
cdlculo independientemente uno del otro. Ambos se apoyaron
en la experiencia de los numerosos predecesocores, en los
cuales se acumuldé una suficiente cantidad de premisas para

sus descubrimientos.
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El simbclismo y los términos de Leibniz resultaron muy
apropiados, no eran complejos y reflejaban la esencia del
asunto, contribufan a la comprensién y permitian operar con
ellos segdn reglas relativamente simples. El llega a la idea
sobre el simbole "d" para la designacién de diferencias
infinitasimales.

Las ideas de Leibniz provocaban una tendencia a aceptar
mejor la idea de diferencial que la de fluxién.

Newton era ante todo fisico, y como tal le interesaba el
cdlcule como instrumento de investigacién, sin preoccuparse
de la pureza de sus conceptos, su concepto de derivada
(fluxidndy de diferencial Cmomentoe de fluxiénd. En cambio
Leibniz es fildsofo, y se interesa ante todo por el rigor
légice y pureza de los conceptos, su definicidén de
diferencial (16808 es perfecta y sus notacicnes son las que
han perdurade hasta nuestros dias.

A modo de ilustracidén damos un cuadro de ncoctaciones usada

por ambos y la actual.

NOTACI ONES

Actuales de Newton de Leibniz
variable indepen
diente x

funcidn vy fluente
incremento dx o dx ¢ antes x/dd
derivada y’=g£ fluxidén ¥ dy- dx
diferencial dy momento oy diferencial dy




CAPITULO 3

LA EPOCA DE EULER
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3. APORTES DE EULER.

3.1. Leonard Eiiler.

EUler,. Leonard (1707-1783). Matemiatico y fisico aleman,
de origen suizo, nacid en Basilea el 15 de abril de 1707 y
muridé en San Petersburgo el 18 de septiembre de 1783. Fue
discipule de Jean Bernoulli y tal vez, el matematicc mas
prolifico de la historia. Se considera generalmente a Eiiler
como el fundador del anilisis matemitico puro. Durante su
vida publicé miés de seiscientos ensayos importantes socbre
matamdtica, &lgebra, astronomia, mdsica y mecénica.

En 1727, marchd a Rusia; invitado por Catalina I; en 1733
sucedidé a Daniel Bernoulli como miembro de la Academia de
San Petersburgo y pudo dedicarse a la investigacidén; en
1741, pasé a Berlin llamado por Federico el Grande, y en
1766 volvid a Rusia donde murid.

Escribié més de un millar de memorias que ocuparan
sesenta y nueve volUmenes, de los cuales sélo hay publicados
veintiseis hasta ahora. Todas las ramas de la matematica le
deben algo. La actual teoria analitica de los numeros primos
se inicia c¢con ¢él; en Algebra dié nuevos métodos de
eliminacién y son notables sus aportaciones a la teoria de

ecuaciones, pero es en analisis donde mas se destacd, siendo
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el primerc un tratado sistematico de calculo infinitesimal
Introductio in analysis infinttorum publicado en dos
volumenes para el afic 1748, donde introduce el concepto de
funcién y donde aparecen por primera vez los logarftmos comc
exponentes. Esta obra, catalogada como una de las mas
importantes en la historia del c&lculo infinitesimal y 1la
geometria analfitica, recoge ciertos resultados que habfa
escrito en sus memorias anteriores, presenta nuevos aportes
Y desarrolla algunos de los principales conceptos que sobre
el tema habfan obtenido sus predecesores (Newton, Leibniz y
Bernocullid. Con el fin de formarnos una idea acerca de su
contenido, presentamos algunos de los interesantes
resultados que aparecen en ella.

En el capitulo 1IV: "Del desarrolloc de las funciocnes en
series', Eiller presenta el hoy conocido teorema del Binomio
de Newton; teorema que usara en la obtenciédn en series de
las funciones logaritmo, exponencial, senc y coseno.

Segun Euler,'"la funcidn irracional (P + ™" se
puede desarrollar como sigue

P p P . {m-2r/n 2

msn m/n, m msn — m m-n

CP+QO = P + = P Q + - -—— P Q'+
n

n 2n
Yy menciona gue si m/n €5 un entero posittive o cero, tal
desarrollo en serie serd finito, y si m/n no es un entero
positivo o cero, tal desarrollo serad infinito”. [Op. cit.

Cantoral, (1993:12121.

En el capftulc VI intredujo el concepto de logarftmo,
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diciendo que si a » 1 el logaritmo de x en base a, es el
exponente z tal que a‘= %X, siendo esta la primera vez que se
presenta el logaritmo interpretado como un exponente.

En el capitulo VII introduce el nuimeroc e, el cual
ejercidé en Eililer una especial fascinacidédn. Es asi como
dedicd buena parte de su tiempo al estudio de algunas
propiedades. Lo calculd con 23 cifras significativas

e = 2. 718 281 828 489 045 235 360 28. ..

Los capitulo 1V, XII1 y XVII, estan destinados al
estudioco de algunas series, especialmente las series de
potencias , y sus relaciocnes con los productos infinitos.

Al segundo tomo de Intruductio in Analysi Infinitorum lo
dedica al estudio de la geometria analitica, perfeccionando
los métodos cartesianos.

En 1758 se publicd en San Petersburgo su tratado
Intitutiones calculis di fferentialis. Esta obra esté
dedicada al estudioc del c&élculo diferencial. Uno de los
aspectos mids importantes de esta obra es la desenvoltura con
que maneja las series. El libro lo inicia con el estudioc de
la teoria de diferencias finitas, para llegar a continuacién
al célculo diferencial, como la forma limite del cillculo de
diferencias finitas, introduce el simbolo A.

Mediante ¢l método de inversidn de series que ya habia
sido introducido por Newton encuentra el desarrollo en serie

de potencias de la secante, obteniendo la siguiente

E
. - _ 2n 2n
expresidn Sec z ngoc 1> TSI z
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en donde los coeficientes En se denominan numeros de Eiler.

En 1768 se publica el primer Tomo de otra de sus obras
Introductiones Calculi Integralis, y el tercero se publicéd
en 1770.

Para Eiiler la integracién es el proceso inverso de
la diferenciacién, como lo es la resta de la suma; ¢l no
concibe la integral como el limite de wuna suma. Eiller
dividié esta obra en dos partes:
t2 Integracidn de expresiones diferenciales.
11D Estudio de las ecuaciones diferenciales.

El calculo integral cambié de aspecto a partir de Eidler,
quién dice que tiene por objeto obtener de una relaciédn
entre elementos infinitesimales otra equivalente en términos
finitos; y, estudia sucesivamente la integracién de las
funciones racionales e irracionales para abordar 1luego
los casos en que intervienen las exponenciales,
logaritmicas y circulares, siendc de destacar el hecho de
haber encontrado todos los casos de integrabilidad
de las diferencias binomiales haciendo nuevas e importantes
aplicaciones a las series Yy para concluir esta primera
parte, estudié las integrales definidas y el célculeo de
productos infinitos, mediante procesos que requieren la
utilizacidédn de integrales.

El segundo volumen lo destina a la resolucidn de
ecuaciones diferenciales, en cuanto a su contenido y

desarrollo.
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Después de su muerte, se anexé en 1784 un suplemento
integrado por memorias sobre los temas que aparecen en
Introducciones calculi itntegralis, que se escribid antes de
la publicacidédn de esa obra.

Gracias a las obras: Intoductio in Analisis Infinttorwum,
Institutiones calculi differentialis, e Institutiones
calcult integralis, se ha dicho que todos los textos de
cédlculo elemental y avanzado, desde 1748, son esencialmente
copias de las obras de Euler, o bien copias de copias de

Euler.

3.2. Series infinitas.

Un ejemplo tipico es el desarrcllo en serie de la
funcidén exponencial aX. Euler introdujo un concepto de
logaritmo, diciendo que si a>1 el loraritmo de x en base a,
es el exponente y tal que ay=x, siendo ésta la primera
vez que se presenta el logaritmo interpretado como un
exponente.

Nétese que ao=1, entonces, para un valor € infinitamente
pequefic escribe af=1 + ke, con k constante (1D.

Si x es un numero positivo, X/ es un namero
infinitamente grande. Por tal razén lo identifica como un
numerc N de valor infinito, es decir N=x/e.

Entonces aX= a = c1 + kedN= ¢1 + kY 2
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Aplicando la serie binomial obtiene

a®= ¢ 1 + kN
= 1+ N Ckx N> + NCN-1>/2! Ckx/ND o+ ...
+NCN-1). . . CN-n+1d/n! CkxeNO N+, .
2 2

]

1+kx+CN-1D/N k2! x + ...
n

EN-1DN CN-2DN CN-n+13N k"nt >N+, ..

como N es infinitamente grande, Eliler asume que

1=CN-1D/N = C(N-2D/N= ... = C(N-mD~N

]

por lo tanto

aX = 1 4k o2 Ko+ . . o+ xMont kD L.

y sustituyendo x=1 obtiene que

a =1 +k +1.2! k24 ... + 1.mt K™+

entonces Eiller define el naGamero ‘e como el valor de "a
para el cual k =1, esto es

e =1 + 171" + 12" + 1730 + ... + 1/n' + ...

e =2 + 12" + 13" + ... + 1/n!
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y escribe la expresién hasta con 23 decimales

2.718 281 828 450 045 235 360 28

L]
it

Cl1 + kx/ND>

X
como a

1 se tiene

reemplazando "a"™ por e y k

en donde N es infinitamente grande. La ecuacidén (30 se
escribe posteriormente como la férmula ex=nl£mmF 1 + »xn O"
donde e = 14m C 1 + 1.n >"

n-+ o

1/n_

Eliler demuestra que In C1+0 = %ag n [ C1+ 1]

o
y ademas que InCl + yd =n§1c_1)n+1yn/ n

veamos cémo lo hizo.

Tomando y = a*-1 entonces

14y =2 =aM = c 1 + ke VN o
luego 1 + ke =C1 + vy )1/N
y asi e =C 1+ vy )i/N -1
k

Pero de (4) se obtiene que logaCI + y> = Ne de donde
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log C1+yd =N [C1 +y >IN 41 e
k
en particular si a = e y k = 1, entoces la expresién (B se
1N
transforma en InCi+yd = N [C1+yD - 11 ced
utilizando la serie binomial, resulta
C1+y)1/N= 141N y + 1/N C1/N -15 y2+ 1 /NCL/N-15C1L/N-2D y3+...
2! 3!
Pero como N es infinitamente grande, se toma 1N -1 = -1,
luego N [C1+y)1/N— 11=1 12! ya+ 13! y3—... +
c-1>"* 1y,
reemplazando en (6) se obtiene
® n+1 n
LnCl1 + y> =nE1C—1) Y /n esta es la serie de

Mercator descubierta en 1668. Eiller no se preocupd para que
valores son o no convergentes las series que obtuvo.

Otro de los aportes de Eililer es el de haber obtenido la
serie del Senco y Coseno de una manera diferente a las de
Newton la cual presentaremos a continuacién.

En la obra Introductic de Eiler, introduce por primera
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vez un teorema trigonémetrico, el cual en su forma actual es
CCosp ha i Sen "= Cos n© h 1 Sen n@ cuyo inventor es el
matemidtico francés del siglo XVIII Abraham De Moivre, dicho
teorema lo usé Eilller para obtener la serie del Seno y Coseno
veamoslo:

Sea £ un nuUmero infinitamente pequefio y N un numero
infinitamente grande (y entero positivol. Por la identidad
de Moivre tenemos que

C Cos € + ¥ Sen ¢ )N= Cos Ne + 1 Sen Ne
C Cos € - t Sen ¢ )N= Cos Ne — U Sen Ne

sumando y restando éstas férmulas se obtiene

CCos € + t Sen s)N+ CCos € — t Sen s)N = 2 Cos Ne

CCos € + T Sen s)N— CCos € — 1t Sen ¢« )N= 21 Sen Ne

luego
Cos Ne = 12 [CCos € + T Sen s)N + (Cos € - 1 Sen s)NJ cid
Sen Ne = 187 [(Cos € + 1 Sens)N - C Cos € — ¢ Sen ¢ )NJ cad
utiliza a continuacién el desarrollo binomial, para asi
obtener
N N-1 a

CosNe = Cos &£-NCN-1D>.2! Cos e Sen £+ NCN-1DOCn~-2)CN-4>41

CosN—4e Sen4s—...
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SenNe =N Cos™ L& Sene-NCN-13CN-25.31cCosN 3c SenSc+NCN-1>CN-2d

CN=-3DCN-4> /8! Cos’ S¢ Senve - ...

como £ es muy pequefio, identifica a Cose con Cos0=1 y Sene

con £;

CosNe = 1 - NCN-1)>.2! sa+ NCN-1DCN-20CN-3> /4! 84—...

y
SenNe= Ne- NCN-13CN-2)./3!c°+ NCN-1DCN-2>CN-3DCN-4)/Blgo-. . .

puesto que N es muy grande supcone que N=N-1 = N-2 =

ademds considera que Ne = x y obtiene

~ NN.2! 35N+ N N N N/ a1 PN

Cos x =1
y Sen x = x = N N N/3! >SN+ N N N N N8I xOANG- L.
2 4
Entonces Cos x =1 -~ x -7 8! + x 74V'—- ..

X - x3/3! + x /B0 -

y Sen x
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CONCLUSIONES

La actividad principal de la historia de una ciencia
consiste en estudiar su evolucidn, en aclarar el rigor ¥y
concatenacidén de las ideas de un cuerpo tedrico. Con
frecuencia, la reconstruccidn histdédrica representa la via
mads adecuada para captar la exacta naturaleza de una teoria
o hecho cientifico.

El estudio de las sumas infinitas, a través del
desarrollo histérico, juega un importante papel en su
ensefianza-aprendizaje. Conocer como surgieron los conceptos
y nociones que hoy se conocen come célculeo diferencial e
integral, proporciona las mejores condiciones para la
comprencidén y aprendizaje del andlisis matemitico.

Si se prescinde del estudio de su génesis, las sumas
infinitas no pueden ser entendidas por completo.

Por otra parte, conocer los personajes que
intervinieron en su desarrollo, conocer las motivaciones y
dudas que experimentaron, actuaréd como agente motivador en
el interés del estudiante hacia su aprendizaje.

Antes de Newton y Leibniz los conceptos intuitivos
rel acionados con el infinito, produjeron métodos
infinitesimales para la obtencién de 4reas y volUmenes de
figuras. Un método general de integracidén y diferenciacidn,
que fuera conciente del hecho de que ambos métodos son

reciprocos uno del otro, sélo pudo haber sido desarrollado
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por hombres que conocieron tanto los métodos geométricos
de los griegos y Cavalieri, asi como los métodos
algebraicos de Descartes ¥y Wallis. Dichos hombres sélo
podrian surgir después del afio 1660 y asi fue en efecto;
pues en los afios de 1665 y 1676 Newton y Leibniz
desarrollaron el calculo integral y diferencial conteniendo
métodos generales para diferenciar e integrar y haciendo uso
de que ambos procesos son reciprocos.

Por muchos afios permanecidé la duda de quién habia sido
el wverdadero creador del andlisis infinitesimal; pero las
investigaciones histéricas han dejado claro que tanto Newton
como Leibniz llegaron a las mismas conclusiones, aunque
abordaron el problema desde perspectivas diferentes. Newton,
basidndose en un concepto fisico "la intensidad de cambio
de una variable con respecto al tiempo”™ y Leibniz basandose
en un problema geométrico (conceptod "trazado de tangente a
una curva®. La historia muestra que Newton obtuvo su
descubrimiento del cAilculo antes que Leibniz, pero Leibniz
lo publicé antes que Newton y observamos que la presentacidén
de Leibniz es mucho mids elegante que la de Newton.

Confirmamos de esta manera, que el conocimiento humano
es producto de un proceso evolutivo, se construye de 1la
interconexién de teorias, leyes, conceptos y nociones (las
cuales representan su fundamento) y que en general, vienen a
satisfacer necesidades que surgen en diferentes campos de la

Ciencia.
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En la ensefianza de las sumas infinitas, desde el punto
de vista de la didActica, su desarrollo debe ser presentado
cronocldégicamente, en forma completa, tratando de reconstruir

el proceso evolutivo que hizo posible su aparicidén y

aplicacidén en las ciencias. Ilustrando 1los métodos vy
procedimientos desarrollados por cada uno de los
investigadores, con suficientes ejemplos presentados en

forma detallada y sencilla.

En la elaboracién de este trabajo, hemos aprendido a
reconocer la importancia que tiene la historia de las sumas
infinitas en la estructura de conoccimientos que representa
el andlisis matemitico. Existen en el cAlculo muchos
resultados importantes, que le han dado un gran desarrollo.

Esperamos poder despertar interés en estudiantes y
profescores scbre el tema tratado en donde podri&n explotar
sus riquezas.

Consideramos que este trabajo puede ser de dgran
utilidad para enriquecer los conocimientos sobre los

precursores del cilculo diferencial e integral.
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