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RESUMEN

Nuestra investigacion consistié en hacer un andlisis descriptivo de la
labor matematica del Marqués Guillaume Francois Antoine De L’Hopital,
autor del primer texto en la historia del Calculo Diferencial, el cual consta
de diez secciones, tres de las cuales fueron objeto de nuestro estudio. La
primera seccion se relaciona con la diferenciacion de las operaciones de
funciones algebraicas; 1a segunda, con el trazado de tangentes a curvas en
un punto dado y la novena seccion se refiere a las formas indeterminadas.
Estos temas fueron abordados en el primero y segundo capitulo. Mientras
que en el tercero se analiza la demostracion de la regla de L Hopital, y se
presenta una cadena de teoremas del Calculo Diferencial y sus
implicaciones en dicha demostracion para luego realizar la misma
demostracion aplicando argumentos del Célculo Integral.

SUMMARY

Our research consisted of analizing the mathematical work of Guillaume
Francois Antoine De L’Hdpital, Marquis de Sainte Mesme, who wrote the
first texbook about differential calculus. L Hopital’s text was made up of
ten chapters. We have dealt with three of those chapters only,
nevertheless. The first chapter of L Hopital’s text deals with the derivative
of algebraic functions. In the second chapter L’Hépital studied the
problems of the tangent line to a curve at a given point of it. Lastly, we
analized L Hopital’s text nineth chapter on the indeterminate forms.The
above topics were all included in the first and second chapter of our
report. The third chapter of our work is an analysis of the proof of
L Hopital Rule and a sequence of theorems of differential calculus related
to it and its implications on L Hdpital’s proof. Finally we provide another
proof of L’Hopital’s Rule by means of integral calculus techniques.



INTRODUCCION

El progreso que ha tenido la ciencia en los ultimos tiempos en gran
parte se debe al desarrollo de la matematica, que desde tiempos antiguos ha
sufrido grandes transformaciones con el proposito de mejorar los aportes y

legados que dejaron los antecesores.

Asi vemos que el calculo integral se remonta a mas de 2000 afios
cuando los griegos intentaron resolver el problema del area ideando el
procedimiento que llamaron “Método dg Exhauscion”. Este método, que fue
creado por Eudoxo de Cnido (400- 347 A. C.) y perfeccionado y utilizado en
forma satisfactoria por Arquﬁnedes de Alejandria (287-212 A.C.), fue
modificado primero gradualmente y después radicalmente por la invencion

del calculo.

Un desarrollo similar ha tenido el calculo diferencial, considerado el
segundo problema fundamental del célculo, el cual se ocupa del problema

de las tangentes. Fueron muchos los matematicos que se interesaron por este



problema que era un problema de geometria pura y de gran importancia para
las aplicaciones cientificas. La optica constituia una de estas aplicaciones y

uno de los principales objetivos cientificos del siglo XVII.

Se propusieron varios métodos para obtener la tangente a una
curva. Asi, René Descartes (1596-1650) abordo el problema de las tangentes
en 1637 intentando determinar la normal a la curva en un pﬁnto dado,
Pierre de Fermat (1601-1665) en su Methodus ad Disquirendam Maximam et
Minimam (1629) presenta el primer método general para determinar
maximos y minimos que es en esencia el método actual. En su Methodus
Fermat determiné la tangente a la parabola y la presentd como una

aplicacion de su método de maximos y minimos.

Estas contribuciones y muchas otras recibieron un mayor impulso y
desarrollo en el siglo XVII debido a los esfuerzos y labor de Isaac Newton
(1643-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). A partir de estos dos
matematicos muchos otros defendieron y aiaortaron al calculo de ambos. En

este sentido Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli (1667-1748) y



Guillaume Francois Antoine L’Hdpital (1661-1704), seguidores de la

tradicién leibniziana lograron desarrollar el calculo de diferencias.

Tanto en el nivel secundario como el universitario la ensefianza del
célculo es fundamental. Muchos temas del célculo forman parte del contenido
programatico de muchas carreras, sin embargo las reglas y conceptos
matematicos son utilizados para efectuar célculos sin conocer la génesis y la
evolucion histérica, asi como las figuras intelectuales que contribuyeron a

dicha evoluciéon. Uno de éstos temas es el limite de funciones.

Con frecuencia nos encontramos con ciertas limitaciones cuando se
trata de calcular el limite de funciones racionales, cuyo numerador y
denominador tienden a cero, siendo la regla de L’Hdpital una alternativa de

solucion para tales casos.

Debido a la importancia de esta regla en la determinacién de limites de
funciones, nos propusimos en este trabajo realizar un estudio del Calculo

Diferencial durante la segunda mitad del siglo XVII y la influencia de



L’Hopital en el desarrollo posterior de esta disciplina. Este trabajo lo hemos

dividido en tres capitulos.

El primero de ellos trata sobre el verdadero origen de la Regla de
L’H(‘)pital, las primeras definiciones y postulados que permiticron a
L’Hopital obtener las reglas de diferenciacion de las operaciones (suma,
producto, cociente y potencia) de funciones algebraicas y la aplicacion de

estos resultados en el trazado de rectas tangentes.

En el segundo capitulo realizamos un andlisis de la forma
inderterminada 0/0 y sus diversas extensiones, en el que presentamos los
primeros €jemplos de formas indeterminadas incluidos por L’Hépital en su
obra “Analyse des infiniment petits pour L’intenlligence des lignes
courves”. Ademas extendemos la regla de L’Hopital para el caso de

funciones de variables discretas.

Finalmente, en el tercero nos dedicamos a demostrar la Regla de

L’Hopital y enfatizamos en la necesidad de la comprension de conceptos



clementales que conducen a la adquisicion de conceptos de niveles mas
complejos. De igual forma, presentamos una cadena de Teoremas del Calculo
diferencial y su conexion con la demostracion de la regla de L’Hdopital. Por
ultimo, establecemos una demostracion muy elegante de la regla de L’Hopital

aplicando propiedades de orden de la integral definida.

Consideramos que este trabajo investigativo no es un tema acabado y
definitivo toda vez que no se estudiaron las otras seciones del texto de De
L’Hopital. Sélo confiamos en que el mismo pueda servir de consulta a

futuras investigaciones matematicas.



PRIMER CAPITULO

ORIGEN DE LA REGLA DE L’HOPITAL



En este capitulo presentamos la controversia entre L’ Hopital y
Bemnoulli concerniente al contenido del texto Analyse des infiniment, asi
como la aplicacion de las primeras definiciones y postulados en el calculo
de diferencias de expresiones algebraicas y en el trazado de tangentes a

curvas en un punto dado.

1.1 LA MOTIVACION DE UN AFICIONADO A LA MATEMATICA

El marqués L’ Hopital, militar de carrera, demostr6 desde muy
temprana edad interés por la geometria. Después de su retiro del ejéreito por
motivos de salud, dedica su tiempo a la matematica, convirtiéndose en un
aficionado muy respetable, estableciendo contactos con grandes matematicos

como Huygens, Leibniz, James , Johann Bernoulli y otros cientificos.

Después de la invenciéon de manera independiente del céalculo
infinitesimal por Newton (1664-1666) y Leibniz (1675) muchos matematicos
contribuyeron al calculo de ambos. La escuela Newtoniana al inicio del siglo
XVIII, que era muy prospera, se vi0 muy afectada para mediados del siglo
por las controversias entre Newton y Leibniz. En sentido opuesto Jakob,.
Johann Bernoulli y L Hoépital, seguidores de la tradicion Leibniziana, logran

desarrollar el calculo de diferencias.



Tanto Newton como Leibniz no se sentian satisfechos con su
explicacion de los conceptos fundamentales del calculo. Después de ser
definidas las reglas de operacion del analisis, los sucesores de Newton y
Leibniz confian en el simbolismo utilizado y se proponen la fundamentacion
formal del calculo. Sin embargo, estos matematicos sienten la necesidad de

las demostraciones y del rigor en sus procedimientos.

Como todas las tentativas por aclarar el calculo fracasaron, los
matematicos desviaron su interés por asegurar las bases logicas del analisis

hacia las aplicaciones: prefieren construir, elaborar e inventar.

Los articulos publicados en el Acta de 1684 y 1686 por parte de
Leibniz no tuvieron la acogida en los circulos matematicos, pues eran breves,
oscuros y deslucidos por sus errores. Los hermanos Jakob y Johann Bernulli
se encargaron de dar a conocer en el continente europeo el calculo de Leibniz
a través de sus numerosas publicaciones en las Actas. El resultado de la
colaboracion de los hermanos Bernoulli con Leibniz, la cual comenz6 a partir
de 1685 cuando éste publica su primer articulo sobre calculo en 1684, fue la
creacion del calculo de final del siglo XVII.



Entre 1691 y 1692 Johann Bernoulli escribié dos pequeiios libros de
textos sobre el célculo diferencial e integral los que no fueron publicados
hasta 1922. Bernoulli en su interés de dar a conocer el nuevo célculo logra
impresionar al Marqués De L’Hopital con su método para determinar la
curvatura de curvas arbitrarias por medio de diferenciales, quien lo contrata
para que lo instruya en la nueva disciplina leibniziana a cambio del pago de
ciertos emolumentos por sus servicios profesionales, poniendo todo su
ingenio a disposicion de L Hdopital. Bernoulli acepta en 1695 un puesto en la
Universidad de Groninga y ain después, mantiene correspondencia con el

marques.

12 L’HOPITAL Y SU TEXTO DE CALCULO “ANALYSE DES
INFINIMENT PETITS POUR L’ INTENLLIGENCE DES
LIGNES COURVES”,

A pesar que la publicaciéon de articulos fue constante a partir de 1690
lo que se necesitaba era un libro de texto de célculo. Es asi como en 1696
L’Hopital publico el primer texto de calculo diferencial con el titulo
“Analyse des infiniment petits pour L’intenlligence des lignes courves”

(Analisis de los pequefios infinitésimos para el entendimiento de las lineas

curvas) donde la mayor parte de su contenido fue tomada de las clases de
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Bemoulli. Sin embargo, L.’Hopital reconoce esta situacion y lo hace publico
en la introduccion del texto, como sigue:

“Reconozco deber mucho a las luces de los sefiores Bernoulli y sobre todo
a las de-l joven en la actualidad profesor en Grotinga” agrega
ademas, “haberse servido libremente de sus descubrimientos y los del
sefior Leibniz”. Acepta y esta dispuesto a la devolucion de resultados
incluidos en el Analyse a sus duefios si estos fuesen reclamados en los
siguientes términos: “confio reivindiquen todo lo que quieran,
contentindome con lo que me dejen”. [Guillaume Francois Antoine De

L’Hoépital, (1715)]

Bemnoulli en cartas privadas escritas a L’Hopital le reclama que
mucho del contenido era de su propiedad, y en particular lo relacionado a la

primera proposicion de la novena seccion, la cual contiene la regla para la
forma indeterminada % Estas reclamaciones las hace publica en 1698 en
una carta dirigida a Leibniz en la que acusa a L’Hopital de plagio y después
de la muerte del marqués (1704) en una nota similar dirigida a Brooke

Taylor.
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La controversia concerniente al contenido del Analyse qued6 aclarada
en 1922, cuando aparecieron los manuscritos del calculo diferencial de
Bernoulli de 1694, Differentialrechnung. 1.a comparacion de estos
manuscritos con el Analyse de L Hdpital revelaron que las reclamaciones de
Bernoulli eran justificadas puesto que habia mucha coincidencia.
Schafheitein, traductor de estos manuscritros de Bernoulli, sefiala que en la
primera seccién tanto Bernoulli como L’Hépital presentan las reglas para
determinar la diferencial de sumas, diferencias, productos y cocientes; y en

cada libro encontramos el mismo ejemplo:

\/(ax+x2)/\/x2 +y2
En la segunda seccion de cada libro se determina la subtangentes a

curvas y cada uno comienza con ax = .

A pesar de esta coincidencia, 1a verdadera situacion salié a luz publica
en 1955 cuando se publicé la correspondencia anticipada entre estos dos

matematicos.
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En una carta del 17 de marzo de 1694 el Marqués L Hopital le ofrecié
a Bernoulli 300 liras por afio si este cumplia las siguientes condiciones:
Trabajar en todos los problemas matematicos enviados por el marqués, hacer
de su conocimiento todos sus descubrimientos y abstenerse de pasar a otros
las notas enviadas a él. Proposicion que fue aceptada por Bernoulli, pues en

€s0s momentos su situacion econdmica no era ventajosa.

A continuacioén presentamos algunas lineas de esta carta: “Le daré a
usted con placer una pension de 300 liras la cual comenzara el
primero de enero del presente afio, y enviaré 200 liras por la
primera mitad del afio por los trabajos que usted enviey esto serd
150 liras por la otra mitad del afio y asi en el futuro... pediré que
me de algunas horas de su tiempo para trabajar en lo que pediré y
también comunicarme sus descubrimientos con la solicitud de no
comunicdrselos a otros. Le pido a usted no enviar a M. Varignon ni a
otros copias de las notas que usted me deje tener, no me agradaria si

ellas fueran publicadas...”. [De L’Hopital, (1694) En: Struik, (1989)]
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A partir de este acuerdo la correspondencia entre L Hopital y Bernoulli

fue constante. Asi el 22 de julio de 1693 Bemnoulli le envia a su patrén una

carta que contenia la regla para la forma indeterminada % cuya formulacion

estd basada en consideraciones geométricas.

Bernoulli pudo demostrar que la regla para la forma indeterminada %

fue producto de su ingenio matematico. Si embargo, laregla ain se conoce
como regla de L’Hopital, pues pagé por ella y ademas, muchos de los
resultados matematicos estan asociados a nombres de personas que se
ocuparon de dar a conocerlos y que por su enfoque didactico son entendibles,
como es el caso del Analyse, segun Cantor, €l mas entendible y por mucho

tiempo el unico libro de texto de Calculo Diferencial mas facil de leer.

Struik (1989) nos dice que en la actualidad podemos encontrar gran
cantidad de casos donde el reconocimiento no se ha hecho a los inventores
sino otras personas, como: El Teorema de Pitégora que fue conocido por los
Babilonios méas de un milenio antes que naciera Pitagora de‘ Samos, el

triangulo de Pascal fue conocido por Yang Hui (siglo XIII), las ecuaciones
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Cauchy-Riemann fueron conocidas por D’Alambert y Euler y asi muchos

otros.

El Analyse, que consta de diez secciones, comienza dando las
definiciones de variables y de sus diferenciales, asi como los postulados sobre

estas diferenciales. Estas definiciones y postulados son los siguientes:

Definicion 1: “Se llama cantidades variables a aquellas que aumentan o
disminuyen continuamente y por el contrario, cantidades constantes a
las que continuan  siendo las mismas  mientras las otras

cambian.” [De L’Hopital, (op. cit. 1715)]

Es evidente que la diferencial de una cantidad constante es cero o nula,

es decir, las cantidades constantes no poseen diferencia.

Definicién 2: “La parte infinitamente pequeiia en que una cantidad
variable es aumentada o disminuida continuamente, se llama diferencial

de esta cantidad.” [De L’Hopital, (sup. cit.)]



Como podemos ver en esta segunda definicion L’Hopital no
consideraba las variables como recorriendo una sucesidn de valores
infinitamente préximos como lo hacia Leibniz, asi las diferencias son las

partes infinitamente pequefias que aumentan o disminuyen.

Para ilustrar ésta segunda definiciéon, L’Hopital consider6 una curva
cualquiera AMB [Fig. 1] que tiene por didmetro la recta AC y la linea PM

una de sus ordenadas.

R§:

0

—— e e e e o] -

donde se indentifican las siguientes variables con respecto a la curva AMB.
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La abscisa AP =x,
La ordenada PM=y,
La cuerda AM=1z,

El arco del circulo MS = s con centro en A y radio AM .

Trazé otra ordenada pm infinitamente proxima a la ordenada PM,

una linea recta MR paralela a AC y las cuerdas Am y AM.

Mediante esta construccion L’Hopital identifica las diferenciales de las

distintas variables:

dx =Pp es la diferencia de AP =x

dy =mR es la diferencia de MP =y

dz=Sm es la diferencia de la cuerda AM =2z
ds = Mm es la diferencial de arco AM =s

El 4rea de la region Apm es la diferencia del area de la region APM

Para L Hopital la “d * es un simbolo que se utiliza para representar la

diferencial de la variable escrita a continuacion y los segmentos Pp , mR, Sm
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y Mm se consideran infinitamente pequefios, aunque no se habla de la
existencia de estas cantidades, si se explica como se comportan en los

siguientes postulados.

Postulado 1: “Se requiere que se pueda tomar indiferem;emente una
por otra a dos cantidades que no difieren entre si mds que por una
cantidad infinitamente pequeiia: o (lo que es lo mismo) que una
cantidad que no aumenta ni disminuye en otra cantidad
infinitamente menor que la primera, puede considerarse que

contintia siendo la misma.” [De L’Hopital, (op. cit. 1715)]

Postulado 2: “Se requiere que una una linea curva pueda ser
considerada como el ensamble de una infinidad de lineas rectas cada una
de estas infinitamente pequeria: o (lo que es lo mismo) como una poligonal
de un numero infinitos de lados, cada uno infinitamente pequeiio, las
cuales determinan por medio de los dngulos que forman unos con otros,

la curvatura de la linea curva.” [De L’Hopital, (sup. cit.)]. [Fig.2]
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Estos dos postulados de L Hdpital tienen el mismo significado que los
presentados por Bernoulli en su manuscrito, aunque mas reducidos que los

primeros. Vemos:

Postulado 3: “ Si una magnitud es aumentada .o disminuida en una

»

magnitud infinitamente pequeiia no se va a aumentar o a disminuir .

[Jullian Lowell Coolidge, (1990)]

Postulado 4: “ Cada linea curva se constituye de infinitas rectas que a su

vez son infintamente pequeiias.” [Lowell, (sup. cit.)]

Fig. 2
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Segin el Postulado 1, una cantidad podria incrementarse en un
diferencial sin incrementarse nada. Esta fue “ La edad dorada del cero

pequerio, edad de la inocencia.” [Bell, (1949)]

L’Hopital concibe que existen en la naturaleza magnitudes de
diferentes tamafios que se pueden observar como infinitamente pequefias
comparadas con otras. Estas cantidades infinitamente pequefias deben ser

descartadas cuando se comparan con las cantidades de mayor tamafio.

En esencia este postulado nos indica que se puede considerar:
AP=Ap o x=x+dx
MP=mp o y=y+dy
El espacio Apm igual al espacio APM
El espacio MPpm igual al rectangulo MPpR
El sector AMm igual al triangulo AMS

El angulo pAm igual al angulo PAM.
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1.3 APLICACIONES DEL CALCULO DE DIFERENCIAS

DE L’HOPITAL.

Las igualdades sefialadas en la seccion 1.2, permiti6 a L’Hopital
presentar las reglas de la diferenciacion para funciones algebraicas (suma,
producto, cociente, potencia y raiz) . Para tal efecto presenta las siguientes
proposiciones cuyos resultados son generalizados mediante un enunciado al

que le llamo¢ regla.

1.3.1 Diferencial de la suma.

Proposicion 1: Encontrar las diferenciales de cantidades simples conectadas

conlossignos + y -—.

Se requiere determinar la diferencial de la funcion a+x+y-z.
dla+x+y-z)=a+x+dcx+y+dy-z-dz—a-x-y+z

=dx+dy—dz
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Regla: La diferencia de la suma de dos cantidades finitas es la suma de sus

diferencias. De esta forma L’Hopital obtuvo su primera ecuacion.

1.3.2 Diferencial de un producto.

Proposicién 2: Encontrar la diferencial de un producto formado por varias

cantidades multiplicadas entre si.

Determinar la diferencial de la funcion xy
d(xy) =(x+dx)(y+dy)—xy
= xy + xdx + ydy + dxdy — xy
= xdy + ydx + dxdy
como dxdy es una cantidad infinitamente pequefia comparada con los otros
términos ydx y xdy, se omite [Postulado 1]. Asi se tendra:
d(xy) = xdy + ydx
La diferencia del producto de dos cantidades es igual al producto de la
diferencia de la primera de estas cantidades por la segunda, mas el producto

de la diferencia de la segunda por la primera.
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L’Hopital generaliz6 esta regla para determinar la diferencia del

producto de las cantidades xyz.

Para determinar la diferencia de xyz, consideré el producto de la
diferencia de xy por z mas el producto de la diferencia de z por xy, obtiene :
d(xyz) = d(xy).z + xydz
= (xdy + ydx)z + xyd-=

= xzdy + yzdx + xydz

De manera similar obtiene la diferencia del producto de las cantidades

xy-u.

Regla: La diferencia del producto de varias cantidades multiplicadas unas
con otras, es igual a la suma del producto de la diferencia de cada una de

ellas por el producto de las otras cantidades.



23

1.3.3 Diferencial de un cociente.

Proposicién 3: Encontrar la diferencia de una fracciéon cualquiera.

Para determinar la diferencial de la funcién = | L’Hopital comienza
y

suponiendo que z=2 donde tiene que x=zy. Como la variables x y =z
y :

son iguales, el cambio que se de en una de ellas se dara en la otra.

Aplicando la regla del producto se tendra:

dx = ydz + zdy
dz.__dx—zdy
Yy

sustituyendo z por X setendra:
y

dzzydx_xdy
Yy

L’Hopital utiliza yy en lugar de ;.
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Regla: La diferencia de una fraccion cualquiera es igual al producto de la
diferencia del numerador por el denominador, menos el producto de la
diferencia del denominador por el numerador, todo dividido entre el cuadrado

del denominador.

Una definicion incompleta fue utitlizada por L Hoépital para calcular la
diferencial de orden superior. Esta definicion es la siguiente: “La porcion
infinitamente pequeria en que la diferencia de una cantidad variable
aumenta o disminuye continuamente se llama diferencia de la
diferencia de esa cantidad, o bien su diferencia segunda...denotada ddx, la

terceradddx 6 dx..”.[Jeam Paul Collette, (1986)]

A pesar de este inconveniente los resultados obtenidos son exactos,
puesto que L'Hopital utiliza una regla practica que se enuncia como sigue:
“Se considera constante una diferencia elegida y se tratan las otras como

cantidades variables.” [Collette (sup. cit.)]
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De esta forma calcula la diferencial de la funcién xy considerando dx
constante y dy variable de la siguiente manera:
La primera diferencial de la funcién xy es

d(xy) = xdy + ydx

La segunda diferencial sera:
dd(xy) = d(xdy + ydx)
= (x +dx)(dy + ddy) +(y + dy)dx — xdy - ydx
= xdy + xddy + dxdy + dxddy + ydx + dxdy — xdy — ydx
aplicando el Postulado 1:
dd(xy) = xddy + 2dxdy
En forma analoga se considera dy constante y dx variable:
dd(xy) = d(xdy + ydx)
= (x+dx)dy + (y + dy)(dx + ddx) — xdy — ydx
= xdy + dxdy + ydx + yddx + dxdy + ddxdy — xdy — ydx
= yddx + 2dxdy + dyddx

= yddx + 2dxdy
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En cuanto al concepto de diferencial, L’Hoépital no consideraba las
variables como recorriendo una sucesion de valores infinitamente proximos
como lo hacia Leibniz, sino como creciendo o decreciendo de manera
continua, asi las diferencias son las partes infinitamente pequefias en que

aumentan o disminuyen.
1.3.4 Diferencial de una potencia.

Proposicion 4: Encontrar la diferencial de una potencia cualquiera, perfecta

o imperfecta de una cantidad variable.

Con el propdsito de obtener una regla para determinar la diferencial de
potencias, L’Hopital hace una distincion entre potencias perfectas €
imperfectas, las cuales no son definidas en el Analyse. Sin embargo,
encontramos la siguiente definicion citada en Cambray y Cantoral (1990):

“Se llama potencia perfecta a la que tiene exponente entero y potencia

imperfecta a la que tiene exponente Z ¢ Z, mn <Zy n= 0.
n
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A partir de las propiedades de las progresiones se deducen algunas
leyes de la potenciacion algebraicas conocidas actualmente como el producto
y cociente de potencias de bases iguales, y potencia de potencia. Para ello
L’Hopital considera una progresi@n geométrica en la que el primer término
es 1, el segundo es x y el exponente de cada uno de los términos siguientes
aumentan en una unidad con relacion al anterior. Ademas, considerd la
progresion aritmética cuyos términos son los exponentes de los términos de la
progresion geométrica. A partir de esta progresién obtiene las potencias

perfectas e imperfectas.

Estas progresiones son las siguientes:
Progresion Geométrica 1,x,x2,x%,x*,x°,... )]

Progresion Aritmética 0,1,2,3,4,5,... 2)

Extiende la progresion geométrica anterior e incluye términos
inferiores a 1 con su correspondiente progresion aritmética:

Progresién Geométrica x,l,—l-, 1 , 13 14 (3)
X XX X X

Progresion Aritmética 1,0,-1,-2,-3,-4,... 4)
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Para obtener potencias imperfectas introduce nuevos términos en la
progresion aritmética, lo que permite conocer el exponente del respectivo

término de la progresion geométrica.

En primer lugar, para obtener exponentes fraccionarios positivos

introduce términos en la progresién (2). Por ejemplo, al introducir % y

% entre los términos 0 y 1 se obtiene los términos ¥x y ¥x* entre

los términos 1 y x de la progresion (1) y asi sucesivamente obteniendo las

siguientes progresiones:

Progresion Geométrica

LVx, x5, Vxx, 2,1, V7, Vx4V 1,
Progresion Aritmética

o b0 L0 L2 3 4,
Progresion Geométrica‘

1 -1

1 __lgLs/l_l_L /1 /L
VX3 xx 7 x ) Vxt Va3  xx " x\Vx7 Vxd

4 3
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Progresion Aritmética

—13 - —3_23— 13—' D _23_3)— —a_4.“
2 2

Mediante el analisis de la naturaleza de estas progresiones L Hopital
llega a los siguientes resultados, los cuales ilustra con algunos ejemplos:

La suma de los exponentes de dos términos cualesquiera de la
progresion geométrica sera €l exponente del término que resulta del producto
de ellos.

Ejemplos:

1 x** = x" esel producto de x*. x*

2. x73% = x5 eselproductode x7F.x}

3. x™* = x'esel producto de x*.x* = (x?)?
y asi sucesivamente obtiene el cubo, la cuarta potencia, etc. del exponente de
un término cualquiera de la progresiéon geométrica y ademas, la mitad, la
tercera, la cuarta parte, etc. del exponente de un término cualquiera de la
progresion geométrica serd el exponente de la raiz cuadrada, cubica, etc. de

ese término.
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La diferencia de los exponentes de dos términos cualesquiera de la

progresion geométrica sera el exponente del cociente de la division de éstos

términos.
Ejemplos:

‘ i

1.1 1 . Ry X

1. x5 =x% es el cociente de la division de —-.

x!

-1

-l -1 . Y x°®
2. x*=x"" es el cociente de la division de —.

x4

Aplicando los resultados obtenidos hasta el momento lo lleva a

determinar la diferencia de potencias perfectas e imperfectas.

A partir de la diferencia del producto de funciones, obtiene la

diferencia de potencias perfectas como sigue:

La diferencia de la funcion xx es
d(x) = xax + xdbc = 2xdx .
En forma analoga la diferencia de la funciéon x* es

d(x?) = d(xxx) = xxdx + xxdx + xxdx = 3xxdx = 3x%dx
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y asi sucesivamente, se tendra que en forma general la diferencia de la
funcién x" sera:

d(x") = nx""'dx

Aplicando la diferencial del cociente y el resultado anterior podemos

encontrar la diferencial de la funciéon x™.

d(x™) = d(—l—)

X"
d(x")

- " )2
nx""dx

x2n

= _nxn—]—anx

=—nx""dx

De forma similar que en el caso de las potencias perfectas determina la
diferencia de potencias imperfectas; es decir, funciones cuyo exponente es

una fraccion.
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Supongamos que z=x". Elevando ambos miembros a la »

resulta z”" =x™ y luego derivando se obtiene:

d(Z") =d(x™)
nz"'dz = mx™dx

mx™dx
n-1

nz
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En el caso de que el exponente sea negativo 1.’Hopital procede de la

siguiente manera:

Regla: La diferencia de una potencia cualquiera perfecta e imperfecta de
una cantidad variable, es igual al producto del exponente de esta potencia,
por esa misma cantidad elevada a una potencia menor en una unidad, y

multiplicada por su diferencia.

L’Hopital dedico las secciones siguientes del Analyse al tratamiento y
trazado de tangentes a curvas, maximos y minimos; punto de inflexion y
radios de curvatura en la que aplico el calculo de:las diferencias, no obstante,

el tema sobre el trazado de tangentes sera enfatizado en las siguientes lineas.
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1.3.5 Trazado de Tangentes a una curva.

En la segunda seccion L Hopital aplica el calculo de diferencias en el
trazado de tangentes a todo tipo de lineas: parabolas, hipérbolas, espiral,

cuadratriz, cicloide, curva logaritmica, etc.

Define la tangente de una curva haciendo uso del Postulado 2, es decir,
considerando la curva como una poligonal formada por una infinidad de

segmentos y todos infinitamente pequeifios [Fig. 3].

Definicién 3: “Si se prolonga uno de los pequeiios lados MN [Fig. 4] de

la poligonal que compone la curva serd llamada la tangente de la curva en

el punto M o N.” [L’Hopital, (op. cit. 1715)]
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Fig. 3 Fig. 4
Como los segmentos de la poligonal son infintamente pequefios, se

observard la tangente de la curva en el punto M o N como se exhibe en

la Fig. 5.

ob-———--—-

T A
Fig. 5
donde los puntos M y N son tan proximos como se quiera hasta que llegan a

confundirse.

BIBLIOTECA
UNIVERSIDAD, DE PANAMA
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A continuacion presentamos la siguiente proposicion de la seccion 11
del Analyse en la que L Hdpital formaliza la interpretacion geométrica sobre

el trazado de tangentes.

Proposicién S: Sea AM una linea curva tal que la relacion de la abscisa AP
a la ordenada PM esté expresada por una ecuacion cualquiera y que se

requiera trazar la tangente MT por el punto M dado sobre la curva. [Fig. 6]




37

Al trazar la ordenada MP se considera otra ordenada mp infinitamente
cercana a la primera y el segmento MR paralelo a Pp. Por la propiedad de los

triangulos semejantes mRM y MPT se tiene :

mR: RM = MP: PT

dy.dx = y.PT

PTr=y—

Resolviendo las operaciones indicadas en €l segundo miembro de esta
ecuacion nos dara el valor de la subtangente PT en términos conocidos y

libres de diferencias lo cual nos permitira trazar la tangente MT.

Al trazar la tangente MT puede suceder que el punto T cae del mismo
lado de A (origen) o del lado opuesto. Cuando el punto T cae del mismo lado
de A [Fig. 6] es evidente que mientras x crece , y también crece y cuando cae
del lado opuesto [Fig. 7] mientras x crece, y decrece o disminuye por lo tanto

sera necesario considerar a la diferencia de y (dy) negativa en relaciéon con dx
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y por consiguiente PT sera negativa. Si PT es positiva el punto T cae del

mismo lado del origen A y si es negativa, cae del lado opuesto.

\

T'ﬂ

- e m——_————

P
-

Fig. 7

Para ilustrar la idea de L’Hépital expuesta en esta proposicion

determinaremos la tangente de las siguientes curvas seguida de su

construccion geométrica.
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Ejemplo: ax =)y
Diferenciando la ecuacion (5), se tiene:
adx =2y dy

DY
a

luego,

pszéx_:_z_}Z
a

dy

Despejando a en (5) y sutituyendo en (7) se tiene:

PT =2x
a=1
Y 4
x=4
PT=8
3-
2 ¢
/
-4 -2 o 2 4 6 8 10 .

Fig. 8

&)

(6)

(M
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Ejemplo. Yy’ =axx.
Diferenciando ambos miembros de la ecuacion se tiene

3y2dy = 2axdx

2
dx=2Y
2ax

luego,

2 3
PT =yi_dy .:_:.)’2__
2axdy 2ax

Sustitutyendo (8) en (9), se tiene:

PT=—3—=-§X
2ax 2
YA
T a=1
x=3
3 .
PT =45
2
I
-2 - - > 3 4 >
T Z t 2 : 4+ %

Fig. 9

®

@
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Ejemplo : a’=xy.

Diferenciando ambos miembros se tiene

0 =2xydy + yydx
&= gy
y
luego,
pr=y® - —y-("zx‘b’) = -2x
Y A dy dy\ 'y
a=1
0.8
07
0.l
s
o4
03 o
0.2
o.l
© *
1
A

Fig. 10



SEGUNDO CAPIiTULO

FORMAS INDETERMINADAS
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Este capitulo lo dedicamos al estudio de las formas indeterminadas en
el que presentamos los primeros problemas que resolvieron tanto Bernoulli
como L’Hopital. Ademas, enfatizaremos en algunos aspectos para la
correcta aplicacion de dicha regla. También extenderemos la regla al caso
discreto.

2.1 FORMA INDETERMINADA °.

En el calculo de limites de funciones definidas por combinacion de
funciones derivables se obtienen en muchos casos expresiones sin sentido

conocidas como formas indeterminadas.

Los primeros célculos relacionados con formas indeterminadas fueron
realizados por Johann Bemoulli quien comunica a L’Hdépital su
descubrimiento en una carta fechada el 22 de julio de 1693, cumpliendo el

acuerdo intelectual entre ambos [ver cap. 1, pag 12].



En la siguiente proposicion de la IX seccién del Analyse, L’Hdpital
presenta lo relacionado a la forma indeterminada %. En esta seccién incluye

tanto los problemas resueltos por su maestro Bernoulli como los propios, en

los que aplicé los resultados de las secciones precedentes.

Proposicién 6: Sea AMD una curva (AP = x , PM =y, AB = q) de tal
manera que el valor de la ordenada y es expresada por una fraccion, en el
cual el numerador y el denominador se convierten en cero para x = a,

cuando ¢l puﬁto P coincide con el punto B dado. Se desea determinar el

valor de la ordenada BD. [Fig.11]

o
o

z

A

>

Lo

LD
w

o

h

Fig. 11



L’ Hopital realiza una descripcion del comportamiento de las curvas en

las proximidades del punto x =a de la siguiente manera:

Sean ANB y COB dos curvas (Teniendo la recta AB como eje
comiin) de tal rﬁanera que la ordenada PN representa el numerador y la
ordenada PO el denominador de la fraccion general representando cualquiera

ordenada PM, tal que

PM =

PO

Es evidente, que estas dos curvas se intersectaran en el punto B;
puesto que, por la suposicion PN y PO se convierte en cero cuando P
coincide con B. Si imaginamos la existencia de una ordenada infinitamente
proxima a DB, cortando las curvas ANB y COB en los puntos f

g; entonces

AB .bf
bg

bd =

el cual sera igual a BD. Ahora, nuestro problema se reduce a encontrar la
relacion de bg a bf Lo que se hace evidente cuando la abscisa AP se

convierte en AB, las ordenadas PN y PO se hacen cero y cuando AP se



45

convierte en Ab, las ordenadas PN y PO se convierten en bfy bg. Luego, se
deduce que dichas ordenadas son las diferenciales de las ordenadas en B y b
respecto a las curvas ANB y COB; y consecuentemente si la diferencial del
numerador es encontrada y dividida por la diferencial del denominador,
después de convertir x = @ = Ab 0 AB, obtemos el valor deseado de la

ordenadadb o BD.

El ejemplo que presentamos a continuacion es el primer problema
clasico de forma indeterminada, el cual fue comunicado a L Hopital por

Bernoulli en la carta del 22 de julio de 1694. Este ejemplo es el siguiente:

a w/2a3x -xt - a%/azx

Ejemplo:
Jemp JRPY g

para x = a.

Derivando tanto numerador como denominador se obtiene:

y= %(2a3x -x )_%(203 - 4x3)'— l3“(02.]?)_%‘12
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a® —2x° _a, (a’)’
_2a’x-x* 3\V(@@’x)
_24 (ax2)4
4\ (ax*)’

haciendo x = a se obtiene que y= %a.

Esta solucion hizo dudar a L’Hopital y en julio 1693, en una carta
dirigida a Bernoulli sugiere que sustituyendo directamente en la ecuacion
original se obtiene :

a’-a?

=2a
a-a

y en septiembre del mismo afio €l escribe: “Le confieso que me esforcé

mucho en resolver la ecuacion:

B V2aix—x* —adia*x

a-Yax®

cuando x = a, porque no tenia nada claro para llegar a ello, dado que

todas las soluciones que se presentan no son exactas.” [Lowell, (1990)]
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Ejemplo: =———an;-”
] plo . Yy a-JEx_

para x = a.

Diferenciando tanto el numerador como el denominador

2
a

-2x
2Jax

y=——

a

24Jax

luego, sustituyendo a por x se obtiene que y= 3a.

Este ultimo ejemplo de Bernoulli fue cambiado por L Hdpital por

aa—ax

P

cuyo limite es 2a cuando x = a. El mismo, fue resuelto por L Hopital sin
necesidad de el calculo de diferencias. Mediante procedimientos algebraicos
se suprimen los inconmensurables reduciéndose la ecuacion anterior a:
aaxx - 2a’x + a* + 2aaxy — 2a’y + axyy + aayy = 0
que es divisible por x - a.
Por lo tanto,

(aax —a® +2aay-ayy) =0 (10)
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Luego, sustituyendo « por x en (10), se tiene:
y=2a
Los ejemplos resueltos por ambos matematicos y las respuestas de
Bernoulli a las interrogantes de 1L.’Hopital sugiere que L Hopital aprendio la
solucion correcta de Bernoulli quien no recibié ningin crédito puesto que el

método actualmente, es conocido como la regla de L’Hopital.

En la siguiente seccion presentamos la regla de L’ Hoépital en notacion
moderna sin detenernos en detalles de su demostracion, pues ésta sera objeto

de estudio en el proximo capitulo.

2.2 REGLA DE L’HOPITAL.
Sean /'y g funciones continuas en [@,b] con derivadas continuas en
(a,b)y g’(x) =0 para cada x €(a,b).

Si Iimf(x)=Img(x)=0 y si ltmgJQ =L
x—a x—sa xa g (_x)
entonces

IzmM =L,
e g(x)
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Ademas, esta regla se puede aplicar si el numerador y el denominador

tiende a infinito cuando x—>w (forma indeterminada —). Esta es una de las
[ o]

varias extensiones de la regla que ayuda a determinar el comportamiento del

S
g(x)

cociente

La regla de L’Hopital es una arma poderosa para determinar los
valores de formas indeterminadas. El uso de esta regla con frecuencia puede
llevarnos a resultados errados, por tal motivo debemos ser cuidadosos en su

aplicacion. En algunas aplicaciones encontramos situaciones donde las

/')

funciones son discretas, o no tienen derivada o llm—ﬁ no existe, mientras
—a g x
X . ’gat . .
que /m ACY existe. En este Gltimo caso, a pesar que el limite es de forma

\—a g(_\‘)
indeterminada, la regla de L’Hopital no es aplicable. Para determinar este
limite es necesario realizar transformaciones algebraicas en la funcion

1)

racional .
g(x)
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La idea fundamental de la regla de L. Hopital es el estudio del cociente

de las derivadas < ((x; , deduciendo de este informacion sobre el cociente
g(x

/) ((x)) lo que nos lleva a concluir que ambos cocientes tienen el mismo limite;
glx

. . . '(x . e, . . .
es decir, la existencia de 1,,,,1'{_) es condicion suficiente para la existencia de
xX—>a g x

lsz—g%. Sin embargo, si el primer limite no existe, no podemos obtener
Xa g _x

conclusiones sobre el segundo, pues no es condicidon necesaria para la
existencia del limite del cociente de las funciones fx) y g(x). En este

sentido se pueden presentar algunas variantes. Analicemos los siguientes

ejemplos:

Ejemplo: Si  f(x)=x’senl 'y  g(x)=senx

entonces,

' 1 _ 1
lim S _ lim 2x sen —Cos,
x—0 g' (X) x50 cosx

como podemos ver I—% no posee limite cuando x— 0, puesto que cosl
g{Xx

no tiende a un limite cuando x—0.



51

Sin embargo, como

Iimxseni=0
x40

se tiene que

2 1

e -

tim L) _ [y X SN
x>0 g( x) x>0 senx

B fzrg(x sen) senx

S (x) S (x)

Asi pues, im=—== no existe mientras que im——~ existe.
x>0 g (x) 0 g x)

Ejemplo: Si  f(x)==xseni 'y g(x)=senx entonces

' senl —-Llcosl
ltmf (x) =Im = =
x50 g' ( x) x50 coS X

luego cuando x—0, no posee limite.

f'(x)
g'(x

f(x)

Mas aun, el imZ=—= no existe.
x50 g(x)
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Otro aspecto importante para la correcta aplicacion de la regla de
L Hopital es el cumplimiento dg la condicion g’(x) # 0. Si g’(x) tiene ceros

['(x)

. no esta definida en (a,b) y por lo
g'(x)

en cada vecindad de a, entonces

tanto, el Iimf'—(x—) no existe.
x>a g ( _x)

Es posible que f(x) y g’(x) tengan un factor comun:
') =s(xo(x) 'y g'(x)=s(x)p(x)
w(x)

donde s(x) nose aproxima a un limite y llm-—(j exista, mientras que
x—=a ¢ X

S (%)

IIm—U no exista. Por lo tanto, no es recomendable cancelar el factor
x—=ra g _x

comun.

Presentamos a continuacion el siguiente ejemplo para ilustrar esta
situacion:
Ejemplo: Si f(x)=2x+sen2x y g(x)=xsenx+ cosx
entonces,

{ 2
lim /() = lim ———-—-4 cos X
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4cosx

=Im
X—pcO x

mientras que,

o g(x) > xSeNX + COSX

2+1sen2x
= hm—————
= senx +1cosx

no existe.

2.3 EL LIMITE TRIGONOMETRICO FUNDAMENTAL.

. P .. senx . ol
Consideremos el limite de la funcion , conocido como limite

X

fundamental trigonométrico, que aplicando directamente el limite del cociente

nos lleva a la forma indeterminada % Este limite es de gran utilidad por su

aplicacion en la determinacion de otros limites.
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Analizaremos este limite desde un punto de vista geométrico,

apoyandonos en el Postulado 2. Para ello tracemos la grafica de f(x) = sen x

y gix)=x [Fig. 12]

YA\

Fig. 12

Tanto la grafica de f(x) como la de g(x) coinciden en x = 0, punto en

el que ambas se anulan.
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Por el Postulado 2, la cuerda y el arco infinitésimal no se distinguen el
uno del otro y de la misma manera se confunde una curva con su tangente en
las proximidades de un punto, puesto que la tangente es considerada como la

prolongacion de uno de los segmentos de la poligonal (curva).

La ecuacion de la tangente a la grafica de la funcion y = f(x) en un
punto x = a estd dada por la expresion y = f(a) + f'(a)(x-a). Asi la tangente
ala grafica dela funcion f(x)=senx en a =0 esy= x ylatangente ala

grafica dela funcion g(x) =x ena=0es y=x.

Por lo tanto,
senx , tangente de senxenx =0
lim =lim
=0 x x>0 tangentedexenx =0
x
=lim—

x50 y
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Este resultado lo podemos obtener de manera mas sencilla y directa
aplicando la regla de L’Hopital, es decir, determinando la derivada de la

funcion f(x) y g(x). Estas derivadas son f'(x)=cosx yg'(x)=1.

En conclusion,

. senx . COSXx
lim = lim
-0 x x-0

24 FORMAS INDETERMINADAS REDUCIBLES A LAS

FORMAS INDETERMINADA % 6 =

Muchos limites de funciones no cumplen las condiciones de la Regla
de L Hopital, ya que no son el cociente de funciones, y por lo tanto esta regla

no es aplicable. Sin embargo, mediante procedimientos algebraicos estos

limites pueden ser transformadas a las formas indeterminadas % 6 —
. o0
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2.4.1 Formas indeterminadas de tipo exponencial.

Las formas indeterminadas de tipo exponencial se pueden prestar para
una mala interpretacion por muchos estudiantes, que aplicando las reglas de
la potenciacién podrian concluir que las formas indeterminadas 0°,° y 1°

esigualal.

Cuando el limite de /im f(x)*® produce una indeterminacion de tipo
exponencial se procede considerando
f(x)g(X) = 8@ Sf(x)
por lo que es suficiente determinar
limg(x)In f (x)

y luego aplicar la regla de L’Hdpital para lo cual se requiere que fy g sean

diferenciable.

Primeramente, analizaremos la forma indeterminada 0°,«°,1°. Para

tal efecto, presentamos el siguiente teorema.
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Teoremal. Si Iir(r)g g(x) =0, si existe un nimero real a tal que
by = L2
xa
es positiva, acotaday infb(x)>0cuando x—0*; y si
y=a ln(r)g g(x)Inx

existe o es +oo, entonces

lim f(x)®% =¢”
x—0"

donde

Demostracion: Por hipotesis,
g(x)In £(x) = g(x)Infb(x)x"]
= g(x)[In(x) +Inx°]
= g(x)[Ind(x) + alnx]

= g(x)Inb(x)+a g(x)Inx

Considerando el limite de ambos miembros de la expresion anterior:

Iirg g(x)Inf(x)= Izrg g(x)Inb(x) + Izr(r)g a g(x)Inx
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como

Iiz(;)g g(x)=0

b(x) es acotada y inf b(x) > 0 cuando x — 0*, se tiene que:

Iug g(x)Inb(x)=0

por lo tanto,

Iirg g(x)In f(x)= Ixrgg ag(x)lnx=y

por consiguiente,

Iim f(x)* = ¢ .

x—0"

En el teorema anterior se obtienen las formas indeterminadas 0° 6 «°
dependiendo del valor de a. Veamos:

1. Si a >0, la forma indeterminada es 0°.

Consideremos la funcion exponencial f(x)*. Como
f(x)=x%b(x)

entonces

Fx)5 =[x"b(x)]

2(x)

- xax(x)b(_x)g(x) (1 1)
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Tomando el limite de la expresion (11) y las hipétesis del Teorema 1 se

tiene:

lim (x“b(x))g(x) = [i,z{ (xae(x)b(x)g(x))

x—0"

= 0°

2. Si a <0, la forma indeterminada es «o°.
Como a <0,

b(x)

x—a

f(x)=

luego,

F(x)* = (%(_-Ji_))su)

Aplicando la hipétesis del Teorema 1, se tiene que:

lim (b(x)) 8(x) o

0"\ x ¢
3. Si el orden de magnitud de f(x) es el mismo de x* entonces, de

acuerdo al Teorema 1,

Jim f(x)3 =1
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siempre que

lzr(r)i g(x)lnx=0.
En efecto:

gy _
imin[f ()] = bm g(x)In £ (x)
= Im g(x)ln[x b(x)]
= lngz g(x)Inx” + Ilrg g(x)Inb(x)
=a lngg g(x)Inx+ Ingz Inb(x)&™

=a 0+ Inzg Inb(x)E™

Por lo tanto,

Iim f(x)** = Iir(r)l+ b(x)E™

Por hipotesis Ingg gx)=0 vy l”g’, b(x)=1,yaque f(x) y x* tiene el

mismo orden de magnitud. Por lo tanto,

hm f(x)%) =1
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Corolario 1: Si f(x) es como en el Teorema 1, y si g(x) = x’c(x) donde c(x)
es acotaday g > 0, entonces

lim f(x)* =1

Demostracion: Es claro que

IiIg g(x)=0

ademas, como

y=a xl_t*r(r)z*g(x)lnx

=a lim xPc(x)Inx

x—0"
=0

Por el Teorema 1,

Im f(x)¥ =e” =€’ =1.

x>0
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Corolario 2: Si f(0)=g(0)=0, sifes analitica en 0 (o sea, desarrollable

en serie de potencia) y positiva cuando x— 0*, y si g es diferenciable en 0
entonces,

lirg f(x)¥ =1.

Demostracion: Como

g'0)=lim &)
x

am
se tiene que  g(x) = xc(x), donde c(x) es acotada cuando x — 0*. Ademas,
como f(x) es analitica en 0 y f(0) = 0, existe un entero positivo « tal que
J(x)=x"b(x)
donde b(x) es analitica en 0 y 5(0) = 0. Asi, b(x) es acotada y inf b(x) >0
cuando x — 0*.
Luego por el Corolario 1,

lim f(x)* =1



2.4.2 Forma indeterminada oo—o.

Existen expresiones como n—-n=0, n-n’=n(l-n) y n*—-n=n(n-1)

las cuales se convierten en la forma indeterminada oo - o cuando » tiende a

Mediante procedimientos algebraicos y un poco de ingenio es posible

transformar una expresion F(x) - G(x) que toma la forma indeterminada

f(x)

o - oo cuando x tiende a en otra expresion ek cuya forma indeterminada
2(x

9

, o
€S 0o —.
0 °)

1 1

Ejemplo: Si f(x)=

]
senx X

entonces

iﬁvgf(x) =lzm( 1 --1-)

=0\senx x



pero,

N X —Ssenx
f(x)=—"
xsenx
asi,
X —Ssenx

Im f(x) =lmm
x50 x>0 rsenx

>8]
>8]

Aplicando la regla de L.’ Hopital dos veces, se tiene

1-cosx

Iim f(x) =lim
=0 x>0 xCOSx —senx

sen x
=Ilm
x202COSX — XSenx

0
2

=0

11

Ejemplo:. Si  f(x)=

ef-1 «x

€nonces,

Im(z) f(x)=1lim

e
—ole =1 x



pero,

x—e*+1
)
asi,
lx—-e*+1
lm f (x) = "—'»”[';(T_T)}

olo

Aplicando la regla de L’Hopital dos veces, se tiene:
x—e"+1
0= im 5

[ 1-¢
= lim| ——
0| xe* +e* ~1

B x
. —e
= lim) ————
0| xe™ +2e
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2.5 LA REGLA DE L’HOPITAL PARA EL CASO DISCRETO.

Con frecuencia nos encontramos con situaciones donde la regla de
L’Hépital no es aplicable, pues las funciones son de variables discretas. En
esta seccion introducimos una version de la regla de L HoOpital para el caso de

funciones de variables discretas. Probaremos que bajo ciertas condiciones,

lim /(x) =lim A () ,
e g(x) = Ag(x)

donde,

Af(x) _Sfx+h)-f(x)
Ag(x) g(x+h)-g(x)

para alguna A.

Teorema 2: Sean ¢(x) y ¢(x) funciones definidas en [a,0) y sea 2 > 0.
Supongamos ademas, que

1) limo(x)=lmg¢(x)=0

1) Ad(x)=¢(x+h)-¢(x)no cambia de signo para x> x, >a

i) lzmm

= L (finito o infinito)
= Ag(x)
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entonces

lim o(x) =L
= g(x)

Demostracion: Sin perdida de generalidad, podemos suponer que Ag(x)> 0
para x > x, > a. Primero consideremos el caso cuando L es finito.
Por iii) se tiene que para todo £> 0, existe un N > x, tal que para

x> N:

£
2

-Li<

‘Amx)
Ag (x)

luego,

Lo PGth-e®

2 g(x+h)-¢(x) :

por lo tanto, paratodok (k=1,2,3...):

Lo QGHR—p(x+(k=Dh) , . (12)
27 9(x + kh) - @(x + (k—1)h) 2

- Consideremos primeramente la desigualdad de la derecha.

Como A¢(x)>0, multiplicando (12) por ¢(x+kh)—@(x+ (k-1)h)
obtenemos:

Q(x+kh)y=@(x+(k=1h) < (L+£)[p(x+hk) = $(x+ (k- 1)]
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Escribiendo esta desigualdad para &k = 1,2,3,...,n se tiene:
k=1 p(x+h)-p(x)<(L+5)[p(x+k)-¢(x)]
k=2 @(x+2h)-(x+h)<(L+5)[¢(x+2h)- ¢ (x+h)]
k=3 @(x+3h)-@(x+2h) <(L+£)§ (x+3h)- ¢ (x+2h)]
k = n :p(x+nh;—¢p(x+(n—1)h<(L +§:)[¢(x+nh)—¢(x+(n—l)h)]
Sumando miembro a miembro estas desigualdades se obtiene que
@(x +nh) - o(x) < (L+5)[#(x +nh)- $(x)] (13)
Procediendo de manera analoga en la desigualdad de la izquierda se
tiene
(L = 9 p(x +nh) - §(x)] < [@(x+ nh) — p(x)] (14)
De (13) y (14) se concluye que:
(L - D[P (x +nh) - $(x)] < @(x +nh) = p(x) < (L + ) (x +nh) - $(x)]

Dividiendo por ¢(x +nh)—¢(x):

< <L+%
@ (x +nh) — ¢(x)

pGx+nh)-p(x) _, as)

- £
2

para n=1,23.... .
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Como lime (x)=Img¢(x)=0, aplicando ii) en (15) cuando n— o,

obtenemos:
L-%5< (0—('2 <L+%
#(x)
por lo tanto,
o(x) ;| ¢
#(x) 2
Asi pues,
11m¢—(x—) =1
X—»0 ¢(x)

Supongamos ahora que L =«. Entonces para cada M > 0, existe un
entero N > x, tal que para todo x> N :

oG+l -9
P(x+h) - $(x)

0 sea,

P(x+h) —@(x)> M{g(x+h)- $(x)]

Ap(x)> MAG(x) >0

parax 2N >a.
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Luego,

A .
Ap(x)>0 Yy J{L'gA;v(x)_O'

Usando el resultado del caso L finito se tiene que:

Izmi(ﬁ = Itmm =0
—ep(x) == Ap(x)

por lo tanto,

o(x) _ 1 _ 1 _
T NP L Y 1€ R
mep(x)  ==Ap(x)

El caso L =-w se deduce del caso L=oo tomando ¢°(x) = —o(x)

y considerando ¢°(x) y ¢(x). Esto termina la demostraciom de nuestro

teorema.

Las sucesiones son funciones discretas, por lo tanto podemos aplicar

el Teorema2 a g(n)=a, ¥ ¢(n)=5b,.

A continuacién presentamos el siguiente corolario que es una

consecuencia del teorema anterior para el caso de sucesiones cuya

demostracion es totalmente analoga al Teorema 2. .
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Corolario 3: Sean {a,} y {b,} dos sucesiones que convergen a cero, y

asumamos que para algun numero entero positivo h la diferencia

Ab, =b,,, -b, no cambia de signo para n>n,.

. a -a
Si Izm—l”’——bﬂ— = L entonces,

noe bn+h T

Ilmfi'—= L

n—wo

(L finito o infinito).

Teorema 3: Sean ¢(x) y ¢(x) funciones definidas en [a,) y acotada en
cada subintervalo finito de [a,). Si

1) lm §(x) = oo

i) Existe un A>0 tal que Ag(x)=4(x+h)-¢(x) no cambia de signo para
x2x,>a.

== Ag(x)

entonces,

lzm?—(i)— =L
== B (x)
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Demostracion: Sin perdida de generalidad supondremos que Ag(x)>0 para

x> x, >a. Supongamos que L es finito.

Como en el Teorema 2 parac > 0, existe unN > x, tal que x> N:

lp(x+nh)-p(x)
|¢(x +nh)- ¢(x) 2

| &

(16)

paracada n=123,....

La expresién (16) se cumple para x €[N, N +h). Ademads, notemos que
cada x> N se puede escribir como x=r+ h para algin r €[N,N+k) y un

numero natural .

Por lo tanto, para x> N, tenemos

(o(x)-qo(r)_Ll=|¢>(x+1h)-<o(r)_L<5 a7
#(x) - (r) |¢(x + 1h) - $(r) 2
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Mediante procedimientos algebraicos el cociente %E—’% lo podemos
X

escribir en la siguiente forma:

P(x)_eX)-o()+o(r)
$(x) ¢ (x)

p(x)-@(r)+o(r)
px) __ #(x)- ()
o(x) p(x)
P(x)-@(r)

</>(Jc)—<o(r)+ p(r)
P(x) _¢(x)—4(r) ¢(x)-8()
#(x) ¢(x)
P(x)—o(r)

Por lo tanto,

P -0(r), ()
o), _$D-40) (-0 _

o T @
$(x)-¢(r)
e -p(r) o) _L(H $(r) )
(), _$0-40) $(0)-4() $(x)-4()
px) ¢(r)
()~ ()

o), _ [mx) —o)_, . (W)‘- L¢(r>”[¢(x) - ¢<r>]
#x) L) -4 $0) -9 /]l ¢

luego se tiene que
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g’_(x_)_Lz[fp(x)-mr) _L}[l_ ¢(r)]+[¢<r)-L¢<r)}
$() T LeW-4() $(x) #(x)

por consiguiente

<

oW-o() | le()-Ls() (18)
$-6() 1| e |

0|
¢ (x)

Como ¢(x) y¢(x)son acotada para x [N, N + h)y ¢(x) tiende a infinito

cuando x— =, podemos escoger un N° > N tal que:

@(x) = Lg(r)

£ 19
& | (19)

2

x>N*

Las expresiones (17) y (19) reducen (18) a:

ACY -L <fiE £
¢ (x) 2 2
por consiguiente:
lim o (x) =L

e @(x)
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Ahora consideramos el caso cuando L es infinito. Si podemos probar

que @(x)—> o cuando x—>o y Ap(x)>0 para x2x,>a, entonces

Ag(x) 1 +
/ = =
il Ap(x) lim Ap(x) 0
x>0 A¢(X)

luego, por el Teorema 2 (aplicado a ¢(x) y ¢(x)), obtenemos

@ (x) 1 1
1 = = =
gm0 o AIE
= @(x) ==Ap(x)

Ahora, dado M > 0, existe N>x, tal que para x> N:

P +h) =)
#x + k)~ 9(x)

0 sea,

@(x +h) = o(x) > M(4(x + h) - §(x))

por consiguiente
Ap(x)> MA ¢(x)>0
Ademas, para todo » y para todo x > N se tiene

pGx+nh)-p(x)
# (x-+nh) = $(x)

como x=r+sh para algin r€[N,N +h),
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e(x)—o(r) _etr+jh-o(r)
¢(x)~¢(r) ¢(r+jh)-94(r)

luego,
@(x)> M(¢(x)= ¢ (r))+ o (r)

y asi limp(x)=c puesto que M(p(x)- ¢(r))> o cuando x— .

Finalmente, reemplazando ¢ (x)por —¢ (x)se deduce el caso L = —.

Una consecuencia inmediata del Teorema anterior es el siguiente

corolario.

Corolario 4: Sean {a,} y {5} dos sucesiones, donde /mb,=c.

n—»w

Supongamos que existe un namero entero h > 0 tal que

iy Ab,=b,,-b, nocambia de signopara n>n,

) lim ‘;"”’ - :" =L (finito o infinito)
noe n+h ~ “n ’

entonces

Iim n - L.
n—o b”
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Para finalizar este capitulo presentaremos algunos ejemplos en los
cuales no se puede aplicar la regla de L’Hdpital, pero se pueden resolver
utilizando nuestra regla de L’Hopital para el caso discreto.

Ejemplo: Sea funa funcion definida en el intervalo (a,0) y acotada en en

cada subintervalo finito (a,b). de (a,0) .Entonces,

P PAC) - [f(x+1)-7(x)]
X—x x X—pro
w) | FOF = lim %12 (f(x)2c>0),

si los limites de la derecha existen (ya sean finitos o infinitos).
En efecto, sean
p(x)=f(x) 'y Px)=x
entonces,
a) lmg(x)=co
b) Para =1 se tiene que
Ad(x)=¢(x+h)-¢(x)
=g(x+1)-o(x)
=x+1-x=1>0

para xz2x,>a,



79

c¢) Im A9(x)
== Ag(x)

= lm[f(x+D - f(2)]=L

luego, por el Teorema 3 se tiene que

Im P(x) _
= @ (x)

L

0 sea,

Itm-j:(—{)—=hm[f(x+1)—f(x)]=L.

X=»a0 X0

Para obtener el resultado /7)) tomemos
px)=Inf(x) 'y ¢@x)=x
entonces
a) Img(x)=w,
b) Para k=1 se tiene que
Ag(x)=¢(x+1)-¢(x)
=x+1-x

=1>0
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L Ap) o SGHD)
) xh%M() {r_r:zw[mf(x+l) In f(x)]= lim W_L

luego, por el Teorema 3 se tiene que

llmM=L

X x

0 S€4q,
lm In| f(x)]£ =L
por lo tanto,
limIn[f ()] = m1n L&D

f(x)

Asi pues,

f(x+l)
o f(x)

lzm [ f (x)]

con f(x)=2c¢c>0.

Observacion: Si en i) del ejemplo anterior se toma como dominio de f (x)
el conjunto de los niieros naturales, se obtiene el siguiente resultado para

sucesiones:
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Si {a,} esunasucesion de términos positivos, entonces

a

n+l

lim?fa, = lim

n—»w n—»oo a
n

si el limite de la derecha existe (ya sea finito o infinito).

Ejemplo: Sea {x,} una sucesion tal que

limx, =k (finito o infinito),

n—»wo

entonces

Tt T T X AR,

n-»wo n

En efecto, sean

a,=x +x,+..+x,

y
b,=n
luego, /imb, = 0. Ademas,
a) Para 2 =1 se tiene que
A bn = bn+l _‘bn
=n+l-n
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para n=>1,
a,. —a,
b) im2—"=limx  =k.
e bn+l - bn e

Por lo tanto, por el Corolario 4 se tiene que

¢) hmir-g

nrw

0 sea,

i B X XA,

n—»w n

Ejemplo: Sea {a,} y {b,} dos sucesiones que convergen a ceroy

supongamos que {,} es monotona. Entonces,

N

.. 4a an - an +1
lim—==lim—m——
n-»w b" n—w b” -b

n+l
si el limite de la derecha existe.
En efecto, tomemos #=1. Como {5,} es monotona,
A bn = bn+1 - bn

no cambia de signo para n>1, luego como

a,, —a, a,—a,,

Im-——" = lim
e bn-H - bn e bn - bn+l

existe.
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Por consiguiente, por el Corolario 3 se tiene que

a . a,—a +1
Iim -2 = lim ——>—,
e e bn _bn+l



TERCER CAPITULO

LA REGLA DE L’HOPITAL
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En este capitulo presentamos una secuencia de teoremas importantes
del calculo diferencial, analizando sus demostraciones y la conexion que
existe entre esta secuencia y la regla de L’Hopital. Ademas, haremos énfasis
en los conocimientos previos que se debe poseer para demostrar cada uno de

estos teoremas.

3.1 COMPRENSION DEL FUNCIONAMIENTO DE LA

DEMOSTRACION.

Uno de los objetivos de nuestro sistema educativo consiste en
desarrollar las habilidades y capacidades indispensables para que los
estudiantes apliquen los conocimientos adquiridos. La aplicacion de los
conocimientos es tan importante como su adquisicion, pues si no se logra que
los estudiantes aprendan a aplicar sus conocimientos, estos “‘serdn
conocimientos muertos y el tiempo utilizados para explicarlos y adquirirlos

serd tiempo perdido.” [Ronh, (1984)}
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La aplicacion de los conocimientos adquiridos se hace evidente en el
proceso ensefianza-aprendizaje del Calculo, en el cual es necesario la
comprension de conceptos elementales para luego comprender los mas
complejos. Para Dreyfus, “cada concepto avanzado se basa en otros

conceptos elementales y no puede ser atendido sin un sdlido y a veces muy

especifico entendimiento de éstos.” [Dreyfus, (1990)]

El concepto de funcion es un buen ejemplo de esta interrelacion entre
conceptos, pues hemos tenido la oportunidad de conocer su génesis y su
desarrollo historico hasta alcanzar el grado de complejidad que hoy tiene, el

cual es operado bajo otros procesos como la diferenciacion y la integracion.

En el marco del calculo diferencial, la comprension de algunos
teoremas y de sus demostraciones es de gran importancia para la

comprension de las demostraciones de otros teoremas.

La regla de L Hopital es un caso particular de esta cadena de teoremas,

su demostracion requiere la aplicacion de la formula Cauchy que a su vez,
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se demuestra basandose en un caso especial del teorema de Rolle que es una

consecuencia del teorema de Weierstrass y asi sucesivamente.

Las demostraciones de esta cadena de teoremas del calculo diferencial
constituye uno de los contenidos programaticos correspondiente al primer afio
de la licenciatura en Matematica, especificamente durante el primer
semestre, cuando los estudiantes se encuentran en un periodo de adaptacion e

iniciandose en las demostraciones matematicas.

Como todos conocemos, esta realidad es totalmente diferente al tipo de
instruccién matematica que han recibido los estudiantes hasta ese momento,
lo que constituye un obstaculo para la comprension del funcionamiento de
dichas demostraciones. En este sentido, Radford sostiene que “comprender
el funcionamiento de la demostracion constituye una etapa
profundamente dificil para el estudiante, en particular porque éste debe
romper con esquemas de pensamiento que estdn muy arraigados en éL”

[Radford, (1993)]
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Si el estudiante no logra comprender el funcionamiento de la
demostracion menos lograrda comprender la interrelacion entre los teoremas,
lo cual se lograra con el transcurso del tiempo y una buena disposicion por

parte de €l

Demostrar la regla de L Hépital aplicando la formula de Cauchy es la
unica alternativa hasta el momento, pues ésta es la herramienta con la que

contamos.

En la siguiente seccidn presentamos las herramientas del célculo

diferencial para la demostracion de la regla de L Hopital.

3.2 HERRAMIENTAS DEL CALCULO DIFERENCIAL PARA LA

DEMOSTRACION DE LA REGLA DE L’HOPITAL.

Los teoremas que a continuacion presentamos forman parte de la
secuencia de teoremas del cual se hace referencia en la seccidon anterior y

constituyen los requisitos para la demostracion de la regla de L.’Hopital.
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3.2.1 Teorema de Weierstrass: Si una funcion f:[a,b]> R es continua
en [a,b], entonces f (x) es acotada en [a,b]; o sea, existe una constante k >0
tal que

-k<fx)<k

para todo xe [a,b].

La demostracidon de este teorema es una consecuencia del axioma de
completitud de los nimeros reales en la version de intervalos encajados de

Cantor. Este axioma se enuncia como sigue:

Axioma de Completitud: Todo conjunto no vacio de numeros reales que

esté acotado superiormente tiene un supremo en R.

Una version equivalente de este axioma fue presentado por Cantor, la

cual dice lo siguiente:
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El Principio de Intervalos Encajados de Cantor: Sea {/,} una sucesion
de intervalos cerrados no vacios y encajados,tales que

'{Lrg dzam(],,) =0.
entonces, existe un unico numero real tal que

N1, = {c}

n=1

Ahora veamos los aspectos de la demostracion del teorema de

Weierstrass.

La idea de la demostracion del teorema de Weierstrass consiste en

suponer que la funcion no es acotada en [a,b].

Si f (x) no es acotada [a,b] entonces no es acotada en uno de los

subintervalos:
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Denotemos por 1, =[a,,b,] el subintervalo donde f(x) no es acotada. Si

f(x) no es acotada en ambos subintervalos, elegimos el de la derecha.

Tenemos que

b-a
2

diam(I ,) =

De igual manera, f(x) no es acotadaen uno de los subintervalos

a +b a +b
[als 12 1] s [ l2 l’bl}.

Denotemos por I, =[a,,b,] el subintervalo donde f(x) no es acotada.

Tenemos que:

b-a

dam(l,) = 5

Procediendo inductivamente, obtenemos una sucesion de intervalos
encajados
[a,b] > ]a,,b,12[a,,b,]D--D]a,,b,]> -

tal que f(x) no es acotada en cada uno de ellos y
b- a) -0
2"

luego, por el axioma de completitud de Cantor

Iim dzam(

n—x
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Como f(x) es continua en ¢, existe &>0 tal que
[f ) - f(e) =1
luego,
@) <1+|f(C)

paratodo xe(c-6,c+9).

Como /limdiam(1,)=0, existe un n, tal que

[an0 ,b,,O] c(c-6,c+6)
Asi,

|f(x)]$1+|f(c)|

para todo xe[ano,bno].

Luego f(x) es acotada en [a,,o b, ], lo que es una contradiccion. Por

lo tanto, /' (x) es acotada en [a,b].

Una consecuencia inmediata del teorema de Weierstrass es el siguiente

resultado.
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3.2.2 Teorema (Weierstrass): Sea f:[a,b] — R una funcién continua,
entonces existen x,,x, e[a,b] tales que
f(x)Sf(xX)< f(x,)

paratodo x e[a,b].

3.2.3 Teorema de Rolle: Si una funcion f es continua en ¢l intervalo
cerrado [a,b], diferenciable en el intervalo abierto (a,b) y st f (a) = f (b),
entonces existe un namero ce(a,d) tal que 1(c) = 0.
Demostracion: Como f (x) es continua en el intervalo [a,b], por el teorema
de Weierstrass existen x,,x, e[a,b] tales que

f(x) S f(x) 2 f(xy)

paratodo xela,b].

Se presentan dos posibilidades con respecto a los puntos x, y x,.
a. Ninguno de los puntos pertenecen al intervalo abierto (a,b).

b. Al menos uno de los puntos pertenecen al intervalo abierto (a,b).
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En el primer caso x,,x, son extremos del intervalo, por lo tanto
f(x)=f(x)=a
luego, para cualquier x e[a,b] se tiene
fx) = a

o sea, f(x) es una funcion constante en el intervalo [a,b].

Por lo tanto,
f)=0

para todo ce[a,b].

En el segundo caso, supondremos que x, € (a,b). Como f(x) es
diferenciable en x, € (a,b), existe para todo €> 0 un &> 0 tal que

f(x)-f(x,

X=X,

) i) <e

siempre que |x-—x,|<d.

Luego,
f(x)=f(x,)
X—X

2

f(x,)-€ < <f'(x,)+¢& (20)

siempre que -8<x-x,<6.
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Supongamos que 0<x-x, <5. Como f(x)< f(x,), se tiene que

f(x)_f(x2)<0 (21)
x-x,
y sl -6<x—x,<0,
f(x)—f(xz) >0 (22)
x-x,

De (21) y (22) se concluye que
f'(x)-e<0< f'(x,)+¢
asi pues,
—e <—f'(x,) <&
por consiguiente,
If'(x,)| < &

para todo £>0.

Por lo tanto,

f'(x,)=0.
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3.2.4 Teorema del Valor Medio de Cauchy:

Si una funcién f': [a,b]— R es continua en el intervalo cerrado [a,b] y
diferenciable en el intervalo abierto (a,b), entonces existe un numero ¢ en
(a;b) tal que

S () -f(a)=f(c) (b-a).

Demostracion: La demostracion de este teorema consiste en la construccion

de una funcién F(x), distancia entre la curvay = f(x) y la recta que pasa por

los puntos P(a, f(@)) y O(b, f(b)). [Fig. 13]

f)

Y

S P p——
O b e e e e e e —

Fig. 13
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Considerando el punto P y la pendiente de la recta secante, obtenemos

la ecuacion de dicha recta:

y- 1@ =LO=LE )

f() f(a)

gx)=y= fla)+ (x-a)

La longitud del segmento contenido entre la curva de la funcion f (x) y
la recta secante esta definida por la funcion F: [a,b] — R tal que
F(x) = f(x)-g(x)

luego,

F@)= f0)- (@ - L= L0 g).

Evaluando la funcion F(x) en los extremos del intervalo [a,b] se
obtiene que F(a) =F(b) =0.

Como se puede observar, la funciéon F satisface las hipoétesis del
teorema de Rolle, por lo que se asegura la existencia de un numero
ce(a,b) tal que

F(c)=0
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lo que mplica que

f'(C)': f(b;"f(a)
-a

luego,

J®)-f@)y=(>b-a)f'(c)

3.2.5 La Férmula de Cauchy: Si f y g son continuas en [a,b] y
diferenciables en (a,b) y si g’(x) =0 para todo xe(a,b), entonces existe un

numero w en (a,b) tal que

f®)-f@ _ f'(w)
gb)-gla) g'(w)

Demostraciéon: Notemos primero que g(b)-g(a)=0, puesto que de otra
manera g(b) = g(a) y, por el teorema de Rolle, existe un numero ¢ en (a,b) tal

que g’(c) =0, lo que contradice nuestra hip6tesis acerca de g’
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Definamos una nueva funcién h:[q,b] >R como sigue:
h(x) =[f(®) - f(a)]e(x) - [(b) - g(@)]f (%)
Es claro que h es continua en [a,b] y diferenciable en (a,b) y tal que
h(a) = h(b). Luego, por el teorema de Rolle, existe un numero w en (a,b) tal
que A’(w) = 0; es decrr,
[£®) - f(@)]g'(w)-[2®) - g@]f' (w) =0
por consiguiente,

f(6)=f(a) _ £'(w)
gb)-gla) g'w)

Observemos que la féormula de Cauchy es una generalizacion del
Teorema del Valor medio de Cauchy, puesto que si tomamos g(x) = x,

obtenemos que

f(®)-f(a)=f'(w)b-a).

Finalmente, se demuestra La regla de L’Hopital haciendo uso de

la formula de Cauchy. Veamos esta demostracion.
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3.3 LA REGLA DE L’'HOPITAL: Caso %, a y L son finitos.

Sean f y g funciones continuas en [a,b] con derivadas continuas en

@by y gx) =20 paracada xe(ab).

St Imf(x)=limg(x)=0 'y si Iim PAC L
x-¢ x-¢ x=c¢ g’( x)

con a < ¢ < b, entonces

llm-@ =L.
x—c g(x)

Demostracion: Como las funciones f y g son continuas en [a,b] y
derivable en (@,6) y g’(x) =0, para xe(a,b), entonces por la formula de

Cauchy existe un numero w entre x y c¢ tal que:

fx)-f) _f'(w)
g(x)—g(c) g'(w)

por el hecho que f(c)=g(c)=0, obtenemos que

fx)_ ')
g(x) g'(w)

como w esta siempre entre X y ¢, Se sigue que

limL(i)= Ilmf'(w) = lsz'(w) =L.
e g(x) e g'(w) v g'(w)
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Observaciéon: Un argumento similar al presentado en el teorema anterior se

puede usar si lim&:
e g (x)

w0,

Resumiendo lo anteriormente expuesto, obtenemos la siguiente cadena
de teoremas:

Teorema de Weierstrass = Teorema de Rolle =Teorema de Cauchy

=> Formula de Cauchy —> Regla de L Hopital.

3.4 PROPUESTA METODOLOGICA.

Nuestro objetivo no es romper con este orden logico de demostraciones
y menos que se omita en el curso de calculo diferencial. Lo que sugerimos es
que los educadores consideren la importancia de la comunicacion efectiva en
el proceso de ensefianza-aprendizaje. La cual es “entendida, segiin Imaz,
como la emisién y recepcion de mensajes que deben producir cambios

conductuales observables en los receptores y que, en caso de que estos
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cambios no se produzcan o no sucedan en la forma deseada, deben
producir cambios en la conducta de los emisores, continuando el proceso
hasta que se conmsigan los objetivos deseados originalmente u otros

alternos.” [Imaz, (1987)]

Siendo la regla de L’Hopital una herramienta fundamental en el
Célculo de limites de funciones racionales donde tanto el numerador como el
denominador se convierten en cero cuando la variable toma el valor
prohibido, no podemos permitir que su ensefianza se limite al aspecto

algoritmico.

Actualmente la demostracion de la regla de L ’Hopital es presentada en
los textos como una consecuencia de la formula de Cauchy. Se presenta en
forma sencilla y su brevedad puede conducir a los estudiantes a la
memorizacion. En realidad, no es tan sencillo como parece, pues se requiere
la comprension de la demostracion de la cadena de teoremas que tratamos en

la seccion 3.2.
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Para propiciar los cambios conductuales de los receptores y para
asegurarnos que los estudiantes logren comprender el funcionamiento de la
demostracion de la regla de L Hdpital, proponemos en la siguiente seccion
una alternativa para la demostracion de dicha regla, en el marco del calculo

integral.

Esta nueva alternativa no requiere de una cadena de teoremas para su
demostracion como normalmente se demuestra. En su lugar, necesitamos que
las funciones tengan derivadas continuas, la aplicacion de la definicion de

limite y ciertas propiedades de orden de la integral definida.

Ademds, para esta época los estudiantes cuentan con una madurez
intelectual mayor que al inicio de sus estudios matematicos a nivel superior y

por lo tanto, han adoptado otra actitud hacia la demostracién matematica.
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3.5 LA REGLA DE L’HOPITAL: APLICANDO PROPIEDADES

DE ORDEN DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

Presentamos en esta seccion la demostracion de la regla de L’Hopital

para las formas indeterminadas

olo

e =, aplicando propiedades de orden
o0

de la integral definida.
3.5.1 REGLA DE L’HOPITAL: Caso 0/0, a es infinito y L finito.

Sean f y g funciones continuas en R con derivadas continuas en

Ry g'(x)#0 para cada x eR

St limf(x)=lmg(x)=0, 'y si Iim—['—(f-)- =7
X x>0 X—beo g' (x)

entonces

Iim ﬂf—)— =L
e g(x)
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Demostracion: Como g’(x) es continuay g’(x) # 0, por el teorema del
valor intermedio se tiene que g’(x) > 0 para todo xeR 6 g’'(x) <0 para
todo xeR. Luego, g es creciente o g es decreciente en R. Por otro lado,
debido a que limg(x)=0 se tiene una y solo una de las siguientes
condiciones:

1) g escreciente (g’(x)>0) y g(x) <0 paratodo xeR

u) g es decreciente (g’(x)<0) y g(x) > 0 paratodo xeR.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que g'(x) >0 y

g(x) <0 para todo xeR.

Sea ¢ > 0 yescojamos M > 0 tal que:

ro_,

g'\(r) l <€

para t > M.

Como g'(x) >0 paratodo xR se tiene;

If'(-Lg' () <eg(t)
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luego,
—eg()<f()-Lg'()<sgr)
para 1> M.
Escojiendo x, y suficientemente grandes (x> M,y > M), con x>y
se tiene:
|, -ega<[lro-rewh<[ sg
luego,
-£[e(®) - 80)] </ () -SB) - L [g1x) - gB)] <e[g(x) - )]
Fyjando y y haciendo x— o (f(x)— 0, g(x) > 0) se tiene que
-e[-80)] <-fO)-L[- g0 < &l-g)]
Dividiendo por - g(y) > 0 obtenemos;

-€<——f—(—y—)+L <e¢

g
luego,
o).,
Por lo tanto,
i O

e g(y)
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3.52 REGLA DE L’HOPITAL: Caso %, x—, L es finito.

Sean f(x) y g(x) funciones cuyas primeras derivadas son continuas.

Si Imf(x)=limg(x)= , g'(x)#0 para todo xeR y si

Iim-f'—(f-)— =L

x—© g ( X)
entonces

TACI

Demostracion: Como  /im g(x) =, podemos asumir que g(x) es una

funcién positiva. Mas aun, como g'(x)#0 para todo x € R, g’(x) debe

ser una funcion positiva.

Sea £>0 ytomemos M > 0 tal que:

ro_,

< &
g'(t)

para todo > M.
Como g’(H)>0 setiene

[f'()-Lg' (| <eg'()
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luego,

-Eg'O<fO-Lg'® < g’

para todo t> M.

Integrando la desigualdad de la derecha en el intervalo (y,x), x e y

suficientemente grande, se obtiene:

I bro- e

< jy lf'(6)- Lg'(t)|dr < L le g'(0)|ar

luego,
| F(X) - F) - L[g(x) - g»)] | < £[8(x) - g(»)]

Dividiendo por g(x) se obtiene:

X)) _fO)_ L[g(x)_ g(y)] .
g(x) g(x)

g(x) g(x) g(x) g(x)

por lo tanto
AC S

<8+|f(Y)l+|L| g(y)
g(x)

g(x) g(x)

|7 ) IZ|&(»)
g(x) g(x)

Como g(x) - « cuando x — o, eventualmente

seran menores de & Aplicando este resultado se deduce que
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‘M-L <
g(x)

luego,

VACI

Im=—"~

e g(x)
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CONCLUSIONES

Después de haber culminado este trabajo investigativo hemos

llegado a las siguientes conclusiones:

L’Hépital, en la introduccion de su obra Analyse, reconoce haber
incluido las lecciones que recibié de Bernoulli cuando lo contraté para que
lo instruyera en la nueva disciplina; sin embargo, fue acusado por éste de
plagio. Después de muchos afios, se pudo demostrar que las reclamaciones
de Bernoulli eran fundadas, por la coincidencia que se verificaron entre
sus manuscritos y la obra de L’Hopital.

La carta enviada por L’Hopital a Bernoulli en julio de 1693
concerniente a la solucion del primer problema de forma indeterminada
0/0 es una evidencia adicional que demuestra que L’Hopital aprendio la
solucion correcta de Bernoulli.

Si bien es cierto que la relaciéon intelectual entre estos dos
matematicos, L’Hoépital y Bernoulli fue pocc‘) comun, no podemos negar a

L’Hopital el mérito de ser el autor del primer texto en la historia del
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Calculo Diferencial. Aunque su contenido no contaba con la originalidad
de su autor, este se utilizo como libro de texto por mas de medio siglo y
es considerado una buena introduccion al célculo.

La regla de L’Hopital es un arma poderosa para determinar los
valores de forma indeterminada. El mal uso de esta regla con frecuencia
puede llevarnos a resultados errados, por tal motivo debemos ser

cuidadosos en su aplicacion.

Los argumentos del célculo diferencial utilizados para demostrar la
regla de L’Hopital son mas rigurosos que los utilizados en el marco del
calculo integral, los cuales son considerados, desde nuestro punto de vista
mas sencillos. Esto permitira a los estudiantes una mayor comprension de
la demostracion de la regla de L’Hoépital. De esta manera, proponemos
este ultimo enfoque como una alternativa metodologica para la ensefianza

de laregla de L’Hopital.
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