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RESUMEN 

En el presente trabajo hemos estudiado los resultados 

de Konig Y Frucht quienes respondieran constructivamente ¿a 

la pregunta: ¿Cuándo un grupo abstracto dado es 15somorfo al 

grupo de automorfismos de un grafo?. La prueba de Frucht 
está basada en el teorema de Cayley sobre el grafo de color 
de un grupo. 

En nuestra investigación hemos encontrado una 

interesante relación entre la teoría de grupos, la teoría de 

grafos y la topología, tal como se describe a continuación: 

a zada grafo se hace corresponder el grupo de automor fismos 
del grafo que preservan adyacencia, y reciprocamente dada 
una presentación de un grupo es posible construir un adrafa 

que lo represente: El grafo de color de Cayley. Por mtra 

parte, dada una superficie es posible construir el grupo 
fundamental correspondiente y el grafo de número cromático 

máximo asociado a la superficie. Sin embargo, en nuestro 

trabajo nos hemos eccupado en analizar y proveer las 

demostraciones a los teoremas y proposiciones encontrados en 

la literatura correspondiente a grafos y grupos, los cuales 

en la mayoria de los casos aparecen sin demostración. 

Summary 

Konig asked: When is a given abstract group isomorphic 
with the group of some graph?. Frucht answered this 

question constructively based on Cayley's theorem about the 

color graph of a group. 

We have studied these results in details providing all 
the proofs which are left to the readers in the papers and 
monographs consulted. In our research we have found that 

there exists a beatiful relationship between group theory 
and graph theory as described in Konig's and Frucht's works. 
Also we found out about the fundamental group and the graph 
of maximun chromatic number associated with a given surface. 
Nevertheless, we have paid special atention only to the 
earlier problem possed by Konig about groups and graphs.



INTRODUCCION 

AL estudiar los tópicos fundamentales de la teoría de 

grafos nos preguntabamos si es posible definir una 

estructura de grupo sobre la colección de todos los grafos 

finitos de cierto urden. A pesar de no haber enzontrado una 

respuesta afirmativa a la anterrogante anterior, nos 

planteamos el siguiente problema el cual mos dispusimos a 

estudiar: Determinar 2 construir el grupo que represente a 

un grafo dado y en el otro sentido, dado el grupo y su 

conjunto de generadores buscar el grafo asociado, el cual 

desde cierto punto de vista es una gráfica del grupo. 

Este trabajo ha tenido como fuentes biblimngráficas 

principales los libros: Grafos, Grupos y Superficies de 

Arthur White y Teoria de Grafos de F. Harary, los cuales 

tienen el defecta de que la mayoria de los teoremas y 

proposicinnes aparecen sin demostración. Asi, este reporte 

contribuye a enriquecer la bibliografía existente al



presentar de manera sompleta y autocontenida la interacción 

entre agrafos y grupos. Por lu tanto, este trabaja sirve 

coma material de apoyo a estudiantes de la Licenciatura cn 

Matemática, profesores e investigadores interesados en los 

fundamentos matemáticos de la teoría de grafos. 

El informe de la investigación está orgamizach: en tres 

capitulos. Cada capítulo es antecedido par una hreva 

introdu-sción, e ilustrado completamente (a colores) para 

esclarecer las definiciones y teóremas, y eventualmente súa 

realizan algunas cbservaciones y comentarios referentes a 

las proposiciones pertinentes al mapítulo. 

El primer capitulo presenta ur compenc tk de 

definiciones, onceptos y teoremas básicos de la teoría de 

urafos tales como: grafo, gratos especiales,  180morfismu 

entre arafos, mperaciones entra grafns, etr., tados 

importantes para relacionar las propiedades de los grafos



ud 

con las propiedades de sus grupos asociados y viceversa. 

En el capitulo dos se determina la interacción entre 

las teorias de grafos y grupos. Aqui, primeramente 

presentamos algunos conceptos básicos sobre grupos de 

permutaciones, y definimos tres operaciones binarias entre 

ellís. Los resultados de Teoría de Grupos que se utilizan 

en este trabajo son clásicos y los mismos pueden encontrarse 

en cualquiera de las obras de "Algebra Moderna" citadas en 

la Bibliografía, como por ejemplo en las de Kurosh y LL. 

Fadice, por esto en el texto omitimos referencias directas. 

Continuamos con la demostración de teoremas que indican 

algunas conexiones entre las operaciones con grafos y las 

operaciones entre grupos de permutaciones. Fosteriormente, 

determinamos el grupo asoriado a un grafo dado, el grupo de 

automor fismos del grafo, el cual induce a su ver el grups de 

autamor fismos inducidos del grafo, el cual forma parte del



grupo de automor fismos por aristas del misms grafo. 

La interacción entre la teoría de grafos y la teería de 

grupos via grupo-grafo se presenta on el tercer cAapitul»n, en 

el «cual se define para cada presentación de un grupo el 

grafo de color de Cayley, que ma es mas que la gráfica del 

grupo dada. Además, estudiamos el carácter reflexivo de ls 

arupas. Esta es; dada una presentación de un yrups Y , el 

urupo de automor fismos del grafo de color de Cayley aser acia 

es Tamarfo ar. 

La correspondencia presentada en la figure 0.1 ilustra 

la conjunzión entre la teoría de grafos y la teoría de 

grupos descrita en esta introducción, es precisamente esta 

conjunción la que desarrollamos en este trabajo.



CAPITULO 1 

NOCIONES BASICAS SOBRE LA TEORIA DE GRAFOS -



En este capítulo presentamos la terminología básica de 

la teoría de grafos necesaria para el desarrollo de nuestro 

estudio. Además, definimos algunas operaciones entre gra- 

fos, las cuales nos sirven para construir grafos más comple- 

jos. Cada una de las definiciones, conceptos y operaciones 

son ilustrados a través de ejemplos sencillos, los cuales 

son utilizados frecuentemente en nuestro estudio. 

1.1. DEFINICION DE GRAFO, 

Definición 1.14: 

Definición 1.2: 

Definición 1.3: 

Definición 1,4: 

Un Pseudografo es una terna (6G,V(G),ECG)), 

en la cual G es un conjunto no vacío, VI(G) 

es un subconjunto no vacío de G cuyos ele- 

mentos llamamos vértices, y Et(tG) es una 

familía de pares no ordenados de vértices 

de V(G). A los miembros de E(G) los deno- 

minamos aristas. Si ay bson los vértices 

de la arista, esta se denota por [a,b]. 

Un lazo es uña arista de la forma [v,v], 

con v en Y(G). 

Una arista es múltiple si aparece más de 

una vez en ECG). 

Un grafo es un pseudografo (G,V(G),E(G)) 

que no contiene lazos ni aristas múltiples.



Definición 1.5: 

Definición 1.6: 

Definición 1.7: 

Definición 1,89: 

Por simplicidad de escritura, en lo que 

sigue nos referiremos solamente al grafo G. 

Sea G un grafo. Dos vértices u,v e VCG) 

son adyacentes si x = [u,v] «e ECG). En 

este caso, los vórtices u y v son inciden- 

tes a la arista x. Las aristas [u,v] y 

Cu, 4] son adyacentes si Us Y, W € VO) y 

Cu, Wl, Cu, Y] e ECG), v * w. Por simplici- 

dad, en lo que sigue escribiremos simple- 

mente uv para referirnos a la arista [u,v]. 

Sea G un grafo y ve V(G). El grado del 

vértice v, d(v), es el cardinal del con- 

junto de vértices que son adyacentes con v, 

y lo denotaremos de la manera siguiente: 

diív) = |tu e V(G)/ uy e ECO I+|. 

Un grafo etiquetado es un grafo G en el que 

cada uno de sus vértices tiene un "nombre". 

El orden p y el tamaño q de un grafo G son 

los cardinales de V(G) y E(G) respectiva- 

mente.



Ejemplo 1.9: 

Teorema 1.10: 

Corolario 1.11: 

Definamos a G por: 

VI(G) = ty. Y, Y 
az 

y Y, > 

ECG) = Ea Y a a YN Va 

Entonces el grafo G se puede representar 

por la figura l.1.a 6 1.1.b. 

En este caso av) = 3 para todo v en 

VIG) y p = 4, q = 6. El grafo G es un 

grafo etiquetado. 

Yi vi vz 

vI (a) he vi (6) vs 

P 
En todo grafo G, Y dv) = 2q. 

i=4 

Demostración: Sea 6 un grafo. Al sumar 

los grados cada arista es contada dos ve- 

ces, por lo tanto la suma de todos los 

grados es igual a 2q.m 

En todo grafo G, el número de vértices de 

grado impar es par. 

Demostración: Sea G un grafo y v, E) >= “y 

en vVi(G)/dív) es impar), y análogamente
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vB = tv e V(G)/d(v) es par). Claramen— 

te, vV(G) = v, CE) (9) vB). For el teorema 

1.10, resulta que 

P 

20 = ) dív) = dí(v) + ) dv) 

t=4 vEV a) vEvV_(tG) 
1 z 

de donde ) div) = 2Zq —- ) dv). 

Ahora bién, el primer miembro de esta i- 

gualdad es una suma de números impares, y a 

la vez es un número par por ser diferencia 

de dos números pares. Esto sólo puede 

suceder si el número de sumandos es par. 

-Por lo tanto, 1, CE) | es par.e 

1.2. GRAFOS ESPECIALES... 

Definición 1.12: 

Definición 1.13: 

Un multigrafo es un pseudografo que no 

contiene lazos. 

Un grafo dirigido o digrafo es una terna 

(6, V(G) ;ECG)) en la cual V(G) es un subcon— 

junto no vacío de G, y ECG) es un conjunto 

de pares ordenados de vértices distintos de 

vV(lG). El par ordenado (a,b) recibe el 

nombre de aristas dirigidas. El grafo base



Nota 1.14: 

Ejemplo 1.15: 

e 

de un grafo dirigido KG es aquel que se 

obtiene eliminando la dirección de las 

aristas. 

Si el conjunto de vértices del grafo es 

infinito el grafo es infinito. 

En la figura 1.2 se ilustran las definicio—- 

nes anteriores. 

Arista Múltiple 

Pseudografo 

figura 1.2 

Definición 1.16: Un subgrafo H de un grafo 6 es un grafo en 

la cual V(H) S V(G) y ECH) < ECG). Si 

VCH) = V(G), el subgrafo H es un subgrafo 

cobertor de G.



Definición 1.17: 

Ejemplo 1.18: 

—12- 

Sea Gun grafo y 95 VI(G). El subgra 

fo generado <S> es el. subgrafo maximal de 6 

con el conjunta de vértices igual a 5 (es 

decir, ECL<>] = <uv e ECG u,v € SS). El 

grafo G- y, v e V(G), es el subgrafo 

<V(G) - v>, es decir, el grafo original 

omitiendo el vértice v y todas las aristas 

adyacentes a él. El grafo G-x, x e EC6) es 

el grafo original omitiendo la arista x. 

El grafo de la figura 1.3.b es el subgrafo 

generado por 5 = vos v Po va? ó <6 - v> Y 

el subgrafo de la figura 1.3.C G-x es un 

subgrafo cobertor de G (figura 1.3.a). 

vi vi vi 

G: G-ve: G-x: 

va 

v3 vz y: LE Vz 

(a) (b) (e) 

Definición 1.19: 

figura 1.3 

Una trayectoria de un grafo G es una se- 

cuencia alternada de vértices. y aristas 

V_pX y V y «ey Y y X yY > que comienza y
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términa con vértices. Cada arista incide 

en el vértice precedente y en el siguiente; 

la longitud de la trayectoria es nn. Si 

Y = Ver la trayectoria es cerrada; en 

caso contrario, es abierta. 

Si consideramos la trayectoria Vo Xr Yare er ar AY 

del grafo G es claro que si V(H) = vor-=I Y? y EM = 

EX yea y X 7 entonces H es un subgrafo de G, esto nos permite 

identificar la trayectoria anterior como un subgrafo de G. 

Definición 1.20: .Una trayectoria de un grafo es simple si 

todas las aristas son distintas. Si 

además, todos los vértices son distintos es 

un camino. 

Definición 1.21: Un ciclo es una trayectoria cerrada de un 

grafo G con un mínimo de 3 vértices todos 

ellos distintos. 

Definición 1.22t Un grafo Euleriano es aquel que puede ser 

expresado como una trayectoria simple ce- 

rrada. 

Definición 1.23: Un grafo Hamiltoniano es un grafo 6 que 

tiene un ciclo cobertor.



Definición 1.24: 

Nota 1.25: 

Definición 1,26: 

Definición 1.27:-. 

Definición 1.28: 

Definición 1.29: 

Un grafo es conexo si para ¿ada par de 

vértices existe un camino que los une. Una 

componente conexa de Goes un subgrafo maxi— 

mal conexo de G. 

El grafo 6 de la figura 1.3 es conexo. 

Sea 6 un grafo. La distancia entre dos 

vértices cualesquiera de G se puede definir 

en términos de la siguiente función 

d:V(G) x V(G) + R', en donde d(u,v) es la 

longitud del camino más corto que une a Uu 

con Y si tal camino existe, en caso contra— 

rio díu,v) =5. 

Dos grafos a, y 6, son isomorfos, 6, = EG, 

si existe una función biyectiva e de VE) 

sobre VE) que preserva la adyacencia; 

esto es, uv e ECG) si y sólo si 1e(Cu)Je(v) 

pertenece a ECG). 

Un automorfismo de un grafo G es un isomor— 

fismo de G consigo mismo. 

'Un grafo regular de grado r es un grafo 6 

cuyos vértices tienen todos grado r.



Teorema 1.30: 

Corolario 1.31: 

Corolario 1.32: 

Sea e:vtG) - vB) un isomorfismo entre 

6, y 6 entonces d(e(v)) = dí(v>, para todo 

v en IG). 

Demostración: Como B, es isomorfo a E, por 

60, se tiene que e es un isomorfismo que 

preserva la adyacencia por lo tanto, dív) = 

d(Ce(v)) para todo v e VG). 

Si G, es regular de grado r y E, = E, 

entonces 6, es regular de- grado “e 

Demostración: “Sean: 6, y 6, dos grafos i- 

somor fos, entonces existe 6:V(6,) + vB) y 

por el teorema 1.30 dte(tv)) = dív), 

Y ve vGI. Sea v e VE) entonces existe 

un único u € VG? tal que e(u)> = wv, como 

dtu) = y = d(e(tu)) = dv) el teorema queda 

demostrado.m 

Si los vértices de un grafo 6, tienen grado 

d Sd £=.. <d, y los vértices de un 
4 2 n - 

grafo 6, tienen grado eS C, =..5 C si 

d * Cy para algún 1< im, entonces 6, 

y a, no son isomorfos. 

Demostración: “Sean a, y a, grafos cuyos 

vértices tienen grado d,s d.s..S d Y 

. respec tivamente. Sea



Definición 1,33: 

Definición 1.34: 

Teorema 1.351 

—16- 

e:v(G) + VE) tal que eu) =Ns i= 1,n 

-y además, díu)?) = d, y dv)? =c. 
t Lo La t 

Supongamos que 6, y 6, son isomorfos por 

e y que d * €; para algún 1 < i n. 

Entonces por el teorema 1.30 dietu) = 

av) para todo u, en VIG), esto es 

dí = Eu para todo 1 < i <n, lo. cual es 

una contradicción.E 

El grafo complemento del grafo G, - denotado 

por 6, es un grafo cuyo conjunto de 

vértices es V(G) y su conjunto de aristas 

le ECB6) contiene todas las aristas que 

“hacen falta a ECG) para que G sea regular 

de grado p-1. 

Un grafo bipartito es un-.grafo G cuyo con- 

junto de vértices V(G) puede ser dividido 

en dos subconjuntos disjuntos no vacíos 

VÍG) y V (6) de manera tal que, cada arista 

de 6 tenga un vértice en V(G) y el otro en 

V(G). 

Un grafo no trivial G es bipartito si y 

sólo sí todos sus ciclos son pares:



Demostración: 

Sea LAPA un ciclo en un grafo bi- 

partito G, y asumamos que, va e --v, (6); 

v. € VEB), y n deberá ser par. 

Supongamos que G es conexo, con ciclos 

pares solamente. Consideremos a vo € Y (6) 

fijo. “Sea v = fue vea dtu”v = i7, 

i= 0,1, .., N. -Entonces n es finito y 6 

es conexo, y Vor Ve Y particiona el 

conjunto V(G). Ahora, ningún par de 

vértices en V son adyacentes, puesto que -G 

no contiene ciclos de orden 3. También, 

ningún par de vértices en v son adyacen- 

tes, o G deberá contener un ciclo de longi— 

tud 3 o un ciclo de longitud 5. En efecto, 

cada arista en G es de la forma (u,v), 

donde u e Vr ve Vera! para algún i = 0,1, 

=.7 Na Ya será la unión de los vi para ii 

impar, y Y, será la unión para i par, así G 

es bipartito.m 

1.3. OPERACIONES SOBRE GRAFOS. 

Definición 1.36: Consideremos los grafos 6, Y 6, en donde 

ve6) n VIG) = 8. )Definimos las siguien- 

tes operaciones entre a, y 6:



a. Sea 6 =6 UG con 
1 2 

vV(G) = via) U VIG) y 

ECG) = ELG ) U EG) 
41 2 

Así por ejemplo, 

2656 =6 VU EG 

nG = (n-1)G UV 6, NZ 3. 

b. Gs= G, + 6, es la suma de dos grafos 

donde VX(G) = v(G) u VG,) y 

ECG) = E (6) u ECG) uU 

tu y ue VE y. e VE). 

Cc. G= GX 6, es el producto cartesiano 

de dos grafos para el cual: 

VCG) = VG) x VIG) 
E 2 

Hi E ECG) = £C(u ,v ),(u ,v 1/4 
tod toy t 

LL < Y vi. ECG), si Vi 

y uu.e E 6). 

de Si G= G,[6G.] es la composición de dos 

grafos entonces: 

vIÍG) = VG) E vG> y 

ECG) tr Cu, v >, Cu, yv? 17 
ij 

uu. e E(G) ó 
Lv 1 

u =u, y YN e E(6,)7. 

Ejemplo 1.37: -Las operaciones descritas en la definición 

anterior aparecen ilustradas en la figura 

1.4 y 1.5.



u vi vz 

Gai: Gr: 

ve va 

uz 

a vi vi 

Gi UG: 

va va 
uz 

hi v: 
Y: Y Y” h : 

3G: 

va v: va v3 Ye va 

tu, 71) (az, va) 
un + = (a, 7) (ui, VO 

GX Go: 
Gi + Ga: | 

uz ve YI (uz, Y) ta, (a, (uz, Ya) 

figuras 14
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(un, v1) (uz, va) 11, YZ 

(ur, va) (us, vi) 

G1[G:]: “ 

(uz, v1) (uz, Y) (uz, v1) - 

LL 

ty, uz) (vi, uz) 

(ez, t5:) 
(vz, m1) 

[e 7 

Gr [Ga]: _ 
fra, 1) 

(va, 41) 

figura 15
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Nótese que en general 6, [6] E A, [6] Cver figura 1.5). 

Observese además que mientras podemos hacer nG; no es posi- 

ble hacer G + G+ .... +G Nnyveces. 

Definición 1.38: a. 

b. 

Le 

Po denota el camino de longitud n-1. 

e denota el ciclo de longitud n. 

K denota el grafo completo sobre mn 

vértices; este grafo tiene (9) aristas. 

R denota el grafo totalmente discone- 

xo sobre n vértices, esto es E(K) = 9. 

K, denota el grafo bipartito completo, 

K =K +É. 
mr m La 

Equivalentemente, Kan está =efinido 

por KN =K Uk 
mn m n 

KPyPoreeP, denota un grafo n-partito 

completo. 

KP,rPor e7P, = Rp, + Kp, + -. + Kp,, 

una suma iterada. En el caso especial 

de que PL, =P = e... =p =mM, nosotros 
z n 

diremos que el grafo es n-partito com- 

pleto regular. 

= KK]. 
MM... nn. m 

a, denota el grafo n-cubo definido 

recursivamente por 

a =K 
a z 

a =a , * K, n zz.



En la figura 1.6 se ilustra de manera sencilla algunos 

grafos descritos en la definición 1.38. 
5 Fal

l 

figura 1.6



CAPITULO 2 

EL GRUPO ASOCIADO A UN GRAFO



En este capítulo se muestra que existe una estrecha 

relación entre la teoría de grafos y la teoría de grupos. 

Aquí se presenta el grupo asociado a un grafo arbitrario, 

esto es, el grupo de automorfismos del grafo. Se introdu—- 

cen además, algunas operaciones que se pueden realizar con 

los grupos de automor fismos y que son pertinentes a este 

trabajo. 

2.1. DEFINICIONES. ; 

Definición 2.1: jlUna Permutación de un conjunto - finito no 

vacío X es una biyección de X en sí mismo. 

El conjunto de todas las permutaciones de X forma un 

grupo respecto a la composición de , funciones. Cualquier 

grupo cuyos elementos son permutaciones sobre un mismo 

conjunto objeto se llama grupo de permutaciones. 

Definición 2.2: El orden de un grupo de permutaciones FF 

está dado por el cardinal de F y el grado 

del grupo por el cardinal de X. 

Definición. 2.3: “Sea F un grupo de permutaciones de-un con-— 

junto X y x e X. L 

El conjunto Fx = ty(x)/ y e Fi se llama 

órbita de x bajo la acción del grupo F.



Definición 2.4: 

Definición 2.5: 

Definición 2.6: 

Teorema 2.7: 

Un grupo de permutaciones es transitivo 

si existe una única órbita en la acción de 

r sobre X. Un grupo de permutaciones P es 

regular si es transitivo y si |F| = |X|. 

Dos grupos F y F' son isomorfos, IF = MF, si 

existe una biyección e: + F' tal que eta”) 

= elaJe(f), para cualesquiera ay fen FF. 

La biyección e se llama isomorfismo. 

Dos grupos de permutaciones F y F' Cac— 

tuando sobre los conjuntos X y Y respecti- 

vamente? son equivalentes si: 

i) PE, 

ii) Existe una biyección f de. X sobre Y 

tal que (ax) = ela) f(x), para 

cualesquiera x e X y a e T; con e un 

isomorfismo entre P y M'. 

Si F y PP son equivalentes escribimos 

El conjunto de todos los automorfismos del 

grafo G con la composición usual de fun- 

ciones forma un grupo de permutaciones 

llamado el grupo de automorfismos del grafo 

G, el cual es denotado por ACG).
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Demostración: “Sea 6 un grafo. 

A(G) > O pues idev) =vYy Y v e V(G) es 

evidentemente un automor fismo. 

Sean a, (7 automorfismos de A(G) y Y, Y Ya 

vértices adyacentes en Gi. Entonces 

Cao Cy) es adyacente con (a o y) 

En efecto: 

Bey? es adyacente con [AS pués 7 es un 

automorfismo de A(G). Finalmente, atátv, 

es adyacente con atv,» pués a tambión es 

un automorfismo de A(G), lo cual muestra 

que A(G) es estable para la composición. 

La asociatividad en <“A(CG), 0) es obvia. 

id; (Y) = v, para todo v e V(G) define un 

automorfismo el cual evidentemente: es la 

identidad de A(G). 

Sea a e AC6), entonces a: V(G) + V(G) es 

una biyección que preserva la adyacencia. 

En efecto: si v, v, e V(G) son adyacentes 

entonces v= aw, v = atw,). 

Luego, av) =“ y atv) = “w, son 

adyacentes pues a es un -automorfismo de 

AG), y así ae AG). Por lo tanto, 

CACG), o) es un grupo. 

Todo automor fismo de G induce también una



Ejemplo 2. 9: 

Teorema 2.10: 

permutación en ECG). 

Definamos a G por: V(G) = V, Y , Y , > 
1 2 a 4 

y ECG) >= vv Y Vr Y a cuya 

representación gráfica aparece en la figura 

2 

vi * vz 

*i 

G: 2 

5 

ve 3 va 

figura 21 

Los elementos del grupo A(G) son las si- 

guientes 4 permutaciones que preservan la 

adyacencia: 

Cv Iv Ivy Iv ) y y Iv vv), 
1 E E 4 E 23 4 

vv) y) tv) y (yv > tv,vd- 

AC) = AC) 

Demostración: Sean e:A(G) + ACE y 

f:V(G).+ VCG) ambas funciones idénticas, y 

observemos que la adyacencia es preservada



en el grafo si y sólo si la no adyacencia 

es preservada. 

Teorema 2.11: (Teorema de Cayley). Todo grupo finito es 

isomorfo a un grupo de permutaciones. 

Si el grupo F tiene orden n, entonces F es isomorfo a 

un subgrupo de Sn. 

Las operaciones pueden definirse sobre grupos en qgene-—- 

ral, pero para nuestro estudio las definiciones las daremos 

en términos de la acción de un grupo sobre un conjunto 

objeto especí fico. 

2.2. OPERACIONES SOBRE GRUPOS DE PERMUTACIONES. 

Sean F y F'' grupos de permutaciones que actúan sobre 

los conjuntos objetos X y Y respectivamente. Consideremos 

las operaciones binarias definidas de la siguiente manera: 

Definición 2.121 a). La suma, P+F, (o preducto directo) 

actúa sobre la unión disjunta X U Y; 

+ s=síta+to/aecFr, o e]y 

(a + a"iíz) = faz), size X 

[eos, si zeY. 

b) El producto, F x PF", (0 producto car 

tesiano) actúa sobre X x Y;



Teorema 2.13: 
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Px o =iaxa)/aer, a ef+ y 

Ca x ax, y) = (ax, ay). 

c) La composición, FED], actúa sobre XuY 

como sigue: Para cada a € FP y cual 

quier secuencia a a A tdonde 

d = |Y|) en F', existe una única permu- 

tación en FET" ], escrita como (oy ur 

Area) tal que 

Ls - Li Li r A LA Ca; a Aly ere y EN) EY) = Caray. 

+ Ex, 

Demostración: Sean Ty F' dos grupos de 

permutaciones que actúan sobre X y Y res- 

pectivamente. 

Sea e: F+M + Fx" la función 

(a + a") =axa. 

i) Probemos que 6 es biyectiva. 

Supongamos que elata”) = el), así 

axa! = my 

Luego para todo (x,y) e X x Y se tiene que 

Caxa" ) (Xx, y) = Fx") Xx, y). 

Así fax = fx, para todo x e X 

ay = AP" y, para todo y e Y 

y se tiene a = f y a' = 7. 

Entonces a + a" = fi + 7" y e es inyectiva. 

Por otro lado, ¿Será cierto que para todo
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PxP" e "xP, existe ata" e F+” tal ' que 

elata") = MAxy?. 

Sea Me NxF", podemos elegir a = AM y 

o = (7 para obtener e(a+/) = a'xf'. Luego, 

e es suryectiva. 

ii) Verifiquemos que 6 es un homomor fismo. 

Sean a+ a", fi + A" elementos arbitrarios 

de Fr +”, 

¿8[ Cata" Jo(/+' )] = elata”) o e(lf+n)? 

En efecto, 

Cata! do (/3+/ )) (7) 

= Cata!) ((/34/ ) (77), 

para todo 7 eXuUuyY 

Cata!) (A(Z)) siz eX 

- Cata" ) (A! (72)) si z e Y 

7 (z) si z ex 

- af tz) si zeY 

Cata") o (7) = an + af 

Así pues, el tata”) a <(1+f')1] = etap+a"() 

= al x am 

Por otro lado, (eCata") d (e(/2+(9 )) (x, y) 

elata" ) C/3x/7" ) (x, y )) 

eata" ) (Fx, (7 y) 

-Caxa” ) (3(x), 3 (y)) 

Catfix), a (7 y)) 

Por lo tanto, e(ata'?) o el(f+7) = afxo".
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Luego 6 es un homomorfismo biyectivo.M 

Los siguientes teoremas muestran algunas conexiones 

entre las operaciones gráficas definidas en el capitulo 

anterior y las operaciones de grupo de permutaciones defi-— 

nidas anteriormente. Los grupos Sn, An, Zn, y Dn son res- 

pectivamente el grupo simétrico, los grupos alternantes de 

grado n, el grupo cíclico de orden n, y el grupo dihedrico 

de orden 2n. 

2.3. GRUPOS DE AUTOMORFISMOS PARA GRAFOS ESPECIALES. 

Teorema 2.14: - Si Gees un grafo conexo, entonces A(nG) = 

5 EACG)I. 

Demostración: Sea G un grafo conexo, Aí(G) 

su grupo de automorfismos asociado y 5, el 

grupo de permutaciones sobre n elementos. 

El grafo ná está constituido por mn compo- 

nentes conexas iguales a G. Indiguemos por 

Ck,v) el vértice de Vi de la k-ésima com- 

ponente de nG. Un automorfismo a en ACnG) 

actúa sobre Kv) de la siguiente forma: 

atk,v;)= Catk),a, tv) donde a e Sn y 

a, e AO. 

Definamos e:5 [LACG6)) + ANG) por la regla 

Otara, ,ar=-..0) = a donde 

a:V(nG) + VCnG) está definida por
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ak, y) = Catk), e E ae 8. 

ae A(G) 

Como a es una biyección se tiene claramente 

que a permuta los vértices de V(nG), demos- 

trando así que e está bién definida. 

Ahora bién, 

Caja a a) [=] MENS 48d VI 

Ca; AO a ei >, A ) 

HI capíi)) 1 qu, PO? » 

CCasf) Ci), Cag,.,e AI WI) 

Luego, 

el (a; AO + 0) o MEE . LEO ) ev 

tasa, j , Bor 4 An nm e) Kyv) 

Cas?) (k), fu wi 

Aero 60927 

= etara,.a,. , e (Ak) A, vi; >) 

e 2)? 

= (acmok)),a 

etaza, a, á a o el: AP. . 9) ev) 

Entonces e preserva los productos. 

Sean tajada. - 0) y PIB 3) 

automor fismos de S CACG)] tales que: 

ara 0) = A, . 32 para “todo 

Ev en ACnG), es decir: 

estara. a) Kv? = e A... : A 

Catk) atv 3 = AKI, Av 2). 

Lo anterior sucede si a(k) = Ak) y e 

= AN» O sea, si y sólo sia = ff y -



Teorema 2.15: 

a = A Luego 8 es inyectiva. 

Sea a e Atcn6) entonces para cualquier 

yy se tiene que: 

ackr yv) « ATA 

= taza. va» kv) . 

Luego existe Cajañ....a € 5 [ACGO)] tal 

que tara. - 0) = de 

Por lo tanto, 6 es suryectiva. 

Sea (f:XxV(G) + VCnG6) definida por la regla 

Ci,v ) = Ci,v ) Cel vértice v de la 
i "ad j 

i-ésima componente). 

Así, f/f evidentemente es biyectiva. Además, 

ftlasa,. a) y Y 

LL FenCil,a; ty 37 

Calida; tv) 

M etaja,..,a IG 1? 

tara. ..a IYfi,v)). 

Luego ANG) = S,EACE)1 que era lo que se 

quería demostrar.m 

Si ninguna componente de 6, es isomorfa con 

una componente de Gr entonces ACE, u a) 

= ACG ) + AG). 
1 z 

En este teorema la hipótesis de que ninguna componente 

de A, es isomorfa con una componente de E, pone en evidencia 

el hecho de que los vértices del grafo GL no pueden - ser
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permutados con los vértices del grafo 6, Esto ées, cual- 

quiera que sea el vértice v en veG,U 6) una biyección a en 

ACG,U 6) deberá permutar el vértice v, con Y; si ambos 

pertenecen a 6, o si ambos pertenecen a 6, por medio de a en 

AS? si MAS e vB,? y por 3 en ACE) si vir; e vCG). 

Entonces atv) = Las si v e vB) 

(Y), si y e IG). 

Y esta lógicamente coincide con el producto directo de 

ACE) con AG). 
1 z 

Por otra parte, resulta interesante. conocer el grupo 

asociado a la unión de varios grafos en :los cuales existe 

una cantidad finita de componentes isomorfas, por lo que 

presentamos el siguiente teorema. 

Teorema 2.16: Sea G un grafo arbitrario, descompongamos a 

6G por 6=nNn GV nGU...U: NG, donde nn 
1 22 rr La 

es el número de componentes isomorfas:a 6 

Entonces 

AO) = Sn CLACG ?] + SNCLAC(G >]+..+SnCACG )). 
1 1 z 2 r r 

Demostración: Sea 6 = n 6 UN 6 U..U na, 
1 4 zz rr 

con n, igual al número de componentes de Ei 

isomorfas a 6 

Consideremos la afirmación 

n 

ACG)= ¡DS [6632 y procedamos : por in- 

ducción sobre r. 

Para r = 1, AO) = n,G, entonces por el



Teorema 2.171. 

teorema 2.14 A(G) = En LACG1. 

Verifiquemos la afirmación para Y = 2. 

G= n,G,U nG, y por el teorema 2.15 

ABU n,G) = Atn,G + AE) 

= Sn,CACG)1+ Sn LACG)I. 

Supongamos que para r = k se verifica: 

ANG U NG U- -UnG, = SnCAC(G DI+SalA(G )1+ 
14 zz i 1 z 2 

...T.5n CACe > 

Ahora si r = k + 1 tenemos: 

ACn,G,u n EU. ..U n, Bu A, +Eta? 

=- Ar (n,6U-n,6,u. ..U nu NB? > 

= ACNE NG. U. .UNG) + An, 6) (Teo 2.15) 

= sn, EA(G) 1+Sn CAC) J+.. -+Sn, LACG,)1 

+ Sn, ,[A: 64,77 aplicando la hipótesis 

inductiva y el teorema 2.14 nuevamente. 

Si-ninguna componente de 6, es isomorfa con 

una componente de 6,» entonces 

ACG,+ 6) = AG? +” ACE). 

Demostración: Sean a, y a, los grafos 

complementarios de a, Y 6, respectivamente. 

:Supongamos que ninguna componente de 6, es 

isomorfa a alguna componente de Gi,- 

Es evidente que 6,+ e, = 6, u 6, luego. 

AG, +6) = AGU 6), además por el teorema 

2.11 se tiene que 

[E 
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> Aa
 

m b —
 

H AG +6) así 
iz 

> A [7]
 b MI AGUB) 

i z 

= ACE) + ACE) (teorema 2.15) 

A(G +6) = A(G)+ ACE). (teorema 2.10).m 
E z i z - 

Con respecto a los grafos especiales Ko Co K Y 
m, 

KK vale el siguiente resultado. 

Teorema 2.18: a. Ak = 5. 

b. ACI =D 
" n 

c. AK )= SS], m=n 
mT z 

d. ACKrK 1) =5 6]. 
nm nm 

Observación: 

En el grafo K, cada vértice es adyacente con el resto 

de los vértices así las n! permutaciones que se pueden: rea- 

lizar preservan la adyacencia. Entonces resulta evidente 

que AK = 5. . 

Realizando el producto cartesiano de WEK_ IxXVCKI se: 

observa que los vértices: del grafo compuesto KEK,3 son 

adyacentes todos entre sí. Por lo tanto, cualquier vértice 

de VEK_ IxVEK_) puede ser permutado de n! maneras con cual- 

quier otro vértice de la misma columna ó permutado con cual-— 

quier otro vértice de otra columa con las. n! permutaciones. 

Este grupo coincide con Sp FS:
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Consideraciones parecidas se pueden hacer con respecto 

a las otras afirmaciones del teorema. 

2:4. OTROS GRUPOS ASOCIADOS A UN GRAFO. 

Definición 2.10: Dos grafos 6 y H (con conjuntos no vacíos 

Teorema 2. 201 

de aristas) <on isomorfos por aristas si 

-existe una biyección e: E(G) -+ ECH) que 

preserva la adyacencia, esto es x e y 

tienen un vértice común en si y sólo si 

e(x), e(y) tienen un vértice común en H. 

La -función e recibe el nombre de isomor- 

fismo por arista. 

Si-6 y H son isomorfos (con conjuntos no-- 

vacios de aristas), entonces ellos son 

isomorfos por aristas. 

Demostración: Sean G y H dos grafos iso-: 

mor fos. Entonces existe una biyección 

e:V(G) -+ VCH) tal que . Y uv e ECG) se tiene 

que etu)Je(v) pertenece a ECH). Supongamos 

que uv y vw, u * Y son dos aristas adyacen-— 

tes en G. Como G y H- son <+isomorfos se 

tiene que etu)Je(v) y e(v)Je(w) son aristas 

en ECH) -y como e(u) * e(w) las aristas son 

adyacentes, luego e preserva la adyacencia 

de las aristas. 

Por lo tanto , 6 es un isomorfismo por



Definición 2.21: 

Definición 2,22: 

Teorema 2. 23: 

Teorema 2. 24t 
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arista.m 

Un isomorfismo por arista inducido es un 

isomorfismo e*:E(G) + ECH) definido por 

e (uv) = etuJe(v), donde e:V(G) + V(H) es 

un isomorfismo entre G y H. 

Un automorfismo por arista de un grafo ú no 

vacío es un isomorfismo por arista de [=] 

sobre sí mismo. 

El: conjunto de todos los automorfismos por 

aristas del grafo 6 con la composición 

usual de funciones forma un grupo de permu- 

taciones llamado el grupo de automorfismos 

por aristas del grafo, el cual es denotado 

por A" (G). 

Demostración: Es inmediata.m 

El conjunto de todos los automorfismos por - 

aristas inducidos del grafo G con la compo- 

sición usual de funciones forma un grupo de 

permutaciones llamado el grupo de automor— 

fismos por aristas inducido, el cual es 

denotado por A“c6). 

Demostración: Sea A“ (6) = CO":E(6) + ECG)/ 
La z : L - 

e es un isomorfismo por arista inducido).



Ejemplo 2.25: 

Definamos la operación eje) = (E 

Así A“(G) » O, pues id": ECG) ” E(G6), es 

el automor fismo inducido por id, de v(G) 

sobre V(G). 

La asociatividad en A" (6) resulta del hecho 

siguiente: 

+ + + * * 
te, o 9? o 9, to,o e? o 9 

+ 
to, o 9, o e, 

H co" (e. .e » 
4 2 a 

* »* »* 
8 e(0 -e). 

1 > a 

- La identidad ido: E(6) + ECG) es el elemen- 

to neutro pues: 

id 0 af = (idjo o=a. 

Sea e" un automor fismo por arista inducido, 

entonces id = (0% e)* = (61) ce! 

Similarmente, id" = (e0)* = [4-5 PC 

2 
Luego (e”) = (0%. 

En conclusión, (af CO) ,o) es un grupo.s 

Considérese el ejemplo de la figura 2.1. 

El grupo AG) cuyos el ementos son 

Cv, vv) Cv) » (y) vv) Y) 

(vv) (vv) y vv vv? 

induce las siguientes permutaciones de las 

aristas: xD (Xx) Ex IX) Xy) y 

xx) qx) EX), - (XX) xx) Xx) 7 y



Nota 2. 261 

Teorema 2,271 

xx? (xx xd. 

Así, el grupo de automor fismos por aristas 

inducidos A*(G) está formado por las ante- 

riores permutaciones. 

Es evidente que a ca) < A'ñ). Por 

ejemplo en la figura 2.1 la permutación de 

las aristas xXx) Xx) Ex IE) pertenece a 

A” (6) pero no a A CG). 

Sea 6 un grafo no trivial. A(6) = A" (6) si 

y sólo si G no contiene dos o más vértices 

aislados y no contiene a Ko como componente 

conexa. 

Demostración: “Sea a la permutación en 

A CG) la cual es inducida - por la 

permutación a en ACG6). Por la definición 

de multiplicación en a" ca, tenemos que 

Pala = (a A, para cualesquiera «a y (fi en 

AG). Así que la función e:a > a" de AG) 

en A CG) es un homomor fismo de grupos. En 

efecto: 

etap) = (ap* = an = ecaem. 

De aquí que A(G) = Af (6) si y sólo si el 

kernel de e es trivial y 6 es suryectiva. 

Supongamos que ACG) a" ca. Entonces



az id Cla permutación identidad) implica 

que a E ig. 

5i G tiene vértices aislados v, Y Y. pode- 

mos definir a e ACG) por atv, = yv atv) 2 

= Y, Y atv) = Y, para todo v que no per- 

tenezca a Evorv,?- Entonces a sx id pero 

a id lo que es una contradicción. 

Si K es una componente de 6G, tomamos la 

arista de K, so x = vv Y definimos 

ae A(G) exactamente como anteriormente 

para obtener ar id pero a = id lo que 

es una contradicción. 

Así pués, si AG) a co), G no contiene 

dos o más vértices aislados ni a K, como 

componente conexa. 

Supongamos que ACG) no contiene dos o“ más 

vértices aislados y no contiene a K, como 

componente de G. Si A(G) es trivial, en- 

tonces ACG) fija cada arista y A CG) es 

trivial, por lo que la afirmación es evi- 

dente. 

Supongamos que existe a e A(G) con atu) = v 

* u. Entonces el grado de u es igual al 

grado de v puesto que a es un automor fismo. 

Además, como U y Y No son aislados este - 

grado no es igual a cero.



Caso 11 u es adyacente a v. Sea x = uv. 

Puesto que K, no es una componente, el 

grado de u y v es mayor que uno. 

De aguí que existe una arista y * x la cual 

es incidente con u y ay) es incidente 

con Y. Por lo tanto, ay) xy y así 

ax id. 

Caso 2t uno es adyacente a v. Sea x una 

arista incidente con u. Entonces ao 2 x 

y así a * id. 

En conclusión, si a id y az id" entonces 

8 es inyectiva. 

La suryectividad de e es evidente.m 

Teorema 2.28t Sea E(6) * 9; entonces A" (6) X= A" (6) si y 

sólo si 

1. Ca y Koa no son simul táneamente 

componentes de G, y 

2. Ninguno de Kg + Xx, K,- x K, es una 

componente de G. 

El teorema anterior resulta interesante pués pone en 

relieve la existencia de un isomorfismo entre el grupo de 

automorfismos inducidos por aristas y el grupo de 

automor fismos por aristas, salvo algunos casos especiales 

como lo son los siguientes:



1. Los grafos Kaa Y E, no deben ser componentes de G 

porque si lo fueran se podría considerar el. automorfismo por 

arista de G que muta todas las aristas de a con todas las 

aristas de e, y recíprocamente, dejando fijas las restantes 

aristas de G. Obviamente este automorfismo pertenece a 

A" (CG) pero no a aca, pues ningún automorfismo de 6 puede 

permutar vértices con grados distintos, Así AtCG) SA"CO). 

2. En el caso del grafo completo Ko este se puede conside- 

rar como un cuadrado con dos diagonales y obviamente un 

automor fismo por arista sería aquel que consiste en permutar 

las diagonales y dejar fijas las demás. Al quedar fijas el 

resto de las aristas los vértices quedan fijos y claramente 

este automor fismo es la identidad de ACG) la cual induce la 

identidad en A CE, por lo tanto el automorfismo descrito 

anteriormente no pertenece a A" (6) y no existe entonces 

isomor fismo. 

3. Sobre el grafo Koa + x podemos considerar el 

automor fismo por arista que se ilustra en la figura 2.2, el 

cual pertenece a A (6) pero no a ACE pues el automor fismo 

no preserva los grados de adyacencia de los vértices. 

Teorema 2.29: 'Sea KG un grafo conexo de orden p Z 3; 

entonces AG) = A" (6) = A" (O) si y sólo si 

G2K _+Xx, K— Xy K. 
1,8 “+ + 

El teorema precedente es consecuencia directa de los teore-



mas 2.27 y 2.28 y nos facilita trabajar 

grupo de automor fismos A(G). 

figura 22 

únicamente con el



CAPITULO 3 

EL GRAFO ASOCIADO A UN GRUPO



En el capítulo anterior se estudio el grupo asociado a 

un grafo arbitrario. En el presente capítulo mostraremos en 

forma recíproca que a cada grupo se le puede asociar UN 

grafo, más precisamente el grafo de Color de Cayley. 

3:1. GRAFO DE COLOR DE CAYLEY, 

Definición 3.1: “Sean F un grupo y A = TO, 0,7. .7 un subcon- 

junto de F. Denotamos por A" —= tay 

CAT A es un conjunto de generadores 

de Fr si cada elemento de F se escribe como 

producto finito de elementos de AU. Ala 

igualdad entre dos productos finitos de 

elementos de AUÑ' se llama relación. 

Teorema 3.2: Dado un conjunto arbitrario de símbolos A y 

un conjunto de relaciones entre estos, 

existe (salvo isomor fismos) un único grupo 

F con conjunto generador Á y cuya estructu- 

ra algebraíca depende de las relaciones 

dadas. 

Definición 3.3: $Si el grupo PF es generado por A = ta, 

EPS y si cada relación en F puede ser 

deducida de las relaciones P = P', 0 = 0", 

Hi R=R" j.e:y ENtonces escribimos FP “a, 

Qee -/P =P", Q=0', R=R",..7? y diremos 

que <a, 0,1 .--/P =P” e = 0, R = RR...)



Teorema 3.4: 

Definición 3.5: 

es una presentación de Fr. Diremos además 

que la presentación es finitamente generada 

si A es finito. 

Todo grupo finito tiene una presentación 

finita. 

Demostración: Sea F un grupo finito. Tome- 

mos a Fr como su propio conjunto de genera- 

dores, con todas las relaciones de la forma 

99, = ar determinado por la operación 

del grupo. 

Sea F un grupo y P una presentación de FF. 

El grafo de color de Cayley, E, tiene 

como conjunto de vértices todos los 

elementos del grupo P y como conjunto de 

aristas las siguientes: 

N-AU-PU es una arista dirigida de CH si 

y sólo si existe un generador h (a los 

cuales se les a asignado colores distintos) 

en la presentación F de F tal que 9,h = 0,- 

Ver figura 3.1. 



A continuación ilustramos la definición 3.5 descri- 

biendo el grafo de color de Cayley asociado al grupo 5a de 

las permutaciones de tres objetos distintos. 

Ejemplo 9.6: El grafo CS Sean r y s las permuta- 

ciones siguientes: 

ra > E Ss: Xy > X 

E > EL Xx > Ez 

kz > L Xx; > 

Es fácil verificar que Y e st=8 e Y ó 

equivalentemente que s lor = Y o. For 

lo tanto, una presentación P de A está 

definida por P(S) = <r, s/res * = ser). 

Recordemos que de la tabla de composición 

de Sa se deduce que: 

S, = Cid, r , s, S”, Fr eS, ser). 

Además cada elemento de 5, se representa de 

la siguiente forma: 

id=ror, id=s oe SS, r == ido Lu 

Y ESoros, s=idos s=sSser" e Fr, 

2 2 
Ss =S$osS, SS =YroSor, S Yres=ro “S, 

r e Ss = S$o.o Fr, s er = Ss o LE 

5or=r osos. 

De acuerdo con lo anterior el grafo ES) 

consta de seis vértices y doce aristas
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dirigidas tal como se muestra en la figura 

3.2. 

figura 3.2



OBSERVACIONES: 

1. Cuando sea conveniente se denotará el grafo de color 

de Cayley asociado a la presentación P del grupo FF con 

el símbolo CT, donde A es un conjunto de generadores 

de F. 

2. Como un grupo F puede tener más de un conjunto de gene- 

radares, el grafo ED depende tanta de FP com del 

conjunto generador A que se escoja. 

3. Entre los elementos y propiedades de P podemos estable- 

ser la siguiente correspondencia con su respe:tiva con- 

traparte en CAT. 

Grupo T Grafo de color de Cayley C(T) 

Elemento Vértice 

Generador Comjunto de aristas dirigidas del 
mismo color 

Inverso de un generador El mismo conjunto de aristas 
asociado a h, pero con dirección 
contraria 

Producto finito de Trayectoria 
elementos de A U A” 

Producto finito de Sucesión de trayectorias 
elementos del grupo T 

Producto finito de Trayectoria cerrada 
elementos de A U 4” 
que se reduce a la 
identidad 

Solubilidad en A de la El grafo C,(f) es un digrafo 
ecuación rx = 5 débilmente conexo
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3.2. AUTOMORFISMOS. 

Anteriormente, definimos el automorfismo de un grafo G 

como una permutación de VCG) que preserva la adyacencia. Un 

automor fismo de un grafo dirigido deberá preservar la adya- 

cencia dirigida; y un automor fismo de un grafo de color de 

Cayley también deberá preservar el color correspondiente a 

cada adyacencia. 

Definición 3.7: 

Froposición 3.9: 

Veamos la siguiente definición. 

Un automor fismo de un grafo de color de 

Cayley CD es una permutación e de 

Y ECC sobre VCD tal que, para todo 

9,79, EN y hen dá: 9,h =9,5i y sólo si 

etg,?h = ea) .= etg,h-. 

e es un automor fismo de CAT si y sólo si: 

para cada g e F y h en A, e(gh) = etg)h. 

Demostración: Sea 6 UN aUtomorfismo de 

PAUL, y sean g en F yhh en á Entonces 

e(g.h) = e(g)e(h), pero como 6 es uN auto— 

mor fismo de CAU, eth)? = h, luego e(g.h) = 

etg)eth) = etg)h. 

Sea e VEC, CP) - VIC, ET una permutación 

tal que eCg)h = e(gh) para cada gd e r y 

h e A Sean 9,79, eFyhe A tales que 

9, = ah Entonces eta)? = eta,h = 

eta,h. 

Similarmente, si eg) = etah por la



propiedad de e, tendremos que eta)h = 

etg,h), luego eta) = eca,h). 

Así por la inyectividad de e, 9, = g,h.. 

La proposición anterior implica que el diagrama de la 

figura 3.3 es conmutativo, es decir: los automor fismos Th y 

e conmutan 

Th 

VIC (7) > vic) 

Lo) —y o) 

vie (M TA » vic(7) 

figura 33 

Como es de esperarse, la colección de todos los auto- 

mor fismos de EL es un grupo, llamado el grupo de automor- 

fismos de CAT, el cual es denotado por ACC,C7). 

El teorema siguiente nos revela que los grupos Fr y 

ACE tienen una relación muy especial, la cual no depen- 

de de la presentación de F escogida y por ende tampoco de- 

pende de A. 

Teorema 3.9: Sea CCD cualquier grafo de color de Cay- 

ley para el grupo finito fr; entonces 

ACCAC7) = FF Cindependientemente de la 

presentación seleccionada para HF).



Demostración: Definamos a: F- AC, 

por la regla a(g) = eg donde e:V(C + 

WC, CTD esta definida por ea (a) = 99.- 

Verificaremos primero que ed e ACC). 

Como eg es una biyección de F sobre FF, es 

clara que eq permuta los elementos de 

WEE ET. Además, se tiene que egta,h» = 

ata,h = Coah = a con leo cual se 

muestra que eq es un automor fismo del grafo 

de color CD y se prueba así que a está 

bién definida. 

Veamos ahora que a preserva los productos. 

E atga”) ega, en donde eqa”es definida 

* * 

por egg (a) = da (a) 

* 

egta a) 

e Ca) 

= (ej e 0,4 (9) 

Así pues aga”) = a(g) e ag”). 

Sea gq € ker a, entonces eg = id es decir, 

para todo 9,e F se tiene que 99, = 9 » de 

donde yg = e e FM. “Concluimos que Kera = te? 

de donde a es inyectiva. 

Solo resta probar que a es suryectiva. Sea 

6 e ACCF,UD. Sea ele) = q, donde e es la 

identidad de F. Como cualquier elemento a 

de F se representa como un producto finito



ge = h% hoz....h”m donde los h, son gene- 
1 z m t 

radores de F y los % = £1 se tendrá que: 

L SA L SU a a a 
eta ) = e(leg ) = SCeh a. hoz... m 

= ele) a 

* 

99 

esta” 
Luego e = eg= a(g) 

Lo cual prueba que a es suryectiva y se 

completa así la demostración del teorema. 

Sea F un grupo y PE su grafo de color de Cayley 

asociado, donde A = CO 6.6. Considérese el grafo G 

construido a partir del grafo de Cayley E, de la 

siguiente manera: 

Reemplazamos cada arista (9:09) donde 9 9,5, por un 

camino: Y, U.., y Y. En el vértice uu ,) agrega- 
t kj i ty uy 

un. 
1 

mos un nuevo camino p, (p,) de longitud 2k-1(2k) 1 < k n 
ti ej 

Cyver figura 3.4 para el caso k = 2). 



—55-— 

Observación: 

Si en G se tiene una secuencia de vértices del tipo 

—-
 

51 52 

donde las longitudes de los caminos ''verticales'!! son del 

tipo Zk —- 1 y Zk entonces 0, 9,9, y da, Y 9,€ r. 

Teorema 3.10: Todo grupo finito es el grupo de automor- 

fismos de algún grafo. 

Demostración: Considérese el grafo 6 defi- 

nido anteriormente y sea A(G) su grupo de 

automor fismos. Es claro que AC) = 

== ACC) = r._= 

3.3. PROPIEDADES. 

Es claro que todo grafo de color de Cayley es regular y 

conexo; el recíproco no siempre es verdadero. Basados en el 

ejemblo 3.6, en el cual se exhibe el grafo de color de Cay- 

ley asociado al grupo 5, describiremos el grafo EG cuyo 

conjunto de automor fismos es isomorfo a 5, (figura 3.5), 

ilustrando así el teorema 3.10.



figura 3.5 

El grafo anterior contiene n(m+1) (2m+1) vértices; donde 

m es el número de generadores y n el número de elementos del 

grupo. Este método es ineficiente para un gran número de 

elementos y generadores del grafo. 

Veamos ahora, algunas propiedades de los grafos de 

color Cayley. 

Teorema 3.11: r es conmutativo si y sólo si para cada par 

de generadores ho y hos la trayectoria 

hhh h_* es cerrada. 
PZ1 2 

Demostración: Sea F un grupo conmutativo; 

es decir, para cualesquiera 9,:9,€ r: 

9,9, 9,9,r en particular para todo 

herht, € A, generadores se tiene que h,h=



De la tabla de composición tenemos que 

idoh, =h, h oh, =h,oh, 

idoh =h h_oh =h_oh 
2 2 2 E 2 1 

Además por hipótesis h,o h, = A o hos como 

consecuencia el siguiente subgrafo (figura 

3.6) forma parte del grafo asociado a Mi 

Ahora, veamos el producto hhh ht 

ideh = h, (Arista dirigida de id a h, de 
de color ho = 

heeh, = hen, (Arista dirigida de A, a 

h,eh,de color ho 

4 hhh * = hoth.oh 
2 z ES a z 2 

= ho(h “h_) = hhh 
4 2 z 1 1 z 

= h, (Arista dirigida inver- 

versa de h en_ ah, de co- 
iz 2 

lor ho? 

h,eh, = id (Arista dirigida inversa de h, 

a id de color hos 

Por lo tanto, la trayectoria hh hh. es
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cerrada. 

Recíprocamente, supongamos que para cada 

par de generadores h, y h, la trayectoria 

1 —4 
h,h,h7h es cerrada. 

De la tabla de composición tenemos que 

idoh, h, e h= ho oh, =h 
E 

ideh,=h, h, eh, =h,eh, 

Veamos el siguiente subgrafo (figura 3.7) 

de E ¿(P). 

> : 
ds * a ha. ho 

ha 
_— A 

figura 3.7 

e hh. 

Como la trayectoria hh h *h* es cerrada 
1 =a z 

h,oh, y h,eh, son el mismo vértice y esto 

es válido para cualesquiera hos h, e A y 

así F es conmutativo.m 

Un elemento de un conjunto generador A para 

un grupo F es redundante si éste puede 

escribirse como producto de los restantes 

generadores. Un conjunto generador es 

minimal si éste no contiene generadores
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redundantes. 

Sea F un grupo finito Cinfinito). Un gene- 

rador h es redundante si y sólo si al eli- 

minar todas las aristas de color h en c4, 

resulta un grafo dirigido fuer temente 

(débilmente) conexo. 

Demostración: Sea F un grupo finito Cinfi- 

nito. Si LT es fuertemente rmnexo 

despues de haber eliminados todas las aris- 

tas de xoulor h es porque existe un camino 

desde id a h de la forma hos hoz...hom 

con h, generadores de A y a= * 1, esto es 

h es redundante. 

Sea E, el grafo de color de Cayley de FP 

y h un generador redundante en A. 

Sean 9, 9, vértices de CAU, un camino Pp 

que va de g,a 9; es del tipo 

p= hía hoz. ..h9m donde los a, son enteros 

positivos y los ha son generadores de A. 

Si h aparece en p, como es redundante se 

puede sustituir por un producto finito de 

potencias (positivas) de generadores de A 

distintos de h. Por lo tanto, h no aparece 

en el camino y el grafo CAT sin las 

aristas de color h es fuertemente conexo.M



Teorema 3.14: Si h no es redundante, al eliminar todas 

las aristas de color h resulta una 

colección de subgrafos isomor fos disjuntos, 

cada uno representando el subgrupo de F 

generado por el conjunto generador de 

menos H. 

Demostración: Sea F un grupo y e su 

grafo de color de Cayley asociado. Sea h 

un generador no redundante en A. Al elimi- 

nar todas las aristas de color h, el arafo 

se convierte en un grafo disconexo porque 

las componentes que contienen a la identi- 

dad y al generador h son disjuntas. Veamos 

que cualquier componente = es isomorfa a 

C, por lo tanto todas son isomor fas. 
id 

La biyección e: ae e, definida por eta) 
t 

= ha, es un homomor fismo. En efecto: 

Si 919; € Lig con 9; = 9,6, ó6e An 

eta eta, ó 

ho.é 
Le 

tha 6 

eta 6 

Luego e preserva el color (adyacencia). 

For lo tanto, las componentes son isomorfas 

y cada una representael subgrupo de FF 

generado por Ah.m



Teorema 3.15: Sea F un grafo finito con un conjunto gene- 

rador minimal ER» oye h7, y O un Cpro- 

piedad necesaria) un subgrupo cuyo conjunto 

generador es Thor gr e 9 Sea [== C 
1 z 

... las componentes del grafo dirigido 

CR É obtenido de E, por la 

eliminación de las aristas de color hr 

Entonces QQ es normal en Fsi y sólo sí las 

aristas dirigidas eliminadas de cualquier 

componente e estaban dirigidas a una misma 

componente E 

Demostración: 

í) Asumamos las condiciones dadas. Sea 

cs Q la componente que contiene a e, sea 

ge e, y r e PF. Mostraremos que ror “e A 

b b b 

Escribiremos a Y =at'fta.72.a", donde 
E z m 

a, es un generador de PF y bi =£Ei. 5i ho 

ocurre en r exactamente w veces con b;=+1 a 

Y veces con b;=-1, entonces la trayectoria 

que corresponde sale de e Cen E a través 

de w-v componentes, finalizando en E. 
dt+w-v 

La trayectoria correspondiente a q en 

[1 nos lleva a otro vértice en C , 
E al - =E =E. “6 iv 

y la trayectoria a. reva, Aa, * que co- 
m z 4 

— 
rresponde ar retorna a Ce 

ii? Supongamos que las aristas de color he



van de A a E, y a E 1 * ja. Nuevamente 

asumimos que e e t Entonces existe yg e 

LE tal que hj*ah,e e, , así que £ na es 

normal en F.me 

Se deduce entonces que para Q normal en P (como ante- 

riormente), los elementos del grupo cociente /OQ son las 

componentes de e. Reduciendo cada una de estas compo- 

nentes a un sólo vértice y restaurando las aristas de color 

PE se obtiene un grafo de color de Cayley de F/O. 

En general, cuando tenemos un grafo de color de Cayley 

CA, con un subgrupo € normal o no, podemos obtener uN 

grafo lateral derecho (de Schreier) como siguei: los vértices 

son las clases laterales a derecha de Q en F, y existe una 

arista dirigida de Qg a Qg', etiquetada con ó e A, si y sélo 

si (m6 = Qg'? (es decir, si y sólo si 5 e e ng. -ASí que 

gd es una clase lateral derecho pués las clases laterales a 

derecha estan en F y particióonan a F. Note que un grafo 

lateral derecho puede ser un pseudografo, Con lazos y/o 

múltiples aristas. Para el caso especial Q= (e> el grafo 

lateral derecho es justamente el grafo de color de Cayley 

Ct 

En la figura 3.8 se ilustra algunas ideas dadas ante- 

riormente. - Note que Q = Z, es normal en Sh pero no en A 

Resulta interesante, comparar los grupos Z,% LA y Dor 

como en la figura 3.9%. Observe que los subgrupos de orden Z 

generado por r es normal en Lou e pero no en D.: De manera
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obvia, se extiende el comentario anterior a los grupos de la 

forma [7 y Dr para n23. Por ejemplo, ver 5, = Da, cen la 

figura 3.8); el subgrupo gener ado por r no es normal. Para 

un generador 6 de orden 2, adoptaremos la convención 

estándar de representar las dos aristas dirigidas (g, 96 

y '(gó, 9) en EL por una simple arista [qg, gól. 

í NU 
E= (12) (34) 
s=(123) 

A a em 

NY 
ms e 

61/ Es 
Ar: r=01= (mPSe 

figura 38 

En la figura 3.10 indicamos el grafo lateral derecha 

para =fe, r?>, en P= D (ver figura 3.93. 

4 E => r e 

Na Na 6 

ra | e 8 (17254) 

Z_ 4 
a ms = Cl 

Za x Za: AiumeGitTe De: tm (me 

figura 39
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Nota 3.16: Todo grafo conexo regular de grado par 

determina un grafo lateral de Schreier. 

3.4. PRODUCTOS. 

Veamos ahora la relación entre producto de grupos y producto 

cartesiano para grafos. 

Definición 3.17: Sea LA y Ta ambas subgrupos del mismo grupo 

F,con LAA) na ste? ygh = hg Y g e Tor 

h e no Entonces el producto directo de T 

Y Par rx Fa = (gh/g e Par hefr) es tam 

bién un subgrupo de F. 

Si Ta = Kay ee KK 7W,=...= WHr => y 

Pa = Koygrenes KI 70 =...5 Wo- e, 

entonces 

Fx E = <kop ara yk 7H, == Wo. 

= (27 5 = e, Y iSi<smejen>. 

es una presentación estándar para PIO
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Esta operación binaria se puede extender a la clase de 

todos los grupos, considerando que no = La = (9,87/0 € no 

e es la identidad de F_ >, F == £tehh e [,. e, es 
z z z z E 2 4 

la identidad de UPC y definiendo asi En, = C(g,h) tal que 

ge For he LE con Ca, h,) (9,1 h> = Ca, hh» dada por 

la operación del grupo. 

Teorema 3.18: CEl teorema fundamental para Grupos Abelianos). 

Sea F un grupo finito abeliano de orden mn; 

entonces P=7 Xx Z ara e: EE y donde 
ma mz mr 

mi divide a My L= 4... Y m_ fi = La 
i= 

además, esta descomposición es úlica (Asi 

mismo que m,>1, al menos que n = 1, en cuyo 

caso m=r= 17. 

Definición 3.19: El rango del grupo abelianos F es el 

número r del teorema 5.18. 

El teorema 3.198 específica la estructura de los grupos 
, 

finitos abelianos. El próximo teorema específica, como un 

corolario, un grafo de color de Cayley para cada grupo 

finito abel iano. 

Definición 3.20: El producto cartesiano, CA, x Ca 2 

de dos grafos de color de Cayley está dado 

por : 

VCC EP IxC (7) = VIC, CF, 39x VIC, T,) 

i Ll L y (9,79) está unido a Can 97) por una 

arista de color h si y sólo si:
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V 9, = 9, Y 9h = a), para h uN generador 

de a, 6 

“) Y, = Y) Y 9,1” = 8, para h uN - yenera= 

dor en 4., 

La figura 3.11 muestra Ca? po Cap 7,» donde 

LA E x/x"e> y Le = <y7y* LX. > 

E " “e” 
y 

Qu (Za) Gl Ze) Car (Za) * Car (1) 

figura 3.11 

Teorema 3.21: Sea RUT el grafo de color Cayley aso= 

ciado a una presentación Po para el erupo 

no LE AL... Sea FP una presentación 

estandard para LLO Entonces CL tx Po? = 

cer? x Cp, Ty: 

Demostración: Primero, note que 

VCR, (TP IxCS, (7)? = VCH, (7,2) xV (ER, P,)) 

= Y CCP xP,))a



Mostraremos que los conjuntos de aristas de 

los dos grafos de color Cayley ¿coinciden 

Cadyacencia dirigida de color). 

i> Sea 9,9, una arista unida a 9,97) 

por la arista de ¿color h en Cp XT) 

Entonces h = Ks para algún 1£2 i < m. Si 

a£ i < m, entonces h es un generador de To 

y Ca, 97) = 9,9) Me) = 91.0)» 

ro Ros " así que 9, 9,h y a 9,h; si. decir, 

esta dirigida la arista de color en 

Ep TXT) es también en Cpr xr) Un 

argumento similar se aplica para m £ ¡i “n, 

así que 

LECCE CT XT) = ECCSP XT), 

con lo cual se demuestra el teorema.M 

Fuesto que el grupo cíclico Zo con presentación 

Pr Za = <x/x= e>, tiene el grafo de ¿color de Cayley 

Cp eZ) = cr Cdonde Lu denota el ciclo dirigido de longitud 

nn), este se construye fácilmente usando el teorema 3.18 y 

la definición 53.19, un grafo de color de Cayley para 

cualquier grupo finito abel iano. 

Teorema 3.22: Sea F un grupo finito abeliano; entonces 

Ca Exa 60 es un grafo de color de Cayley 
E z r e 

para el grupo F, donde FP = Z,* Z xa XZ o 
El r 

3.5 GRAFOS CAYLEY. 

Sea A un conjunto generador para el grupo FF sujeto a



las siguientes condiciones: 

v e €. 

ii) Si 5eA E" eñA(ta menos que s=e. 

También, adoptaremos la siguiente conveción: 

Do Si ó6edA, 5” = e cada par £g,06) y (dé,a) de aristas 

dirigidos son compactadas en una sola arista no diriga 

Ca, 06). 

Entonces el pseudografo obtenido del grafo de color de 

Cayley ED por la eliminación de las direcsinnes de todas 

las aristas y todas las etiquetas de las aristas (colores) 

no tiene lazos (por i) y no tiene múltiples aristas Cpor 

id) y Ci); este es un grafo cociente. 

Definición 3.23: Si A satisface (Ci), (ii), y “uv como 

anteriormente, entonces el grafo base del 

grafo de color Cayley ED es llamado un 

grafo Cayley y es denotado por 641). 

Evidentemente que, al pasar de CD a BD, se pier- 

den algunas propiedades estructurales.



CONCLUSTONES 

Basacus en los resultados obtenidos en esta 

investigación podemos hacer las siguientes conclusimnnes: 

1. La interacción entre grupos y grafos es un instrumento 

que permite utilizar de cara a cada problema metodolcgjías 

mas favorables: como ejemplo problemas de entimeración 

CFolya), problemas de grafos haniltonianos. 

Z. En general, cualquiera que sea el grafo 6 siempre se le 

puede asociar un grupa de automor fismos pruvia 

descomposición. En consecuancia; pray el issmaor fismr 

establecido entre los grupos de automor fismos AC(G), AX y 

A e (salvo algunos casos especiales?, podemos ver que en 

Altima instancia la determinación del grupa de altamar fismos 

del grafo se reduce al siguiente problema: construir el 

grupo de automor fismos de un grafo conexo. 

a. Las conexiones entre las mperaciones gráficas definidas



sobre los grafos y las operaciones entre grupos de 

permutaciones permiten de manera cirecta mbtelbher el grupo de 

automor fismos de algunos grafos especiales vía isumor firemo. 

d. Mas interesante resulta ser el hecho de que podemos ver 

al grafo de color de Cayley, como una "gráfica" del arupo 

y que precisamente el grupo es el grupo ce ahibomor fismos 

del grafo de color de Zayley (vía issmar fismm, 

independientemente del conjunto de generadores selescienado 

para el grupa. En esta gráfica del grupo se pueden cbservar 

algunas propiedades del grupa ie conmutalyvicar, 

normalidad de ciertos subgrupos, etc.. Aún más, este grupo 

resulta ser el grupo de automor fismos de un grafo cnstrujeho 

a' partir del graf. de color de Cayley.
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RECOMENDACIONES 

1. En los ¿cursos de texría de grupo se le debe dar a 

adecuado enfásis al estudio de las grupos finitos y de los 

grupos de permutaciones, 

=. Los cursos de teoría de grafos deben profundizar mas fos 

aspectos conbinatorios pertinentes, 

Da Vista la dificultad en la recopilación de Ja 

biblingrafía especifica de teoría de grafos se recomienda la 

adquisición de libros actualizados de este tema.
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