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RESUMEN

En el presente trabajo hemos estudiade los resultados
de Konig Y Frucht quienes respondieron constructivamente a
la pregunta: ;Cuando un grupo abstracto dado es isomorfo  al
grupo de automorfismos de un grafo?. La prusba de Frucht
est& basada en el teorema de Cayley saobre el grafo de color
de un grupo.

En nuestra investigacidn hemos encontrado una
interesante relacidn entre la teoria de grupos, la teoria de
grafos y la topelogia, tal como se describe a continuacidn:
a cada grafo se hace corresponder el grupo de automorfismos
del grafo que preservan adyacencia, y reciprocamente dada
una presentacidn de un grupo es posible construly un grafe
que la represente: El1l grafo de color de Cayley. For otra
parte, dada wuna superficie es posible construir el grupo
fundamental correspondiente y el grafo de nimero cromdtico
maxima» asociado a la superficie. Sin embargo, en nuestro
trabajo nos hemos ocupado en analizar Yy proveer las
demostraciones a los teoremas y proposiciones encontrados en
la literatura correspondiente a grafos y grupos, los cCuales
en la mayoria de las casos aparecen sin demostracidn.

Summary

Konig asked: When is a given abstract group isomorphic
with the group of some graph?. Frucht answered this
question constructively based on Cayley's theocrem about the
color graph of a group.

We have studied these results in details providing all
the proofs which are left to the readers in the papers and
monographs consulted. In our research we have found that
there exists a beatiful relationship between group theory
and graph theory as described in Konig’s and Frucht’s works.
Also we found out about the fundamental group and the graph
of maximun chromatic number associated with a given surface.
Nevertheless, we have paid special atention only to the
earlier problem possed by Konig about groups and graphs.



INTRODUCCION

Al estudiar los tépicos fundamentales de la teoria de
grafos nos preguntabamos si es posible definir una
estructura de grupo sobre la colecci14n de todos los grafos
finitos de cierto orden. A pesar de no haber encontrado una
respuasta afirmativa a la ainterrogante anterior, nos
planteamos 1 siguiente problema el cual nos dispusimos  a
estudiar:s Determinar o construir 21 grups gque represente a
un grafo dado y en el otro sentido, dado el grupa y su
conjunto  de generadores buscar 21 grafo asociado, el cual

desde cierto punts de vista es una grafica del grupno.

Este trabajo ha tenido como fuentes bibliograficas
principales los libros: Grafos, Grupos y Superficies de
Arthur White y Teoria de Grafos de F. Harary, los cuales
tienen el defecte de gue la mayoria de los teoremas vy
proposiciones aparecen sin demostracidn. Asi, este reporte

contribuye a enriquecer la bibliografia existente al



presentar de manera completa y autocontenida la  interascidn

entre aqrafos y grupos. For lu tanto, este trabajo  sirve

coma material de apoyo a estudientes de la lLicenciatura  on

Matematica, profesores e investigadores interesados en  1os

fundamentos matematicos de la teoria de grafos.

El informe de la investigacidn estd organizade en bres

capitulos. Cada capitulo es antecedids por wuna  breve

introduccidn, e ilustrado completamente (a colores) para

esclarecer las definiciones y lteoremas, y eventualmente  soe

realizan  algunas observaciones y comentarions referentes a

las propusiciones pertinentes al capitula.

El pr imer capitulo present a urn cuompend o de

definiciones, conceptos y teoremas basicos de la teoria  de

arafos  tales coms: grafo, gratos especiales,  1somor fisma

entre grafos, operaciones entre grafos, eto., Lidog

importantes para relacionar las propiedades de los agrafos



con las propiedades de sus grupos asociados y V1CEVErsa.

En el capitulo dos se determina la interaccidn entre

las teorias de grafos y grupos. Agui, pr imer amente

presentamos  algunos conceptos bdsicos sobre grupos de

permutaciones, y definimos tres operaciones binarias entre

ellos. Los resultados de Teoria de Grupos que se utilizan

en este trabajon son clasicos vy los mismos pueden encontrarse

en cualguiera de las obras de "Algebra Moderna" citadas en

la Biblicografia, coma por ejemplo en las de Kurosh y L.

Fadice, por esto en el texto omitimos referencias directas.

Continuamos con la demostracidn de teoremas que indican

algunas conexiones entre las operaciones con grafos y las

operaciones entre grupos de permutaciones. Foster iormente,

determinamos el grupo asoriade a un grafo dado, 21 grupoc de

automor fismos del grafo, el cual induce a su ver 1 grupo de

automor fismos  inducideos del grafo, el cual forma parte del



grups de automor fismos por aristas del misms grafo.

La interaccidn entre la teordia de grafos y la tearia (e
gruposs via grupoa-grafo se presenta en el tercer capditulo, en
el wcual se define para cada presentacridn de un grupo el
grafo de color de Cayley, gue nuw e mas que la arafica  del
arupn dada.  Ademds, estudiamos el cardcter rvreflewiva de los
Qrupos. Esto es; dada una presentacidn de un grups ¢, 21
grupo de automorfismos del grafo de color de Cayley asos tado

fs 1somoyr fo oa M.

La correspondencia presentada en la figura O.1 Ilushy &
la conjunzidn entre la teoria de grafos vy la tooria de
grupos  descrita en esta introduccidn, es precisamente osta

conjuncidn la que desarrollamos en oste trabajo.



CAPITULO 1

NOCIONES BASICAS SOBRE LA TEORIA DE GRAFOS



En este capitulo presentamos la terminologia bisica de
la teoria de grafos necesaria para el desarrollo de nuestro
estudio. Ademas, definimos algunas operaciones entre gra-
fos, las cuales nos sirven para construir grafos mas comple-
Jos. Cada una de las definiciones, conceptos y operaciones
son ilustrados a través de ejemplos sencillos, 1los cuales

son utilizados frecuentemente en nuestro estudio.

1.1. DEFINICION DE GRAFO.

Definicidén 1.1t Un Pseudografo es una terna (5,V(6),E(G)),
en la cual 6 es un conjunto no vacio, VI(G)
es un subconjunto no vacio de G cuyos ele-
mentos llamamos vértices, y E(G) es una
familia de pares no ordenados de vértices
de V(G). A los miembros de E{(G) los deno-
minamos aristas. Si a y b son los vértices

de la arista, esta se denota por [a,bl.

PDofinicidén 1.2t Un laze es una arista de la forma [v,vl,

con v en V(G),

Definicidén 1.3t Una arista es miltiple si aparece mas de

una vez en E(G).

Definicién 1.4t Un grafo es un pseudografo (G,V(G),E(G))

que no contiene lazos ni aristas maltiples.



Pefinicidén 1.5

Definicién 1.6z

Definicidén.1.7:

Definicidn 1.8:

Por simplicidad de escritura, en 1lo que

sigue nos referiremos solamente -al grafo G.

Sea G un grafo. Dos vértices u,v € V(G)

son adyacentes s5i x = [u,vl  E(G). En
este caso, los vértices u y v son inciden-
tes a la arista x. Las aristas ([u,v] Y
fu,w] son adyacentes si u, v, w e V(@) y
fu,wl, L[u,vl] e E(G), v # w. Por simplici-
dad, en lo que sigue escribiremos simple-—

mente uv para referirnos a la arista [u,vl.

Sea G un grafoy v € V(G). El grado del
vértice v, d(v), es el cardinal del con-
junto de vérticeslque son adyacentes con v,
y lo denotaremos de la manera siguiente:

div) = |{u € V(G)/ uv € E(G)}].

Un grafo etiquetado es un grafo G en el que

cada uno de sus vértices tiene un "nombre®.

El orden p ¥y el tamafio q de un grafo G son
los cardinales de V(G) vy E(G) respectiva-

mente.



Ejemplo 1.9

Teorema 1.10:

Corolario 1.11:

Definamos a G por:

n

vig) {v‘,v,v,v 3

2" 8’ 4
E(G) = {v‘vz,v‘va,v‘v‘,vzva,vzv‘,vav‘}
Entonces el grafo G se puede representar
por la figura 1.1.a & 1.1l.b.

En aste caso d(vt) =3 para todo v en

V(G yp=4, q= 6. El grafo G es un

grafo etiquetado.

V1 v v

V3 (@) vz vi () \6

figura 1.1

P
En todo grafo G, | d(vi) = 2q.

i=d

Demostraciént Sea G un grafo. Al  sumar
los grados cada arista es contada dos ve-
ces, por lo tanto la suma de todos los

grados es igual a 2q.m

En todo grafo G, el ndmero de vértices de
grado impar es par.
Demostracién: Sea G un grafo y U‘(G) = vy

en VGE)/d(v) es impar}, y anilogamente



_10“

VE(G) = {v € V(G)/d(v) es parl. Cl aramen—
te, V(G) = V‘(G) U Vz(ﬁ). Por el teorema

1.10, resulta que

P
2q = } div) = E div) + E ddiv)
i=a vEV veEvV_(a)
1 2
de donde E di{v) = 2q - } div).

vav @) VvEV ()
S 2

Ahora bién, el primer miembro de esta i-
gualdad es una suma de nameros impares, y a
la vez es un namero par por ser diferencia
de dos numeros pares. Esto sélo puede

suceder si el namero de sumandos es par.

-Por lo tanto, |v‘(a)| es par.s

1.2. GRAFOS ESPECIALES..

Definicion 1.12:

Definicién 1.13:

Un multigrafo es un pseudografo que no

contiene lazos.

Un grafo dirigido o digrafo es una terna
(G,V(G);;E(G)) en la cual V(G) es un subcon-
Junto no vacio de G, y E(G) es un conjunto
de pares ordenados de vértices distintos de
V(G). El1 par ordenado (a,b) recibe el

nombre de aristas dirigidas. E1 grafo base



Nota 1.14:

Ejemplo 1.15:

de un grafo dirigido G es aquel que se
obtiene eliminando 1la direccién de las

aristas.

8i el conjunto de vértices del grafo es

infinito el grafo es infinito.

En la figura 1.2 se ilustran las definicio-

nes anteriores.

Arista Dirigida
Arista Miltiple

Pseudografo
figura1.2

Definicién 1.16: Un subgrafo H de un grafo G es un grafo en

la cual V(H) €S V(B) ¥y E(H) < EW. i

Y(H) = V(G), el subgrafo H es un subgrafo

cobertor de G.



Definicidn 1.17:

Ejemplo 1.18:

i i Vi
G: G-v: G-x:
vi
va vz Vs vz
(a) (b) ()

Definicién 1.109:

-12-

Sea G un grafo y @ = S = V(G). El subgra
fo generado <S> es el subgrafo maximal de &
con el conjunto de vértices igual a § (es
decir, EI{1 = {uv € ECG~/ u,v <« S). El
grafo G - v, v € V(G) es el subgrafo
VI(G) - v>, es decir, el grafo original
omitiendo el vértice v y todas las aristas
adyacentes a é1. El grafo G-x, X € E(E)I es

el grafo original omitiendo la arista x.

El grafo de la figura 1.3.b es el subgrafo
generado por § = {v‘, A v‘} 6 <G - vz> y
el subgrafo de la figura 1.3.¢ G-x es un

subgrafo cobertor de G (figura 1.3.a).

va

figura1.3

Una trayectoria de un grafo G es una se-
cuencia alternada de wvértices y aristas

V_,x‘,v,,-n,\a‘_ l’“_,v_. ¥y que comienza Y
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términa con vértices. Cada arista incide
en el vértice precedente y en el siguiente;
la longitud de la trayectoria es n. Si
VoS Vor la trayectoria es cerrada; en

caso contrario, es abierta,

Si consideramos la trayectoria VorX aVpeassV 2% sV
del grafo G es claro que si V(H) = {vo,..,v“3 y EH =
(xt,..,xn} entonces H es un subgrafo de G, esto nos permite

identificar la trayectoria anterior como un subgrafo de G.

Definicién 1.20: Una trayectoria de un grafo es simple si
todas las aristas son distintas. Si
ademas, todos los vértices son distintos es

un camino.

Defintcidén 1.21: Un ciclo es una trayectoria cerrada de un
grafo G con un minimo de 3 vértices todos

ellos distintos.

Definicidén 1.22: Un grafo Euleriano es agquel gque puede ser
expresado como una trayectoria simple ce-

rrada.

Definicién 1.23: Un grafo Hamiltoniano es un grafo G que

tiene un ciclo cobertor.



Definicién 1.24:

Nota 1.25:

Definicién 1.26:

Definicidén 1.27: .

Definicidn 1.286:

Definicidén 1.290:

Un grafo &8s conexo si para cada par de
vértices existe un camino que los une. Una
componente conexa de G es un subgrafo maxi-

mal conexo de G.

El grafo G de 1la figura 1.3 es conexo.

Sea 6 un grafo. La distancia entre dos
vértices cualesquiera de 6 se puede definir
en términos de la siguiente funcisén
d: V(6 x VB + R, en donde d(u,v) es 1la
longitud del camino mas corto que une a u
con v si tal camino existe, en caso contra-

rio d{u,v) =02,

Dos grafos E’. Yy Ez son isomorfos, E‘ = Gz'
s5i existe una funcidén biyectiva e de V(Ei‘)
sobre V(Ea) que preserva la adyacenciaj
esto es, uv e E(E*) si y sé6lo si e(ulelv)

pertenece a E(Eiz) -

Un automorfismo de un grafo 6 es un isomor-—

fismo de G consigo mismo.

‘Un grafo regular de grado r es un grafo G

cuyos vértices tienen todos grado r.



Teorema 1.30:

Corolario 1.31:

Corolario 1.323

Sea e:V(G‘) - V(Bz) un isomorfismo entre
E’ y Gz; entonces d(etv)) = div), para todo
v en V(E‘).

Demostracién: Como G‘ e isomorfo a 'Ea por
e, se tiene que ¢ es un isomorfismo que
preserva la adyacencia por lo tanto, d(v) =

d(e(v)) para todo v & V(G‘).I

Bi G, es regular de grado r y 6 = Ez’
entonces Gz es regular de grado 7r.

Demostraciédnt Sean- E‘ Yy Ga dos grafos i-
somor fos, entonces existe 9=V(B‘) - V(ﬁzﬁ y
por el teorema 1.30 d(e(v) = d(v),

Vve V(G‘). Sea v € V(ﬁzl entonces existe

un dnico u € V(G‘) tal que efu) = v, como

dtu) =r d{e(u)) = div) el teorema queda

demostrado.m

Si los vértices de un grafo G‘ tienen grado
d‘ = dz f..2d., y los vértices de un
grafo Ez tienen grado c‘S €, b < .- Si
di * ., para algan 1 £i=n, entonces Ei1
y Gz no son isomor fos.

Demostraciént Sean G’ Yy l':i== grafos cuyos
vértices tienen grado dts sz..S d \'4

n

C % c_%..= c.- respectivamente. Sea



Definicién 1.33;-

Definicidn 1.341

Teorema 1.35:

-16—

e:V(E‘) + v{EzJ tal que eiut) =V i= 1,n
'y ademas, du) =d, y div) = c, .

L8 15 L3 L 9
Supongamos que E‘ v Ez son isomorfos por
e y que d'; = c, para algan 1 =< i = n.

Entonces por el teorema 1.30 d(e(ui)) =
d(vi) para todo u. en V(G‘), esto es
dt = C.» para todo 1 < i < n, 1o . cual es

una contradiccién.m

El grafo complemento del grafo G, - denotado

por G, es un grafo cuyo conjunto de

vértices es V(G) y su conjunto de aristas

E(G) contiene todas las aristas que le

-hacen falta a E(G) para que G sea regular

de gradeo p-1.

Un grafo bipartito es un:grafo G cuyo con-
Junto de vértices V(G) puede ser dividido

en dos subconjuntos disjuntos no vacios
V&) y V' (68) de manera- tal que, cada arista
de G tenga un vértice en V(G) y el otro en
v(@E).

Un grafo no trivial G es bipartito sl vy

s6lo si todos sus ciclos son pares.



Demostracidén:

Sea v‘vz...vnv’ un ciclo en un grafo bi-
partito G, y asumamos que, v, €- --‘-'-Vif.E);
vn € Vztﬁ), ¥ n deberi ser par.

Supongamos que G es conexo, con ciclos
pares solamente, Consideremos a v, € V(G)
fijo. BSea Vi_ = {u e V(l.ﬁ)l d(u,vo) = i,
i=0,1, .., n. -Entonces n es finito y G
85 conexo, y VG,V’.,.., Vn particiona el
conjuntoe Vi(G). Ahora, ningdn par de
vértices en V‘ son adyacentes, puesto que G
no contiene ciclos de orden 3. También,
ningdn par de vértices en Va son adyacen-—
tes, o G deberi contener un ciclo de longi-
tud 3 o un ciclo de longitud 5. En efecto,
cada arista en G es de 1la forma <(u,v),
donde u & Vi., v e Viu' para algan i = 0,1,
«ey N—1i. V1 serad la unidn de los Vi para i
impar, y Vz sera la unién para i par, asi 6

es bipartito.m

1.3. OPERACIONES SOBRE GRAFOS.
Definicién 1.36: Consideremos los grafos E"- y l‘:'iz en  donde
V(G‘) (@] V(Ga) = @. Definimos las siguien-—

tes operaciones entre G‘ y Gzl



a. Sea G = G’.U Ez con

VI(G)

V(IG) uWVWG) ¥y

1 2

E(G) = E(G) v E(G))

1 2

Asi por ejemplo,

26 =6 U &

nGd = (n-1)ag v G, n =z 3.
b. G = G‘ + Gz es la suma de dos grafos

donde V(&) = V(ER v V(Ez) y

E(G) = E(E:) v E(Eia) 5]

{utvj/ ue V(G’) v, e V(Gz)}'-

c. G = ﬁ‘x Bz es el producto cartesiano

de dos grafos para el cual:

V(E) = V(G ) x V(G
4 2
E(G) = {([lu,,v)i,(u ,v )1/u = u
[T [ S i i
v e E(G)) i V. = V.
y vjvre Rl 81 v, VJ’
y uu_e€ -E(E‘)).
d. 8i 6 = G’.Iﬁz] es la composicién de dos

grafos entonces:

V(G)

L}

V(Gt) % V(z’ y

E(G)

{r (ui,vj), (ul_,vr)ll
uu € E(G) &
i i i

u =u. y vjvj‘ € E(Bz) 3.

Ejemplo 1.37: ‘Las eoperaciones descritas en la definicidén
anterior aparecen ilustradas en la figura

1.4 y 1.5.



w vi vz
Ga: Gz
A/} v
uz
iy vi vz
G U G::
Vi Vi
uz
v v
vi iow vz : 2
3Ga:
Vg V3 Va V3 Vi va
fwi , v2) {ea, 93)
uy b o {uz, ) (w1, ve
G X Gz:
G +Ga: .
. ve va (e, w3} v (mow ) 2, VE

figura 14
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(11, v4) ta v o (1, va)
G1{Gz]:
{uz, v1) o, ) PR / (uz, v4
e
(v1,13) v1, w)
il (02, %)
Gz[G]: . | j;/

(va, u)

{ve, uz)

' figura 15
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Nétese gue en general E‘[Gz] > GSCE‘J (ver figura 1.95).

Observese ademas gque mientras podemos hacer nGy no es posi-

ble hacer G + G + .... + G n veces.

Definiciédn 1.38: a.
b.

Ca

Pn denota el camino de longitud n-1.
C“ denota el ciclo de longitud n.

Kn denota el grafo completo sobre n
vértices; este grafo tiene (:) aristas.
R“ denota el grafo totalmente discone-
X0 sobre n vértices, esto es E(K) = 0.
Kmmdenota el grafo bipartito completo,
K =K + K.

" m ™
Equivalentemente, Km“ esta definido
por K =K UK

m,h m n
Kp‘.pz,..,pn denota un grafo n—partito
completo.
Kp,ePye ++op_ = Rp + Rp, + .. + Kp_,
una suma iterada. En el caso especial
de que P, =P, = - =P =m, nosotros
diremos que el grafo es n-partito com-
pleto regular.
= K [K 1.

m,m,. . ,M n - m
Q“ denota el grafo n—cubo definido
recursivamente por
2 =K

1 z
2 % Kz, nz 2.

n n—i



En la figura 1.6 se ilustra de manera sencilla algunos

grafos descritos en la definicién 1.38.

L ] ]
K Ki:
[ ] L]
Kia Kes :
Q1=K2: Ql Q’

figura 1.6



CAPITULO 2
EL GRUPO ASOCIADO A UN GRAFO



En este capitulo se muestra que existe una estrecha
relacién entre la teoria de grafos y la teoria de 'grupos.
Aqui se presenta el grupo asociado a un grafo arbitrario,
esto es, el grupo de automorfismos del grafo. Se introdu-—
cen ademis, algunas operaciones gue se pueden realizar con
los grupos de automorfismos y que son pertinentes a este

trabaijo.

2.1. DEFINICIONES.
Definicién 2.1t Una Permutacién de - un conjunto - finito no

vacio X es una biyeccién de X en si mismo.

El conjunto de todas las permutaciones de X forma un
grupo respecto a la composicién de | funciones. Cualquier
‘grupo cuyos elementos son permutaciones sSobre un mismo

conjunto objeto se llama grupo de permutaciones.

Definicidén 2.2: El orden de un grupo de permutaciones T
- estd dado por el cardinal de I''y el grado

del grupo por el cardinal de X.

Definicién 2.3: Sea I' un grupo de permutaciones de-un con—
Junto X y x € X,
El conjunto 'k = {y(x)/ ¥ € I} se  llama

érbita de x bajo la accién del grupo I,



Definicidén 2. 4:

Definicién 2.5:

Definicidén 2.63

Teorema 2.7t

Un grupo de permutaciones I' es transitive
si existe una dnica érbita en la accién de
I' sobre X. Un grupo de permutaciones I' es

regular si es transitive y si '] = |X]|.

Dos grupos I' y I'' son isomorfos, ' X 7, si
existe una biyeccién e:I' + I'" tal que e(«?)
= eolade(fd), para cualesquiera ay fen TI.

La biyeccién e se llama isomorfismo.

Dos grupos de permutaciones 'y I (ac—
tuando sobre los conjuntos X y Y vrespecti-
vamente) son equivalentes sit

i) r=re.

i) Existe una biyeccién f de. X sobre Y
tal que f(oax) = ela) fix), para
cualesquiera x €e X y a €T} con @ un
isomorfismo entre C 'y I'".

8i ' y I'" son equivalentes escribimos

r =nr..

El conjunto de todos los automorfismos del
grafo G con la composicién usual de fun—
ciones forma un grupo de permutaciones
llamado el grupo de automorfismos del grafo

G, el cual es denotado por A(G).



Nota 2.8t
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Demostraciém: Sea G un grafo.

A(G) = @ pues idév) =v, V v € V(@) es
evidentemente un automor fismo.

Sean a, 3 automorfismos de A(GE) y v W Wy
vértices adyacentes en G. Entonces
(a o ) (v‘) es adyacente con (a o @ (v ).
En efecto:

B(V,) es adyacente con ﬁivz) pués 7 s un
automor fismo de A(G). Finalmente, a((?iv‘))
es adyacente con a(ﬁ(\;z)) pués a también es
un automorfismo de A(G), lo cual muestra
que A(G) es estable para la composicidn.

La asociatividad en (A(G), 0) es obvia.

id (v) = v, para todo v € V(G) define wun
automorfismo el cual evidentemente: es’ la
ident idad de A(G).

Sea a € A(G), entonces o 't V(B) » V(G) es
una biyeccién que preserva la adyacencia.
En efecto: si v, v, V(6) son adyacentes
entonces v= ““’1) ’ v = a(ut) =

y a"(va) = w son

-d =
Luego,a (v‘) w L

1
adyacentes pues a es un -automorfismo de
A(G), y asi a ‘e A(G). Por lo tanto,

(A(®), o) es un grupo.m

Todo automorfismo de G induce también una



Ejemplo 2.9:

Teorema 2.10:

permutacidén en E(G).

Definamos a G por: V(GB) = {v, v, v, v 2}
1 2 a 4

Yy EG) = {v‘vz,vlvs,vzva,vzv‘,vav4) cuya

representacidn grafica aparece en la figura

2.1.

vi x1 v
* X3
G: X2
Xs
Va x3 Vi
figura 2.1

Los elementos del grupo A(G) son las si-

guientes 4 permutaciones que preservan la

adyacencia:
(v v d(v (v ) , (v I(v.v )(lv ),
1 2 a 4 1 2 3 4

(vv I(v i(v ) y (v vty v,
14 2 a 1 4 2 a

AG) = AL
Demostraclént Sean o:A(G) -+ A(G) y
f:V(G)+ V(GB) ambas funciones idénticas, vy

observemos que la adyacencia es preservada



en el grafo si ¥y sélo si la no adyacencia

es preservada.m

Teorema 2.11t (Teorema de Cayley). Todo grupo finito es

isomor fo a un grupo de permutaciones.

S5i el grupo I tiene orden n, entonces I' es isomor fo a
un subgrupoe de Sn.

lLas operaciones pueden definirse sobre grupos en gene-
ral, pero para nuestro estudio las definiciones las daremos
en términos de la accién de un grupoc sobre un conjunto

cbjeto especifico.

2. 2. OPERACIONES SOBRE GRUPOS DE PERMUTACIONES.
Sean I' y ' grupos de permutaciones que acttan sobre
los conjuntos objetos X y Y respectivamente. Consideremos

las operaciones binarias definidas de la siquiente manera:

Definicidn 2.12: a). La suma, I" + ['?, (o producto directo)
actda sobre la unidn disjunta X U Y;

r+r" ={a+a'/ ael’, &’ el y

(ax + a?3(2) {%(z), si z € X

a’(z), si = € Y.

b) El producto, I''x I'', (0o producto car-

tesiano) actua sobre X x Y;



Teorema 2.13:
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'rxI* ={(taxa’l/ael, a@' €eI''}) vy
(a x a")(x,y) = (ax, a'y).

c) La composicién, MIr'l, actga sobre XxY
como sigue: Para cada ae I' y cual
quier secuencia a:, a;,.....,a; (donde
d = |Y]) en I'", existe una dnica permu-
tacion en I'Ir'l, escrita como (o a:,
a;....,a;) tal que

i -H a;, a;,...,a;)(xi,yt) = (ami,u:y?.
r+r* =zr xr’,

Demostraciént Sean I' y I'" dos grupos de
permutaciones que actdan sobre X y Y vres-
pectivamente.

Sea e : '+T' » I'xTI' la funcién

aela + a’) = ax a'.

i) Probemos que @ es biyectiva.

Supongamos que elata’™) = e(f+a?), asi

axa' = 3x3?

Luego para todo (x,y) € X x Y se tiene que

(axa’ 1 (x,¥) = (AxB3')(x,y).

fisi fax = fix, para todo x € X
a'y = 'y, para todo y € Y

y se tiene a =y a = ',
Entonces a + o' = 3 + 3' y e es inyectiva.

Por otro lado, &Sera cierto que para todo



pxp' € 'x'’, existe ata® € +I'7 tal ' que
elata’) = fixf3* 2.
Sea fxfi'e I'x['’, podemos elegir a = 3 vy
a' = ' para obtener e(o+f3) = a’xA'. Luego,
©@ es suryectiva.
it) Verifiquemos que © es un homomor fismo.
Sean a+ a', f+ # elementos arbitrarios
de I' + I'7.,
col (ata’lo(p+R?)] = elata’) o a(B+R?I?
En efecto,
((ata? Jo(BF+ET I (2)

= (ata’ I ((B+3E*I(2)),

para todo z e X U Y

(ata”?)(F(z)) si z € X
= (ata?d)(B*(z)) 81 z € ¥

of7(z) si1 2 € X
= a’ 3’ (z) sizeY
(ata’) O (B+(3") = o3 + a’ 3’
Asi pues, el(at+a’) o (43711 = elata’3')
=a x atfd

Por otro lado, (e(ata’) o (&(F+A*))(x,y)

elatra’ ) ((AxB? I (x,y))

= elata® ) (A%, y)
laxa’ Y (B{x), 3 (y))

(al(fFx),a’ ('y))

Por lo tanto, e(ata’) o &(B343") = afixa’3".
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Luego © es un homomor fismo biyectivo.ms

Los siguientes teoremas muestran algunas conexiones
entre las operaciones graficas definidas en el capitulo
anterior y las operaciones de grupo de permutaciones defi-
nidas anteriormente. Los grupos Sn, An, ZIn, y Dn son res—
pectivamente el grupo simétrico, los grupos alternantes de
grado n, el grupo ciclico de orden n, ¥ el grupo dihedrico

de orden 2n.

2.3. GRUPOS DE AUTOMORFISMOS PARA GRAFOS ESPECIALES.

Teorema 2.14t - Si G es un grafo conexo, entonces ANG) =
Sn[A(ﬁ)].
Demostraciént Sea G un grafo conexo, A(G)
su grupo de automorfismos asociado y S" el
grupn de permutaciones sobre n elementos.
El grafo nG esta constituido por n compo-
nentes conexas iguales a G. Indiquemos por
(k,vj) el vértice de vj de la k—ésima com—
ponente de nG. Un automorfismo a en AG)
actda sobre (k,vf de la siguiente forma:

;(k,vj)= (atk),a, (v )) donde a & Sny

Definamos B:Sn[A(m)J + A(nG) por la regla
eta;ak,an,...,un) = o donde

a:V(nG) + V(nG) esta definida por
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a(k,vj) = Calk), %(Vj)), ae8
o€ AlG)

Como a es una biyeccién se tiene claramente
que a permuta los vértices de V(nG), demos-—
trando asi que © est4d bién definida.

Ahora bién,

(a;a‘.aa,. .,an) o (ﬁ;p‘,ﬂz.. .,{;‘n)ti,vj)

1]

(¢-H CRC ,an) (1?51) ,ﬁ(vj) )

]

@R yap, (Bl

(Caop3) (i), (am ® ﬁi_)(vj))

Luego,
ol (a; o . ,an} o (3; ﬁi,pz,. - ,{;“) ) (k,vj)

= Qtaaﬂ;aﬁ‘ ” ’oﬁ‘,. ¥ 'aﬁc n,oﬁn) (k,vj)

(Caof3) (k) , aB‘ i

B, v

oﬁk(\?j) )

@Bk, oy

= G(a;a‘.ma.. a .a“) (k) ,Bk (vj )

ola; oL, . ,a.h) o B(B;ﬁg"ﬁz" . ,ﬁn) (k,vj)
Entonces e preserva los productos.

Sean (a;a.t.otg,. : ,an) y {3 ﬁ‘,ﬁz,. .,Bn)
automor f ismos de_Sntﬂ(GH tales que:

etfx; A ) = e(r; r:",. . ,ﬂn) para ‘todo
(k.vj) en A(nG), es decir:

elaza,...a ) (k,vj) = a(f3; BB (k,vj)
(a(k),ak{vj)) = (ﬁ(k),ﬁ(vj)).

Lo anterior sucede si a(k) = (k) y ak(vj)

= r!k(vjl. 0 sea, si y sélo si a

[ y -



Teorema 2.15:

o, = ﬁk. Luego @ es inyectiva.
Sea a e A(NG) entonces para <cualquier
(k,vj) se tiene que:
Sck,vj) é-(a(k),ak{vj))_
= e(u;a‘.. ,an} (k,vj) _
Luego existe (Ot;d‘,”.dn} < S“EA(E)] tal

que Ota;a‘,. ..a“) = Q.

Por lo tanto, ® es suryectiva.

Sea f:XxV(6) + V(nG) definida por la regla

Ci,v . » = (i,v ) (el vértice v, de la
"3 T i

i-ésima componente).
Asi, f evidentemente es biyectiva. Ademas,
f((a;at.. . .ahi (i,vj))

= f(at(i),ai(vj))

(a(:),ai(vj))

]

=1¢. H o, . ,a“)(i,vj)
= e(a:a‘.. ; .otn) (f(i,vj)).
Luego A(NG) = BnIZA(GJ] que era lo que se

queria demostrar.m

Si ninguna componente de Ei‘ es igsomorfa con
una componente de Gz’ entonces ﬂ(G‘ U Gz)

= A(G ) + A(G)).
i 2z

En este teorema la hipétesis de que ninguna componente

de E! es isomorfa con una componente de 'Gg pone en evidencia

2l hecho de que los vértices del grafo Ei‘ no pueden - ser



permutados con los vértices del grafo Gz. Esto es, cual-
quiera que sea el vértice v en V(G‘u Gz) una biyeccién a en
A(Eiu Ez) debera permutar el vértice v, con \‘rj si ambos

pertenecen a G, o si ambos pertenecen a Bz por medio de a en

A(B‘) si v_‘,'vj = V(E‘) Yy por /2 en ﬂ{Ez) si VoV, € V(Gz).

i

Entonces ;(VJ) = {;(v], si v & V(E‘)

(v), si v € V(Ea).-
Y esta légicamente coincide con el producto directo de

ACG ) con A(G ).
2 z

Por otra parte, resulta interesante. conocer el grupo
asociado a la unién de varios grafos en ‘los cuales existe
una cantidad finita de componentes isomorfas, por lo que

presentamos el siguiente teorema.

Teorema 2.16: Sea G un grafo arbitrario, descompongamos a

Gpor @=n6GU nGU...u-nG, donde n,
1 4 2 2 rr 2
es el namero de componentes isomorfas-a E_‘.
Entonces
ACG) = Sn TAG 2] + SnLA(G_ ) ]+..+85nlACG )],
1 1 H 2 r r
Demostraciém Sea G = nGun Gu..wu  nG,
i 4 z 2 rr

con n, igual al ndamero de componentes de G
isomor fas a Ei.
Consideremos la afirmacién
AG)= j}_;sntn(ﬁ,.u y . procedamos - por in-
duccién sobre r.

Para r = 1, A(G) = n113l entonces por el



Teorema 2.171.

teorema 2.14 AWG) = Bn‘tatlﬁi)l.
Verifiquemos la afirmacién para r = 2,
G = n‘ﬁlu "zﬁz Yy por_el teorema 2.15
A(n‘G‘u anz) = A(rn1l51) + A(naﬁz)
= Sn‘tA(E‘) 1+ Snz[A(Gz)].
Supongamos que para r = k se verifica:
A(NG U NG v..UNG ) = SNLAWG YI+SNLAG Y]+
i4 2z i 1 2 2
saaa*.58n I:AéG )],‘
Ahora si v = k + 1 tenemos:
A(n‘E‘u n zEaU" aelJ nkﬁku n, _‘_‘EH‘)

=- Al (niB‘u_nszu. V) nkﬁ"-)u nH‘EH‘) )

A(ng‘mgau. 'mEk) + A‘"k-tﬁld-; (Teo 2.15)

n

Eni[A(E‘) 34Sn_[A(G ) I+.. ..+5nk[AtEk> 1
+ SHHER; (G);-u”’ aplicando la  hipétesis

inductiva y el teorema 2.14 nuevamente.s

Si-ninguna componente de E‘ es isomorfa con
una componente de Ez’ entonces

A(G‘d- 6) = AlG) + A(Ea).

Demostraciént -Sean E‘ Yy Ez los grafos

complementarios de E‘ b4 Ba respect ivamente.

‘Supongamos que ninguna componente de E‘ es

isomor fa a alguna componente de Ez'
Es evidente que G‘-l- Cz = E‘- U Ga luego.
A(Et-l-ﬁg = A(E‘u Ez), ademas por el teorema

2.11 se tiene que
Dvail.-li.:A
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AG +6 ) = A(G{+Gz) asi

AG +B ) = AWGU G)
8 2
= A(E‘) + A(Ez) (teovema 2.15)

n(6£+ﬁz) = A(G&)+ A(Ez).(teorema 2.10).m

Con respecto a los grafos especiales K“, Cn. Km - Yy

K“[Km] vale el siguiente resultado.

Teorema 2.18t - ﬂ(K“) = B“
b. Aad{C ) =D
™ n

c. AWK ) = SIS 1, m=n
m.r -4 n -
S+S8S, m=n
m Lil

d. AKIK 1) =585 [8 1.
n m n  m

Observacidn:

En el grafo K“ cada vértice es adyacente con el resto
de los vértices asi las n! permutaciones que se pueden rea-
lizar preservan la adyacencia. Entonces resulta evidente
que ﬂ(Kn) = S“.

Realizando el producto cartesiano de U(Kn)xV(Km) se-
observa que los vértices: del grafo cumpue;tu KHEKmJ son
adyacentes todos entre si. Por lo tante, cualquier vértice
de V(Kn)xV{Km) puede ser permutado de n! maneras con cual-
quier otro vértice de 1la wmisma columna 6 permutado con cual-
quier otro vértice de otra columna con las n! permutaciones.

Este grupo coincide con Sn[Sm].
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Consideraciones parecidas se pueden hacer con respecto

a las otras afirmaciones del teorema.

2.4. OTROS GRUPOS ASOCIADOS A UN GRAFO.

Definicién 2.10: Dos grafos G y H (con conjuntos no vacios

Teorema 2.20t

de aristas) -son isomorfos por aristas si

-axiste una biyeccidén e: E(G) - E(H> que

preserva la adyacencia, esto es x e y

tienen un vértice coman en G si y sdlo si.

e(x), ely) tienen un vértice comin en H.
La -funcién e recibe el nombre de isomor-

fismo por arista.

Si-6 y H son isomorfos {(con conjuntos no-
vacios de aristas), entonces ellos son
isomor fos por aristas.-

Demostracién: Sean G y H dos grafos iso—
mor fos. Entonces existe wuna biyeccién
e:V(GB) -+ V(H) tal que V- uv € E(G) se tiene
que oflul)elv) pertenece a E(H). Supongamos
que uv ¥y vw, u # w son dos aristas adyacen-—
tesen G. Como G y H - son -isomorfos se
tiene que ef(u)el(v) y elv)el(w) son aristas

en E(H) -y como of(u) = olw) las aristas son

-adyacentes, luego © preserva la adyacencia

de las aristas.

Por lo tanto , © es un isomorfismo por



Definicién 2.21:

Definicidén 2.22:

Teorema 2.23%

Teorema 2.24:

-8~

arista.m

Un isomorfismo por arista inducido es un
isomor fismo e :E(&) +  E(H) definido por
o' (uv) = e(welv), donde &:V(6) -+ V(H) es

un isomorfismo entre G y H.

Un automorfismo por arista de un grafo G no
vacio es un isomorfismo por arista de G

sobre si mismo.

El: conjunto de todos los automorfismos por
aristas del grafo G con la composicién
usual de funciones forma un grupo de permu-—
taciones llamado el grupo de automorfismos
por arisfas del grafo, el cual es denotado
por AT (G).

Demostracién: Es inmediata.ms

El conjunto de todos los automorfismos por -
aristas inducidos del grafo 6 con la compo—
sicién usual de funciones forma un grupo de
permutaciones llamado el grupo de automor—
fismos por aristas inducido, el cual es
denotado por A" (&).

Demostraciént Sea A"(6) = (e :E(G) » E(G)/

L i : i 2 =
© s un isomor fismo por arista inducidol.



Ejemplo 2.25:

Definamos la operacidn e:oe: = (e‘oez)*.

Asi A"(B) # B, pues id): E(@) . E@, es
el automorfismo inducido por ida de V(&)
sobre V(G).

La asociatividad en A" (G) resulta del hecho
siguiente: .

#* . * * *
(9‘ o Gz) o Qa = ‘9’0 Bz) e 93

*
(9‘ o ez ° 95)

It

* *
(B’ a(ea o Oa) )

* * *
a o (o o © ’l
i 2 : ]

. La identidad id:: E(G) + E(B) es el elemen—

to neutro pues:

*

. &+
id o O
a

= (id_ » w* = a.

Sea o un automorfismo por arista inducido,

entonces id:_= et e =ehH',. o

*

Simil armente, id: = (ece ™ = (@ ate™

Luego (6™ = @ H*.

En conclusidn, (ﬁ*(GJ,c) 85 un grupo.m=

Considérese el sjemplo de la figura 2.1.
El grupo AlG) cuyos elementos son
(v‘)(vz)(vn)(v‘) .(v‘)(vava)(v‘},

(v‘v‘}(vz}(va) y tv‘v.}(vzvak

induce las siguientes permutaciones de las

aristas: (x 2(x )Cx »{(x d(x_ ),
i z - ] + L

(x‘xé)(xhx4)(x=), - (x;x‘)(xsxs)(xa), : y



Nota 2.:26:

Teorema 2.271

(x‘xa)(x‘xs)(xz).
Asi, el grupo de automorfismos por aristas
inducidos A* (& esta formado por las ante—

riores permutaciones.

Es evidente que a*w < A'(G). Por
ejemplo en la figura 2.1 la permutacién de
las aristas (xlxz)(xa)(x‘)(xs) pertenece a

A* (B) pero no a A*(G).

Sea B un grafo no trivial. A(E) = AY(GE) =i
y sélo si G no contiene dos o mas vértices
aislados y no contiene a Kz como componente
conexa. -
Demostracién: Sea o la permutacién en
A (@) la cual es inducida - por la
permutacién o en A(G). Por 1la definicién
de multiplicacién en A*(E), tenemos que
a'ﬂ* = (a ﬁf, para cualesquiera a y 3 en
A(G). Asi que la funcién eia + o de AG)
en A"(G) es un homomor fismo de grupos. En
efecto:

oo = tam* = o*a" = swro(m.

De aqui gque A(G) = a¥e) si y s6lo ai el

kernel de © es trivial 'y © es suryectiva.

Supongamos que A(G) = A*(E). Entonces



a # id (la permutaciédn identidad) implica
que a* L id-.

§5i G ‘tiene vértices'aisladoarv“y Vo pode—
mos definir a € A(G) por a(v‘) = Vs a(vz)
Ve ¥ alv) = v, para todo v que neo per-—
tenezca a {Vs’va}' En@ances a # id pero
a = idf lo que es una contradiccidén.

Si K= es una componente de G, tomamos la

5

arista de Kz como x = v v, Yy definimos
a € A(GE) exactamente como anteriormente
para obtener a # id pero a* = idf lo gque
es una contradiccidn.

Asi pués, si A(G) = A*(G), G no contiene
dos o mas vértices aislados ni a Kz Como
componente conexa.

Supongamos que A(G) no contiene dos o© mas
vértices aislados y no contiene a Kz COomo
componente de G. 8i AWG) es trivial, en-
tonces A(G) fija cada arista vy A*(G) es
trivial, por lo que la afirmacién es evi-
dente.

Supongamos que existe a € A(G) con alu) = v
# u. Entonces el grado de u es igual al
grado de v puesto que a es un automor fismo.
Ademis, comb u ¥ v no son aislados este-

grado no es igual a cero.



Caso 1t u es adyacente a vo. Sea x = uv.
Puesto que Ka no es una componente, el
grado de u y v es mayor que uno.

De aqui que existe una arista y # x la cual
es incidente con u vy a*(y) es incidente
con v. Por lo tanto, a*(y) =y y asi
a* = jid.

Caso 2¢ u no es adyacente a v. Sea x una
arista incidente con u. Entonces a*(x) E
y asi a* = id.

En conclusién, si a # id y o= id® entonces
e es inyectiva.

La suryectividad de © es evidente.m

Teorema 2.28t Sea E(G) = @; entonces A’'(G) = AYE  si y
sélo si
1. C‘ y K;; no son simul taneamente

componentes de G, y
2. Ninguno de K‘J + X, K‘— Xy K‘ es una

componente de G.

El teorema anterior resulta interesante pués pone en
relieve la existencia de un isomorfismo entre el grupo de
automorfismos inducidos por aristas Yy el grupo de
automorfismos por aristas, salvo algunos casos especiales

como lo son los siguientes:



1. Los grafos K’ﬂ y Ca no deben ser componentes de G
porque si lo fueran se podria considerar el. automorfismo por
arista de G que muta todas las aristas de K:.n con todas las
aristas de Ba y reciprocamente, dejando fijas las restantes
aristas de G. Obviamente este automorfismo pertenece a
A’ (G) pero no a A*(G), pues ningdan automorfismo de & puede
permutar vértices con grados distintos, Asi AT(E) S AT(E).
2. En el caso del grafo completo K‘, este se puede conside-
rar como un cuadrado con dos diagonales y obviamente un
automorfismo por arista seria aquel que consiste en permutar
las diagonales y dejar fijas las demas. Al quedar fijas el
resto de las aristas los vértices quedan fijos y claramente
este automorfismo es la identidad de A(G) la cual -induce la
identidad en ﬁ*(E), por lo tanto el automorfismo descrito
anteriormente no pertenece a A*CG) y no existe entonces
isomor f ismo.

3. Sobre el grafo K"B + x podemos considerar el
automor fismo por arista que se ilustra en la figura 2.2, el

cual pertenece a A'’{(G) pero no a A*(G) pues el automor fismo

no preserva los grados de adyacencia de los vértices.
Teorema 2.20: ‘82a G un grafo conexo de orden p 2 J;
entonces AG) = A’(B) = A*(@) si y sélo si

G » K + %, K- %y, K.
1.3 + 4

El teorema precedente es consecuencia directa de los teore-



mas 2.27 y 2.28 y nos facilita trabajar

grupo de automorfismos A(G).

danicamente con

figura 2.2

el



CAPITULO 3
EL GRAFD ASOCIADO A UN GRUPO



En el capitulo anterior se estudio el grupo asociado a
un grafo arbitrario. En el presente capitulo mostraremos en
forma vreciproca que a cada grupo se le puede asociar un

arafo, mis precisamente el grafo de Color de Cayley.

3.1. GRAFO DE COLOR DE CAYLEY.
Definicién 3.1: Sean I''un grupo yv A = {g‘,gz,..} un subcon—
e |

Junto de T. Denotamos por A' = {g‘,

-4

3 y=s+2. A 8 un conjunto de generadores

g
de I' si cada slemento de I se escribe como
producto finito de elementos de AUVA’., A la
igualdad entre dos productos finitos de

elementos de AUVA’ se llama relacién.

Teorema 3.2: Dado un conjunto arbitrario de simbolos A y
un conjunto de relaciones entre estos,
existe (salvo isomorfismos) un dnico grupo
I' con conjunto generador A y cuya estructu-
vra algebraica depende de las relaciones
dadas.

Definicién 3.3: Si el grupo ' es generado por A = {g‘,
gz,....} y si cada relacién en I puede ser
deducida de las relaciones P = P', @ = R',
R =R’ ,..., entonces escribimos T = <g#
Ggreea/P =P, @ =@, R=FR',..>y diremos

que €8 ,8.,.-./P =p', e=0" R = PRY...»



Teorema 3.4:

Definicidén 3.5:

es una presentacison de T. Diremos ademas
gque la presentacison es finitamente generada

si A es finito.

Todo grup; finito tiene uwna presentacién
finita.

Demostraciédn:g Sea I' un grupo finito. Tome-
mos a I' como su propio conjunto de genera-—
dores, con todas las relaciones de la forma
g]ig‘i = Gy determinado por la operacidén

del grupo.m

Sea I un grupo y P una presentacidén de TI'.
El grafo de color de Cayley, C’(F), tiens
com>  conjunto  de vértices todos los
elementos del grupo 'y como conjunto de
aristas las siguientes:

(gyrg9,7 @s una arista dirigida de C.(r  si
y s6lo si existe un generador h (a 1los
cuales se les a asignado colores distintos)
en la presentacidén F de I' tal que g‘h =9,

Ver figura 2.1.

8 h g:=gh

figura 3.1



A continuacién ilustramos la definicién 3.5 descri-
biendo el grafo de color de Cayley asociado al grupo S. de

las permutaciones de tres obhjetos distintos.

Ejemplo 3.6: El grafo Crtsa). Sean r vy s las permuta—

ciones siquientes:

nLx =X 85X X
™% =%
B=K Xy = X,
Es facil verificar que r o s'=5 o r &
equivalentemente que s o r =r o s. For

lo tanta, una presentacién P de Sa esta
definida por P(S)) = <r, s/res © =  smor>.
Recordemos que de la tabla de” composicidn
de S! se deduce que: -

§, = {idy ¥ , 5, 55 ¥ 05, 501

Ademas cada elemento de Ss se representa de

la siguiente forma:

id =r ory, id =8 o s r = id o Yy

¥ =S or o8, s=ideoes, s=s5ocr o T,

2 z

s =868, 85 =rosSeo¥r, Y o8=YrY o %5
z

r e 8 = S 0o I, E o r = s o ry

8oV =Y ©5S o S.
De acuerdo con lo anterior el grafo CP(S’)

consta de seis vértices y doce aristas
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dirigidas tal como se muestra en la figura

3.2.

figura 3.2



OBSERVACIONES:

1. Cuando sea conveniente se dencotarid el grafo de color
de Cayley asociado a la presentacién P del grupo TI' con
el simbnlo CA(FJ, donde A es un conjunto de generadores
de I'.

2. Como un grupo I' puede tener mas de un conjunto de gene-
radores, el arafo EA(F) depende tanto de ' como del
conjunto generador A que se escoja.

3. Entre los elementos y propiedades de I' podemos estable-
cer la siguiente correspondencia con su respectiva con—

traparte en CA(F).

Grupo I’ Grafo de color de Cayley Cy(I")

Elemento Vértice

Generador Conjunto de aristas dirigidas del
mismo color

Inverso de un generador El mismo conjunto de aristas
asociado a h, pero con direccién
contraria

Producto finito de Trayectoria

elementos de A U A’

Producto finito de ' Sucesién de trayectorias

elementos del grupo I’

Producto finito de Trayectoria cerrada

elementos de A U A’

que se reduce a la

identidad

Solubilidad en A de la El grafo C,(T) es un digrafo

ecuaciéon rx = 8 débilmente conexo
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3.2. AUTOMORFISMOS.

Anter iormente, definimos el automor fismo de un grafo G

como una permutacién de VI(G) gue preserva la adyacencia. Un

automor fismo de un grafo dirigido debera preservar la adya-—

cencia dirigidaj

y un automor fismo de un grafo de color de

Cayley también debera preservar 2l color correspondiente a

cada adyacencia.

Definicidén 3.7:

Proposicisen 3.8:

Veamos la siguiente definicién.

Un automor fismo de un grafo de color de
Cayley CA(F) es una permutacién e de
v(chcr)) sobre V(CA(F)) tal gque, para todo
9,9, en 'y h en A: gJ1 =g, siy sélo  si

e(g‘)h = 9(92)-= e(g‘h).

o es un automorfismo de CA(F) si y sé8lo si:
para cada g € T 'y h en A, elgh) = e(gih.
Demostracidén: Sea © un automor fisme de
DA(P) y sean g en "'y h en A. Entonces
e(g.h) = e(g)e(h), pero como & @5 un auto-
mor fismo de CA(F), eth) = h, luego e&(g.h) =
ol(gieth) = e(gih.

Sea e: vccA(r)} -+ vch(r)) una permutacidn
tal que ®(g)h = elgh) para cada g € r y
h € A. Sean g‘,gz erl"yhe A tales que

g = glh. Entonces a(gg) = e(g‘h) =

2
e(g‘)h.

Similarmente, si ecga) = e(g‘)h ‘por la



propiedad de e, tendremos que B(Q‘IH =
9(g‘h), luego e(gzh = e(g‘h).

Asi por la inyectividad de e, 9, = g}w.l

La proposicién anterior implica que el diagrama de 1la

figura 3.3 es conmutativo, es decir: los automorfismos T y

h
© conmutan
Th
v(C(T) P vicam)
VIC (M) - P vicmy
figurm 3.3

Como es de esperarse, la coleccién de todos los auto—
mor fismos de Cb(F) es un grupo, llamado el grupo de automor-

fismos de Ch(F), el cual es denotado por A(EA(F)).

El teorema siguiente nos revela que los grupos T vy
A(CA(F)) tienen una relacidén muy especial, la cual no depen-—
de de la presentacién de I' egscogida vy por ende  tampoco de-—

pende de A.

Teorema 3.9: Sea CA(F) cualquier grafo de color de Cay-
ley para el grupo finito Tj entonces
A(CA(F)J = ' (independientemente de 1la

presentacidn seleccionada para IN.



Demostracidén: Definamos a : T » AL, (M)
por la regla alg) = eg donde GSV(Cﬁ(FIB -
V(CA(T)) esta definida por eg{gt) =  g9,-
Verificaremos primero que e € A(CA{F)).
Como ©g es una biyeccién de I' sobre I', es
claro que &g permuta los elementos de
U(CA(F)). Ademas, se tiene que eg(gJﬂ =
9(991) = (ggt)h = eg(gzh con lo cual se
muestra que eg es un automor fismo del grafo
de color EA(FB y se prugba asi que a esta
bien definida.

Veamos ahora que a preserva los productos.

a(gg*) = ngf en donde egg*es definida
* *
por egg (a2 = gg (@)
*
= eglg g’

eg(eb* (gt))

- (Bg ° eg*)(ge
Asi pues a(gg*) = al(g) o a(g*i.
Sea g € ker a, entonces eg = id es decir,
para todo g9.€ I' se tiene que ag, = g, de
donde g = e € I'n Concluimos que Kera = {el}
de donde a es inyectiva.
Solo resta probar que a es suryectiva. Sea
e e ﬁ(CA(P). Sea e(e) = g, donde e es la

identidad de I' Como cualquier elemento g*

de I' se representa como un producto finito



g° = h® h%....h"m donde los h, son gene-
i 2 m 13

vradores de I''y los §i= * 1 se tendr& que:

* *, a a a
elg ) e(eg ) = e(e)h‘:.h:z...hmm

ele) g*

*

aa

eata™>

Luego & = eg= alg)
Lo cual prueba que a es suryectiva y se

completa asi{ la demostracidén del teorema.m

Sea I' un grupo y CA(I"3 su garafo de color de Cayley
asociado, donde A = {6‘,62,..,67‘}. Considérese el grafo G
construido a partir del grafo de Cayley C&(l“) de la
siguiente manera:

Reemplazamos cada arista (gi,gj), donde gj= giék por un

i & . 1 u ) r -
camino: v, ui.j, — vj En el wvértice ui.j( i agrega

u. .
ij
MmOs un NUevo camino Pi.j(pi.j) de longitud 2k—-1(2k) 1 =k = n

(ver figura 3.4 para el caso k = 2).
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Observacidn:

Si en G se tiene una secuencia de vértices del tipo

—a

g1 g2

donde las longitudes de los caminos ?'verticales!! son del
g

tipo Zk - 1 y 2k entonces Ui © 916k y g, vy 9,€ r.

Teorema 3.10: Todo grupo finito es el grupc de automor-—
fismos de algdan grafo.
Demostracién: Considérese el grafo G defi-
nido anteriormente y sea A(G) su grupo de
automor fismos. Es claro que ACR) =

=
a(cA(r)) ZIm

3.3. PROPIEDADES.

Es claro que todo grafo de color de Cayley es regular y
conexo; el reciproco no siempre es verdadero. Basados en el
ejemﬁf; 3.6, en el cual se exhibe el grafo de color de Cay-
ley asociado al grupo S., describiremos el grafo G cuyo

conjunto de automor fismos es isomorfo a S' (figura 3.9,

ilustrando asi el teorema 3.10.



figura 3.5

El grafo anterior contiene nim+l) (2m+1) vértices; donde
m es el ndamero de generadores y n el ndmero de elementos del
grupo. Este método es ineficiente para un gran numero de
elementos y generadores del grafo.

Veamos ahora, algunas propiedades de 1los grafos de

color Cayley.

Teorema 3.11: I' es conmutativo si y sélo si para cada par
de genervadores h1 y hz, la trayectoria

hhh *h * es cerrada.
1214 2

Demostracidén: Sea ' un grupo conmutativo;
es decir, para cualesquiera 9,:9,€ r:

9.9, 9.9, en particular para todo

h‘,hz € A, generadores se tiene gque h‘h£=



h:h‘.

De la tabla de composicién tenemos que

id o h‘ = hl hl o hk = h‘ [=] h2
J,d¢:|!'|‘=l'|2 hzoh‘ =h30h‘

Ademas por hipétesis h‘o hn = h3 fa] h‘, COmo

consecuencia el siguiente subgrafo (figura

3.6) forma parte del grafo asociado a I'.

/’"\'
\,_,,x

figura 3.6

fhora, veamos el producto h h h“‘h“‘=

idch‘= h‘ (Arista dirigida de id a h de
de color h)

h‘c:h:l = h’oh (Arista dirigida de h a
h ch de color h )

)

(h oh doh_ * = hoth oh_
1 F 4 1 i 2 1
= h o(h "oh_) = (h oh)eh
F 1 2 i i 2
= ha (Arista dirigida inver-
versa de h oh. a h_ de co—-
4 s 2
lor h‘).

hzah;'= id (Arista dirigida inversa de h_

a id de color ha}'

Por lo tanto, la trayectoria h‘hah:’h;‘ es



Definicién 3.12:
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cerrada.
Reciprocamente, supongamos gque para cada
par de generadores h‘ y hz la trayectoria

-4 —4
h‘h!h “hz es cerrada.

De la tabla de composicién tenemos que
id e h, =
1

h1°h3= h’ oh’

h

E
1d¢h8=h2 h2°h1=h2°h1
Veamos‘el siguiente subgrafo (figura 3.7)

de CACI").
M h he
/’.—\
id [ ] s hlb!“
hz u"dx. hz .y
figura 3.7

Como la trayectoria h h h *h ' es cerrada

1+ 2 14 =2
"'1°“= y heoh‘ son el mismo vértice y esto
es valido para cualesquiera h‘, h2 € A ¥y

asi I' es conmutativo.m

Un elemento de un conjunto generador A para
un grupo I' es redundante si éste puede
escribirse como producto de los restantes
generadores. Un conjunto generador es

minimal si &ste no contiene generadores



Teorema 3.13:
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redundantes.

Sea I' un grupo finito (infinite). Un gene—
rador h es redundante si y sdélo si al eli-
minar todas las aristas de color h en CA(F)
resulta un grafo dirigido fuertemente
(débilmente) conexo.

Demostracién: Sea ' un grupo finito C(infi-
nitel. Si CA(F) es fuertemente conexso
despues de haber eliminados todas las aris—
tas de color h es porque existe un camino
desde id a h de la forma h?: h:z...h:m

con hi generadores de A y e = +* 1, esto es
h es redundante.

Sea CA(F) el grafo de color de Cayley de T

y h un generador redundante en A.

Sean 9. gj vértices de C,(I), un camino p

A
gu= va de g, 4 gj, es del tipo

p = h% h%...h%m donde los « son  enteros

i 2 m i

positivos y los ha son generadores de Ad
Si h aparece en p, como e5 redundante se
puede sustituir por un producto finito de
potencias (positivas) de generadores de A
distintos de h. Por lo tanto, h no aparece

en el camino y el grafo CA(F) sin las

aristas de color h es fuertemente conexo.m



Teorema 3.14:

Si h no es redundante, al eliminar todas
las aristas de color h resulta una
coleccién de subgrafos isomor fos disjuntos,
cada uno representando el subgrupo de T
generado por el conjunto generador de T
menos h.

Demostracién: Sea ' un grupo Y CA(F) sU
grafo de color de Cayley asociado. Sea h
un generador no redundante en A. Al elimi-
nar todas las aristas de ceolor h, el arafo
se convierte en un grafo disconexo porque
las componentes que contienen a la identi-
dad y al generador h son disjuntas. Veamos
que cualquier componente Cv es isomorfa a
C, por lo tanto todas son isomar fas.

id

La biyeccién e:C - Cv definida por a(gg

id
= hgi es un homomor fisme. En efecto:

Si gi,gj < Ctd con g. = g;&, & € A\h

e(gj) e(gtd)
= hgié

= hg )6

e(gihé

Luego © preserva el color (adyacencia).
For lo tanto, las componentes son isomorfas
y cada una representael subgrupo de T

generado por A\h.®m



Teorema 3.15:

Sea I' un grafo finito con un conjunto gene-
rador minimal {ht’hz""hr}' y Q un (pro-
piedad necesaria) un subgrupo cuyo conjunto
generador es {ha'ha""hr}' Sea <, Cor
R las componentes del grafo dirigido
Eh‘(l"), obtenido de C,(M por la
eliminacién de las aristas de color h‘.
Entonces Q es normal en I' si vy salu‘si las
aristas dirigidas eliminadas de cualquier
componente e estaban dirigidas a una misma
componente cr

Demostracidén:

i) Agumamas las condiciones dadas. Sea

C‘= Q la componente que contiene a e, sea

g € C‘ y r « I'n Mostraremos gue rgr_‘e C’.

b b b
Escribiremos a r = a *a_.”2.a ™, donde
i 4 m
a_es un generador de I' y bt = % 1. 5i h‘

ocurre en r exactamente w veces cnn-bi=+1 ¥
¥ veces con bi=—1, entonces la trayectoria
que corresponde sale de e (en C‘) a través

de w-v componentes, finalizando en ,C‘%'v

La trayectoria correspondiente a g an

nos lleva a otro vértice en

. -b ~b_~b
y la trayectoria a " veval W, ¥ que co-
m 4 i

C
ttw—v 1wy’

|
rresponde a r retorna a C{

ii? Supongamos que las aristas de color h‘



van de Ct a C‘ Yy a Cj, 1 = j. (Nuavamente
asumimos que e C‘). Entonces existe g &
Ct tal que h:’ghiﬁ Cj , asi que 0 no es

normal en M.m

Se deduce entonces que para Q normal en ' (como ante-
riormente), los elementos del grupe cociente /0 son las
componentes de chcr). Reduciendo cada una de estas compo-
nentes a un sélo vértice y restaurando las aristas de color

h‘, se obtiene un grafo de color de Cayley de I'/Q.

En general, cuando tenemos un grafo de color de Cayley

CA(F)' con un subgrupo Q normal o no, podemos obtener un
grafo lateral derecho (de Schreier) como Sigue: los vértices
son las clases laterales a déerecha de Q en I', ¥ existe una
arista dirigida de g a f)g’, etiquetada con & € a,.si y sélo
si gé& = (' (es decir, si y sélo si & e ng—‘ng'. “Asi  que
od es una clase lateral derecho pués las clases laterales a
derecha estan en I' y particionan a IN. Note que un grafo
lateral derecho puede ser un pseudografo, con lazos y/o
maltiples aristas. Fara el caso especial O = {e} el grafo
lateral derecho es justamente el grafo de color de Cayley
chcr).

En la figura 3.8 se ilustra algunas ideas dadas ante-
riormente. . Note que 0O = ZB es normal en Sn’ pero no en A‘.

Resulta interesante, comparar los grupos th 2‘ Y D‘,

como en la figura 2.9. 0Observe que los subgrupos de orden 2

generado por r s normal en Zz:Z‘, peroc no en D‘. De mansra
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obvia, se extiende el comentario anterior a los grupos de la
forma zaxz“ y D“, para nz3. Por ejemplo, ver S- = D‘ (en 1la
figura 3.8); el subgrupo génerado por r no es normal., Para
un generador & de orden 2, adoptaremos la convencién

estandar de representar las dos aristas dirigidas (g, g&

y (g6, g en C, (I por una simple arista [g, gél.

[ = (12) (34)
8= (123)
= (12)
B8
e
G:lR == (mpRme 8/ xs
AuR=g=(pp=e
figura 3.8

En la figura 3.10 indicamos el grafe 1lateral derecha
para 0 = {e, r}, en T = D‘ (ver figura 3.9).

r=(13)
s = (1234)

. o2 = #r
L xZ:Rugimgpisg Dyifughn(mpog

figura 3.9
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= Eo
ods (=71
figura 3.10
Nota 3.16: Todo grafo conexo regular de grado par

determina un grafo lateral de Schreier.

3.4. PRODUCTOS.
Veamos ahora la relacién entre producto de grupos y producto

cartesiano para grafos.

Definicidn 3.17: Sea r; y r; ambas subgrupos del mismo grupo
r,con r;n rz ={e} ygh = hg ¥ g € T‘,
h € r',. Entonces 21 producto directo de !"‘
¥ r;, rx r_ = {gh/g « r;, her es tam
bién un subgrupo de T.
51 r‘ = {K‘,n-,Km/w‘gnn-= Hr’ = 'E> y
r.z = (KM‘,III’Kn,HrM‘“’_IIiz “P+.= E.'>,

entonces

r;x ri = {k‘,...,knlu‘,=...= ur+_

= Iv:i_kjk—‘k_‘ = &, V 1Si<m<j<n>,

es una presentacién estandar para fﬁra.



—65—

Esta operacién binaria se puede extender a la clase de

todos los grupos, considerando que I'“ = I"‘: = {(g,ez)/g < f"‘,

e es la identidad deI'_ }, ' 2T = {(etoh e ', e es
z 2 2 z E 2 i

la identidad de r;}, y definiendo asi F‘xrz = {(g,h) tal que
g e !"‘, h l‘a}, con (gl,h‘? (gz, hz) = (g‘gz, h'hz) dada por

la operacién del grupo.

Tecorema 3.18: (El teorema fundamental para Grupos Abelianos).
Sea I' un grupo finito abelianc de orden nj

entonces =7 % I Wuwn arm: B E ¥ donde
mi mz mr
m. divide a m‘_‘, (R T |'|‘_m.t = Ny
i=4 i
ademas, esta descomposicidén es Wilca (Asi
mismo que mr>1, al menos que n = 1, &n cuyo
caso m = r = 1).

Definicién 3.19: El rango del grupo abelianos I' es el

namero r del teorema 3.18.

El teorema 3.18 especifica la estructura de los grupos

5

finitos abelianos. El préximo teorema especifica, como un
corolario, un grafo de color de Cayley para cada grupo
finito abeliano.

Definicién 3.20: El producto cartesianc, DA‘(I") % DAzil"a}

de dos grafos de color de Cayley esta dado

por =

W':Aﬁrg)"cm"‘rzn = v(cmcrl))x vu:mcrg})
3 3 r

Y (g’,gz) esta wunido a (g‘,ga) por una

arista de color h si y sélo si:z



Ve =gl yeoh=al, para h un generador
de &6

Wog, =9, ¥y9hT =g, parah wn gemeras
dﬂl“m&‘

tta figura 3.11 wmuestra CM‘(ZEB X tuﬁt&t), donde

Z‘ &= {x)‘x'm;!} v -"!‘a = <yz?';gzra = e,

r . " eE

Q@) Car(Zd Can ) x Qe (m)
figura 311
Teorema 3.21: Sea CP‘(I"‘) el grafo de color Cayley ase=

ciado a una presentacidn Pt para el grupo
rl, L= am... Sea P una presentacién
estandard para !“xr'.. Entences cptr‘. I‘.) =
CPSI"‘> X CP‘H‘.).

Demostraciént Primere, note que
V(CP‘(I“MCP.(P.)) n V(CP.(P‘_)):VCEP.(I“.))

= V(CPIF‘IPl))n



Mostraremos que los conjuntos de aristas de

los dos grafos de color Cayley coinciden
(adyacencia dirigida de color).

i) Sea (grgz) una arista unida =a (g;,g;)
por la arista de «color h en CF(r;xrzl.
Entonces h = ki, para algdn 15 L £ n. Si

1£ L = m, entonces h es un generador de r;,

Y ag?'ly) = L
y (gl,gz) (g‘gz)(h,ez) (gJ\gz),
¥ = | n

asi que al g‘h Yy 9; ggh, esl_ decir,
esta dirigida la arista de color en
B (F xr 3} es también en CPCF )xcpgr Y. Un
argumento similar se aplica para m £ i =p,
asi que

_E(CP(F‘KFz)) L= E(CP(T;XF;J),

con lo cual se demuestra el teorema.m

Fuesto que el grupo ciclico Zn con presentacidn
P: Zn = {x/x"'= e>, tiene el grafo de color de Cayley
CP(Zn3 = C; (donde CB denota el ciclo dirigido de longitud

n), este se construye facilmente usando el teorema 3.18 vy

la definicidén 3.19, un grafo de color de Cayley para
cualquier grupo finito abeliano.

Teorema 3.22: Sea ' un grupo finito abelianoy entonces
C;x Cax..xcl es un grafo de color de Cayley
4 2z r

para 1 grupo T, dnnde r = me Z x..me
i r

3.5 GRAFOS CAYLEY.

Sea A un conjunto generador para el grupo I' sujeto a



las siguientes condiciones:

i) e € A.

i) 51 & € A, &' € A (a menos que & = e
También, adoptaremos la siguiente convecidn:

i) Si & € A, &% = e cada par (g,gdé) y (gé,a) de aristas
dirigidos son compactadas en una sola arista no diriga

fg,qgél.

Entonces el pseudografo obtenido del grafo de color de
Cayley ﬁA(r) por la eliminacidn de las dirvrecciones de todas
las aristas y todas las etiquetas de las aristas <(colores)
n> tiene lazos (por ) ¥y no tieng2 maltiples aristas (por

i) y (iid; este es un grafo cociente.

Definiciédn 3.23: Si1i A satisface (i, (i), ¥y Ciid) C Omo
anteriormente, entonces el grafoc base del
grafo de color Cayley CA(F) es llamado wun

grafo Cayley y es denotado por EA(F).

Evidentemente que, al pasar de CA(F) a GA(F). se pier-

den algunas propiedades estructurales.



CONCLUSTONES

Basadus en los resultados ohtenidos &n esta
investigacidn podemos hacer las siguientes conclusomnmes:
1. La interaccidn entre grupos y grafos es un instrumento
que permite utilizar de cara a cada problema mebodologias
mas favorables: como ejemplo problemas  de entmer ac idn

(Folya), problemas de grafos hamiltonianos.

. En general, cualguiera gue sea el grafo @ siempre se le
puede Asoo 14r un grupo de automor fismos pravia
descomposicidn. En conﬁéauentia, Qe el isemor T sme
establecido entre los grupos de actomor fismos NGOG, AXMGY  y
Ar iy (zalvo algunos casos especiales’), podemas ver gque  en
nltima instancia la determinacidn del grupo de avtomor fismos
del agrafo se reduce al siguiente problema: construir el

grups de automor fismos de un grafo conexa.

9. Las conexiones entre las operaciones graficas definidas



sobre los grafos y lags aperaciones enkbroe grupos de
permutaciones permiten de manera directa abtener 2l agrupo de

automor fismos de algunos grafos cspeciales via isomor fismo.,

4. Mas interesante resulta ser 21 hecho de gque podemos ver
al grafo de color de Cayley, ocoms una "grafica"  del gfupm
y qgue precisamente el grupo es el grupo de  avbomor flsmos
del grafo de calor  de Cayloy (via isamor fasme),
independientemente del conjunto de generadores seleccionado
para el grupn. En esta gradfica del grupao so pueden absorvar
algunas propiedades del arups DT} D} conmutal 1 vidad,
narmal idad de ciertos subgrupos, etc..  AGn mas, oste grupes
resulta ser el grupo de automor fismos de un grafo consby adce

a'partir del grafw de color de Cayley.



RECOMENDACIDNES

1. En los cursos de tooaria de grupo se le debe  dar el

adecuads enfdsis al estudic de los grupos Tinitos y de  los

arupos de permutacicones.

Ze Los cursos de tearia de grafos deben profundizar mas |os

aspectos combinatorios pertinentes,

e Vista la dificultad en la recopilacidn de 1a

biblimgrafia especifica de teoria de grafos se recomionda la

adquisicidn de libros actualicados de este tema.
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