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RESUMEN

Investigaciones realizadas muestran que los estudiantes de la Licenciatura en
Matematica poseen un Pensamiento Critico muy limitado y los ambientes de aprendizaje
que se les ofrece muchas veces no contribuyen a esa formacion. Esto puede deberse al
tipo de cuestionamientos que se les presentan, los cuales son en su mayoria verdaderos 6
falsos, sin dejar la oportunidad al alumno para que decida sobre la veracidad o falsedad
del mismo.

Dado que las destrezas del pensamiento pueden ser ensefiadas y el desarrollo del
Pensamiento no ocurre en el vacio, proponemos al Modelo Geométrico de Moise, como
un contexto donde se crea un ambiente de aprendizaje, propicio, para la Formacion del
Pensamiento Critico.  Para esto, hemos utilizado dos modelos sugeridos para la
ensefianza del Pensamiento Critico, los cuales son: el Modelo del profesor Alberto
Correa Guzman, E.C.A. y el de desarrollo de destrezas especiales de Pensamiento Critico
de la Dra. Lydia de Isaacs.

El estudio del Modelo Geométrico de Moise, por sus caracteristicas, hace que el
estudiante piense en forma reflexiva, creativa y criticamente, con eficacia. Esto se logra
en el momento en que el alumno verifica si ciertos resultados de la Geometria Euclidiana
se verifican o no en dicho modelo. Cabe indicar que para el estudio de este modelo
geomeétrico se necesita que el estudiante haya completado un curso de Geometria
Euclidiana y tenga cierto dominio de Geometria Analitica y Trigonometria.

SUMMARY

Research shows that the students majoring in Mathematics have a very limited
critical mind and the learning environment offered to them, often, do not contribute to
such training. This may be the result of the questionnaires administered which mostly
consist of true or false items, that do not give students the opportunity to decide about
their accuracy or falsehood.

Because the skills of thinking can be taught and the development of thinking does
not occur in vacuum, we propose Moose’s Geometric Model, as a context where an
appropriate learning environment is created for the right formation of Critical Thinking.
For this, we have used two models suggested for the teaching of Critical Thinking.
These are: Professor Alberto Correa Guzman’s Modelo (E.C.A) and Dr. Lydia de Isaacs’
development of the special skills of critical thinking.

The study of Moise’s Geometric Model, because of its own characteristics, makes
students think in a reflexive, creative, critical and efficient way. This is achieved by the
time the student checks if certain results of the Euclidean Geometry are verified or not in
such a model. It is worth noting that for the study of this geometric model, it is necessary
that the student complete a course in Euclidean geometry and have some knowledge of
Analytic Geometric and Trigonometry.



INTRODUCCION

Uno de los principales problemas que confrontan nuestros estudiantes en su
formacion, tanto a nivel medio como superior, es que la mayoria de las veces, no pueden
comprender la informacién que se les suministra y mucho menos pueden aplicarla
posteriormente a su vida diaria, ya sea al dar una opinion, emitir un juicio, hacer una
evaluacion, resolver problemas, etc., Los mismos carecen de actitudes criticas, creativas
y transformadoras.

Los estudiantes que ingresan a la Licenciatura en Matematica, no escapan a esta
situacion, puesto que investigaciones realizadas muestran que poseen un Pensamiento
Critico muy limitado y los ambientes de aprendizaje que se les presenta muchas veces no
contribuyen a esa formacion.

Ejemplo de lo afirmado, estaria en los tipos de cuestionamientos que se les
presentan, los cuales son en su mayoria del tipo verdadero. Los menos comunes son
aquellos en los cuales el estudiante tiene que decidir sobre la veracidad o falsedad del
enunciado, ya sea demostrando que es cierto o en caso contrario, ofreciendo un
contragjemplo.

Todo esto hace que al estudiante no se le prepare para responder a experiencias
matematicas que nos ofrece el mundo real que pueden ser del tipo verdadero o falso o

relacionadas con la verificacion de resultados.



Siendo uno de los objetivos de la ensefianza de la Matematica, “desarrollar la
capacidad pensante del estudiante”, como docentes de esta asignatura, tenemos la
responsabilidad de crear ambientes de aprendizaje que conduzcan al alumno a la
formacion de un Pensamiento Critico, que lo ayude a “aumentar su eficacia, creatividad y
capacidad de adaptacion a nuestra turbulenta y cambiante realidad”. [ Correa, Alberto,
1993]

Como el desarrollo del Pensamiento no ocurre en el vacio, y las destrezas de este,
pueden ser ensefiadas, el objetivo central de este trabajo es proponer el Modelo
Geométrico de Moise, como el contenido de un curso que proporciona el ambiente de
aprendizaje propicio para la formacion del Pensamiento Critico.

El estudio del Modelo Geométrico de Moise, por sus caracteristicas, hace que el
estudiante piense en forma reflexiva, creativa y criticamente, con eficacia. Esto se logra
en el momento que verifica si ciertos resultados de la Geometria euclidiana se cumplen o
no en dicho modelo. Cabe indicar que para el estudio de este modelo geométrico, es
necesario que el estudiante haya completado un curso de Geometria Euclidiana, y tenga
cierto dominio de Geometria Analitica y Trigonometria.

Para utilizar el Modelo Geométrico de Moise como un contexto que contribuye a
la Formacién del Pensamiento Critico, hemos empleado los modelos propuestos por el
profesor Alberto Correa Guzman (1993) y la Dra. Lydia de Isaacs (1990).

Para una mayor comprension de este trabajo, lo hemos dividido en tres capitulos,

distribuidos de la siguiente manera:



El primer capitulo, corresponde al marco tedrico, presentando primero, una
resefia historica de la Geometria; destacando las principales contribuciones de las
civilizaci(;nes egipcia, mesopotamicas y griega. En esta ultima civilizacion, destacamos
los aportes de grandes matematicos, principalmente de Euclides con su obra cumbre “Los
Elementos”, la cual constituye el primer gran intento de Fundamentacién de la
Geometria. Esta obra origina una serie de polémicas, sobre todo para establecer la
categoria de la proposicion que Euclides enuncia como su quinto postulado, la solucién a
esta polémica trac como resultado el surgimiento de otro tipo de Geometria, las no
Euclidianas.

Seguidamente, estudiamos el concepto de sistema axiomatico, con los tres tipos
de problemas que surgen al estudiar cualquier sistema de axiomas, consistencia,
completitud, € independencia.  Veremos, ademds, como pueden ser utilizados los
modelos geométricos para resolver los problemas mencionados, asi como €l uso de estos
en la ensefianza, sobre todo en la Formacion del Pensamiento Critico, que es hacia donde
giran los objetivos de nuestro trabajo y terminamos, este capitulo, presentando en forma
breve, algunas generalidades del Pensamiento Critico.

El segundo capitulo, esta reservado para la descripcion del Modelo Geométrico
de Moise, iniciando con la interpretacion de los objetos primitivos y presentacion de las

propiecdades de este modelo; al final del mismo hacemos una comparacion de los



resultados del Modelo Geométrico de Moise, con un modelo euclidiano, en particular el

modelo del Plano Cartesiano E>.

En el tercer capitulo, damos las principales caracteristicas del Pensamiento
Critico, presentando ademas ciertos modelos que son utilizados en la ensefianza del
mismo, en particular el propuesto ‘por el profesor Alberto Correa Guzman (1993) y la
Dra. Lydia de Isaacs (1990-b), ilustrando la implementacién de ambos con el Modelo
Geométrico de Moise, como contexto.

Finalizamos este capitulo, con las observaciones hechas por los participantes en el
Seminario “Modelos Geométricos en la Formacion del Pensamiento Critico”, dirigido a
docentes de nivel medio y superior asi como a estudiantes de la Licenciatura en
Matematica de los Centros Regionales de Azuero y Los Santos; los modelos geométricos
expuestos fueron, en su orden, el Modelo de Moise y el Plano Radial C. En este
seminario los participantes destacan el hecho, que las caracteristicas que presentan, estos
modelos, contribuyen a la formacion del Pensamiento Critico.

Finalmente, presentamos nuestras recomendaciones, asi como la bibliografia

consultada.



CAPITULO I

NOCIONES HISTORICAS Y PRELIMINARES



1.1 RESENA HISTORICA DE LA GEOMETRIA.

1.1.1 Origenes de la Geometria.
Los origenes de la Geometria son muy antiguos, incluso mas que el arte de la
escritura y estos son muy similares al origen del concepto de namero, de la aritmética y

del algebra. [Fehr, Howard F., 1971]

La historia de la Geometria tiene su origen en la observacion activa del hombre
hacia la naturaleza, y es a través de ella que llega a las formas geométricas. Justamente
en el interactuar con ella, surge su “habilidad para reconocer la forma fisica y comparar

formas y tamafios”. [Eves, Howard, 1969]

Es por esta razon, que los conceptos geométricos mas antiguos (los relacionados
con las formas y magnitudes geométricas) pertenecen a los tiempos prehistoricos y son
consecuencia, precisamente, de las actividades practicas; sirviéndoles éstas, de base a los
conceptos abstractos de la Geometria.

Segin Herodoto y Aristételes las primeras consideraciones geométricas se dieron
en Egipto. El primero sostenia que fue a partir de la necesidad practica de volver a trazar
las lindes de las tierras después de las inundaciones del rio Nilo y el segundo, por la
existencia en las tierras egipcias de una clase sacerdotal ociosa que disponia del tiempo
necesario para desarrollar cualquier conocimiento tedrico.

Ninguna de las dos teorias puede ser rechazada, puesto que el hecho de que a los

egipcios se les llamara los “fensadores de la cuerda” justifica ambas, ya que las cuerdas



se utilizaban tanto para reconstruir fronteras borradas entre terrenos como para bosquejar
los planos de los templos. De aqui, podemos inferir que actividades como las siguientes
pudieron dar origen a la Geometria:

- La medicién y la construccion.

- Ciertas practicas religiosas.

- Un sentido estético, solo para disfrutar la belleza de las formas.

Existieron civilizaciones antiguas que se destacaron en Geometria, entre éstas

podemos mencionar: La civilizacion Egipcia y la Mesopotimica. Veamos algunos

detalles interesantes de cada una de ellas:

1.1.2 La Civilizacion Egipcia.

La civilizacion egipcia nacié probablemente de la unién de un gran
numero de pequefias comunidades urbanas y rurales que se desarrollaron en la region
adyacente al rio Nilo.  Su origen es desconocido, pero se cree que existieron desde
antes del afio 4,000 a.C. [Collette, Jean - Paul, 1986]

Investigaciones muestran que los sistemas de escritura utilizado por los egipcios
eran, el jeroglifico, sistema que utilizaron hasta cerca de la era cristiana. Alrededor del
afio 2,000 a.C. usaron la escritura hierdtica (escritura mas cursiva, una abreviacion de la
escritura jeroglifica). [Boyer, Carl, 1968 ]

Al principio, los egipcios escribian sobre piedras, ladrillos o piezas de barro. Las

inscripciones mas antiguas aparecen en escritura jeroglifica, en una maza real que data



del afio 3,100 a. C. Después, gradualmente adoptaron, para sus escrituras, un documento
mas flexible, el papire, que es de forma rectangular. Una vez que terminaban de escribir
sobre él, lo enrollaban.

La escritura jeroglifica aparece generalmente, en tumbas, monumentos y piedras,
mientras que la escritura hieré.tica- se adaptaba mejor, por su forma, a los papiros.

Los papiros fueron escritos por personas llamadas escribas y gracias al clima seco
de Egipto, algunos pudieron conservarse. Entre los principales con que se cuenta en la
actualidad y que brindan informacion Matematica estan: el papiro de Ahmes, que es el
mas extenso en cuanto a informacion Matematica se refiere, data aproximadamente del
afio 1650 a.C. Es un manual de instruccion que contiene 85 problemas sobre Aritmética,
Estereometria y Geometria. Otros papiros importantes, que vale la pena mencionar son,

los papiros de Mosci, Kahun, Berlin, Reisner y Akhmin. [Collette, Jean - Paul, 1986]

Todos estos dpcumentos nos revelan que el conocimiento matematico egipcio es
mas de caracter practico y el elemento principal en todas las cuestiones es el calculo
numeérico, por lo que la Geometria egipcia parece ser mas bien una aritmética aplicada.

A los egipcios no les interesaba justificar o buscar un entendimiento teérico del
por qué de los resultados que obtenian.

Entre los resultados geométricos que poseian se destacan los hechos de que,
podian calcular el area de triangulos, rectangulos y trapecios, conocian también las
férmulas para calcular volumenes de cilindros, prismas rectos, tronco de piramide de

base cuadrada. Posefan una buena aproximacion de n. La semejanza y la



proporcionalidad no parecian serles desconocidas. La censtruccién de pirdmides fue,

para ellos, la ocasion de utilizar el equivalente de nuestra cotangente.

1.1.3 La Civilizacién Mesopotamica.
La civilizacion babilénica correspondié a un cenjunto de pueblos que vivieron en
Mesopotamia en un periodo que comienza hacia el 5,000 a.C. y termina en los primeros

tiempos del cristianismo. [Collette, Jean - Paul, 1986]

El conocimiento matematico de esta civilizacién procede de excavaciones
arqueologicas realizadas a mediados del siglo XIX. Aqui se encentraron alrededor de un
medio millén de tablillas de arcillas, de las cuales mas de 300 contenian informacion
matematica.

Cabe indicar que las tablillas de arcillas fueron los instrumentos que utilizaban los
mesopotamicos para escribir. El tipo de escritura que utilizaban sobre estas tablillas se
conoce con el nombre de escritura cuneiforme.

El tipo de informacion matematica contenida en estas tablillas se refiere a series
geométricas, y listas de problemas, pero contienen sélo casos concretos sin ninguna
formulacién general.

Para los mesopotamicos, la Geometria no era una teoria matematica como lo es
hoy, para nosotros, sino un cierto tipo de aritmética o algebra aplicada, en la que las
figuras venian representadas por medio de numeros, pero con un defecto importante al

igual que la egipcia, no distinguian entre medidas exactas y aproximadas.



Los antiguos babilonicos conocian relaciones geométricas importantes:

- Al igual que los egipcios sabian que la altura de un tridngulo isosceles
divide a la base en dos partes iguales y por lo tanto dada la longitud de una cuerda en una
circunferencia de radio dado, podian calcular el apotema correspondiente.

- Conocian que un angulo inscrito en una semicircunferencia es recto,
hecho que ignoraban los egipcios; esta proposicion se conoce con el nombre de Teorema
de Tales, a pesar de que Tales vivié un milenio mas tarde.

- Manejaban métodos para calcular areas de figuras planas como el
tridngulo, el trapecio, el circulo, con una buena aproximacion de n. Asi como para
calcular volumenes de prismas, cilindros circulares rectos, conos y piramides
cuadrangulares truncadas.

Ademas en la tablilla Plimpton 322, aparece una muestra de que los
mesopotamicos conocian relaciones entre los catetos y la hipotenusa, que es equivalente
anuestra formulacion del Teorema de Pitdgoras, el cual no aparece en ninguna forma, en
los documentos conocidos del antiguo Egipto. Todo parece indicar, con la presencia de la

columna IV, que estas servian de base para la construccion de tablas trigonométricas.

Una vez conocidas ciertas consideraciones geométricas de los pueblos pre-
helénicos (egipcios y mesopotamicos), podemos sintetizar que aqui la Geometria se
caracterizo por:

- Ser usada para resolver situaciones o problemas particulares.



- Ser el resultado de una actividad empirica-intuitiva.
- No establecer diferencias entre valores exactos y aproximados.

- No establecer diferencias entre problemas aritméticos y geométricos.

1.1.4 Matematica Griega.

Al buscar los origenes de la Matematica Griega, debemos centrarnos,
necesariamente, en las escuelas llamadas jonica y pitagorica, siendo sus representantes
Tales de Mileto (624 - 548 a.C) y Pitagoras de Samos (572 a. C - ), respectivamente.
Esto a pesar de que las informaciones que tenemos de ella se basa solamente en
informaciones fragmentarias y en tradiciones elaboradas durante los siglos posteriores.

La raza helena, fue una raza extraordinariamente dotada: curiosa, inteligente,
intuitiva y artista, sensible sobre todo a la invisible realidad de las formas inteligibles en
la naturaleza, el arte, las costumbres y las leyes. Es una raza que se dedica a la busqueda
de la verdad en todas sus formas, los hombres no solo se preocupan de investigar el
“como” sino sobre todo establecer el “por qué”. [Boyer, Carl, 1968 ]

Tales de Mileto y Pitagoras de Samos, ademas de poseer las cualidades de la raza
helena, antes mencionadas, tenian otra ventaja y era que estaban en disposicion de viajar
a los centros del antiguo saber, donde adquirieron conocimientos matematicos y
astronémicos.

Con lo anterior, queremos afirmar, que los egipcios y babilonicos influyeron en

el origen de la Matematica Griega, pero estos avanzaron mas que sus predecesores,



mejorando todo lo que tomaban, transformaron esta herencia cultural en una ciencia
deductiva (al menos a partir de Pitagoras) en la que las nociones de demostracion,
teorema, definicion y axioma sustituyeron el caracter empirico y particular de las
matematicas pre-helénicas.

Veamos las contribuciones més importantes de Tales de Mileto y Pitagoras de
Samos:

- Tales de Mileto, se le considera el primer hombre que utilizé el proceso
deductivo para justificar algunos resultados matematicos. Se le atribuye la demostracion
de teoremas geométricos como:

. Todo diametro divide a la circunferencia en dos partes iguales.
. Los angulos de la base de un tridngulo isosceles son congruentes.
. Los angulos opuestos por el vértice son congruentes.

. Todo angulo inscrito en una semicircunferencia es recto.

- Pitdgoras de Samos, fundé su famosa escuela pitagorica en Crotona, al sur de
Italia. En aquel centro de estudios se discutia Filosofia, Matematica y Ciencias
Naturales, pero la escuela tenia influencia politica y religiosa, lo que provocod su

destruccion. [Perero, Mariano, 1994]

La ensefianza de los pitagoricos se transmitia por via oral y todo se atribuia al

venerado fundador de la escuela. Ademas, la escuela se fue transformando en una



hermandad con ritos y ceremonias secretas de los cuales se sabe muy poco, razén por la
que se duda qué descubrieron y quién lo descubrié.

Segun Jean-Paul Collette, [Collette, Jean-Paul, 1990], con los pitagéricos la
Geometria se convirtié en una ciencia con entidad propia, constituida por principios y
definiciones sobre los que se inicié la construccion de un sistema logico. Se les atribuye:
la teoria de niimeros, el método de aplicacion de areas, una teoria de las proporciones,
aplicable a las magnitudes conmensurables; tres de los cinco solidos regulares.

También la tradicion le atribuye a la escuela pitagérica la demostracion del
Teorema de Pitagoras y, como consecuencia el descubrimiento de los numeros

irracionales que contradecian la doctrina basica de la escuela: habian descubierto que

existian nimeros “mexpresables”, como /2, que no eran ni enteros ni fraccionarios
(magnitudes inconmensurables).

Después de Pitagoras, los trabajos matematicos griegos se orientaron en gran
medida hacia la construccién de los Elementos de Euclides.

Con Platén, se tiene que si no hizo aportes significativos de caracter técnico a la
Matematica, fue sin embargo, su Academia, el verdadero centro de la actividad
matematica de la €poca, desde donde inspir6 y dirigié personalmente su desarr;)llo.

El escandalo ocasionado por el descubrimiento de las magnitudes
inconmensurables se esfuma ante la nueva teoria de las proporciones de Eudoxo de

Cnido, quien proporciona también el Método Exhaustivo, que serd muy empleado por



sus sucesores en particular Euclides y Arquimedes, siendo éste ultimo quien lo
perfecciono.

Menecmo alumno de Eudoxo, contribuyé de forma especial, con su
descubrimiento de las secciones conicas a partir de un cono circular recto, cortado por un
plano perpendicular a la recta generatriz, a alejar las fronteras de la Geometria.

Aristételes, discipulo de Platon, enuncié distinciones esclarecedoras entre las
nociones de axioma, definiciones, postulados e hipdtesis. Su contribucién a légica
ﬁloséﬁca serviria de soporte y de impulso inicial a los trabajos subsiguientes que
conducirian a la Logica Matemaética.

La geometria griega marca su apogeo con los aportes de tres érandes
investigadores como lo fueron Arquimedes, Apolonio y Euclides.

Arquimedes, fue probablemente, el mas ilustre de los matematicos griegos. Sus
trabajos encierran a la vez un contenido original y rebuscado. Toco las principales ramas
de las Matematicas griegas, reestructurando algunas con la aportacion de teoremas
nuevos, desarrollando partes inexploradas por sus predecesores e innovando sobre varios
temas tedricos y practicos.

Con Apolonio, las secciones conicas se convierten en un tema matematico
complejo que comprende una teoria de conicas tan elaborada que habra que esperar a que
las investigaciones matematicas del siglo XVII hagan posible un desarrollo en
profundidad, lo que se consigue gracias a la aparicion del algebra , instrumento

inexistente en la época del “Gran Geometra”.
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Por considerarlo de gran importancia, para nuestro trabajo, los aportes de
Euclides los daremos en la seccion que sigue:

1.1.5 Geometria Euclidiana.

Todo lo que se sabe de Euclides (330- 275 a.C) se debe a lo que escribid Procio,
el cual nos dice que Euclides nacié en Grecia, que estudié en la “Academia”, y que
ensefio en Alejandria durante el reinado de Ptolomeo.

A pesar de que Euclides escribio sobre musica y optica, su obra cumbre es “Los
Elementos” . Esta obra se considera como una de las mas grandes conquistas en la
historia de las Matematicas, puesto que constituyen el primer progreso en el
pensamiento y organizacion de esta ciencia.

La finalidad de Los Elementos era servir como un texto introductorio que cubriera
los fundamentos de la Matematica en un orden légico, razén por la cual en esta obra se
presenta la primera organizacion de procesos deductivos de la cual se tiene
conocimiento.

Euclides mismo no formul6 pretension alguna de originalidad en esta obra, pero
se cree que la ordenacién final es suya y quizas algunas de las demostraciones que aqui
aparecen se deban, también, a él.

Fueron varios los hechos que favorecieron la labor de Euclides, entre estos
podemos mencionar el disponer de:

- Tiempo y de los elementos necesarios para su tarea.
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- Un gran acopio de teoremas geométricos, resultado de la obra de matematicos
de siglos anteriores.

- Un recurso valiosisimo como fue la l6gica aristotélica, lo que le dio la solidez
que le permitio resistir casi sin deterioro los embates criticos de muchos siglos.

“Los Elementos” estan divididos en trece libros o capitulos, de los cuales los
primeros seis, son sobre Geometria elemental, los tres siguientes sobre teoria de nimeros,
el nimero diez , sobre los inconmensurables, y los tres dltimos sobre la geometria de los
solidos. Consta de 465 proposiciones. Cabe indicar, que en todos los libros se utiliza la
Geometria para demostrar resultados, aunque estos correspondan a otra area.

El tratamiento de Euclides se basa en una deduccion estrictamente 16gica de los
teoremas a partir de un conjunto de definiciones, postulados y axiomas, que llamé
nociones comunes.

Euclides hace distincion entre las nociones comunes o axiomas y postulados.
Para ¢l, ambas son proposiciones evidentes por si misma y que no requieren
demostracion, sélo que las primeras son proposiciones universales validas en cualquier
area del conocimiento, mientras que los segundos son proposiciones aplicables a la

ciencia en estudio, en este caso, la Geometria..

“Los Elementos” a pesar de toda su importancia, dentro de la Matematica,
presenta ciertas fallas logicas, al tratar de clasificarla como una obra donde se presenta

una fundamentacion (axiomatica) de la Geometria. Estas fallas son las siguientes:



- Intenta definir objetos primitives, un ejemplo de esto es que define la linea
recta como aquella linea cuyos puntos “yacen uniformemente”, esto trae imperfecciones

logicas puesto que ,como se podria definir “yacer uniformemente "?

- Adopta un sistema incompleto de postulados, lo que trae como consecuencia
que no sea posible demostrar todas las sentencias contenidas en esta obra a partir de los
postulados y los términos no definidos por Euclides.  Sabemos que estas deficiencias
lleva a ciertas paradojas como a inconsistencias. Ademas, no se postula la existencia de
puntos y rectas, a fin de tener la seguridad de que no se opera en un sistema vacio Esto
se pone de manifiesto en la primera proposicion de Los Elementos de Euchdes, aqui él
considera el problema de construir un triangulo equilatero conociendo un lado (Fig 1.1),
esta demostracion requiere la determinacion de los puntos de interseccion de dos
circunferencias no concéntricas. /Quién nos garantiza que hay tales puntos de
interseccion? Entonces o se postula la existencia de los mismos o se demuestra partiendo
de los postulados admitidos al comienzo. Como la segunda alternativa no es posible, es

necesario ampliar el nimero de postulados.

c Fig. 1.1
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- Los postulados de Euclides no dicen nada respecto al orden. No precisan
cuando un punto se halla entre otros dos, ni distinguen los puntos interiores de los
exteriores a un triangulo dado. El sistema es incompleto.

Estas fallas fueron observadas por los cientificos de 1a antigiiedad , entre estos
Arquimedes, el cual amplio la lista de los postulados geométricos (Axioma de
Continuidad). Sin embargo, después de ¢l durante muchos siglos, nadie agregé mas a lo
hecho por Euclides, a pesar de la necesidad de éstas, solo hasta el siglo XIX como
veremos mas adelante.

- Otro hecho que merecié un analisis critico, en Los Elementos, fue el Quinto
Postulado. Este analisis hecho al postulado en mencion, deja una huella imborrable en
la historia de la Matematica. Este postulado afirma lo siguiente:

“ 81 una recta al incidir sobre otras dos, forma del mismo lado, dngulos internos que
sumados son menores que dos rectos, entonces las dos rectas se encontrardn en el lado

en que estan estos angulos. (Fig. 1.2)

I

I b

/ Fig. 1.2

Si Za + £b<180entonces/, , I, se cortan del mismo ladode Zay «£b.
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La veracidad del Quinto Postulado no suscitaba duda alguna. El motivo del
analisis de este postulado se da para establecer la categoria de la proposicién, puesto que
de la manera en que se enuncia tiene caracteristicas que la diferencjan de los demas

postulados. Entre estos estan:

- No cumple el ideal griego de que lo que se postula sea evidente por si mismo.
Este constituye una larga proposicion que posee hipétesis y una conclusion .

- Técnicamente es el reciproco de la proposicion 1.17 que dice: “ En todo
tridngulo dos dngulos tomados en junto son menores que dos rectos”

- Euclides evitd su uso en la demostracion de las primeras veintiocho
proposiciones, aunque éstas se demostraban de manera mas sencilla utilizando el Quinto

Postulado.

Desde Euclides hasta fines del siglo XIX, eminentes matematicos trataron de
establecer la categoria de la proposicion que Euclides enuncia como su quinto postulado,
en su gran intento por fundamentar la Geometria. Como ya hemos afirmado la respuesta
a este problema produjo grandes e importantes frutos en el desarrollo de la Matematica .
entre las cuales esta precisamente las Geometrias No Euclideanas. Veamos esto con mas

detalle:
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1.1.6 Geometrias No Euclidianas.

Entre los ilustres matematicos, que trataron de resolver el problema del Quinto
Postulado se encuentran Wallis, Saccheri, Lambert, Legendre, Gauss, Bolyai,
Lobachevski y Riemann.

Los cuatro primeros propusieron demostraciones equivocas, del quinto postulado.
Pero estos intentos no fueron del todo en vano, puesto que los mismos, condujeron a
resultados positivos, entre los que vale mencionar la puesta en evidencia de la
interdependencia logica entre diversas proposiciones equivalentes al Postulado en
mencion, es decir, afirmaciones que habiéndose adoptado sin demostracién junto con
otras premisas basicas de la Geometria Euclidiana, permiten demostrarlo.

Gauss, Bolyai, Lobachesvky y Riemann siguieron el método de sus predecesores,
pero llegan a una conclusion contraria, es decir, el hecho de prescindir del Quinto
Postulado en la construccion geométrica no conduce a contradicciéon alguna, esto lo
veremos con mayor atencion mas adelante.

Ahora, mencionaremos algunas afirmaciones equivalentes al quinto Postulado:

- Por cada punto exterior a una recta pasa.una unica paralela a la dada.

- La suma de los dngulos internos de todo tridngulo es 1gual a dos rectos.

- Los puntos sttuados a un mismo lado de una recta dada, a una misma distancia
de ésta, forman una recta paralela a la dada.

- Existen tridngulos con drea arbitrariamente grande.

- Existen triangulos semejantes.
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Al intentar demostrar el quinto Postulado unos matematicos lo hacian en forma
directa y otros negando lo que deseaban probar. Entre estos trabajos se destacan, como

ya hemos afirmado, los de Saccheri, Lambert y Legendre. Veamos:

Gerolamo Saccheri (1677 - 1733) intenta demostrar el quinto postulado
negandolo para asi encontrar contradicciones. Como figura fundamental para sus
consideraciones adopta un cuadrilatero ABCD, el cual actualmente se conoce con el
nombre de Cuadrilitero de Saccheri, se caracteriza por tener dos lados opuestos
iguales y perpendiculares a la base. Admite como hipotesis que los otros dos angulos,
cuya igualdad demuestra, pueden ser obtusos, rectos o agudos. Pero mientras logra
rechazar con relativa facilidad la hipétesis del angulo obtuso, no ocurre lo mismo con la
hipétesis del angulo agudo. Basandose en ésta hipotesis demuestra una seric de
teoremas, algunos de los cuales mas tarde formardn parte de las geometrias no
euclidianas, pero introdujo en su desarrollo, una contradiccion no convincente, razon por
la cual sus esfuerzos poco influyeron en sus contemporaneos. Tal vez si Saccheri hubiese
admitido su incapacidad para eliminar la hipotesis del angulo agudo, hoy se le

consideraria como uno de los descubridores de las Geometrias no Euclidianas.

Johann Weinrich Lambert (1728 - 1777), en Alemania, treinta y tres afios
después del trabajo de Saccheri, escribio0 una obra titulada “Die Theorie der

Parallellineien” que fue publicada en 1786, diez afios después de su muerte.
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Igual que Saccheri, Lambert traté de probar el quinto Postulado por el método
indirecto, de admitir lo contrario y deducir luego consecuencias absurdas. Pero lejos de
esto, sus resultados en realidad correspondian a teoremas de la geometria hiperbdlica,
geometria no euclidiana que desarrollaria posteriormente Gauss, Bolyai y Lobachesky.

Lambert eligié como figura fundamental un cuadrilatero que tenia tres angulos
rectos, hoy Cuadrilitero de Lambert, y consideré tres hipotesis para el cuarto angulo,
que fuese agudo, recto u obtuso. La hipétesis del angulo obtuso la eliminé rapidamente,
haciendo la misma suposicion tacita que hizo Saccheri, sin embargo, sus resultados
respecto a la hipotesis del angulo agudo, fueron imprecisas y no satisfactorias, lo que tal

vez explica las razones por las cuales no fueron publicados sus trabajos durante su vida.

Adrien Marie Legendre (1752 - 1833), fue otro matematico persistente en la
busqueda de una demostracion del quinto Postulado.  Sus diversos intentos aparecen
contenidos en “Elementos de Geometrie”, obra de una amplia divulgacién. Aunque
ninguna de sus intentos resulté correcto, de todos modos sus razonamientos tienen
interés, pues ponen en claro la relacion entre el Quinto Postulado y la proposicion
relacionada con la suma de los angulos internos de un triangulo.

En su proceso de intento de transformar el postulado en un teorema, Legendre
demuestra primero, en forma indirecta que “la suma de los dngulos internos de un

triangulo no puede ser mayor que 1809 y luego de la misma forma trata de probar que la

“suma de los dngulos internos de todo tridngulo no puede ser menor que 180° “, en la
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cual no tuvo éxito por hacer uso de una Peticién de Principios, es decir utiliz6 una

proposicion equivalente al Quinto Postulado.

Otro resultado positivo de los intentos de demostracion del quinto postulado, por
los matemiéticos mencionados, en el siglo XVIII, fue el hecho que mateméaticos como,
Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855), Nikolai Ivanovich Lobachevski (1793 - 1856) y
el hungaro Jacos Bolyai (1802 - 1860) aprovecharon la informacion de sus trabajos, para
dar solucio6n al problema de establecer la categoria de esta proposicién. Veamos:

Gauss fue el primero en llegar a la conclusion que “se puede prescindir del quinto
postulado en la construccion geométrica, pues esto no conduce a ninguna contradiccién”.
Aunque no publicé nada sobre el resultado de sus investigaciones, obtenidas alrededor de
1829, se deduce de sus apuntes y de su correspondencia, que el problema siempre le
preocupd, incluso desde su.adolescencia. En 1831 se decide a redactar una Geometria no
euclidiana (el nombre es creacién suya) convencido del rigor de su fundamento “aunque
a primera vista, muchos de sus resultados ofrezcan un aspecto paraddjico”, mds una vez
enterado del trabajo de Bolyai abandond el propdsito. [Babini, José, 1980].

Lobachevsky en una obra publicada en 1829, formula de manera precisa y
confirmada, la idea de que el quinto postulado no puede ser deducido de los restantes
postulados de la geometria euclidiana. Para probar esto conserva las premisas basicas de
Euclides, y el hecho que el postulado de las paralelas no se puede deducir a partir de los

demas postulados de Euclides, con los cuales comienza a demostrar teoremas. Si en el
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curso de sus razonamientos llegaba a alguna contradiccion, ello equivaldria a una prueba
indirecta del quinto postulado. Mas como no surgié tal contradiccion, Lobachevsky
concluyo:

- El postulado de las paralelas no es consecuencia de los restantes postulados
de la Geometria Euclidiana (no depende logicamente de ellos).

- Es posible otra Geometria en la cual el quinto postulado (de la geometria
euclidiana) no tiene lugar, que si bien parece contradecir nuestra intuicion, es
légicamente vilida o compatible consigo misma.

A esta nueva geometria le llamo “/maginaria”, precisamente por parecerle tan

opuesta al sentido comun, incluso para ¢l mismo.

J. Bolyai también llega a resultados semejantes a los de Lobachevsky, sin
conocer los resultados de €ste ultimo. Sus escritos son muy breves y fueron publicados
en 1832 como apéndice de una obra de su padre, también matematico, y en €l habla su
autor de “un universo creado de la nada” y expone una “Geometria absoluta”, donde
alude al hecho de que sus hallazgos se refieren a propiedades independientes del Quinto
Postulado y validos por tanto en un edificio geométrico mas general, donde tiene cabida

la geometria euclidiana como caso particular.

La Geometria no euclidiana de Bolyai y Lobachevsky se llamoé a partir de Félix

Klein (1849 - 1921), hiperbolica, y en ella por un punto exterior a una recta, pasa un
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haz de rectas paralelas a la primera trazada por este punto. El cuadro de las
geometrias no euclidianas se completa con la geometria eliptica que corresponde a la
hipotesis del angulo obtuso de Saccheri; ésta se debe a Georg Friedrich Bernhard
Riemann (1826 - 1866), en 1854, segun esta geometria, por un punto exterior a una
recta no pasan rectas paralelas, de manera que la geometria euclidiana queda entonces
como caso intermedio entre la hiperbolica y la eliptica; por esta razon s¢ le denomina
parabolica y en ella por un punto exterior a una recta pasa una tinica recta que no la

corta, su paralela.

Una contribucion de las nuevas geometrias fueron los hechos que constituyeron el
punto de partida de un analisis mas profundo del método axiomatico y arrojaron una
nueva luz sobre la vinculacion de la geometria con el mundo exterior.

Las Geometrias no Euclidianas tuvieron la virtud de socavar los fundamentos de
la Geometria euclidiana y de facilitar una nueva concepcion de la Geometria en la que se
elimina toda referencia intuitiva con el espacio fisico y s6lo queda subsistente la
abstraccion.

El hecho de que la Geometria elemental fundada sobre los postulados de Euclides
encuentre tantas aplicaciones utiles en la vida diaria o resulte adecuada a 1a solucion de
ciertos problemas, no es un hecho inherente a la Geometria, sino a la naturaleza de los

objetos de la vida diaria o de las ramas de la fisica. En otras palabras, el mundo fisico es
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un modelo que interpreta la Geometria Euclidiana. De los modelos, precisamente

hablaremos en la siguiente seccion.

1.2. MODELOS GEOMETRICOS.

1.2.1 Fundamentacion de la Geometria.

Recordemos, en primer lugar, que un Sistema Axiomatico o Postulacional,
consta de términos definidos e indefinidos, ademas de proposiciones que se aceptan sin
demostracion (postulados o axiomas) a partir de los cuales se deducen nuevas
proposiciones (teoremas) haciendo uso de reglas establecidas (reglas de inferencia).
Asi pues, la enumeracion de definiciones y axiomas suficientes para la demostracion
légica de todos los teoremas subsiguientes, se denomina Fundamentacién de la
Geometria.

En la seccion anterior vimos que Los Elementos de Euclides constituyen,
claramente, el primer antecedente para resolver el problema de la fundamentacion de la
Geometria. Pero a pesar de la rigurosidad logica que presenta dicha obra, como sistema
de conocimientos matematicos, tiene deficiencias desde el punto de vista de la

Matematica Moderna.

Tras la identificacion de las fallas légicas de la obra de Euclides (que ya hemos
mencionado) y el descubrimiento de las Geometrias no Euclidianas, importantes

matematicos concentraron sus energias en la seleccion de un conjunto minimo de
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axiomas, completo e independiente, que permitiera situar a la Geometria de Euclides
sobre una base logica intachable. De este modo las inconsistencias y los supuestos o
postulados ocultos quedarian eliminados.

Esta tarea fue llevada a cabo en 1882 por Moritz Pasch (1843 - 1931), continuada
por Guiseppe Peano (1858 - 1932), Mario Pieri (1860 - 1904) y otros miembros del
grupo Formulaire (grupo antecesor al Bourbaki de nuestros dias).

Pero el verdadero sistematizador del pensamiento matematico en general es
David Hilbert (1862 - 1943), cuyos Fundamentos de la Geometria, de 1899 confieren
un sello niguroso al tradicional método euclideo y lo convierten en un método de mayor
alcance, fecundo en problemas de toda indole.

Para esto supone que los objetos primitivos punto, recta y plano estdn en ciertas
relaciones mutuas que designa con las palabras “estar en”, “entre”, “paralelo”,
“congruente” y “continuo” cuya exacta y completa descripcion se conseguira por medio
de los Axiomas de la Geometria. Los Axiomas sobre los cuales Hilbert funda la
geometria euclidiana son veinte y estdn distribuidos en cinco grupos que son: axiomas de

incidencia, de orden, de paralelismo, de congruencia y de continuidad.!

La axiomatica de Hilbert era un poco compleja, para ser utilizada con éxito en la
escuela secundaria, razon por la cual, en los Ultimos afios de la década del 40, George

David Birkhoff presentd un sistema de axiomas equivalentes a los de Hilbert, basandose

! Para ver con mayor detalle los cinco grupos de los Axiomas de Hilbert, consultar la obra Estudio de las
Geometrias de Eves, Howard (1963).
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especialmente en las propiedades de los niimeros reales, lo que permitiria un tratamiento
menos arduo de la materia. Estos axiomas son los que utilizaremos para el propésito de
nuestro trabajo, en el capitulo dos.

Pasemos ahora a estudiar los tres problemas basicos que surgen al estudiar un

sistema axiomatico cualquiera, pero antes veamos el concepto de modelo geométrico.

1.2.1.1 Concepto de Modelo Geométrico.
En un sistema axiomatico, cuando los términos indefinidos se pueden interpretar
(darles significado) y el conjunto de axiomas con que se desarrolla la geometria se

pueden verificar , decimos que tenemos un Modelo Geométrico.

Hay dos tipos de modelos geométricos, concretos ¢ ideales. Se dice que un
modelo geométrico es concreto si los significados asignados a los términos primitivos
son objetos del mundo real, en tanto que un modelo geométrico es ideal si los
significados asignados a los términos primitivos son objetos y relaciones de algin otro
sistema postulacional.

1.2.1.2 Tres problemas basicos de la Axiomatica.

Al estudiar cualquier sistema axiomatico surgen tres problemas, los cuales son

completitud, consistencia ¢ independencia. Veamos cada uno de ellos, asi como los

métodos para su solucion.
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1.2.1.2.1 Consistencia de un sistema axiomatico

Un sistema axiomatico es consistente si, y solo si, existe un modelo que lo
interprete, es decir, que en un sistema axiomatico, consistente, es imposible deducir una
proposicion y su negacion. Mencionemos algunos ejemplos:

- La consistencia de la geometria plana de Lobachevsky se demuestra, entre otros,
construyendo el Modelo de Poincaré (el cual definiremos mas adelante), en este modelo
los objetos son euclidianos.

- La Consistencia del Sistema Axiomatico de la Geometria Euclidiana se hace
utilizando, entre otros, un Modelo Aritmético.

Con los ejemplos, mencionados, podemos ver que la Geometria de Lobachevsky
es consistente si la Euclidiana lo es, y esta lo es si lo es la Aritmética, es decir que lo que

se da es una “consistencia relativa”.

1.2.1.1.2 Completitud de un Sistema Axiomatico.
Un sistema axiomatico es completo si todo enunciado verdadero (respecto a un
modelo) es un teorema ; es decir se puede demostrar a partir de los postulados.
De otra forma, un sistema de postulados es completo si los postulados del sistema
son suficientes para deducir todos los resultados verdaderos de ese modelo.
Si en un modelo de una Geometria encontramos alguna proposicion que no
aparece como teorema en la geometria, se puede decir que esta geometria no es

completa.
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Al hablar de completitud del sistema axiomatico, los modelos no nos
proporcionan explicitamente la completitud del sistema axiomatico, ya que el hecho de
no encontrar en el modelo un enunciado verdadero que no sea demostrable no determina
la completitud de dicho sistema, debido a que es posible que exista tal enunciado, pero
que simplemente no hemos sido capaces de encontrarlo, en este caso se puede afirmar

que hasta el momento el sistema axiomatico es completo.

1.2.1.1.3 Independencia de un Postulado.

Un postulado es independiente dentro de un sistema axiomatico si no es
consecuencia logica de los otros postulados del sistema.

De esta forma podemos decir, que un sistema axiomatico es independiente si
cada uno de sus postulados lo es.

Para demostrar la independencia de un postulado dentro de un sistema
axiomatico, podemos proceder de las siguientes maneras:

- Sea Py, P,, ..., P, postulados de un Sistema Axiomatico. Demostramos que P,
es independiente de los postulados Py, P,, ..., P,.; si existe un modelo donde se verifica
Py, Py, ..., Py , pero P, no se verifica.

- La otra forma es que si al conjunto de postulados Py, P,, ..., P, le agregamos la
nueva proposicion P’, donde P’ es la negacion de P, el nuevo sistema axiomatico Py,
P,, ..., P’ es consistente. Cabe observar, que ambas vias son equivalentes, puesto

que si P, no se verifica es porque se satisface su negacion.
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Un ejemplo de la primera forma, lo veremos en el Capitulo 2 de este trabajo,
donde demostraremos la independencia del postulado lado-angulo-lado, utilizando para
esto el Sistema Postulacional de Birkoff y el Modelo Geométrico de Moise.

Ejemplo de la segunda lo es, la demostracion de la independencia del Quinto
Postulado, puesto que el Sistema Axiomatico formado por los cuatro primeros postulados
de Euclides y el postulado de Lobachevsky (negacion del quinto postulado de Euclides)

€es consitente.

1.2.2 Ejemplos de Modelos Geométricos.
A pesar de que en la seccion anterior hablamos del concepto de Modelo, hemos
reservado ésta, especialmente para dar algunos ejemplos de Modelos Geométricos.
Un ejemplo clasico de modelo de la Geometria euclidiana, lo es el Modelo del Plano
Cartesiano, el cual interpreta:
Al punto como una pareja de coordenadas (x, y).
" Alarecta como laecuacibny=mx+b éx=a.

Al plano como el Plano Cartesiano.

1.2.2.1 Modelo de Poincaré:
Presentamos el Modelo del Semiplano superior de Poincaré, como un modelo
euclidiano de la geometria hiperbdlica, dado que los objetos con que se definen los

términos indefinidos son euclidianos. Veamos:
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Plano Hiperbdlico: Sera el semiplano superior, es decir la parte del plano
cartesiano de ordenada positiva (sin pérdida de generalidad) que se genera al trazar una

recta horizontal, que denotaremos por /. (Fig. 1.3)

Punto Hiperbélico: Correspondera a un punto cualquiera en el semiplano

superior. (fig. 1.3)

Rectas Hiperbélicas: Seran de dos tipos, a ver:
- Rectas tipo I : Las rectas euclidianas perpendiculares a larecta / , o
eje horizontal que estan eﬁ el semiplano superior. (Fig. 1.3)
- Rectas tipo II: Son semicircunferencias en el plano hiperboélico, con

centro en el eje horizontal (eje de las x). (Fig 1.3)

Distancia entre dos Puntos: Dados dos puntos P(a,b) y O(c,d) que estén sobre

una recta hiperbolica definimos la distancia de Poincaré como:

ln%, sia =cyd=b
dP,Q) =§ |1
?fm, sia #cconxo el centroy r el radio de la recta tipo II
b

Para dar la medida angular, definiremos, en primer lugar un angulo en el Modelo

de Poincaré.
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Definicion:
Un angulo es la unién de dos rayos de Poincaré (porcion de la recta hiperbdlica
que tiene un punto inicial pero no un ultimo pito’ que tienen el vértice en comun  (Fig,

1 4a)

Medida Angular: La medida angular de Poincaré viene dada por la medida usual

entre las tangentes a los rayos de Poincaré¢ (Fig. 14 b)

Plano Hiperbdlico

RQCTQ T \30 I

. P(xy)
—~ QCCTO\ T‘?o H

) ' ol Fig13

Una de las utilidades de este modelo es mostrar la consistencia de la Geometria

Hiperbolica, asi como la independencia del quinto postulado” de la Geometria

Euchdiana. Ademas, el mismo $e puede utilizar en la ensefianza de la Geometria.




»
v

>

Fig 14

1.2.2.2 Modelo del Plano Radial, C.
El Modelo del Plano Radial es un Modelo euclidiano que preserva propiedades de
la Geometria Eliptica. Veamos sus caracteristicas:
. El Plano radial seran todos los puntos del plano cartesiano E’.
La Recta radial correspondera a la uniéon de dos rayos distintos con
origen comun. (Fig. 1.5)
. El punto radial sera un punto sobre el plano radial. (Fig 15)
. La distancia radial estd dada de la siguiente manera
1) Si Ay B estan en ¢l mismo rayo con origen comun O, entonces
la distancia correspondera a la distancia usual euclidiana. (Fig 1 5by™
1) Si A y B estdn en rayos diferentes con origen comun O,
entonces la distancia correspondera a la suma de la distancia usual euclidiana de 4 a O,

con la distancia usual euclidiana de O a B. (Fig. 1.5b)
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b) b
\\
p
) d(A,B)=d,(A,B)
% |
N B
R

d(A,B)=d,(A,0)+d,(0,B) Fig 15

. Angulo radial corresponde a la union de dos rayos radiales con vértice comun

. La medida angular radial m viene dada de la sigwiente forma:

i) m £LABC correspondera a la medida usual del angulo £4OC, siempre

que B no pertenezca al interior usual del angulo £ZAOC ( Usando el concepto de angulo

como aquel que esta entre 0 y 180 grados) (Fig. 1.6)

1) mZ£LABC correspondera a 360° quitandole la medida usual del angulo

ZAOC, siempre que B pertenezca al interior del angulo Z4OC. (Fig 1 6)

ZABC

mZABC =m,ZAOC Fig 16

mZABC = 360° - m,ZAOC
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Entre otros de los modelos que podemos mencionar, esta e! Modelo Geométrico
de Moise, pero por ser este modelo el que utilizaremos para el objetivo central de nuestro

trabajo, lo definiremos en el capitulo 2.

1.2.3 Aplicaciones de los Modelos Geométricos.

Los Modelos Geométricos son de gran utilidad dentro de la Matemética y aun de
dentro de otras areas del saber humano. A continuacidn, sefialaremos algunos usos que
se les ha dado y se les pueden dar:

- Los Modelos Geométricos nos permiten dar solucion a los problemas
que surgen dentro de un sistema postulacional, los cuales hemos visto que son:
consistencia, completitud e independencia.

- Dentro de la Matematica, nos ayudan a resolver problemas de
Aritmética, Analisis, Geometria Diferencial, etc. Asi como también en otras areas del
conocimiento, como la Fisica, Quimica, etc.

- Para crear ambientes de aprendizaje que propicien la formacién del
Pensamiento Critico dentro del proceso ensefianza aprendizaje de la Matematica. FEste
tipo de aplicacion es al que nos referiremos con mas amplitud, pues es justamente, uno
de los objetivos de nuestro trabajo. En esta via utilizaremos €l Modelo Geométrico de
Moise, el cual definiremos y daremos sus caracteristicas en el siguiente capitulo, para

finalizar con la propuesta de cémo se puede implementar el mismo.
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Es importante que antes de presentar la descripcion del Modelo de Moise,
ilustremos al lector con una informacion, breve, sobre Pensamiento Critico, pues la

misma sera ampliada en el Capitulo IT.

1.3 PENSAMIENTO CRITICO

En los ultimos tiempos, se¢ ha observado un gran interés por el Pensamiento
Critico en la ensefianza, esto se debe a que investigaciones en la educacion tradicional,
demuestran que los estudiantes no adquieren muchas habilidades de pensamiento de alto
nivel, es decir, toman la informacion recibida, la procesan, ejecutan algunas operaciones
mentales pero no logran aplicarla a la vida diaria al dar una opinion, hacer una critica, un
juicio, alguna evaluacion, resolver problemas, etc.

Existen varias acepciones sobre Pensamiento Critico, dadas por diferentes
investigadores del mismo, nosotros en este momento daremos, por considerarlas
importantes para nuestro trabajo, las acepciones de la Dra. Lydia de Isaacs (1990) y el

profesor matematico Alberto Correa Guzman (1993). Veamos:

e Lydia de Isaacs (1990), investigadora de la educacién y del Pensamiento
Critico en nuestro pais, lo define como “ el pensamiento activo y reflexivo, encaminado a
decidir qué esta mas cerca de la verdad y qué es falso utilizando el razonamiento y la

evidencia. Es la habilidad de examinar el propio usando evidencia e informacion™.
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e Alberto Correa Guzman (1993), investigador de la formacion del
Pensamiento Critico a través de la ensefianza de la Matematica, lo define como “ la
capacidad que tiene el pensamiento para examinarse a si mismo (el propio pensamiento y
el de los demas).

El Pensamiento Critico se puede ensefiar y aprender; no es lo mismo ensefiar a
decir algo, que a hacer algo. Ademds, si la meta de nuestra ensefianza es que los
estudiantes sepan comparar, analizar , inferir, evaluar, etc. debemos darle la oportunidad
para que lo hagan. Para que esto se logre debemos desarrollar habilidades de

pensamiento, las cuales se introducen y aprenden mejor en un contexto.



CAPITULO III

EL PENSAMIENTO CRITICO Y

EL MODELO GEOMETRICO DE MOISE



Presentamos, en este capitulo, el Modelo Geométrico de Moise, denotado por M,
el cual fue introducido originalmente por Edwin Moise [Moise, Edwin, 1963] en su obra
“Elementary Geometry From an Advanced Stand-point” para demostrar que el
postulado Lado-Angulo-Lado es independiente de los otros axiomas (esto lo veremos,
detalladamente, mas adelante). Posteriormente, éste modelo, fue presentado por James
Boone [Boone, James, 1993] para ser utilizado en la ensefianza de la Geometria, segin ¢l
“ cuando el estudiante comienza a trabajar con dicho modelo se estimula su curiosidad y

aumenta su poder analitico” [Boone, Jame, 1994].

Hemos querido seguir los lincamientos de J. Boone y deseamos proponer al
Modelo de Moise como un medio para crear ambientes de aprendizaje que faciliten la
formacion del Pensamiento Critico en nuestro estudiantes, pero antes vamos a analizar

sus principales caracteristicas.

Para esto, dotaremos al Modelo de Moise, de un sistema de coordenadas
cartesianas para facilitar la verificacion o no de algunos resultados euclidianos, esto
debido al hecho que existen propiedades de la Geometria Euclidiana que se verifican en
este modelo y otras que no, y es ésta situacion la que permite, precisamente, la creacion
de un ambiente propicio para desarrollar destrezas que contribuyen a la formacion del
pensamiento critico, como veremos en el capitulo tres. Pasemos pues a la descripcion

del Modelo de Moise.
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2.1 Descripcion del Plano de Moise.

2.1.1. ElPlano de Moise.

El plano de Moise es el conjunto de todos los puntos del plano cartesiano E2

(Fig. 2.1).

v

0 Fig. 2.1

2.1.2. EIl Punto.
El punto P de Moise corresponde a una pareja de coordenadas perteneciente al

plano cartesiano E*> (Fig. 2.2).

- Pxy) -

v

0] Fig. 2.2
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2.1.3 La Recta.
La recta de Moise es la recta euclidiana en el plano cartesiano, es decir, tiene la

forma y=mx+b 6 x=a(Fig 2.3).

©)

Fig. 2.3

Definicion:

Sean A y B dos puntos de una recta de Moise. Llamaremos segmento entre A
y B al conjunto de puntos que estan entre A y B, unidos con A y B. El segmento se
indicara por AB. Es decir, AB={C/A-C-B} U {A, B}. Fig. 24a. De la misma
forma, llamaremos rayo de Moise al siguiente conjunto:

AB =AB U{C/A-B-C}. (Fig. 2.4b)

a) b)

Fig. 2.4
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Definicion:
——p — .
Sean AB y AC dos rayos de Moise que no pertenecen a una miSma recta y con un
mismo punto extremo, A La figura formada por estos dos rayos recibe el nombre de
?

—y
dngulo. A losrayos ABy AC se les llama lados del angulo y A el vértice; dicho angulo

se denota por ZBAC (Fig 25)

Fig. 25

2.1.4 Medida Angular.
La medida angular en el Modelo M de Moise corresponde a la medida usual

euchidiana, es decir mZABC = m, ZABC (Fig. 2.6).

mZABC = m,ZABC

B C

v

o Fig. 2.6
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2.1.5. Distancia entre dos puntos.
La distancia entre dos puntos P(x;, y,), O(x; y, ) € M se define de la siguiente
manera:
1) Si P y Q no estan simultaneamente en el €je x entonces, la distancia d

correspondera a la distancia usual euclidiana, es decir:

d(P,Q)=d,(P,0)=(x, —x,)* +(y, - 3,)* (Fig.2.7)

Q
% AP, Q)

0 Fig. 2.7

v

i) Si P y Q estan simultaneamente en el eje x, entonces, la distancia d,

correspondera al doble de la distancia usual euclidiana, es decir:

d(P,Q)=2d,(P,0)=2y/(x, — x,)* + (¥, - »,)*

(Fig. 2.8)
=2 |x, - x|
P 0 .
d(P, Q) = 2d,(P, Q)

Fig. 2.8
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Observacion:
Los objetos primitivos punto, recta, plano y la medida angular del Plano de
Moise permanecen igual que en el plano cartesiano. Soélo la distancia cuando los puntos
estan simultaneamente sobre el eje x varia, ya que vimos que en este caso es definida

como el doble de la distancia euclidiana.

2.2 Los Postulados de Birkhoff en el Plano de Moise.
A continuacion analizaremos los Axiomas de Birkhoff en el Plano de Moise, para
ver cuales de ellos se verifican y cuales no. En caso tal de que se verifique

presentaremos la demostracion, en caso contrario un contragjemplo.

Postulado 1:
Dados dos puntos existe una unica recta que los contiene
Demostracion:
Sean A (x,,y,),B(x,,y,) dos puntos distintos en M. Se dan dos casos:
i) Si x, =x, entonces la recta es perpendicular al eje x y no tiene
pendiente. En este caso, la ecuacion de la recta buscada es x = x,. (Fig. 2.92)

ii) Si x; # x, entonces la pendiente de la recta que pasa por los puntos A y B es

V20N
m=—"2—1
X, =X

Por la formula punto pendiente tenemos que:
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Y-y =mx-x)
y=mx—mx, +y,

Haciendo b=y, —mx, se tiene que y = mx + b, que es la ecuacioén de la recta

buscada. (Fig. 2.9b)

a) . b) .
.
A(x1, yi) /;(XI . Y2
Alxs, y))
X =Xx; y=mx+b
vB(xl ' Y2 i / '
Fig. 2.9

Postulado 2: (Postulado de la Distancia)

Dados dos puntos a estos les corresponde un anico numero real positivo.

Demostracion:

Sean A(x,,y,) y B(x,,y,) dos puntos distintos en M.

1) Si A(x,)) y B(x,,y,) no estan simultanecamente en el gje x, puede suceder
que:
e La recta/, que contiene A y B sea perpendicular al eje x, entonces el nimero positivo

o cero que le corresponde es la d(A,B), asi:
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d(A,B)=d,(A4,B)
d(4,B) = (%, — 1)’ + (3, — 1)} (= x,)

d(4,B) =3, - ) 20

e Larecta/, no es perpendicular al eje x, entonces:

d(A,B)=d (A4,B)
d(4,B) = (x,—x,’ + (1, - )’ 20.

i) Si A(x,y,), y B(x,,y,) puntos de M, estan simultaneamente en el eje x,

tenemos que y; =y, =0 y

d(A,B) =2d,(A4,B)
d(4,B) = 2J(x, — x, ' + (v, — )

d(4,B) = 2J(x, - x,} 20

d(4,B) =2 |x, - x|

Postulado 3 (Postulado de la Regla).

Es posible establecer una correspondencia entre los puntos de una recta y los
numeros reales tal que:

1. A cada punto de la recta le correspondera un nimero real.

ii. A cada nimero real correspondera exactamente un punto de cada recta y,

iii. La distancia entre dos puntos es un nimero real mayor o igual a cero.

El Postulado de la Regla expresa en sus partes i y ii de que dada una recta /,

existe una aplicacion biyectiva; f: / --—----> R (entre puntos de la recta y los nameros

reales) y en iii) dice que paradyBe M, d(A4,B)>0
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Demostracion:
En primer lugar veamos iii) del postulado de la Regla.

Sean A(x,,y,), B(x,,y,) €M. Luego se presentan los dos casos siguientes:

e Si A(x,y,), B(x,,y,) noestan simultancamente en el eje X, y

i) La recta AB es perpendicular al eje X, entonces existe el sistema de coordenadas
f: Ipg ———-->R
C e > f(C)=f(xy)=y, talque:

d(A4,B) =d,(A,B)
d(4,B) = J(x, =2 + (3, - %)

d(AaB)=1/(y2_y1) (x, = x;)

d(A,B) = | Y, = ¥ (Definicion de valor absoluto)
d(4,B)=|f(B)- f(4)|=|f(4)- f(B)

ii) La recta AB, no es paralela al eje y, entonces existe un sistema de coordenadas

g IAB >R

Coms gO)=glxy)=x J1+m’

conm= 22-% (1) tal que
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d(A,B) =d,(4,B)

d(4,B) = (x,~ %) + (3, - %)’

d(4,B) = \[(.xz —x,)* + (mx, — mx, ) por (1)
d(4,B) = yJ(x, — x,* +m*(x, — x,)*

d(4,B) = (x, — x,(1+ 1)

d(A4,B)= w/l-i-7)c2 —xl|

d(4,B) = |1+ - x 140 , Vi+m 20
d(4,B) =|g(B)~ g(4)| = |eg(4) - g(B)|

e Si A(x;,y;), B(x,,y,) € M estan simultaneamente en el eje x 1=y, =0)

entonces definimos h(C) = 2 g(C), asi existe el sistema de coordenadas h (sugerida por

la definicion de distancia en el eje x), tal que:

d(A4,B)=2[d,(4,B)] (Distancia en M)
d(A,B)=2[J1+m’|x2— ,|] ( por ii )

d(A,B) = jzxﬂ/l T —2x 1+ nf|
d(4,B)=|2g(B) - 2g(4)|
d(A,B) = |h(B)- h(A4)| =|h(4)- h(B)|

Pasemos a probar que Jfap e >R esbiyectiva.
e Si/es perpendicular al eje x entonces f; : /-------> R se define como
C--—-> f(C)=flx,y)=y. Veamos que f asi definida es biyectiva.
Inyectividad:
f esinyectiva siparatodo A(x,,y,), B(x;,y,) €lsp setiene que

f(A)=f(B) entonces A =B.



Supongamos que f(A) =f(B)
Fx,y) =f(x2, %)
M=y, y como X; = X, pues f
perpendicular al eje x, se tiene que (x;,y;) = (x;,y;) conloque A=B.
Suryectividad:
J es Suryectiva si y s6lo si paratodoy € Rexiste P(x;,y) € /x5 tal que f(P)=y
En efecto, 1 lo es, pues existe P(x;, y) € I tal que f(P)=y

e Silys no es perpendicular al eje x, entonces fy5 : I------ >R

C oo >f(O)=fx1, y)=xV1+m .
f asi definida también es biyectiva. Veamos:

- Inyectividad: Sea A , B € I5g y supongamos que

f(a) = f(B)
xVl+m = xV1+nt
X, =X y como /45 no es perpendicular al eje x se tiene que

Yi = y2 . Conloque (x1,y1) = (x2,y2) asi A=B.
-f es suryectiva pues existe y=x+v1+m’ € R, tal quesiP=(xv1+m’,y)

entonces f(P) = xvl+m® =y.

Con esto hemos probado que el postulado de la regla se satisface en M.

€s
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Postulado 4 :
Dados dos puntos se puede escoger un sistema de coordenadas tal que la
coordenada del primero sea el cero y la coordenada del segundo un numero real positivo.
Demostracion:
Sean A (x, ,y1) y B (x; ,y2) dos puntos diferentes de M y consideremos la
aplicacién @:R* 5> R
P > 3®)=d (P,A)
La aplicacion & esta bien definida ya que d esta bien definida.
Asi, si consideramos el punto A (X, ,y;), a este le corresponde
D(A)=d (A, A)
@ (A) =] f(A)-F(A)] (fes la aplicacién que aparece en el postulado 3)
JA)=0
Por otro lado, si consideramos el punto B (x; ,y,) a este le corresponde
JB)=d (B, A), que como ya probamos en el postulado de la regla es un numero

mayor que cero, dado que A y B son puntos distintos.

Veamos ahora dos definiciones necesarias, antes de analizar el Postulado 5.
Definicion:
Sean A, By C tres puntos colineales. Si AB + BC = AC, entonces B esta entre A

y C. En este caso escribimos A - B - C.
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Definicion:

Un conjunto ] se llama convexo si para cada dos puntos A y B de ]I, todo el

segmento AB esta en [ .

Postulado 5: Axioma de Separacion del Plano.

Si / es una recta en el plano E? | entonces:

i) E*-1es la unién de dos conjuntos disyuntos y convexos # y #; y tales que:
ii) SiAe % yB e %, entonces ABNI/ =z

Demostracion:

Probemos que el Axioma de Separacion del Plano se verifica en M. Para esto, sea
/ una recta que divide al plano M, sin pérdida de generalidad, consideremos dicha recta

como el eje x. Asi podemos definira #; y #, como:
# =3xy)eRy>0t

#, ={(x,y)eR}| y<O0} (Fig.2. 10)

l---ejex

Fig. 2.10
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Veamos que # y #» son disjuntos.

Supongamos lo contrario, es decir que existe un P (x;, y;) € M, tal que
Pe% N %#;.

Asi pues, si P € #,, entoncesy; >0,y siP € #, entoncesy; < 0, lo cual es

imposible, puesto que un nimero no puede ser positivo y negativo a la vez.

#,y %, son convexos.

En efecto, sean A (x1,y1) , B (X3,y2) € %

Como A (x;,y;) € A, setiene quey; < 0yde la misma forma como
B (x;,y2) € #, obtenemos que y, < 0. Si P(x3,y3) € AB, asi A - P - B se desprende
que y; - y3- y,. Probemos que P € #;. Supongamos lo contrario.

.SiP e entonces y; =0, ademasy; < 0,y, < 0, luegoy; < O por estar entre

Y1 Y ¥z, lo cual es una contradiccion.

«« SiP € #,, entoncesy; > 0,ademds y; < Oy y, < Operoy; estaentrey, y

vy, , luego y; <0, lo cual es una contradiccion. Esto significa que P pertenece a #, con lo
cual AB esta incluido en %; .
ii) Sea A (x,,y1) € #, yB(x;,y;) € #5 probemos que ABN/ =

Como / corresponde al eje x, tiene por ecuaciony =0 (1)

Ademas Ay B pertenecen a rectas de Moise del tipo:
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a) y =mx+b b) x=x
. Si/es del tipo (a), aplicamos, la férmula punto-pendiente con los puntos A y B,

de lo cual se obtiene:

y-n=2"2A  (x-x) 2)
X, —X

Sustituyendo (1) en (2) obtenemos:

Yo—N

y=Et () s
X =%
(3 =3 Xx=%)=-31(% - x) oon x; X,
x—x =y B2 =R
h~=Hh
x=- 3 27
h=N
) ., (x, —x)
Luego el punto interseccion entre AB y / es P (—y, +x, , 0 ) donde
Y20

y2 £y, yaquey > 0y y, < 0. Portanto ABN/# Q.

Si / es del tipo (b), obtenemos que el punto de interseccion entre AB y /, es

precisamente el punto P(x, 0).

Observacion:
El hecho que las rectas y los segmentos en M sean idénticos a aquellos que
usualmente consideramos en R? hace que el axioma de Separaciéon del Plano se

verifique en el modelo de Moise.
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Definicion;
Llamaremos semiplanos a los conjuntos convexos que se refiere el Postulado S, y

la recta se llamara arista de cada semiplano

Pasaremos ahora a verificar que los Postulados relacionados con la medida

angular se cumplen en el Modelo de Moise.

Postulado 6 :

A cada angulo le corresponde un numero real entre 0 y 180.
Demostracion:

Sea ZABC un angulo en el Modelo de Moise.

m ZABC=m, ZABC (Definicién de medida angular) y como la
m, ZABC le corresponde precisamente un numero entre 0 y 180 es decir:

0 <m,ZABC <180 tenemos que de la misma forma 0< m LABC < 180.

Observacion:

El numero real entre 0 y 180 recibe el nombre de medida del angulo.
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Postulado 7:

Dado un rayo y uno de los semiplanos en que la recta que contiene al rayo divide
el plano. Para cada nliimero real entre 0 y 180 existe un unico rayo en el semiplano tal
que la medida del angulo formado por estos rayos es igual a .

Demostracion::

Sean A(x, ,y1) y B (% .y;) dos puntos distintos en M, y sin pérdida de
generalidad supongamos que se encuentran sobre el eje X, con lo que el rayo AB esta
sobre la recta y = 0.

Sea % =1(xy)/y >0} uno de los semiplanos en que AB divide el plano de
Moise y sea 0 <1 < 180 la medida de un angulo dado. Por demostrar que existe un unico

rayo ACc %, talque m L BAC=r.

Sea C un punto de %, asi pues el otro rayo que existe es AC, el cual pertenece a

unarectadelaformay=mx+b 6 x=a

Si AC pertenecealarecta y=mx+ bsetieneque: m=tanty donde,

tanl m = T.

) 4
e Six = aentonces r=5.

Postulado 8 :
Si P es un punto en el interior de £ ABC entonces

mZ ABC=m £ ABP+m £ PBC. (Fig. 2.11)
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Demostracion:
Sea ZABC un angulo en el Plano de Moise y P un punto interior del angulo

ZABC. Entoncesm £ ABP= m, ZABP y m £ PBC= m, £PBCy como la
mZABC = m,,ZABC tenemos que m, ZABC = m, ZABP+ m, £ PBC por lo que,

mZABC = mZABP + m«£PBC, que era lo que se queria probar.

Fig. 2.11

Definicion:
Sean A, B, C tres puntos distintos, tales que C - A - B. A losrayos AC y AB les

llamaremos rayos opuestos . (Fig. 2.12 )

Fig. 2.12




52

Definicion:
Si AC y 4B son rayos opuestos y AD es otro rayo (que no pertenece a AB),

entonces £ BAD y £ DAC forma un par lineal. (Fig. 2.13)

»

v

Fig. 2.13

Definicion:

Llamaremos angulo recto al que es congruente con su suplemento.

Definicién:

Decimos que dos angulos son suplementarios si la suma de sus medidas es dos

rectos.

Postulado 9:

Si dos angulos forman un par lineal, entonces son suplementarios.
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Demostracion:

Sea £ BOC y £ AOC dos angulos que forman un par lineal, entonces por
definicion O4 y OB son rayos opuestos y OC no pertenece a A‘]-B> ConlocualB-O-A
(del rayo opuesto), asi sup (£ BOC) = £ AOC, de donde £ BOC y £ AOC son

suplementarios.

B 0 A ,  Fig.2 14

»

Independencia del Postulado de Congruencia Lado-Angulo-Lado.

En el capitulo anterior, sefialamos que mostrariamos como se verifica la
independencia de un postulado dentro de un sistema axiomatico. Esto lo vamos a hacer
ahora, precisamente con el postulado de congruencia para triangulos lado-angulo-lado.

El Modelo Geométrico que utilizaremos es, justamente, el de Moise, puesto que
esta es una de la aplicaciones originales del mismo, y nuestro sistema postulacional sera

el de Birkhoff. Veamos:
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Siguiendo el procedimiento, para mostrar la independencia de un postulado
dentro de un sistema axiomatico, ilustrado en el Capitulo I, seccion 1.2.1.1.3, tenemos
que:

- Ya hemos probado que los postulados métricos de Birkhoff precedentes al
Postulado Lado-Angulo-Lado se satisfacen en el Modelo de Moise.

- Ahora sélo falta probar que el Postulado Lado-Angulo—Lado no se verifica en
este Modelo, es decir se verifica su negacion, pero antes de hacerlo daremos algunas

definiciones necesarias.

Definicion:

Sean A, B y C tres puntos no colineales entonces la union de los segmentos AB,
BC, AC esdecir AB w BC U AC; se llama triangulo. Los tres segmentos AB, ACy BC
se denominan lados del triangulo y los puntos A, By C sus vértices. Denotaremos un

triangulo por A ABC. (Fig. 2.15)

A// Fig. 2.15
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Principio fundamental de Congruencia:

“Dos tridngulos son congruentes si sus tres lados correspondientes y sus tres

angulos correspondientes son congruentes”.

Fig. 2.16

AB=DE; BC=EF ;, AC=DFy /LA=/D,

ZB=FE; Z2C=F
AABC = ADEF

si y solo si
Veamos ahora que el Postulado Lado-Angulo-Lado no se verifica en M.

Postulado 10: Criterio de Congruencia Lado-Angulo-Lado

“Si un tridngulo tiene dos lados y €l angulo comprendido congruentes a los
correspondientes elementos de otro, entonces los dos triangulos son congruentes™.

Si AB=DE ; AC=DF y ZA=/ZD entonces
AABC = ADEF “

D Fig. 2.17
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Este criterio no se verificaen M. Veamos:

D(-1,1) A(0,1)

V2

C(0,0) B(1,0)

Fig. 2.18

Dados los triangulos, AABC con vértices A(0,1) , B(1,0) , C(0,0) ; AACD con
vertices A(0,1) , D(-1,1), C(0,0). (Fig. 2.18)
En ellos se satisface que

d(A,C)=d(4,C) (lado comun)
d(C,D) = d(A,B) (miden v2) vy
£BAC = ZACD , pero los AACD y AABC no son congruentes puesto que

d(A4,D)=d,(4,D) y d(B,C)=2d,(B,C)

d(4,D) = (x, = x> + (3, - »)° d(B,C) = 24/(x, - x,)* + (%, - »)?
=JO-1 +(1-1) =2/(1-0) +(0-0)
=i =241
=1 =9

Observacion:

Mas adelante veremos que los criterios Angulo-Lado-Angulo y Lado-Lado-Lado

no se verifican en M.
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Definicion:

Dos rectas son paralelas si estando en un mismo plano no se cortan.

Postulado 11:

Sea / una recta y P un punto fuera de /, entonces existe a lo sumo una recta I’
paralela a / que pasa por P.
Demostracion:

Sea / una recta y P(x;,y;) un punto fuera de ella.
e Si/ esdelaformax=a.

Como P(x, ,y1) es un punto fuera de /, existe I’ distinta de /, que no corta a dicha
recta, con ecuacion x = x;,

Supongamos, ahora, que existe I’ y / * paralelas a / y que pasan por P. Entonces
I’ esdelaformax =x; y/’’ también, conlo cual I’ =/’
e Silesdela formay=mx+b

Como P(x;,y;) es un punto fuera de /, existe /', distinta de 1 que no corta a/y que
pasa por P, con ecuacion y = mx + by, donde b, = y; - mx;

Para demostrar la unicidad, supongamos, igual al caso anterior, que existen /” y /
*’, rectas distintas y paralelas a / que pasan por P. Como /” es paralela a /, I’ tiene por
ecuacion y = mx + b’. De la misma forma, como /° es paralela a /, ella tiene por
ecuaciony =mx + b’

Como P pertenecea’ya/l’’ setieney, =mux; + b’
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yy=mx;+ b”, de donde
mx;+b’=mx;+ b’ asi,

b’ =b"; conlo que ” =1, lo cual contradice lo

supuesto.

Pasaremos, ahora, a verificar si ciertas propiedades euclidianas referentes a
triangulos, cuadrilateros, circunferencias, paralelismos, transformaciones se verifican o
no en el Modelo de Moise, en caso tal que se cumpla presentamos la demostracion en

caso contrario un contra ejemplo.

2.3 Propiedades referentes a Triangulos.

2.3.1 Criterios de Congruencia de Tridngulos.
Ya hemos visto que el Postulado 10, Lado-Angulo-Lado, no se verifica en el
Plano de Moise, como consecuencia de ello los otros dos postulados tampoco se
verificaran. Veamos:
e Criterio Angulo - Lado - Angulo.
“ Si dos triangulos tienen dos angulos y un lado congruentes, ya sea el lado
situado entre los angulos congruentes o €l subtendido por uno de dichos &angulos,

entonces dichos triangulos seran congruentes”. Es decir:
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Caso 1:

Si£A=z«D, £C =z=«F y AC = DF cntonces AABC = ADEF (Fig. 2 19a)

Caso 2:

StLA=24D ;2C =£Fy BC = EF entonces AABC = ADEF (Fig. 2 19b)

¢ W
A/\B //\&
¢ A ¥
D |3 D’ Bl F1g219

Verifiquemos que este criterio no se cumple en ninguno de los dos casos:
En el caso 1, s1 tomamos los triangulos AABC con vértices A(0,1), B(1,0), C(0,0)

y el AACD con vértices A(0,1), C(1,1) y D(1,1) (Fig. 2 18) , tenemos que aqui se

cumple: ZADC = ZABC {miide 45°)
ZDCA = Z«BAC (mide 45°) y
d(D,C) = d(A,B) (mde \2)

pero los triangulos AABC y AACD no son congruentes porque d(A,D) # d(B,C).
De 1gual forma, podemos comprobar en los triangulos, ya mencionados, (Fig
2.18), que el segundo caso tampoco se verifica , es decir:

ZADC

n

ZABC (tiide 45°)

ZDCA

il

ZCAB (mide 45°) vy
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dA,C) = d(A,C) (lado comun) pero los triangulos AABC y
AACD no son congruentes, puesto que d(A,D) # d(B,C).

e Criterio Lado-Lado-Lado
Si los tres lados de un triangulo son congruentes a los correspondientes lados de

otro, entonces los dos triangulos son congruentes”. De acuerdo a esto,

SiAB=DE ; AC = DF y BC = EF entonces AABC = ADEF

Fig. 2.20

Tomemos los triangulos, AABC y ADEF cuyos vértices son respectivamente

A(0,0); B(2,4), C(4,0) y D(4,8) ; E(8,6) ; F(0,6). (Fig. 2.21)

— Fig 221
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d(4,B)=d(F,D) (miden v20)
Aqui se da que : d(B,C)=d(D,E) (miden v20)
d(A,C)=d(E,F) (miden8 )

Veamos ahora la medida de los angulos ZDEF y £BCA:

cos£DEF = 4 con lo que, m«£DEF = arc cos 4 26.565. Por otro lado,

V20 V20
cos £BCA = _Z asi se tiene que m«£BCA = arc cos - 63,439 por lo que
20 0 !

obtenemos que mZDEF # m/ZBCA, razén por la cual los triangulos AABCy ADEF no

son congruentes a pesar de cumplirse las condiciones del Criterio Lado-Lado-Lado.

2.3.2 Criterios de Semejanza de Triangulos:

Los Criterios de Semejanza de Triangulos, tampoco se verifican en el Plano de

Moise, puesto que también son consecuencia del postulado 10, ya que la congruencia es

un caso particular de la semejanza.

2.3.3 Otras propiedades referentes a triingulos en el Plano de Moise.

e No es verdadero que un triangulo es isésceles si y solo si dos de sus angulos son

congruentes.
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Consideremos el AABC de vértices A(0,1), B(1,0), C(0,0) (Fig. 2.18) observamos
que, el ZABC = ZCAB (miden 45°), pero el triangulo AABC no es isésceles, ya que
todos sus lados son de distinta longitud, es decir
dA,C)=+2, dB,C)=2 y dAC)=1

¢ El teorema de Pitdgoras: no se verifica en el Plano de Moise, puesto que tomando el
AABC de vértices A(0,1), B(1,0) y C(0,0) el cual es rectangulo, ya que ZACB = —27{

AC y BCsonlos catetos y AB es la hipotenusa (Fig. 2.18), asi tenemos que:

[d(4,0)f +[d(B.C)T #[d(4,BY]

1 + 2P = (2
5 #* 2

¢ Ademas observamos, que en un triangulo rectangulo la hipotenusa no siempre es

mayor que los catetos. (Fig. 2.18)

e Tampoco se cumple la reciproca del Teorema de Pitagoras, puesto que si

. -9 175
construimos el tridngulo AABC de vértices 4(0,0), B(%,O), C(T’_Z—) vemos que
sus lados satisfacen : pues,

[, B +[d(4,0OF =[dB,Of
d(A,B) = 3 (sobre el ge x); d(B,C) =5 y d(A,C) = 4; pero este tridngulo no es

rectangulo. (Fig. 2.22)
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k-% '@ 4

A BC%.0) v Fig. 2 22

e Dado un triangulo en el Plano de Moise, tenemos que no necesariamente, el lado
mayor subtiende al angulo mayor. Para esto tomemos el AABC de vértices A(0,1),
B(1,0), C(0,0) (Fig. 2.18) tenemos aqui que, d(B,C) = 2 (lado de mayor medida),
subtiende al angulo <ZBAC = 45° que no es, precisamente el angulo de mayor

medida.

e En el Plano de Moise se cumple siempre la proposicion 16 de Los Elementos de
Euclides, que dice:  “Un 4ngulo exterior de un tridngulo es mayor que cualquiera
de los interiores no adyacentes a é1”.

Esta proposicion se verifica, en el Plano de Moise, puesto que aqui la medida
angular se define 1gual a la medida usual euclidiana y ademas se cumple el axioma de
paralelismo, axioma que es equivalente a la proposicion que dice “que la sumu de los
angulos internos de un tridngulo es igual a | ;?0", y estos son los argumentos necesarios

para su demostracion.
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Hacemos este comentario porque Euclides, en Los Elementos, utiliza ¢l Criterio

de Congruencia Lado-Angulo-Lado y pudiésemos pensar que esta proposicion es una

consecuencia de este postulado y por ende no verificarse, lo que sucede es que, como ya

hemos manifestado, Euclides evito el uso del Postulado de Paralelismo (postulado 11 de

Birkhoff), en sus primeras veintiocho proposiciones, aunque muchas de ellas se

demostraran mas facilmente a través de él.

e En Moise, no siempre es cierto que “ un triingulo es equilatero si y solo si es

equidngulo.”
a) b)
s P G(AB
2
[ ) ) > ‘ 300 >
B A e Fig 2.23

. . 1
Para esto tomemos el tridngulo AABC cuyos vértices son A(0,0), B(1,0) y C(E’_)

15
2

que es equilatero (Fig. 2.23a); ya que, d(4,B)=2; dB,C)=2 y d(A,C)=2 pero

vemos que no es equiangulo, pues:

Como cos ZABC = 9—22 = 0.25 entonces mZABC = 75°31° mientras que
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sen ZBCD = %éz 025 = razén por la cual mZBCD = 14°28° y como

mZACB = 2(m«£/BCD) = 28°57’se tiene que mZABC # mZACB , por lo tanto el
tnangulo AABC no es equiangulo.

Tomemos ahora el tridngulo AEFG cuyos vértices son E(0,0) ; F(2,0) y G(1,V3), el
cual es equiangulo (Fig. 2. 23b), ya que £LE = £F = ZG = 60° pero el mismo no es

equilatero pues d(E,G)=d(G,F) =2 ; pero d(E,F) = 4.

2.4 Mediatriz de un Segmento en el Plano de Moise.

Dado un segmento AB, en el Plano de Moise, no siempre existe su mediatriz, /.

Para ilustrar esta afirmacion, tomemos el segmento AB con extremos A(0,1) y
B(1,0), tenemos que todos los puntos de la recta /, equidistan de A y B, a excepcion del

punto C(0,0) , puesto que, d(A,C) #d(B,C), es decir, 1 #2. (Fig. 2.18)

2.5 Propiedad de Rectas Paralelas.
Ya vimos que el Postulado Euclidiano de las paralelas se satisface en M.

(Postulado 11).  Pero observemos la siguiente figura,

F' N &

D(0,3) C2,3)

A B(2,0) R Fig. 2.24
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Las rectas con ecuaciones x = 0 y x = 2 son paralelas, pero no son siempre
equidistantes puesto que; d(A,B) =4 y d(C,D)=2.

En realidad no hay punto en la recta x = 2, que quede mas cerca del origen.

2.6 Propiedad de la distancia de un punto a una recta.
En la Geometria Euclidiana como en la Geometria Hiperbdlica, la distancia mds

corta de un punto P a una recta / es la longitud del segmento PQ donde Q es la

interseccion de la perpendicular a / que pasa por P (Fig 2.25)

Fig. 2 25

Veamos que este resultado no se satisface en M. Para esto tomemos la recta x = 0

y el punto P(1,0), Fig 2 26.

Q(0.)

'

v

ol 2 P(1,0) Fig 226
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La distancia entre P(1,0) y la recta x = 0 es:

d, , =24(1-0) +(0-0)
d,, =241
d,,=2

Obsérvese ademas, que el segmento OP es perpendicular a . Tomemos ahora un

punto Q sobre el ejey, asi Q(0,a), a=0.

d(P,0) = {J(1-0)* +(0—a)’
d(P,0) = V1+d

Sila distancia mas corta de una recta a un punto fuese la perpendicular entonces:

Ni+ad* >2

1+a* >4

a’>3

V& >3

[a[>\f§ asia > 30a< -3

Como a es una ordenada arbitraria en el eje y, tenemos que para
a e(—«/g,«/g)—{O} no se satisface lo anterior. Observamos que a medida que la

ordenada a del punto Q tiende a 0 la distancia entre d(P,Q) tiende a 1. De otra forma:

lim d(PO) = [im1+a* =1.

a—0 a—0
Pero precisamente cuando a = 0, la d(P,Q) = 2. Hemos visto un ejemplo donde se

observa como falla la continuidad de la distancia.
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2.7 Propiedades de los Paralelogramos.
En el Modelo de Moise, los lados opuestos de un paralelogramo, no
necesariamente, son congruentes.

Para ilustrar, esta afirmacion tomemos el paralelogramo ABCD, cuyos vértices
son A(0,1); B(1,0); C(0,0)y D(-1,1), (Fig. 2.18). Aqui se da que los lados opuestos AB
y CD no son congruentes, es decir, d(A,B)=1 y d(B,C)=2.

Como consecuencia de lo anterior, obtenemos que los rectingulos tampoco
tienen, necesariamente, los lados opuestos del mismo largo.

Para esto, tomemos el rectangulo A’B’C’D’ cuyos vértices son: A’(1,2) ;
B’(2,2); C’(2,0); D’(1,0), Fig 2.27 vemos que:

d(A’B’)=1; d(B’,C’)=d(C’,D’)=d(A’,D’) = 2; por lo que d(A’,B") # d(C’,D")

‘} A’ 1 H]
2 2
D 2 |C ~ Fig 2.27

En cuanto a un Cuadrado sabemos que, euclidianamente, sus diagonales son
congruentes y perpendiculares, pues bien , en el Plano de Moise, esto no siempre es
cierto. Veamos:

Tomemos el cuadrado de vértices A(0,0) , B(1,-1) , C(2,0) , D(1,1); (Fig. 2.28)
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$ D(1,1)

B(1,-1) Fig. 2.28

Observemos que d(A,B) = d(B,C) = d(C,D) = d(A,D) =+2 y que los cuatro
angulos son rectos mas sin embargo, las diagonales no son congruentes, pues d(A,C) =4

y d(B,D)=2.

2.8 Cuadrilatero de Saccheri.

Definicion:

Un cuadrilatero PQRS es un cuadrilatero de Saccheri si dos de sus angulos
contiguos, digamos ZP y ZQ, son angulos rectos y los lados PS y QR son congruentes.

El lado PQ es llamado la base inferior, el lado opuesto RS es llamado la base

superior del cuadrilatero, y los angulos £S y R se llaman angulos de la base superior.

(Fig. 2.29)
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P Q Fig. 2.29

PS=RQOy £LP=/0=90

Muchas de las bien conocidas propiedades de los cuadrilateros de Saccheri en la

Geometria Euclidiana son falsas en M, veamos:

$(0,1) R(I) S (2.1
1 3 .
P QGO PEO QRO Fg230

o Las diagonales de los cuadrilateros de Saccheri no son, necesariamente, congruentes,

en el cuadrilatero PQRS, cuyos vértices son P(0,0), Q(%,O), R(1,1); S(0,1), (Fig
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2.30) tenemos que QS = l/2—5— y PR = J2 1o cual verifica que no siempre son

congruentes.

e Los angulos de la base superior no necesariamente son congruentes y agudos. En el
cuadrilatero de Saccheri, PQRS (Fig. 2.30) observamos que <£SRQ % ZRQP e

incluso el ZRQP es obtuso.

e El largo de la base superior no es necesariamente mayor o igual que el largo de la base
inferior.

Para ilustrar esto , tomemos el cuadrilatero de Saccheri P’Q’R’S’ con vértices

P (%,0), Q0), R2,1) vy S’—2§,0), (Fig. 2.30), observamos que la base inferior

P'Q'=1, mientras que la base superior R'S'= % observamos que d(R',S') < d(P',0').

2.9 Propiedades de las Circunferencias
Definicién:
En el Plano de Moise, definimos la circunferencia con centro en P(a,b) y radio r,

denotado (((a,b),r) al conjunto de puntos cuya distanciaa P esT.

Cuando trazamos secciones conicas, en M, como la circunferencia, se debe tener

muy en cuenta su definicion. Por ejemplo, al trazar la circunferencia de centro en el
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origen y radio uno, obtenemos que los puntos A y B pertenecen a la circunferencia
unitaria, mas sin embargo, aparecen en el interior de ella (s1 la viéramos

euclidianamente) esto se da porque la distancia del origen a los puntos A y B es igual a |

(Fig. 231)

v

7:['11105 : 3l

Fig. 231

Observacion:

C9n51deraremos el interior de una circunferencia en Moise como el conjunto de
puntos cuya distancia al centro es menor que el radio De 1gual forma, el exterior sera
aquel conjunto de puntos cuya distancia al centro es mayor que el radio

A continuacion veamos clertos hec};os que pueden  ocurrir con las

circunferencias en M

e No todas las circunferencias en M son curvas continuas, es decir si una recta

contiene puntos cuya distancia al centro es menor que el radio entonces, no
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necesariamente, la corta en dos puntos exactamente Veamos algunos ejemplos de

ésta sttuacion;

Tomemos en el Plano de Moise, la circunferencia unitaria y la recta
y=x - 1, esta recta corta a la circunferencia en un solo punto, a pesar de contener puntos

cuya distancia al centro es menor que el radio. (Fig 2 32)

De 1gual manera, s1 tomamos la rectay = 2x - 1 vemos que esta cortaala
circunferencia unitaria en tres puntos, situacidn ésta, que no se da con las circunferencias

euclidianas (Fig. 2 32).

Fig 232

Podemos observar, que puntos en el exterior de la circunferencia unitaria  se
pueden unir con puntos de s» interior, sin ni siquiera tocarla. Para esto, tomemos el

1 2
segmento que une los puntos P(2,1) y Q(S’_E)’ podemos notar que éste segmento no
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toca la circunferencia, a pesar que el primero esta en el exterior y el segundo en el
interior. (Fig 2.32)
Con lo anterior, hemos querido ilustrar, como falla el postulado de Continuidad

en M, es decir, no siempre una circunferencia es continua en el Plano de Moise

¢ Dos circunferencias en M, cuya distancia de los centros es menor que la suma de
los radios (circunferencias secantes), pueden contener cada una puntos interiores
de la otra, sin intersecarse. Veamos.

Tomemos la circunferencia, cuya ecuacién general es x> +y> -4y-1=0yla
circunferencia unitaria, ambas contienen puntos Interiores comunes, mas sin embargo, no
se cortan en mingun punto  Obsérvese que la circunferencia x* +y” - 4y - 1 = 0 pasa por
los puntos P(-1,0) y Q(1,0), pero estos no pertenecen a la circunferencia unitaria

(Fig 233)

STy -4y -1=0

Fig. 2.33
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Daremos ahora, ejemplos de circunferencias en M que cortan a la circunferencia
unitaria en: a) Solo un punto b) dos puntos C) tres o cuatro puntos

a) La circunferencia x” + y* + 2x -2y - 3=0, (x+1)*+(y-1’=5cortaala
circunferencia unitaria en un solo punto, es dectr en el punto P(0,-1) Esta pasa ademas
por Q(1,0) pero dicho punto no pertenece a la circunferencia de radio uno y centro el

origen. (Fig. 2.34)

>
>

X2+y +2x2y-3=0

/ @(1.9)
Plo-Y

Fig 234

b) Circunferencia que corta a la circunferencia umtaria en dos puntos

Fig 2.35
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2,2 .
Tomemos la circunferencia x° + y* -4x == (. esta corta a la circunferencia unitaria

1 V15 1 J15

en los puntos P—, —— -, —
p 2 4) y Q(4 2

v

c) En el Plano de Moise, también existen circunferencia que se cortan en tres

) . (Fig 2 35)

puntos y cuatro puntos: Veamos un ejemplo de cada caso.
- Si1 tomamos la circunferencia cuya ecuacion es 4x* + 4yz -4x 8y + 1 =0,

veremos que esta cortara a la circunferencia unitana en tres puntos. (Fig. 2 36a)

4x* +4y* -4y -1=0
7
P 9 :
I r
R\ R :
x2+y2 = |

\J

'S

Q\/ﬁ /
;\/

Xyt =1 Fig 236

De igual manera, st tomamos la circunferencia 4x*+ 4y*-8y-1=0,elacortaala

circunferencia unitaria en cuatro puntos que

V39 5. 1 1 V39 5.
sOon P(—T,g), Q(-E,Q.), R(E,O) y S(—S—,g) (Flg 236b)
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2.9 Propiedades de la funcién de distancia en M.

Una funcion de distancia d es llamada una semi-métrica si es:

1) Simétrica, d(P,Q)=d(Q,P), para todos los puntos P , Q.

it) d(P,Q) 2 0, con igualdadsiP=Q,

Se verifica facilmente que en el Plano de Moise d(P,Q) = d(Q,P) para todos los
puntos P,Q e M.

Sean (x,,),) y (x,,y,)las coordenadas de P y Q respectivamente, luego

d(P.0) = (-5 P + (s -3) =5 - + -3, P
d(P,Q) = d(Q,P)

y por el postulado 3, se tiene que d(P,Q)= 0.

Una métrica es una semi-métrica que satisface la desigualdad triangular , es
decir, para tres puntos cualesquiera P, Q, T, se tiene que d(P,Q) <d(P,T) + d(T,Q).

Esta propiedad no se verifica en el Plano de Moise, veamoslo a través del
siguiente ejemplo:

Tomemos el triangulo APQT cuyos vértices son P(0,0), Q(2,0) y T(0,1), (Fig.2.37)

T(0,1)

P 4 QRO Fig. 2.37
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Aqui tenemos lo siguiente
d(P,Q) zd(P,T) + d(T,Q)
4 > 1 +5

Donde es claro que no se venfica la desigualdad triangular

e Es de notar que dados tres nimeros positivos a, b, ¢ que satisfacen la desigualdad
triangular, en el Modelo de Moise, no siempre existe un triangulo cuyos lados
seana, b yc.

Para ilustrar esto, escojamos los lados a=3,b =4y c=6. Si colocamos el lado

b= 4 sobre el eje x, vemos que es imposible la construccion de dicho triangulo (Fig. 2 38)

AN

b Fig. 2.38

Esto se da porque euclidianamente el triangulo de lados a =/3, b=2 yc=6no

existe
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Ya vimos a través del Postulado 3, que 1a funcion distancia satisface el postulado
de la regla.

Pero las propiedades (1) y (i) de la semi-métrica y el postulado de 1a regla son
condiciones locales en rectas individuales; ellas no restringen la funcion de distancia para
ser relacionada con diferentes rectas, aun cuando las rectas estdn muy cerca una de la
otra.

Una métrica en cambio, debe ser continua; es decir, para cada par de sucesiones
{Pnt,{Qnt con puntos limites Py Q esto es d(Pn,P) - 0 y d(Qn,Q) — 0 debe ser que
d(Pn,Qn) - P(P,Q), en otras palabras, asi como los puntos Pn y Qn se acercan a Py Q,
respectivamente, 1a longitud del segmento entre Pn y Qn debe acercarse a 1a longitud del
segmento entre Py Q. En la representacion grafica de la circunferencia unitaria
(Fig. 2.31), veamos como esta falla en M.

Si Pn y Qn son los puntos finales de una cuerda horizontal de la circunferencia
unitaria a la altura 1/n sobre el eje x, entonces los puntos limites son P(-1,0) y Q(1,0). Se

ve que d(Pn,Qn) — 2, pero d(P,Q) = 4.

2.11 M como espacio topolédgico:

M como espacio topologico es equivalente al plano Euclidiano. A pesar de que la
semi- métrica en M es discontinua, cualquier disco abierto (en la métrica Euclidiana)
centrada en un punto del Plano Cartesiano contiene un disco abierto en ese punto en la

semi-métrica d, y reciprocamente, desde que la distancia entre un par cualquiera de
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puntos en las dos geometrias son iguales o difieren en un par de puntos. Por tanto, la
topologia inducida por d en M es la topologia comun en el plano. Pero, como d no es una
métrica debemos ser cuidadosos en no asumir que las propiedades topolégicas

relacionadas a la distancia euclidiana se satisfacen en M.

Por ejemplo, €l disco unitario, la circunferencia unitaria y sus puntos interiores,
no es un conjunto cerrado porque como ya hemos visto los puntos P(-1,0) y Q(1,0) son

puntos limites del disco que no estan dentro del disco.

Otro hecho que debemos notar es que no todos los puntos de la circunferencia

unitaria son puntos fronteras del disco unitario, puesto que si tomamos un disco abierto
1 : . 1 :
centrado en el punto T(5,0) con radio menor o iguala 3 veremos que este disco
contiene solo puntos interiores del disco unitario. Igual si lo hacemos con el punto
R(-E ,0). Cualquier otro disco abierto centrado en un punto de la circunferencia unitaria

contendra puntos interiores y exteriores del disco unitario. Por tanto, los unicos puntos

. : - 1
de la circunferencia unitaria que no son puntos fronteras del disco unitario son T(E 0y

R(-%,O).
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2.12 Transformaciones elementales en M.

El enfoque de transformaciones geométricas también nos lleva a cuestionarnos
sobre su comportamiento en el Plano de Moise.

Tenemos que traslaciones, reflexiones y rotaciones son isometrias en el Plano
Euclidiano. En M, ellas envian un segmento hacia otro, pero la longitud de un segmento
en el eje x, varia si su imagen no esta en ese eje. Luego sélo aquellas traslaciones,
reflexiones y rotaciones que envian al eje x sobre si mismo preservan la distancia en M.

Veamos esto a través de ejemplos:

2.12.1 Traslaciones :
Sea AB un segmento dirigido. Llamaremos traslacion 7, a la transformacion
que transporta a cada punto P del plano al punto P’ del mismo, tal que PP> = AB y

PP’ || AB. El segmento dirigido AB se llama vector de la traslacion.

/ /
p Fig. 2.39

Si en el Plano de Moise, trasladamos el segmento AB cuyos vértices son A(1,0),

B(3,0), (esta sobre el eje x), a través del segmento OP de vértices O(-2,0) y P(-2,3);
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tenemos que A---—--- > A’y B----mee- > B’; pero la d(A,B) # d(A’,B*) puesto que

d(A,B) =4 mientras que d(A’,B’) =2, por consiguiente 4'B'#¢ AB

v

0 A B Fig. 240

De aqui también se obtiene, que si una figura en el Plano de Moise tiene uno de
sus lados sobre el gje x, la traslacidn no transformara a dicha figura en otra congruente a

la dada

Ilustramos esta afirmacion tomando el tridngulo AABC de vértices A(2,0), B(4,0)
y C(3,3), (Fig 242) y lo trasladamos a través del segmento d(O,P) = 3, tenemos lo
siguiente.
A(2,0) — A’(2,3); B(4,0) ——— B’4,3)y CB3,3————> C’(3,6), con lo

cual se observa que el AABC no es congruente con el AABC, pues A'B'% AB

'

A =8 * Fig 241




83

2.12.2 Rotacion:
Sea O un punto fijo del plano, 6 un angulo en algin sentido. Llamaremos

rotacioén, R, ,, a la transformacion que lleva cada punto P del plano al punto P’ del

mismo, tal que OP’ = OP y m£ZPOP* =6

Fig. 2.42

Un hecho que se da en la geometria Euclidiana es que las rotaciones mandan
segmentos en segmentos congruentes, pues esto en el Plano de Moise no se verifica si
uno de dichos segmentos esta sobre el eje de las x. Ejemplo:

Dado los puntos A(2,2), B(5,2), C(4,0) y D(1,0) en el Plano de Moise tales que

0O(3,1) sea el punto medio de AC y BD, Fig. 2.43 entonces:

Fig. 2.43
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AB —Rﬁ’ﬂ’i—) CD,pero AB % CDyaqued(AB)=3y

d(C,D)=2d,(C,D)=2(3)=6.

2.12.3 Reflexion:

Sea [ la recta fija del plano. Designamos por reflexiéon R, en la recta / a la

transformacién que lleva cada punto P del plano al punto P’ del mismo, tal que / sea

mediatriz de PP’. La recta / se llama eje de la reflexion.

»
v

P’ Fig. 2.44

En el Plano de Moise vemos que no siempre las reflexiones mandan segmentos en
segmentos congruentes y por tanto una figura no siempre sera transformada en una

congruente a la dada. Veamos:

Tomemos en el Plano de Moise el triangulo de vértices A(2,4) , B(5,4) ; C(3,2) y

tomemos la recta y = 2 como eje de reflexion para dicho triangulo.
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R o)
csC ~M=2 >
} e
Fy e + Fig. 245
R (A)=A"; R B)=B, R (C)=C

Con lo cual observamos que AC = A’C’ ( miden 2 V2 ), BC= B’C’ (mden
2V2), pero AB £ A’B’ yaque d(A,B)=4 mientras que d(A’,B’) = 2(4) = 8 pues esta

sobre el eje x

Para finalizar, la descripcion del Plano de Moise, presentamos un cuadro donde

comparamos los resultados de este Modelo con el Modelo Euclidiano.
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Comparacion de los resultados del Modelo de Moise, M, con el Modelo Euclidiano.

AR .

"Plano Carlesianc. Be

Distancia Usual
Se verifica los criterios de congruencia de
triangulo L-A-L, A-L-A, L-L-L.

Se cumplen los criterios de semejanza de
triangulos A-A-A, L-A-L, L-L-L

Un triangulo es 1sosceles si y solo dos de
sus angulos son congruentes.

Un triangulo es equilétero si y solo si es
equidngulo.

En todo triangulo, el lado mayor subtiende
el angulo mayor.

Un angulo exterior de un triangulo es
mayor que cualquiera de los interiores no

adyacentes a él.

Se cumple el Teorema de Pitagoras.

Se cumple el postulado de las Paralelas.

Rectas paralelas son equidistantes.

Distancia se duplica en el eje de las
abscisas.

No se verifica ningun criterio de
congruencia.

No se cumple los criterios de semejanza de
triangulo.

Existen triangulos que tienen dos angulos
congruentes, mas sin embargo, los lados
opuestos a éstos angulos son diferentes. De
igual forma, existen triangulos con lados
congruentes pero que los angulos opuestos
aellosnolo son.

Existen tridngulos equilateros que no son
equidangulos y de la misma manera existen
triangulos equidngulos que no son
equilateros.

Existen triangulos donde el lado mayor no
se opone al angulo de mayor medida.

Se verifica.

No se satisface ninguna de las dos
condiciones (necesarias y suficientes) del
Teorema de Pitagoras.

Se cumple el postulado de las Paralelas.

No siempre las rectas paralelas son
equidistantes.
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AALADIEAAR SRR SRR A,

Un paralelogramo tiene los lados opuestos
iguales.

En un cuadrado las diagonales son
congruentes.

Las diagonales del Cuadrilatero de Saccheri
son congruentes.

Los 4angulos de la base superior del
cuadrilatero de Saccheri son congruentes y
agudos.

El largo de la base superior del cuadrilatero
de Saccheri es mayor o igual que el largo de
la base superior.

Toda circunferencia es continua.

Dos circunferencias, cuya distancia de los
centros es menor que la suma de los radios
se cortan solo en dos puntos.

La distancia mas corta de un punto P a una
recta / es la longitud del segmento PQ
donde Q es la interseccion de la
perpendicular / que pasa por P.

Si un punto P pertenece a la mediatriz de un
segmento, entonces equidista de los
extremos del segmento.

La distancia usual de E? es una métrica.

Existen paralelogramos con lados opuestos

desiguales.

Existen cuadrados con diagonales no
congruentes.

Las diagonales del Cuadrilatero de Saccheri
no son necesariamente congruentes.

Los angulos de la base superior del
cuadrilatero de Saccheri no son
necesariamente congruentes y agudos.

El largo de la base superior no es
necesariamente mayor o igual que el largo
de la base inferior.

No se cumple el principio fundamental de
la continuidad.

Existen circunferencias con la caracteristica
de que la distancia de los centros es menor
que la suma de los radios que

- no se cortan en ningun punto

- se cortan en uno, dos, tres y hasta cuatro
puntos.

No siempre es cierto.

No siempre es posible trazar la mediatriz de
un segmento.

La funcidn distancia no es una métrica sino
una semi-métrica pues no satisface la
desigualdad triangular.
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L
e

MBI

Se satisface la continuidad de la funcion
distancia o métrica.

E? es un espacio topologico.
El disco unitario es un conjunto cerrado

Los puntos de la circunferencia unitaria son
puntos fronteras del disco unitario.

Las traslaciones, reflexiones y rotaciones
son isometrias.

Dados dos puntos distintos, existe una
unica recta que los contiene.

Dados dos puntos distintos, a éstos les
corresponde un tnico nimero real positivo.

Se cumple el postulado de la regla.

Se cumple el Postulado de Separacion del
Plano.

Se cumple el postulado de la medida de
angulos.

Se cumple el postulado de la construccion
del angulo.

'Se cumple el postulado de la adicion de

angulos.

Se cumple el postulado del suplemento

| Se cumple el postulado de la adicion de

La semi-métnca es discontinua

M es un espacio topologico.

El disco unitario no es cerrado pues no
contiene todos sus puntos limites.

No todos los puntos de la circunferencia
unitaria son puntos fronteras del disco
unitario.

Las traslaciones, reflexiones y rotaciones no
son siempre isometrias.

Se cumple el postulado de incidencia.
Se cumple el postulado de la distancia.

Se cumple el postulado de la regla.

Se cumple el postulado de 1a separacion del
plano.

Se cumple el postulado de la medida de
angulos.

Se cumple el postulado de 1a construccion
del angulo.

angulos.

Se cumple el postulado del suplemento.




CAPITULO III

EL PENSAMIENTO CRITICO Y

EL MODELO GEOMETRICO DE MOISE



A.través de resultados de investigaciones educativas y de nuestra experiencia
como docente, tanto a nivel medio como superior, hemos palpado que nuestros
estudiantes presentan deficiencias en habilidades y procesos de pensamiento de alto
nivel. Esto quiere decir, que 1a mayoria de las veces leen sin comprender la informacion
que se les suministra y mucho menos pueden aplicar esa informacion o conocimiento en
la solucion de problemas de la vida real.

En la década del ochenta, numerosas organizaciones educativas han reconocido
que el desarrollo del pensamiento en los estudiantes debe ser una prioridad.

Por lo que investigaciones en relacion al desarrollo del pensamiento se han
dirigido a su aspecto en general y en particular al desarrollo del Pensamiento Critico, lo
cual ha temdo implicaciones. en el curriculo de diferentes especialidades y
particularmente en el area de las ciencias. [Isaacs, Lydia, 1994].

Villarini [Villarini, Angel, 1988] manifiesta que “el esfuerzo educativo para la
ensefianza dirigida al desarrollo del Pensamiento Critico es una situacion a nivel
mundial, siendo un movimiento encaminado a reformar la practica educativa, de manera
que contribuya de forma directa, sistematica y significativa al desarrollo de la capacidad
pensante del estudiante y de su inteligencia”

En nuestro sistema educativo tradicional, se da frecuentemente la practica
memoristica, lo cual nos preocupa como docentes, pues sabemos que esto no contribuye

significativamente al logro del verdadero conocimiento.
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Razon por la cual, es necesario que, como docentes, promovamos mas la creaciéon
de ambientes de aprendizaje, donde se ensefie la adquisicion de destrezas de pensamiento
de alto nivel, las cuales ayudaran a nuestros estudiantes a enfrentarse con éxito, tanto en
los cursos de la carrera que elijan como al tener que tomar una decision, hacer juicios,
inferencias, predicciones o dar una opinién en situaciones de su vida cotidiana. Un
Pensamiento Critico como caracteristica de nuestros alumnos ayudara a hacer esto

realidad, pero para comprender esto mejor, veamos algunas generalidades del mismo:

3.1 Pensamiento Critico:

El Pensamiento Critico s un proceso, que recibe varios nombres para denotarlo,
por ejemplo, metacognicion, procesamiento de alto nivel, pensamiento creativo, procesos
complejos de pensamiento, etc.

El movimiento del desarrollo de Pensamiento Critico surge de dos disciplinas, la
Filosofia y la Psicologia y es abrazado por la educaciéon quien ve en ¢l una herramienta

fundamental para formar una persona “integralmente educada™ [Isaacs, Lydia de, 1997].

Daremos ahora, algunas acepciones del concepto de Pensamiento Critico, dada
por diferentes autores, dedicados a su estudio:
¢ Robert Ennis (1985), sostiene que el Pensamiento Critico es el pensamiento

reflexivo y racional encaminado a decidir qué hacer o qué creer.
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e Mathew Lipman (1985) indica que el Pensamiento Critico “ es el pensamiento
diestro y responsable que conduce a un juicio porque se basa en criterios. Es auto
reflexivo y sensitivo al contexto.

e Cornbeleth (1985) seflala que el Pensamiento Critico es un escepticismo
informado, una bisqueda activa de la verdad, en lugar de una aceptacion pasiva de la
tradicion, de la autoridad o de lo que es comin. Dice que es un proceso dinamico de
preguntar, de razonar, de cuestionar las conclusiones, definiciones, creencias y acciones.

e Richard Paul (1990), segun Lydia de Isaacs (1990) ha sido uno de los grandes
impulsadores del Pensamiento Critico en Estados Unidos. Describe al mismo como “ el
pensamiento disciplinado, autodirigido, que es un ejemplo de las perfecciones del
pensamiento en un area; afiade que el Pensamiento Critico puede ser de dos tipos: para
servir los intereses propios o de un pequefio grupo o para tomar en cuenta los intereses de
diversas personas o grupos’.

e Lydia de Isaacs (1990), investigadora de la educaciéon y del Pensamiento
Critico en nuestro pais, 1o define como “ el pensamiento activo y reflexivo, encaminado a
decidir qué estad mas cerca de la verdad y qué es falso utilizando el razonamiento y la
evidencia. Es la habilidad de examinar el propio usando evidencia e informacion™.

e Alberto Correa Guzmian (1993), investigador de la formacion del
Pensamiento Critico a través de la ensefianza de la Matematica, lo define como “ la
capacidad que tiene el pensamiento para examinarse a si mismo (el propio pensamiento y

el de los demas)
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Vista varias acepciones del Pensamiento Critico, veamos los principios en que se

apoya, el mismo, segin Richard Paul (1992).

3.2 Principios del Pensamiento Critico:

1. Promover el pensamiento independiente.

El Pensamiento Critico es el pensamiento autonomo, el que piensa por si mismo.
El pensador critico utiliza las destrezas de pensamiento critico para analizar por si
mismo, no acepta como verdaderas o rechaza como falsas las creencias que no entiende,
es decir, no se manipula facilmente.

2. Desarrollar una vision interna del egocentrismo hacia el sociocentrismo.

El egocentrismo se manifiesta como una inhabilidad o poco deseo de considerar
el punto de vista de otros o de aceptar ideas o hechos que entraria en conflictos con los
deseos propios. Una falta de interés en la consistencia y en la claridad.

Cuando las personas se socializan el egocentrismo tiende al sociocentrismo, es
decir, el egocentrismo se extiende al grupo. Aqui el individuo reflexiona sobre, su
comportamiento, su forma de razonar, hace explicitos sus supuestos, las criticas y si son
falsos los deja a un lado. Aplicar los conceptos de la misma forma tanto para €l como
para otros. Toma en cuenta todos y cada uno de los hechos relevantes de una situacion y
hace que sus conclusiones sean consistentes con la evidencia. Escucha atentamente los

puntos de vista con los que no esta de acuerdo.
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El tratar que nuestros estudiantes reconozcan sus patrones egocéntricos y
sociocentricos, es una parte crucial en Pensamiento Critico.

3. Explorar los pensamientos que estin debajo de los sentimientos.

El pensamiento critico requiere entenderse. Un pensador critico se da cuenta de
que sus sentimientos son una respuesta (pero no la Unica respuesta posible) a una
situacion. El reconoce que los pensamientos y los sentimientos, lejos de ser diferentes
cosas, son dos aspectos de su respuesta. La persona que no es critica no le ve relacion
entre los sentimientos y los pensamientos.

Entendemnos es el primer paso hacia el autocontrol y hacia el progreso.

4. Suspender un juicio.

Los pensadores criticos distinguiran entre lo que saben y lo que no saben. No
tienen miedo a decir “no se” cuando no estan la posicion de dar una respuesta correcta.
Son capaces de decir eso porque tienen la costumbre de preguntarse “ cOmo podria saber
si esto es cierto? Decir en este caso debo suspender mi juicio hasta saber X o Y, no los
pone ansiosos o0 incomodos. Tienen el deseo de repensar las conclusiones a la luz de
nuevos conocimientos.

5. Evaluar la credibilidad de las fuentes.

El pensador critico reconoce la importancia de usar fuentes de informacion
confiables cuando se formulan conclusiones. Le dan menos importancia a las fuentes
que no tienen trayectoria de honestidad, que se contradicen en preguntas basicas, ni estan

en posicion de saber, o tienen intereses creados. Los pensadores criticos reconocen
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cuando hay mas de una posicién razonable para un asunto, comparan fuentes de
informacidn alternativas notando puntos de convergencia y retinen informacion en los
puntos donde las fuentes no estan de acuerdo.

6. Evaluar argumentos.

En lugar de alegremente estar de acuerdo o en desacuerdo con los argumentos
basados en la preconcepciones de lo que es verdad, el pensador critico usa instrumentos
analiticos para determinar la fuerza o la debilidad relativa de los argumentos. Cuando
analiza un argumento el pensador critico hace las siguientes preguntas. Qué razones
apoyan esta conclusiéon? Qué diria una persona que estuviera en desacuerdo con este
argumento? El pensador critico esta especialmente sensitivo a los argumentos, reconoce
la tendencia de ignorar o sobre simplificar o distorsionar las pautas con las cuales esta en
desacuerdo. El pensador critico analiza las preguntas y pone los argumentos conflictivos
en posicion unos con otros, como un medio para ver las ideas basicas, los supuestos, las
implicaciones, etc.

7. Conducir discusiones socriticas.

El pensador critico es un cuestionador, la habilidad de cuestionar para extraer las
ideas basicas, de ir mas alla de la apariencia, es una actividad que posee. Como
cuestionadora, la persona que piensa criticamente tiene muchas formas de cuestionar, el
arte de cuestionar no lo utilizamos para que la persona parezca tonta, sino para saber lo

que piensa, ayudandola a desarrollar sus ideas, o como un preludio para evaluarla.
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Cuando se enfrenta a una nueva idea ella quiere entenderla, relacionarla a su
experiencia, determinar sus implicaciones y consecuencias y valor; también le agrada ser
cuestionada.

8. Transferir ideas a nuevos contextos.

El poder de una idea esta limitado a nuestra capacidad de ver su aplicacién. Al
transferir una idea de una situacion a otra, la idea se enriquece y nuestro entendimiento
de ella crece. La habilidad del pensador critico a usar mentalmente las ideas aumenta su
capacidad para transferir las ideas criticamente.

Puede organizar materiales y experiencias en diferentes formas, puede comparar y
contrastar, para integrar su entendimiento de diferentes situaciones y para encontrar la
mejor forma para conceptualizar situaciones nuevas. Cada nueva aplicacion de la idea

enriquece €l entendimiento de la misma y de la situacion.

3.3 El Pensamiento Critico en la Enseiianza de la Matematica.

La ensefianza del Pensamiento Critico se ha vuelto una necesidad, puesto que
nosotros los docentes debemos dejar de crear alumnos que sélo son archivos de
informacién o banco de datos; es decir, no conformarnos unicamente con llenar de
informacién la cabeza de nuestros estudiantes, sino ensefiarles que se puede hacer mucho

con ella.
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Debemos ayudar al desarrollo de habilidades de pensamiento, partiendo de lo que
los alumnos son capaces de hacer, y moviéndonos gradualmente hacia habilidades de
orden superior.

Todas las asignaturas de un plan de estudio tienen su proposito en la formacion
integral del individuo, pero esta finalidad, por diversas razones, la mayoria de las veces
es ignorada por nuestros docentes, “lo que hace que el proceso de ensefianza-aprendizaje
ocurra en forma fragmentada, aislado del resto, resultando una educacion disminuida en
sus esencias, siendo el mas perjudicado, de esta situacion, el estudiante que desarrolla
una vision equivocada de’ la educacién, del conocimiento y de la realidad” [Correa,
1993].

En la ensefianza de la Matematica para poder lograr uno de sus principales
objetivos en la formacion integral del individuo, el cual es “desarrollar la capacidad
pensante del estudiante”, necesitamos desarrollar, en él, destrezas de pensamiento de
alto nivel, las cuales son muy necesarias tanto para lograr el dominio de nuestra
asignatura como enfrentarse con éxito en la vida diaria.

Segun cifras suministradas por el Departamento de Estadistica del Ministerio de
Educacion, el porcentaje de fracasos de esta asignatura es de 15.5% a nivel primario,
siendo la segunda con mayor porcentaje de fracasos y a nivel medio el porcentaje de
fracasos es de 24.4% para el Primer Ciclo y 20.1% para el Segundo Ciclo siendo la de

mayor deficiencia en ambos niveles. Cabe indicar que a nivel primario es superada por
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Espafiol pero s6lo en 0.1%, lo que nos lleva a concluir que la Matematica es la asignatura
que presenta mayor dificultad en el aprendizaje.

Todo esto hace que nosotros los docentes nos veamos abocados a buscar nuevas y
mejores técnicas que contribuyan a mejorar el proceso ensefianza-aprendizaje de la
Matematica para poder contribuir asi, con lo que la sociedad espera de nuestra
asignatura, en la formacion integral de los individuos que posteriormente le servirin en
su desarrollo.

Por esto es que proponemos que a través de los cursos que ensefiamos
promovamos la formacion del pensamiento critico, si esto es asi, 1a ganancia sera doble,
preparamos al estudiante para el dominio de la Matematica y para el éxito en la vida, es
decir estamos logrando una excelencia académica.

La habilidad para pensar puede ser enseilada. Segun Isaacs (1990) existen
estudios que demuestran que la habilidad de pensar criticamente puede ser
substancialmente aumentada por medio de instruccion e integracion de la ensefianza del
Pensamiento Critico en €l curriculum. Basado en lo expuesto, nos atrevemos a sugerir 1a
ensefianza del Pensamiento Critico porque éste no ocurre automaticamente.

Segun Alberto Correa Guzman [Correa, Alberto, 1993], desarrollar el
pensamiento del estudiante dirigido hacia el pensamiento critico, ayuda a aumentar su
eficacia, creatividad y capacidad de adaptacion a nuestra turbulenta y cambiante realidad,

contribuyendo significativamente:
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1. Al desarrollo personal, puesto que permite que las diversas experiencias de
nuestra vida sean interpretadas y se tornen significativas. Desarrollo de 1a capacidad para
formular y solucionar problemas, tomar decisiones, proyectar metas y medios para su
logro.

2. A la convivencia y cooperacion social, ya que desarrolla la capacidad para
convivir y cooperar con otras personas por encima de diferencias en ideas y valores.
Estimulando la capacidad para la vida civica y solidaria.

3. Al éxito académico, permitiéndonos aprender, puesto que permite
desarrollar las destrezas intelectuales basicas para todo aprendizaje, ensefiandonos a
aprender y a comprender.

Es cierto que cuando el estudiante llega por primera vez al salon de clase, tiene la
capacidad para pensar, hacer juicio de valor, resolver problemas, reflexionar y tomar
decisiones. Pero lo que €l necesita es pensar en forma habitual de modo reflexivo, con
eficacia, creatividad y criticamente. En este sentido la funcion del educador tiene que
ver con la creacion de ambientes, que faciliten el aprendizaje, teniendo presente cuatro
factores fundamentales:

1. Asimilacién: ¢l nuevo conocimiento es una continuacion del conocimiento
anterior.

2. Acomodacién: el conocimiento viejo y el conocimiento nuevo deben

integrarse en un solo conocimiento.
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3. Utilidad: el conocimiento adquirido, debe tener usos practicos en la solucion
de problemas y,

4. Recreacion y entretenimiento: el conocimiento adquirido debe ser visto
como un juego entretenido por parte del estudiante.

Recordemos ademas, que para lograr una formacion integral deben estar
plenamente desarrollados los dominios cognoscitivos, afectivo y psicomotor, los cuales
estdn intimamente relacionados. La ensefianza de la Matematica, por sus caracteristicas
propias responde, generalmente, al dominio cognoscitivo y afectivo.

Segun Benjamin Bloom (1981), el desarrollo cognoscitivo de los seres humanos
ocurre en etapas categorizadas, que comprenden: memoria 0 conocimiento,
comprension, aplicacion, analisis, sintesis y evaluacion.

En las etapa de memoria 0 conocimiento, se activan y se forman esquemas de
pensamiento. Mientras que en la etapa de evaluacion, se forman y emiten juicios de
valores, tomando como base o fundamento un proposito determinado. en este sentido, el
Pensamiento Critico se desarrolla en la categoria de evaluacion, teniendo como finalidad
la Meta cognicion (capacidad que tiene el pensamiento para examinarse asi mismo).

Ademas, de acuerdo a la taxonomia de David R. Kratwohl [Villarini, 1987], esta
establece cinco categorias, en los cuales se pueden desarrollar los valores del estudiante
que son, recepcion, respuesta, valoracion, organizacion y caracterizacion por un valor o

un sistema de valores.
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Cuando el estudiante logra desarrollar la habilidad de pensar criticamente, no solo
ante una situacion de aprendizaje de nuestra asignatura, podremos decir que estamos
logrando la deseada excelencia en la educacion cie nuestros jOvenes alumnos.

Segiin Alberto Correa Guzman [Correa, Alberto, 1993], la excelencia esta
compuesta de tres partes interrelacionadas como un ente compuesto de tres partes que
son: equidad, calidad y eficiencia. Veamos cada una de estas tres partes:

Equidad en esta parte se impone la necesidad de llegar a cada estudiante en
forma particular y ayudarlo a desarrollarse plenamente.

Calidad en esta parte se impone la necesidad de hacer pertinentes los objetivos
del educador con las necesidades u objetivos de los estudiantes.

Eficiencia, en esta parte se impone la necesidad en el logro de los objetivos de la

educacidn en cada estudiante.

Por las razones expuestas, segun Alberto Correa (1993), se impone la necesidad
de una guia o norma rectora, que le sirva al profesor de ayuda en el proceso ensefianza
aprendizaje, de manera que pueda lograr las destrezas de pensamiento y pensamiento

critico y los tan buscados niveles de excelencia educativa.

Para esto, distintos autores, estudiosos del Pensamiento Critico han propuesto

diversos modelos, los cuales mencionaremos algunos a continuacion:
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3.4 Modelos para la Enseiianza del Pensamiento Critico:

Segin Lydia de Isaacs [Isaacs, Lydia, 1997], existen varios: modelos de
Pensamiento Critico, entre estos ella menciona: los basados en la logica informal,
filosofia informal, el del cuestionamiento socratico, y de desarrollo de destrezas
especiales. Veamos algunas caracteristicas de cada uno de ellos:

e Modelos basados en la légica informal que consiste en el analisis y evaluacion
de argumentos. El punto central de estos modelos esta en la critica de los argumentos en
base a criterios de validez de los mismos.  Robert Ennis (1962-1985) es uno de los
principales proponentes de este modelo. El propone criterio para avaluar las partes o
componentes de un argumento (premisas y conclusiones).

Una de las criticas que hace Isaacs (1997) al método utilizado para ensefiar a
través de este modelo es que a pesar de que el objetivo siempre fue ensefiar a los
estudiantes a pensar criticamente, lo que se ha enfatizado es la ensefianza a analizar y
evaluar el razonamiento, sin la seguridad de la transferencia de la actividad de analizar y
evaluar argumentos al hecho de pensar criticamente.

¢ El modelo de la filosofia informal que enfatiza la sintesis mas que el analisis.
Enfatiza en la forma que los estudiantes abordan las controversias, busca crear una
comunidad de cuestionadores en el salon de clases. Se realiza en Montclair, New Jersey.

e El Modelo del Cuestionamiento Socritico, basado en las raices mismas del
pensamiento critico, €l mismo es abordado por el padre del pensamiento critico en los

Estados Unidos, Richard Paul. La operacionalizacion del modelo supone el
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cuestionamiento socratico usando el material del curso que se ensefia. El procedimiento
involucra la discusion de grupos, motivada por el cuestiohamiento socratico del profesor,

los estudiantes desarrollan el pensamiento a través del cuestionamiento.

e Modelo de desarrollo de destrezas especiales, estc se caracteriza por
programas que enfatizan el desarrollo de destrezas especificas de pensamj'ento critico.
Entre estos estan los Whimbey (1982); el modelo de Feurstein (1980) y el modelo para el
desarrollo de destrezas de pensamiento critico de Isaacs (1990). (Como este es uno de
los que utilizaremos en nuestra propuesta lo explicaremos con mds detalle, mas
adelante). Estos programas identifican una serie de destrezas que los autores consideran
valiosas para el desarrollo del pensamiento critico y para la ensefianza de determinados

Cursos.

Enunciaremos, ahora, los Modelos del profesor matematico, Alberto Correa
Guzman (1993) y el de la Dra Lydia de Isaacs (1990), a la vez que ilustraremos su uso en
la Formacion del Pensamiento Critico, utilizando para ello el Modelo Geométrico de
Moise, pero antes queremos aclarar algunos detalles:

- El estudio del Modelo Geométrico de Moise estd indicado para estudiantes de la
licenciatura en Matematica que ya hayan completado un curso de Geometria Euclidiana y
tengan dominio de la Geometria Analitica, en lo referente a la Recta y Secciones

Conicas, asi como algunas nociones de Trigonometria.
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- Por otro lado, queremos indicar que, con relacion al tiempo que debe utilizarse
para la implementacion de esta situacion de aprendizaje este sera relativo, pues todo
dependera del grado de avance que demuestre el grupo, como en toda actividad

educativa.

3.4.1 Modelo propuesto por el Profesor Alberto Correa Guzmin (1993)
E.CA.

Este modelo educativo se divide en tres fases o aspectos que responden a las
dimensiones del funcionamiento del intelecto, a la combinacion del desarrollo de
conceptos y a la meta cognicion. Estas fases son: exploracion, conceptualizacion y
aplicacion (E. C. A).

En estas fases, el docente parte de las experiencias del estudiante, siendo sobre
todo, un mediador que facilita el proceso de reconstruccion de la experiencia del
estudiante, la asimilacion de lo nuevo en lo ya aprendido y la transferencia de lo
aprendido a nuevas situaciones. En las diversas fases y actividades se combina el trabajo
individual con el trabajo en grupos pequefios, de modo que se propicie la autonomia y la
cooperacion intelectual entre los estudiantes.

Queremos indicar, que las tres fases, de Correa Guzman , se separan para una
mayor comprension didactica pero hacer la separacion completa, de las mismas, es muy

dificil, por el hecho de estar muy interrelacionadas. Veamos pues, cada una de ellas:
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e Exploraciéon

Aqui, se establece un ambiente de confianza entre el profesor y los estudiantes, y
entre ellos mismos como pensadores, activando experiencias previas y propiciando
condiciones para motivar el aprendizaje en los estudiantes.

Del estudiante se espera que: reconozca su capacidad de pensamiento y fortalezca
su autoconcepto como pensador. Distinguiendo entre el pensamiento eficaz y creativo, y
el por qué de su importancia.

e Conceptualizacién

En esta segunda fase, se presenta informacion y crea situaciones que le permitan
al estudiante adquinr nuevos conocimientos, destrezas y actitudes que aporta la disciplina
para la clarificacion y solucion del asunto planteado.

Del estudiante se espera que: conduzca observaciones, adquiriendo informacion,
formando conceptos, patrones y generalizaciones sobre el asunto o tema bajo discusion.
Analizar y llevar acabo razonamiento o demostraciones sobre el asunto planteado

e Aplicacion y transferencia.

En esta tltima fase, el profesor, disefia y organiza actividades de aplicacion de
las destrezas y conocimientos desarrollado en la discusion del tema tratado. Evaluando
lo aprendido y sefialando lo incompleto del aprendizaje y la necesidad de continuar
aprendiendo sobre el tema en cuestion.

Del estudiante se espera que: aplique lo aprendido a nuevos problemas o

situaciones. Cobrando conciencia de la importancia de la nueva informacion adquirida y
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del poder mental desarrollado. Fortaleciendo asi, su autoconcepto de pensador, el interés
en el aprender y su creatividad.

Segun Correa Guzman (1993), este enfoque educativo, redefine el proceso de
enseflanza-aprendizaje, como uno de cooperacion entre profesores y estudiantes. Siendo
estos socios en la busqueda del conocimiento y 1a verdad.

Tlustremos, ahora , la aplicacion de este modelo, en cada una de sus fases

utilizando el Modelo geométrico de Moise.

Fase 1: Exploracion.
Aqui el docente debe:

1. Dar una Motivacion sobre el tema, que en este caso es el Modelo de
Moise. Por ejemplo, mencionar al estudiante los origenes del Modelo y sobre todo las
ventajas que menciona James Boone [Boone, James, 1994],, se obtienen al trabajar con
este Modelo como es el hecho “que estimula su curiosidad y aumenta el poder analitico”,
es decir, que ¢l estudio del mismo, contribuira a formar destrezas de pensamiento de
alto nivel, en ellos.

2. Diagnosticar cuales son los conocimientos previos que posee el
alumno para poder estudiar el Modelo de Moise, para asi asegurar la asimilacion y
acomodacion , que en este caso serd :

- Geometria Euclidiana

- Geometria Analitica, lo referente a la Recta y Secciones Conicas.
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- Algunas nociones de Trigonometria.
El docente debe partir de los conocimientos previos del alumno para asi mostrar ,

posteriormente, que con esa informacion €l puede hacer mucho.

3. Intreducir un vocabulario clave, que en este caso sera lo referente a
Modelo Geométrico, los tres problemas de la Axiomatica, ilustrado con algunos
ejemplos sencillos.

4. Al finalizar esta fase, el estudiante debe tener la confianza y seguridad
que posee los requisitos minimos exigidos para el estudio del Modelo de Moise y sobre
todo tener el interés de adentrarse en su conocimiento. Dicho de otra forma, el alumno

debe poseer una percepcion selectiva

Fase II: Conceptualizacion.
Esta es la fase en donde debe comenzar a suministrar la informacion referente al
Modelo Geométrico de Moise.

1. Se hace la presentacion del Modelo Moise, que este caso significa decir
, como se interpretan cada uno de los obj etos primitivos en este nuevo modelo.

2. Llevar al estudiante a que compare €l comportamiento de los objetos
primitivos en el Modelo de Moise y en el Plano Cartesiano y pueda decir cudl es la gran
diferencia entre ambos. (Ver Capitulo II, seccion 1.1)

3. El docente enunciara propiedades euclidianas, conocidas previamente

por el alumno, para que ¢l decida sobre su veracidad o falsedad en el Modelo de Moise.
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Para emitir un juicio o llegar a una conclusion, el estudiante, tendra que basarse
en criterios o evidencias provenientes de la informacion suministrada, que justifiquen su
posicion. Es decir, el alumno, no emitira una opinién, un juicio o una conclusion sin
antes comparar, contrastar, analizar argumentos, o hacer deducciones, etc. En caso de
verificarse la propiedad euclidiana en el Modelo, €], presentara una demostracion,
utilizando para ello las diferentes reglas de inferencia, en caso contrario, un
contraejemplo.

Entre las proposiciones que se le enunciaran al estudiante estan:

- Los Postulados de Birkhoff, hasta llegar a la verificacion del Postulado L-A-L
Cabe indicar, que se debe dar la definicion de aquellos conceptos euclidianos conocidos
por el alumno, pero ahora en el Modelo de Moise (Ver Capitulo II, seccion 2.2).

- Otras proposiciones que se analizardn seran referentes a tridngulos,
cuadrilateros, circunferencias, paralelismo, distancia , transformaciones elementales.

(Ver Capitulo II, Seccion 2.3 - 2.11)

Fase I1I: Aplic_acién
El profesor presentara otras situaciones del Plano Cartesiano, de mayor
complejidad, para ser analizadas, ahora utilizando el Modelo de Moise. Aqui el
estudiante, tendra la oportunidad de aplicar o transferir las destrezas adquiridas en la fase
anterior.

Ejemplo de estas situaciones pueden ser las siguientes:
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- Observar la forma que adquiere los tridngulos equilateros en el Plano de
Moise, cuando uno de sus lados esta sobre el gje x.

- Una vez, estudiada la circunferencia, se le podria preguntar, qué pasara
con el resto de las secciones conicas? (elipse, parabola, hipérbola).

Lo importante del estudio de este modelo es que lo primero que el alumno, debe
tener presente, es el contexto donde se encuentra, para entonces poder tomar una
decision. Incluso esto lo puede ayudar para estudiar otros modelos que interpretan otras
geometrias como la hiperbolica y 1a eliptica.

A continuacion, presentamos, el modelo que presenta la doctora Lydia de Isaacs

(1990) para el desarrollo de destrezas especiales de pensamiento critico.

3.4.2 Modelo de desarrollo de destrezas especiales de Pensamiento Critico,
de la Dra Lydia de Isaacs (1990):

Este modelo fue presentado en un estudio quasi-experimental, con el prop6sito de
determinar el efecto en la adquisicion de destrezas de pensamiento al ensefiar a
estudiantes de enfermeria en un curso introductorio de enfermeria con enfoque en el
desarrollo de destrezas de pensamiento critico.

El modelo por ella presentado estd basado en la concepcién de Pensamiento
Critico dada por Robert Ennis, este modelo incluyé ocho destrezas de pensamiento
critico que fueron integradas al contenido de un curso de enfermeria y ensefiado por doce

semanas. Las destrezas ensefiadas fueron:
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e Analizar argumentos, entendiéndose por argumento una forma de pensar en
que se dan ciertas razones para apoyar una conclusion.

e Juzgar la credibilidad de una fuente de informacion. Para esta destreza se
analiza la fuente de informacion y se decide si la fuénte es creible, se usan criterios
especificos.

e Juzgar reportes de observaciones. Donde se determina la objetividad y
validez de reportes escritos que se presentan, este juicio se hace en base a criterios.

e Juzgar deducciones: Se juzgan argumentos aeducﬁvos, es decir, argumentos
en que se razona de premisas que se sabe o se asume que son ciertas a una conclusion
que sigue logicamente de las premisas.

¢ Juzgar inducciones. Es un argumento en el cual se razona de premisas que se
conoce o se asume que son ciertas, a una conclusion que es apoyada por las premisas
pero que no sigue loégicamente de ellas. Las premisas pueden ser causales, analogias,
comparaciones o datos estadisticos. Aqui se juzgan argumentos inductivos, es decir,
generalizaciones inductivas, hipotesis explicativas y sistemas teoricos. Se establece una
diferencia entre los diferentes tipos de inducciones y se usa criterios especificos.

¢ Definir términos y juzgar definiciones. Idea general que usamos para
identificar y organizar nuestra experiencia. Los conceptos son formados por
generalizaciones e interpretaciones. Una definicion sefiala los limites del territorio de
nuestra experiencia que puede ser descrito por un concepto. En otras palabras al definir

un concepto le ponemos los limites segliin nuestros conocimientos y experiencia. Aqui se
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revisa la habilidad de definir con claridad y precision; y se juzgan definiciones de
acuerdo a ciertos criterios.

o Identificar supuestos. Un supuesto es definido como algo que se toma como
un hecho. Se sostiene que para entender el punto de vista de un autor hay que identificar
los supuestos implicitos en los argumentos presentados por el autor. Se identifican
supuestos en base a criterios.

¢ Decidir sobre una accién. Se busca diferentes alternativas para un problema y
se seleccio'na la mejor. Se usan criterios para dicha seleccion.

Un esquema del modelo educativo presentado por la Doctora de Isaacs, para la

integracion de las destrezas de pensamiento Critico en el contenido de los cursos:

Modelo Educativo Para La Integracion De Las Destrezas De Pensamiento Critico
En El Contenido De Los Cursos, segiin la Dra Lydia de Isaacs.

1. Explicacion del Contenido de 1a Materia.
- Discusion y preguntas del contenido.

2. Introduccion de la Destreza.
- Explicacion de la destreza.
- Demostracion de la destreza (utilizando el contenido del curso)

3. Formacion de pequefios grupos.
- Practica de la destreza (utilizando contenido del curso)

- Presentacion de resultados a la clase (por un estudiante de cada pequefio grupo)
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Queremos indicar, que el paso uno, ella no lo presenta como parte del esquema,
nosotros lo hemos afiadido porque ella en la explicacion del procedimiento utilizado para
su investigacion, afirma que lo primero que hay que hacer es explicar el contenido del
curso, puesto que €l pensamiento no ocurre en vacio. Razon por la cual, ella antes de
introducir la destreza dedica un tiempo a la familiarizacion del estuchante con el

contenido de la materia, seguido por preguntas y aclaraciones en la clase.

Segun Beyer (1988), es necesario introducir una pequefia cantidad de destrezas

en un periodo de tiempo.

Pasemos a ver las destrezas de Isaacs, ya definidas anteriormente, utilizando
para ello, el Modelo Geométrico de Moise, a excepcion de la destreza “juzgar reportes de
observaciones”, por considerar que esta destreza se aplico en particular al caso de

enfermeria.

El procedimiento que utilizaremos sera el siguiente, enunciaremos la destreza sin
describirla puesto que ya lo hicimos, posteriormente explicaremos los principales para
el logro de la misma y por ultimo, ilustraremos la forma de verificar que el estudiante ha

logrado dicha destreza.
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Destreza N° 1: Analizar Argumentos.
1. Explicacion de la destreza:
. Descomponga el argumento en sus partes.
Determine la forma del argumento, es decir si es una induccion o deduccion.
2. Forma de verificar la Destreza:
Esta destreza aparece permanentemente en los procesos de demostracion en
Matematica y en particular en el Modelo de Moise. Ejemplo:
- Como el postulado L-A-L no se verifica en el Modelo, también es de esperarse

que los otros criterios de congruencia de triangulos no se verifiquen en €l Modelo M.

Destreza N° 2: Juzgar la credibilidad de una fuente.

1. Explicacion de la destreza:

Criterios o reglas que constituyen la destreza, se debe preguntar:

. Cual es el cal;lpo de experiencia del autor?

. Tiene el autor reputacion de ser veraz?

. Hay suficientes evidencias que justifican la posicion (o resultado) del autor?

. Existen otras alternativas para la misma solucién, de manera tal que no entren
estas en conflicto?

2. Forma de verificar la destreza.

Como una actividad importante en la Formacion del Pensamiento Critico, es €l

trabajo en grupo, en este caso, cuando un estudiante presente un resultado ante los demas
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miembros de su grupo, estos deben estar en condicion de aceptar o rechazar la solucion
planteada, apoyandose para esto en la evidencia de la informacion.
Ademas, el caracter exacto de la Matematica, permite en la formacion del

individuo, ser juzgador permanente de otras posibles alternativas a una ya dada.

Destreza N° 3: Juzgar deducciones
1. Explicacion de la destreza:
Utilizar las siguientes reglas

a. ldentifique los elementos del argumento (premisas y conclusiones)

b. Identifique el tipo de deduccion. Las deducciones pueden tomar varias
formas validas entre estas: Regla general, modus ponens, contrareciproca, silogismo
disyuntivo.

¢) Aplique el criterio unico (Método indirecto)

Una conclusion sigue necesariamente si su negacion contradice 1a aseveracion de
las premisas.

2. Forma de verificar la Destreza:

Esta destreza aparece permanentemente en el Modelo de Moise.

Cabe indicar que aqui, si bien es cierto se dan reglas de inferencias, lo importante

no es que el estudiante distinga que tipo de reglas de inferencia utilizo, sino que pueda

llegar a una conclusion apoyado en ellas, precisamente.
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Ejemplos: Como la medida angular en el Plano de Moise se define igual a la
medida usual euclidiana, se tendrd que las proposiciones relacionadas con ella en el
Plano Cartesiano, se verificaran en el Modelo de Moise.

- Otro ejemplo la demostracion del Postulado ocho, Capitulo II.

Destreza N° 4: Juzgar Inducciones
1. Explicacién de la destreza:
Reglas:
. Identifique los elementos del argumento.
. Identifique el tipo de induccion.
Hay tres tipos basicos de inducciones y cada tipo tiene reglas para
juzgarlas:

como lo son, generalizaciones inductivas, hipotesis explicativas y sistema teorico.

2. Forma de verificar la destreza.

Un ejemplo donde se pone de manifiesto esta destreza es al demostrar que la
suma de los angulos internos de un poligono de n lados es igual a (n-2)180°.

Este resultado se demuestra, utilizando un resultado equivalente al Quinto
Postulado, como lo es que la suma de los angulos internos de un tridngulo es 180°.

Para que el estudiante obtenga, dicho resultado, se parte desde n = 3, despues de

n=4. Es decir, se presenta un poligono de n lados y trazamos las diagonales desde uno
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de sus vértices, este poligono quedara dividido en n - 2 tridngulos, y como la suma de los
angulos internos de cada triangulo es 180°, se tendra que la suma de los 4ngulos internos

del poligono es (n - 2)180°.

Destreza N° 5: Definir términos y Juzgar definiciones

1. Explicacion de la destreza:

Esta destreza puede ser usada para determinar la validez de un concepto, juzgar el
significado de un concepto y juzgar la validez de una definicion.

Para juzgar una definicion hay que establecer la diferencia entre juzgar la
adecuacidad de un concepto y juzgar la explicacion del significado. se tendra en cuenta

el contenido del concepto, 1a estrategia definicional y la forma de la definicion.

2 Forma de verificar la destreza.

Esta destreza se pone de manifiesto en €l Modelo, por €jemplo, al considerar la
definicion de triangulo equilatero, el participante debe tener muy presente, el concepto y
en que parte del Plano se encuentran los vértices del mismo; asi también al considerar la
definicion de circunferencia, la misma no se comporta igual si tiene su centro sobre el eje
X. Algo importante de este modelo, es que el participante debe tener muy presente €l
significado de un concepto, asi como las caracteristicas del modelo, para entonces poder

adecuarlo al mismo.
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Destreza N° 6: Identificar Supuestos

1. Explicacion de la destreza.

Esta destrezalpuede ser utilizada cuando se trate de determinar la fuerza de un
argumento, la validez de un supuesto o cuando se trate de aprender sobre el punto de
vista de una autor.  Para utilizarla mejor:

. Descomponga el argumento en sus elementos.

. Identifique el tipo de supuesto. -

. Tenga presente que una conclusién es tan verdadera o aceptable de acuerdo a
los supuestos (premisas) sobre las que se apoya.

Tenga presente que un supuesto de cualquier tipo es una aseveracién que
necesita ser revisada antes de que pueda ser aceptada como cierta y antes de se actiie
sobre ella.

2. Forma de verificar la destreza.

Esta destreza se pondra de manifiesto de forma permanente al trabajar con el
modelo. El estudiante la aplicard cada vez que esté analizando un argumento. Tendra

que tomar muy en cuenta los supuestos que asume.

Destreza N° 7: Decidir sobre una Accién
1. Explicacion de la destreza.
Esta destreza puede ser utilizada en cualquier situacién donde tiene que

seleccionar un curso de accion que debe realizar o creer.



117

La misma es util para determinar en una forma mas segura qué creer o qué hacer.
Para su mejor utilizacion,
. Defina el problema.
. Identifique las alternativas por medio de las cuales puede ser alcanzado.
Seleccione la mejor en base a criterios, como lo son consecuencias,
costos, recursos, limitaciones.
. Monitoree la implementacion.

2. Forma de verificar la destreza.

Esta destreza tiene aspectos similares a la solucion de problemas, es decir lo
primero es comprender el problema, idear un plan para resolver, ejecucion del mismo y
revisar otras alternativas. Pues esta destreza se pone de manifiesto en el modelo, cuando
al estudiante se le presenta un problema, de acuerdo al tipo de solucion el tendra que
decidir sobre la accion a tomar, los cuales pueden ser una demostracion directa, indirecta

o un contraejemplo.

Observaciones con respecto a las destrezas que la Dra de Isaacs, sefiala que
pueden ser ensefiadas:

1. Las destrezas sefialadas deben ser adquiridas por todo estudiante que se dedica
al estudio de la matematica.

2. TIsaacs, presenta estas destrezas pard ser ensefiadas por separado, lo cual en la

ensefianza de la Matematica, es dificil, puesto que en una misma situacion de aprendizaje
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interactian varias de ellas a la vez. Es decir, al analizar un argumento, el estudiante
debe identificar supuestos, juzgar si es una deduccion o induccion, decidir sobre la
accion a tomar, etc. Las destrezas le ayudaran a resolver la situacion planteada por el
docente.

3. La adquisicion de estas destrezas se daran en la etapa de Conceptualizacion,

segin el modelo de Correa Guzman.

Para verificar si nuestra propuesta era factible, en el verano del afio 1997,
llevamos a cabo un seminario con docentes de Matematica de nivel medio y superior ,
asi como con estudiantes de la licenciatura en Matematica de los Centros Regionales de
Azuero y Los Santos. Dicho seminario le llamamos Modelos Geométricos en la
Formacion del Pensamiento Critico. Los Modelos Geométricos presentados fueron, en
el orden sefialado, el de Moise y el del Plano Radial C, siguiendo para su presentacion
las etapas sefialadas por Alberto Correa Guzmén. La actividad fue llevada a cabo con 33
participantes, los cuales fueron divididos en pequefios grupos de trabajo (cuatro
integrantes, aproximadamente). Después de la presentacion de los modelos ilustramos a
los participantes con algunos detalles referente al Pensamiento Critico. Al finalizar, la
actividad aplicamos una encuesta, la cual podra verse en la seccion de Anexo, con un
total de 14 preguntas, que si bien eran cerradas, se le pedia al participante que justificara
su decision. Los resultados de la misma los presentamos en la tabla que sigue a

continuacion:
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RESULTADOS DE LA ENCUESTA APLICADA A LOS PARTICIPANTES DEL
SEMINARIO MODELOS GEOM]:]TRICOS’,
EN LA FORMACION DEL PENSAMIENTO CRIiTICO.

ooy

Jckia W% OBSERVACIONEST, btk

No

1 Parc.

60.6

- Existe relacién con temas conocidos.
1- Se observd propiedades euclidianas que se
| verificaban o no en los modelos.

Buena presentacion, explicacion y aphcacwn

- El Tema es dificil

- El tema es nuevo.

- Necesidad de aclarar mas conceptos.
- Necesidad de tiempo

Si

No

90.9%

91

- Se dieron los elementos necesarios y bien
explicados.

- Habia que utilizar lo que se conocia de la
Geometria Euclidiana.

- El grupo ayudo6 a resolver.

- Se dejo para la creatividad del participante.

Si

No

Parc.

879

6.1

- Hemos podido afianzar y aplicar los
conocimientos.

- Conocimientos nuevos.

- Utilidad de las propiedades euclidianas y
compararlas con los nuevos modelos.

- Se ha dado una vision diferente de la
Geometria, hay hechos que no nos
imaginamos.

- Nos hizo reflexionar antes de actuar.

Fue dificil acostumbrarse a la otra Geometria.
Es un tema lejos de lo que se ve en el nivel
medio.

100
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- Las facﬂltadoras dieron laA 6portumdad

84.8
- Hubo tiempo suficiente.
- Se puso en practica lo conocido.
- Se tuvo que razonar.
- Se fue creativo.
5
No 12.1 - Por los nuevos conceptos.
- Propiedades dificiles.
- Tuvimos que recibir ayuda adicional.
Si 90.9 - Por las herramientas adquiridas.
- Segundad en la decision.
- Persona critica, capaz de tomar decisiones.
6 No 9.1 - No comprendia lo que se hacia.
- Nuevos conceptos.
- Existia duda en lo que hacia por lo nuevo de
los modelos.
Si 69.7
7 Parc. 303
No -
Si '~ |81.9 - Se presentan situaciones interesantes.
- Conocimientos nuevos.
- La situacion es diferente a lo acostumbrado.
- Lo que se cumple en uno no se cumple en el
otro.
8 - Se podian dar diferentes posibilidades.
Parc. 12.1 En algunos casos pueden ser verdaderos o
falsos.
No -
‘ Demasiado | 3.03
9
Suficiente |96.9
Poco
Muchas (97.0
10 Pocas 3.0
Ninguna
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11

No

3.03

i I OBSERVACIONES s i

pErIony o HE e S

- Para a.mphar el conocimiento de la
Geometria y desarrollar mas el andlisis de
situaciones.

- Nos lleva a formar el Pensamiento Critico,
el cual adolece el estudiante.

- Nos permite actuahzarnos en nuestra
profesion.

Porque no tiene aplicacion en la vida diaria.

12

Si

No

84.8

12.1

- Resultados interesantes.

- Buena Motivacidn.

- Por lo desconocido del tema.

- Perspectiva mas amplia de la Geometria.
- Los problemas se volvian un reto.

- En el seminario se aprendio todo.
- Dedicacion a otros temas.

13

Si

No

93.9

3.03

- Hemos conocido otras facetas de Ila
Geometria.

- Sélo conocia la Geometria euclidiana.

- La Geometria es diferente a como la
pensaba.

Porque tiene diferentes interpretaciones.

14

Si

No

879

12.1

- Presenta situaciones que necesita del
razonamiento.

- Da oportunidad a comparar.

- Da oportunidad de descubrir resultados al
enfrentarse a nuevas situaciones.

- Da lugar a la creatividad.

- Permite desarrollar habilidades.

- El participante debe llegar a conclusiones
por si sélos aplicando 1o conocido.

- El no tener la seguridad de la falsedad o
verdad del problema es un reto.

- Despierta la capacidad de analisis.
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Otras Observaciones.

- El seminario fue interesante.

- Buena metodologia.

- Es necesario actividades académicas donde
se le de oportunidad al estudiante de emitir sus
juicios.

- No llené las expectativas para el nivel
medio.

- Es necesario ver actividades académicas que
despierten en el alumno la capacidad de
analisis.

- Se debe seguir ofreciendo mds seminario de
este tipo.

- El seminario es bueno porque el alumno
trabaja constantemente.

- Se debe presentar situaciones similares que
se puedan presentar a nivel medio.

- Este seminario permite analizar situaciones
que no se dan en la Geometria Comun,
permitiendo un juicio diferente y un criterio
mas abierto.

- Muy buenas oportunidades para participar,
fomenta el Pensamiento Critico.
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RECOMENDACIONES

1. Desarrollar el Modelo Geométrico de Moise en estudiantes de la Licenciatura en
Matematica, una vez hallan completado el curso de Geometria Euclidiana y tengan cierto

dominio de Geometria Analitica y Trigonometria.

2. Iniciar el estudio de modelos geométricos con el Modelo de Moise, ya que este

presenta grandes semejanzas con el Plano Cartesiano, contexto habitual del estudiante.

3. Utilizar el Modelo Geométrico de Moise como un ambiente de aprendizaje que
contribuye a la Formacion del Pensamiento Critico en los estudiantes de la Licenciatura
en Matematica, implementando el modelo del profesor Alberto Correa Guzman (1993),

integrando el de desarrollo de destrezas especiales de la Dra. Lydia de Isaacs (1990).

4. Realizar futuras investigaciones que muestren la efectividad del Modelo E.C.A., del
profesor Alberto Correa Guzman, a otros cursos de la Licenciatura en Matematica, de tal
forma que se logre los objetivos del curso y el aprendizaje de destrezas de Pensamiento

Critico.
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5. Concientizar a los docentes para que busquen técnicas metodologicas que ayuden a
forman un pensamiento critico en los estudiantes, ya que éste no ocurre

automaticamente.

6. Realizar investigaciones que muestren el efecto de los docentes de la licenciatura en
Matematica sobres sus estudiantes, como modelo, de una persona que piensa

criticamente.
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ANEXO



ENCUESTA A LOS PARTICIPANTES DEL SEMINARIO
MODELOS GEOMETRICOS EN LA FORMACION DEL PENSAMIENTO CRITICO

Estimado participante: El presente cuestionario tiene el proposito de
captar tus impresiones sobre este seminario. Tus respuestas nos seran de gran utilidad
para futuros proyectos. Por ello te agradecemos tu gentileza al suministrarnos la
siguiente informacion.

1. ¢ Consideras que el contenido presentado en este seminario ha sido de facil

asimilacion ?
Si L
Parcialmente
No _
{ Por que ?
2. ¢ Recibiste la informacion necesaria para resolver los problemas ?
Si L
No -
{ Por qué ? X
3. { Crees que este seminario t¢ ha permitido afianzar tus conocimientos de
Geometria?.
Si .
Parcialmente
No _
{ Por queé ?
4. Las oportunidades que se dieron a los estudiantes para participar fueron:
Muchas
Pocas L
Ninguna _
5. ¢, Lograste por ti mismo(a) verificar el cumplimiento o no de ciertas propiedades
en los modelos estudiados ?
Si -
No -
( Por qué ? .
6. Cuando alguno de tus compafieros presentaba una posible soluciéon a
problema, /consideras que tenias los elementos necesarios para aceptarla o rechazarla ?
Si L
No _
{ Por qué ?
7. ( Este seminario ha favorecido el manejo de los métodos de demostracion ?
Si _
Parcialmente

No



8. ¢ El contenido tratado durante el seminario te motivé al andlisis critico de
situaciones geométricas ?
Si -
Parcialmente
No _
{ Por qué ?
9. El tiempo que se dio para el trabajo individual y grupal fue:
Demasiado
Suficiente
Escaso L
10.  Las oportunidades para inventar o crear ejemplos y contragjemplos fueron:
Muchas
Pocas
Ninguna .
11.  ; Crees que lo aprendido en este seminario resultara 1til para tu futuro (a nivel
profesional y personal) ?

Si
No -
{ Por qué ? X
12. Encontraste, a través del seminario, razones que te motivaron a seguir
estudiando los siguientes temas?

Si L
No _
{ Por que ?
13.  ; Ha cambiado este seminario tu vision sobre la Geometria ?
Si L
No -
{ Por qué? X
14.  ;Crees que la presentacion de situaciones en la ensefianza de la Matematica,

como las expuestas en este seminario, ayudan a mejorar el nivel de razonamiento de
nuestros estudiantes, ya sea para inferir, crear, emitir juicios, evaluar, resolver problemas
o dar una opinion?.
Si
No
(Por qué ?

Observaciones:




