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INTRODUCCION 

El trabajo que estamos presentando como uno de los re- 

nuisitos para optar 7or el grado de Maestro en Ciencias con 

Especialización en las caracte- Matemática, posee siguientes 

aue de inmediato señalaremos. rísticas 

se en el problema de la gene- En primer inspira lugar, 

ralización del resultado válido en general para espacios nor- 

mados, aue afirma: 

"Sí (E,HA E),(F,VHF) son espacios normados y f:E--9-F 

lineal y localmente acotada, entonces con- 

tinua" 

El resultado anterior, deja de ser válido en general 

cuando en lugar de considerar espacios normados se consideran 

espacios lineales topológicos arbitrarios. 

Con el objeto de caracterizar los espacios lineales to- 

pológicos que mantienen la mencionada propiedad, Mackey ([5]) 

y Bourbaki dip introducen los espacios lineales topológicos 

localmente convexos bornológicos. 

En el caso de los espacios lineales topológicos en ge- 

neral, el resultado que persiste es el siguiente: 

"Si (E,r),(F,cr) son espacios normados y f:E---0-F 
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lineal y secuencialmente continua, entonces f:E-~+F 

localmente acotada". 

De esta manera, para los espacios lineales topológicos 

localmente convexos bornológicos en general y los espacios 

normados en particular, se tienen los siguientes resultados: 

"Sean (E,V) un espacio lineal topológico local- 

mente convexo bornológico, (F, '3) un espacio li- 

neal topológico localmente convexo y f:E-->-F li- 

neal- 

(a) Si secuencialmente continua entonces 

f:E----41--F continua. 

(b) Si f:E.---411F localmente acotada entonces 

F secuencialmente continua". 

Podemos observar que, para las propiedades dadas en (a) 

y (b), la hipótesis "(E,TJ) espacio lineal topológico localmente 

convexo bornológico" es "excesiva" en el sentido de que las con 

diciones "continuidad secuencial" y "acotación local" implican 

ambas la continuidad de la aplicación lineal. 

En esta dirección Wilansky ([lo]) y Snipes ) introdu- 

cen la clase de los espacios lineales topológicos Que, pose- 

yendo la propiedad dada en (a), no poseen la propiedad dada 

en (b) y viceversa. 

A estos espacios /os denominan "Espacios Lineales to- 

pológicos C-secuenciales" y lespacios lineales topológicos 
S-bornológicos" según que posean la propiedad (a) o la propie- 
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dad (b) respectivamente y son estos espacios, el objeto de 

nuestro estudio. 

En otra dirección, la presentación de nuestro trabajo 

no lleva el esquema usual, en el sentido de desarrollarse por 

capítulos v secciones además de una rigurosa numeración de las 

definiciones, proposiciones y teoremas. 

Hemos auerido ensayar un tipo de presentación en donde, 

el cuerpo del trabajo está dividido por "áreas" específicas 

con sus nombres precisos y en donde no se tiene ningún tipo 

de numeración para las definiciones, proposiciones y teoremas. 

Para ello, hemos tenido que superar una serie de difi- 

cultades, escogiendo cuidadosamente el momento preciso de pre- 

sentar las definiciones, de enunciar las proPosiciones (que 

involucran propiedades) y los teoremas, para evitar que el lec 

tor tenga que mantener por mucho tiempo las mismas, antes de 

utilizarlas. Además, hemos insertado a lo largo del contexto, 

una serie de indicaciones al lector, con el objeto de señalar- 

le el por qué del próximo caso, el objetivo inmediato aue per- 

seguimos y la vía que utilizaremos. Por último, en la redac- 

ción del mismo, hemos evitado al máximo el uso excesivo de la 

simbología, con el fin de que su lectura sea más ágil y que 

responda a nuestra concepción de la presentación. 

Finalmente, el trabajo consta de cuatro áreas' en la 
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primera, aue hemos titulado "Espacios lineales topológicos 

C-secuenciales", hacemos el estudio de los mencionados espa-

cios, además de examinar algunas de sus propiedades, lograr 

algunas caracterizaciones y construir la topología C-secuen-

cial en la segunda, que titulamos "Espacios lineales topoló-

gicos S-bornológicos", hacemos un trabajo similar al primero, 

para los espacios lineales topológicos S-bornológicos; en la 

tercera, aue denominamos "Propiedades de Permanencia", estudia-

mos los límites inductivos, los límites inductivos estrictos, 

productos y subespacios densos de ambos tipos de espacios, y 

en la cuarta, aue simplemente hemos llamado "Ejemplos y Con-

traejemplos", presentamos modelos específicos de estos esPacios, 

cue nos permiten afirmar aue ninguna de las dos clases de espa-

cios estudiados incluye estrictamente a la otra. 

Para finalizar, aueremos advertir que la lectura del tra 

bajo exige el conocimiento general de los Principios del Aná-

lisis Funcional, que se podría obtener del estudio de Rojo ([8]) 

o de Horvath ([4]) por ejemplo. además de la consideración de 

aue todos los espacios lineales to,ológicos estudiados en el 

mismo son espacios topol6gicos de Hausdorff (T2). 



ESPACIOS LINEALES TOPOLOGICOS 

C-SECUENCIALES 



Antes de formalizar, mediante una sola definición, los 

espacios lineales topológicos C-secuenciales, daremos algunas 

otras definiciones 'previas, aue utiliaremos en la formaliza- 

ción de los mencionados espacios. 

En este sentido, es necesario definir los subconjuntos 

secuencialmente cerrados y secuencialmente abiertos de un es- 

pacio topológico en general. 

Definición (Subconjuntos secuencialmente cerrados) 

Sea (E,25) un espa- 

cio topológico y ASIE. Se dice que A es un subconjunto secuen- 

cialmente cerrado de E, si y solo si, para todo punto xe E si 

existe una sucesi6n (xn )c:A tal gue la sucesión (xn ) converge 

a x según Z5 entonces x e A . 

De otra manera: 

7 C E secuencialmente cerrado <-1> [( V x e E) ( 3 (xn)Cis : 

x n x ) =4> x e A 

Definición (Subconjuntos secuencialmente abiertos) 

Sea (E / /5) un espacio 

topológico y A glE. Se dice que A es un subconjunto secuencial- 

mente abierto de E, si y so 'o si, el complemento de A en E, es- 

to es A es secuencialmente cerrado. 

De otra manera' 

A CE secuencialmente abierto <1==i> [( x E) (3(xn) AC, 



Estamos en este momento, en condiciones de dar una de- 

finición de espacio lineal topológico C-secuencial. 

Definición (Espacio lineal topológico C-secuencial) 

Sea (E,r) un espacio 

lineal topológico sobre K. (E,r) se denomina Convexo-Secuen- 

cial o simplemente C-secuencial si y solamente si, todo sub- 

conjunto convexo secuencialmente abierto AcE, es abierto se- 

gún 'e 6 rrabierto. 

Nuestro siguiente paso será el de caracterizar las ve- 

cindades secuenciales de un punto en un espacio topológico en 

general. 

Definición (Vecindad secuencial) 

topológico, 

secuencial de 

Se dice VE 

Sean 

es 

(E,r) un espacio 

E 

vecindad una Vg.E,x e E. que 

si, toda xe sucesión (xn) E, si g y solamente 

2: a x, está eventualmente en V. De otra que converge según 

manerat 

V a E vecindad secuencial de x e E <3==Nrsi(xn) E, xn  x ==1> 

(xn) e.e. en y]  

<-1> [VOcn Lcs E, c=959N)1, tal que \21 n ..›,N, 

xn e y] 

Las proposiciones a continuación están dirigidas a re- 



conocer algunas propiedades de los subconjuntos secuenciales 

abiertos y de las vecindades secuenciales disqueadas del ori- 

gen, en el contexto de los espacios topológicos en general pa- 

ra el primer objeto y en el de los espacios lineales topoló- 

gicos para el segundo. 

Proposición  

Sean (E,r) un espacio topológico, VIZE. 

Entonces: para que VgE sea secuencialmente abierto es condi- 

ción necesaria y suficiente que, para toda sucesión (xn)cE 

y todo punto x CV, tal que xn-a-ii-x se tenga que la sucesión 

(xn) esté eventualmente en V. 

Demostración 

Condición Necesaria  

Supongamos que nuestra 

tesis es falsa, entonces existe una sucesión (xn)E y existe 

xcV tal que xn---r-x y (xn) no e.e. en V. 

Luego para todo m;,?.1, existe xn eVc, pero xn ---•-x, 

entonces x ---4-x, donde (xnm)5;V nm  

Como V es secuencialmente cerrado, puesto que por hi- 

pótesis V es secuencialmente abierto, entonces xev , lo cual 

es una contradicción. 

De esta manera hemos probado que necesariamente (xn) 

está eventualmente en V. 



Condición Suficiente 

Supongamos nuevamente 

que nuestra tesis es falaz esto es que V no es secuencialmen- 

te abierto, luego VC  no es secuencialmente cerrado. Entonces, 

existe una sucesión (xn)c= VC  y existe x€ V, tal aue 

Luego, existe (xn)SIE y existe xc V tal aue xnelawx, 

pero (xn) no está eventualmente en V, puesto que (xn).q1VC, lo 

cual es contradictorio, Así probamos cine V es secuencialmen~ 

te abierto. 

Proposición  

Sea (Es t) un espacio lineal topológico. 

V E una vecindad secuencial disqueada del origen en E. En- 

tonces: V es absorbente. 

Dipmostración  

Sea V91 E una vecindad secuencial disaueada 

del origen en E y supongamos que V no es absorbente Entonces, 

existe x e E, tal que V ne N, x y nV, luego. ne N,4.1 i  V, lo 

que implica que (I)e VC. 

Como x es tri ~acotado y in O, entonces  

Tenemos entonces que (2-151) 4  E, x  •  te O y (ii) no e.e en V, me 

go V no es una vecindad secuencial del origen, lo cual es una 

contradicción 

Así entonces, V es absorbente.. 



Proposición  

Sean (E, t)  un espacio lineal topológico, 

p:E---31.-R una Semi-norma sobre E. Entonces: para que p:E---0-R 

sea secuencialmente continua es necesario y suficiente que 

Vp  = {xe E:p(x)<1 }sea una vecindad disqueada y secuencial- 

mente abierta del origen en E. 

Demostración 

Condición Necesaria  

Supongamos que p: E —gis- iR 

es una semi-norma secuencialmente continua y consideremos 

el conjunto Vp = (x e E : p(x)<1}. 

Puesto que g es una semi-norma, entonces Vp es un dis- 

co absorbente. 

Demostremos ahora que Vp  es secuencialmente abierto. 

C C Para ello consideremos Vp =tx E E : p(x)1} y (xn) Q Vp tal 

que xn  -154- x . 

C Como VnEN xn  € Vp, entonces V ne IN p(xn)?-1 y 

st puesto que p es secuencialmente continua y x—*- x, tendremos 

de donde nle•-imco p(xn)=p(x))1, por lo que x e VCp, 
C con lo que Vp  es secuencialmente cerrado y por tanto Vp es se- 

cuencialmente abierto. 

Condición Suficiente _ 

Supongamos ahora que 



V = {x € E : p(x)<1 } es una vecindad disqueada secuencialmente 

abierta del origen en E. 

Tendremos entonces que Vp  es absorbente, de donde el 

funcional de Minkowski gv de Vp, es una semi-norma. 

Veamos que gvp  es secuencialmente continua. 

Supongamos que no lo fuera* entonces existe (xn).CE 

con xn-r-dos-0 y gv (x)—/--Ot  esto es: p 

tal que V mE N, 3 nm E tW tal que g
vp

(xnm)?, C, pero 

esto nos lleva a que gvp( xnmh, ) 1, lo que nos dice que 

xn  v o que xnm/e € Vp  y puesto que nm —~0 y V p es se- 

cuencialmente cerrado, tendríamos O VP' lo cual es una con- 

tradicción. 

De esta manera hemos probado que g
vp 

 es secuencialmen- 

te continua. ig 

Proposición  

Sean (Lee) y (F,'!) espacios topológicos, 

V GE un abierto secuencial y h:E---»-F un homeomorfismo de E 

en F. Entonces, h(V) es un abierto secuencial. 

Demostración 

Sea V un abierto secuencial. .T.E Conside- 

remos [h (V)] C y (xn) [h(v)J1 ' con xn—eis-x. ge  

que [h (V)] c  h / -1 (xn)) C (VC) v .g. Puesto = entonces t h , 

' t con h-1(xn)---P-h-1(x) dado que h es un homeomorfismo. 



Como V es cerrado secuencial, puesto que por hipótesis 

V es abierto secuencial, entonces h-1(x) e , luego 

h(h-1(x)) = xCh(Vc) = [h(Vj c  , por tanto h(V) es cerrado 

secuencial, con lo que h(V) es abierto secuencial de (F,7). 11  

Proposición 

Sean (Eje) y (F,':1) espacios topológicos 

un homeomorfismo, Vg.E una vecindad secuencial de 

x€ E. Entonces h(V) es una vecindad secuencial de h(x) en 

(F, J). 

Demostración 

En efecto, sea (yn)gF con y2-s.-h(x), como 

h es un homeomorfismo hel(yn)--r- x y dado que V es vecindad 
Li -1 secuencial de x e E r  3 (yn) C V. I\T>2. •  tal que V n ?.1\T se se tiene h  

Luego:301, tal que \Lile IN, se tiene yn Ch(V) con lo que h(V) 

es una vecindad secuencial de h(x) en (F,ZI).11 

Una vez obtenidas las propiedades mostradas en las pro 

posiciones anteriores nuestro objetivo inmediato será el de 

enunciar el Teorema que nos brindará la primera caracteriza- 

ción de los espacios C-secuenciales en función de: los abier- 

t os de la topología, los subconjuntos secuencialmente abier- 

t os, las semi-normas secuencialmente continuas, las vecinda- 

des del origen para la topología y las vecindades secuencia- 

les del origen. 



Teorema  

Sea (E,1:0) un espacio lineal topológico sobre K. 

Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes: 

(i) (E,r) es C-secuencial 

(II) Todo disco secuencialmente abierto de E es t-abierto. 

(iii)Toda semi-norma secuencialmente continua sobre E, es 

continua. 

(iv) Toda vecindad secuencial disqueada del origen en E es 

una t-vecindad del origen en E. 

(v) Toda vecindad secuencial convexa del origen en E es 

una tt-vecindad del origen en E. 

Demostración  

(i)c=1›.(ii) 

En efecto, si (E,t) es C-secuen 

cial, entonces todo convexo secuencialmente abierto de E es 

2:,-abierto, luego, en particular todo convexo equilibrado 

(disco) secuencialmente abierto de E, será r-abierto. 

(ii) (iii) 

Supongamos que todo disco se- 

cuencialmente abierto de E es 25-abierto, y consideremos 

p:E---Ips-R una semi-norma secuencialmente continua sobre E. 

Probemos que p es continua mostrando que Vp= tx€E:p(x)< 1} 

es una t-vecindad del origen en E. 
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En efecto, puesto que p es una semi-norma secuencialmen- 

te continua, entonces Vp  es una vecindad disqueada secuencial 

mente abierta del origen en E, y por(tí) Vp  será una vecindad 

disqueada t-abierta del origen en E, esto es V ÉTO,R;) P 

(iii)==C>(iv) 

Asumamos ahora que toda semi- 

norma secuencialmente continua sobre E es continua y consi- 

deremos V1.1E una vecindad secuencial disqueada del origen en 

E. Probaremos que VCV(0,11:,), mostrando que gv , el funcional 

de Minkowki de V, es continuo. 

Puesto que V es una vecindad secuencial disqueada del 

origen en E, entonces V es absorbente y de esta manera 

g7:E-0-ER es una semi-norma secuencialmente continua, de don- 

de por (iii) gv  es continua. 

(iv)=C>(v) 

Presentaremos la demostración en 

dos fases atendiendo el hecho de que V=RoV= e 

Para el primero de los casos (K = R), sea V una vecin- 

dad secuencial convexa del origen en E. 

Probaremos que V es una 1:-vecindad del origen en E, 

mostrando que contiene una de tales r-vecindades. 

Para tal efecto consideremos el subconjunto de E, w=vn(sy) 

Tenemos que W es convexo por ser intersección de convexos 



y vecindad secuencial del origen en E, por ser intersección de 

✓ ecindades secuenciales del origen. 

Por otro lado, W es simétrico puesto que si xeVn(-V), 

entonces, también -xevn(-v) y siendo K = R, tendremos que W 

es equilibrado. 

Así pues, W es una vecindad secuencial disqueada del 

origen en E y por (iv), W es una st-vecindad. 

Finalmente basta recordar que W = vn (--v)c v. 

Para el segundo caso, esto es E = C, sea VCITE una ve- 

cindad secuencial convexa del origen en E, utilizando el ar- 

gumento al que recurrimos en el caso anterior para mostrar 

que V es una 2:-vecindad. Consideremos en esta ocasión, U 

el núcleo equilibrado de V. 

Puesto que 06V, entonces U # 0, de donde U = n XV. 
W41 

y como por hipótesis V convexo, U también lo es. 

Probaremos ahora que U es una vecindad secuencial del 

origen en E, mostrando que contiene una vecindad de ese tipo. 

Con este fin, sea W = [y n ( -y) n ¡y) n (-±v)] 
Es inmediato que W es vecindad secuencial del origen 

en E, puesto que es intersección de vecindades secuenciales 

del origen en E. 

Demostraremos ahora que Wat.' , con lo cual U será 

✓ eciendad secuencial del origen en E. 
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Sean x W, e e con o( >y 1. Entonces $O[' ,>-• 

Sean además 0(1,oG, tR tales que c( -1= 0<i+ 

Y S 10(11+10(21 

Así tendremos que: 

lx = 0(3. X + 0(2 X = sgn oti) x + 14  (isgno(2)x) 

Haciendo xi  = ( sgn c(.1)x y x2  = (i sgn o(2 )x tendremos: 

lx  = s  [ +Ialx2 
 

Dado que W es invariante bajo la multiplicación de 

tendremos que xl, x2  E W y puesto que W es convexo 

por ser intersección de convexos, entonces --7-1°(1)  x1  +.7-1°(21  x2  6W. 
1 Or li j Como cs i, entonces Sa  le<11+ 10< 2 1,c 

Por otro lado, teniendo que w acr  y entonces: 

2( 191W X I 2  I  S 14.   S X2' 
2 

= 1-( 1°11 I x1+111(21 x )€v 2 

Utilizando el hecho de que V es convexo y el hecho de que 

-1(1, tendremos 

S 2 S 
x1+1°121x2)±(1. -2 ) (0) cÇ xl 4-13(X2 

mici(11(sgne)x3 +I°(2 I (i sgn 0(2  )x2 
c<1 x1 + ic)(2x2  

0C lx E V 
-1 

Ahora, dado que 0( )(CV, tendremos xec<V,Vicki ?el, en- 

tonces x e U, de donde W U. 

Así pués, U es una vecindad secuencial disqueada del 

origen en E, y por (iv) U es una te-vecindad del origen en E. 
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Finalmente bastará reconocer que U g. V para concluir 

que VEV(0, 

(v) c-41> (i) 

Supongamos finalmente que toda 

vecindad secuencial convexa del origen en E es una 'e-vecin- 

dad del origen en E. 

Por el hecho de que las traslaciones son homeomorfismos, 

la afirmación anterior es equivalente a la siguiente proposi- 

ción: 

"Toda vecindad secuencial convexa de un punto es una t,-vecin- 

dad de dicho punto". 

Así pues, si A es un abierto secuencial convexo, enton- 

ces A es vecindad secuencial convexa de cada uno de sus puntos 

y (v) nos lleva a que A es una re-vecindad de cada uno de sus 

puntos, de donde A es 

La proposición que estudiaremos de inmediato nos permi- 

tirá caracterizar las aplicaciones lineales secuencialmente 

continuas entre espacios lineales topológicos, a partir de las 

vecindades secuenciales del origen del espacio dominio. 

Proposición  

Sean (E,t,),(F,Y) espacios lineales topoló- 

gicos y f:E-----*~F una aplicación lineal de E en F. 

Una condición necesaria y suficiente para que f sea se- 
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cuencíalmente continua, es que la imagen inversa por f de to- 

da 'e  -vecindad del origen en F, sea una vecindad secuencial 

del origen en E. 

Demostración 

Condición Necesaria  

En efecto, supongamos 

F una Zr-vecindad del origen en F, con V 7-abierta 

Vc  resultará 7 -cerrada y por tanto contendrá todos Entonces 

los puntos límites de sus sucesiones convergentes. 

Consideremos ahora 

-1 

(xn)g [ f  -1(v)ic con xn x. 

Como [f-1(y)]c = (y), entonces f(xn)ql Vc  y ade- 

más, f(xn)-2--0--f(x), puesto que por hipótesis, f secuencial- 

mente continua. 

Dado que Vc  ':1-cerrado, entonces f(x)e Vc, lo que nos 

lleva a que x f-1(Vc) = [fal(V)] c  

ic De esta manera hemos probado que [f-  (V).1 es secuen- 

cialmente cerrado en E y por tanto f-1(V) es secuencialmente 

abierta, de donde f-1(V) es una vecindad secuencial del origen 

en E. 

Condición Suficiente  

Puesto que por hipótesis 

f:E--›-F es lineal, bastará eme demostremos la continuidad se 

cuencial de f en las sucesiones convergentes al origen en E. 
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Para tal efecto, sea (xn)12 E con xn ---01.- O y sea VEY(0,V) 

Como VEY(0, 13), entonces por hipótesis f 1  (y) es una 

vecindad secuencial del origen en E y como xn O, tendremos 

que =3/n11, tal que con VilN tendremos xn e f-1(V), con lo 

cual 23 N 1, tal que con V n)bi se tiene f(x)€V. 

Puesto que la vecindad V del origen en F considerada es 

arbitraria, entonces f(xn)-1-0- 0 = f(0). 

Así pues, f es secuencialmente continua.. 

Con la carecterización anterior de las aplicaciones li-

neales secuencialmente continuas entre espacios lineales topo-

lógicos, podemos lanzarnos a enunciar y demostrar el siguiente 

teorema, que nos dará una segunda caracterización de los espa-

cios lineales topológicos C-secuenciales, en esta ocasión en 

función de las aplicaciones lineales secuencialmente continuas 

sobre espacios lineales topológicos localmente convexos. 

Teorema  

Sea (E,15) un espacio lineal topológico sobre K. 

Entonces: 

(1) Si (E,t) es C-secuencial: entonces dado (F,Z1) un es 

pacio lineal topológico localmente convexo sobre IK 

y f:E--)-F, una aplicación secuencialmente continua 

de E en F, se tiene que f es necesariamente continua. 
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(2) Si (E,21.) posee la propiedad a continuación: 

"Dado (F,111), espacio lineal normado sobre E y 

f:E--0-F aplicación lineal secuencialmente continua 

de E en F entonces, f continua", entonces (E,e) es 

un espacio lineal topológico C-secuencial. 

Demostración  

(1) 

Supongamos que (E,2..) es un espacio lineal 

topológico C-secuencial y sean, (F,zr) un espacio lineal topo- 

lógico localmente convexo sobre E y una a?licación 

lineal secuencialmente continua de E en F. 

Probemos que f es continua. 

Para ello, sea V una vecindad del origen en F, con V 

disqueada. 

Puesto que f es lineal, entonces f-1(V) es disqueada y 

como f es secuencialmente continua, f-1(V) es una vecindad se- 

cuencial del origen en E y, finalmente, como (E, t) es C-se- 

cuencial, f-1(V) es una re-vecindad del origen en E. 

Así pues, f es continua. 

(2) 

Asumamos ahora, que (E,15) tiene la propie 

dad enunciada en (2) y probemos que (E,1:5) es C-secuencial. 

Para ello consideremos a V.g. E, una vecindad secuencial 

disqueada del origen en E y probemos que V es t-vecindad del 
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del origen en E. 

Sea gv  E—watt:1 el funcional de Minkowski de V. 

Puesto que V es disco, entonces gv  es una semi-norma 

y como V es una vecindad secuencial del origen en E, entonces 

gv es  secuencialmente continua y además, V, c:V. 

Consideremos ahora N = ix€E gv (x) = O) 

Es inmediato que N es un subespacio lineal de E, con 

lo cual podemos considerar el espacio lineal normado (E/N,Heilv ) 

donde: 

E/N designa el espacio lineal cociente de E módulo N y• 

dada por V 31 E/N,U3ZII, = gv(x) 

Sea ahora yp :E E /N la suryección canónica de E 

en E/N• 

Sabemos que yp es lineal y veamos ahora que y es 

secuencialmente continua. Para ello, sea (x)11 E con xn----~0 

y probemos que (tp(xn)) teillv-convergente a N en E/N. 

En efecto, puesto que gv  es secuencialmente continua 

O, entonces (gv (xn))9; R con gv (xn)----.- O. 

De esta manera, como 1P(xn) v  = II In = gry(xn) 

entonces o tp(x ) H —4-0 de donde (9p(xn)Si E/N es hiv-con- n v 
vergente a p(o) = = N. 

Así pues y:E —ab-% es secuencialmente continua, de 

donde, por hipótesis, y será continua. 

Y 
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Finalmente, sea B la bola unitaria de E/N  
141v 

Como y es continua, entonces y -103,11v ) eVco,15 ) 
Pero: 4, ( piv) = { x e E/ tp(x) Bleiv  

x e E/ fi p(x) v  (ci 

{xe E/ gv(x)c} 

= Vgv  

luego V
gvEr4,r) y como Vgv5IV, se tendría que V es /5-vecin 

dad del origen en E. 

De esta manera (E,t) es un espacio lineal topológico 

C-secuencial. 

Corolario  

Sea (E,15) un espacio lineal topológico sobre 

E. Para que (L'e) sea C-secuencial es necesario y suficiente 

que posea la siguiente propiedad: 

"Dado un espacio lineal topológico localmente convexo 

(F, 7) sobre K y una aplicación lineal secuencialmente conti- 

nua f de E en F I  entonces f es continua". 

Demostración: 

En efecto, la necesidad del corolario nos 

la brinda la condición (1) del teorema anterior y la suficien- 

cia, la condición (2) del mismo, dado que en particular los 

espacios lineales normados constituyen espacios lineales to- 

pológicos localmente convexos. 
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Una vez caracterizados los espacios lineales topológi- 

cos C-secuenciales en las dos vías en que lo hemos logrado, 

nuestro interés se centrará en la construcción de topologías 

que constituyan, espacios lineales topológicos localmente con 

vexos dados en espacios lineales topológicos C-secuenciales, 

así como también examinaremos algunas de sus propiedades y su 

relación con la topología original dada. 

En este sentido enunciamos el siguiente: 

Teorema  

Sea (E,15) un espacio lineal topológico localmen 

te convexo sobre K. 

Seall,cs  la colección de todas las vecindades 'e-se- - J   

cuenciales disqueadas del origen en E. 

Entonces• 13cses una base local de una única topología 

lineal que denotaremos por tal que (E* — taf. 1 es un espa cs* cs,  

cío lineal topológico localmente convexo sobre E. 

Además, los espacios lineales topológicos localmente 

convexos (E, t) y (E• tcs) tienen las siguientes propiedades: 

( 3  ) t 4 tics 

(jj) (E,T) es C-secuencial si y solo si ft= Te, CS 

(iii) CY t cs poseen las mismas sucesiones convergen- 

tes 

(3v) re es la más fina de todas las topologías lineales cs 
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localmente convexas sobre E, para las cuales las 

sucesiones convergentes son las mismas que para it 

(v) ( • tcs) es C-secuencial 

Demostración 

Sea: 

V vecindad re-secuencial disqueada 

del origen en E 

Mostremos que s posee las propiedades exigidas en el 
173c 

Teorema 1 de [4] 

En efecto," es una colección no vacía, puesto que cs 

toda re -vecindad disqueada del origen en E es también una 

vecindad ft-secuencial disqueada del origen en E. 

Por otro lado, dado Vejetes, tenemos que V Ø  O, puesto 

gue O V. 

De otra parte, dadas V, V' C espicss  tendremos que VnV‘e cs 

dado que, si (xn) E con xn O, entonces existen N 1,  

tales que \91  n ?...1\1 y Vm 71»11  se tiene xn  V y xrn e . Por 

tanto, tomando M= max N,Ng  obtenemos que V n xne vn v 

Además siendo cada Vellcs  disqueada y vecindad r-se 

cuencial del origen en E, se tiene que en particular cada 

V ClScs  es equilibrada cpnvexa y absorbente. 

Por último, dada V€75css tendremos que U= IV c V es 2 - 

equilibrada (pues V lo es) y siendo las homotecias de razón 
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no nulas homeomorfismos, entonces U es convexa y vecindad 

to-secuencial del origen en E, por tanto U Finalmente, 
elles" 

1 siendo V convexa, se tendrá U + U = 3V + -V .._. y 
2 

En consecuencia, existe una única topología que denota 

remos rcs  sobre E, tal que (Ea t5) es un espacio lineal to 

pológico localmente convexo, para la cual )5 es una base 
cs 

del filtro de vecindades del origen en E. 

Además• 

(j) 

En efecto dada V, t:-vecindad disqueada del origen 

en E, existe 1) , TJ-abierto, tal que O ee y O= 

Como 1)  es e-abierto, entonces p c  es t-ce 

rrado, de donde t) es secuencialmente cerrado, 

por tanto 1) es secuencialmente abierto y final- 

mente v es\r(09 tics) 

Así, t.44;s 

(ji) 

Condición Suficiente4 
.~1  

Consideremos V una t-vecindad 

secuencial disaueada del origen en E Entonces 

v rs\r(01 rcs) en- Como por hipótesis 

tonces V es una vecindad disqueada del origen para 

Luego (E,r) es un espacio lineal topológico C-se- 
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cuencial. 

Condición Necesaria: 

Como por (j) tenemos que t4 tcs. 

bastará mostrar que tcs 4 r 
Para tal efecto, consideremos W una t 5-vecindad c 

del origen en E, entonces existe V, una vecindad 

disqueada t-secuencial del origen en E, tal Que 

Vc:w. 

Como (E,95) es C-secuencial por hipótesis, tendre- 

mos que V es una te-vecindad del origen en E y co- 

mo V .92W, tendremos que W es una t-vecindad del 

origen en E, con lo que rcs4 r 
(iii) 

Como por (j) se tiene que entonces es in- 

mediato que toda sucesión tcs-convergente será 

también ti-convergente. 

Sea ahora, (xn)91- E, tal que les° y considere- 

mos W una t 5  _vecindad del origen en E. c 

Como WeVOI ecs)  ' entonces existe V una vecindad 

15-secuencial disqueada del origen en E tal que 

W. 

Veamos que (xn) está eventualmente en W. 

Supongamos que no es así: 
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Entonces, Vm )1, nm> rn, tal que xnm  w, luego 

Vra)i 3 nm > m, tal que xnif Vc. 

Como xnm  Soat O y V d  es -secuencialmente cerrada, 

se tendrá O € Vc, lo cual es una contradicción. 

Por tanto, 9 N ) 1, tal que V n?,1\1, xn eVQ W, luego 

(xn) es tcs-convergente 

(jv) 

Sea ^,t  otra topología localmente convexa sobre 

E, tal que posee las mismas sucesiones convergentes 

que para 

Consideremos VÇ E, una t' -vecindad disaueada 

del origen en E y (xn) g E, tal aue  

Entonces, (xn) está eventualmente en V y como 

xn----~ O, por hipótesis se tiene que V Cpbcs, con 

lo cual V es una secs-vecindad disqueada del 

origen en E. 

De esta manera hemos probado que CyLecs. 

(y) 

Para mostrar que (E, tics) es C-secuencial, mos- 

traremos que (tos) cs = tcs y por (jj) (E, tcs) 

será C-secuencial. 

Verifiquemos rue (rcs) cs y oe poseen las mismas 

sucesiones convergentes y por (3v) ( rcs) cs tcs. 
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Por (jjj) (Z5cs)cs y tcs ?oseen las mismas sucesio 

nes convergentes y por (3jj) tcs y IC también p.2 

seen las mismas sucesiones convergentes, luego 

(rcs)cs y /5 poseen las mismas sucesiones conver 

gentes. 

Por otro lado, por (j) tenemos que 15cs4(lecs)cs 

Así pues, hemos logrado probar que tcs = (tcs)cs 

Proposición 

Sea (E,t) un espacio lineal topológico' en 

tonces, entre todas las toPologías localmente convexas que 

poseen las mismas sucesiones convergentes que para t ,  tcs 

es la única para la cual (E,15cs) es un espacio lineal topo- 

lógico C-secuencial. 

Demostración 

Por teorema anterior tenemos que tcs es 

una topología localmente convexa sobre tal que posee las E, 

mismas sucesiones convergentes cue 57, además, (E,tes) es 

lineal topológico C-secuencial. un espacio 

Veamos que rcs es la única topología sobre E con las 

propiedades mencionadas. 

Para esto, sea k, otra topología localmente convexa 

sobre E, tal que posee las mismas sucesiones convergentes que 

y que, además, (E,t) es un espacio lineal topológico 
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C-secuencial. 

Puesto que re y V poseen las mismas sucesiones conver- 

gentes, tenemos datcs. Probemos ahora cue tcs ce: con lo 
mw que habremos mostrado que (de= feCS. 

En esta dirección, consideremos V51,  E una vecindad con- 

vexa del origen para tcs y (xn) SI E con xn  

Como, por hipótesis, ti, se y tics poseen las mismas 
Xp sucesiones convergentes, entonces x csneg-00, nor lo cual (xn) 

e. e. en V, de donde E es una vecindad secuencial convexa V 

del y, siendo (E,1:11 un espacio lineal t  origen para topo- 

lógico C-secuencial, se tendrá que V 9; E es una vecindad con- 

vexa del origen para T5 , con lo que rcskeel 



ESPACIOS LINEALES TOPOLOGICOS 

S-BORNOLOGICOS 
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Basados en las definiciones dadas en las secciones pre- 

cedentes podemos enunciar nuestra definición de Espacio Lineal 

Topológico S-bornológico. 

Definición (Espacio Lineal Topológico S-Bornológico) 

Sea (E,t) un espa- 

cio lineal topológico sobre E. (E,15) se dice Secuencialmente  

Bornológico o simplemente S-bornológico, si y solamente si, to- 

do subconjunto bornívoro convexo A g E, es una vecindad secuen- 

cial del origen en E. 

Una vez dada la definición de un espacio lineal S-borno- 

lógico nuestro siguiente paso, será el de enunciar un Teorema 

que nos dará una primera caracterización de tales espacios, 

a partir de los discos bornívoros del espacio, las vecindades 

secuenciales del origen en él y las semi-normas localmente a- 

cotadas definidas sobre él. 

Teorema 

Entonces 

(i) 

las 

Sea 

S-bornológico 

proposiciones 

lineal sobre E. (E,t) t000lógico 

equivalentes: 

un espacio 

(E,t) es 

son siguientes 

(ji) Todo disco bornívoro en E, es una vecindad se- 

cuencial en E. del origen 

(iii) Toda semi -norma localmente acotada sobre E, es 

secuencialmente continua. 
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Demostración  

(i) =4> (11) 

En efecto, si (E, t)  es S-borno- 

lógico entonces, todo subconjunto bornívoro convexo de E es 

vecindad secuencial del origen en E, luego en particular to- 

do subconjunto bornívoro convexo equilibrado (disco bornívoro) 

de E, será vecindad secuencial del origen en E. 

(ji) =1>(iii) 

Supongamos que todo disco bor- 

nívoro de E es vecindad secuencial del origen en E, y consi- 

deremos que p:E es una semi-norma localmente acotada 

sobre E. 

Probemos que p es secuencialmente continua, mostrando 

que Vp -":: {Xe E : p(x) < 1 } es una vecindad secuencial del ori 

gen en E. 

Puesto que p es una semi-norma, entonces V es un dis- 

co. 

Probemos ahora que Vp  es bornívoro. 

Para ello, sea B C  E con B acotado y supongamos que 

Vp  no absorbe a B. Entonces V n1 se tiene que BnVp, de 

donde, ‘91  n )1, 3 xne B, tal que xnol nVp, luego,  

xn  B, tal que x
nn 

 V gor tanto. V n 31, 3 xn  e B, tal P' 
xn  que p) 1, entonces kin 1, 3 xne B, tal que p (xn) n y 
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sup así n)t  p(xn) = co 
sup ... SUD 

COMO x€ B pkx)-ran?,) =co , tendremos que p no es 

acotada sobre B, lo cual es una contradicciam a nuestra hipó- 

tesis. 

De esta manera V absorbe a B, con lo cual V es un dis 

co bornívoro de E y por (ji) V es una vecindad secuencial del 

origen en E' así hemos demostrado que p es secuencialmente 

continua 

(iii)c=4> (i) 

Asumamos ahora que toda semi- 

norma localmente acotada sobre E, es secuencialmente continua, 

y sea y g_ E con V un bornívoro convexo. 

Probemos que V es una vecindad secuencial del origen 

en E, mostrando que contiene una de tales vecindades. 

Para ello, consideremos b(V), el núcleo equilibrado de 

Puesto que V es bornívoro tendremos que 06V, de donde 

b(v) # O y finalmente b(v) = ()AV 00.1. 
Como V es convexo, entonces b(V) es también convexo 

siendo b(v) equilibrado, tendremos que b(V) disco. 

Probemos ahora que b(V) es un bornívoro. 

Con tal fin, consideremos B 9.1 E con 8 acotado y e(B) 

la cápsula equilibrada de B. 

y 
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Como B es acotado, entonces e(B) es un subconjunto aco- 

tado y equilibrado de E, por tanto: 
-1 VPal , e(B) e(B) de dondeVl1,, e(B)..g_ Xe(B), luego 

e (B)gn Xe(B) 
tx1/4  

Por otro lado, como V es bornívoro y e(B) es acotado, 

entonces 9« > 0, tal que e(B).g. oty, luego, V IXI )1. e(B) Vcx V) 

de donde e(B) n Xo(V, por lo c-fue e(B)g-c( inas3iXv, por tanto m'u 
e(B) Co( b(V) y como B g._ e(B), tendremos que b(V) es un borni- 

✓ oro. 

Siendo b(V) un disco bornívoro, entonces gb(v) , el fun- 

cional de Minkowski de b(v), es una semi-norma sobre E. 

Probemos ahora que a es una semi-norma localmente 
-11D(V) 

acotada sobre E. 

Sea A C  E con A acotada y supongamos crue g no es 

acotada sobre A. 

Entonces, V ri , 3 ane A, tal que gb(v) (an) > n2 o de la  

otra manera, gb(v)  (-Tran)> n, tendremos entonces Vni, 3 ane A, 
a, 

tal que nsa n b(V) . 

Como V n )1, ane A, tendremos que (an) Ç A y puesto 

que A es acotado, se tendrá (an) acotado. 
1 Por otro lado como —n O y (an) es un acotado, entonces 

a, a 0, de donde (....n) también es un acotado. 
ar., 

Como b(V) es bornívoro, 9 n4 1, tal que " e m b(V) Vn?-1. 
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luego ewill= e m b(D), lo cual es una contradicción 

Así tenemos que g es una semi-norma localmente aco- 

tada sobre E y por (iii) 
g
b(v) es una semi-norma secuencialmente 

continua sobre E, de donde b(V) es una vecindad secuencial del 

origen en E. 

Finalmente, puesto que b(V)c:V, tenemos aue V es una ve- 

cindad secuencial del origen en E, con lo que probamos que (E,/5) 

es S-bornol6gico.11  

La proposición que enunciaremos a 'continuación caracte 

✓ izará las semi-normas localmente acotadas sobre un espacio 

lineal topológico (E,ft5) a partir de los discos bornivoros del 

espacio. 

Proposición: 

Sea (Es t) un espacio lineal topológico sobre 

E y p E--0R una semi-norma sobre E 

Es condición necesaria y suficiente para que p sea lo- 

calmente acotada en E, que Vp = {xE E : p(x) < I} sea un dis- 

co bornivoro de E. 

Demostración 

Condición Necesaria 

Sea p : E—fi- R una semi- 

norma localmente acotada en E. Entonces, Vp  = e E: p(x) < 1 I 

es un disco absorbente de E. 
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Veamos que Vp  es t-bornivoro. 

Para ello, consideremos A a E con A %- acotado. Puesto 

que p es localmente acotada, se tiene que 94> O, tal aue 

SUD 
X jA {P(x) } tal que <C(, 1uego30<>0. suP { 1)(9<1 x e A « de donde 

tal que Vx A, -€Vp, por tanto,gc<>0, tal que  

x o(Vp, entonces c(> O, tal ate AV S  por lo aue Vp es 

r-bornívoro. 

Condición Suficiente: 

Supongamos ahora que 

Vp  = x € E: p (x) <1} es un disco bornivoro de E. 

Verifiquemos que p es localmente acotada. 

Para ello, sea A g.. E con A un le -acotado. 

Puesto que Vp  es re -bornívoro, tendremos quega(> O, 

tal que A _c o(Vp, luego, 3c(> O, tal que V XGA, p(x)<o( 
supf 

por tanto, go( > O, tal que x A ll) `›c 'S C« con lo que p (A) es aco- 

tado en E, con lo cual p es localmente acotada.. 

Una vez caracterizadas las semi-normas localmente aco- 

t adas a partir de los discos bornivoros del espacio enuncia- 

remos el siguiente Teorema, que pondrá a nuestra disposición 

una segunda caracterización de los espacios lineales topo16- 

gicos S-bornológicos, esta vez, a partir de las aplicaciones 

lineales localmente acotadas sobre espacios lineales topoló- 

gicos localmente convexos. 
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Teorema• 

Sea (E, /: ) un espacio lineal topológico sobre fR 

Entonces- 

(j) Si (E, T: ) es S-Bornológico, entonces dado (F, Zi ) 

un espacio lineal topológico localmente convexo 

sobre rEC y frE F una aplicación lineal local- 

mente acotada de E en F, se tiene que f es nece- 

sariamente secuencialmente continua 

(ji) Si (E, 11. ) posee la propiedad a continuación- 

"Dado (F, (j-11) un espacio lineal normado sobre Iç y 

una aplicación lineal localmente acota- 

da de E en F, entonces f es secuencialmente con- 

tinua", entonces (E, t ) es un espacio lineal to 

pológico S-bornológico 

Demostración 

(i) 

Supongamos eme (E, r) es un espacio li- 

neal topológico S-bornológico y sean (F, 7.7 ) un espacio lineal 

topológico localmente convexo sobre I< y f:E---›-F, una apli- 

cación lineal localmente acotada de E en F. 

Probemos aue f es secuencialmente continua. 

Para ello, sea V una vecindad del origen en F, con V 

disqueada, 
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Puesto f lineal, entonces C1(V) es que es disqueada. 

Veamos f -1 (V) es un disco bornívoro. que 

Consideremos, tal fin, A E con A r -acotado. para 

Puesto que f es localmente acotada, entonces f(A) es ZI-aco- 

tado en F. Así,3o(>0, tal que f(A)CV, de donde 91x> o, 

t al que A c<f-1(V) , con lo gue f-1 (V) es un disco bornívoro 

de E y como (E,t) S-bornológico f-1  (V) es una vecindad secuen 

cial del origen, de donde f es secuencialmente continua. 

(ji) 

Asumamos ahora que (E,t) posee la pro- 

piedad enunciada en (jj) y probemos que (E,15) es S-bornoló- 

gico. 

Para ello, consideremos V E con V un disco bornívoro 

y mostremos que V es una vecindad secuencial del origen en E. 

Sea gv:E ---*--R el funcional de Minkowski de V. 

Puesto gue V es un disco bornívoro de E, entonces 

gv:E-0P-R es una semi-norma localmente acotada y además 

V cV. gv- 
Consideremos ahora N = tx6E g(x) = O} y puesto gue 

N es un subespacio lineal de E, podemos considerar el espacio 

lineal normado (
E 
 /N,HA v) donde: 

E/N designa el espacio lineal cociente E módulo N y• 

bis/  E/b1 R dada por : I e E/N, II srgv(x) 
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Sea ahora 9:E---~ E/N el epimorfismo canónico de E 

en E/N. 

Tenemos que y es lineal, verificaremos que 19 es 

localmente acotada en E. 

Para este efecto, sea A un t-acotado de E y mostre- 

mos que tip(A) es 011 -acotado en E/N. 

Puesto que gv  es localmente acotada y A es se-acota- 

do de E, entonces ILloo, tal que Vx CA, g(x)co(,, luego 
suP ti larN..1 11 

Vx EA, tp(x)fi v =HRO v = g(x)Co(, de donde  

con lo cual Ç(A) es II i y-acotado en E/I, por lo que y,  es 

localmente acotada en E. 

Siendo --4~ E/N lineal y localmente acotada, en- 
-1 

tonces es secuencialmente continua, de donde y (B ) 

• 

es una vecindad secuencial del origen en E. 

Pero: —1 y (Boto) =E: ws(x) C Burvi, 

= {x CE: HtP(x)H<1} 

= {x e E: gv (x) < 1 } 

Luego V es una vecindad secuencial del origen en E 
gv 

y como Vgv 5IV, entonces V es una vecindad secuencial del ori- 

gen en E, con lo cual (E,r) es S-bornológico. 11  

Corolario  

Sea (E,/,-;) un espacio lineal topológico sobre 

UNIVE S1DAJ DE PANAMA 

BIBLIOTECA 
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E. Para aue (E,T,) sea S-bornológico, es necesario y suficien 

te que posea la siguiente oropiedad: 

"Dado un espacio lineal topológico localmente convexo (F,r,r) 

sobre IR y una aplicación lineal localmente acotada f:E 

de E en P, entonces f es secuencialmente continua". 

Demostración  

Es claro que la condición necesaria del co-

rolario nos la ofrece (j) del teorema anterior y para la con-

dición suficiente, basta considerar (jj) del mismo teorema, 

ya que los espacios lineales normados son espacios lineales 

topológicos localmente convexos particulares.. 

Lograda la caracterización de los espacios lineales 

topológicos S-bornológicos en los sentidos en que lo hemos he 

cho, pasaremos a estudiar la construcción de topologías sobre 

espacios lineales topológicos localmente convexos dados, de 

manera tal que se constituyan en espacios topológicos S-bor-

nológicos, además de estudiar algunas de sus prooiedades y su 

relación con la topología original dada. 

Con este fin enunciamos el siguiente: 

Teorema 

Sea (E,r) un espacio lineal topológico localmen 

te convexo sobre E. 

Sea la la colección de todos los discos 15-bornivo- 



37 

ros de E. 

Entonces, " b  es una base local de una única topología 

lineal que denotaremos por tilo , tal que (E, 15b) es un espacio 

lineal topológico localmente convexo sobre K. 

Además, los espacios lineales topológicos localmente 

convexos (E,t),(E er.cs  ), (E,ltb) tienen las siguientes~ pro- 

piedades: 

(1) rocs 4 tb 
(jj) (E,1»,) S-bornológico si y solo si t>d 

CS  

(j3j) 'by 

Atb) 

rio  los mismos acotados, esto es A(T5)= poseen 

(jv) tb  es la más fina de todas las topologías lineales 

localmente convexas sobre E, para las cuales, los 

acotados son los mismos que para T: 

(y) (E, es es S-bornológico. 

Demostración 

Sea ilb  = ty _C. E : V disco r-bornívoro). 

Mostremos que th posee las propiedades exigidas en el 

Teorema de [1] . 

En efecto, podemos afirmar que bes una familia no 

vacia de partes de E, puesto que toda vecindad disqueada del 

origen V en E es un t-bornívoro, luego VC,b  

Por otro lado, dada Veybb  tenemos que V ' O puesto que 
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siendo disco re-bornívoro 06V. 

De otra parte, dados V, V(Cy)b, tendremos VnViepb, pues 

to que siendo V y y' discos, y n y' lo será y siendo A un 

r-acotado, existen cx> O, «'> 0, tales que A o(V y A ..9. oeVI. 

Tomando N= max {ci/ , oe } obtenemos A 21(V n y' ) , con lo cual 

V n V' es un t-bornívoro. 

Además siendo cada Veyb  disqueada y t-bornívora, se 

tiene que en particular cada Vefrb  es equilibrada, convexa y 

absorbente. 

l Por último dado Vel3b, tendremos que U = v CV es con- 

vexas y equilibrada puesto aue V lo es y siendo las homotecias 

de razón no nulas homeomorfismos, entonces si A es r-acotado, 

tendremos que también 2A es sb-acotado y como V es bornívoro, 

30( > O tal que 2A cd( V, de donde 300, tal que AC 0( A, por lo 

que3:4>01  tal que A ..gigU , con lo que U es r-bornivoro con 

lo que es finalmente Uel5b  y además U + u = 1 2-V + 2 V. 2 
Entonces, existe una única topología sobre E que deno- 

taremos rb, tal que (E, tb) es un espacio lineal topológico 

localmente convexo. Para lo cual 1lb  es una base del filtro de 

vecindades del origen en E. 

Además: 

(j) 

En efecto, sea V, una tcsavecindad disaueada 
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del origen en E. Verifiquemos que V es 1:-bor 

nívora. 

Supongamos que V no es 2.-bornívora, entonces 13A un 

fe-acotado tal que Vri. 1, ASAnV, luego, Vni;11., 3xne A 

tal que, xn  nV por tanto, V n 1, 3x€ A, tal que xnn  IV. 

1 
Pero 

0 

xn  
---41~0 puesto 

e.e. en V, 

que 

pues 

(xn)51 A, es /5-acotado gue n  

luego n, V es una vecindad secuen (r) Y 

cial del origen lo cual es una contradicción. en E, 

Así tenemos que V es 2.-bornívora con lo cual V es 

una Itb-vecindad disgueada del origen en E, de donde tc54tb 

Como se tiene que t4tCc5•  tenemos finalmente que 

r 4 tcs 4 'eh 

Condición Necesaria  

Supongamos que (E, t) es 

un espacio lineal topológico S-bornológico. 

Tenemos por (i)tc54tbe  Consideremos ahora a V una 

ID-vecindad disqueada del origen en E. Como (E, t) es 

S-bornológico, entonces V es una vecindad secuencial del ori 

gen en E, de donde 'eh 4rcs 
Así tes = ftb 

Condición Suficiente  

Supongamos ahora que 
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t = teb y sea V un disco 25-bornívoro de E. cs Entonces V 

es una tb-vecindad del origen en E. Como tcs = tb' 

3u tal que U G V, con lo cual V es una vecindad se- 

cuencial del origen en E y por tanto (E, t) es un espacio 

S-bornológico. 

(i7j) 

Como por (j) se tiene que rece
b 
 entonces 

es inmediato que todo tb-acotado es también un r-acotado, 

de donde A(t.b )c= A(t). 

Sea ahora A un tsacotado de E y W una rtb-vecindad 

del origen en E 

Entonces, 13V un disco t-bornivoro, tal que V W, 

1uego300, tal que A 11 ci< V a OnW, con lo que A es un stbeas 

cotado de E, de donde A(t) 9.1 A(rb). 

Así, A(r) = Mit))) 

(jv) 

Sea '1; otra topología localmente convexa 

sobre E, tal que Dosee los mismos acotados que para Z5 

Consideremos a V una ti -vecindad disqueada del ori- 

gen en E y a A, un t'-acotado de E. Entonces,3p(>0, tal 

que Acc(V. Como A es también un r-acotado, entonces V 

es un disco r-bornívoro de E y en consecuencia vej5b, con 

lo que V es una rb-vecindad disqueada del origen en E, 



41 

de donde riettb  

(v) 

Probaremos que (tb) b = (#11b)cs y por (jj) obtendremos 

que (E,t,b) S-bornológico 

Por (j) sabemos Peb  4 (T5b) b  

Por otro lado, por (jjj) tenemos que (t,b)b Y itb poseen 

los mismos acotados y nuevamente por (ijj) tenemos que 

y tts poseen los mismos acotados, entonces (t:b) b  y t5 poseen 

los mismos acotados, de donde por (jv) tendremos que veb)b4tb 
Así b = (t5b) b y como por (j) se tiene 

(tb) cs 4 ( tb)b entonces finalmente se tendrá (aeb)cs=(tblo 



PROPIEDADES DE PERMANENCIA 

Y 

OTRAS PROPIEDADES 



43 

Esta sección estará dedicada a examinar algunas de las 

propiedades de permanencia de que gozan los espacios lineales 

topológicos C-secuenciales y S-bornológicos y algunas propie- 

dades de estabilidad para productos y sub-espacios densos de 

los mencionados espacios. 

TEOREMA  

Sea E un espacio vectorial sobre V. Sea ((Es, t))1 

una familia no vacía de espacios lineales topológicos, todos 

sobre el mismo cuerpo K. Sea (fi) j. una familia no vacia 

de aplicaciones lineales, tal que Vi e i• Sea 

ve la topología lineal localmente convexa final sobre E, 

✓ especto a la familia  

Entonces, si para cada i€ I, (Epti) es un espacio li- 

neal topológico C-secuencial, tendremos que (E s t) es un es- 

pacio lineal topológico C-secuencial. 

Demostración: 

Sabemos que 25 , la topología lineal local- 

mente convexa final sobre E respecto a la familia  

es la más fina de todas las topologías lineales localmente 

convexas sobre E, para la cual cada una de las aplicaciones 

de la familia es continua. 

Por otro lado, una base del filtro de vecindades del 

origen para (E,r) está dado por: 
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y) = (V 5.P. E : V es un disco absorbente de E y tal Que 

f71(V), 6-vecindad del origen en Ei} V± € 
Sunongamos ahora aue tenernos(EG. 1:1) C-secuen- I 

cial. 

Probemos aue (E/e) también es C-secuencial. 

Para ello, sea V una vecindad secuencial dísaueada 

del origen en E, entonces V es un disco absorbente de E. 

✓ eamos que Vie  1, -1 (V) es una ri-vecindad del ori- 

gen en Ei. 

Como Vi e I, fi es lineal y ti-te continua, entonces 

Vie I, fi  es lineal ri-tat secuencialmente continua y como V 

disaueada y absorbente del origen 

f71(V) es una vecindad secuencial 

1 entonces V 

es una vecindad secuencial 

en E, se tendrá que  

disqueada del origen en E. 

Siendo cada (E1, t)  C-secuencial \vi iE: I' fie  
es una t1-vecindad del origen en 

cual V es una tt-vecindad del origen 

es C-secuencial. 

TEOREMA  

de donde VC,, con lo 

en E y por tanto (E,r) 

Sea E un espacio vectorial sobre V. Sea ((Ei, rei)kei  

una familia no vacía de espacios lineales topológicos todos so 

bre el mismo cuerpo K. Sea (fi) i e  una familia no vacía de 

aplicaciones lineales tal que, Vie I E y además 
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fi(E)=E. 
je' 

Entonces, existe sobre E, una topología lineal local- 

mente convexa t , la más fina, tal que , f. es secuen- ieIi 
cialmente continua. 

Además (E, t) es un espacio lineal topológico C-secuen 

cial. 

Demostración: 

Consideremos en E la familia: 

) es una 

vecindad secuencial del origen en (E1, t)} 

Probemos que:P posee las propiedades exigidas en el 

Teorema de [1] • 

En efecto," es una colección no vacía, dado que Ee, 

puesto que siendo E un disco absorbente se tiene que 
-1 

Vi I' fi (E)=E1  es una vecindad secuencial del origen en 

(Ei, 

En otra vía, dada Ve", tendremos aue y# O, pues 

siendo un disco se tiene 0 v. 

Por otro lado, dadas V, V'e, entonces V y Y 1  son discos 

absorbentes, de donde V n V' es también disco absorbente y 
-1 -1 

siendo Vie fi (V), fi (V') vecindades secuenciales del ori- 
-1 -1 -1 

se tendrá que Vi e v  fi  (V n vi ) =f (V) n f (V' gen en (Ey  ti). 

es una vecindad secuencial del origen en (Es, ti). 
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Además, siendo cada yey5 un disco absorbente, se ten- 

drá que cada vep será en particular equilibrada, convexa y 

absorbente. 

1 Por último, dado ve73, tendremos que U = 2V ,Z V es un 
-1 -1 1  1 -1 

disco absorbente además fi (U)  ( /V)  2f  ' 1 (y) es y Vi = fi = e ii 
una vecindad secuencial del origen en (Ei,15i). Además 

1 U + U = 2:V + 1V V, pues V es convexo. 

Consecuentemente, existe una única topología 25 sobre 

E, tal que (Eje) es un espacio lineal topológico localmente 

convexo, para la cual, es una base del filtro de vecindades 

del origen. 

Verifiquemos ahora que Vicio E es secuencial 

mente continua. 

Para ello consideremos a W una fe-vecindad del origen 

en E, entonces existe Ve 131  tal que Vc= W. 
-1 Como Vie v  fi  (V) es una vecindad secuencial del ori- 

gen en 
-1 -1 

y además como fl fi (W), se tendrá que (Es, t) MI; 
-1 es una vecindad secuencial del origen en (Ei,ti) 

con lo cualVI'  fi  es secuencialmente continua i  

Mostraremos ahora que 95 así construída es la más fina 

de todas las topologías sobre E, para la cual cada aplicación 

de la familia (fi) ie  es secuencialmente continua. 

En efecto, sea 'el  otra topología sobre E, para la 
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cual cada aplicación de la familia (f). 51  es secuencialmente 

continua y sea V una 0C-vecindad disqueada del origen en E. 
-1 Entonces V .  CI fi  (V) es una vecindad secuencial del origen 

en (E1, Z5 , ), luego Ve, de donde V es una r-vecindad del 

origen en E, de donde lt. 4 

Finalmente probemos que (E,t) es un espacio lineal to 

pologico C-secuencial. 

Para el efecto, sea V una vecindad secuencial disquea. 

da del origen en E. Entonces V es un disco absorbente de E, 

Veamos que V es una t.-vecindad del origen en E, ve- 

rificando que VisI, E-1(V) es una vecindad secuencial del ori 

gen en (Ei, ri) . 

Consideremos ti 
xn—e- O -1 para ello fi  (V) y (xn)9.1 Ei  con 

como Vi e 1, fi: E • E es secuencialmente continua, 

k entonces f4(x r----0~ O n 

Siendo V una vecindad secuencial del origen en E, ten- 

dremos que 3 tal aue\in:;11m, f(x) V, luego  
-1 tal que\in;lm, xn e fi  (V), de donde fi  (V) es una vecindad se- 

cuencial del origen en (Ei, 25i) 

Por tanto, V es una ro-vecindad del origen en E y por 

ende (E, t) es un espacio lineal topológico C-secuencial.11 

Basados en los dos teoremas precedentes enunciamos el 

siguiente, 
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Corolario  

Sea E un espacio vectorial sobre K. Sea 

((Ei, riflici  una familia no vacía de espacios lineales topo- 

lógicos, todos sobre el mismo cuerpo K. Sea  una fami- 

lia no vacía de aplicaciones lineales, tal queVi v  

y además fi(Ei) = E 

Entonces, la topología T5  sobre E, que hace a (Es se) 

un espacio lineal topológico localmente convexo con f. ti-se 

continuaV €1 y' la topología r(5' sobre E, que hace a (E s t') 

unespaciolinealt°P°16giccilocal"ntec""" confi t'15  
secuencialmente continua Vi e 1, son las mismas, si  Vi e se 

tiene que (Es. Vi), es un espacio lineal topológico C-secuen- 

Demostración 

En efecto, si V es una r-vecindad dísqueada 

del origen en E, como VieI fi leis es continua, entonces 
-1 

Viel,f-Mes"ale•-vecincladdelorig""Etode donde 

I ' fi
1(V) es una vecindad secuencial del origen en (Es, ri) 

y por tanto V es una ti-vecindad del origen en E, con lo cual 

tes  

Recíprocamente si V es una -G -vecindad del origen 

en E, como Vi e  fi  tric es secuencialmente continua, enton- 

ces Vi e 1, fi-1(V) es una vecindad secuencial del origen en 

Puesto gue Vi e  I, (E. t) es C-secuencial entonces 
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Vi e 1 f 1(  V) es una 'ti-vecindad del origen en Ei  de donde 

pc,  . Así =  re  im  
MI 

Las proposiciones que estudiaremos a continuación servi-

rán de apoyo en el estudio de los productos numeraiples de espa 

cios lineales topológicos C-secuenciales y de espacios lineales 

topológicos S-bornológicos. 

Proposición 

Sean, (E, t) un espacio lineal topológico, 

(F, ) un espacio normado y f?E--4-F una aplicación lineal 

secuencialmente continua. 

Entonces F es localmente acotada 

Demostración 

Supongamos aue nuestra tesis es falsa, esto 

es aue f:E no es localmente acotada. Entonces existe 

Ac= E, A e-acotado, tal aue f(A) no esFI-acotado. 

Luego, Vn ?..1, 3an e  A tal que II f ( an) )1 n, entonces 

>..1* 3  aneA, tal que  If  f( 1) 1  
an Pero puesto que (an) 9.1 A es r-acotada y 

1	 an y como f es secuencialmente continua, se tendrá  

3 N >,1, tal que \in?. N I f(144 fli,  lo cual es una contradicción 

Por tanto f:E--0-F es localmente acotada."' 

Proposición 

Sean, ((Ei,ei))ici una familia no vacía de es 



50 

pacios lineales topológicos, (E,2:;) su producto topológico, 

(F,111) un espacio normado y una aplicación lineal. 

Entonces, si f:E-~~4~F es localmente acotada, se tendrá 

que f es idénticamente nula, salvo en un número finito de los 

considerados como subespacios del producto. 

Demostración  

Supongamos nuevamente que nuestra tesis es 

falaz* entonces existirá una sucesión infinita de indices dis 

tintos ii,i2,...,i • .de I, tales que f/E4 = fin  # 0. 

Entonces existirá una sucesión (x• ) in  con x. e  E• Y in  In 
n = 1,2,... tal que fin(xin)# O. 

Consideremos la sucesión (an) 91 E dada por : vn,11 
n'u 

an  = (O, • ..,0,   
II fjn(Xjnill  

Sea para cada i 6 I, TTi E-0-Ei  la i-ésima proyec- 

ción de E sobre Ei 

Entonces, 

nx• in  si i e fi  
n n 

TT. (a ) = < n 
O si • . i •-n'as 

\-• 
Como cada proyección es acotada, entonces la sucesión 

(an) también es acotada. 
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Pero 

II r1  
í nxi  

••=1~ 

k fin(xin)fl 

de donde f no es acotada sobre (an), lo cual es una contradic 

TEOREMA  

Sea ((En, tn))n .;11  una familia numerable de es 

pacios lineales topológicos y sea (E, t..) su producto topoló- 

gico 

Es condición necesaria y suficiente para que (E, t  ) 

sea un espacio lineal topológico C-secuencial, que para cada 

n ;11, (Ea. t ) sea un espacio lineal topológico C-secuencial. 

Demostración 

Condición Necesaria 

Supongamos que (E,r) el 

espacio producto topológico de la familia ((En,r n„)) 01 es  
C-secuencial. 

Consideremos (F, fis)I) un espacio normado y para un K 

fijo, sea f:Ek---*-F una aplicación lineal secuencialmente 

continua de Ek en F. 

Consideremos ahora la aplicación f E----F dada por: 
a• 

vx = (xn)E. E , f(x) = f(xk) 

Tenemos que 7, así definida, no es más aue fo k es- 
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to es 7= foTTk  donde Trk  denota la k-ésima proyección de E 

sobre Ek. 

Tenemos que f es lineal, por ser compuesta de aplicaciones 

lineales y además 7 es secuencialmente continua, por ser com- 

puesta de una aplicación continua (la proyección TTk) y una 

aplicación secuencialmente continua (la aplicación dada f). 

Puesto que por hipótesis (E, T.%) es C-secuencial, en- 
tu 

tonces f = foTTk es continua, de donde f es continua y por tan 

to (Ek, k) es C-secuencial. 

Condición Suficiente  

Asumamos ahora que, pa- 

ra cada n '0"› 1, se tiene que (En, ten) es C-secuencial. 

Consideremos (F, Hl), un espacio normado y f 

una aplicación lineal secuencialmente continua de E en F. 

Como f E F es una aplicación lineal secuencial- 

mente continua de E en F (espacio normado) entonces f 

es localmente acotada y, en consecuencia, f es idénticamente 

nula, salvo en un número finito de los En, considerados como 

subespacios de E. 

Así, existe un número finito de índices  

tales que 
2 0.4.41,P1 

17, 

para k = 1, 
f/Eak # ° 

p f/En  =0 ara n I  
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De esta manera, basta que demostremos aue el producto 

finito de espacios C-secuenciales es C-secuencial. 

Para ello, sean (E1, er..1) y (E2, 2::2) espacios C-secuen 

f • x El ciales una aplicación secuencialmente y con- E2 --+-F 

tinua F, espacio normado. con 

Consideremos ahora: 

1 • • E1 dada 

f2 : E2-01-F dada 

por e  

por Vx e  

E1 f1(x1) = f(x1,0) 

E2 ' f2 (x2) = f(0,x2) 

mente 

Dado f1 x 

lo 

(0) 

serán 

e  

fl  

f 2  ~111 

y 

/E2 x {0} y f es 

(El, 

secuencial aue f /E1  = 

continua, y f2  ri) también puesto que 

y (E2, re 2 ) son C-secuenciales, entonces fl  y f2  serán conti- 

nuas. 

Puesto que f ° TT f 2 2 entonces f es conti- T7 = f 1 + 

nua, de donde x C-secuencial. El E2  es 

Dedicaremos ahora nuestros esfuerzos al estudio de los 

subespacios densos en espacios lineales topológicos C-secuen- 

ojales y de sus propiedades respecto a lo C-secuencial. 

Definición (Subespacio secuencialmente denso) 

Sea (E,15) 

un espacio lineal topológicio localmente convexo sobre V, 

y sea F un subespacio vectorial de E. 

Se dice que F es un sub-espacio secuencialmente denso 

en E, si y solo si, para cada x e E, existe una sucesión (xn) SI Fo 
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ns tal que Xn  --ala» X 

TEOREMA  

Sea (E, 25) un espacio lineal topológico localmen 

te convexo sobre V y F un sub-espacio secuencialmente denso 

en E, 

Se tiene que, si (F,stF) es un espacio lineal topoló- 

gico C-secuencial, entonces (E, r) es también un espacio li- 

neal topológico C-secuencial. 

Demostración 

Sea (G, un espacio normado y f 

una aplicación lineal secuencialmente continua respecto a 1: . 

Es inmediato que f/F  secuencialmente 
leF 

continua = F es 

puesto si (xn)51 respecto ftF, a que F con entonces 
"C• xn

II•11  a y ----41~0, de donde f(x) u finalmente fF (xn 

puesto que Vxn e F, fF (xn) = f(xn). 

Dado que por hipótesis (F, feF) es C-secuencial, en- 

tonces tendremos que fF F----0~G es continua. 

Tenemos, entonces, una aplicación lineal continua y 

por el Teorema de Hahn-Banach, existe una aplicación lineal 

continua, g E-----0~G de E en G, tal que su restricción a F, 

esto es g/F = coincide con fF* esto es gF  = fFw gF* 

Probaremos que g = f, de donde f será continua y po- 

dremos afirmar entonces aue (E, 1.t) es un espacio lineal to- 
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pológico C-secuencial. 

Con este fin, consideremos la aplicación h:E-0-G, de- 

finida por h=f-g y probemos que h=0, con lo cual g = f.* 

Anotemos primeramente que h es lineal, pues es la di- 

ferencia de dos aplicaciones lineales y es secuencialmente 

continua, puesto que es la diferencia de una aplicación con- 

tinua (g) y una aplicación secuencialmente continua (f). 

Sea ahora x e E; como F es un sub-espacio secuencial- 
lim xn  

mente denso en E, existe (xn) si F, tal que n-.- 
••••••• 

Además, h(x) = h ( hm  x) n 
= hm (h(xn)) n,Ipm 
= hm (f(xn) - g(xn)) 

n-owdoo 

= hm (f
F n (x ) gF (xn» n-gb- 433  

= O (puesto que fF  = gF ) II  

Definición (Subespacio localmente denso) 

Sea (E, t5, ) 

un espacio lineal topológico localmente convexo sobre E y sea 

F un subespacio vectorial de E. 

Se dice que F es un sub-espacio localmente denso en E, 

si y solo si, cada para x existe un disco acotado El de e E, E, 

tal (xn) F, de manera II x N
ne--sR  -x, en EB  n que existe que 

(EB, ullB), donde EB  designa el sub-espacio vectorial de E, 
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generado por B, esto es EB = (B> y 1111E  EE---.-R está defi- 

nida por : C EB' = g3 (x) (funcional de Minkowski x II E  

de B.) 

TEOREMA  

Sea (E, 2°S) un espacio lineal topológico local- 

mente convexo y, F un sub-espacio localmente denso en E. 

Se tiene que, si (F, '5) es un espacio lineal topoló- 

gico C-secuencial, entonces (E, r) es también un espacio li- 

neal topológico C-secuencial. 

Demostración 

Por el Teorema precedente bastará mostrar 

que la densidad local de F en E, implica la densidad secuen- 

cial de F en E. 

Para ello, sea x e E. Como F es localmente denso, en- 

tonces existe B, disco acotado de E y (xn)11 E n F, tal que 
Rile xn  

Ahora, siendo 13 un 'e-acotado en E, la topología 

inducida por ta, sobre EB* es menos fina que la topología 

de la norma sobre EB. 
ver "t5 Consecuentemente, xn x, de donde xn x en EB. 

Por tanto, para cada x C E, existe (xn)91 F, tal que 

15 de donde F es un stib-espacio secuencialmente denso 

en E. 
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TEOREMA (Garsoux) 

Sea (E, t ) el espacio lineal topoló- 

gico limite inductivo estricto de la familia ((En, tu)) n;11 
de espacio lineales topológicos localmente convexos, (xn)5.ZE 

y x e E. 

Entonces, para aue ' sea t-convergente a x, es 

necesario y suficiente que 13 tal que (x)  m/11 n — 
X E Em  y (xn) Ti.,m-congergente a x. 

Demostración  

Dado que (E, "C) es el espacio "limite in- 

ductivo estricto" entonces, para cada n ';1 1, se tiene aue 

1115 r1.4.1  induce sobre En la topología 25n  y, en consecuencia, 

(Dieudonne-Schwartz ver [4] r induce sobre En  la topolo- 

gía Z:n. 

Por otro lado, como para cualquier natural En  

es ttn+l-cerrado en En-hr tendremos (Dieudonne-Schwartz ver 

), que A es te-acotado en E, si y solo si existe n 1, 

tal que A En  y A es un tu-acotado. 

Necesidad  

Supongamos que (xn) 

x. Entonces, para cualquier V c= E, V re-vecindad xn  

de x en E, se tiene (xn) e.e. en V y, además, siendo 

xJ re- acotados, se tiene (xn) U { x} t-acotado y, por 
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tanto, 3 ole tal que (xn) Em, x e Em. 

Sea ahora U Em, U tm-vecindad de x, entonces 

3 y E, V t-vecindad de x, tal que U=V n Eme  de donde, 

Ern )1, tal que (xn) x C Em  y (xn) e.e. en U=V n Ern, 

por lo eme (xn) tm-convergente a x en Eme 

Suficiencia 

Asumamos ahora que (x)C E, x C E 

y, además, que 3m)l' tal que (x ) E, x trn Em y xn n — m 

Sea ahora V =E, V te-vecindad de x. Entonces, 

tu, n Ern es una tm-vecindad de x y puesto que x x, se 

tiene que (xn) e.e. en y n Em, de donde (xn) e.e. en V, lo 

cual nos dice que (xn) t-convergente a 

TEOREMA  

Sea ((En. ien) n).1 una sucesión de espacios li- 

neales topológicos localmente convexos, tales que: para cual 

quier natural n 1, En  es tn4d-cerrado en En4.1. Sea 

(E, ri) el espacio lineal topológico localmente convexo, 

"limite inductivo estricto". 

Luego, si para cada n 1, (En, n) es S-bornológico, 

entonces (E, ) es S-bornológico. 

Utilizaremos el resultado anterior (Garsoux) cara de- 

demostrar que V g_ E es vecindad secuencial del origen en 

(E, t ), si y solo si, para cualquier natural n 1, y n En 
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es una vecindad secuencial del origen en (En, IwC fl). 

Supongamos en primera instancia que V 5; E es una vecin- 

dad secuencial del origen en (E, T.) y sea (xk )5.: En tal que 

(xk) converge al origen en (En, tn). 
t Ir; Como (xn)52 En10eEn e, 

k O,entonces xk 

Siendo V 9: E una vecindad secuencial del origen en 

(E, t), tendremos que (xk) e.e. en V. 

Así, (xk) e.e. en V n En, con lo cual V n En es una ve- 

cindad secuencial del origen en (En, °en)  • 
Asumamos ahora que para cualquier natural n ) 1, V n En  

es una vecindad secuencial del origen en (En, rn) y sea 

(xn)gl E, tal que (xn) converge al origen en (E, et..). 
t5 Como x--3'.O, existe un natural k ;11, tal que  

ft yxn----0-u. 

Siendo V n Ek una vecindad secuencial del origen en 

(Ek, rk), tendremos que (x)e.e. en V n Ek, con lo que (xn) 

e.e. en V y por tanto V es una vecindad secuencial del origen 

en (E, t). 

Una vez obtenido este resultado previo, lancémonos a 

mostrar que, si para todo natural n 1, (En, 2.1) es S-bor- 

nológico, entonces (E,15) también lo será. 

Para ello, sea y c  E un disco rebornivoro y veri- 

fiquemos que V es una vecindad secuencial del origen en (E, re ). 
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En este sentido, bastará mostrar que para cualquier 

natural n > 1, y n En  es una vecindad secuencial del origen 

en (En, tn)  

Tenemos que para cualquier n ) 1. V n En es un disco en 

En  puesto que V y En  son discos. 

Verifiquemos, ahora, que y n En  es n-bornívoro. 

con lo cual siendo para cualquier n 1 (En, tn) S-bornoló- 

gico, tendremos que V n En  es una vecindad secuencia' del ori 

gen en (En, tn), para cualquier n 1, de donde V será una 

vecindad secuencial del origen en (E, t) y finalmente (E,Ir; ) 

será un espacio lineal topológico S-bornológico. 

Sea, entonces, A un tn-acotado, entonces, A es un 

r-acotado y siendo V un teabornívoro, existirá cflO, tal 

que A g. 0(y, con lo cual: 

A O En = A 5: (0(v) n En  = (S7 n E1) 

y por tanto, y n En  es un disco bornívoro en (En, tr) 
TEOREMA  

Sea ((En, 'en  )) n ;11 una sucesión no vacía de es 

pacios lineales topológicos y sea (E, 'e) su producto topo- 

lógico. 

Es condición necesaria y suficiente para que (E, re ) 

sea un espacio lineal topológico S-bornológico, que para cual 

quier natural n>. 1, (En, t:n) sea un espacio lineal topoló- 
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gico S- bornológico. 

Demostración 

Condición Necesaria 

Supongamos que (E, T.,) 

es un espacio S-bornológico y sea (F, 2r) un espacio lineal 

topológico localmente convexo y para leal fijo, sea f:Ek-~4A-F 

una aplicación lineal localmente acotada. 

Mostremos que f es secuencialmente continua, con lo 

que (Ek, 15k) será un espacio lineal topológico S-bornológico 

Para ello, consideremos la aplicación f:E-1.-F defi- 

nida por: para cualquier x=(xn)C E, f(x)=f(xk). 
0.• 

Tenemos entonces q f ue = fonk, donde 17k denota la 

k-ésima proyección de E sobre Ek, además, podemos anotar aue 

f es lineal y localmente acotada, puesto que resulta ser la 

compuesta de aplicaciones lineales y localmente acotadas. 

Puesto que por hipótesis (E, fe) es S-bornológico y 
art f lineal y localmente acotada, entonces f es secuencialmente 

continua. 

Finalmente, puesto que f=fo k es secuencialmente 

continua y 1-r k  es continua, entonces f es secuencialmente 

continua. 

Condición Suficiente 

Asumamos ahora que se 
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tiene a f E-0-F localmente acotada. 

Entonces, f es idénticamente nula, salvo para un núme- 

ro finito de índices. 

De esta manera, bastará mostrar que el producto topo- 

lógico finito de espacios S-bornológico es un espacio Sabor- 

nológico. 

Sean entonces (E t5 1) y (E2' lt2 ) dos espacios 

S-bornológicos, (F, un espacio lineal topológico local- 

mente convexo y f:EI  x una aplicación lineal local- 

mente acotada. 

Consideremos ahora las aplicaciones: 

dada por Vx1 e El f1( x1)-  f(x10 0) 

f2:E2-1-F dada por Vx2  e E2  , f2 (x2)= f "31x2 )  
Puesto que f es lineal y localmente acotada, también 

lo serán fl y 2  f además, siendo El y E2 S-bornológicos. ' 
entonces f1 y f2 serán secuencialmente continuas. 

Ahora, siendo f=flofT, + f2 o17 2, entonces f es se- 

cuencialmente continua, de donde (E, 15) es un espacio lineal 

topológico S-bornológicolig 

Definición (Sucesión bornológicamente convergente) 

Sea (E, "t5) un espacio 

lineal topológico, (xn) 91 Eyx€E. Se dice que la suce- 

sión (xn) 91 E converge bornológicamente a x e E (6 (xn)e E 
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es bornológicamente convergente a x e E) y se denota por 

si y solo si, existe un disco B C  E, r-acotado, 

tal que xn-----*-x en el espacio normado (EB,gB ) 

Definición (Aplicación con gráfico b- :y -cerrado) 

Sean (E, 25 ),(F, ) 

espacios lineales topológicos y una aplicación de 

E en dice que f tiene el gráfico b-ZY -cerrado, si y F. Se 

solo si, para cualquier sucesión (xn) que de e= E, tal xn 

se tiene  

TEOREMA  

Sea (E, cr) un espacio lineal topológico sobre 

K con la siguiente propiedad: 

"Dado un espacio normado (F, ItH ) sobre (1( y f:E----41-F 

una aplicación lineal con el gráfico b--111) cerrado, entonces 

la aplicación lineal f es secuencialmente continua': 

Entonces, (E, '25) es un espacio lineal topológico 

S-bornológico. 

Demostración  

Supongamos (E, re) un espacio lineal topo- 

lógico sobre K con la propiedad enunciada y sea VII E un dis 

co et-bornivoro. 

Puesto que V es un disco t-bornívoro, su funcional 

de Minkowski asociado, gv es una semi-norma, 



Consideremos el subespacio vectorial N=Ix C E:gv (x)=0} 

de E y el espacio normado (E /N• v ), donde E/N  es el espacio 

cociente de E módulo N y H•fi v  : E/N IR, definida por 

VR e E/N  , Ssc v  = gv (x) 

Sea y : E E/N  la suryección lineal canónica de E 

sobre E/N, definida por Vx e E, p(x) = x 

Verifiquemos que TI posee el gráfico b- 111 v-cerrado. 

Para ello, sea (xn) 9: E tal que xn----4~0. Entonces, 

existe un disco B 91 E, r-acotado, tal que O en 

(EB, gB). 

Así, \Si e> o, 3 N)1, tal que 'Ven ) N, se tiene que 

xn 

y• 

ne que 

tv . 
(JE 

Puesto que B es un disco t-acotado y V un disco 

-bornívoro, se tiene que existe o( > O, tal que B o( 

además, V 6>0 CVgB 613 E( 0( y) . 

Así entonces, V e > o, 3 N )1, tal Que Vn3N se tie 

ne que xn  e tco(v). 

De esta manera e > 0. 9 N ?, 1, tal que Vn N se tie 

II (x) 11 v  " 

Por la arbitrariedad de E, , tendremos que 

II '.p(x)  II v 0, de donde (xn) O = te (0) , en 

(E/N, It•Av) y, finalmente, tiene el gráfico b- 

nado. 
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Entonces, por hipótesis, es secuencialmente conti- 

nua, y puesto que Bikuv  es una vecindad del origen en 

(E4T, II.,, y). entonces (Es 1 )=-V , es una vecindad se- 1•11 57 gv 
cuencial del origen en (E, r, ). 

Por otro lado, como V 91 V, entonces V es también una gv 
vecindad secuencial del origen en (E, re ), de donde podemos 

afirmar que (E, 15 ) es un espacio lineal S-bornológicolg 



EJEMPLOS Y CONTRAEJEMPLOS 
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Esta sección la dedicaremos a la presentación de ejem- 

plos de espacios lineales C-secuenciales pero no S-bornoló- 

gicos, así como espacios lineales topológicos S-bornológicos, 

pero no C-secuenciales, además de presentar la relación 

entre los espacios lineales topológicos estudiados y otros 

espacios como lo son los lineales topológicos que cumplen 

con la condición de convergencia de Mackey y los lineales to- 

pológicos Semi-bornológicos. 

Aseguramos, mediante la presentación de los menciona- 

dos ejemplos, el hecho de que estas clases de espacios no 

incluye estrictamente la una a la otra y, además del hecho de 

que no son iguales. 

Definición (Sucesión localmente acotada) 

Sea (E, T5 ) un 

espacio lineal y (xn) una en E. Se dice topológico sucesión 

que es una sucesión localmente acotada, si y solo c=E (xn) 

existe una sucesión de números reales positivos (W n) si, 

con X , tal que { nxn : n ) 1} re - es un -aco n-----0-+Co 

tado en E. 

Proposición  

Sea (E, 15) un espacio lineal topológico. 
Ir, Si toda sucesión (xn) CE con xn---*-0 es una 

sucesión localmente acotada, entonces todo 25-bornívoro de 



68 

E es una vecindad secuencial del origen en E. 

Demostración  

Sea (xn) Q1 E una sucesión tal que xn2a-24-0 

entonces, por hipótesis, (xn) es una sucesión localmente aco- 

tada y en consecuencia, existe una sucesión de reales positi- 

vos ( 2L n) con 'An , tal que rÁnxn  :n 1} es 

25-acotado en E. 

Así, para cualquier V G; E con V 25-bornivoro, V 

absorbe /9L nxn  n 1} , luego, 13 «> O, tal que V X € 

con 17.1>. o( se tiene { anxn n > 1} 51 fl. 

Por otro lado, como Y I an I = ans °D  
entonces existe n;: 1, tal que Vm ;In se tiene Win ).« 

De esta manera, 1,1,mxn m n} qr: *ÁnV, luego, 

Vm n' ,k x e fxrcy, por tantoVm>.n se tiene xme v, con lo mm 
que la sucesión (xn)e.e. en V y finalmente V es una vecindad 

secuencial del origen en (E, 'e). 

Definición (Sucesión localmente nula) 

Sea (E,r) un es 

pacio lineal topológico y (xn) una sucesión en E con xn O 

Se dice que la sucesión (xn) C  E es localmente nula, si y 

solo si, existe una sucesión de números reales ( 9Ln) con 

Co • tal que 91/4. nxn O. 
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Definición (Espacios lineales topológicos braked) 

Sea (E, t) un espacio li- 

neal topológico. Se dice que (E, t..) es un espacio lineal 

topológico braked o que cumple con la condición de convergen- 

cia de Mackey, si y solo si, toda sucesión (xn) g.: E con 
its xn es localmente nula. 

Proposicióq 

Sea (E, 1t5 ) un espacio lineal topológico. 

Si (E, te ) es un espacio lineal topológico braked, entonces 

(E, re) es un espacio lineal topológico S-bornológico. 

Demostración  
ls En efecto, sea (xn) 9: E con xn--4- O. Co- 

mo (E, st ) cumple con la condición de convergencia de Mackey, 

entonces (xn) es una sucesión localmente nula y por tanto, 

localmente acotada. 

Por la arbitrariedad de la sucesión nula escogida, 

tenemos entonces que todo t-bornivoro de E es una vecindad 

secuencial del origen y, en especial lo será todo disco 

21.1.-bornívoro de E de donde podemos afirmar que (E, 2,-; ) es 

un espacio lineal topológico S-bornológico. 

Presentaremos ahora, un primer ejemplo que nos exhibi 

rá un espacio lineal topológico S-bornológico, pero no C-se- 

cuencial. 



70 

En esta dirección, consideremos el espacio de sucesio- 

nes infinitas: 

11  = {x = (xn) : Vn €tq, xn  e e y n1I xni < >  
provisto de la topología inducida por la norma: 

II •Il • 
1 • 

1 1 ----•- IR dada por Vx = (xn) e 11, 72 I Xn  I 
"51 

que denotaremos por 

Consideremos en 11 el sistema B= e { 1, e  2"*"en" 
e j 

donde: 

el  = (1,0,...) , e2= (0,1,0,...),.. 

Se tendrá entonces que para cualquier x=(xn)e 11; 

x = xnen n>1 
el dual topológico de (11, Sea ahora c11, t1)' 

y f e (11, 

Puesto que f es lineal, tendremos que para cada 

x = (xn)C 11  

f(x) = f(E xe)= E xnf(en) n n  

de donde, toda f (11, st,1)1 queda unívocamente determinada 

al fijarse, por f las imágenes de los vectores del sistema 

B. 

Por otro lado, si \In C IN, f (en) entonces para que: n 

f(x) f( x f (e ) xnyn  E = - = xnen)  
n 1 n n  n  n >el " 

sentido en e) es condición tenga ( o converja necesaria y 

suficiente que (yn)=(f(en))€ l, donde 1c°  = 
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yn  e e y max yn  < 00 } 

Se establece una isometría entonces 

T (11 1)s --- 1co , que identificar toda permite 

(1 con (17n) 1, tomando f(e)= para f e re1)' E todo yn  

eE (Ver 

Consideremos 

[4]) 

ahora, la dualidad canónica 
1 

1 y 

en  

entre 

(1
1  

f  ti l )11‹  >: 11 x e dada e 11  , por \fx=(xn) 

ki ( ya)  1c°,  <x•Y> xnYn e n1 = y = 
que < >: 1

1 
x 1°3-4»,  e , así definida, es bilinea1 Tenemos 

OD 
Verifiquemos que <, >: 1 x 1 C, así definida, es 

1 00 
separante en 1 y en 1 . 

00 
Para este efecto, consideremos y = (y) €l , tal que 

Vx= (xn) e 11 se tenga (x,y) = O. Entonces, para los vec- 

tores del sistema B= (en  )n 1  también 

<ensy>=0, pero siendo Vn e IN,  

te que y = O con lo que la dualidad < 

se tendrá que Vn € IN, 

Ynt tendremos finalmen- 
obto 

> • 11 x 1 —+-C es 

separante en 1
1
. 

De manera similar se demuestra que la dualidad es se- 

parante en 11. 

oo 
Por lo anterior ( 11 ,1 , <,)) conforman un sistema 

dual, con lo que podemos conitruir, sobre 11, la topología 
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1 CO debil Cr(1.1 

Consideremos en este momento, el espacio lineal topoló 

gico localmente convexo (11,orn flop ))  y mostremos que no 

es C-secuencial, pero sí es S-bornológico. 

Para probar que (11, 0r(1
1 )) no es C-secuencial 

mostraremos aue no toda vecindad secuencial disqueada del ori 

gen en 11, es vecindad del origen en (11, cr(11o1c°)) 

Para ello, sea B1 =(xn)C 11  : 11x fi < 1 } 

Es inmediato que Bl  es un disco y puesto que 

0-(11,1°D)4 t1, obtenemos aue B1 es una vecindad secuencial 

del origen para (11, Cra(11ami)) 

Veamos ahora que Bl  no es una vecindad del origen pa 

r a (11, eral, co ) 

(1 
1 
,CY(1 ola)  

Supongamos 
1 , 

que es vecindad del 
o 
origen para Bl  

entonces (B1 
ki ) (Bl  una parte = es 

1 co 1 1 co I 1 ) - equicontinua de (1 , Ca(1 a )) y por el 

Teorema de (81  ) = (Bl ) o sería una Alaoglu-Bourbaki par- 
co 1 CO 03 1 

te Cr( 1 , 1 )- compacta de ( 1 , Orql , 1 ), con lo que 

por el Teorema de Banach-Bourbaki se tendría que 

sería reflexivo, lo cual es una contradicción. 
1 1 co Así B1 no es vecindad del origen para (1 , 0- (1 ,1 ) 

1w y, por ende, (11, 0r(1 4  )) no es un espacio lineal topoló 

gico C-secuencial. 
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OD Para probar que (11, 0(11, 1 )) es un espacio S-bor- 

nológico, es suficiente con mostrar que cumple con la condi- 

ción de convergencia de Mackey. 
1 , 1 co„ Como apoyo a la demostración de que (1 , Cr (1 1 )) 

cumple con la condición de convergencia de Mackey, demostra- 

✓ emos la siguiente propiedad. 

Proposición 

Para 11, la t.1-convergencia y la 
CD Cr-(11. 1 )-convergencia, son las mismas. 

Demostración 

En el primer sentido, puesto que r- 1  >cr(l ,1OD 
 ) r 

entonces, para cada sucesión (x (m)) 

tendrá que x (m) ar  O, con lo que la 't1-convergencia 
1 OD implica la or(1 ,1 )-convergencia. 

1 (m) t; 1con x se 

En el otro sentido, supongamos que nuestra tesis es 
(m) cal: falsa, esto es, que existe una sucesión (x )-- 11  con 

(m) cr- (m) /t'o x O y x st—sibb- O. 

Entonces, existe fi> O y una subsucesión de (x (m) ) 

que para facilidad de la notación, la denotaremos también por 

( (m x ) ), tal que, para todo m1,1, se tiene Iix(m)111>t 

Construiremos, en este momento, dos sucesiones de 

enteros positivos (mk) y (nk) de la siguiente manera: 
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Así, sea m1 entonces 1. Puesto que .141: x,  I (mi)  I < 433  1  
tal x 1 existe n1 l, que i=n1+1 

Por otro lado, como x (m) pe I (1)1 x. I, donde 1 
es dada por Pe(X) = 

Pa. : 11 
'  a 

se tendrá I <x,e01 v  ,(m) cr , • 

que para cualquier i?,1,pe.(x(m)),_ lX 
1 1 O, cuando 

ni  
.' + CO g de donde E l (111 ra 'l'e Ic -----00- O, cuando m —sis- + Go i 

i=1 
por lo que podemos asegurar que existe m2  >m1  ,tal que 

lx (.m2)1‘4 f-',  
5 

í=1 

tales que 

kI-13  ix (.mk-1)1 
4lgil 

De manera general, conocidos mk.1  y n 
km-11  

, puesto que x(m) rL  O, existe ir* mk> mk-1* 
+1 

i=nk -1 

tal que existe Ix (mk) I cfon, 
i)1 

nk-1 
E be lnik)1 
i-1 1  

nk >nk_is tal que 

-t- y dado que 

C-31 I (link), < E La  x 7 
i=n1C+1 

Consideremos ahora la sucesión (5 j), donde: 

1 si j <ni  
(mk) -i arg xj e  SI. nk-1  < C nk 

que \-//j 1, ni = Tenemos que ( De OD  , puesto 

de donde sup I Sil < + 00 
1 Definamos ahora una forma lineal sobre 1 por: 

f: dada por Vx = (xn)e 11 f(x) = E inxn 
n 1 
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..„ Puesto que (i lc° , entonces fe(11, 

de donde f es 0-(11,lcb)-continua. 

y f es 

Por otro lado, puesto que por hipótesis, x (m) ase O 
, 1 Cr ( l ,1 )-continua, deberíamos tener que f(x )~~~~0, 

pero: f(x (mk) )I= I sx 3  (• filK)  I 3  j 
nkal nk  

1 :E:Y , x (mk) + V.x (rnk)  3 3 

CO 

elm f

X(Mk)I • é 3 3 j=nk+1 j=1 • 3  +1 3=nk.1  
nk nk-1 

1 Sixrnk) i elEtjxj
(mk) 

j=nk_1+1 j=1  nx rse  l 

j=nkel  
nk 

;11 k x (mk )  

j=nks1+1  

Ji. 
Sixink )1 -0Efix;(' 

+1 j=1 
nk-1 

14E15 x (mk), 
JJ 

j=1 

f j(rnk)  1 
3=nk+1 

an 

1 ZS•x (• ink) 1) 3 3 
j=nk+1  

t I I; x
i
(mk)  I) 

j=nk.4.1 
i e Como IZ) - Ze 

de donde 

Z=IZI e" con e = arg(Z), entonces 

j=nk.14-13  

ar) 
E I (mk)I ) xi 
j=nk+1 

nk.1  
I x (mk)  1 

3=1 3  

=mk1 
J=1  

(mk) I ) 
I x j 

ri k-1 
2(Elx(mk)i 

j=1 3  
+ E 
i=nk  

(6 e e e + = 
5 5 5 

lo cual es una contradicción. 

De esta manera hemos mostrado que si x (m) or 
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entonces se tendrá que ti  

Mostremos 

 
co„ Mostremos finalmente rue (1 I cra a )) cumple con 

la condición de convergencia de Mackey, con lo cual 
1 1 OD (1 , Ora , 1 )) será un espacio lineal topológico S-borno- 

lógico. 

Sea, entonces, (x(n)) una sucesión er-(11, 1c° )-con- 
1 vergente al origen en 1 . 

En estas condiciones (x (n)) es también 'ter-convergente 

y, puesto que (11, 1) es un espacio normado, tendremos que 

cumple con la condición de convergencia de Mackey, por tanto, 

existe una sucesión de números reales (W n) con 
(n) 

tal que (A nx ) es 251-convergente al origen y por ende 
, 1 OD t  es crea 1 )-convergente. 

n 
 am~~411~» + 00 

( n) 
( Wnx ) 

Nuestro siguiente ejemplo nos proveerá de un espacio 

lineal topológico C-secuencial, pero no S-bornológico. 

Consideremos en esta ocasión el espacio de sucesiones 

infinitas: 
2 .2 

1 = { x =(xn) : Vn e IN , xn  e e y :E: I xn 1 < + co } 
n 1 

provisto de la topología inducida por la norma: 

21 
1112 12 R dada por Vx = (xn) e 12 x 11 2  = t lxn  

n 1 
que denotaremos por itt2' 

„,, Tenemos que (12, t 2 ) '  , (J2 ) .T.It 12  (Ver [4 ]) y tomando en 



77 

cuenta la dualidad canónica entre 1 y (12, t2 ) podemos 

considerar, entonces, el espacio lineal topológico localmen 

te convexo (1 , 

 <>,,(1 2
, 1 )). 

Consideremos finalmente el espacio lineal topológico 

localmente convexo (12,  o(12, 1 2)  cs 
 ) generado por 

(12, 0.(l2, 12)).  

2 2 2 
Tenemos que (1 ,o(l , 1 ) 

 cs 
 ) es un esDacio lineal 

topológico C-secuencial y mostraremos, a continuación, que 

no es un espacio lineal topológico S-bornológico. 

Para el efecto, bastará que mostremos un disco 

2 2 2 
)
cs 
 -bornívoro de 1 que no sea una vecindad se- 

2 2 2 
cuencial del origen para (1 , 0(1 , 1 )). 

Consideremos entonces B2  ={x=(x)€ 12: U x < 1 } 
Es inmediato que B2  es un disco de 1 y, dado que 

los o(i 2 , 1 
2
)-acotados y los t2-acotados son los mismos, 

2 
entonces B2 es un a 2 -'(i , 1 )-bornívoro, puesto que lo es 

para 'e
2 

 

Por otro lado, como 
2 2 2 2 2 2 

(1 , o(1 , i. )) y (1 o-'(i , 1. 

poseen las mismas sucesiones convergentes, entonces poseen 

los mismos acotados, por lo que B2  es un disco 0' (1
2 

 • 12cs 

-bornívoro de 1 

Veamos que B2  no es una vecindad secuencial del 

2 2 2 
origen para (1 , O(l 1 ),,) 
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Para ello, consideremos la sucesión (en) de 1
2 

, Tenemos que (e n) es cm" (12,  12)-convergente al ori- 

gen y, por ende, (en) será O(12, 12)05-convergente al ori- 
2 

gen en 1 . 

Sin embargo, VI E 1N, en  st B2  , puesto que Vn e IN, H en  0 2=11  

lo que prueba que B2  no es una vecindad secuencial del origen 
2 2 2„ para (1 , 0"-(1 o 1 

Definición (Espacios lineales topológicos Semi-borno-
logicos) 

Sea ) un espacio lineal to-

pológico sobre E. Se dice que (E, 1t.) es un espacio lineal 

topológico lemi-bornológico, si y solo si, toda forma lineal 

localmente acotada sobre E, es continua. 

Daremos a continuación un ejemplo de un espacio lineal 

topológico Semi-bornológico, pero no S-bornológico. 

Para ello, consideremos nuevamente el espacio de su- 
2 

cesiones infinitas 1 provisto de la topología 2%2, induci- 

da por la norma 1112  y, además, provisto de la topología dé- 

bil Cr' (12  o 12), inducida por la dualidad canónica entre 

12 y (12, Z2 )1 51 12. 

Probaremos, en primera instancia, que siendo (12,  cd2) 

un espacio lineal topológico formable, se tiene que 

(12, C-(12
, 1

2) es un espacio lineal topológico Semi-bornoló- 

gico. 
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2 , 2 2 Sea entonces f:1 ---0»-c o  crli 1 )-localmente acotada 
2 2, y mostremos que f es cr(1 1 )-continua. 

2 2 Puesto que, por hipótesis, f es a#(1 , 1 )-localmente 

acotada y los acotados para r 2  y O'(1, 12 ) son los mismos, 

entonces f es 152-localmente acotada y como (12,  t) nor- 

mable, entonces f es t2-continua y, finalmente, puesto que 

Cr(12, 12) 4t2 , entonces f es or(12 , 12 )-continua. 

De esta manera (12, cr( 12  , 12 )) es un espacio lineal 

topológico Semi-bornológico. 
2 2 2 Veamos ahora que (1 , or(1 1 )) no es un espacio li- 

neal topológico S-bornológico. 
2 2 

Para esto, basta que encontremos un disco fr ( 1 1 )- 
2 

-bornívoro en 1 , que no sea una vecindad secuencial del 
2 , 2 2 11  origen para 11 • 1 Hm 

Consideremos nuevamente el disco 82 ={x=(xn)C 12:11x11 2  

Tenemos que B2  es un disco 152-bornívoro de 12 

puesto que los acotados para 
2 2 scr( 1 , 1 ) son los mismos 

2 2 
que para T52 , resulta que 82 es un disco Cr (1 , 1 )-bor 

nívoro de 12 

Probemos ahora que B2 no es una vecindad secuencial 
2 2 2 del origen para (1 0'(1 1 He 

2 
• Consideremos una vez más la sucesión (en) de 

2 2 
Tenemos que (en) es a-e( , 1 )-convergente al origen 
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, puesto que Vn€ IN, Il enil2= 1. y sin embargo %EN, enq 82  

de donde 82  

(1 , 0r112, 12)). 
2 

2 2 2 
Así, (1 , cr(1 , 1 )) es un espacio Semiebornológico 

no es una vecindad secuencial del origen para 

pero no S-bornológico. 



CONCLUS IONES 
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El desarrollo de este modesto trabajo, en general, no 

ha sido fácil. 

Hemos tenido que superar muchas dificultades, entre las 

cuales la principal de ellas la ha constituido el escaso mate- 

rial bibliográfico que al respecto existe y cuya razón básica 

es el hecho de lo reciente de los espacios lineales topológi- 

cos C-secuenciales y S-bornológicos, además de lo poco que so- 

bre ellos se ha trabajado. 

Por esta razón, hemos tenido que desarrollar todos los 

teoremas que, en general, solamente se enuncian, incluyendo ade 

más las demostraciones y proposiciones de apoyo que no apare- 

cen en la bibliografía con que contamos, como el teorema de 

Garsoux y el hecho de que para 11, la convergencia débil y la 

convergencia en norma son las mismas, por ejemplo. 

Por otro lado, a los grandes teoremas de construcción 

y caracterización de las topológias C-secuenciales y S-borno- 

lógicas, hemos agregado propiedades que a nuestro juicio poseían 

y que nuestro esfuerzo ha demostrado. 

Entre otros, presentamos particularmente como humildes 

aportes a la teoría de los espacios estudiados una relación, 

a nuestro juicio interesante, entre espacios lineales topoló- 
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gicos, aplicaciones lineales en espacios normados con gráficos 

b-1111 -cerrados y espacios lineales topológicos S-bornológicos, 

así como la necesidad de toda una familia de ser C-secuencial, 

para que las topologías finales localmente convexas respecto 

de una familia de aplicaciones lineales que hagan cada apli- 

cación lineal continua y secuencialmente continua, respecti- 

✓ amente, sean los mismos y la determinación de que la topo- 

logía C-secuencial es final respecto a las que poseen sus pro 

piedades. 

Nos hemos encontrado a través de la elaboración del tra 

bajo con resultados que a nuestro criterio resultan interesan 

t es por su proyección y la posibilidad de la investigación en 

esa vía. 

Entre estos citamos los teoremas de construcción de las 

t opológías C-secuenciales y S-bornológicos, puesto que nos plan 

tean el problema de caracterizar el espacío (X,r) para que 

el espacio C(X,R) provisto de la topología compacta-abierta 

sea C-secuencial ó S-bornológico. 

En igual dirección nos planteamos la necesidad de ca- 

✓ acterización de las vecindades del origen para la topología 

S-bornológica con propiedades internas, de manera que podamos 

determinar si esta topología es final respecto a las que poseen 

sus características. 
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En relación a las propiedades de permanencia nos plan- 

teamos el problema de encontrar si existen las condiciones 

para que el producto de una familia no numerable de espacios 

lineales topológicos C-secuenciales o S-bornológicos también 

sea un espacio del mismo tipo, problema que ha sido resuelto 

para los espacios bornológicos con la exigencia de no exis- 

tencia de una medida de Ulam sobre el conjunto de indices 

(Ver[6]) 

En este mismo sentido, no se conocen aún las condicio- 

nes de los sub-espacios de espacios C-secuenciales o S-borno 

lógicos, de manera que con la topología inducida mantengan 

las propiedades respectivas. 

Respecto a los sub-espacios secuencialmente densos, 

sería interesante resolver la interrogante de que si los mis 

mos podrían caracterizar los espacios lineales topológicos 

C-secuenciales. 

Igual conjetura nos planteamos para determinar si los 

sub-espacios localmente densos que, provistos de la topología 

inducida son C-secuenciales, podrían caracterizar los espacios 

S-bornológicos. 

Estas y otras interrogantes están planteadas y, sola- 

mente rogamos al todopoderoso para que, de la misma manera 

como la Universidad de Panamá a través de la acción mancomu- 
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nada de la Vice-Rectoría de Investigación y Post-Grado que 

implementó el Programa de Maestría en Matemática, la Vice- 

Rectoría Académica que nos dió las mejores condiciones de es- 

tudio que los medios a su alcance le permitieron en cada mo- 

mento y la Rectoría que con su visión futurista apoyó decidi- 

damente las acciones de los anteriores, puedan seguir apoyán- 

donos en el estudio y la investigación, de manera cue cada dia 

que pase seamos cada vez más útiles a esta pequeña patria 

nuestra, que tanto necesita de sus hijos para resolver los 

múltiples problemas que la aquejan. 
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