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INTRODUCCION

El trabajo que estamos presentando como uno de los re-
cuisitos para optar »or el grado de Maestro en Ciencias con
Especializacidon en Matemdtica, posee las siguientes caracte-
risticas cue de inmediato sefialaremos.

En primer lugar, se insoira en el problema de la gene-
ralizacidén del resultado vdlido en general para espacios nor-
mados, cue afirma:

o (E,"'”E),(F,WRF) son espacios normados y f:E—=~F
lineal y localmente acotada, entonces f:E—F con-
tinua"

El resultado anterior, deja de ser vdlido en general
cuando en lugar de considerar espacios normados se consideran
espacios lineales topolégicos arbitrarios.

Con el objeto de caracterizar los espacios lineales to-
polégicos cgue mantienen la mencionada propiedad, Mackey ([5])
y Bourbaki ([2]) introducen los espacios lineales topoldgicos
localmente convexos bornoldgicos.

En el caso de los espacios lineales topoldgicos en ge-
neral, el resultado que persiste es el siguiente:

"si (E,T),(F,J) son espacios normados y f:E—F
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lineal y secuencialmente continua, entonces f:E—»F
localmente acotada".

De esta manera, para los espacios lineales topoldgicos
localmente convexos bornoldgicos en general y los espacios
normados en particular, se tienen los siguientes resultados:

"Sean (E,T) un espacio lineal topoldgico local-
mente convexo bornolégico, (F,J) un espacio li-
neal topoldgico localmente convexo y f:E——F 1li-
neal-

(a) Si f:E—F secuencialmente continua entonces
f:E——F continua.
(b) 8i f:E——F localmente acotada entonces

f:E —+ F secuencialmente continua".

Podemos observar gue, para las propiedades dadas en (a)
y (b), la hipbtesis "(E, T¥) espacio lineal topoldgico localmente

convexo bornoldgico" es "excesiva" en el sentido de gue las con
diciones "continuidad secuencial" y "acotacidén local"” implican
ambas la continuidad de la aplicacidén lineal.

En esta direccibdn Wilansky (ﬁiﬂ) y Snipes dé]) introdu-
cen la clase de los espacios lineales topoldégicos gue, »Hose-
yendo la propiedad dada en (a), no poseen la pfbpiedad dada
en (b) y viceversa.

A estos espacios los denominan "Espacios Lineales to-

poldgicos C-secuenciales" y "espacios lineales topolégicos

S-bornoldgicos" segin que posean la propiedad (a) o la propie-
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dad (b) respectivamente y son estos espacios, €l objeto de
nuestro estudio.

En otra direccidn, la presentacidn de nuestro trabajo
no ‘leva el esguema usual, en el sentido de desarrollarse por
capitulos v secciones ademds de una rigurosa numeracidén de las
definiciones, pro»osiciones y teoremas.

Hemos ouerido ensayar un tipo de presentacidn en donde,
el cuerpo del trabajo estd dividido por "Areas" especificas
con sus nombres precisos y en donde no se tiene ningin tipo
de numeracidn para las definiciones, proposiciones y teoremas.

Para ello, hemos tenido cue superar una serie de difi-
cultades, escogiendo cuidadosamente el momento preciso de pre-
sentar las definiciones, de enunciar las prooosiciones (gue
involucran proviedades) y los teoremas, para evitar que el lec
tor tenga gue mantener por mucho tiempo las mismas, antes de
utilizarlas. Adem&s, hemos insertado a lo largo del contexto,
una serie de indicaciones al lector, con el objeto de sefialar-
le el por gué del préximo vaso, el objetivo inmediato cue per-
seguimos y la via gue utilizaremos. Por Gltimo, en la redac-
citn del mismo, hemos evitado al méximo el uso excesivo de la
simbologia, con el fin de cue su lectura sea mis &4gil y que
responda a nuestra concepcidén de la presentacidn.

Finalmente, el trabajo consta de cuatro areas+ en la



primera, cue hemos titulado "Espacios lineales topolégicos
C-secuenciales"”, hacemos el estudio de los mencionados espa-
cios, ademds de examinar algunas de sus provoiedades, lograr
algunas caracterizaciones y construir la topologia C-secuen-
cial- en la segunda, ocue titulamos "Espacios lineales topolé-
gicos S-bornoldgicos”, hacemos un trabajo similar al primero,
para los espacios lineales topoldgicos S-bornoldégicos; en la
tercera, oue denominamos "Propiedades de Permanencia", estudia-
mos los limites inductivos, los limites inductivos estrictos,
productos y subespacios densos de ambos tipos de espacios, y

en la cuarta, cue simplemente hemos llamado "Ejemplos y Con-
traejemplos"”", presentamos modelos especificos de estos es»acios,
cue nos permiten afirmar gue ninguna de las dos clases de espa-
cios estudiados incluye estrictamente a la otra.

Para finalizar, ocueremos advertir gue la lectura del tra
bajo exige el conocimiento general de los Principios del Ané&-
lisis Funcional, gue se podria obtener del estudio de Rojo([gj)
o de Horvath (Pﬂ)por ejemplo: ademds de la consideracidén de
ogue todos los espacios lineales to»oldgicos estudiados en el

mismo son esnacios topolégicos de Hausdorff (T, ).



ESPACIOS LINEALES TOPOLOGICOS
C-SECUENCIALES



Antes de formalizar, mediante una sola definicidn, los
espacios lineales tonoldgicos C-secuenciales, daremos algunas
otras definiciones orevias, gue utili~aremos en la formaliza-
cién de los mencionados espacios.

En este sentido, es necesario definir los subconjuntos
secuencialmente cerrados y secuencialmente abiertos de un es-
pacio toooldgico en general.

Definicidn (Subconjuntos secuencialmente cerrados)

Sea (E,T) un espa-
cio topoldgico vy AEE. Se dice gue A es un subconjunto secuen-

cialmente cerrado de E, si y solo si, para todo punto Xx€E si

existe una sucesidén (x,)EA tal gue la sucesibén (xp) converge
a x segiin T entonces x€A.
De potra manera:

A< E secuencialmente cerrado <—{> [(Vx €E) (T(xn)SA:

x, —= x)={>x€ 2]

Definicidén (Subconjuntos secuencialmente abiertos)

Sea (E,T) un espacio

topoldgico y AES E. Se dice cue A es un subconjunto secuencial-

mente abierto de E, si y solo si, el complemento de A en E, es-

C 5
to es A2 es secuencialmente cerrado.

De ptra manera:

ACE secuencialmente abierto<}={> [( Vx €E) (3(x,)E x5,
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%, =R ={>x€ea

Estamos en este momento, en condiciones de dar una de-
finicidén de espacio lineal topoldgico C-secuencial.

Definicidén (Espacio lineal topoldgico C-secuencial)

Sea (E,T) un espacio

lineal topoldgico sobre K. (E,T ) se denomina Convexo-Secuen-

cial o simplemente C-secuencial si y solamente si, todo sub-

conjunto convexo secuencialmente abierto ASE, es abierto se-
gon U 6 T -abierto.

Nuestro siguiente paso serd el de caracterizar las ve-
cindades secuenciales de un punto en un espacio topoldgico en
general.

Definicidén (Vecindad secuencial)

Sean (E,T) un espacio
topoldgico, VEE,x €eE. Se dice que VEE es una vecindad

secuencial de xe E, si y solamente si, toda sucesidn (xn)ﬂ_:.E

gque converge segin T a x, estd eventualmente en V. De otra
manera:
VEE vecindad secuencial de er<]={>[V(xn) =S E; Xn-z’--x ={>
(n) e.e. en v] <=

Sh=t> [V(xn)gE, X, X ={>3N>1, tal que Vn;N,
¥y £ V]

Las proposiciones a continuacidén estdn dirigidas a re-



conocer algunas propiedades de los subconjuntos secuenciales
abiertos y de las vecindades secuenciales disgueadas del ori-
gen, en el contexto de los espaciocs topolégicos en general pa-
ra el primer objetc y en el de los espacios lineales topolé-
gicos para el segundo.

Proposicidn

Sean {E,T ) un espagic topoldgice, VEE,
Entonces: para gue VCE sea secuencialmente abierto es condi-
cién necesaria y suficiente gue, para toda sucesién (x,)ESE
y todo punto x €V, tal que an5+-x ge tenga que la sucesidn
(%,) esté eventualmente en V.

Demostracidn

Condicidén Necesaria

Supongamos gue nuestra
tesis es falsa: entonces existe una sucesidn (xn)QE y existe
xeV tal que Sy o ¥ s mooe e wn ¥,

; (€ i~
Luego para todo m>1, existe xnme\f, pero X, —= X,
T

C
-~ » x, donde (xnm)gv .

entonces 4%
m

C : ‘
Como V es secuencialmente cerrado, puesto gue por hi-
-~ . . ’ C
potesis V es secuencialmente abierto, entonces xe€V , lo cual
es una contradiccidn.
De esta manera hemos probadc gque necesariamente (xn)

estd eventualmente en V.



Condicidn Suficiente

Supongamos nuevamente
gue nuestra tesis es falaz esto es gque V no es secuencialmen-
te abierto, luego v€ no es secuencialmente cerrado. Entonces,
existe una sucesidn (xp) & vC y existe x€V, tal gue xniiax

Luego, existe (xp)SE y existe x€V tal gue xn-E’-a-x,
pero (x,) no estd& eventualmente en V, puesto gue (xn)EEVC, lo
cual es contradictorio, Asi probamos cue V es secuencialmen-
te abierto. =

Proposicidn

Sea (E,T) un espacio lineal topoldgico,
V & E una vecindad secuencial disqueada del origen en E, En-
tonces: V es absorbente.

Demostracién

Sea V& E una vecindad secuencial disgueada
del origen en E y supongamos gue V no es absorbente Entonces,
existe x € E, tal que V ne N, x £ nv, luego, V ne N,%— ¢ V; b

gue implica gue (%JE i

Como {x }es T-acotado y -3? — 0, entonces -:15- LT
Tenemos entonces que (—’é) ¢ E, -’H‘L- 0y (g) no e.e en V, lue
go V no es una vecindad secuencial del origen, lo cual es una

contradiccidn

Bsi entonces, V es absorbente.



Proposicidn

Sean (E, T) un espacic lineal topologico,
p:E—R una Semi-norma sobre E. Entonces: para que p:E—=R
sea secuencialmente continua es necesario y suficiente que
Vp = {xE:E:p(x)(l_}sea una vecindad disgqueada y secuencial-
mente abierta del origen en E.

Demostracidn

Condicion Necesaria

Supongamos que p:E—>R
es una semi-norma secuencialmente continua y consideremos
el conjunte Vp = {XGE 2 p(x)<l}.
Puesto gue p es una semi-norma, entonces vp es un dis-
co absorbente.
Demostremos ahora que Vp es secuencialmente abierto.
Para ello consideremos VC ={x£EE : (x)>1} (x = VC tal
P : P - Y ng = P
que xn-zg-x.
Como VHGN xnevc, entonces VnelN pixnl2l ¥
puesto que p es secuencialmente continua y anE+-x, tendremos
lim 6
p(xn)—=p(x) de donde n"=@ pixpy)=p(x)z2l, por lo que X € Vp,

] ;
con lo gue Vp es secuencialmente cerrado y por tanto Vp es se-
cuencialmente abierto.

Condicién Suficiente

Supongamos ahora que



Vp = {er 3 p(x)<1}es una vecindad disqueada secuencialmente
abierta del origen en E.

Tendremos entonces que V_, es absorbente, de donde el

P

funcional de Minkowski gvp de Vp,, es una semi-norma.

Veamos que gy, es secuencialmente continua.

Supongamos gue no lo fuera: entonces existe (x,)SE
con xn-t—’--o v gvp(xn)—/—ro, esto es:
HE>0, tal que Vme N, 3 nL€ N tal que gvp(xnm)ze. pero
esto nos lleva a que gvp(x“m/e )21, lo que nos dice que
xnrrg/a ¢ V, © que xnm/ee Vg vy puesto gue *Pp—=0 y v% es se-
cuencialmente cerrado, tendriamos oevg. lo cual es una con-
tradicecién.

De esta manera hemos probado gue gvp es secuencialmen-

te continua. =

Proposicidn

Sean (E,T) y (F,J) espacios topolégicos,
VEE un abierto secuencial y h:E—=F un homeomorfismo de E
en F. Entonces, h(V) es un abierto secuencial.

Demostracidn

Sea VESE un abierto secuencial. Conside-

remos [h(V)JC y (xn)g[h(V)]c con xn—q-.x.

Puesto que [h(V)]C = h(vc), entonces (h_l(xn)) QVC

con h-l(xn)-—'q'-r-h_l(x) dado que h es un homeomorfismo.



Como VC es cerrado secuencizl, puesto gue por hipdtesis
; ; -1 2
V es abilerto secuencial, entonces h “(x) €V, luego
-1
hih ~(x)) = xeh(vc) = [h(v)]c : por tanto h(vV) = es cerrado

secuencial, con lo gue h(V) es abierto secuencial de (F,'J')..

Proposicidn

Sean (E,T) y (F,J ) espacios topoldgicos
h:E—>F un homeomorfismo, V<SE una vecindad secuencial de
x€ E. Entonces h(V}) es una vecindad secuencial de h(x) en
E¥y 3T D

Demostracidn

En efecto, sea (yn)gF con yp Lh(x), como

h es un homeomorfismo h‘l(yn)3i+-x y dado que V es vecindad
secuencial de x € E, 3 N21, tal que Vn;N se tiene h_l(yn)e Ve
Lueq03 N21, tal que Vne N, se tiene yneh(v) con lo gue h(V)
es una vecindad secuencial de h(x) en (F,U)..

Una vez obtenidas las propiedades mostradas en las pro
posiciones anteriores nuestro objetivo inmediato serd el de
enunciar el Teorema gue nos brindard la primera caracteriza-
cién de los espacios C-secuenciales en funcidén de: los abier-
tos de 1la topologia, los subconjuntos secuencialmente abier-
tos, las semi-normas secuencialmente continuas, las vecinda-

des del origen para la toppologia y las vecindades secuencia-

les del origen.



Teorema
Sea (E,T) un espacio lineal topoldgico sobre K.
Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:
(i) (E, T) es C-secuencial
(ii) Todo disco secuencialmente abierto de E es T -abierto.
(iii)Toda semi-norma secuencialmente continua sobre E, es
continua.
(iv) Toda vecindad secuencial disqueada del origen en E es
una T -vecindad del origen en E.
(v) Toda vecindad secuencial convexa del origen en E es
una T -vecindad del origen en E.
Demostracidn
(1) > (ii)

En efecto, si (E,T ) es C-secuen

cial, entonces todo convexo secuencialmente abierto de E es

T -abierto, luego, en particular todo convexo equilibrado

(disco) secuencialmente abierto de E, serda T-abierto.
(ii)={>(ii1)

Supongamos que todo disco se-
cuencialmente abierto de E es T-abierto, y consideremos
p:E—R una semi-norma secuencialmente continua sobre E.
Probemos gue p es continua mostrando que Vp= {xEE:p(x)( 1}

es una T-vecindad del origen en E.
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En efecto, puesto gue p es una semi-norma& secuencialmen-
te continua, entonces Vp es una vecindad disqueada secuencial
mente abierta del origen en E, y por(ii) Vp serd una vecindad
disqueada T -abierta del origen en E, esto es'vpeﬁV?O,T:)

(iii)e=> (iv)

Asumamos ahora gue toda semi-
norma secuencialmente continua sobre E es continua y consi-
deremos VEZ E una vecindad secuencial disqueada del origen en
E. Probaremos gue VEAJTO,Ti). mostrando gue gy, el funcional
de Minkowki de V, es continuo.

Puesto gue V es una vecindad secuencial disqueada del
origen en E, entonces V es absorbente y de esta manera
g,:E—> R es una semi-norma secuencialmente continua, de don-
de por (iii) gy es continua.

(1v) =>(v)
Presentaremos la demostracidén en
dos fases atendiendo el hecho de gque K=R o K = C

Para el primero de los casos (K = R), sea V una vecin-
dad secuencial convexa del origen en E.

Probaremos gue V es una T-vecindad del origen en E,
mostrando gue contiene una de tales T-vecindades.

Para tal efecto consideremos el subconjunto de E, W=VN(-V)

Tenemos gque W es convexXo por ser interseccién de convexos
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y vecindad secuencial del origen en E, por ser interseccidn de
vecindades secuenciales del origen.

Por otro lado, W es simétrico puesto que si x€ VNn(-V),
entonces, también -x €VN(-V) y siendo K = R, tendremos que W
es eqguilibrado.

Asi pues, W es una vecindad secuencial disqueada del
origen en E yv por (iv), W es una ¥ -vecindad,

Finalmente basta recordar que W = VN (-V)E V.

Para el segundo caso, esto es K €, sea VS E una ve-
cindad secuencial convexa del origen en E, utilizando el ar-
gumento al gque recurrimos en el caso anterior para mostrar
gque V es una T-vecindad. Consideremos en esta ocasidn, U
el nicleo equilibradeo de V.

Puesto que 0€V, entonces U # @, de donde U =£D11V,
y como por hipdétesis V convexo, U también lo es.

Probaremos ahora que U es una vecindad secuencial del
origen en E, mostrandc gue contiene una vecindad de ese tipo.
Con este fin, sea W = 3 [V N (=V) N (iv) N (=iv) ]

Es inmediato que W es vecindad secuencial del origen
en E, puesto que es interseccidén de vecindades secuenciales
del origen eun E.

Demostraremos ahora que WE&U , con lo cual U seré

veciendad secuencial del origen en E.
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Sean x €W, o{€C con |ol]> 1. Entonces |t I>1
=5 :
Sean ademds ©;,0l, € R tales que o =3+ id,
y § = || +]ky|
Agi tendremos gque:
ledsl o 3
o{—lx = o(l X + ic:(2 o — s[‘ﬁi( sgn O(l) X + (isgn 0(2):-:]
Haciendo x; = (sgndq)x y %X, = {1 sgn d,)x tendremos:
Dado gque W es invariante bajo la multiplicacidén de
l,-1,i,-i, tendremos gue X, X, € W y puesto gue W es convexo
por ser interseccidn de convexos, entonces lﬁ(-é’-l X1 +12‘g2_' X, EW.
= & s,
Como |°( l-.<.,l + entonces S= lo(ll+,o(2|g,o( l|+|°( 1[32
Por otro lado, teniendo que WE%V entonces:
lolel Jo(2] .
2L S ) = Flldy | Fytlea] Xlew
Utilizando el hecho de gue V es convexo y el hecho de gue

-%g 1, tendremos

(5 B) (Joky | x1+]otp |%2)+(1- D) (0) = & x; +d, x,

L]

=%y [(san& dx;Hd, [ (£ sgnel, )x,
= Wy Ry kel
= g(‘lxev
-1
Ahora, dado que & x€V, tendremos xEd\QVlo{}}l, en-
tonces x € U, de donde W& U.

Asi pués, U es una vecindad secuencial disqgueada del

origen en E, y por (iv) U es una T-vecindad del origen en E.
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Finalmente bastard reconocer gue U & V para concluir
que V€~W0,t)

(v) e={> (i)

Supongamos finalmente que toda
vecindad secuencial convexa del origen en E es una T -vecin-
dad del origen en E.

Por el hecho de gue las traslaciones son homeomorfismos,
la afirmacidn anterior es equivalente a la siguiente proposi-
eidns
"Toda vecindad secuencial convexa de un punto es una o -vecin-
dad de dicho punto".

Asi pues, si A es un abierto secuencial convexo, enton-
ces A es vecindad secuencial convexa de cada uno de sus puntos
y (v) nos lleva a gque A es una T -vecindad de cada uno de sus
puntos, de donde A es 't',-—abierto..

La proposicidn que estudiaremos de inmediato nos permi-
tird caracterizar las aplicaciones lineales secuencialmente
continuas entre espacios lineales topoldgicos, a partir de las

vecindades secuenciales del origen del espacio dominio.

Proposicion

Sean (E,T).(F,Y ) espacios lineales topold-
gitos y £:E—>F una aplicacidn lineal de E en F.

Una condicidén necesaria y suficiente para que f sea se-
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cuencialmente continua, es gue la imagen inversa por f de to-
da T -vecindad del origen en F, sea una vecindad secuencial
del origen en E.

Demostracidn

Condicidn Necesaria

En efecto, supongamos
V& F una J-vecindad del origen en ¥, con V¥V J-abierta
Entonces V€ resultara J -cerrada y por tanto contendra todos
los puntos limites de sus sucesiones convergentes.
Consideremos ahora (x C3[f_l(v)]c con xS x
n)" n :

1

Como [f—l(V)JC = f (Vc), entonces f(xn)QE % y ade-

mas, £(x,)—2 £(x),

puesto gue por hipbtesis, f secuencial-
mente continua.

Dado gue v® J-cerrado, entonces f(x)€ V-, lo gue nos

=1 -1
lleva a gque x € f (Vc) = [f (V)Jc
[ -1 c

De esta manera hemos probado que Lf ~ (V) es secuen-
cialmente cerrado en E y por tanto f‘l(v) es secuencialmente
abierta, de donde f_l(V) es una vecindad secuencial del origen

en E.

Condicidn Suficiente

Puestp que por hipétesis
f:E—F es lineal, bastard ovue demostremos la continuidad se

cuencial de f en las sucesiones convergentes al origen en E,.
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Para tal efecto, sea (x,)S E con x — 0 y sea Ve"\fzo,';r)

Como VE V(0, J), entonces por hipdtesis f"](V) es una
vecindad secuencial del origen en E y como x, —= 0, tendremos

l(V), con lo

gue d N>1, tal que con Vn:}N tendremos x,€ 3
cual I N21, tal que con V n3:N se tiene £lx 1€ ¢

Puesto que la vecindad V del origen en F considerada es
arbitraria, entonces f(xn)——q—- 0= £l0).

Asi pues, f es secuencialmente continua. @

Con la carecterizacidén anterior de las aplicaciones li-
neales secuencialmente continuas entre espacios lineales topo-
l6gicos, podemos lanzarnos a enunciar y demostrar el siguiente
teorema, gue nos dard una segunda caracterizacidén de los espa-
cios lineales topoldgicos C-secuenciales, en esta ocasidn en
funcién de las aplicaciones lineales secuencialmente continuas
sobre espacios lineales topolégicos localmente convexos.

Teorema

Sea (E,T) un espacio lineal topoldégico sobre K.
Entonces:
(1) si (E,T) es C-secuencial: entonces dado (F,J )} un es
pacio lineal topoldgico localmente convexo sobre K

y f:E—> F, una aplicacién secuencialmente continua

de E en F, se tiene que f es necesariamente continua.
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(2) si (E,T) posee la propiedad a continuacién:
"Dado (F, l-))), espacio lineal normado sobre K y
f:E—>=F aplicacidn lineal secuencialmente continua
de E en F entonces, f continua", entonces (E,T) es
un espacio lineal topoldégico C-secuencial.

Demostracidn

(k)

Supongamos que (E,ZT) es un espacio lineal
topoldgico C-secuencial y sean, (F,J ) un espacio lineal topo-
légico localmente convexo sobre K y £f:E—=F, una apnlicacidn
lineal secuencialmente continua de E en F.

Probemos gue f es continua.

Para ello, sea V una vecindad del origen en F, con V
disgueada.

Puestc que f es lineal, entonces f-l(V) es disqueada y
como f es secuencialmente continua, f_l(V) es una vecindad se-
cuencial del origen en E y, finalmente, como (E, T) es C-se-

'l(v) es una T -vecindad del origen en E.

cuencial, £
Asi pues, f es continua.
(2)
Asumamos ahora, que (E,C) tiene la propie
dad enunciada en (2) y probemos que (E, T) es C-secuencial.

Para ello consideremos a V& E, una vecindad secuencial

disgueada del origen en E y probemos gque V es ®-vecindad del
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del origen en E.
Sea 9, ¢ E— R el funcional de Minkowski de V.
Puesto gque V es disco, entonces g, €s una semi-norma
y como V es una vecindad secuencial del origen en E, entonces

g, €s secuencialmente continua y ademés, V, SV.

Iy

Consideremos ahora N = {X€E : g, (x) = 0}

Es inmediato que N es un subespacio lineal de E, con
lo cual podemos considerar el espacio lineal normado (E/n,M+l,)
donde:

E/N designa el espacio lineal cociente de E médulo N y-
-

v 1 E /N ~—R dada por VJ—KGE/No =z, = gy (X)

Sea ahora Y: E—» E/N la suryeccidén canénica de E

en E/y.

Sabemos gue Y es lineal y veamos ahora que \p es
secuencialmente continua. Para ello, sea (x,)& E con xnl,-o
y probemos que ((x,)) es 'C-Il‘lv-convergente a N en E/N.

En efecto, puesto que g, es secuencialmente continua y
X, — 0, entonces (g, (x,))ER con g, (x,)— 0.

De esta manera, como |I\P(xn)||v = X, Ny = gl®,)y
entonces | ¢ (x_) || e de donde (@ (x ) E/N es II-IV—con-
vergente a LP(O) =0 = N.

Asi pues \P:E — E/y es secuencialmente continuna, de

donde, por hipbtesis, Y serd continua.
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Finalmente, sea B la bola unitaria de E/N .

il
Como \p es continua, entonces ‘P'I(BII YEV(0,T).,
Iy

)

n

-1
Pero:  \PTN(B {xee/pxen , }
{xeE/Npx) N <1}

{x€E/ g, ()< 1}

l'lv

I

= vgv
luego nge'\V?D, T) y como nggv, se tendria que V es T -vecin
dad del origen en E.

De esta manera (E,®) es un espacio lineal topoldgico
C-secuencial.

Corolario

Sea (E,T) un espacio lineal topoldgico sobre

K. Para que (E,¥) sea C-secuencial es necesario y suficiente
gque posea la siguiente propiedad:

"Dado un espacio lineal topolégico localmente convexo
(F,J ) sobre K y una aplicacidén lineal secuencialmente conti-

nua £f : E—F de E en F, entonces f es continua'.

Demostracidn:

En efecto, la necesidad del corolario nos
la brinda la condicién (1) del teorema anterior y la suficien-
cia, la condicidén (2) del mismo, dado gue en particular los
espacios lineales normados constituyen espacios lineales to-

polégicos localmente convexos. w
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Una vez caracterizados los espacios lineales topoldgi-
cos C-secuenciales en las dos vias en qgue lo hemos logrado,
nuestro interés se centrard en la construccién de topologias
gue constituyan, espacios lineales topoldgicos localmente con
vexos dados en espacios lineales topoldgicos C-secuenciales,
asi como también examinaremos algunas de sus propiedades y su
relacién con la topologia original dada.

En este sentido enunciamos el siguiente:

Teorema

Sea (E, ©) un espacio lineal topolégico localmen
te convexo sobre K.

Sea]bcs la coleccidn de todas las vecindades #,-se-
cuenciales disgueadas del origen en E.

Entonces-73cses una base local de una unica topologia
lineal que denotaremos por s, tal que (E, T.5) es un espa
cio lineal topoldégico localmente convexo sobre K.

Ademés, los espacios lineales topolégicos localmente
convexos (E, &) v (E, tcs) tienen las siguientes propiedades:

LN e

(3i) (B,%) es C-secuencial si y solo si U= Tes

(333) v C cs Poseen las mismas sucesiones convergen-

Eer

(3v) T:cs es la mds fina de todas las topologias lineales
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localmente convexas sobre E, para las cuales las
sucesiones convergentes son las mismas gue para .
(v) (E.%Toq) es C-secuencial

Demostracion

Sea:
‘ﬁcs ={VQE ¢ ¥V vegindad 'C-secuencial disgueada
del origen en E }

Mostremos queﬁ posee las propiedades exigidas en el

cs
Teorema 1 de [4]

En efecto,ﬁcS es una coleccidn no vacia, puesto que
toda ¥ -vecindad disqueada del origen en E es también una
vecindad T -secuencial disgueada del origen en E.

Por otre lado, dado Vej&cs, tenemos gque V ¥ 0, puesto
gue 0€EV,

De otra parte, dadas V, V'eﬁcs, tendremos que VnV'e:pCS
dado gque, si (xn)gE con xn—'-t—--o, entonces existen N>21, N'2 1,
tales que V n>2Ny vm>,N' se tiene x, €V y x_¢ v'. Por
tanto, tomando M= max {N,N‘} obtenemos que Vn;M, € VIIN-.:

Ademds siendo cada veﬁcs disqueada y vecindad TT-se
cuencial del origen en E, se tiene que en particular cada
\Te}%ﬁ es equilibrada convexa y absorbente.

i

Por Gltimo, dada Ve:ﬁcs' tendremos que U= VeV es

equilibrada (pues V lo es) y siendo las homotecias de razén
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no nulas homeomorfismos, entonces U es convexa y vecindad
T -secuencial del origen en E, por tanto Ueﬁcs, Finalmente,
siendo V convexa, se tendrd U + U = %v + %v =V

En consecuencia, existe una dnica topologia gue denota

sobre E, tal gue (E, T_.) es un espacioc lineal to

remos ©

cs cs

polégico localmente convexo, para la cual ‘JBCS es una base
del filtro de vecindades del origen en E.
Ademés-
(3)
En efecto dada V, T -vecindad disgueada del origen
en E, existe ® , T-abierto, tal que 068 y B v
Como © es T .-abierto. entonces B < es T -ce
rrado, de donde ©°F es secuencialmente cerrado,
por tanto ©  es secuencialmente abierto y final-
mente V €.VJ(0. Cepgl
Asi, t4tcs
(33)

Condicidon Suficiente-

Consideremos V una t—vecindad

secuencial discgueada del origen en E Entonces
ve V(0, T.g) Como por hipétesis T=T,g, en-

tonces V es una vecindad disgueada del origen para

{ o

Luego (E, T) es un espacio lineal topolégico C-se-
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cuencial.

Condicién Necesaria:

Como por (3j) tenemos gque T4 tcs'

bastara mostrar que g ~$'(:,‘
Para tal efecto, consideremos W una "c‘,cs—vecindad
del origen en E, entonces existe V, una vecindad
disqueada T-secuencial del origen en E, tal gue
VEW.
Como (E,T) es C-secuencial por hipdtesis, tendre-
mos gue V es una T-vecindad del origen en E y co-
mo VE W, tendremos gque W es una T -vecindad del
origen en E, con lo que tcs 4T

(333)
Como por (j) se tiene gue T LT.g» entonces es in-
mediato que toda sucesidén ‘T.g-convergente serd
también ‘€ -convergente.

-'E-O y considere-

Sea ahora, (x,)% E, tal que x_

mos W una tcs—vecindad del origen en E.
Como We’V‘fO, C.s)» entonees existe ¥ una vecindad
T-secuencial disqueada del origen en E tal que
VE W.

Veamos gque (x,) estd eventualmente en W.

Supongamos gue no es asi:
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Entonces, Vm),]. 3“;{1) m, tal oue xnm¢w, luego
Vm;l.anm>m, tal que xnmevc.
Como Xp_ E 4,0y v® es T -secuencialmente cerrada,
se tendra OGVC, lo cual es una contradiccidn.
Por tanto, 9 N2 1, tal que VnaN, X, EVe W, luego
(x,) es tcs—convergente

(jv)
sea T' otra topologia localmente convexa sobre
E, tal que posee las mismas sucesiones convergentes
gue para ©
Consideremos VS E, una ' -vecindad disqueada
del origen en B y (%)%= B, t2l ouve xnl‘—'-a-o.
Entonces, (xn) estd eventualmente en V y como
xnir- 0, por hipdtesis se tiene gue ve?cs, con
lo cual V es una tCvaecindad disgueada del
origen en E,.
De esta manera hemos probado que T 4Ccs.

(v)
Para mostrar gue (E, Tes) es C-secuencial, mos-
traremos que (Ces)es = Ces y por (3j) {E, Tcs)
serd C-secuencial,

Verifiquemos rue (Tcs)es y T poseen las mismas

sucesiones convergentes y por (jv) (TCes)es 4‘ch.
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Por (jji) (Tes)es y Tecs noseen las mismas sucesip
nes convergentes y por (jjj) Tes y '€ también po
seen las mismas sucesiones convergentes, luego
(Tes)es y T poseen las mismas sucesiones conver
gentes.

Por otro lado, por (j) tenemos que 'Ccs{x('dcs)cs
Asi pues, hemos logrado probar que t:cs = (T:cs)cs

Proposicidn

Sea (E,T) un espacio lineal tovolégico: en
tonces, entre todas las topologias localmente convexas gue
poseen las mismas sucesiones convergentes gue para i i CTes
es la dnica para la cual (E,Tﬂés) es un espacio lineal topo-
légico C-secuencial.

Demostracidn

Por teorema anterior tenemos que Tecs es
una topologia localmente convexa sobre E, tal que posee las
mismas sucesiones convergentes cue T y, ademas, (E,?Scs) es
un espacio lineal topoldgico C-secuencial.

Veamos oue Tes es la tnica topologia sobre E con las
propiedades mencionadas.

Para esto, sea T:| otra topologia localmente convexa
sobre E, tal gue posee las mismas sucesiones convergentes gue

o y ocue, ademés, (E,TY es un espacio lineal topolégico
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C-secuencial.
Puesto que T y T poseen las mismas sucesiones conver-
[] ]
gentes, tenemos T 4Tcs. Probemos ahora cue Ccs4dT, con 1o
]
gue habremos mostrado que T= Tes.
En esta direccidn, consideremos VEE una vecindad con-
fal
vexa del origen para Tecs y (x,) E E con xp ——0.
= - . ] .
Como, por hipétesis, ', ¥ y Tecs poseen las mismas
sucesiones convergentes, entonces xn—tﬂho, oo Lo cudl fix.)
e.e, en V, de donde V& E es una vecindad secuencial convexa
: ' : : -
del origen pvara T, vy, siendo (E,T') un espacio lineal topo-

légico C-secuencial, se tendréd gue V& E es una vecindad con-

(]
vexa del origen para T', con lo que 'Ccs$'c'..



ESPACIOS LINEALES TOPOLOGICOS

S-BORNOLOGICOS
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Basados en las definiciones dadas en las secciones pre-
cedentes podemos enunciar nuestra definicién de Espacio Lineal
Topolégico S-bornolégico.

Definicién (Espacio Lineal Topoldgico S-Bornolégico)

Sea (E,) un espa-

cio lineal topolégico sobre K. (E,¥) se dice Secuencialmente

Bornoldgico o simplemente S-bornoldgico, si y solamente si, to-

do subconijunto bornivoro convexo A &< E, es una vecindad secuen-
cial del origen en E.

Una vez dada la definicién de un espacio lineal S-borno-
l6gico nuestro siguiente paso, serd el de enunciar un Teorema
gue nos dard una primera caracterizacidén de tales espacios,

a partir de los discos bornivoros del espacio, las vecindades
secuenciales del origen en €l y las semi-normas localmente a-
cotadas definidas sobre é€l.

Teorema

Sea (E,T) un espacio lineal toooldgico sobre K.
Entonces las siguientes proposiciones son eguivalentes:
(1) (E, T) es S-bornoldgico
(ii) Todo disco bornivoro en E, es una vecindad se-
cuencial del origen en E.
(1ii) Toda semi-norma localmente acotada sobre E, es

secuencialmente continua.
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Demostracidn
(i)=D {ax)

En efecto, si (E,¢) es S-borno-

l5gico entonces, todo subconjunto bornivoro convexo de E es
vecindad secuencial del origen en E, luego en particular to-
do subconjunto bornivoro convexo equilibrado (disco bornivoro)
de E, seré& vecindad secuencial del origen en E.

(ii) =l {414)

Supongamos gue todo disco bor-
nivoro de E es vecindad secuencial del origen en E, y consi-
deremos gue p:E —R es una semi-norma localmente acotada
sobre E.

Probemos gue p es secuencialmente continua, mostrando
gue Vp & {er : p(x) < 1} es una vecindad secuencial del ori
gen en E.

Puesto gue p es una semi-norma, entonces V_ es un dis-

P
Cos
Probemos ahora gue VP es bornivoro.
Para ello, sea BE E con B acotado y supongamos dque
Vp no absorbe a B. Entonces V n2l se tiene gue B¢nvp, de

donde, V nal; 3 xn(-: B, tal que xn¢ nvp, luego, V i Ls
X
3xn€ B, tal que —nllé Vp, nor tanto, Vnal, ane B, tal

X
que p(—%’-))l, entonces Vnal, ane B, tal gue p(x,)2n vy
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asi gufip(xn) = Qo

Como x%?g P(x);;nirg p(xp) =0 » tendremos gue p no es
acotada sobre B, lo cual es una contradiccidn a nuestra hip6-
tesis.

De esta manera vp absorbe a B, con lo cuzl Vp es un dis
co bornivoro de E y por (ii) Vp es una vecindad secuencial del
origen en E- asi hemos demostrado gue p es secuencialmente
continua

(iii)=:4>>(i)

Asumamos ahora qgue toda semi-
norma localmente acotada sobre E, es secuencialmente continua,
y sea VE E con V un bornivoro convexo.

Probemos gue V es una vecindad secuencial del origen

en E, mostrando gue contiene una de tales vecindades.

Para ello, consideremos b(V), el nlcleo eguilibrado de

Puesto que V es bornivoro tendremos que 0 €V, de donde
b(v) # 0 y finalmente b(V) =1£;}AV

Como V es convexo, entonces b(V) es también convexo y
siendo b(V) egquilibrado, tendremos que b(V) disco.

Probemos ahora gue b(V) es un bornivoro.

Con tal fin, consideremos B & E con B acotado vy e(B)

la cédpsula eguilibrada de B,
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Como B es acotado, entonces e(B) es un subconjunto aco-
tado y eguilibrado de E, por tanto:

Vli}}l " 'Ahle(B) < e(B) de dondeVlAlal, e(B) = Ae(B), luego
e(B)EQlle(B)

Por otro lado, como V es bornivoro y e(B) es acotado,
entonces Jol >0, tal que e€(B)E oV, luego, V al > 1 e(B) € Al V),
de donde e(B)E= Q})\o{\], por lo cue e(B)Sd 'le\i. por tanto
e(B) & ol b(V) v como B<E e(B), tendremos gue b(V) es un borni-
voro.

Siendo b(V) un disco bornivoro, entonces Ib (v) * el fun-
cional de Minkowski de b(v), es una semi-norma sobre E.

Probemos ahora que Ib (v) es una semi-norma localmente
acotada sobre E.

Sea A= E con A acotada y supongamos gue gb(v) no es
acotada sobre A.

Entonces, Vn>,1 i Jape A, tal gue Ib (V) (:an)>n2 o de la
otra manera, 9p (V) (.E;.{l)> n, tendremos entonces V n>1l, 3 a € a4,
tal que a# ¢ n b(Vv).

Como V nzl, a € A, tendremos gue (ap) S A y puesto
que A es acotado, se tendrd (a,) acotado.

Por otro lado como %-——-—O Y (an) es un acotado, entonces

a a
——nn-——- 0, de donde (-ﬁ-n) también es un acotado.

a
Como b(V) es bornivoro, Jm>1, tal que —r? € m b(V) Vn}l,
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a
luego -2 e m b(D), lo cual es una contradiccién

Asi tenemos gue g es una semi-norma localmente aco-

b (V)
tada sobre E y por (iii) gb(v) €s una semi-norma secuencialmente
continua sobre E, de donde b(V) es una vecindad secuencial del
origen en E.

Finalmente, puesto que b(V)E V, tenemos aue V es una ve-
cindad secuencial del origen en E, con lo que probamos gue (E,T)
es S—bornolégico.ll

La proposicidn que enunciaremos a ‘continuacién caracte
rizard las semi-normas localmente acotadas sobre un espacio
lineal topoldgico (E,T ) a partir de los discos bornivoros del
espacio.

Proposicidn:

Sea (E, %) un espacio lineal topoldgico sobre
Ky p: E=—R una semi-norma sobre E
Es condicidén necesaria y suficiente para gue p sea lo-

calmente acotada en E, que vV, = {x€I3: p(x) < ]} sea un dis-

P

co bornivoro de E,.

Demostracibdn

Condicidén Necesaria

Sea p : E— R una semi-
norma localmente acotada en E. Entonces, Vp = {xe E:p(x)(l}

es un disco absorbente de E.
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Veamos que Vp es T-bornivoro.
Para ello, consideremos A< E con 2 7-acotado. Puesto
que p es localmente acotada, se tiene que 34> 0, tal cue
)s{uepA {P(x)}<°( , luegod({ >0, tal que :‘;PA{p(%)}<l de donde
3d>0, tal que VxeA, ;}:-evp, por tanto,dd>0, tal que VXGA,
X €V, entonces >0, tal que AS«Vy, por lo oue Vg, es
T-bornivoro.

Condicidn Suficiente:

Supongamos ahora gque
Vp = {xE:E:p(x) <l} es un disco bornivoro de E.

Verifiguemos gue p es localmente acotada.

Para ello, sea A S E con A un T -acotado.

Puesto que Vp es T-bornivoro, tendremos que Ja(> 0,
tal que Aga(‘v’p, luego, 3 «>0, tal que VxeA, pix)<ol,
por tanto, d4o{ >0, tal que xseug{p(x)}<°‘ con lo gue p(A) es aco-
tado en R, con lo cual p es localmente acotada..

Una vez caracterizadas las semi-normas localmente aco-
tadas a partir de los discos bornivoros del espacio enuncia-
remos el siguiente Teorema, que pondrd a nuestra disposicidn
una segunda caracterizacién de los espacios lineales topold-
gicos S-bornolégicos, esta vez, a partir de las aplicaciones

lineales localmente acotadas sobre espacios lineales topold-

gicos localmente convexos.
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Teorema-

Sea (E, T ) un espacio lineal topolégico sobre K
Entonces-

(3) Si (E, T ) es S-Bornoldgico, entonces dado (F, J )
un espacio lineal topolégico localmente convexo
sobre K y f:E——= F una aplicacién lineal local-
mente acotada de E en F, se tiene gue f es nece-
sariamente secuencialmente continua

(i9) 8i (E, T ) posee la propiedad a continuacién-
"Dado (F, - ) un espacio lineal normado sobre K y
f:E——F una aplicacién lineal localmente acota-
da de E en F, entonces f es secuencialmente con-
tinua", entonces (E, ¥ ) es un espacio lineal to
polégico S-bornoldgico

Demostracidn

()

Supongamos cue (E, T ) es un espacio li-
neal topolégico S-bornolégico y sean (F, J ) un espacio lineal
topolégico localmente convexo sobre K y f:E——-F, una apli-
cacién lineal localmente acotada de E en F.

Probemos gue f es secuencialmente continua.

Para ello, sea V una vecindad del origen en F, con V

disqueada,
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Puesto que f es lineal, entonces f_l(V) es disqueada.

Veamos que f_l(v) es un disco bornivoro.

Consideremos, para tal fin, A€ E con A T -acotado.
Puesto que f es localmente acotada, entonces f(A) es JU-aco-
tado en F. Asi,Bo{)O, tal gque £(A) € oV, de dondeEo{)O,

-1
J’(V), con 1o gque £ (V) es un disco bornivoro

tal que AS &£
de E v como (E,T) S-bornolégico f_l(v) es una vecindad secuen
cial del origen, de donde f es secuencialmente continua.

(33)

Asumamos ahora que (E,T ) posee la pro-
piedad enunciada en (jj) y probemos gue (E,¥) es S-bornolé-
gico.

Para ello, consideremos V& E con V un disco bornivoro
y mostremos gque V es una vecindad secuencial del origen en E.

Sea gy:E—=R el funcional de Minkowski de V.

Puesto cgue V es un disco bornivoro de E, entonces
gytE—= R es una semi-norma localmente acotada y ademés
gvgv.

Consideremos ahora N = {xEE : gylx) = O} vy puesto gue
N es un subespacio lineal de E, podemos considerar el espacio
lineal normado (E/N, IHIV) donde:

E/N designa el espacio lineal cociente E mdédulo N y-

-4 : EN—+gr dadapor : VeEmN, X Il ,=9,(x)

A
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Sea ahora l.p:E——l-E/N el epimorfismo candnico de E
en E/N.

Tenemos que Y es lineal, verificaremos que Y es
localmente acotada en E.

Para este efecto, sea A un U -acotado de E y mostre-
mos que (&) es M-I y-acotado en E .

Puesto que g, es localmente acotada y A es T-acota-
do de E, entonces >0, tal gue Vxen, gy (X)<e{, luego
Vi ea, lwx)h, = Ixll, = g,(x)<«, de donde xs;;g e,
con lo cual @(A) es Il ) ,-acotado en Em, por lo cue Y es
localmente acotada en E.

Siendo’ PIE——» E/N lineal y localmente acotada, en-

tonces es secuencialmente continua, de donde ¢ (B

)

wy

es una vecindad secuencial del origen en E.

-1
Pero: TG T {xeB: w(x)eB,, |
= {xeE: g1 <1}
= {XEE: gv(x) <1}
= Vv
9y
Luego V es una vecindad secuencial del origen en E

v

y como nggv, entonces V es una vecindad secuencial del ori-
gen en E, con lo cual (E,T) es S—bornolégico.-
Corolario

Sea (E,%) un espacio lineal topoldgico sobre

UNIVE-SIDAJ DE PANAMA

BIBLIDTECA
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K. Para cue (E,T) sea S-bornolégico, es necesario y suficien
te que posea la siguiente opropiedad:

"Dado un espacio lineal topoldégico localmente convexo (F,J )
sobre K y una aplicaci6n lineal localmente acotada f:E —— F
de E en F, entonces f es secuencialmente continua".

Demostracién

Es claro qgue la condicién necesaria del co-
rolario nos la ofrece (j) del teorema anterior y para la con-
diecidbn suficiente, basta considerar (3jj) del mismo teorema,
ya que los espacios lineales normados son espacios lineales
topoldgicos localmente convexos particulares..

Lograda la caracterizacidén de los espacios lineales
topoldgicos S-bornolégicos en los sentidos en gue lo hemos he
cho, pasaremos a estudiar la construccién de topologias sobre
espacios lineales topolégicos localmente convexos dados, de
manera tal que se constituyan en espacios topoldgicos S-bor-
noldégicos, adem@s de estudiar algunas de sus proviedades y su
relacibén con la topologia original dada.

Con este fin enunciamos el siguiente:

Teorema

Sea (E,T) un espacio lineal topoldégico localmen
te convexo sobre K.

sea’Py, 1a coleccién de todos los discos T -bornivo-
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ros de E,
Entonces, 'j.')b es una base local de una Gnica tooologia
lineal gue denotaremos por Ty, tal cue (E, ’t:b) es un espacio
lineal topoldgico localmente convexo sobre K.
Ademés, los espacios lineales topolégicos localmente
convexos (E,T),(E, T,.), (E,'c;b) tienen las siguientes pro-
piedades:
(3) T4{Ccs { Ty,
(33) (E,) S-bornolégico si y solo si tcs = tb
(333) ©y T, poseen los mismos acotados, esto es A(T)=
A('Cb)

(3v) Ty es la més fina de todas las topologias lineales
localmente convexas sobre E, para las cuales, los
acotados son los mismos gue para C

ey (E, 'c;b) es S-bornolégico.

Demostracidn

Sea TPb = {v S E : V disco ‘c-bornivoro}.
Mostremos gue 'jsb posee las propiedades exigidas en el
Teorema de [1] >
En efecto, podemos afirmar que yb es una familia no
vacia de partes de E, puesto gue toda vecindad disqueada del
origen V en E es un T -bornivoro, luego Vf.-tﬁb

Por otro lado, dada ve‘f‘:b tenemos que V ¥ § puesto gue
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siendo disco T -bornivoro 0€V.

De otra parte, dados V, V‘Cﬁb, tendremos an'epb, pues

to que siendo V y V' discos, VN V' lo ser& y siendo A un

T -acotado, existen o >0, «'>0, tales que AS XV y AS 'V,
Tomando A= max {ot,o(‘} obtenemos A< A(V N V'), con lo cual
VvV NV es un T-bornivoro.

Ademéds siendo cada va?b disqueada y T-bornivora, se
tiene gque en particular cada VEUBb es eguilibrada, convexa y
absorbente.

Por Gltimo dado Veﬁb, tendremos que U = %—vgv es con-
vexas y equilibrada puesto cue V lo es y siendo las homotecias
de razén no nulas homeomorfismos, entonces si A es TT-acotado,
tendremos que también 2A es T-acotado y como V es bornivoro,
(>0 tal gue 28 S «V, de donde J>0, tal que A;%n(A, por lo
gue (>0, tal gque AS®U , con lo que U es T -bornivoro con
lo gue es finalmente Uejbb y ademds U + U = %—V + %V cVv.

Entonces, existe una tnica topologia sobre E que deno-

taremos T tal que (E,T,) es un espacio lineal topoldgico

b’
localmente convexo, para lo cual ﬁb es una base del filtro de
vecindades del origen en E.

RAdemés:
(3)

En efecto, sea V, una cs-vecindad disqueada
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del origen en E. Verifiquemos que V es T-bor
nivora.
Supongamos gue V no es % -bornivora, entonces A un
T -acotado tal que Vnzl, Agnv, luego, Vn;l_, ane A
£n
tal que, xn¢nv oor tanto, Vn;l, Exne A, tal cue —r-1—¢v.

Xn
Pero — —0 puesto que (xn) S A, gue es T-acotado

Yy i——#— 0 luego (‘Eﬁl)e.e. en V, pues V es una vecindad secuen
cial del origen en E, lo cual es una contradiccidn.

Asi tenemos gue V es ‘T-bornivora con lo cual V es
una ’Cb-vecindad disgueada del origen en E, de donde T . 4Ty

Como se tiene que T 4T, tenemos finalmente que
= £ ?'-’cs $ tb
(33)

Condicidn Necesaria

Supongamos que (E, T) es
un espacio lineal topolégico S-bornolégico.
Tenemos por (j)(";‘cs.{\tb. Consideremos ahora a V una
tb-vecindad disgueada del origen en E. Como (E, €) es

S-bornolégico, entonces V es una vecindad secuencial del ori

gen en E, de donde tb -":"Ccs
Asi ‘Ccs = 'Cb

Condicidn Suficiente

Supongamos ahora gue
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Biow = Ty ¥ 8E8 Vun disco ¥ -bornivoro de E. Entonces V
es una ?_'.b—vecindad del origen en E. Como tcs = ‘tﬁb,
BUG:}SCS. tal gque UE€ V, con lo cual V es una vecindad se-
cuencial del origen en E y por tanto (E,T) es un espacio
S-bornolégico.
{94332
Como por (j) se tiene que ‘C$tb entonces

es inmediato que todo T -acotado es también un T -acotado,
de donde A(tb)E 2{T) .

Sea ahora A un T-acotado de E y W una Tp-vecindad
del origen en E

Entonces, SV un disco T -bornivoro, tal que VE W,
luego Jo{>0, tal que AS XV S oW, con lo gue A es un Ty -a-
cotado de E, de donde A(T) S A('Cb) ;

Asi, A(T) = A(tb)

(3v)
Sea ' otra topologia localmente convexa

sobre E, tal gue oosee los mismos acotados que para © .

Consideremos a V una %' -vecindad disqueada del ori-
gen en E y a A, un ’C'——acctado de E. Entonces,B,()n O Eal
gue ASXV. Como A es también un ‘T-acotado, entonces V

es un disco T -bornivoro de E y en consecuencia V(-:?b. con

lo gue V es una 't:b-vecindad disqueada del origen en E,
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de donde rc' 4 tb
(v)

(C.) y por (jj) obtendremos

Probaremos gque {tb) %3 g

b =
que (E,'Cb) S-bornolégico

Por (j) sabemos T, 4 (tb)b

Por otro lado, por (jjj) tenemos que (‘tb)b Y tb poseen
los mismos acotados y nuevamente por (jjj) tenemos gue tb

y & poseen los mismos acotados, entonces (tb)b v T, poseen
los mismos acotados, de donde por (jv) tendremos que (tb)bétb
Asi ’Cb = (tb)b y como por (j) se tiene

’Cb 4 (’cb)cs 4 (tb)b entonces finalmente se tendré (t"b)csz(tblg



PROPIEDADES DE PERMANENCIA

i

OTRAS PROPIEDADES
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Esta seccidn estard dedicada a examinar algunas de las
propiedades de permanencia de que gozan los espacios lineales
topoldgicos C-secuenciales y S-bornoldgicos y algunas propie-
dades de estabilidad para productos y sub-espacios densos de
los mencionados espacios.

TEOREMA

Sea E un espacio vectorial sobre K. Sea (Ej, Tjiljer
una familia no vacia de espacios lineales topoldgicos, todos
sobre el mismo cuerpo K. Sea (fi)iE:I una familia no vacia
de aplicaciones lineales, tal que tjiE:I' F{:Ej—E., BSea
T 1a topologia lineal localmente convexa final sobre E,
respecto a la familia (£f;);¢e 1-

Entonces, si para cada i€ I, (E;, Tj) es un espacio li-
neal topoldégico C-secuencial, tendremos que (E,T) es un es-
pacio lineal topolégico C-secuencial.

Demostraciodn:

Sabemos que © , la topologia lineal local-
mente convexa final sobre E respecto a la familia (£f3); ¢ 1+
es la mds fina de todas las topologias lineales localmente
convexas sobre E, para la cual cada una de las aplicaciones
de la familia (fi)ie;I es continua.

Por otro lado, una base del filtro de vecindades del

origen vara (E,T ) estd dado por:
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75= {VC_: E : V es un disco absorbente de E y tal gue
=3 _ _
Vie T fi LX) 'Ci-—vem.ndad del origen en Ei}
Sunongamos ahora cue Vie 1 tenemos (Ei' ’Ci) C-secuen-
edidr=1i i
Probemos cue (E, T) también es C-secuencial.
Para ello, sea V una vecindad secuencial disgueada
del origen en E, entonces V es un disco absorbente de E.
-1 e i ;
Veamos gue ViE e £y (V) es una ;-vecindad del ori-
gen en E;.
Como Viel’ f; es lineal y 'Ci‘t continua, entonces
Vie I fi es lineal 'Ci-t secuencialmente continua y como V
es una vecindad secuencial disgueada y absorbente del origen
en E, se tendré que Vie T+ f;l(v) es una vecindad secuencial
disgueada del origen en E;.
Siend da (Ej; g ial ent v/ £71 (v)
iendo cada j» T4) C-secuencial entonces ie 1 E4
es una ti—vecindad del origen en E;, de donde Veﬁ, con lo
cual V es una T-vecindad del origen en E y por tanto (E,T)
es (C-secuencial.
TEOREMA
Sea E un espacio vectorial sobre K. Sea ((Ei, ti))iel
una familia no vacia de espacios lineales tooolégicos todos so

bre el mismo cuerpo K. Sea (f;); ¢ una familia no vacia de

aplicaciones lineales tal que, ;e 1 f3:E;— E y ademds
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.U £, (B;)=E.
1€ 1
Entonces, existe sobre E, una topologia lineal local-
mente convexa & , la mds fina, tal que Vi(-:I' £, es secuen-
cialmente continua.
Ademds (E, ©) es un espacio lineal topoldgico C-secuen

cial.

Demostracién:

Consideremos en E la familia:

:ﬁ= {VE E : V disco absorbente y tal que VieI' f;l(v) es una
vecindad secuencial del origen en (Ei, ti)}

Probemos que'p posee las propiedades exigidas en el
Teorema de [l] .

En efecto,f es una coleccidn no vacia, dado gue Ee:f)
puesto que siendo E un disco absorbente se tiene gue
Vie T le(E)=Ei es una vecindad secuencial del origen en
(B{, T3) .

En otra via, dada ve'f?, tendremos cue V # @, pues
siendo un disco se tiene 0EV.

Por otro lado, dadas V, V'ef) entonces V y V' son discos
absorbentes, de donde V N V' es también disco absorbente y

-1 -1
siendo Vie fi £ (V) £ (V') vecindades secuenciales del ori-

4

: -1 - =1
gen en (Ei' t’,i). se tendrd que Viel’ £, (vn v )=fi vin £, (%)

es una vecindad secuencial del origen en (Ej, Tj).
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Adem&s, siendo cada V (-:Zﬁ un disco absorbente, se ten-
dré gue cada VGTP serd en particular equilibrada, convexa y
absorbente,

Por Gltimo, dado Vetp, tendremos cue U = %—V € V es un

-1 -1 1,.-1

disco absorbente y ademés ViG:I' fi (g) = fi (%V) = Zfi (V) es
una vecindad secuencial del origen en (Ei,'bi) . Ademés

Ly + Ly
U+ U= =V + 5 = V, pues V es convexo.

Consecuentemente, existe una tGnica topologia T sobre
E, tal que (E,T) es un espacio lineal topoldgico localmente
convexo, para la cual ﬁ es una base del filtro de vecindades
del origen.

Verifiquemos ahora gque Vie 1 £yt —E 88 secuencial
mente continua.

Para ello consideremos @ W una T-vecindad del origen
en E, entonces existe V € 'ﬁ tal que VE W.

Como Vie T f; (V) es una vecindad secuencial del ori-
gen en (E;, ©;) y ademds como f;l(v) S f;l(W), se tendr& gue
Yiga 1

con lo cual Vie T* fi es secuencialmente continua

W) es una vecindad secuencial del origen en (E,, <)

Mostraremos ahora que T asi construida es la m&s fina
de todas las topologias sobre E, para la cual cada aplicacién
de la familia (f;); ¢ ; ©S secuencialmente continua.

En efecto, sea T' otra topologia sobre E, para la
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cual cada aplicacién de la familia (fi)i.GI eés secuencialmente
continua y sea V una %'-vecindad disgueada del origen en E.
Entonces V&.GI ; f;l(v) es una vecindad secuencial del origen
en (Ej, T©;), luego V(-::ﬁ, de donde V es una T -vecindad del
origen en E, de donde t'4 T

Finalmente probemos gque (E,T) es un espacio lineal to
pologico C-secuencial.

Para el efecto, sea V una vecindad secuencial disquea-
da del origen en E. Entonces V es un disco absorbente de E.

Veamos que V es una T-vecindad del origen en E, ve-
rificando que Viel, f_l(v) es una vecindad secuencial del ori
gen &n (Ei, T4q)-

Consideremos para ello f;l(v) y (x,) € E; con anEL*_o

Como VieI' f;: E;,— E es secuencialmente continua,
entonces fi(xn)-ﬁ-—-o

Siendo V una vecindad secuencial del origen en E, ten-
dremos que [ ;. tal c“eVn;m' f£i(x,) €V, luego Jps 1o
tal quEVn;m' x. € fil(v), de donde f;l(v) es una vecindad se-
cuencial del origen en (Ey, TSi)

Por tanto, V es una C-vecindad del origen en E y por
ende (E, T) es un espacio lineal topolégico C-secuencial. g

Basados en los dos teoremas precedentes enunciamos el

siguiente,
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Corolario
Sea E un espacio vectorial sobre K. Sea
((E{s Tj4))jer una familia no vacia de espacios lineales topo-
una fami-

)

légicos, todos sobre 2l mismo cuerpo K. Sea (fi ier
lia no vacia de aplicaciones lineales, tal gue Vi e 1’ fi-Ei-—-E
aemits A EipE.y = R
i e L
Entonces, la topologia T  sobre E, gue hace a (E,T)

un espacio lineal topolbgico localmente convexo con fi ti—‘t’
continua Vie ; Y. la topologia ®%' sobre E, gue hace a (E, =y
un espacio lineal topoldgico localmente convexo con fi 't;’i-"t;
secuencialmente continua Vie 1’ son las mismas, si Vie 3 se

tiene gue (Ei. ‘Ui), es un espacio lineal topoldégico C-secuen-

Demostracién

En efecto, si V es una T -vecindad disqueada
del origen en E, como V S fi 'Ci—C' es continua, entonces
ViEI: £y (V) es una 'Ci-vecindad del origen en E;, de donde

-1
Vie T ¢ fi (V) es una vecindad secuencial del origen en (Ei, 't;‘i)

y por tanto V es una <% -vecindad del origen en E, con lo cual

TLT
Reciprocamente si V es una T -vecindad del origen

en E, como Viel fi t’i—’c’ es secuencialmente continua, enton-

ces Vie e f;]'(V) es una vecindad secuencial del origen en

(E;, 'Ci) . Puesto gue Vi gy 1By ‘t:.i) es C-secuencial entonces
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-1 : P
Vie T* fi (v) es una 'Ci—vecn.ndad del origen en Ei de donde
LT Agi G="w"
g ]
Las proposiciones gue estudiaremos a continuacidén servi-
rdn de apoyo en el estudio de los productos numerailes de espa
cios lineales topolbégicos C-secuenciales y de espacios lineales

topolégicos S-bornolégicos.

Proposicidn

Sean, (E, €¥) un espacio lineal topoldgico,
(F, 1)) ) un espacio normado y f:E— F una aplicacitn lineal
secuencialmente continua.
Entonces f:E— F es localmente acotada

Demostracidn

Supongamos gue nuestra tesis es falsa, esto

es cue f:E——=F no es localmente acotada. Entonces existe

AS E, A T-acotado, tal gue f(A) no es I-1-acotado.
Luego, anal' Ja,e? tal que |l £(ay) I > n, entonces
Vizi1e Ja,€ A, tal que li f(fﬁr}-) " 21
Pero -E—:-jrl—a-o, puesto que (a,) = A es T -acotada y

a
%—ho y como f es secuencialmente continua, se tendré f(-hﬂ)—--o

a
AN21, tal que Vn 2 N " f(-nﬂ) ||<1, lo cual es una contradiccidn
Por tanto f:E—=F es localmente acotada.

Proposicibn

Sean, ((E;j, Tjilier una familia no vacia de es
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pacios lineales topolégicos, (E,T) su producto topolédgico,

(F, I*})) un espacio normado y f:E——F una aplicacidn lineal.
Entonces, si f:E—F es localmente acotada, se tendra

gue f es idénticamente nula, salvo en un nimero finito de los

E considerados como subespacios del producto.

i

Demostracidn

Supongamos nuevamente que nuestra tesis es
falaz- entonces existird una sucesidén infinita de indices dis
tintos i4,1 i de I, tales que f/E- = fs_ # 0

1r 20 R ’ g in in &
Entonces existird una sucesidén (xin) con xine Ein v
nE 1i2,... tal que £; (%, }# 0.
n n

Consideremos la sucesidén (a,) & E dada por : vn21

nxj
B = Iy e gl 1 [ Rt
n r r r ¥ r
(ETMER
Sea para cada i € I, TTi . Be——t=Ey 18 i-ésima proyec-
cidén de E sobre Ej
Entonces,
nxin
Si ie ilpiZ'.-.pin'...
EFNETRE] { }
ﬂi(an) =
0 Si i¢{il'i2;---,in'..-}

Como cada proyeccidn es acotada, entonces la sucesidn

(a,) también es acotada,
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Pero

nx.
1
£ ( : I ” =n
fin (Xin) ]

de donde f no es acotada scbre (a,), lo cual es una contradic
cién..

TEOREMA

Sea {( (B, tn))n?,l una familia numerable de es

pacios lineales topolégicos y sea (E, ¥ ) su producto topoléd-
gico

Es condicién necesaria y suficiente para gue (E, T )
sea un espacio lineal topolégico C-secuencial, gue para cada
n21l, (E, ?:n) sea un espacio lineal topolégico C-secuencial.

Demostracidn

Condicién Necesaria

Supongamos que (E,T) el
espacio producto topolégico de la familia ((En'tﬁﬁ)rxal es
C-secuencial.

Congideremos (F, ||-}]) un espacio normado y para un k
fijo, sea f:E —— F una aplicacidén lineal secuencialmente
continua de Ex en F.

Consideremos ahora la aplicacidn E‘: E— F dada por:

Vi = (xn)e B ?(x) = f(xk)

~ -~ . 4
Tenemos gue f, asi definida, no es més cue fo TTk es~
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to es f = £oTT, donde TTk denota la k-ésima proyeccidn de E
sobre E; .

Tenemocs gque ? es lineal, por ser compuesta de aplicaciones
lineales y ademds f es secuencialmente continua, por ser com-
puesta de una aplicacién continua (la proyeccidén TT,) y una
aplicacién secuencialmente continua (la aplicacién dada £).

Puesto que por hipétesis (E, © ) es C-secuencial, en-
tonces ? = foTTk es continua, de donde f es continua y por tan
to (Ek' T:k) es C-secuencial.

Condicidn Suficiente

Asumamos ahora que, pa-
ra cada n » 1, se tiene que (En, tjn) es C-secuencial.

Consideremos (F, -0}, un espacio normado y £ : E— F,
una aplicacién lineal secuencialmente continua de E en F.

Como f : E— F es una aplicacidén lineal secuencial-
mente continua de E en F (espacioc normado) entonces £ : E—>F
es localmente acotada y, en consecuencia, f es idénticamente
nula, salvo en un nimero finito de los E_ , considerados como
subespacios de E.

Asi, existe un nimero finito de indices I={nl,n2,...,np},

tales gue
i ZyswsiD

£/E # 0 para k

B

Y £/E, =0 para n ¢ I
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De esta manera, basta que demostremos cue el producto
finito de espacios C-secuenciales es C-secuencial.
para ello, sean (Ej, T ) y (E,, T,) espacios C-secuen

ciales y £ : E; x E,—*F una aplicacién secuencialmente con-

2
tinua con F, espacio normado.
Consideremos ahora:
f1 : El——+-F dada por V&l € E; , £1(xq) = f(x,,0)

£

f2 ¥ E2_+F dada por VXZ € E2 ? 2( 2)

= f(O,xz)

Dado que f, = f/El % foy . £, = f/E2x {0} y £ es secuencial
mente continua, también lo serén fl y f2 y puesto que (E,, t&)
y (E2' 132) son C-secuenciales, entonces fl y f2 serdn conti-
nuas.

Puesto que f = f1°TTj + f2o TTZ‘ entonces f es conti-
nua, de donde El X E2 es C-secuencial.

Dedicaremos ahora nuestros esfuerzos al estudio de los
subespacios densos en espacios lineales topoldégicos C-secuen-

ciales y de sus propiedades respecto a lo C-secuencial.

Definicitn (Subespacio secuencialmente denso)

Sea (E,T)
un espacio lineal topolégicio localmente convexc sobre K,
y sea F un subespacio vectorial de E.

Se dice gue F es un sub-espacio gecuencialmente denso

en E, si y solo si, para cada x € E, existe una sucesidn (xn)EE ¥4
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i)

tal gque x  — x

n
TEOREMA
Sea (E, © ) un espacio lineal topolégico localmen
te convexo sobre K y F un sub-espacio secuencialmente denso
en E,
Se tiene que, si (F,’CF) es un espacio lineal topolé-
gico C-secuencial, entonces (E, € ) es también un espacio li-

neal topolégico C-secuencial.

Demostracidén

Sea (G, |I-)] ) un espacio normado y £ : E—~G
una aplicacién lineal secuencialmente continua respecto a © .
Es inmediato que f/F = fF es secuencialmente continua

T
F
respecto a 'CF, puesto gue si (xn) &= F coh x,~—0, entoncss

5 i-il I-i

X =0, de donde Ef{x,)——=0 vy finadlmente £pix.)—0,

n
puesto cue Vxne R fF(xn) = f(xn).

Dado que por hipétesis (F, T) es C-secuencial, en-
tonces tendremos que fp ¢+ F—*G es continua.

Tenemos, entonces, una aplicaci6én lineal continua y
por el Teorema de Hahn-Banach, existe una aplicacién lineal
continua, g : E—G de E en G, tal gue su restriccidén a F,
esto es g/F = gp, coincide con fp, esto es gp = fp.

Probaremos que g = £, de donde f seréd continua y po-

dremos afirmar entonces cue (E, T ) es un espacio lineal to-



55

poldégico C-secuencial.

Con este fin, consideremos la aplicacidén h:E— G, de-
finida por h=f-g y probemos que h=0, con lo cual g = f.-

Anotemos primeramente gque h es lineal, pues es la di-
ferencia de dos aplicaciones lineales y es secuencialmente
continua, puesto que es la diferencia de una aplicacidén con-
tinua (g) y una aplicacién secuencialmente continua (f).

Sea ahora x € E; como F es un sub-espacio secuencial-

X lim x4 = X

mente denso en E, existe (x,) & F, tal que n—@

Ademés, h(x) = h (nifﬂ xn)

(Lim (h(xp))

= lim (£(x,) - g{xy))

n—-wx

= lim (£.(x5) - gp(x )
=0 (puesto que fp = gF) @
Definicién (Subespacio localmente denso)

Sea (E, © )
un espacio lineal topolé6gico localmente convexo sobre K y sea
F un subespacio vectorial de E.

Se dice que F es un sub-espacio localmente denso en E,

si y solo si, para cada x € E, existe un disco acotado B de E,
tal que existe (x ) € Eg N F, de manera que xn!.'_k X, en

(Eg» uqlB), donde E_ designa el sub-espacio vectorial de E,

B
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generado por B, esto es Eg =<BY> y II'll; : Eg— R estd defi-
nida por V&.e EB' x| g = gB(x) (funcional de Minkowski
de B.)

TEOREMA

Sea (E, ¥ ) un espacio lineal topoldgico local-
mente convexo y, F un sub-espacio localmente denso en E.
Se tiene gque, si (F, T:F) es un espacio lineal topold-
gico C-secuencial, entonces (E, ¥ ) es también un espacio li-
neal topologico C-secuencial.

Demostracidn

Por el Teorema precedente bastari8 mostrar
gue la densidad local de F en E, implica la densidad secuen-
cial de F en E.

Para ello, sea x € E. Como F es localmente denso, en-
tonces existe B, disco acotado de E y (xh)sg EB N F, tal que
x Ms,

n

Ahora, siendo B un T -acotado en E, la topologia
inducida por T sobre Egp, es menos fina que la tovologia
de la norma sobre EB'

TF K=

Consecuentemente, X ,— X, de donde X,— X en Ej.

Por tanto, para cada x € E, existe (xn)E; F, tal que

] : . i
Xy b~ 2K de donde F es un sub-espacio secuencialmente denso

en E.|.
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TEQOREMA (Garsoux)
Sea (E, © ) el espacio lineal topolé-

gico limite inductivo estricto de la familia ((E_, 'C,n)) n31

de espacio lineales topoldgicos localmente convexos, (xn)EE

vy X € E,

5

Entonces, para gue (3 sea T -convergente a x, es

necesario y suficiente que 3m>1' tal que (x,) € Eg,
-

X € E. vy (xn) tm-congergente a x.

Demostracidn

Dado que (E, T ) es el espacio "limite in-
ductivo estricto” entonces, para cada n 2 1, se tiene gue
tn-i-l induce sobre E  la topologia 'Cn V. €©n consecuencia,
(Dieudonne-Schwartz ver [4] T induce sobre E_, la topolo-
gia Cn'

Por otro lado, como para cualguier natural n31, En
es tn+]—cerrado en E 1. tendremos (Dieudonne-Schwartz ver
), que A es T-acotado en E, si y solo si existe n 3 1,
tal que A S E, y A es un & -acotado.
Necesidad
Supongamos que (x,) & E, x€ E vy
xn—§+ Xx. Entonces, para cualguier V& E, V T-vecindad

de x en E, se tiene (xn) e.e. en V y, ademds, siendo (xn),

{x} T-acotados, se tiene (x ) U {x} T-acotado y, por
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tanto, 3m>l' tal que (x.)E Eg, x € B

Sea ahora U S E U 'Cm-vecindad de x, entonces

m'
I VveEE Vv <T-vecindad de x, tal que U=V N Ey, de donde,
Sn31s tal que (x ) S E , x € E y (x,) e.e. en UsV N E_,

por lo cue (x,) ’t:m-convergente a x en Em'

Suficiencia

Asumamos ahora gue (xn)c...:. E, x€ E

y X B ¥ % B

y, ademds, gque Bm;l' tal oue (x )& E =

m
Sea ahora VE E, V T -vecindad de x. Entonces,
' : Tm
v N Em es una m—vec:.ndad de x y puesto gue xn——+ X, se
tiene que (x_,) e.e. en VN E , de donde (x,) e.e. en V, lo

cual nos dice que (x_.) T-convergente a *m

n

TEOREMA

Sea ((En, tn))n;l una sucesidn de espacios 1li-

neales topoldégicos localmente convexos, tales que: para cual
quier natural n3 1, E_ es 'Cn+l~cerrado en E_,,. Sea
(E, T) el espacio lineal topoldgico localmente convexo,
"limite inductive estricto'.

Luego, si para cada n 2 1, (En, ’(_’,n) es S-bornoldgico,
entonces (E, &) es S-bornoldgico.

Utilizaremos el resultado anterior (Garsoux) para de-

demostrar que V € E es vecindad secuencial del origen en

(E, ¥ ), si y solo si, para cualqguier natural n 2 1, Vv N E_
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es una vecindad secuencial del origen en (Ej, tn).

Supongamos en primera instancia que V& E es una vecin-
dad secuencial del origen en (E, € ) y sea (xk) €S En tal gue
(%)) converge al origen en (s T ) s

Como (x_ )& E Q€ E yx—'-t’—“—:—-o entonces X, —Z—0

- il n k A k g

Siendo V & E una vecindad secuencial del origen en
(E, ® ), tendremos que (x;) e.e. en V.

Asi, (xk) e.e. en V NE, con lo cual V[ En es una ve-
cindad secuencial del origen en (En' ’Cn).

Asumamos ahora que para cualquier natural n 2 1, VN E|

es una vecindad secuencial del origen en (E_, ‘Cn) y sea

n
(x,) & E, tal gue (%) converge al origen en (B ).

Como xn—g—v- 0, existe un natural k21, tal que (:»cn)gEk
Yy X 0,

n

Siendo V N E, una vecindad secuencial del origen en
(Ek, 't:k). tendremos que (x )e.e. en VN E,, con lo que (x)
e.e. en V y por tanto V es una vecindad secuencial del origen
en (E, T).

Una vez obtenido este resultado previo, lancémonos a
mostrar que, si para todo natural n 2 1, (En, 'Cn) es S-bor-
noldgico, entonces (E, ¥) también lo sera.

Para ello, sea VE E un disco T-borniveoro y veri-

figuemos que V es una vecindad secuencial del origen en (E, T ).
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En este sentido, bastard mostrar gque para cualquier
natural n > 1, Vv N En es una vecindad secuencial del origen
en (E_, o

Tenemos gue para cualquier n 2 1. V E, es un disco en
E Puesto que V y E, son discos.

Verifiquemos, ahora, que VN E_ es 'Z‘_’,n—bornivoro,
con lo cual siendo para cualquier n > 1 (Eg, 't'.n) S-bornolé-
gico, tendremos que VN E_ es una vecindad secuencial del ori
gen en (En, ’(‘;n), para cualguier n > 1, de donde V ser& una
vecindad secuencial del origen en (E, T ) y finalmente (E, T )
serd un espacio lineal topolégico S-bornolégico.

Sea, entonces, A un tn—acotado, entonces, A es un

T-acotado y siendo V un T-bornivoro, existird o >0, tal
gue A & &V, con lo cual:
ANE, =A S (V)N E, = o (VNE)
y por tanto, VN E  es un disco bornivoro en (En, ’Cn) ‘®

TEOREMA

Sea ((En, tn))nal una sucesidn no vacia de es
pacios lineales topoldgicos y sea (E, € ) su producto topo-
lb6gico.

Es condicidén necesaria y suficiente para que (E, T )
sea un espacio lineal topoldgico S-bornoldgico, gue para cual

quier natural n > 1, (En, ’Cn) sea un espacio lineal topoléd-
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gico S- bornolégico.

Demostracidn

Condicidén Necesaria

Supongamos que (E, T )
es un espacio S-bornoldgico y sea (F, J ) un espacio lineal
topolégico localmente convexo y para k3» 1 fijo, sea f:Ek——+-F
una aplicacidén lineal localmente acotada.

Mostremos que f es secuencialmente continua, con lo
gue (Ek, Tjk) serd un espacio lineal topolégico S-bornolégico

Para ello, consideremos la aplicacién FiE—s F defi-

~
nida por: para cualquier x=(x,) € E, E(x)=£(x) .

Tenemos entonces cue . fa'er, donde 'er denota 1la
k-ésima proyeccidén de E sobre E,, ademds, podemos anotar gue
T es lineal y localmente acotada, puesto que resulta ser la
compuesta de aplicaciones lineales y localmente acotadas.

Puesto que por hipétesis (E, T ) es S-bornolégico y
f lineal y localmente acotada, entonces T es secuencialmente
continua.

Finalmente, puesto que f=fo'er es secuencialmente
continua y 1_rk es continua, entonces f es secuencialmente

continua.

Condicién Suficiente

Asumamos ahora gue se
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tiene a £ : E— F localmente acotada.

Entonces, f es idénticamente nula, salvo para un niame-
ro finito de indices.

De esta manera, bastard mostrar que el producto topo-
légico finito de espacios S-bornolégico es un espacio S-bor-
nolégico.

Sean entonces (Ej, Tﬁl) % (Ez, 132) dos espacios
S-bornolégicos, (F, J ) un espacio lineal topolégico local-
mente convexo y f:El b Ez———+-F, una aplicacién lineal local-
mente acotada.

Consideremos ahora las aplicaciones:

f

:E.——F dada por Vxl € E; » £1(xy)= £(x,0)

gt |

F :E2—>-F dada por sz € E 2)

2 . fz(x2)= £(0,2

2

Puesto que f es lineal y localmente acotada, también

lo seré&n fl v E ademé&s, siendo El y E., S-bornolégicos,

2! 2
entonces fl Yy f2 serdn secuencialmente continuas.

Ahora, siendo f:-flc'l_l‘1 + fonTz, entonces £ es se-
cuencialmente continua, de donde (E, T ) es un espacio lineal

topoldgico S-bornolégico. =

Definicidén (Sucesidn bornoldgicamente convergente)

Sea (E, € ) un espacio
lineal topoldgico, (xn) & E y x€ E. Se dice gque la suce-

sibén (xn) &= E converge bornoldgicamente a x € E (6 (xn) € E
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es bornolégicamente convergente a x € E) y se denota por

b ; . :
X ——>X¢ si y solo si, existe un disco B & E, TT-acotado,

tal que x — x en el espacio normado (EB,gB)

n

Definicién (Aplicacidén con grdfico b- J -cerrado)

Sean (E, © ),;(F, T )
espacios lineales topolégicos y f:E—F una aplicacién de
E en F. Se dice gque f tiene el gréafico b- J -cerrado, si y
solo si, para cualguier sucesidn (xn) = E, tal que de xn——bi-p-x
se tiene f(xn)—q—b— £ (%)=

TEQREMA

Sea (E, J ) un espacio lineal topolégico sobre
K con la siguiente propiedad:

"Dado un espacio normado (F, |[[*]l ) sobre K y f:E——F
una aplicacién lineal con el grafico b—I|')|l—-cerrado, entonces
la aplicacidn lineal f es secuencialmente continual

Entonces, (E, € ) es un espacio lineal topolégico
S-bornolégico.

Demostracidn

Supongamos (E, ) un espacio lineal topo-
l6gico sobre K con la propiedad enunciada y sea V& E un dis
co T-bornivoro.

Puesto que V es un disco T -bornivoro, su funcional

de Minkowski asociado, g, : E—=R, es una semi-norma.
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Consideremos el subespacio vectorial N={x € E:gv(x)=0}
de E y el espacio normado (E/N, -0 ), donde E/N es el espacio
cociente de E médulo N y it G 4 E/N—F-ER, definida por
VeeEn, Izl,=gyx)

sea \p: E— E/y la suryeccién lineal candénica de E
sobre E/N, definida por V}c € E, P(x) =x

Verifiquemos que \P posee el grdfico b- |- y—cerrado.

Para ello, sea (xn) &= E tal que xn-—b-+—0. Entonces,

existe un disco B & E, T-acotado, tal gue xn—->~D en

(Egs gB).

Asi, V E >0, =1 N21l, tal que V'n 2 N, se tiene que

x, € GVgB.
Puesto que B es un disco ‘T-acotado y V un disco
T -bornivoro, se tiene que existe o >0, tal que B E «V vy,
adenss, V €30 &V, S€B S E(u V).
Asi entonces, V £E>0, I N 31, tal que Vn>,N se tie
ne que x, € &(A V).
De esta manera V £>0, 3N =1, tal que Vn > N se tie
ne gue " l.P(xn) " = < &ol
Por la arbitrariedad de & , tendremos que
I wex,) I ,— 0, de donde  @(x)—=T0 = (0), en

(E/N, h-l,) y, finalmente, ¢ tiene el gréfico b- ||'|Iv-ce—

rrado.
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Entonces, por hipbétesis, Y es secuencialmente conti-
nua, y puesto gue B ., €5 una vecindad del origen en
(E/N, -0 )., entonces Ll:)_l(B"_"v)= g,s ©S una vecindad se-
cuencial del origen en (E, T ).

Por otro lado, como ngE V, entonces V es también una

vecindad secuencial del origen en (E, T ), de donde podemos

afirmar gue (E, ©& ) es un espacio lineal S-bornolégico. Py



EJEMPLOS Y CONTRAEJEMPLOS
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Esta seccidn la dedicaremos a la presentacién de ejem-
plos de espacios lineales C-secuenciales pero no S-bornolo-
gicos, asi como espacios lineales topolédégicos S-bornoldgicos,
pero no C-secuenciales, ademds de presentar la relacidn
entre los espacios lineales topoldgicos estudiados y otros
espacios come lo son los lineales topoldgicos gue cumplen
con la condicién de convergencia de Mackey y los lineales to-
polbdgicos Semi-bornolégicos.

Aseguramos, mediante la presentacifn de los menciona-
dos ejemplos, el hecho de gue estas clases de espacios no
incluye estrictamente la una a la otra y, ademds del hecho de
gue no son iguales.

Definicién (Sucesidén localmente acotada)

Sea (E, © ) un
espacio lineal topolégico y (x,) una sucesidén en E. Se dice

que (xn) € E es una sucesién localmente acotada, si y solo

si, existe una sucesidn de numeros reales positivos (Arﬁ
con ln—*- + ; tal que {‘Anxn P - ) l} es un T-aco-
tado en E.

Proposicidn

Sea (E, © ) un espacio lineal topolégico.

Si toda sucesidn (xn) S E con xn—E—*-O es una

sucesidn localmente acotada, entonces todo C-bornivoro de
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E es una vecindad secuencial del origen en E.

Demostracidn

Sea (x,) = E una sucesidén tal gue an’—»—O
entonces, por hipbtesis, (xn) es una sucesidén localmente aco-
tada y en consecuencia, existe una sucesién de reales positi-
vos | '}\n) con ’An——)-+00 ., tal que {'}\nxn R l} es

T-acotado en E.

Asi, para cualquier V & E con V T-bornivoro, V
absorbe {)‘nxn : n > 1} . luego, 3 o >0, tal que VRGIK
con |Al> e se tiene {Rnxn : n3 1} = aAv.

Por otro lado, como Ry =P 4 v |?\n] = Rs
entonces existe n 2 1, tal que Vm;n se tiene '}\m;,o(

De esta manera, {‘Amxn s m3P n} = 'Anv, luego,

Vm - ‘xmxme ';\mv, por tantovm?-n se tiene x €V, con lo
que la sucesién (xp,)e.e. en V y finalmente V es una vecindad

secuencial del origen en (E, T ). I

Definicidn (Sucesién localmente nula)

Sea (E, T ) un es

T

pacio lineal topolégico y (x,) una sucesidn en E con x,—+ 0

Se dice gue la sucesidn (xn) S E es localmente nula, si y

solo si, existe una sucesién de nUmeros reales ( ’An) con

A,— +00 , tal que 1nxn'—'§—+- 0.
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Definicién (Espacios lineales topoldgicos braked)

Sea (E, T ) un espacio li-
neal topoldgico. Se dice cgue (E, T ) es un espacio lineal

topoldégico braked o que cumple con la condicidén de convergen-

cia de Mackey, si y solo si, toda sucesion (xn) = E con

xn-j'_'—-)- 0, es localmente nula,.

Proposicidn

Sea (E, ©® ) un espacio lineal topoldgico.
Si (E, € ) es un espacio lineal topoldégico braked, entonces
(E, © ) es un espacio lineal topoldgico S-bornoldégico.

Demostracidn

En efecto, sea (x,) & E con xn—!'—b-— 0. Co-

mo (E, ¥ ) cumple con la condicidén de convergencia de Mackey,
entonces (xn) es una sucesidén localmente nula y por tanto,
localmente acotada.

Por la arbitrariedad de la sucesidén nula escogida,
tenemos entonces gque todo T -bornivoro de E es una vecindad
secuencial del origen y, en especial lo serd todo disco

T -bornivoro de E de donde podemos afirmar gue (E, T ) es
un espacio lineal topolégico S-bornolégico. 5

Presentaremos ahora, un primer ejemplo gue nos exhibi

rd un espacio lineal topolégico S-bornolégico, pero no C-se-

cuencial.
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En esta direccidn, consideremos el espacio de sucesio-
nes infinitas:
ll={x=(xn) : VnelN, X, € Cy Z ’xn]<+00}

provisto de la topologia inducida por la norma:

"’"l : 11———> R dada por v& = (xn) € 11, Il % = izg1lxn'
gue denotaremos por ‘Cl’
Consideremos en 11 el sistema B= {el,ez,...,en,...} P
donde:
ey = (1,0,,..) » 2= (0,1,0,...)s-ve08p = (0,...,0,1,0,...),...

Se tendrd entonces gue para cualquier x=(xpj)e ll;

e T

n?l n-n*

Sea ahora (ll,tjlf el dual topolbgico de (ll

5 25

y £ &q3% B0t

Puesto que f es lineal, tendremos que para cada
1
X = (xn)e 2
n) = nza;l Faf o)
3 :
de donde, toda fe€(l , T:lf queda univocamente determinada

filx) = £ EE: Xn€
nzl

al fijarse, por f las imdgenes de los vectores del sistema

B
Por otro lado, si V% € N, f(en) = y,r entonces para que:
fix) = £ 2: xpe ) = z: x,f(e,) = E: XYy
) 5T T § nzl n>1l

tenga sentido ( o converja en €) es condicidn necesaria y

suficiente que (yn)=(f(en))e 1%, donde 1% = {y=(yn) :VnelN,
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Y, € Cymax |y |<+oo}
Se establece entonces una isometria
, gue permite identificar toda
1
Fue L "t',l)| con (yn) € 1%, tomando f(en)= Vs para todo
e € B (Ver [4])
Consideremos ahora, la dualidad canénica entre L %
1 1 L
1 tl)l’< » 3: 17 x 1%~ ¢ dada por Vx=(xn)e A
V b @ =
y = (yp) e 1%, <x,¥2 = 1 G’y %y
1
Tenemos que ¢, 1 x 19— ¢ , asi definida, es bilineal
1
Verifiquemos que ¢, ): L % lm——q- €, asi definida, es
(e ]
separante en 1 y enl .

oo
Para este efecto, consideremos y = (yn)el + tal que
\j 1
x = (x;) € 1 se tenga {x,y?= 0. Entonces, para los vec-
tores del sistema B= (e) también se tendra que Vne N,
nxl
{e,,y>=0, pero siendo Vnew, Ceay )y = y,» tendremos finalmen-
@
te que vy = 0 con lo que la dualidad <, )>: l1 X1 — € es

1
separante en 1 .

De manera similar se demuestra que la dualidad es se-

parante en 11 .

: 1 @ g
Por lo anterior ( 1~ ,1 , ¢,)) conforman un sistema

N  §
dual, con lo que podemos construir, sobre 1, la topologia
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debil o-(1%,1®)
Consideremos en este momento, el espacioc lineal topold
; 1
gico localmente convexo (17,07 (1 ,lm)) y mostremos gue no

es C-secuencial, pero si es S-bornoldgico.

@
Para probar gue (11, 0’(11,1 )) no es C-secuencial

mostraremos gue no toda vecindad secuencial disgueada del ori

Ve o S

gen en 11, es vecindad del origen en (ll. o (1

1
Para ello, sea B, ={x=(xy)e 1" : lIxll; < 1}

Es inmediato que B, es un disco y puesto gque

o-'(ll,lm) \< tl' obtenemos gue Bl es una vecindad secuencial

del origen para (11, O"(ll.lm))

Veamos ahora gque B no es una vecindad del origen pa

L

1

b Y G"(ll. s

)
Supongamos que B, es vecindad del origen para

1 1 [
{1 (1 '100 , entonces (}31 A (Bl °© es una parte

1 @ 1 L,y
ol ; 1 ) — egulcontinug de (1, 1 ,1 ")) ¥ por el

l
Teorema de Alaoglu-Bourbaki (Bl 1. = (Bl )® seria una par-

@ 1 @ @ 1
te O°(1 ,1 )-compactade (1 ,0°(1 ,1 ), con lo que
@
por el Teorema de Banach-Bourbaki se tendria que ( 1 , [l )
seria reflexivo, lo cual es una contradiccién.
y s 1 1 o
Asi B, no es vecindad del origen para (1, O°{(1 ,1 )

o+
ys por ende, (ll, 0’(11,1 )} no es un espacio lineal topold

gico C-secuencial.
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@ ;

Para probar gque (ll, o (11, 1 ")) es un espacio S-bor-
nolégico, es suficiente con mostrar que cumple con la condi-
cién de convergencia de Mackey.

s 1 1

Como apoyo a la demostracién de que (1 , o (1, 1))
cumple con la condicién de convergencia de Mackey, demostra-
remos la siguiente propiedad.

Proposicién

X
Para 1 5 l=a tl—convergencia y la

o-'—(ll, lm)—convergencia, son las mismas.
Demostracidn
E
En el primer sentido, puesto gque 'C:l)cr(l Py
T
entonces, para cada sucesién (x(m)) = 11 con x(m)—;-o, se
m
tendra que x( )__2‘___,_ 0, con lo que la tl—convergencia

l1 o
implica la ©°(1 ,1 )-convergencia.

En el otro sentido, supongamos que nuestra tesis es

falsa, esto es, que existe una sucesidn (x con
(m} m (<
x L aCET I %! )_,L__'.. 0.
: v m)
Entonces, existe & > 0 v una subsucesidn de (x )

gue para facilidad de l1la notacidn, la denotaremos también por
(m) (m
(x ). tal gque, para todo m 21, se tiene nx )“1> €

Construiremos, en este momento, dos sucesiones de

enteros positivos (mk) v (nk) de la siguiente manera:
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m
Asi, sea m; = 1. Puesto que gll ( 1)'<°°, entonces
(= -]

existe nq 21, tal que i-—nZ+l I xglml) l S%
Tk

m 1
Por otro lado, como pg {4 m)) = I x? )l, donde p_ : 1 —=R
i 1 S5
m
es dada por pei(x) = |<x,ei>| Y x( ) —L+ 0, se tendré
. . (m)y_ | (m”
gue para cualgquier i 2> 1, pei(x )= ix; "|— 0, cuando

)
m
m— + @ , de donde Z |xi )|——r-0, cuando m —=— + @ ,
i=1
por lo gue podemos asegurar gue existe m, > mqy tal gue

zl <

De manera general, conocidos meo_q1 Y nk 1 tales que

o {m

E |xi k'l)l , puesto gue x(m) . Y- 0, existe my > My s
; +1

1=0k-1

tal gue 2 |x$mk)| <-§5'-y dado que Z Ix(mk)|<+oo, existe
i 4

Consideremos ahora la sucesidn (9 j), donde:

1 si j-<n_-L

§5 -
-i arg xgmk)

e i ong_1 <3 gnk

w
Tenemos que ( E}j)e . puesto que Vj;l, Igjl =
de donde sup |§3| < + ®
d
Definamos ahora una forma lineal sobre 1 por:

£ 11——b-d: dada por Vx = (xn)e 1l « f(x) = Z{ b4



©® i i
Puesto que (ﬁj)e 1 , entonces f€ (17, tl) 21

1 .o
de donde £f es ©°(1 ,1 )-continua.

Por otro lado, puesto que por hipétesis, x(m) R
y £ es 0"(11,100) continua, deberiamos tener que f(x(m))ﬁa—o,
pero: lf(x mk))l"l Z§J JmK)I
i % !
D=1 o
| 2™ Z%xmm v I galmel
._nk“lﬂ jeng1 3 3
(
>| Z § % mk)! szjx(mk) ij :(|mk)l
3‘“k 1 1 j=metl
21 D8 (56 | g aim))
"nk g J 1 j=nytl
> | Z? (mk)' ‘Zl% % mk)|+ ZI§ x(mk) )
3=nk-1 J=1 J=nk+1
Como Z=|2] ej‘e con © = arg(Z), entonces [2Z] = Ze"le
n
k n @™
de dond k-1
S 0 IO e T
j=my_*1 j=1 7 j=nytl

]
Me
z.

|
L]
o
i MT:
iy
g
M
a?,
o

j=1 j=1 -nk

1o cual es una contradiccidn.

. _(m
De esta manera hemos mostrado que si X S oA 0,
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entonces se tendrd@ que x(m)—z'———bo.
4 3 4
Mostremos finalmente cue (17, O (17,1 )) cumple con

la condicidn de convergencia de Mackey, con lo cual
1 1 @ ; ; o
(1 , 0(1 , 1)) serd un espacio lineal topolégico S-borno-

l6gico.

(n ; i @
Sea, entonces, (x )) una sucesidn 6°(1L , 1 )-con-

. i
vergente al origen en 1 .

n
En estas condiciones (x( )) es también tl—convergente
1
y. puesto gque (1 , 'Cl) es un espacio normado, tendremos que
cumple con la condicibén de convergencia de Mackey: por tanto,

existe una sucesidn de nameros reales (?Ln) con ln—i- + QO

(n)

tal que (?\nx ) es tl—convergente al origen y por ende

(n
('Anx )) es cr‘(ll. 1m)~convergente.

Nuestro siguiente ejemplo nos proveerd de un espacio
lineal topolégico C-secuencial, pero no S-bornolégico.
Consideremos en esta ocasifén el espacio de sucesiones
infinitas:
12 ={x ={x.)"2 Vhemw + X, €C y Z: Ixnlz<+oo}

nzl
provisto de la topologia inducida por la norma:

ll'll2 : 1% et R dada por Vx = (x,) € 12' Bxly = y lenlz

n=l

gue denotaremos por t2'

2 i 2
Tenemos que (1 ., tz) =1 (Ver[4]) v tomando en
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cuenta la dualidad candénica entre l2 y (12, 'Cz)' ., podemos

considerar, entonces, el espacio lineal topolégico localmen

2
te convexo (12. C"(lz. 1 ))a

Consideremos finalmente el espacio lineal topoldgico

2 2
localmente convexo (17, O@1°, 1 )cs) generado por

1%, e#?, 1%.

2 2 2
Tenemos que (1 ,0°(1, 1 )cs) es un esjacio lineal

topolégico C-secuencial y mostraremos, a continuacidn, gque
no es un espacio lineal topolégico S-bornolégico.
Para el efecto, bastard que mostremos un disco
2 $ 2 ;
8 L1 T )cs-bornlvoro de 1 , que no sea una vecindad se-
2 e

cuencial del origen para (12. 3701 s X )cs)'

Consideremos entonces By = {x=(xn)€ ]_"2 : |l x II2 < I }

2
Es inmediato que 132 es un disco de 1 vy, dado que
&, B0 )
los o°(1 , 1 )-acotados y los 'cz—acotados son los mismos,
2 2
entonces B, es un o (1, 1 )-bornivoro, puesto que lo es
para 'CZ.
2

2 2 2 2 2
Par otfo lads, como {1 + S {1l « 1 J} 2 (1 4+ (1 5 1 La)

poseen las mismas sucesiones convergentes, entonces poseen

2
los mismos acotados, por lo que B2 es un disco O 4L a2 1 )cs
2
~bornivoro de 1 .
Veamos gue 82 no es una vecindad secuencial del

_ 2 - S
origen para (1 , (1 » 1 )cs)
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2
Para ello, consideremos la sucesidn (en) de 1 .
3 2
Tenemos gque (en) es ©° (1 , 1 )-convergente al ori-
gen y, por ende, (en) seré 0‘(12, 12)cs—convergente al ori-
2
gep en 1l i

Sin embargo, VneiN, enq}Bz , buesto que Vne!N, Il eq ||2=1,

lo gque prueba que B, no es una vecindad secuencial del origen

4 2

2
para (1 , o°(1 , 1) _.).

Definicidén (Espacios lineales topoldgicos Semi-borno-
logicos)

Sea (E, ¥ ) un espacio lineal to-
polégico sobre K. Se dice que (E, ©¥) es un espacio lineal

topoldgico Semi-bornolégico, si y solo si, toda forma lineal

localmente acotada sobre E, es continua.

Daremos & continuacidon un ejemplo de un espacio lineal
topolégico Semi-bornoldgico, pero no S-bornolégico.

Para ello, consideremos nuevamente el espacio de su-
cesiones infinitas 12 provisto de la topologia T,, induci-
da por la norma ll‘}, y, ademds, provisto de la topologia dé-
Bil O L, 12), inducida por la dualidad candnica entre
ST L L A R L

Probaremos, en primera instancia, gue siendo (12.T32)
un espacio lineal topoldgico normable, se tiene gue
(12, G’(lz. 12) es un espacio lineal topoldgico Semi-bornolé-

gico.
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Sea entonces f:12—-——+-d:, 0*(12, 12)-localmente acotada
y mostremos que f es oO°(1 , 12)-continua.

Puesto que, por hipdtesis, f es 0‘(12, 12)-localmente
acotada y los acotados para Tﬂz Yy 0‘(12, 12) son los mismos,
entonces f es 'té—localmente acotada y como {12, tjz) nor-

mable, entonces f es sz-continua y. finalmente, puesto que

entonces f es 0“(12, 12)—continua.

2

g (1%, 1% $T,,

2 2
De esta manera (1, ©° (1, 1)) es un espacio lineal

topolégico Semi-bornoldgico.
2 2 2 :
Veamos ahora gque (1, (1, 1)) no es un espacio li-

neal topoldgico S-bornolégico.

2
Para esto, basta gque encontremos un disco O (1, 1 )-

2
-bornivorc en 1 , que no sea una vecindad secuencial del

j 2 3. 3
prigen-para (1 s (I 1 ¥):

2
Consideremos nuevamente el disco Bj ={x=(xn)€ 1 :"xl|2
; o 2
Tenemos que B, es un disco p-bornivoro de 1
2 2
y, Puesto que los acotados para O (1, 1) son los mismos
. 2 2
gue para ?:2, resulta qgue B, e un disca O {1, 1 j=box
nivoro de 1 .
Probemos ahora gue B, no es una vecindad secuencial
? 2 2 2
del origen para (1 , (1 , 1 )).
2

Consideremos una vez mds la sucesidn (e,) de 1 .

2 2
Tenemos que (e,) es 0 (1, 1)-convergente al origen



80

y sin embargo Vne N, en¢ By, puesto que Vne N, | en||2= 8 [
de donde B, no es una vecindad secuencial del origen para
2 = 2
11 & L% 1 3}
2

2 2
Asi, (1, ©(1 , 1)) es un espacio Semi-bornolégico

pero no S-bornolégico.



CONCLUSIONES
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El desarrollo de este modesto trabajo, en general, no
ha sido féacil,.

Hemos tenido que superar muchas dificultades, entre las
cuales la principal de ellas la ha constituido el escaso mate-
rial bibliogrdfico que al respecto existe y cuya razdn bésica
es el hecho de lo reciente de los espacios lineales topoldgi-
cos C-secuenciales y S-bornolégicos, ademés de lo poco gue so-
bre ellos se ha trabajado.

Por esta razdn, hemos tenido que desarrollar todos los
teoremas gque, en general, solamente se enuncian, incluyendo ade
mds las demostraciones y proposiciones de apoyo que no apare-
cen en la bibliografia con gue contamos, como el teorema de
Garsoux y el hecho de que para li, la convergencia débil y la
convergencia en norma son las mismas, por ejemplo.

Por otro lado, a los grandes teoremas de construccidn
y caracterizacidén de las topolégias C-secuenciales y S-borno-
ldgicas, hemos agregado propiedades que a nuestro juicio poseian
y gue nuestro esfuerzo ha demostrado.

Entre otros, presentamos particularmente como humildes
aportes a la teoria de los espacios estudiados una relacién,

a nuestro juicio interesante, entre espacios lineales topold-
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gicos, aplicaciones lineales en espacios normados con grédficos
b- |-l —cerrados y espacios lineales topoldégicos S-bornolégicos,
asi como la necesidad de toda una familia de ser C-secuencial,
para gue las topologias finales localmente convexas respecto
de una familia de aplicaciones lineales gque hagan cada apli-
cacidén lineal continua y secuencialmente continua, respecti-
vamente, sean los mismos y la determinacién de gue la topo-
logia C-secuencial es final respecto a las gue poseen sus pro
piedades.

Nos hemos encontrado a través de la elaboracidén del tra
bajo con resultados que a nuestro criterio resultan interesan
tes por su proyeccidén y la posibilidad de la investigacién en
esa via.

Entre estos citamos los teoremas de construccidén de las
topoldgias C-secuenciales y S-bornolégicos, puesto gue nos plan
tean el problema de caracterizar el espacio (X, T) para gue
el espacio C(X,R) provisto de la topologia compacta-abierta
sea C-secuencial 6 S-bornoldgico.

En igual direccidn nos planteamos la necesidad de ca-
racterizacion de las vecindades del origen para la topologia
S-bornolégica con propiedades internas, de manera que podamos
determinar si esta topologia es final respecto a las que poseen

sus caracteristicas.
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En relacién a las propiedades de permanencia nos plan-
teamos el problema de encontrar si existen las condiciones
para que el producto de una familia no numerable de espacios
lineales topoldgicos C-secuenciales o S-bornoldgicos también
sea un espacio del mismo tipo, problema gue ha sido resuelto
para los espacios bornoldégicos con la exigencia de no exis-
tencia de una medida de Ulam sobre el conjunto de indices
(Ver [6])

En este mismo sentido, no se conocen ain las condicio-
nes de los sub-espacios de espacios C-secuenciales o S-borno
lé6gicos, de manera que con la topologia inducida mantengan
lag propiedades respectivas.

Respecto a los sub-espacios secuencialmente densos,
seria interesante resolver la interrogante de que si los mis
mos podrian caracterizar los espacios lineales topoldégicos
C-secuenciales.

Igual conjetura nos planteamos para determinar si los
sub-espacios localmente densos que, provistos de la topologia
inducida son C-secuenciales, podrian caracterizar los espacios
S-bornolégicos.

Estas y otras interrogantes estédn planteadas y, sola-
mente rogamos al todopoderoso para que, de la misma manera

como la Universidad de Panamé@ a través de la accidén mancomu-
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nada de la Vice-Rectoria de Investigacidén y Post-Grado que
implements el Programa de Maestria en Matemdtica, la Vice-
Rectoria Académica que nos dié las mejores condiciones de es-
tudio que los medios a su alcance le permitieron en cada mo-
mento y la Rectoria que con su visidén futurista apoyd decidi-
damente las acciones de los anteriores, puedan seguir apoyin-
donos en el estudio y la investigacidén, de manera cue cada dia
que pase seamos cada vez mds ltiles a esta pequefia patria
nuestra, gue tanto necesita de sus hijos para resolver los

miltiples problemas gue la aguejan.
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