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Resumen

En este trabajo estudiamos los conceptos fundamentales del lenguaje de funtores tales
como moédulos, sucesiones exactas, categorias y bifuntores; los cuales son necesarios
para el desarrollo del Algebra Homolo gica.

En particular, estudiamos el funtor Hom y la teoria de Z-mddulo (proyectivos e
inyectivos). De capital importancia resultan ser los conceptos de cubrimiento inyectivos
y extensiones esenciales de modulos.

Otro topico importante con el que trabajamos la contituyen la sucesion nicleo-conucleo,
la cual es vital para el estudio de diagramas conmutativos y los teoremas relacionados
con ellos.

Finalmente, se considera la construccién de funtor Ext.y sus principales propiedades
conjuntamente con los conceptos de dimension inyectiva y proyectiva para médulos.

Abstract

In this work we study the fundamental concepts about the language of functors
such as modules, exact sequences, category and bifunctors, which are necessary for the
development of homological Algebras.

In particular we study the Hom funtor and the theory of Z-modules (injectives
and projectives Z -modules ). At this point it turns out to be very important the ideas of
injectives envelopes and essential exte nsions.

Another important topic we deal with is the construction of the ker — co — ker
sequence; which is vital for studying commutative diagrams and related theorems.

Finally we consider the construction of the Ext, functor and its main properties
together with the ideas of injective and projective dimension of modulos.



Introduccion

Es impresionante observar el papel que han jugado los métodos algebraicos en el
desarrollo de la matematica en las ultimas décadas del pasado siglo XX, muy en
particular la pertinencia del Algebra en el campo de la Topologia Algebraica y la
Geometria Algebraica.

El estudio de las Algebras Homolégicas, en este trabajo de investigacién, nos

permite incursionar de manera especifica en el desarrollo del algebra en si misma como
un campo de estudio muy particular d entro del mundo de la matematica.

El trabajo sera desarrollado en tres capitulos, tal como se describe a continuacion:

El primet capitulo hace referencia a los conceptos fundamentales del algebra,
enfatizindose lo conceptos de mOdul os, sucesiones exactas, categorias y funtores,

En el segundo gapitulo estudiamos de manera espegial el funtor Hom y los
médulos proyectivos e inyectivos. T ambién se consideran las extensiones esengiales, los
gubrimientos inyegtivos y los monom orfismos esenciales.

El tercer capitulo constituye 1a parte medular de nuestro trabajo. En el mismo
estudiamos un funtor especial llamado el funtor Ext! y se construye la sucesién nicleo —
conucleo.

Finalmente, se estudian las propiedades del funtor Exz! y se introdugen los

gongeptos de dimension inyectiva y dimension proyegtiva.



Capitulo 1

Estructura de Médulos, Bimédulos, Categorias y
Funtores



1. Estructura de Moédulos, bimddulos, categorias y funtores.

1.1 Médulos

Definicion: Sea /\ un anillo cualquiera. Un conjunto no vacio A se dice que es
un /\ -Moédulo (0 un modulo sobre c) si A es un grupo abeliano bajo una ope racion +, tal
queparacadare /A yme /\ existe un elemento r.m en A de tal modo que se verifican
las siguientes propiedades:

a) r(atb)=ratrb

b) r(sa)=(rs)a

¢) (r+s)a=ratsa

Paracualquiera a,beA y r1,se /\.

Observacion: Si /\ tiene un elemento unitario 1 y si . m=m V meA, entonces, a A lo

llamaremos un /\ -Médulo unitario.

Ejemplo 1.1: Todo grupo abeliano A es un mddulo sobre el anillo de los enteros.
Ejemplo 1.2: si A={0}, entonces A admite una (inica) estructura de /\ -Modulos,

cualquiera que sea el anillo /\ .

Denotaremos dicha estructura por O
Ejemplo 1.3: Sea /\ un anillo. El producto de anilloen A\ . (rx) ->rx

determina sobre /\ una estructura de /\ -Mddulo. Es decir que todo anillo /\ es un

maddulo sobre si mismo.



1.2 Sub-Moédulo
Definiciéon: Un sub grupo aditivo A del /\ -Médulo M se llama sub-médulo de M si

siempreque re /\ y aeA,entonces r.acA.

Ejemplo 1.4: Si A es un modulo, entonces {0} y A son sub-mddulos de A.

Ejemplo 1.5: Sea A un /\ -médulo y sea ac A. Entonces /\ a={ra/re /\'} es un sub-

moédulo de A, que denotaremos también por /\ .a=<a> y que denominaremos el
submodulo ciclico de A generando por a. Mas generalmente, si {aj,...,a,}€s un conjunto

finito de elemento de A, el conjunto A de todas las “combinaciones lineales”

n

Sra, e\

i1
xz=]

Constituye un sub-médulo de A, que denominamos el sub-mddulo de A generando por

aj,...,ap y denotamos por <ay,...,ap>

1.3 Homomorfismo y Hom,_ (A,B)

Definiciéon: Sea /\ un anillo con identidad 1#0. Sean A y B, /\ -médulos a la
izquierda. Sea f:A — B una aplicacion de A en B.
Se dice que f es un homomorfismo de Mddulos, si Vx,y,acA, re /\ se cumplen las
siguientes propiedades:

a.) fes un Homomorfismo de gru po: f(x+y)=f(x)+f(y), es decir f es aditiva

b.) fes homogénea, esto es: f(r.a)=r.f(a)
Notacion:

* Hom, (A,B) representa la totalidad de los homomorfismos de /\ -mddulos de A en B.



Observaciones: * Se dice que un hom omorfismo f formado entre los médulo A y B es:

Monomorfismo, si f es inyectiva

- Epimorfismo, si f es sobreyecti va

- Endomorfismo, si A=B

- Isomorfismo, si f es monomo rfismo y epimorfismo

- Automorfismo, si f es una isomorfismo y A=B

1.4 Médulo cociente

Definicion: Sea M un /A -médulo y A un sub-médulo. Sea ~la relacion de
equivalencia inducida por A; por M/ ~ , o también por M/A, denotaremos el conjuntc

cociente de M por ~ . Sea §:M — M/A la aplicacion canénica.
Existe sobre M/A una tinica estructura de /\ -médulos a la izquierda que hacen de & un

homomorfismo de /\ -médulos, el cual es suryectivo.

Observacion:
Los modulos ciclicos se identifican con los modulos cocientes /\ /I por un ideal a la

izquierda I de /\ .

1.5 Bimédulos

Definicion: Supongamos que A es un A - médulo y un /A ’- médulo, la estructura
aditiva se presenta en ambos casos. Si la multiplicacion (de un elemento de A) por un
elemento de /\ siempre conmutan con un elemento de /\ ’, podemos decir, entonces que

Acesun (A, /\ ") Bimédulo.



Ejemplo 1,6; Cada /\ -médulo ¢s un (/\ ,Z )-bimédule.

1.6 Sucesiones exactas

Definicion: Sea A, By C /A — modylgs y sea FA-B y g:BC /\ -hgmo morfjsmos.
S¢ dice que Ia sucesion d¢ modylos y homomorfismos:

A—L>B—£C ¢s ¢xacta (¢ exacta ¢n B), si Ker g= Imf. Egs decir VaeB, g(a)=0 Sii

gxiste 8’ € A tal que a=f(a').

Ejemplo 1.7: Sea A un /\ -m¢dulo, andiquemos con 0 —A ¢l finico homomorfismo del
A Mdgulo 0 en A. Entonces Ia sucesion de modulos y homomorfismo 0—>A —L—C

¢s exacta. Siy solo §i f¢s un mopomorfismo.

Ejemplo 1.8: La sucesion de¢ médulos y homomorfismos 0>A —L— C—0 ¢§ ¢xacta §i y

solo si fes un isomorfismo.

Ejemplo 1.9: Secan M yn A modullo y A un sub-médulo de M, entonces 1a sucesién
0—>A ——>M —2>M/A-0 (donde t ¢s Ia inclysion y O ¢s ¢l epimorfismo candpic, ¢s

€xacta.



Teorema 1.1

Sea (C): 0>C'—5>C—5>C">0 una sucesién exacta de A -médulos. Sea M
un A\ -Médulo. Entonces la sucesién

0— Hom, (C",M)——> Hom, (C,M) — 5 Hom_(C'M) =0 es exacta.

Prueba

t* es un monomorfismo: en efecto, sea ge Hom, (C’,M), tal que t*(g)=0; Esto equivale

a decir que el morfismo C ——»C* —£— M es trivial. Siendo t un epimorfismo,

entonces g debe ser cero.

Ahora debemos probar que:
Im(t*)=Ker(s*)
Veamos la condicion necesaria
a) Im(t*)c Ker(s*)
En efecto, como (0=t.s implic a que 0=s*.t* que demuestra que Im(t*) c Ker(s*)
b) Ker (s*)cIm(t*) sea ge Hom, (CM) tal que s*(g)=0. Esto equivale a decir
que el homomorfismo €' —>C—->M es 0 ahora. Consideremos el
siguiente diagrama

CI s}c IECII
g



g.s=0 implica que Ker(t)=Im(s)c Ker(g) con lo que existe un unico hom omorfismo

g'":C"->Mtal queg’.t=¢g

Pero g'’.t no es otra cosa que t*(g'"), esto demuestra que si s*(g)=0, entonces g=t*(g'")

con g''e Hom, (C"M), lo que final mente prueba la otra inclusion, esto es Ker(s*)

Im(t*) y asi la sucesion es exacta.

1.7 Categorias

Definicion: Una categoria C consiste en una coleccion de objetos abstractos (espacios
vectoriales, grupos, etc.) quedenotaremos por A, llamados los objetos de la categoria, tal
quepara dos objetos A,B € C existe una aplicacion de A en B llamada morfis mo.

En el caso de la Categoria de espacioS Vectoriales los motfismos son precisamente las

aplicaciones lineales y para los grupos estos se corresponden con los homomo rfismos de

grupos.

Esta clase de objetos con sus correspo ndientes morfimos debe cumplir con los siguientes
axiomas.

1. El producto triple &, (2, &,) esta definida si y solo si (&, &,)D, esta definido,
en cuyo caso la ley asociativa se verifica, por lo cual simplemente escribimos
,93,9,.

2. El producto triple &, &, &, esta definido cada vez que ambos &, &, y &, J,

estan definidos.
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3. Para un morfismo & e C existe por lo menos una identidad e; € C tal que Je,
esta definida y al menos una identidad e; € C tal que e, esta definida.

4. El morfismo e4 correspondiente a cada objeto A de C es una identidad.

5. Paracada identidad e de C existe un tnico objeto A de C tal que ex=¢

Observacion *: Un Morfismo ee C se llamard una identidad de C si y solo si la

existencia de cualquier producto e 0 Se implicaque o« = o fe=L.

Observacion **: Una categoria C es lineal si y solo si cada A, Be C es un grupo
aditivo y cumple las leyes distributivas
1. (¢,+¥,)0=Y, J+¥, D

2. W(2,+D,)Y O +¥ @,

Ejemplo 1.10: En las categorias lineales los objetos son los /\ -médulos; y los

morfismos son los homomorfismos de /\ -modulos.

1.8 Funtor

Definicién: Sea Cy C'’ dos categorias.

Un funtor es toda aplicacion T: C — C' tal que: si A y B son objetosde C yF: A—>B
es un morfismo en C, entonces se tienen sendos objetos T(A) y T(B), asi como un

morfismo T(f):T(A) ->T(B)en C"'.
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1.9 Funtor Covariante
Definicion: Sea C y C’ dos categorias. Un funtor covariante T (de una variable) de C

en C' es una funcién que asocia a cada objeto Ae C un objeto Be C’ y cada morfismo
&:A —>B un morfismo T(J):T(A) — T(B); tal que: T(ea)=er@)y T(¥Y D)=T(¥ )T(J)

siempre que ¥ :B—>C y por ello T(¥ ):T(B) —>T(C).

Observacion: F se dice “aditiva” si siempre que f; A—>A’ y f;, A—>A’ son /N -

homomorfismos, tienen un dominio comin A y un codominio comin A’, tenemos que

F(fi+R)=F(fi)+F(fy).

Lemal.l

Supongamos que A4 —2>A y A —55> 4 son /\-homomorfismos tal

que 7z,0,=identidad. Entonces A=Imo, ®Kerz,.

Prueba:

SeaaeA. Entonces 7,(a- o, 7,(a))=0 y por consiguiente,

a=o, 7,(a)H(a- o, 7,(a)) € Imo, +Ker 7.
Ahora supongamos que «aelmo, Kerx, diremos que a=o;(a;) con a€A,.
Entonces a;= 7, o, (a;)= #,(a )=0, por lo tanto a =0.

Asi A=Imo, ®Ker 7,
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Notacién: El simbolo [o,,...,0,; 47, ..., 7, | = 4 * 4, *...* 4, significaque 0,: 4, — 4 es
un monomorfismo y 7z,:4— Aes un epimorfismo. A esta igualdad la llamaremos

descomposicion candnica de A.

Teorema 1.2

Sea0—>A; —2—> A—=—> A, -0 una sucesion exactaen C .

Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. Imo,=Ker(7,) es un sumando directo de A;

2. Existe un /\ -homomorfismos 7, :A— Ay, tal que 7, o, =identidad;
3. Existe un A -homomorfismos o, :A» — A tal que 7, o, =identidad.
4. Existe un /\ -homomorfismosa,:A>—>Ay 7;:A — A, tal que:

[0,,0,:A; 7, m,17A*As.

Prueba: Por la observacién anterior y el lema (1.1)

H=>2)=>1) y @=03)=0)
Asumamos (1)

Podemos decir que A=Im o, © B para algiin submddulo B de A.
Ahora o, induce un isomorfismo A; ——Imo,.
Sea U:Im 6, —— A, su inverso.

Luego 7, induce un isomorfismo B —— A».
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Sea V:A, —— B su inverso.

Hagamos 7,=Up y 0,5}V, donde A =>Ima, es la proyeccion asociada con la relacion
A=Img, ®B yj:B—>A es laaplicacion inclusiva.

Entontes 1, g,=ldentidad, y 1, g, =0. 1,.0,=0, 1, 0,=0, 7, 0,=identidad

Finalmente, si A€ A, entonces g, 1,(a) es la projeccion de a sobre Img, y g, 7,(a) es

la proyeccion de a en B.
Asi g, 1,@+ g, T,@=a o g, 1+ 0, m,=identidad,

por ConSiguiente (1) iMplicCa (4).

1.10 Sucesion exacta separante

Sea0—>A; —2 > A —=—>A;—>0 una suCesién exactaen C, .

Si las 4 condiciones equivalentes del teorema anterior se cumplen, entonCe§ esta es

llamada una SuceSion exaCta separante.

1.11 Funtor contravariante:
Definicién: Un funtor Contravariante T de C en C’ es una funCi6én que asoCia, a cada
objeto A de C un objeto T(A) € C' y a cada morfismo &:A—B un MmorfisMo

T(D).T(B)—>T(A) tal que T(ea)=eray y T(¥ D)=T(D)T(Y).
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Dado el diagrama conmutativo

A ] =B
o B

v ¥ R

C D

Surge otro diagrama conmutativo. Si T es covariante, el diagrama resultante es:

T(A) @) » T(B)
e 7(6)

v AV

C T(¥) D

Puesto que T(B) T(DQ)y=T(S Dy=T(¥ o« =T(¥ )T(x)

En el diagrama conmutativo. Si T es contravariante, la imagen del diagrama es:

T(D)
T(A) > T(B)
T(x) {05
v JV
T(C) T (D) "T(D)

Puesto que T(D) T(B)=T(B D)=T(¥ o« )=T(x)T(¥)

Este diagrama es ademéas conmutativo
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1.12 Funtor Aditivo

Definici6n:
Si C y C' son categorias lineales, entonces un funtor T de C en C' es llamado aditivo

si y solamente si T(J+W¥ =T(S)»T(¥),para J, ¥ € C@p).

Observacion: En la teoria clasica de Mddulos la suma directa finita y los productos

directos finitos son indistinguibles.

Propiedad 1

Sea0>A;—2>A-—"3>A;—>0 es una sucesién exacta separante en C,y sea

G: C ., — C . un funtor aditivo contra variante, entonces

0 G(A2) —%22 5 G(A) —&%) > G(A;) =0 es también una sucesi6n exacta.

Teorema 1.3:

Sea T: C — C’ un funtor covariante exacto, entonces T preserva la imagen y el nicleo.
Prueba:

Sea f:A — B un homomorfismo. Entonces surgen de manera natural el epimorfismo
A —Im f'y el monomorfismo Im f— B.
Luego T(f) se obtiene por combinacion del epimorfismo T(A) > T(Imf) con el

monomorfismo T(Imf) - T(B).
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Ahora

ImT(f) es justo T(Imf) considerado como un submodulo de T(B). Podemos, por lo tanto
escribir simbolicamente ImT(f)=T(Imf)

Seguidamente, como

Kerf - A — B es exacto, asi también si t(Kerf) > T(A) >T(B)y

Ademas, T(Ker f) —T(A) es inyectivo,

Por consiguiente

Ker T(f)=T(Ker f)

Teorema 1.4:

Sea V:A—>A’ un A\ -homomorfismo, entonces las siguientes condiciones sor

equivalentes.

1.) V es suryectiva

2.) giV=gV (para /\ -homomorfismo g, g) siempre implica g;=g,

Prueba:

1) =@)

Sea g;, g2:A’—>B son /\ -homomorfismo tal que gyv=gv. tal que giv=gv. Para todo
a’e A’ existe a€ A tal que v(a)=a’; por consiguiente

gi@)=gi1v(a)=gv(a)=g(a’)
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Por lo tanto
g1=g2

@ =0

supongamos que Vv es suryectivo. Entonces existe a’ e A’ tal que a’¢Im v.
Definamos gi:A’ — A'/Imv(i=1,2) por
g21=0 y g es el epimorfismo natural. Entonces g;(a’)=0, g>(a’)# 0 lo que muestra que

g1 # g2; pero g1v=0=g,v, lo que contradice a (2)

Teorema 1.5:

Sea g:A—A’ un /\ -homomorfismo. Prueba que las siguientes condiciones son

equivalentes.

1) u(a;) # u(ay) siempre que a;, a; son elementos distintos de A.

2) ufi=uf, (para A-homomorfismo f; y f) siempre implica fi=f,

Prueba

1H =2
Sea fi, £:B—>A un /\ -homomorfismo tal que ufi=uf,. Entonces, para todo beB,
#(fib))= u(fx(b))

y asi, por (1)

fi(b)=fx(b) y por lo tantof;=f,
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(2) = (1) supongamos que tenemos /\ - médulos izquierdos.
Sea aj, a3 € A tal que a; # a, Para i=1,2

Definamos el /\ - homomorfismo fi: /\ —>A

Por fi( A )= A a;, entonces

fy # f y por consiguiente

Por (2), ufi# pf1.

Como existe 2 € /\ talque pufi(A) = ufri(A)

i.e A u(@) # A4 u(@) se sigue que:

p @) # p (@)

Teorema 1.6

Sea @:A—>By y un /\-homomorfismo.

Entonces 0 >A—2 3B —¥ 3 C es exactd si y solo si las siguientes condiciones se
cumplen.

a) y 3=0

b) Siempre que exista es una /\ - homomorfismo

@:X—>B tal que y =0, entonces

0= f pard un unico /\ - homomorfismo f:X > A.



(2) = (1) supongamos que tenemos /\ - médulos izquierdos.
Sea aj, a; € A tal que a; # ay, Para i=1,2

Definamos el /\ - homomorfismo fi: /\ —>A

Por fi( A )= A a;, entonces

fy # f; y por consiguiente

Por (2), ufi# ufa.

Como existe 2 € /\ talque ufi(A1)# uf(d)

i.e 4 u(a)) # 4 u(ay) se sigue que:

p(@) # p (a2)

Teorema 1.6

Sea @:A—>By y un /\-homomorfismo.

Entonces 0 »A—2 3B —¥ 3 C es exacta si y solo si las siguientes condiciones se
cumplen.

a) y =0

b) Siempre que exista es una /\ - homomorfismo

6:X—B tal que y 6=0, entonces

0= para un tnico /\ - homomorfismo f:X —>A.
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{, Im¢p=Ker¥?

Sea yeB T.q. existe xe A con y=¢(x)

Debemos verificar que W(y)=0.

En efecto, Y(y)= WY (¢x))=( Y0d)x=0 por la condicion (a).
Luego Im¢ ¢ Ker ¥ ()

Andlogamente, si y eKer ¥ =¥ (y)=0

¢ 4
A B
w. A
~ t
) ’
N H .1‘,
JIf -, VoL
" i =0 . “Nula
\.\ : .,.’
~ ] s
. : B
~ ' r’a
Nt
yeKer ¥
X

Por la condicion (b) tomando X=Ker  y por @ la inclusion i, tendremos que:

y=0(y)=i(y)=< (f(y)) por la condicion (b) para unica f:Keriy > A

Luego basta tomar a x=f(y) € A para ver que y=& (x) con X A, esto es:
yelm<

En conclusion

Kery clm< (B)

De ayp se concluye la demostracion.
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Observacién

Ademas de los funtores en una variable, existen funtores en varias variables. Tales
funtores pueden ser covariantes en algunas de sus variables o contravariantes con
respecto a otras de sus variables.

Consideraremos a continuacion un funtor en dos variables, el cual serd contravariante con

respecto a la primera variable y covariante respecto a la segunda.

1.13 Bifuntor

Definicion: Sean C, C’'y C”. Supongamos que a cada par de objeto Aen C y B en
C’, esta asociado a un objeto T(A,B) en C" y supongamos que dados los morfismos
f:A'>Aen C yg:B—>B'en C’, le corresponde un morfismo T:
T(f,g):T(A,B)>T(A’, B")

Si ahora

1) T(ia, ig)=it@ap)

2) T(ff.g12)=T(f1,21)T(f.g) siempre que

AL 3A'—L 3AenCy

B—£->B'—2>B"” em C’, entonces decimos que T es un bifuntor de

CxC' en C" el cual es Contravariante en la primera variable y covariante en la

segunda.
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1.14 Equivalencias naturales

Definicién: Sean T(A,B) y U (A,B) dos funtores definidos de C,x C. en C,, los
cuales son contravariantes en A y covariantes en B. Si para cada médulo Aen C, y
cada modulo B en C, estda definidlo un A- homomorfismo
N :T(A,B) >U(A4,B)definido de manera tal que cada vez que se consideren
homomorfismos de médulos 4'—> 4 en C, y B— B' en C_, resulta conmutativo el
diagrama siguiente:

T(4,B)—4-—>U(A,B)
l “T(f,g) l ~U(fg)

T(A',B')'T)U(A',B')'
Bajo las condiciones descritas anteriormente diremos que los funtores T y U son
naturalmente equivalentes y que la aplicaciéon 7,,es una transformacion natural o

también una equivalencia natural.



Capitulo 2

El Funtor Hom
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2.1 El Funtor Hom

Sean A y B dos A -médulos. Consideremos ademas los /A -homomorfismos U:A’ —> A
y V:B—>B'. Asociado a estos /\ -homomorfismos podemos definir la aplicacion:

Hom, (U,V): Hom_(A,B) — Hom (A',B’) requiriendo que para una f en Hom, (A,B) le
demos por imagen el homomorfismo VfU en Hom, (A’,B’).

Es claro que el Hom, (U,V) es un ho momorfismo de grupos abelianos y si U, V fueran las
aplicaciones identidad, entonces Hom , (U,V) también seria una aplicacion identidad.
Nuevamente, si se tienen aplicaciones U:A”—>A’ y V":B’—>B” entonces

Hom (UU',V'V)= Hom, (U',V') Hom, (U,V).

En efecto, Hom_(A,B) es un bifuntor de C,xC, sobre la categoria de A -médulos

(grupos abelianos aditivos), el cual es contravariante en la primera variable pero

convariante en la segunda. Este es llamado el funtor Hom.

Observacion:

Siuy, u2:A’>A y viv2:B—> B’ entonces Hom, (ui+uz,B)= Hom, (u;,,By+ Hom, (uz,B)
y Hom_(A,vi+v2)= Hom, (A,vi)+ Hom, (A,v2)

bajo estas condiciones, €l funtor Hom es aditivo.
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Teorema 2.1

Supongamos que &l funtor Hom es exacto a izquierda. Si0 >A' >A >A" >0 e
exacta én C . éntonces

0— Hom, (A”,B) > Hom, (A,B) - Hom, (A’B)¢sexacta VBe C,,y $i ademas
0—>B'—>B—>B" >0 e&s éxactaén C ,éntonces:

0— Hom_(A,B’) »> Hom, (A,B) - Hom, (A,B")ésexacta VAeC,

Prueba:
P.D. El Bifuntor Hom, :C XC ,—> C, &8 exacto a izquietda.

Sea0->B'—25>B—¥“»B"—>0exactaen C,yAe C,
Supongamos que f,fe Hom,_ (A,B'), tales que Hom, (A,D)(f))= Hom (A,S)L).
Entonces

fi=1f,. POt cOnsiguiénte coo & és Un monOmorfismo, f,=f;

Asi Hom,_ (A,Q) es un monomotfismo.
Ademas,
Hom,_ (AY) Hom,_ (A,3)= Hom_ (A¥O)
= Hom _(A,0)
=0
Puesto que Hom, (A,-) &s aditiva.

Pot 10 tanto Im{ Hom, (A,D)} cKet{ Hom_(A¥)}
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Sea f:A — B elemento de Ker{ Hom, (A,¥)} i,e
Supongamos que y =0, entonces
Imfc Ker¥=Im¢, pero ¢ es un mono morfismo. Se sigue que existe un

/\ homomorfismo g A —> B’ el cual forma el siguiente diagrama.
A

B’ o B

-
!

Conmutativo, i,e que satisface Hom, (A, ) g)=f
Asi Ker{ Hom, (A,¥) cIm{ Hom, (A,QD)}
Y tenemos que probar que:

0—> Hom, (AB") = Hom, (A,B) — Hom, (A,B")es exacta

Sea0>A’'—2>A"—~">0exactaen C,yBe C, ahora, si g;, g2 € Hom, (A" ,B)y son

tales que Hom, (7z,B)(gi)= Hom, (7 ,B)g2)
Entonces g, 7=g; 77 y, como 7z es epi morfismo, g;=g,. Por consiguiente.

Hom, (=,B) esun monomorfismo.
Seguidamente

Hom, (o ,B) Hom, (=,B)= Hom, (=m0 B)=0
Porque 7o =0

Asi establecemos que:
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0— Hom_ (A’ ,B) - Hom, (A,B) - Hom, (A’,B) es exacta y se completa la prueba,
si mostramos que:

Ker{ Hom, (g ,B)} cIm{ Hom, (x,B)}

Sea f:A —>B eKer{ Hom, (g ,B)}, i,e supongamos que fg =0.

Entonces f(Ker 7 )=f(Im g )=0 y por lo tanto existe un /\ homomorfismo g:A” —B lo

cual forma

A /(3
;A"

o

B

Un diagrama conmutativo, i.e el cual asegura que Hom,( 7 ,B)(g)=f

Asi Ker{ Hom (0o B)} clm{Hom_ (x B)} lo que completa la prueba.

Ejemplo: 2.1

Sea el médulo Ae C,.. Como /A esun (/A ,/A\)- bimédulo, Hom_ (A, /\) es un
A -médulo del mismo tipo que A. De hecho tenemos un isomorfismo
Hom, (/A ,A)——>A de /\ -Médulos en el cual f es proyectada en f{(1).

En verdadsi A—A’ esun /\ -homomorfismo, entonces el diagrama.
Hom,_(/\ ,A) A

.
>

Hom, ( /\ ,A)

v

Es conmutativo.
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Asi Hom, (/\ ,-) es naturalmente equivalente al funtor identidad

Ejemplo 2.2: SeaAe C,. Como A es un(A,/A)-bimodulo, Hom (A, N\)
es un /\ -mé6dulo, pero de tipo opuesto al de A.

Asi Hom, (-, /\) es un funtor exacto a izquierda de C* a C®. Es ademas un funtor

exacto izquierdo de C% a C%. Este funtor forma las bases de una importante Teoria

técnica de dualidad.

2.2 Mddulos Proyectivos

Definicion: Sea Pe C,, P es llamado un “ /\ - modulo proyectivo” si el funtor

Hom_(P,-) e C, de la categoria de los grupos abelianos es exacto.

Observacion: Obviamente si un mddulo es proyectivo, entonces también lo es cualquier

modulo que sea Isomorfo a este.

Lema: 2.1

SeaPe C ,, entonces las siguientes dos proposiciones son equivalentes

a. Pes /\ -Proyectivo

b. Siempre que tenemos un diagrama
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v

En C .y la fila es exacta, entonces existe un /\ -homomorfismo g:P > A tal que f=u.g

Prueba:

La condicién (b) es equivalente a lo siguiente: siempre que A — B es un epimorfismo en
C, el homomorfismo inducido Hom,  (P,A) — Hom, (P, B), es también un
epimorfismo. En otras palabras, (b) es equivalente a asumir que Hom, (P,-) preserva
epimorfismo.

El lema, ahora dice que, en cualquier caso Hom_(P,-) es exacto a izquierda.

Recordemos que un /\ -médulo es llamado libre si este es isomorfo a la suma directa de

varias /\ o equivalentemente si este tiene una base, que es un sistema linealmente

independiente de generadores.
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Teorema 2.2:

Todo /\ -médulo libre es un /\ -médulo proyectivo

Prueba:

Sea F un /\ -médulo libre y consideremos el siguiente diagrama

3!

Donde la sucesion A - B — 0 es exacta
Sea {e;}ic una base para F, y para cada i€l, sea bi=o(;).
Como 7 es un epimorfismo para i€l, existe a; €A tal que 7t (a;)=b;.

Definamos un homomorfismo T:F — A por T( ZI Ae )= Zl Aa,

Entonces

ﬂT(_ZI&e,.) = _Zl&ﬂ(ai)=§ Ab=0 Zl Ae,

Por consiguiente #7 = o y por lo tanto F es proyectiva
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Teorema 2.3

Sea {Ai}ier una familia arbitraria de /\ -médulos en C,, con la notacién wusual para
suma directa, hagamos A=@A,, entonces A es proyectivo si y solo si cada A; es

proyectivo.

Prueba:
Sea o :Ai—>Ay 7,:A —A, el homo morfismo canénico.

Primero asumiremos que A es proyectivo y consideramos el siguiente diagram a

A,

en C . donde la fila es exacta.
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Del siguiente diagrama
A m A
f
B s , C . 0

Obtenemos un homomorfismo a :A — B tal que ga =f7,

Definamos f:Ai—B por f=a o,, entonces g f=ga o,=fx, o,=f

Asi Ajes proyectivo.

Supongamos, ahora que cada A; es proyectivo y consideremos el siguiente diagrama

A

N
\'\

"
g C

Donde la sucesion es exacta. Del si guiente diagrama

A, S 3 A

w
o
@
Y

v
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Obtenemos un homomorfismo ¢;:A;—>B tal que ga,=fo;.
Definamos pS:A->B por p@)y 1221 o, n,(a) siempre que acA. Estoesun

/\ -homomorfismo.

Ahora, para cada acA
gp(a)= ié:l ga;7, (@)= ’E:Ifo-i”i(a)
= f(3,0,7,(a))

=f(a)
i.e g. =1, lo cual prueba que

A es proyectivo

Propiedad 2.1

Si A pertenece C .. Entonces existe una sucesion exacta P->A —0, en C,donde

Pes /\ -proyectiva

Propiedad 2.2

Todo submédulo de un Z-moédulo libre es libre y se deduce que cada Z -modulc
proyectivo es libre.

Ejemplo 2.3 un médulo proyectivo que no es libre.
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Solucién: si tenemos 2Z+3Z=Z y 2ZN3Z=6Z. Por tanto si /\ es el anillo Z/6Z,

A=27/6Z,y B=3Z/6Z, entonces /\ =A®B y por consiguientes A es /\ -Proyectivo.

Pero /\ contiene 6 elementos, por consiguiente un /\ -médulo libre contiene o un
numero infinito de elementos o un numero finito K de elementos donde K es un miltiplo
de 6. Sin embargo el nimeros de elementos en A esta entre 0 y 6.

Por lo tanto A no es libre

Observaciones:

Sea /\ un dominio de integridad con la propiedad que todo /\ -ideal puede ser generado

por un elemento Unico. Este argumento puede ser adoptado para probar que cualquier

submédulo de un /\ -méddulo libre es en si mismo libre.

Teorema 2.4 (teorema de base dual)

Un /\ -médulo P es proyectivo si y solo si existen familias {a;}ac1 de elemento de Py
{f:}ie1 de elementos de Hom, (P, /\) tal que:

i) par cada a P, fi(a)=0 para casi todo i
ii) a=X fi(a)a para todo a eP

Cuando P es proyectivo la familia {a;} .; puede ser cualquier sistema generador de P.
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Prueba:

Asumamos por ¢l momento que  : F — Pes un epimorfismo, donde F es /\ -médulo
libre con una base {ei}acr.

Antes de continuar con el teorema observemos que si Aj—2—>A y A —»> A son
N\ -homomorfismo tal que 7,0, = identidad, entonces A=Imo, ® Kern . En efecto:

Sea acA entonces 7, (a-o,m(a))=0 y por consiguiente,

a=o,7(a)+(a-orx(a))elmo, + Kerr,

ahora supongamos que a € Imo, (| Kern, decimos que @ =0, (a;) con a; € A;, entonces

a=x, 0, (a)= 7, (a )0

por lo tanto & =0 luego

A=Imo, ®ker z,

Ahora bien por el lema 2.1 vemos que P es proyectivo si y solo si yJes una proyeccion
identidad para algin /\ -homomorfismo donde &:P —» F

Supongamos primero que P es proyectivo y escojamos alguna F,yy &.

Hagamos ai=y(e,)

Sea ae P, entonces podemos escribir

D(a) = Xf,(a)e, donde fi(a)=0

Para casi todo i y cada P> /A es un /\-homomorfismo, ademas

a=yd(a) = Xf (a)a,.

UMIVERSIDAR PE PANAMA
BIBLIOTECA
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Evidentemente en la eleccion F y i, podemos disponer que {a;}ic1 es cualquier conjuntc
generado de P.

Ahora supongamos que tenemos familias {a;}ic1y {fi}ic1 que satisface las condiciones (i) y
(ii) en la proposicion del teorema.

Construyamos /\ -homomorfismo y : F — Pen el cual F es un /\ -médulo libre con
una base {ei}ic1 y ¥ (ei)=ai

Definamos un A-homomorfismo J:P—>F tal que J(a)=Zf (a)e, entonces
yD(a)=Z2f(a)a, = a y por consiguiente y &es una proyeccion de identidad por lo tantc

y es identidad y ahora P es proyectivo por lo que observamos al inicio.

Lema 2.2

Sea /\ un dominio integridad con campos cocientes Qy sea I #(0) un ideal de /\ .
Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes.
a) I es proyectivo
b) Iesinvertible, esto es, existen elementos a,, a,...,a,enly qi, qz,...,qnen Qtal
queq,l ¢ N parav=1,2,....n y aj,q + aq+...+4a,q,=1 deducir que
un ideal proyectivo de /\ es necesariamente generado finitamente.

Prueba:

Veamos la primera condicion:

Supongamos que I es proyectivo, por el teorema 2.4, existen familias {a;};e;
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De elementos de 1 y {f};c; de elementos de Hom, (I, /\) tal que para cada elemento x

de I, fj(x)=0 para casi todos jeJ y x= E) fi(x)aj.
Je

Sea a un elemento no nulo de 1. Entonces a= f,(a)a, + f,,(a)a,, +...+ f,,(a)a, donde

J15 j2,---3)n SON elementos distintos de J

Hagamos
a,=a,y
q,=af,(a)

Asi que ajq;+ a,qpt...Fangn=1
Si ahora ye|, entonces
gy=a'f (@)= [,

Asi g,y e /\ yvemos que I es invertible

Veamos la segunda condicion:
Asumamos (b) y definamos una familia {f,| v=1,2,...,n} de elementos de Hom, (I, /\)

por f,(x)=q.(x) notemos que cuando x eI tenemos que q,x € /\ porque q,l< /\ para
x e, ahora vemos que x= a1q;+ axp+. .. +a,qn(X)

= a,fi(x)+ afi(x)+...+a,f(x) por lo tanto, I es proyectivo.

Finalmente, supongamos que I es un ideal proyectivo no nulo de /Ay escojamos
aj, az,...,any q1.9z2..-.,da como lo selec cionamos anteriormente.

Si ahora x €], entonces x= a;q; X+ a;q 2x+...+anqeX = a;vi+ avat...+agvy

Donde V,=q«(x) eq.l < /\.
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Asi ay, a,...,a, generay por consiguiente es generado finitamente.

2.3 Médulos Inyectivos

Definicion: Si E pertenece a C ..

E se dice un“ /\ -mé6dulo inyectivo” si Hom, (-,E) es un funtor exacto en la categoria de

los grupos abelianos.

Observacion:

Todo /\ -médulo que es isomorfo a un médulo inyectivo es también inyectivo.

Lema 2.3

Sea E que pertenece a C . Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:
a) Ees /\ -inyectivo

b) Siempre que tenemos el diagrama

u
0 > A B
f A7
/_./ Bg
v &
E

En C , enque la fila es exacta, existe una /\ -homomorfismo g:B —E tal que gu=f.

La prueba es similar a la presentada en el lema 2.1, por lo cual sera omitida.
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Observaciones:
- unasuma directa de /\ -modulo inyectivo es A-inyectivo

- SiEes /\ -inyectivo entonces E s un sumando directo de cada /\ -moédulo que

contiene 4 E como un submédulo.

Teorema 2.5:
Sea {B;}ic; una familia de /\ -médul 08 y pongamos B = 7 B, (producto direct0)

Entonces B es /\ -inyectivo si y solo si cada B; es /\ -inyectivo.

Prueba:

Veamos la condicion necesariaz

primero Supongamos que B es /\ -inyectivo.

Sea i el ycongideremos el diagrama

» A ,.
>

Br
Donde 13 fila es exacta.
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Sea g, :Bi—>By 7 :B—B; dos homomorfismos canénicos. Entonces del diagrama

g
0 L » C

O,
Br * B

Se observaque existe un homomorfis mo.

Seah’;:C —>B tal que h'ig=0,f,

Definamos h';:C — B, por hi=r,l';, entonces h'ig= 7, h'ig= 7, o, fi=f; por consiguiente B;
es inyectivo.

Veamos la condicion suficiente:

Asumamos que cadaB; es inyectiva.

Consideremos el siguiente diagrama

g
0 = A # C
f
v
B
En C ., donde lafilaes exacta.
Del diagrama
g
0 A . C
f

T

o]
v
=
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Obtenemos un homomorfismo K;:C —B; tal que 7, f=K;g.
Definamos un homomorfismo K:C —B por K(C)={ K(€)}icI
Entonges para gada a € A, Kg(a)={ Kig(a)} icr={ 7,f(a)} ier=f(a)

Por lo tanto Kg=f'y en conseguengia B tiene que ser inyectivo.

Teorema 2.6

Sea E /\ -médulo a izquierda. Entonces las proposigiones siguientes son equivalentes.
a) Ees /\ -inyectivo
b) Para todo ideal a izquierda I y A\ -homomorfismo fiI —E existe un

N -homomorfismo g: /A —E tal que el diagrama siguiente es gonmutativo

’_—ﬂ .-/

Observagion:

Un resultado similar se gumple para 7\ -médulos a deregha.
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Prueba:

La condicidn necesaria s¢ puede demosstrar aplicando ¢l lema 2.3

Condicion suficiente

Supongamos que A ¢s un submodulo de un /\ -médulo izquierdo B y que damos un
/\ -homomorfismo &: A —E.

Por ¢l lema 2.3, ¢s suficiente probar que & puede ser extendido a un /\ -homomorfismo
B—E.

Sea T que consiste ¢n todas las pargjas (C,y ), donde C es un /\ -mgdulo entre Ay B y
w es un homomorfismo C — E extendigndo &.

Claramente (A, D)e T

Si (C1,¥,), (Ca,w,) pertenecen a la T, entonces ¢scribimos (Ci,¢,)< (Ca,w,) 5i CicCy
y ¥, extendido w,. Tes ahora parcialmente ordenado y es facil verificar que Tes un
sisteina inductivo pasivo.

Por ¢l lema de Zom ¢ste tiene un MieMbro maximal (C*, ¥ *).

La construccion asegura que A < C* cB.

La prugba gstara completa si demostramos que B=C*.

Supongamos que B #C* (R.A)

Elijamos S €B, tal qu¢ S ¢C*

Pongamos [ ={A|Ae A,AB e C*}, entonges I ¢s un ideal a izquierda.

Si 4 €1, entonges podemos definir £:1 - E por f{A )=y *(1 B)
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La proyeccién f es un /\ -homomorfismo y, por hipétesis, este puede ser extendido a un
A -homomorfismo g: /A —E

Asi g(A)y=y*(A B)sid el

Hagamos C=C*+ /\ B. Sic eC, entonces podemos escribir c=c*+ 1 S, donde c*c C*
y A e /\.Seac=c,*+ A1, unasegunda representacion.

Entonces A-A, el y por consiguiente: y *(c*)+g( A )=y *(c1*)+g(41)

Podemos, por lo tanto definir a y :C > E por y (c*+ 4 )=y *(c*)+g( A1)y este serd un

A\ -homomorfismo.

Sia €A, entonces y (a)= y (a+0 B)=y *(a)=f(a)

Asi (C,yy) € Z. Como c*c Cy y extiende y* se contradice la maximalidad de
C*y™).

Por lo tanto B=C*

Ejemplo 2.4: Sea R un dominio de integridad y Qun campo cociente, entonces Q
es un R-moédulo inyectivo. Para f:Il > Q un R-homomorfismo, donde I es un ideal

entonces por el teorema 2.6 podemos verificar la demostracion, si podemos probar que f
puede ser extendido a un R-homomorfismo.

Sea J:R— Q en esta conexion pode mos suponer que [#(0).

Supongamos ahora que a, bel y a#0, b#0 como f es un R-homomorfismo, se sigue que
f(a)/a =f(b)/b

Asi f(a)/a =q es independiente de la el eccion de a.



Definamos &:R —Q por & (r) =rq

Entonces Jes un R-homomorfismo extendiendo f.

2.4 7 -Modulos Divisibles

Definicion: el Z -mddulo A es llamad o “divisible” si A=mA para todo entero no nulo m.

Teorema 2.7:

Un Z -mddulo es inyectivo si y solo si este es divisible.

Este teorema se prueba sin dificultad, aplicando el teorema 2.6; notemos que sim € Z,
entonces mZ es un Z -ideal tipico

Veamos la condicion necesaria:

En efecto, supongamos que E es Z -in yectivo y sea m un entero no nulo.

Sea e € E y consideremos el diagrama
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Donde 1 es el ideal de Z generado por un m y f es el homomorfismo definido por
f(nm)=ne.

Como E es inyectivo existe un homomorfismo h: Z — E extendiendo f.

Por consiguiente e=f(m)=h(m)=mh(1). De donde eem E.

Se sigue que E=mE y la divisibilidad de E queda probada

Veamos la condicion suficiente:

Reciprocamente, supongamos que E divisible y sea I cualquier ideal no nulode Z.

Consideremos el diagrama
|

v
N

E

En C . Tenemos I=Z m para algiin emtero no nulo m. Sea e=f(m)

Como mE=E existe un elemento e’ en E tal que e=me’.
Definamos un homomorfismo h: Z — E por h(n)=ne’. Entonces h extiende f.

Por consiguiente por el teorema 2.6 E es inyectivo.

Lema 2.4

Sea X un Z -médulo, y x un elemento no nulo de X, entonces existe f € Hom, (X, Q) tal

que f (x)=0.
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Prueba:

Como Qes Z -inyectivo, podemos asumir que X=7 x.

Primero supongamos que el periodo de x es infinito, entonces X es un Z -modulo libre
con base x y podemos elegir f. Asi que f(x) es cualquier elemento nonulode Q.

Ahora supongamos que x tiene period o m.

Elijamos we Q. Asi que w0 pero mw=0(por ejemplo w puede ser tomado (1/m+z))

Ahora definamos fe Hom, (X, Q) por f{nx)=nw.

Asi se obtiene la prueba requerida.

Propiedad 2.4:

Todo /\ -médulo a izquierda es proy ectivo si y solo si cada /\ -mddulo izquierdo es

inyectivo

Propiedad 2.5:

Sea A € C ,, entonces en C , podemos construir una sucesion exacta 0—> A — E, donde E

es /\ -inyectivo

2.5 Extensiones Esenciales
Definicion:

Sea A un submoédulo de un /\ -mddulo B i.e B es una extension de A.
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B se dice una “extension esencial” de A si y solo si todo submédulo no nulo de B tiene
una interseccion no nula COn A.
Observaciones:

a) Un médulo es siempre una extension esencial de si mismo

b) Una extensiéon de un /\ -médulo A, el cual es diferente de A, se dice no trivial

¢) SiVesun /\ -médulo inyectivo entonces V tiene una extension esencial no

trivial y viceversa

2.6 Cubrimientos Inyectivos
Definicion:
Sea Aun /\ -médulo. Un “cubrimiento inyectivo” de A es una extension esencial

inyectiva de A.

Observaciones:

a) Si Aesun /\ -médulo y E una extension inyectiva de A. Entonces E contiene un
submodulo, el cual es un cubri miento inyectivo de A.

b) Sea f:A—=—> A’ un isomorfismo de /\ -médulo, E un cubrimiento inyectivo de
A, y E' un cubrimiento inyecti vo de A'. Entonces f puede ser extendido a un

isomorfismo de E en E'.
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Propiedad 2.6

Sea f :A ——> A’ un isomorfismo de /\ -médulos, E un cubrimiento inyectivo de A y E’
un cubrimiento inyectivo de A’. Entonces f puede ser extendido a un isomorfismo de E

enE'.

Teorema 2.8:

Sea 7\ un dominio de integridad.

Entonces el cubrimiento inyectivo de /\ (considerado como un /\ -médulo) es un
campo cociente. Deducimos que 7\, considerado como un /\ -médulo es inyectivo, si
y solosi Z\ es un campo.

Prueba:

Sea Q el campo cocientede 7\ . Entonces por el ejemplo 2.2, Q en inyectivo.
Supongamos ahora que A es un submddulo no nulo de Q y sea r/s un miembro no nulo
de A, donder, se ”\ y s#0. Entonces r=s(r/s) es un miembro no nulo deA 7\ .

Por lo tanto Q es una extension esencial de #\ y por consiguiente un cubrimiento
inyectivo de 7\ .

Finalmente 7\ es inyectivo si y solo si, es este un cubrimiento inyectivo propio. Por lo

tanto /\ es inyectivo si y solo si es un campo cociente propio.
Sea p un nimero primo. Los numeros racionales cuyos denominadores son pot encias de

p forman un anillo D, que contiene a Z .
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Hagamos Z (p°) = D,/ Zy lo consideramos como un Z -moédulo. Como Z (p”) es ur
grupo abeliano, entonces es isomorfo al grupo multiplicativo formado por todas las

PV-ésimas raices de unidad, donde v es una variable entera positiva.

Teorema 2.9

Sea P un nimero primo y v un entero positivo.

Muestre que Z (P®) es el cubrimiento inyectivo de un Z -médulo el cual es isomorfo a
Z/P'Z.

Prueba:

Primero vamos a probar que Z(P") es divisible, y por lo tanto, por ¢l teorema 2.7,
inyectivo.

Sea «a#0 que pertenece a Z (P®) y se m#0 un entero. Entonces a =(a/p’)+ Z, donde
r>0,ae Z yp no divide a a.

También podemos expresar a m en la forma m=p°m, donde s > 0 y n es un entero no
divisible por T.

Podemos ahora encontrar enteros h,k tal que Ap" +kn=a.

Asi hp™ +km = ap’ y por consiguiente

k

r+s

p

m(

+Z)="+Z=a
p

Por consiguiente Z (p”) es inyectivo

Luego C un Z -médulo de Z (P”) gen erado por (1/p")+ Z
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Entonces C es ciclico con un generador cuyo periodo es p' y por consiguiente C es

isomorfoa Z/p'Z.

La prueba se completa si probamos que Z (P”) es una extension esencial de C. Esto se
logra si se prueba que Z_(1C#0. Sir < v, entonces « pertenece a Z_y C, luego
podemos asumir que r >v.

Pero entonces p™o#0.

Observacion:

Por Qdenotamos los nimeros racionales y sea p un nimero primo. Los nimeros

racionales quienes tienen denominadores p forman un anillo que esdenotado por Z .

Teorema 2.10

Muestre que Z(P%)y Q/Z ,son Z -médulo isomorfos.

Prueba:

Sea D, el Z -mo6dulo que consiste de todos los nimeros racionales con denominadores
que son potencia de p, entonces la proyeccion inducida D, - Q induce un
Z -homomorfismo f: Z (P*) > Q(Z )

Abhora f es un monomorfismo; pero si m/p’, donde me Z y r20, pertenece a Z ,, entonces

p" divide a m y por consiguiente m/p" estaen Z .
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Supongamos ahora que, ¢ y d#0 son enteros. Podemos escribir d=p°,, donde s>0 y n es
un entero no divisible por p, entonces c=hp*+kn para enteros apropiados h y k, y por
consiguiente ¢/d=k/p*+h/n.

Por lo tanto f(k/p*+Z )=K/p*+Z ,=c/d+Z,

Asi, se muestra que f es un epimorfismo asi como también un monomorfismo y por ende

un isomorfismo.

2.7 Monomorfismo Esencial
Definicion:

Un monomorfismo f:A —> A’ enC , es esencial si A’ es una extension esencial de f(A).

Teorema 2.11:

Sea I un ideal bilateral de /\ . Muestre que Hom ( /\/l, -) considerado un funtor

covariante de C*a C%,, preserva monomorfismos esenciales.

Prueba:

Sea A un médulo en la categoria C*

Hagamos 0: ,/={a|a €A, I,=0}
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Entonces 0: ,/esun /\ -submddulo de A, quien es anulado por [ y por tanto este es un

\ /I-médulo.

Supongamos que f € Hom, ( /\ /I,A) y sea 1la imagen del elemento de identidad de /\

en N\ /L

Siahora 4 €1, entonces: Af(1)=1f(4 1)=f(0)=0y por consiguiente f(1)estaen0: ,I.

Ahora tenemos la proyeccion de Hom_( /\ /LLA) en 0: ,Ien quien fvaen f(i ).

Através de una comprobacion trivial, se muestra que este es un isomorfismo de
A\ /I-médulos.

Sea @:A—>A’ un /\ -homomorfismo. Entonces &induce una proyeccionde 0: ,I en
0=,1.

Ahora se tiene el siguiente diagrama:

Hom_( A /LA) ~ 0=,1
Hom,_( A [LA") i 0= 1

En C’/I que es conmutativo y en el cual las aplicaciones horizontales son isom orfismos.
Sean @:A— A’ un /\ -monomorfismo es esencial.

Para mostrar que Hom ( /\/LA) — Hom, ( /\/LA’) es un /\ /I-monomorfismo
esencial y sera suficiente mostrar que o mismo es verdadero de (0: ,1)—>(0: ,.1).

Alternativamente, es suficiente probar que A’es una extension esencial 0: ,/de A.



53

Esto es claro porque si B es submodulo 0: .7, entonces B(1(0: ,/)=B(1A luego,
supongamos que A es sigma inyectivo. Mostrar que Hom, ( /\ /1,A) es /\ /I — inyectivo

sera suficiente probar que 0: ,/es /\ /l-inyectivo.

Sea
k
0 > U LAY/
P

v

0= 1
Un diagrama en C’,,, con las filas exactas,
Entonces

k

0=,1
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Es un diagrama C* donde j es una proyeccion inclusiva.

Como A es /\ -inyectiva existe un /\ -homomorfismo h:V — A tal que hq=jp.

Pero IV=0 y por ende Ih(v)=0y por consiguiente h(v) < (0: ,1)
Asi existe un /\ -homomorfismo h:V—(0: , /) tal que jk=h.

Se sigue que kq=p

0: ,Ies /\ /l-inyectivo

Puesto que, como Vy 0: ,Ison /\ /I-médulos, hes /\ /I homomorfismo



Capitulo 3

El Funtor Derivado
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3.1 Construccion de un isomorfismo basico
Consideremos las siguientes propiedades

a) Sea A un elemento de C, . Entonces existe una sucesion exactaP->A—>0en C

donde P es /\ - proyectivo.

Prueba:
Hagamos P= @A /\ . Entonces P es libre.
Ademas la proyeccion P—>A en la cual {ia}_, es pareadacon I Am@esun

/\ -epimorfismo.

b) Sea A un elemento de C, . Entoncesen C_ podemos construir una sucesion exacta
0—> A— E,donde Ees /\ -inyectivo.
En base a las propiedades anteriores, podemos construir en C , sucesiones exactas

0>A;>P>A>0 vy
0—->B—>E—-»>B;—>0

Donde A,Be C, , P es proyectivo y E es inyectivo.

Como el funtor Hom, es exacto a izquierda entonces surgen las sucesiones exactas
0— Hom, (A,B) = Hom, (P,B)——> Hom, (A,,B) —>co-nicleo @ >0 y
0— Hom (A,B) = Hom, (A,E) —£, Hom, (A,,B;) —>co-nucleo f —0

Respectivamente.
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co-nicleo de a y co-nicleo de B son grupos abelianos isomorfos.

En efecto, decimos que f en Hom, (A;,B) es asociado con g en Hom, (A,B,) si existe

ue Hom, (P,E) tal que el diagrama.

0 > A , P A 0
0 , B , E . Bi , 0

es conmutativo.

Notemos que dada f:A; — B siempre se puede elegir u y g para lograrlo.
dado g:A — B, podemos encontrar u y f.

Supongamos que fe Hom, (A;,B) y que los diagramas

De igual forma

0 , Al , P > A , 0
O

0 , B , E B, , 0

y

0 > A , P . A 0
N

0 , B , E B, 0

Son conmutativos, asi que g y g’ son asociadas con f.

v

v
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Entonces
P > A
u-u’ gg
E > B,

es un diagrama conmutativo y u-u’ es nula sobre la imagen de A, en P.

Por lo tanto existe un /\ - homomorfismo A —E tal que:

p > A
1 ’
u-u g-g
r
E "B

es también conmutativo y esto muesira que g-g' €Im{ Hom, (A,E)—2—> Hom, (A,B))}

Asi si [g] y [g] son las imagenes naturales de g y g’ en el co-niicleo 3, entonces [g]=[g’].
de esta forma llegamos al Z - homom orfismo
Hom, ((A1,B) ——>co-niicleo S en el cual fes llevado sobre [g].

Supongamos, por el momento, que fe Im{ Hom, (P,.B) —— Hom, (A,,B)}.

Entonces existe un /\ - homomorfismo P—> B tal que el diagrama

A

»P

f /’f
A“‘/?/

B

es conmutativo
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Definamos u:P—-E en C, , de modo que el diagrama siguiente

A > p

F u
.

B ;)

es conmutativo y veamos que f es asociado con el homomorfismo nulo de A en B;.

Finalmente mostramos que el Z- homomorfismo (7;) induce el homomorfismo
siguiente:
co-nicleo @ —2—>co-nicleo S (T,)

En este caso, si f,g son asociados en 1o que vimos anteriormente y [f] y [g] son imagenes

naturales en co-nicleo a y co-nicleo B respectivamente, entonces [f] es lle vada sobre

[g]-

Simultineamente podemos definir un Z - homomorfismo
co-nicleo B —S->co-nicleoar (7;) en el cual [g] es llevado sobre [f]. Las
composiciones de (7,) y (T;) son proyecciones idénticas. Por consiguiente, ellos son

isomorfismos inversos.

Lema 3.1

Si A es proyectivo o B es inyectivo, entonces, co-nicleo & y co-niicleo Sson nulos.
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Prueba:

Si A es proyectivo, podemos tomar

P=A Y A1=0

Asi co-niicleo a =0y por consiguiente co-nucleo S=0.

Por otro lado, si b es inYectivo entonces podemos tomar E=B y B;=0 Y se concluye lp

mismo.

3.2 Construccion de diagramas

SiA’, A yB, B’ pertenecen a C, podemos considerar las sucesiones exactas

0 > 4, P 5A >0 3.1.1)
054 5P >A 50 (3.12)
0 >B »E 5B 50 (3.13) y
0 >B' >E' > B, >0 (3.1.4)

Donde P, P son proyectivas Y E, E son inYyectivos. SupongamgQs, ahgra los
homomorfismos J:A’'>A y w:B—o> B’ en C, son dados, podemos entonces construir

diagramas coniTlutativos collo se Muestra a continuaci¢n,

A
1 2, 1 & 1 @ (3.1.5)
A

y
<
y
>
v
=

v

=]
v

>
v

o
v
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y

0 , B , E B, , 0
lt/f ln 1*// (3.1.6)

0 » B > E > A » 0

Aun cuando esto se puede realizar de muchas formas. De (3.1.5) obtenemos el siguiente

diagrama conmutativo.

Hom, (P,B)—*— Hom, (4, ,B) — co-nicleo &
3.1.7)

Hom (P, B')—%—> Hom _( 4,,B')—> co-niicleo o’

puesto que (3.1.6) produce

Hom, (A1,E)—£— Hom, (A,B;) — co-njicleo S
(3.1.8)
Hom_(A',E")—£— Hom (A’, B))— co-niicleo

que es ademds conmutativo
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Lema 3.2

El diagrama

co-nucleo & ——> co-nicleo B

(3.1.9)

Co-niicleo @ ——> co-niicleo S

en el cual las proyecciones horizontal es son isomorfismos candnicos, es conmutativo.

Prueba:

Supongamos que el diagrama

0 , Al , P , A , 0
0 B E B, 0

B » -
» > >

es conmutativo, entonces f y g son asociados y por consiguiente la imagen de f en

co-nicleo a corresponde a la imagen de g en el co-nucleo S.
Consecuentemente y f,y y,g< son asociados y por lo tanto la imagen y fQDen
co-niicleo a corresponde a la imagen de w,g< en co-nucleo B, lo cual prueba el lema.

Observacion:
Como el diagrama (3.1.9) es conmutativo, co-nicleo a — co-nicleo ' es independiente

de la libre eleccion asociada con &, y &. De igual forma: co-nicleo S — co-nucleo S’

es independiente de la libre eleccion asociada con 77 y y,
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Ejemplo: 3.1: cualquier diagrama conmutativo de la forma:

0 A p

v

. .
> >

ia

A,

v
v
v
v

Juntamente con la proyeccion ig:B—>B, inducird la proyeccion identidad er

co-nucleo « .

Construccion 3.3

Supongamos que en C, tenemos diagramas conmutativos.

‘\H

A BH

y que de cada A, A’, A” respectivamente B, B’, B”” construimos una sucesion exacta en

las lineas (3.1.2) y (3.1.3) de tal forma que obtenemos los homomorfismos;
co-nicleo @ —co-niicleo @’
co-nicleo @ —co-nicleo o’
co-nicleo @ —co-niicleo

y una proyeccion similar para co-nicleo £, co-nicleo B’y co-nicleo 8.



Se verifica ficilmente que los siguientes diagramas son conmutativos.

Co-niicleo a

Co-nucleo a'’ (3.1.10)

~

\ e

Co-nticleo a

Cg;nﬁcleo B

-

Co-nucleo S’ G.1.11)

-V
Co-nucleo "
Se concluye de esto ultimo que si A’—>A y B—>B’ son isomorfismos, entonces

co-niicleo a@ —>co-nicleo ' y co-niicleo B —>co-niicleo B’ son isomorfismos para cada
Aen C, .

Construyamos una sucesion exacta0) ->A; ->P—->A—>0 (3.1.12)
Con P proyectiva. Una vez que se a logrado esto co-nicleo a es determinado solamente

por A y B. De hecho nuestros resultados muestran que co-nucleo « es un bifuntor de
C, xC, en la categoria de los grupos abelianos que es contravariante en A y covariante
en B.

Similarmente, si para cada B en C, construimos una sucesion exacta del tipo.
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0->B—>E—->B;—>0 (3.1.13) en donde se asume que E es inyectivo, entonces
co-nucleo B es de igual forma un bifuntor de C _xC en la categoria de los grupos
abelianos y es también contravariante en A y covariante en B.

Ademas, por el lema 3.2 se muestra que los funtores co-nicleo @ y co-nmicleo Sson

equivalentes naturalmente.

Los funtores co-niicleo @ y co-niicleo S dependen de manera muy superficial de las

elecciones tipificadas por (3.1.12) y (3.1.13).
Supongamos que se realizan nuevas elecciones del tipo (3.1.12) pero dejamos aquellos de

tipo (3.1.13) unilaterales; entonces el funtor co-nicleo o cambiara, pero co-nicleo S
no. Se sigue que dentro de la equival encia, el funtor co-nicleo @ es independiente de la
sucesion (3.1.12) utilizado en esta con struccion, de igual forma se aplica al co-nicleo .
Como este hecho es de fundamental i mportancia debemos fundamentarlo en algo mas
fuerte. El funtor co-niicleo a respecti vamente co-niicleo S depende inicialmente de la

seleccion de la sucesion (3.1.12) respectivamente (3.1.13).
Supongamos que hacemos un cambio arbitrario en esas selecciones, tipificadas en

(3.1.12), se convierten
0>A4—>P->A-0 Y (3.1.13)en 0->B—>E->B -0

Esto produce nuevos funtores co-nicleo & y co-nicleo S. Por las observaciones

previas las funciones identidad de A y B producen isomorfismos

co-niicleo@ —— co-nlicleo @ y co-nicleo f —— co-nicleo . Ademas por el

lema 3.2, el diagrama
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Co-nucleo & ——> co-nucleo S

[ f (3.1.14)

Co-nicleo @ ——> co-nucleo S

es conmutativo. En realidad si consid eramos todos los términos como funtores, entonces

(3.1.14) es un diagrama conmutativo d e transformaciones naturales.

3.3 El Funtor Extension Ext

El funtor que hemos construido en la seccién anterior es llamado el funtor primera

extensién y este es denotado por Ext. (A,B). Mas precisamente, para cada A, B er

C, formamos un diagrama conmutati vo de grupos abelianos.

Ext (A, B)
/ LY
\'\.
/ (3.1.15)
I ,‘j \ ( o
; A
¥ T~ >
Co-nticleo o »  co-nucleo S8

en el cual todas las proyecciones son i somorfas y la horizontal el isomorfismo canénico

introducido anteriormente.

En primer lugar notemos que Ext. (A,B) es justamente un grupo abeliano; introducidc
por conveniencia, pero tambien lo podemos considerar como un funtor (contravariante a
A y covariante a B) requiriendo como condicién que los isomorfismos de (3.1.15) sean
equivalencias naturales, de tal forma que evitamos un tratamiento preferencial a

Co-niicleo a o al co-nicleo S.
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Sea A y B /\ - modulos y construyamos sucesiones exactas del tipo:

0 >A, >P >A >0y

0 > B >E >B; >0

donde p es proyectivo y E es inyectivo.

Por la construcciéon de Ext. (A,B) tenemos sucesiones exacta.

0— Hom (A,B) — Hom, (P,B) - Hom (A,,B) - Ext. (A,B) >0 (3.1.16)
Y

0— Hom_ (A,B) > Hom (A,E) - Hom (A,B,) = Ext. (A,B) >0 (3.1.17)

de Z - modulos.

Teorema 3.1:

Sea A un /\ - moédulo. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes.
a) A es proyectivo

b) Ext. (A,B)=0 paratodo A- modulo B.

Prueba:

por el lema 3.1, la condicién necesari a es inmediata.

Veamos la condicion suficiente:

Asumamos (b) y construyamos una sucesion exacta 0—>A;—>P—>A -0 con P

proyectivo. Paracada /\ - modulo B tenemos una sucesién exacta (3.1.16)



68

Tomemos B=A, y recordemos que Ext. (A,B)=0 encontramos que

Hom (P,A;) - Hom, (A1,A;) —0 es exacta.

Por lo tanto existen un A- homomorfismo P— A, el cual cuando estd compuesto con
A;—>P de la proyeccion identidad. Por consiguiente la sucesion exacta
0—>A;>P—>A—>0 esseparante y por lo tanto A es isomorfo a un sumando directo de

P. Se sigue que A es proyectivo lo que completa la prueba.

Teorema 3.2

Sea B un /\ - modulo. Entonces las siguientes dos proposiciones son equivalentes.
a) B esinyectivo

b) Ext. (A,B)=0 para todo A- modulo A.

Prueba:

por el lema 3.1 (a) implica (b) es inmediato
asumamos (b) y construyamos una sucesion exacta 0—B —>E —B;—0, donde E es

inyectivo, como Ext! (B1,B)=0, obtenemos una sucesion exacta.
0— Hom (B;,B) > Hom, (Bi,E) - Hom (B;B;) —0 entonces existe fe Hom, (B|,E)

tal que el diagrama
E * B,

¥ A

iB;
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Es conmutativo. Por consiguiente

0—B —>E—>B;—>0 es separante.

Se sigue que B es un sumando directo de E y luego B es inyectivo.

3.4 Construccion de la Sucesion Nucleo — Co-nicleo
En primer lugar se entenderd que los diagramas son formados en C . Asi todos los

objetos en los diagramas poden ser /\ -moédulos y todas las aplicaciones

/\ - homomorfismos.

Notemos que dado un diagrama conm utativo

L %) M

v

c
v
<

Entonces existe un Gnico  homomorfismo nicleo @ —nucleo y y

co-nucleo & —co-nicleo i el cual puede extenderse en forma conmutativa a:

nicleo @ >L —25>M —co-nicleo &

nucleo y ->U——>V —>co-nlcleo y
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Lema 3.3

a
> A_° .8 Y __.c
f g h
g '
A’ > B > C

un diagrama conmutativo con filas exactas. Si ahora A’ — B’ es inyectiva, entonces la
sucesion inducida nicleo f—nicleo g—>nicleo h es exacta. Similarmente, si B—>C es
suryectiva, entonces la sucesion resultante

co-nucleo f—co-nicleo g —co-nicleo h es exacta.

Prueba:

Asumamos que A’ — B’ es inyectiva, obviamente la composicion de

nicleo f - nucleo g y nicleo g —nucleo h es nula.

Supongamos que b en nucleo g es llevado sobre 0 en nicleo h.

Entonces b es la imagen con respecto a A — B de algin elemento a de A.

Ahora f(a) se convierte g(b)=0 en B’ y por consiguiente f(a)=0, i.e a enicleo f, porque
A’ — B es inyectiva.

Esto prueba que nucleo f — niicleo g — nucleo h es exacta.

De igual forma probaremos que la sucesion co-niicleo f — co-nucleo g —>co-nicleo h es

exacta.
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Asumamos que i es suryectiva, supongamos que b’ € B’ y que [b’] denota esta imagen
co-nucleo g.

Si [b'] se proyecta en 0 en co-nicleo h, entonces ' (B’)=h(c) para alginc € Cy por lo
tanto porque ¥ es suryectiva, i '(b’y=h i (b)= y 'g(b) para un b apropiado en B.

Se sigue que b’ > g(b) esta en el nicleo y'=ImJ’.

Por lo tanto existe a’e A tal que b’=g(b)+ J’(a"). Luego [b']=[ D' (2')] que indica que [b']
es la imagen del elemento [a], del co-nucleo f, que corresponde a a’ . Esto demuestra que
nicleo{co-nicleo g —co-nicleo h} ¢ Im{co-nicleo f—co-nucleo g} lo cual completa la

prueba.
Observacion: Antes de revisar el si guiente teorema, debemos ocuparnos de un diagrama

conmutativo (diagrama de culebra) muy particular

Kerh

A - — C — 0
0 o5 . 3.1.18
#Ar s - B’ —q/—b CI
Coker f
Con filas exactas.

Ahora definimos un /\ - homomorfismo:

A: nacleo h—co-nucleo
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3.5 Construccion de A

Sea ¢ € nicleo hc C como y es un epimorfismo, ¢c=  (b) para algin elementob eB y

entonces y ' g(b)=hy (b)=h(c)=0

Asi g(b)=Q'(a’) para algiin a’ ¢ A’ y ademas a’ tiene en si misma una imagen natural, la
cual es [a'] y representa el co-nucleo f. La proyeccion A es ahora definida por A (c)=[a'].
En esta construccion el elemento b no es tnico; sin embargo, si cambiamos a b, el efecto
sobre a’ serd remplazada por un elemento de la forma a'+f(a), donde a € A. Asi no se

altera [a'] y podemos afirmar que A esta bien definido.

Se observa claramente que A es un /\ - homomorfismo el cual se denomina

homomorfismo conector.

Teorema 3.3 (1a sucesion nucleo - co-nicleo)

Consideremos el diagrama 3.1.18 el cual es conmutativo con filas exactas, entonces la

sucesion resultante:
nicleo f —>niicleo g —>niicleo h —2— co-niicleo f — co-niicleo g — co-nicleo h

es exacta. (3.1.19)

Prueba:

por el lema 3.3, es suficiente mostrar que la sucesiones:

niicleo g —>niicleo h—2—co-niicleo fy nicleo —2— co-niicleo f — co-niicleo g son

exactas.
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Sea b e nucleo g y consideremos A ( w (b)).

Como g(b)=0=3"' (0), se sigue A (¢ (b)) es la imagen de 0 en co-nucleo f.

Asi A(@(b))=0 y por consiguiente el resultado de la combinacion nicleo g —>nucleo h
con A es nilo.

Ahora supongamos que cenucleo h y A(c)=0. Sea b y a’ definidos como en la
construccion A(c). Entonces a’=f(a), para algin aeA, se sigue que
g(b)=a'(@)=9'f(a)=gJ(a) y por consiguiente b-J (a) enucleo g.

Asi c=w (b= w(b-J(a)) € w(nicleo g).

Lo que demuestra que nacleo g—nucleo h—2— co-nicleo fes exacta.

Ahora probaremos que: niicleo h —2— co-nicleo f—co-niicleo g es exacta.

Supongamos que centcleo h

Como i ¢s suryectiva, existe beB tal que y (b)=¢ y entonces ¢ 'g(b)=hy (b)=h(c)=0,
por lo tanto g(b) esta en el nicleo yw'=Im ', que es g(b)= J'(a’) para algina’cA’.

Por la definicion de homomorfismo conectivo A(c)=[a’] donde la notacién es la misma
que en el lema 3.3.

Pero [ D' (a")]=[g(b)]=0 y por consiguiente ¢ proyecta un 0 fijo bajo los homomorfismo

compuestos nucleo h—2— co-niicleo f—co-niicleo g.

Supongamos ahora que [a’] proyecta un 0 bajo co-ntcleo f—co-nucleo g.
Entonces &' (a’)=g(b) para alginb en B y hey/ (b)= v 'g(b)= v’ D' (a’)=0
Asi w(b) enicleoh y A w(b)=[a']

Se sigue que [a'] estaen Im A, lo cual completa la prueba.
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3.6 Propiedades de Ext.
En las siguicntes propicdades s¢ consi derard la categoria €y por consiguiente todas las

aplicaciones son /\ - homomorfismos de /\ - modulgs.

Propiedad 3.1

S¢a0>A’—>A >A" > 0¢xactay s¢a 0B —E —B;—0 tambjéh ¢xacta, pero ¢on E

inyectivo, eltonges resulta un diagrama gopmutativo

0 0 0

0— Hom (A",B) - Hom (A,B) - Hom, (A’,B)

0— Hom, (A" ,E) »> Hom, (A,E) »> Hom (A',E) -0

B p p

0— Hom, (A",B)) - Hom (A,B;) — Hom, (A’,B;)

(3.1.20)

Con filas y ¢columpas ¢xactas.
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Notemos que la filna intermedia, que es mas extensa que las otras, es exacta porque E es

inyectivo.

La teoria de la sucesion nucleo-co-nicleo produce ahora la sucesion exacta:

Nucleo S" —nicleo S — niicleo B' —2— co-niicleo B" — co-nlicleo f — co-nucleo S
(3.1.21)

Y esto nos conduce a la siguiente sucesion exacta

0— Hom,_(a"B) — Hom, (aB) = Hom  (A'B) —>—>co-nicleo 8" —» co-nicleo 3 —> co-nicieo 3"
Finalmente de las equivalencias (3.1.15) esta se pueden convertir en la siguiente sucesior

exacta.

0— Hom, (a"B) — Hom ap) — Hom  (a'B) —2— Ext. (a"B) = Ext. (AB) > Ext. (a'B)

(3.1.22)

Propiedad 3.2:

toda sucesion exacta 0 > A’ - A — A’’ — 0 dada, produce una sucesion exacta

0— Hom_(a"B)— Hom, a8 — Hom  (a'B)—>~> Ext, (a"B)—> Ext. (aB) = Ext' (a'B)

ademas si

00— 44— 4 —> A ——0

[ 3123

00— 4 —A— A ——0

Es un diagrama conmutativo C con filas exactas B— B es un sigma homomorfismo,

entonces el diagrama
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Hom, (A’,B) —> Ext' (A”,B)

Hom, (A,B)—~— Ext. (A4',B)

es conmutativo.

Propiedad 3.3:

Toda sucesion exacta 0 — B’ — B” —0 induce la siguiente sucesion

o—> Hom, (apy—> Hom, s — Hom, (aB")—>—> Ext' (ABy—> Ext. (AB) — Ext. (ap")

Maés aun, si

+— !

o
v
%
v
o]
v
-

>0

es un diagrama conmutativo en C, con filas exactasy 4 — A es un A- homomorfismo,

entonces el diagrama

Hom, (A,B")—— Ext! (A,B")

.

Hom_ (A,B")—> Ext' (4,B)

es también conmutativo.
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Ejemplo 3.2: sea el centro de /\ . Entonces los homomorfismos conectores
(denotados por A) definidos anteriormente $0n I' -homomorfismos.

Solucion:

Para cualquier /\ - médulo My Y e I', denotada por Y , :M—>M el homom orfismo
quien multiplica todo elemento de m por Y .

Consideremos una sucesion exacla 0 >A’' >A > A" 5 0.

Entonces:

0 > A’ >A" >0

A\ 4

0 > A’ >A >A” >0

es un diagrama conmutativo en C _con filas exactas. De la propiedad 3.1 obtenemos un

diagrama conmutativo

Hom, (A", B) = Ext/l\ (A",B)
l Hom (Y a,B) l Ext,l\ (Y a»,B)

Hom (A’,B) —— Ext' (A”,B)
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Sin embargo las aplicaciones vertical es son multiplicaciones por Y . Por consiguiente A

es un I' - homomorfismo. De otra manera, consideramos la sucesion exacta

0 >B' >B >B”’ >0, entonces:
0 > B’ >B >B"’ >0

o Jro fre
(0] >B’ >B >B"” >0

Es también un diagrama conmutativo en C, con filas exactas, de la propiedad 3.1 se

obtiene un diagrama conmutativo

Hom (AB")—2— Exi' (A,B")
l Ext (A, Yp) l Ext. (A,Y®)

Hom, (A,B")—2— Ext. (A,B’)

Y el resultado se obtiene de manera andloga al caso anterior.
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Teorema 3.4:

un /\ - médulo a izquierda E es inyectivo si y sélo si
Extt (N\/,E)=0

Para cualquier ideal izquierdo I

Prueba:

probaremos solamente que si Ext. (/\/I, E)=0 para todas los ideales izquierdos I,
entonces E es inyectivo la otra demostracion es posible, aplicando el feorema 3.2 de esta
seccion.

Sea I un ideal izquierdo y .1 >E un /\ - homomorfismo.

Por el teorema 2.6 del capitulo 2 es suficiente demostrar que f puede ser extendido a un
homomorfismo de /\ enE.

Esto sera posible, si probamos que el homomorfismos Hom, ( /\ ,E) - Hom (I, E)

inducido por la aplicacion de inclusién 1> /\ es suryectiva.

Pero la sucesion 0 >1—> A > A/l 50 es exacta.

Por lo tanto por la propiedad 3.1 tene mos una sucesidén exacta.
0— Hom ( /\/1,E) - Hom,( /\ ,E) - Hom, (1,E) - Ext'. (/\ /I, E)
Sin embargo Ext. (/\ /1, E)=0. Por consiguiente Hom, ( /\ , E) - Hom (1, E)

€s suryectiva.
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* Recordemos que un médulo es llamado ciclico, si este puede ser generado por un

elemento singular.
Ejemplo 3.3 Mostraremos que si cada A- médulo izquierdo ciclico es proyectivo,

entonces todo /\ - médulo izquierdo es proyectivo.

Solucién:

Supongamos que todo /\ - mddulo izquierdo ciclico en proyectivo Entonces /\ /I es
proyectivo para todo ideal izquierdo de /\. Por lo tanto, por feorema 3.1,
Ext. (/\ /1, B)=0 para todo /\ - médulo izquierdo B y todo ideal izquierdo 1.

El teorema anterior (3.4) muestra que todo /\ - médulo izquierdo debe ser inyectivo.

Por consiguiente, por la propiedad (2.1) del capitulo 2, cada /\ - médulo izquierdo es

proyectivo.

Propiedad 3.4

Sea 0 >A’—>A — A” — 0 una sucesi6 n separante exacta de /\ - modulo.

Entonces para cada B en C, , el homomorfismo conectivo

A:Hom (A’,B) > Ext' (A”, B) es nulo

Propiedad 3.5:

Sea0->B—>E—>E;—>...5E,1»By—>0 YO0>B->E(—>E ... >E'y =0 exactas
en Ext.con n>1y E; y E’; inyectiva. Entonces para un médulo A en C, tenemos un

isomorfismo.
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Ext\ (A,Bn)~ Ext. (A, B',)de grupos abelianos. Por consiguiente B', es inyectivo

Teorema 3.5:

Sea 0>B—£>X—L>A—>0 una sucesion exacta en . _ y sea Y:B—>B' un

/\ - homomorfismo, entonces es posible contribuir un diagrama conmutativo

0 »B—E2 53X L >0

lY lr lz;,

0 »B'—~ 5> x’' —2 5 A >0

en C,, con filas exactas

Prueba:

Sea y B>B'@®@X un /\ - homomorfismo, no definido por u (b)=(- Y (b),g(b)). Luego
puesto que g es un monomorfismo también lo es uy podemos construir una sucesion

exacta del tipo.

0 »B—~> B X=X >0

Ahora definimos y :B’ > X’ por v (b)=x (b, 0).

Si  (b')=0, entonces (b',0) =(- Y (b),g (b))

Para algin ben B y por consiguiente b=0 y por lotanto b’=0. Se sigue que y es un

monomorfismo.
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Ahora si 7(b', x)= 7 (b', x;), entonces x;-x=g( #) par algin Sen B, por consiguiente

fx1)=f(x)

Podemos ahora definir un /\ - homomorfismo &:X'—>A por & 7 (b', x)=0 entonces
x=g(by) para algin by € B y por consi guiente: (b’, x)=(b'o, 0)+ x (bo), donde b’oeB’ asi
z (', x)= 7 (bo,0)= yw(b'o) y por lo tanto 7 (b, x) elmy , lo que prueba que 1a sucesién

0->B —“ 3> X'—2 3 A >0 es exacta.

Ahora definamos y /\ - homomorfismo I' :X - X’ por I' (x)= 7 (0, x)

Si beB, entonces I'gb)= 7 (0, g(b))= #(Y(b), 0)= w Y(b) y por consiguiente
I'ssy Y.

Finalmente si xe X, entonces: & I' (x)= & 7 (0, x)=f(x) lo que muestra que I I'=f lo

cual completala prueba.

Teorema 3.6:
Si A y B pertenecen C, . Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes
a) Ext' (A, B)=0;

b) Toda sucesion exacta0 >B—>X—> A —>0en C, es separante, paratodo Xe C, .
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Prueba:

Veamos la primera equivalencia:
Sea 0>B—>X—>A >0 exacta, Extl (A, B)=0 entonces tenemos una sucesion exacta
Hom (X, B) — Hom, (B, B) —»0 y por consiguiente ig es la imagen de un

homomorfismo X —B.
Asi el producto B>X y X—>B es una proyeccion identidad y por lo tanto

0—->B—>X-—>A —0 es separante.

Veamos la segunda equivalencia:

Construimos primero una sucesion exacta 0 > A; >P — A —0 con p proyectivo.

Sea Y € Hom, (A,, B), por el teorema 3.5, podemos obtener enC un diagrama

conmutativo

0 > A >P >A >0

Ay

0 >B > X > A >0

Con filas exactas, y por hipdtesis las filas inferiores son escalonadas.

Como Ext. (P, B)=0, por la propiedad 3.2 se muestra que tenemos un diagrama

conmutativo
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Ext. (B,B) ——> Ext! (A, B)

l l a8

Hom, (A, B) —2— Ext. (A,B) >0
Donde las filas inferiores son exactas y &,7son homomorfismos conectivos. Por la
propiedad 3.4 ¢es una proyeccion nula, por lo tanto ip esta en Hom (B, B) y tiene

imagen Y en Hom, (A, B). Se sigue que 77(Y )=0. Pero Y es un elemento arbitrario de

Hom, (A,, B) y n es suryectivo. Por consiguiente Ext. (A, B)=(r

Teorema 3.7:

Supongamos que 0—>A; —2>P £ 5 A >0 0—2>B—~>E-—>B;—>0son
exactas en C_con P proyectivo y E inyectivo.

Entonces tenemos un Ext! (A, B)~ Ext' (A, B)) es un isomorfismo de grupos abelianos.

Prueba:

por teorema 3.1y 3.2, Ext. (P, By=0 y Ext (Ai, E)=0. Asi tenemos sucesiones exactas
como las que siguen: Hom, (A, E) —“—> Hom (A;,B)) — Ext' (A;, B) =0y
Hom, (P,B;) —— Hom, (A,, B)) — Ext. (A,B;) >0

Tenemos que demostrar ahora que Im u=Im v.

Sea f e Im u, entonces existe un /\- homomorflsmo g:A; - E tal que ug=f
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Como E es inyectivo, existe un /A- homomorfismo & :P —E tal que & o =g

Asi y S a=fy y de Hom (P,B;)

Larelacion x4 & a =f muestra que f=v( 1 &)eImv; lo cual prueba que Imu < Imv.

La inclusién inversa (Im v < Im u) puede ser demostrada utilizando argumentos
similares.

Observacion:

Vamos a realizar algunas observacion es concernientes al isomorfismo

Ext' (A1, B)~ Ext' (A, B)).

Supongamos que A y B son fijos, entonces es posible cambiara0—>A; —>P—>A —>0
Dejando 0—>B-—->E-—>B;—0 sin alteraciones. Esto refleja que un isomorfismo de
grupos abelianos, Ext! (A, B) es ind ependiente de la sucesion 0—A; »>P —> A —0.

En forma similar Ext, (A, B)) es inde pendiente de la sucesién 0-—>B —E—B; —0.
Identificaremos Ext. (A1, B) y Ext (A, Bj), y obtenemos de este modo un grupo
abeliano Ext’ (A, B), el cual depende de A y B. Esto de hecho, es un nuevo bifuntor, es

llamado funtor segunda extension. Sin embargo, este no es parte de nuestro estudio.

Teorema 3.8

Sea 0>A,>P,; »...5P>P;>A—->0y 0>B—>Ey»>E;—>...»E ;1 »B,—>0

sucesiones exactas en C_, donde n>1, P; es proyectivo y E; inyectivo, entonces existe un

isomorfismo Ext. (An, B)~ Ext. (A, B,) de grupos abelianos.
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Prueba:

Hagamos Ag=A, para 1 <i<n-1, A=Im(P;—>P,.;) la cual es una sucesion exacta.
0—>A;>P,; >A;; >0paral<i<n.

Hagamos ahora By = B, para 1 <j<n-1, el conjunto Im(E;; —>E;= B;. Con esto tenemos
una sucesion exacta 0—Bj.; >E;, > B;—>0 para 1<j<n. Por el teorema 3.7, tenemos

un isomorfismo: Ext. (Ai.; Bnis1)~ Ext. (A, B,) paracadaien el rango 1<i<n.

Teorema 3.9

Sea 0 >A; > Pri—>...5P5P15>A>50 y 05A P >... 5P 5PH>A>0

son sucesiones exactas en C_ , donde n>1y P;, P’; son proyectivos. Entonces para cada
B en C, tenemos un isomorfismo Ext. (An, B)~ Ext. (A’y, B) de grupos abelianos,

ademas A, es proyectivo si y solo si A’ es proyectivo.

Prueba:

Aplicando la propiedad 2.5 del capitulo 2, podemos construir una sucesion exacta
0->B—>E¢—>E;—... >E.; —>B,—> 0 donde E; es inyectivo, entonces por el teorema

3.8 tenemos los siguientes isomorfism os:
Ext. (An, B)~ Ext. (A,Bn)~ Ext' (A’ B).
Finalmente A,, A’, respectivamente son proyectivos si y solo si Ext,‘\ (An, B),

Ext! (A'y, B) es un grupo nulo para todo B.



87

Propiedad 3.6

Sea0>B—>Ey—»>E|—>...»E;—»B,—>0
0->B->E4—>E1—>...oEL 1 —»>B,, >0
Sucesiones exactas en C, con n21 y E; E’; inyectivos, entonces para algin médulo A en

C, tenemos un isomorfismo Ext. (A, By)~ Ext. (A, B'y) de grupos abelianos. Ademas

B, es inyectivo si y solo si B, es inyectivo.

3.7 Dimension Proyectiva e inyectiva
En esta seccién vamos a trabajar en primera instancia en la categoria C-de /\ - médulo

a izquierda.

Definicion: Supongamos que A #0 es un /\ - médulo izquierdo. Asumamos que n>0
€s un entero y que existe una sucesion exacta: 0 >P, »>P,;—>...>P;—>Py—> A —>0con
cada P; proyectivo, pero que no existe una sucesion exacta de la misma clase formada con
menos términos, entonces decimos que A tiene dimensién proyectiva a izquierda n y
escribimos 1 .pd, (A)=n; si no existe tal sucesion escribimos 1 .pd, (A)=c.

Finalmente, si A=0 entonces ¢.pd, (A)=-1.
Supongamos ahora que C pertenece a C- y que C#0 es un entero y que existe una

sucesion exacta:0 »C > E, > E, > ...—> E, >0 Con cada E, inyectivo, pero que no

existe una sucesion exacta de la misma clase. Entonces decimos que C tiene di mensiones

inyectiva (izquierda) n y escribiremos ¢1d _C=n.
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Si no existe tal sucesion, entonces escribimos £1d, C=c0.

Finalmente si C=0 entonces ¢1d, (0)=-1 Asi ¢1d, (C) esta definida para todo médulo C

en C- (Si B pertenece a C%, entonces el concepto analogo es denotador. ¢1d, (B) y es

llamado la dimensién inyectiva (derecha) de B).

Observemos que C es inyectiva si y solo si £1d (C)<0.

También modulos isomorfos tienen la misma dimension inyectiva. Ademas si:

0—>C—> E—>C, —>0es exacto y E es inyectivo, entonces £1d, (C)=¢1d, (C)+1 bajo la
condicion de que ¢1d, (C)> 0.
Asi ¢ .pd. (A) es definido para todo médulo A en C% (si B pertenece C% el concepto

analogo es denotado por Y .pd. (B) y es llamado la dimension proyectiva derecha de
B)
Notemos que A es proyectivo si y solo si ¢ .pd. (A)<0 es importante observar que los

médulos isomorfos tiene la misma dimensidn proyectiva, entonces,
Nuevamente si 0 > A, >P—>A -0 es exacta y P es proyectivo,

Entonces ¢ .pd, (A)= ¢ .pd. (A;)*+] con la condiciéon de que ¢ .pd. (A)>0

Ejemplo 3.3 Sea {A;}ic una familia no vacia de /\ -médulos izquierda y A su suma

directa, entonces ¢ .pd. (A= ¢ pd. (A).

iel
Solucién
Supongamos que n>0 es un entero y para cada i el y construimos una sucesién exacta

0>Ain2Pipa—... 2P 1 2Py A; 0
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Donde cada P;, es proyectivo. Esta sucesiones dan lugar en forma obvia a una sucesion

[}
iel

o

® Pin1—>...—> 2, Pio—>A—>0y por el teorema 2.3 del capitulo 2,

exacta0— 7, Ai,—> .,

o

® Piy es proyectivo y si aplicamos el mismo teorema 2, A, es proyectivo si y solo si

iel
A, es proyectivo.
Para todo i en I, ahora se observa que las siguientes proposiciones son equivalentes

1. ¢ pd. (A)<n

2. 2, A, es proyectivo

3. Aij es proyectivo para cadaie 1

4. ¢ pd. (A)<nparacadaiel

5. ®¢ pdy (A)<n
De las propiedades anteriores se deduce el resultado que buscébamos.

Ejemplo 3.4 Determine Pd,(Q) y Id,(Z), donde QQdenota el campo de los niimeros

racionales.

Solucioén: podemos construir una sucesion exacta 0—>A —-F —->0en C,, donde F es libre

y A es un sub-médulo de F (por la propiedad 2.1 del capitulo 2) A es libre y por lo tanto
proyectiva.

Ahora Q no es proyectivo (pero si este es, entonces por la propiedad 2.2 del capitulo 2,
debe ser libre y también divisible; sin embargo, el Z - modulo no nulo no es divisible,
luego, Pd, (@) 1.

Consideremos la sucesion exacta0) - Z —> Q —»> Q/ Z -0
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Ambas Q y Q/ Z son divisibles y por consiguiente Z - modulo inyectivos, puesto que
podemos aplicar el zeorema 2.7 del capitulo 2.

De otra forma, Z no es divisible y por lo tanto no es inyectivo luego, 1d, (Z )=1.

Teorema 3.10:

S ¢ pd. (A= ¢ Id, (C)donde Ay C varian en C*

Prueba.

Probaremos primero que 5% ¢ .pd, (A)< 3 ¢ Id, (C)

Supongamos que ¥ ¢ .Id, (C)=n, donde 0<n<o, lo cual podemos suponer

basindonos en la propiedad 2.4 del capitulo 2.
Sea A que pertenece C:y, aplicando la propiedad 2.1 del capitulo 2, construimos una

sucesion exacta 0 > A, —»>P,;—... > P —>P;—>A—->0
Con P; proyectivo.

Si podemos demostrar que A, es proyectivo, esto demostrara que ¢ .pd, (A)<ny lo que
queremos probar quedara establecido. Supongamos que C pertenece a C-. Observe que

si podemos demostrar que Ext. (A,, C)=0, entonces el caracter proyectivo de A, se

cumplira por el teorema 3.1.
Si formamos una sucesion exacta 0—C —->Eo—E; —... > E,—0 donde E; es inyectiva,

puesto que ¢ .Id, (C)<n.
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Por teorema 3.2, Ext. (A, E,)=0, por lo tanto, por el teorema 3.8, Ext. (A,, C)=0 lo que
demuestra la desigualdad inicial. La otra desigualdad ¥ ¢ .Id, (C)< 5%¢ .pd, (A)se

verifica de manera similar.

3.8 Dimension Global

Definicion:

En virtud del teorema anterior, podemos escribir ¢ .GD(A)=5%¢ .pd. (A)= 5*¢ 1d,
(C) y llamamos ¢ .GD( /\ ) la dimension global izquierda de /N .

Por lo tanto A y C cambian en C%.

Si trabajamos en C* obtenemos la dimensién global derecha de /\ .

Puede suceder que ¢ .GD( A\ )y Y.GD( /\ ) sean diferentes.

Teorema 3.11

¢ .GD(A)=%¢ .pd. (/\/1),donde representan todos los ideales izquierdos de /\ .

Prueba:

es suficiente mostrar que:

¢ GD(A)<™¢ pd, (A

como la desigualdad opuesta es obvia, podemos suponer que ;¥ ¢ .pd, (/\ /I)=n, donde

0<n<ow,

Sea C pertinente a C- . Es suficiente probar que ¢ .Id, (C)<n.
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Si n=0 entonces para todo I, /\ /I es proyectivo y por lo tanto Ext. (A /1,C=0). Del
teorema 3.4, se puede deducir que C es inyectivo y por lo tanto ¢ Idx, (C) <0<n
podemos entonces suponer que 1 <n<co.

Construyamos, con la ayuda de la propiedad 2.5 del capitulo 2 una sucesién exacta:
0>CoEy>...2En2>C,>0

Con E; inyectivo

Ahora es suficiente demostrar que C, es inyectivo por feorema 3.4, se sigue que

Ext. (/\ 1,C,)=0 para cada ideal izquierdo I.

Sea I un ideal izquierdo. Como 1 .pd. ( /\ /I)<n podemos construir una sucesién
exacta.

0P, 5P —>...>Pi—> A /10

Con P; proyectiva para 0<i <n.

Entonces Ext! (P,, C)=0.

Pero, ahora Ext. ( /\ /1, C,)=0 por el teorema 3.8 lo cual demuestra el teorema.

Ejemplg 3.5: GD(Z)=1

Solucién:
Para todo ideal I de Z , tenemos una sucesidonexacta0 =1 - Z — Z/1 -0
Ahora Z es proyectivoy, si [#0,1y Z son Z -médulos isomorfismo.

Para todo I es proyectivo.
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Se sigue que Pd,(Z/T) < 1. Por consiguiente, por el teorema 3.11, GD (Z)<1. Pero,
por ¢l ejemplo 3.4 Pd,(Q)=1y finalmente GD(Z )=1

Sea A un /\ - médulo izquierdo.

Sabemos que podemos construir una sucesiéon exacta 0—>A; —>Py;—>A —>0 con Py
proyectivo.

Podemos también construir una sucesion exacta 0 — A, —P; - A; —0 con P, proyectivo.
Realmente es posible continuar con este proceso de construccidn indefinidamente y
obtendremos una sucesion exacta de la siguiente forma: 0> A;; >P,>A; -0, P; es
proyectivo.

Si combinamos estas sucesiones cortas, llegamos a obtener una sucesion exacta infinita
como la que sigue:

cie PP —>... P >Pi—>A -0

Donde Py, P, P, etc. Son todos proyectivos.

Una sucesion exacta de esta forma es llamada resolucion proyectiva de A.

Note que A tiene dimensién proyectiva finita si y solo si esta tiene una resolucién
proyectiva que esta compuesta de mddulos 0, de algunos puntos en adelante.

Ahora B es un A- mddulo izquierdo. Usando consideraciones similares podemos construir
una resolucion inyectiva de B, que es una sucesién exacta infinita

0-»>B—Ey—>E »Eni2En—..

Donde cada E; es inyectivo.
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Podemos observar que B tiene dimension inyectiva si y solo si tiene una resolucion
inyectiva cuyos modulos componentes son modulos 0 de algunos puntos en adelante; sin
embargo, podemos observar mejor la situacion en el caso de ser inyectivo.

Sea Ej el cubrimiento inyectivo de B, entonces podemos construir una sucesion exacta,
0—>B —>Ey—>B; >0 donde B >E es una proyeccion inclusiva.

De la misma forma podemos construir una sucesion exacta 0 »>B; ->E; —>B; -0 donde
E,, es el cubrimiento inyectivo de B, y asi sucesivamente. Estas sucesiones pueden en
forma conjunta dar una resolucion inyectiva de B.

En particular vemos que existen sucesiones exactas

0o>B—23E)y—%3>E —4 3E,—% 3E;—>...

Donde :
i) Eges el cubrimiento inyectivode la ¢(B) y
ii) Para cada i >0, E;;; es cubrimiento inyectivo de di(E;). Tal sucesion exacta es

conocida como una resolucion inyectiva minimal de B.

Teorema 3.12:

sean los /\ - modulo B y B’ que tiene resolucion minimal inyectiva

0 >B »Eg—%2 > E, —4>E, >...Y

v
.

0 >B’ yE'y—%»E' —4 5 FE'»

Respectivamente.
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Ademas sea f: B—— B’ un isomorfismo en C_ . Entonces es posible construir una

sucesion de /\ - isomorfismo &,:Eg —— E'y, &,:E;——E’; y asi sucesivamente en

el cual en el siguiente diagrama

0 »B % 3E, —43E, >...

¢ )190 lo | o

0 >B’ >E’ >E', >E'> >..

Es conmutativo.
Observacion: Este teorema muestra que la resolucién minimal inyectiva es esencialmente

tnica.

Prueba:

La existencia de &, que se encuentra en el primer cuadro se debe a la aplicacion de la

propiedad 2.6 del capitulo 2, lo cual induce un isomorfismo de do(Eg) en d'o (E'g) Pero
la misma propiedad el isomorfismo inducido de do(Eg) en d'y (E’y) puede ser extendido a

un isomorfismo &,:E;, —— E ’; entre sus cubrimientos inyectivos, y ahora tenemos
J,do=d ‘o J,. Ahora se induce un isomorfismo d;(E;) en d’; (E’}) y este conduce a un

isomorfismo &, :E;—— E '3, lo que satisface &,d;=d’;J, y asi indefinidamente.
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Teorema 3.13:

Supongamos que 0 >B >Eo—%>E,—%>E, >... €s una resolucion
minimal inyectiva de /\ - médulos izquierdos B y sea n>0 un entero. Entonces

¢ Id, (B)<nsiy solo si Ei=0 para todoi>n

Prueba:

Es claro que si En=0, Entonces Ey=0 Vh>m.
Debemos por consiguiente asumirque ¢ .Id, (B) <ny deducimos que E,=0.
La prueba entonces se completa, porlo tanto las otras afirmaciones son triviales.

Es evidente que podemos suponer que n>2, puesto que esparte del argumento.

Entonces tenemos la sucesion exacta

0 >B >Eo >E, >... > En2 >dn2(En2) —0

Y porlo tanto ¢ .Id, (B)<n, existe también la sucesion exacta

0 >B )E'o

v
les]
-
—
v

>E 'h2 »>E ',y —0
Donde cada E; es inyectiva

Por 3.6 dy.2(E,2) también es inyectivo lo cual implica que dy.2(En2)=En.
Asi d,,.; es suryectivo y por consiguiente dp.1(Ep-1)=0.

Por lo tanto E,, es el cubrimiento inyectivo de dy.; (Ey.1), lo cual prueba que E,=0
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