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INTRODUCCION



X

El trabajo que estamos presentando como uno de los requi-
sitos para optar por el grado de Maestro en Ciencias con Espe-
cializacif6n en Estadlstica, posee las caracteristicas que de
inmediato senalo.

En primer lugar, se inspira en el problema de la genera-
lizacidén de la distribucidn Chi-cuadrado, utilizada a menudo
en la realizacidn de pruebas de hipdtesis. La mencionada ge-
neralizacidn se conoce como la distribucién Wishart.

Para iniciar el trabajo se hizo necesario definir concep-
tos como "formas lineales" y "formas cuadrdticas" para el ca-
so multivariado, esto es, utilizando matrices aleatorias.

Mostramos ademds algunos resultados importantes, entre
los cuales se destacan las condiciones bajo las cuales mencio-
nadas formas son independientes.

Cuando se trata con distribuciones, surgen dos funciones
importantes, "la funcidn de densidad" y "la funcidn caracte-
ristica”. Una vez obtenida la funcidn caracterlstica, carac-
terizamos las condiciones bajo las cuales una forma cuadratica
sigue una distribucidén Wishart.

Por tltimo, deducimos la funcidén de densidad de las ral-
ces y vectores propios de una matriz aleatoria que sigue una
distribucidn Wishart.

Es importante resaltar que para el estudio de la distri-
bucidn Wishart en el caso general, serla necesario abordar el
estudio de otros temas que nos alejarlan del propdsito del pre-

sente trabajo.



CAPITULO I

"FORMAS LINEALES Y CUADRATICAS"



En este primer capitulo estableceremos algunos resultados
relativos a las formas lineales y cuadrédticas, resultados que
serdn de verdadera importancia para el presente trabajo.

El estudio al cual hemos hecho mencién, serd circunscrito
al caso en que, la matriz Y de orden p X n, asociada a la for-
ma lineal o cuadré&tica sea tal que, sus columnas Yy para
1<€d €£n, se distribuyan como normales con la misma matriz de

covarianza S:,

Notacidn

Para n vectores Y, de orden p x 1 distribuidos
normalmente con medias }&d y matriz de covarianza 2 , diremos
que la matriz Y = (Y,,..., Yn)p « n tiene una distribucién
normal con matriz de media ['= (}Ll,...,}Ln)p x p Y matriz
de covarianza V o ), donde, V es una matriz simétrica de orden
nxntalque,cov(Yo(,YP)=v°(P}"_, y,V@ZN es el
producto de Kronecker de la matriz V y la matriz 2 .

Lo anterior serd denotado por Y ~ N (', ve 2 ).

Si resultase gque V = I, las columnas de la matriz Y son

’

independientes entre si.

Definicidn I.1 (Formas Lineales)

Si YN (D, Vve X))y
B es una matriz de orden n X gq diremos que X = Y B es una

forma lineal.



Si ademds B = (Bl,..., Bq), entonces para cada 1<« < q,
n 1

-Proposicidn I;l-

Si Y~ N (", I®2>), Bes una matriz de

orden n X 4 y A es una matriz de orden q X p, entonces:
(i) Y BAN (B, B'B ® D))

(ii) A Yr~N (A", I®AJA')

Demostracidn

(1) Sea Z

Y B, entonces, para cada 1<« p

n
Z, =Y B =ZYb.
o
“ia 1
donde, Z, y By representan la o -ésima columna de las ma-

trices Z y B respectivamente,

Ademds, para todo 1<K p se tiene:

E(Zg ) =E(Y By ) = E(Y) By = MBy
luego, E(Z) = "B
Por otro lado, para todo 1<o,p < p se tendrd;

cov(zo(,zf,)=E[(z°(-r‘B°<)(zp-r‘Bp):l

- Bp,

I
b

—

|'D4
N
o



1l
M
=1
A
|.<
’_l.
o
'_‘.
1Y
1
iy
'_l
o
’-I
[*}

= (B B)O(PE

)
luego, la matriz de covarianza de Z es, B B ® 2,
Finalmente, dado que por hipétesis Y se distribuye normal,
entonces, Z = Y B también se distribuye normal, con media B

y matriz de covarianza B B ® 2}, esto es;
-
Zz~N (B, B B®2)

(ii) Consideremos ahora, X = A Y, entonces, para todo
l1€XLKn
Xo = A Yy
donde, al igual que en (i), X4y Yy representan la  -ésima
columna de las matrices X e Y respectivamente.

Ademds, para todo 1< X g n se tendré:

E(X«)=E(AYQ()=AE(Y°()=A)J~N



luego, E (X) = AT

Ahora, para todo l<«,p < n tendremos;

E [ (xy - Apg) (Xp - A}LP)I]

c ov (X, XP)

E[(A Yy - A}L&)(A Y -A}LP)']

]

E[2 (vy ~py) (¥p -)J,p)' a]

A E|[ (vy - Pg) (7 -}LF,)':IA'

gdPAZ A’
luego, la matriz de covarianza de X es: I ® A 2, A'

Por Gltimo, como Y se distribuye normal por hipdtesis,
entonces, X ; A Y también se distribuye normal, con media

]
AP y matriz de covarianza I ® A 2 A , esto es;

X~N (AP, I® A 3 A)

Proposicidén I.2

Sean, Y~VN (", I ® 21 ) y, A, B dos ma-
trices cuadradas de orden n. Entonces, para que las formas
lineales Y A y Y B sean independientes, es necesario y sufi-

0.

1
ciente, que A B

Demostracidn

Sean Z = Y Ay, X =Y B, entonces,



n
para todo 1<dA P, 24 = Z Y. a, Y,

n
para todo lsﬁ;<p, Xf’ = Z X. b,

Como para cada 1g «p < P, Zy ¥ XP son vectores distri-
buidos normalmente, ellos serédn independientes, si y solo si,
para cada 1<o(,F,gp cov (2, XP) =0

Tendremos entonces;

cov(Z“-,XP)=E|:( _ZY. a.

]
t
]
]
|
o
.
R
!
~
-
[t
R

i,j=1
n

=1§:=1 i bjP gijz
n

) i§L "1 Pip %

= (a B)qPZ

]
Luego, cov (YA, YB) =A B® 3 de donde,

!
cov (YA, YB) =0, si y solosi, A B=0



Definicidn I.2 (Formas Cuadrdticas)

Sea YN (M, VO 3,)
y B una matriz simétrica cuadrada de orden n. Definimos el

producto

n n
YyBY = 2. Zboano( Y)'a

xX=1 ‘P=l

como una forma cuadrética.

Proposicién I.3

Sea Y~VN (M, I ® 27) y A.una matriz

simétrica de orden n. Entonces:

E(YAY) = tr @A+ rapr

Demostracidén

1
Sea (YA Y )NF , la d? -ésima posicidn de
1

Y A Y , entonces?

n
(YAY')o(P =.Z.' Y

i,j=1
luego,
n
E|(y A Y') = }E E(y Y oaos)
! “f’] ij=1 &t 13 7B
n
=i'§:=l 3 5 (yui ij)

como,



E[(yqi -}J-o(l)(ypj ').ij)] =O"°(P (gij
Y.
E[(ya(l }J&l)(y /J.PJ)] B lvgy v ]bj '}Lo’\i }ij
entonces,

;sJ Ovoqaglj +}*o<1)J-fJ

por lo tanto,

’

Y

i

E[(vay )o<)e:| - ijz=l aij(ﬁpgij *Pas pops)
j=

L 213 O'Zfacgij + i%il}io(i aij/'ij

!

- 2] 21 Cup+ (AT

i=1

%P

=t () ggp + r'AI"")O(P

asi

E(YAY)=tr 38)2 + Par'

Definicidén I.3 (Producto de Kronecker asimétrico)

Sean
A y B dos matrices. Definimos el producto de Kronecker asi-

métrico de A y B, que denotamos A ® B, por:

(A@B) b,. = (A® B)

ijkl T fi1 Py = ilkj
esto es, la entrada ijkl de A é B, es la entrada ilkj de

A ® B.
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Proposicidén I.4

Sean, Y~N([', I @ 3 ), A una matriz
simétrica de orden n y, B una matriz de orden g x n.
Entonces, la matriz de covarianza de la forma cuadrdtica

' '
YA Y vy la forma lineal Y B esta dada por:

r

cov(YAY',YB)=r‘AB'®Z+ N®rAB

Demostracidn

Tenemos dque:

E(YAVY) r'Ar"+tr(A)2

Y,

1 !
E(yB)= I'B
entonces,

tomando Y=Y -1 y, MAa

(i‘l,..., $’nxlobtenemos;

YAY - PAP - tr(a) %
n
d,ﬁzil(adp Yy ’:?;; + O(fo'}é +8°‘F’§°‘{’P'- g“ﬁa“f’ 3 )

L]

YAY+TAY+YAD —tra)y (1)

) F{zio‘( §F', {l‘i‘ '§é ;{lo(. t@, -
= «'PZ:=1‘J ac(P n . . +8°‘P . y +S°KP o . | —S«Padpz
_YPO( ﬁ_ prcx p YPO( i}

\_ -

Consideremos ahora,
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o7y

2=(0~ll:"'10") y sea 0_’ = E

o
| Plipxp) x1

Disponiendo las filas de la forma cuadrdtica (1) de modo

que el arreglo nos resulte en un vector tendremos:

Y1 Yp l('mea:_1
YAY—FAI"-tr(A)E ‘_"Z ﬁ aa(F . +8°<ﬁ : +
Y ¥ : Y
P« p {Po( 2
_ [ - L -
. -
Y1a A
S| 1| - Sapr
Y ,
pcfo
L 1 J
Por otro lado, tomando también Y=Y - se tendré;
n .
(Y —r‘) B = {gl (b%‘l Y*., bt_z Y*, g 200, bt_q Yx, )

y, efectuando un arreglo similar al de la forma cuadrédtica

tendremos,

-— -‘_P_ o o '
(Y ~P) B le (bgy Yy \enn, o Ty

]
Luego, la covarianza entre YA Y y, Y B es;
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( r — 0 P — ¢ =} [ o » 3
ity p_] flos B F1e %
E 4 z < a 4 < : ° +gd : 3 + 8 o :
P N “poc TP P ¥ oo YP O(P YPo(rP
\. g — - - - - -

] o 1 I (- §

- gdpadf,cr (bgy Vg veees Dpg Yy )

° ° . o [ » 1
ap V1% *Oap $1u Y * ga(,‘:‘YIO(&p —So(}%aoqbo./l

EZ :

a

2ap Youp FOuph oy *ouppuy 8 app T p

L

e\

(Byy Yg eee, bpo Yo

como los términos de ordenes 1 y 3 se anulan para distribucio-

nes normales centradas, entonces, co.v (YA Y , YB ) =
r T[J ! e ol e - 1 o !
1x Py Yy Yp o+ qubtl{[b Yo +oo.4
- 2 JES
&,pof «f Ce . .
_ L
o ! ] ™

9 ' ° 0! ° ' . Y
*8Prg Y Y+ ik By gy t

o 9 (]

+ 4Pty Y Yyt 2 {‘p Yy

4

Examinemos ahora el elemento en la entrada ijkl de
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1
cov (YAY , YB ):

[covivay, veh] =°( {E[Soqa 1P kp¥ay *

+ 'Yi&B:&;jf{kP 1% )]}
si d;éﬁ

si d::P

: 0
como, E (Ykp Yig ) = 0 si P#f v, Sd]ﬁ{l

1 t
entonces, [c ov (YAY , YB )]ijkl _

=M
e

ip Bpy B Y F’“‘“kﬁ by Bl Y1y 0]

]

; @Jiﬁ bl;j Gy + 2, *kp b);j S

(A B )ij Gvkl + Cr&l (r"a B )kJ
luego,

[cov(YAY',YB')]ijkl=(PAB@Z) l+(2®r'AB)

ijk ijkl
por lo tanto,

[} ot [}
cov(YAY',YB)=r'AB@2+2®r‘AB
Observemos que

1] 1 ] 1 e
cov (YB,YAY)=BAPO® Y +BAM® X



Proposicidn I.5

Sea Y~N (", I1® 2 ) y, A, B dos ma-
trices simétricas de orden n. Entonces, la covarianza entre

las formas cuadrdticas Y A v y, Y B v estd dada por:
cov (YAY ,YBY)=tr (AB)(LO®Y + T2 ) +
+ L 0rasf + 2e0Mas +

+"aBPreY + Fasr ey

Demostracidn

Se tiene que:
E(YAY)=Pal 4 tr (m) 3

y, E(BY)=rBI +tr ()X

Sean ahora, I'A = (i‘l,...,‘fn) : MB

I

>

et

-

L]

L]

L]

-
>
e

n

oy
o =| : con, Z=(0"1,...,%) vy, Y=Y -0

C’p

Entonces,
YAY-TAP =-tr(d)Y =YAY +M2ay +¥%ar-+tr@a)3  (2)
Y,
YBY-FBIM -tr(B)Y =YBY+PBY+YBP - tr(B)Y (3)

El arreglo como un vector de la forma cuadrdtica (2)

estd dado por:



S r B
Yiq Tp Tia Y Y1 8p
dZé ﬁa«e : +So<p : +8°‘F’ : B Sxpadgov
3 ° a Q L
Y Y - Y, Y ’
Pa p 1{pc:( = pmgb
\_ — — L - L —
Para el caso de la forma cuadrética (3) el arreglo como

un vector es dado por:

[« e ] B o ] [~ o ]
Y15 Yo As Yz Y15 Ne
&2 )b R LYY | e §gubse O
> € 1y v Noe Yo Y ?\t
| P& T | “PS T | | P& T
Luego, c o v (Y A Y', YBY) =
Ty Y Vg Yo Yy p o8 Yo
= E [% b : : -
‘*IP)S:Z O(F 8’6 [3 © o ol [ o 0!
You Y% Y Yoo .YpO(YP ps o |
Yld %b(TE o 6u
- g“adp b : +
chxYp(Tl et Ypy p
LET T Mg Yo oo £ ¥ P pa
+&p£815 : | +
§pu p?‘ls 2L Cpa F%p& (2
‘th‘h( Y, Ylg')\-c...tlo( 5 p8 Mo
"'8;([588’6 : : o+
_ LI “p 18 N oo s Ay YP Ypg M|




1ok 3‘1{5 s oo YiwbpRpg Yo
s L o
—Ypd%g\lg Yo ... Yp&{%')\ps YzJ
Yoy i’P YigNhg ooe Yoy tp.ng N
apdse| 7 | )
_prfp Yig '>"c“' poL*JP pé,‘ F’
0"'1 YJS YZ...G‘l YPSYT.':
-So:paotp S5z *
_o‘leSYt ..%YPSY,C—
oacrl ...OG}TE
+8p8eu 2 Poy | | :l |
] o~ Ofl oo Ogth ]

pues los términos de ordenes 1 y 3 se anulan para distribucio-

nes normales centradas.

] ]
El elemento i jk 1 decov (YAY Y BY ) estd dado

’

por;
o

[covivay ,vBy )]ijkl =°(P28%E[ao<pb8t 1% Vkp 36‘ 1T~

'SSZa&prtYiiYkpdlj +&y Ssz*m k?'>‘ +

Saz ie k‘b § Miw +5«pé\&":yio< fkp Njg Yig t

°

+EeSsuYin fklb Yis M1 -Sc(liaoifg bgeOri Y59 Yig+
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+8c(p58’5a0(fb Pt %i 015 ]
[covvay ,vevy)] =o(,p§‘:.’a[a«f> bsy ($upT g d520 5 +
) 135;52: k1 to42011 5@8013') _W_j +
6&t%lid LYy gﬁb’bovkl +8'p£8z‘{ io SF’ S A *
+5dp56zijkp<§ow°dil N8 +go(g€<§‘&£lkﬁgo(<\‘odij ST
- Sup 2apPET T S 55051 *upSeeraptiT Oy 0 15]
=wPZ “op BIrd 8075 5 Ok1 +

DN aocpbéb X% 115;6 xj * 24 e{p szt 388 Tgy +

b8 «p.8T
. 0., N,
1,,:‘;;9“?5“(”‘ JFSGJ. Zgj Jz‘tk{a SqxCi1 258 +

$168se¥in S us ;™
+«)§'{- °(P P 1T
=21 %wp Pp®i30%k1 t
4P
bay 079 Oy s 19 +
+ g: fap Ot 0711 9k +§50( i p Ok1

" F0ap Vi Mg+ 2 g i o M+ B S g 5P
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= tr (A B)O’ijo’kl + tr (A B)O"il(}“kj +
* ; Vi Xixk1 * :(Z $ig P kg ; ViR Oi1 +
+ ; SVISTOIP

= tr(A B)(07 0% +G3;,0% ) +
+ (PR BN, O, + (A B ), 00y + (P2 BI')y O +
+ (A BI"')klO"ij

=traB[(ZT e X )il *

+ (B8 X)),y J+Prer’e D), 40+ (PaBré D), )+

+(X2erasr),.

+(Xerasr), 3kl

ijkl

Por lo tanto,

cov(YAY',YBy')=tr(AB)(2®2+ZéE)+
+ XOrasrf + YQMABP +

+CasreX +rPasp e
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Proposicién I.6

Sean, Y~N (M, I ® 2}), B una matriz
de orden g x n y, A una matriz simétrica de orden n. Enton-
' '
ces, la forma lineal Y B y la forma cuadrdtica Y A Y serédn

L
independientes, si y solo si, A B = 0.

Demostracidn

(<= )

Supongamos primeramente,

Y~N([, I ®2 ), A una matriz simétrica de orden n y, B

]
una matriz de orden g x n tales que A B = 0,
1
Sea ahora P una matriz ortogonal tal que PA P =D
[
Dl 0
!
con, D = , Dl diagonal y consideremos, Z = Y P
LO 0

con lo cual, Zrv N (r’P',~I ® )y, C=PB.

] ] ]
Luego, 0 =A B =P DPPC=PDC con lo cual,

DC =20 vy asi

— S - — -
Dl 0 Cl C2 chl DlCZ
O = =
0 O_ C, Cy i 0 0 |
De DlCl =0 vy, DlCZ = '0 obtenemos Cy = 0 vy, C, = 0

con lo cual,
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Por otro lado,

t ]
Luego, la forma lineal Y B y la forma cuadrdtica YA Y

son independientes.

( =D)

Supongamos ahora, Y~ N (", I ® 2} ), B una

1
matriz de orden @ x n y, A una matriz simétrica de orden n

' ]
tales que, la forma lineal Y B y la forma cuadrética YA Y
son independientes.

Sea P una matriz ortogonal tal que, P A P =D con D

diagonal de rango r € n y consideremos Z = Y P con lo cual,

Z~N (IMP, I1©® 2 )y, C=BP
Luego,
N N
YB =ZPB =2C =( 23 CipZg ,0ee, 29 C_. Z,)
p=1 P p=1 Pp P

Y,
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r
YAY =2 PAPZ =2D2 =ZZ
o« =1

o Qo 2

] 1]
Como por hipdtesis Y B y Y A Y son independientes,
entonces para cada 1¢8 € g se tiene que,

N r

Z Csplp Y, Z Zyq Ay 2 SOND independientes, esto es,
ﬁ=l Pﬁ O(=]

si 1§ <q v, I€p<r se tendrd CSP df> =0
! ] ]
Luego, 0 = D C' =PAPPDB = P'A B' y dado que P es
ortogonal, se tiene; A B = 0

Proposicidén I.7

Sean, Y~N (P, I ® 21 )y, Ay B dos
matrices simétricas de orden n. Entonces, las formas cuadrd-

! '
ticas YA Y y, Y B Y serdn independientes, si y solo si,

A B = 0.

Demostracidn

( =D )

Supongamos primeramente,
Y~N (", I ® 2 )y, Ay B dos matrices simétricas de
orden n tales que las formas cuadrdticas Y A Y Yy Y B Y  son
independientes.

'
Sea P una matriz ortogonal tal que, P A P = D con D

]
diagonal de rango r < n y, P B P = C y consideremos,



Z =Y P con lo cual, 2nvN (P, I ® 2 )

Entonces,
r
Y A Y' - ZPAPZ =20D z = }E Z s dd.Z&
« =1
Y%
Yo n n
YBY'=ZPIBPZ'=ZCZ'=Z ZZO(CO&?Z'F:
=1 p=1
n n
= Dy 2., CyuZey + D0 % Cup Zf
® K e o o
=1 X #p=1 PP

] ]
Como por hipdtesis, YA Y y Y B Y son independientes,

entonces, siempre que 1<X <Kr vy, 1<F> £n con & ;4)6 se tendrd,
] I i
Luego, 0 =D C =PAPPBP=DPABP y dado que P

es ortogonal se tendrd, A B = 0

(<= )

Supongamos ahora dos matrices simétricas de

orden n tales que, A B = B A = 0.

Luego, existe una matriz ortogonal P, tal que;
PAP =D y, PBP =0D

donde, Dl \% D§ son matrices diagonales.

Como por hipdétesis, A B = 0, entonces, DT D§ = 0, de

donde:
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- 1 r- ]
D, 0 0 0 0 0
® _ x® _
pf =fo o0 o v, p5 =]0 D, 0
lo o o O 0 o0
| _ = |
Sea Z = Y P entonces, Z'\JN(F‘Pl,I ®2)
Luego, Z'-
1
YAY =2PAPZ =20D%z =1(z..2.2.)0%]| 2. |=2. D. Z.
1 1:%2:%37 Dy 2 1914
]
v, L
t
2y
1 Z 1 ) Z * I ( Z ) * Z| - Z D !
YBY =2ZPBPZ =2D32 =(2,,%,,2,) Db » 1= 2,0, 2,
t
| %3

1 1
De esta manera, las formas cuadréticas YA Y y Y B Y

resultan independientes.

Observaciones

Para Y ~N(I, Vv ® 2] ) donde, V es una
matriz de rango completo, se verifican los siguientes resul-

tados:
]
% YB~AUN (B, BVB © 2)
]
¥ cov (YA, YB) =AVB @ 2]

£ E(YAY)=tr(va) S + Mapr
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 cov (YAY ,YB =PAVBE®X + XDOIMAVSB

x cov (YAY ,YBY)=tr(VAVB(DNOX+XeX) +
+ Zeoeravsar + X éFAVBP' +PAVBD ®©F +
sMPavern ey

* YA y, Y B serdn independientes, si y solo si,

AV B=20

¥ YA y, Y BY serdn independientes, si y solo si,

>
<
o}
i

o

’
¥ YAY Vv, Y B Y serédn independientes, si y solo si,

i
<
o
I

o

La demostracidén de los resultados anteriores se puede

desarrollar tomando X = Y C, donde, C es una matriz no sin-

gular tal que, C V C = I,



CAPITULO II
FUNCION DE DENSIDAD DE LA DISTRIBUCION WISHART

NO CENTRADA



En este segundo capitulo, dedicaremos nuestros esfuerzos
a derivar la funcidn de densidad y, la funcidn caracteristica
de una matriz aleatoria que sigue una distribucidn Wishart
no centrada.

Con el objetivo mencionado, nos introduciremos en el

tema presentando algunas definiciones y propiedades previas.

Definicidn II.1 (Raiz cuadrada de una matriz simétrica)

Sea A una matriz simétrica. Definimos

1/2 como cualquier matriz B tal que; A = B B.

Observaciones

¥ Atendiendo a la definicidén anterior tenemos que,

1/2

como A es simétrica, entonces, A también es simé-

trica.

1/2

% Para una matriz simétrica A, A no es tdnica.

Definicién II.2 (Distribucidn Wishart)

Sea A una matriz
aleatoria de orden p. Diremos que A sigue una distribucidn
Wishart no centrada que denotaremos, Wp (n, 2, , M) donde,

M es el pardmetro de descentraje y, n los grados de libertad,
si y solo si, existen n vectores aleatorios independientes

tales que:; para cada 1 ign se tiene



Observacidn

¥ Si M= 0, esto es,/J,i = 0 para cada 1gign, enton-
ces, Ar\JWp (n, 2}, 0) y diremos que A sigue una dis-

tribucidén Wishart centrada.

Definicidén II.3 (Reduccidén a la forma diagonal)

Sea A una
matriz de orden p Xx ¢ y rango r. Entonces su reduccidén a la

forma diagonal se escribir@;

D 0
r

0 0

PA Q=D =

donde, P y Q son matrices de ordenes p x p Yy, 4 X g respec-

tivamente, o\ Y, 11,..., Kr son los

1 O

D, = O -. Ar

valores propios de la matriz A.
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Observaciones

Si Y~AuN (A, I_® 2. ) y.-hacemos

1/2,~1 - -
Y= (Y, Yy ..l Y) oy, A= (DT B, )

entonces,

A=Yy vy, M=AN (1)

Sea t el rango de M con, t g p, entonces, existen t

valores propios positivos (Sl’ 8\2 rerey 8 £ Yy, p-t

valores propios nulos para M. Reescribimos ahora /\ por:

D(S 1/2 0

N=r U (2)

0 0
donde, [' y U son matrices ortogonales de ordenes p y n res-

pectivamente vy, I)gl/? es una matriz diagonal con,

81/2'81/2 ,“_’81/2 en su diagonal.
1 2 t

(3)

donde, z 1) = (z{l),..., zél)) y, z¢3) = (ziZ),..., zé2))

Las columnas de Z resultan independientes ya que las

columnas de Y lo son. Ademds, como
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YN (A, I_ ®@ 2,) donde, A = )Ll,,...,/in)

n

entonces,
-1/2 -1/2 -1/2 -1/2
\ yrou[ 3 A, I e >y
' -1/2 1 ' -1/2 1/2 1/2
roz voN[PA, 100 T > 3
1 -1/2 ] ' )
r % yur~n[p AU,IHQIPJ
D 0
1/2
&
A= "ovu, D =
0 0
es decir,
z ~n|[p, 1,01, ]
1 —1/2 ]
Ademds, como Z =" 2 Y U se tiene que
1/2
Y= 3 rzou
Y,
' 1/2 ' ' 1/2
A=YY =2 rzz r 3
-
511 512
Consideremos ahora, S = =
521 S22
1 ]
_ (1) (1) _ (1) 2y _ ¢
donde, S5,, =2 Z ; Sy, =2 Z = S5y
_,(2) ()
522 = Z z

luego,
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1/2 , 1/2
A= 3 rsr 2 (4)

siendo, S =2 Z y, 2 nrnvHN(D, I,9 Ip)

entonces, Sr\zWP (n, Ip, M®) donde,
Do O
M* = DD =
0 0
Lema IT.l
1/2
Sean, Sll cualquier raiz cuadrada de Sll’
1/2 -1 '
R = (877 ) Sy, y, W=S5,, -RR. Entonces, S,;,, Ry W

son mutuamente independientes, ademds,

sllr»'wt(n, I, Dg), w:\:wp_t (n-t, Ip_t, 0) vy,

R ~AJN (O, I, +® I).

Demostracidén
/2 -1 (1)
Sea F = (Sll ) z , entonces,
1/2 -1 ' '
_ (1) ,(2) (2)
R = (sll ) Z z =F Z Y,
we=z(2) 52)_ g'p o 5(2) S(2)_ 5(2) rr oz(2) _

=z _r'p) 2
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] t
Como FF = I, entonces, F (I -= F F) =0
(1)

Condicionande R y W sobre Z , e€ellas resultan indepen-

dientes (ver [1] )

(2)

AQeméds condicionalmente, dado que R = F 2 Y,
(2)
z ~ (O,ZHIQ Ip-t) entonces,
(2) ‘

o~ =
F Z N0, I, ® FF ) =N (0, I ,@I)(ver (21 )
Asi, RruN (O, Tot @ I.)

'
Por otro lado, Sll = Z(l) Z(l) donde,
- -
Pa1/2
(1)
Z ~~ N , Ir1 ® It
0

o sea, S,,~JW, (n, Ies DS ).

(2)

Ademds, W = Z(z)(I - F'F) z ~W (n-t 0)

p-t sy

N : 1
dado que, Z(Z)P\IN(O, In ® Ip—t) y, I - F F es idempotente

de rango n-t (ver [2] ).

Asi, la distribucidén condicional conjunta de R y W dada

Z(l), es independiente de Z(l). _En consecuencia, (R, W) es

(1) (1) (1)

estadisticamente independiente de Z y de S =2

11
pués, la distribucidn conjunta condicional de R y W es tam-

bién, la distribucidn conjunta no condicional de R y W.
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Teorema II.l

Si Aa\JWp (n, 2., M) donde, M admite la

factorizacidn
M= r (5)
0 0
0 ot/? g
1/2 '
v, A=3 p r' 2 (e
(Ql/2 R)' W + R'R
L —

entonces, Q, R y W son mutuamente independientes vy,

QrowW, (n, I, Dg), wr\rwp_t (n-t, Ip_t, 0)
y, R~N (O, To-t @ I.)
Demostracién
1/2

-1
Sean Q = S;;, R = (S;, ) S1o Y,

|}
W - R R.

= S22
Por (1) y (2) se tiene,

1/2

Por (4), la matriz A se escribe; A = 3, rPrseCc 3

1/2
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donde, S S

11 12
S =
S1 S22
Dado que, Sll =Q y, R = (Sl/z)—l S
11 12

entonces, S = S]/2 R = Ql/2 R
12 11

y como, W = S22 - R'R Y, 522 = W + R R

Podemos entonces escribir;

p—

Q Q
1/2 . 1/2
A =3 r rx

02 gy wa+r'R

Por el lema 1, Q, R y W son estadi{sticamente independien-

tes, ademds, Q~W_ (n, I., Dg ),

WAoo W (n-t, I

p-t 0) y, RMNUN (O, Ip_t ® I,)

p-t’

La Funcidédn de Densidad en el caso lineal

Haciendo uso
de (6), derivaremos la funcidén de densidad de
Ar\JWp (n, 25, M) para el caso lineal, esto es, cuando
rg (M =t=1

'
En este caso, R(

Y, QN)Gn (81)

~N(O0, I ) Wv%dm&,l

p-1)x1 p-1""

p-1’

0)
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Dado que Q, R y W son independientes, entonces, la fun-

cidén de densidad conjunta de ellas es:

£(Q, R, W) = £(Q) £(R) £(W)
donde,
(n-2)/2 -os2 ~61/2 i n
0 e e A o) 81 r (7)
£00) = 7 2. .
P(E) 2 i=0 4 i zlﬁ(3 + i)
-(E%L) -tr R'R/Z
£f(R) = (27TT) e
(n-1-p)/2 ~tr W/2
£(w) = — LA 7
o (n-1)(p-1)/2 TT(p-l)(p—2)/4 p-1 (n-i,
TT 2
i=]1
donde W] =d e t(wW)
asf, f£(Q, R, W) =
n-2/2 -1/2 [Q+tr (W+rR'R)] - $1/2 (n-1-p)/2
Q e e | wi .

, 2n/2 2(p-l)/2 2(n—l)(p-l)/2 TT(p-1)/2 y7(p~1)(p-2)/4

1 io: 0§, )i P(%)
(
p-1 . 4 . ;
1_r|1(n51) i=0 i P(% + i)
i=0
l 1
- s[0+tr(Ww+R R)] -§./2
_on2)/2 gy in-l-plsz 2t L > 281,
2np/2 pl(p-1)/4 p-1 n-i 4 :
T T I*(—E—) i=0
1=
n
|_'("2-)

'i:f‘(% +i)
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donde, Q> 0, W>0 vy, -0 <r,

lj<m
Tomando en cuenta que:
511 S12
S =
S21 S22

11 =9 S3p =85y = R, Spp =W+ RR

El jacobiano de la transformacidén anterior estd dado por:

1 1
(o] oo 2 Y o7 e

= Sll

Luego, la densidad de S, est& dada por; f£f(S) =

1
(n-2)/2 -1 (n-1-p) ~ 2 (81,+tr(8,,)) _51/2
_S11 18227801 51y Sia| e . _
np/2 _ p(p-1)/4 £ n+l-i
L TT P
i=1
o . n 1
S;; 841 M) - 3 (p-1)
Z (—3 ) ~ Syq (7)
i=0 i!lﬂ(j +i)
Dado que;
(n-2)/2 - %(P-l) %(n—p-l)
S11 S11 = Sll y, tr(s) = Syq + tr(Szz)

se tendrd;
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(n-p-1)/2 -

Nj-

tr(s) -§ o
,PP/2 rpip-1)/4 %F(%lzl—) i=o ¢
i=1
n
r )
it M (F+1)

Notemos que 51151 es una solucidén no nula de la siguien

te ecuacidn determinantal (donde {“ es el valor desconocido):

1/2 1/2 . 1/2 -1 1/2
v -42 " [ s ] = =0 -(8)
DS 0
tomando, M = FDZ ﬁ' v, p? = se tendrd;
0 0

I ro?r'-tesir' =l ro?2-¢shr' |

=felo®-&s 2] e

= Islt [ 0* - £s7t

= ”S D2 -‘\K’Ip "
S11 S [S)

- e
S21 Sa2 0 0

UNIVERSIDAD DE PANAMA

BIBLIOTECA




- 36 -

TS5, 8; O & 0
) | 5,, 8, O ) 0 £“Ip_l
5136, ¥ 0
] | $518 - T,
=58y - [ - | =0

, . . - p-1
lo que implica, (Sllgil-&) { Pt _ 0 ge donde,
© =0 ¢ Sllél—-{“ = 0.

Luego, ¥ = Sllcgl es una solucidén no nula de (8).

Sin embargo, de (1), (4) y (6); (8) se transforma en:

AN - ¥ 2at5|

De (1) se tiene:

0

M=AA'= 2-1/2/\_]\_' 2—1/2

por (4) tendremos;

luego, (8) se transforma en:

" 2— l/Zj\_-/\-' 2-1/2- { Z1/2 A_l 2.']./2 " I

I AA -+ Zats | =0 (9)

Verifiquemos ahora que ‘91 es la solucién no nula de,
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| AN -8 =o0 (10)
En efecto,
. , 1/2 1/2
I AN-§T) =lAA-S8 T Y |
_ Il sPAN 2TV St |
= |fm- 81
Dg O] 1 o
= r"-é‘rlr' ~con, Dg =
0 0 | 0o o0
&, o B 0
| 0 0 | 0 81p_l
F-Sl _8 0
L 0 - SIP_]

A =

1
cién estd dado por: o =02 -2

Asi, (é\l -S)c?p-l=0 implica,S:O 4 81-8 =0

Luego, S = 8 ; es la solucidén no nula de (10).
Finalmente, haciendo el cambio de variable de S a,

1/2 . 1/2
2 rsr z donde, el jacobiano de la transforma-

(p+1) tendremos,

1
- %(n-p-l) (n-p-1) -‘%tr(l'"z ZAZ 2r') —81/2
IZ] ial e e
2np/2 -n-p(p-l)/4 P r.(n+l-i)
i=

TT 2
1
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1
- = (p+l) . n
2 © . i D (3)
{ 2
2] > ()
i=0

i zr‘(§+i)

donde, <9l satisface (10) y, { satisface (9).

Luego,
1 -1
(n-p-1)/2 - 5 tr(% A) -81/2
£(B) = Al e : : e
- n/2 np/2 p(p-1)/4 p
Iz @t
i=1
0 ¢ i e
.2 (=) -
i=0 i !lj(E + i)
Observacidén

Si A:\JWP (n, 33, o), su funcidén de densidad

estd dada por:

(n-p-1)/2 = % tr( Z:-l A)
cay o 2l R —
n/2 np/2 p(p-1)/4 p s
121" @t
i=1

(A> 0, esto es, A definida positiva).



Funcidn Caracteristica

Teorema II.2

Sean, YVN(A, I_® %) v,

A=YY r~y Wp (n, 3, M). Entonces, la funcidn caracteris-

tica de A estd dada por:

1

1 " 511 -1 -1 1

. . - -1
exp[—%tr(./\.2 AN 2Z (T -—2i9)

|3

1
[="t-2i0)2 "

%7 A0]

Demostracidn

'
Sea A =YY donde, Y~ N(A, 1.8 ),
entonces, A N/W,(n, 2, M)

Sea ahora, 1
A= 2 ?

Ny, M=AA con rgM = t, t<p

Entonces, existen t valores propios positivos
833482 ,...,<St y, p-t valores propios nulos asociados a la

matriz M.
' -1/2 '
Sea, z = 2 Y U donde, " y U son como en (2) y

(1)

descompongamos Z en (Z Z(Z)) con,

(1) _ (1) 4(1)

2 (1) _ z Wy, 2 (5(2) ,(2)

’ r®*ey Z

1 2 t 1 2 n-t

g **°,

Luego,



] (1) *
2~ N(D, I ® Ip), z'7'~N([D", I @ Ip)
con,
Doy
p* - | § v, 2z ~Uno, 1 ® 1)
_ 0 n-t P
Sea, S = 2 Z entonces, S~JW_(n, I_, M%),

p "’ p’
Calcularemos la funcidn caracteristica de S para luego,
utilizando la transformacidn

. =1/2 -1/2
s=0rn 2 A 2 m calcular la funcidn

caracteristica de A,
Sea 0 una matriz simétrica de orden p. Por definicidn,

la funcidén caracteristica de S estd dada por:

E [exp (i tr(s O))] E [exp (i tr(2Z Z'O))]

E [exp (i tr(z 0 2))]

Como Z = (Z‘l) Z(Z)),

entonces,

E [exp(i tr (S O))] E [exp (i tr(z'l) o 21, 5(2) 4 Z(Z)))]

E [exp (i tr(z'1) o Z(l)))]'

E [exp (i tr(z?) 0 2(2)))]

(2)

Dado que, Z' “'~vN (O, I _+©® Ip) se tiene,

2 (n-t)

Efexp (1 trz® 022))] = J1-210] (11)
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Por otro lado, E [exp (i tr(Z(l) a] Z(l)))] =

«© -1/2tp
gexp[i erz 2 0 2] L [

QQQ

(1)

exp[:_ % tr(z —D*)'(Z(l)- D*i”d z(l)

-— .J_'.tp (o0 .
(2ThH 2 5 exp [ - % er(z Mo %)z (1) pEy
-Q0

e ierz@® o214 2@

- ;L. tp e o) ¥ 1
(2T 2 S—expl:tr (i Z(l) o] Z(l)- % Z(l) Z(l) +
Lo

+ D® 7 (1)_ 1 % D*):]d 7 (1)

e 0] ]
yeXP[tr (- % z(1) (1 - 2, 9) z(1) .
-0

+ D¥ Z(l) _ % p¥ Dx)] 4 Z(l)

- = tp ' (e 0]
(2TT) 2 exp [- %-tr (D* Dﬁ)],/ exp [tr(— % Z(l)
~0o

(1 -210) 2z 4 p*zl))]gz1)

Como, I - 2i O es simétrica, existe G no singular de

orden p tal que, G (I -2i0)G=1

Sea, X = G-ll:Z(l)- (I - 21 6)7t D*:] entonces,
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z1) e x4 (1 - 2i )7t D%

El jacobiano de la transformacién anterior estd dado por,

I 1
Ie'l o, de manera equivalente, [[I - 2i 6] ™ 2 t
. 'y=-1
puesto que, I ~ 2i 86 = (G G )
Por otro lado, expl;tr (- % Z(l) (I - 2i @) Z(l) +
+ 0% 2] < exp [tr (-3 x'x - D®c x - 2 0% -2i )7t p* 4
1 1
+ 0¥ ¢ x + D* (1 -21 0)71 p*) ]
= exp [tr (- % X' X + % D* (I - 2i Q)—l D*)]
luego, E [exp (i tr (Z(l) e Z(l))] =
_itp ! '
= (2TT) 2 exp [- % (tr (D* D*) - tr (D¥(1 -2i O)—lD*))] .
1 ®
.y et 1 '
ol -2 o J' exp [- 5 tr(x X)] da X
Lo
' -1,
E [exp (i tr(Z(l) 6 Z(l)))] = 1< 2i0] 2.
« exp [— % (tr (D* D®) - tr (D® (T - 2i 0)_1D*))] (12)

De (11) y (12) se tiene:
1
- =N ]
Eflexp (1 tr(s 0))] =1 - 21 6] Zexp[- %(tr (D* p¥) -

- tr(0® (1 - 21 0)7! p%))] (13)
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1/2 172
Como, A = 2, rsr y» , entonces,

1/2 . 1/2
Eflexpi te(B rsp’ T o))

E [exp (i tr(a G))]

. 1/2 172
E [exp (i tr(s™ X e 2 M)

y por (13) se tendrd, E [exp (i tr(A O))] =

1
, 1/2 1/2 - =n
=z -2iP0 2 "EDK r| -

2

1/2 1/
0 Y )yl %]

] )
. exp [- % tr (D® D*-~ p¥*(1 - 2ir" 23

pero,
- %n 1 -J;n

1

1/2 1/2 - = - -
2

| -210] 2

, n
lz-2a7"'% "o | =1z

x' - , -1/2 , -1/2 . \ -1
tr (D* D*) = tr (UN. X rey AU ) =tr( N B N

' , 1/2 1/2
tr XTI ~-2iC B- 98 % r‘)’lD*)

, -1/2 , _1/2  1/2 -1 - ,
tr (U 2 raos-2i0 2 o2 ) MY Nu))

, =1 -1 S R |
tr (ALY (3% -210) 2 N

luego, E [exp (i tr (A 0))] =

-1 n

' -1 ' -1
|n/2 exp[—%tr(_l\_z. N- AT -

N (2

DY
(=7t~ 21 o

-1 -1 _-1
(Z -2i0) X .J\_)]
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Opservacidn

Si Af»'Wp (n, 25, 0), su funcién caracteris~

tica estd dada por:

1,
(') 2"

(>

1

l —
_2i ol ?

n

Suma de matrices que siguen distribuciones Wisharts no

centradas

Teorema II.3

Si A y B se distribuyen independientemente

con A'\JWp (n, 2, N) y B~W_ (m, 23, M), entonces,

p

A+BNWp (n +m, 3}, N + M)

Demostracidn

Como Af\JWb (n, 23, N), entonces,

n ]

A = Z Z; z; donde, para cada 1<€i<n, Z 6 rv N(}.Li, 2)

i=1 .

vy, Zi independiente de Zj para i # j

Ademds, como B AJWP (m, 33, M), entonces,

n-+m

B = Z . 2. donde, para cada n+l 1 n+m, ZiNN(}Li, )
i=n+l * 0t



v, Zi independiente de Zj para i # Jj.

Dado que, A y B se distribuyen independientemente, los
Zi son independientes de los Zj si i # j para cada

1€i, jgn + m

Luego, A + B

n<+m
1
12—31 z; z; donde, Z; ~N(fr;, ) para

cada 1 <ign +m y asi,

A+Bpr (n+m, 3, N + M)

Observacidn

El resultado anterior puede generalizarse a
la suma de n matrices que se distribuyen independientemente

y due cada una sigue una distribucién Wishart no centrada.

Formas cuadrédticas que siguen una distribuciédn Wishart.

Teorema II.4

Sean, YN VN (M, I®2,) vy, A una matriz

simétrica de orden n y de rango r. Entonces,

] [}
YAY ~oW (r, s, 0AM ), si y solo si, A es idempotente.
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Demostracidn

( =D )

Sea L una matriz ortogonal tal que,
L'AL = D(Xy) donde, D(A,) es una matriz diagonal con los
valores propios 7%( de la matriz A en su diagonal vy,
1<t < r

Consideremos 2

Y L, entonces, Z~N (ML, I® 2}).
Luego,

L] '
YAY =2ZLALZ

r
ZD(’,\O()Z' = 2 Zx Ny zo'(
L =1

donde, Z = (Zl yeoe, Zn)
Por lo anterior, la funcidn caracteristica de la forma
'
cuadrédtica Y A Y se puede expresar en funcién de las colum-

nas de la matriz Z de la siguiente manera:

' (o)
o Py

© ., (8)

Pes oz o
vay &1

r
E[exp (i tr(e 2 Z o %d Z;))]
=1

r

E [exp. (i 2. tr(o Zog N z;( ))J
<=1

r
Blexpl(i 20 tr (2 Ag 0 2y ))]
=1
r
_O(-ljl_E [exp (1 tr(Zyq Ay O Z« ))]
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Como Z ~ N (I'L,, 3 ), entonces, kPYAY' (9)

r 1 r
=[TTlr-20a,02] Zexp s 2. Ly r(r-2ing 6 )7t

ol =1 =1

’)\q.GI"Lo() (14)

]
La funcidén caracteristica de una Wp(r, 2, MADM ) estéd
dada por

r

IT-200%) 2exp[itr((r-2i 03 terar’y] as)

' '
Luego, YA Y f\JWp(r, Y$,PAQ ), si y solo si, se
verifica la igualdad de (14) y (15).
Consideremos © = tI para +t 2 0, entonces,

- . -1 '
"I -2i tzll 2 el tr [(T -2i t2) trar)

L
Z]elt Z L'(xp"

r
= [ 1—I- " I —ZiQi t 2"
oL =1 X=1

I - 28Xt B)TE A Mg (16)

Ademds, como 2, es simétrica, existe P ortogonal tal

que;

<Tl.. ()
O

De esta manera, (16) se transforma en;

P B P =0 =
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I‘

l ! ]
[T - 21 tor | Pexp[i tr [(I - 2i to) trprAQ r]]=

r
“[TT Iz - 282t ]exp[lt Z?\L L, e
o =1

. (I - 2i',\°(.t0") PP']

Pasamos ahora a la funcidén generatriz de momento susti-
)
tuyendo t por it y denotemos A =P [.

Tendremos entonces;

r

P - 3 -1
l l (1 -Zto-’j) 2 exp [t tr[(I -2t 0) _/\_A_/\_']]=
o1

r P _1 r
2 1 1]
= I | (1 -22,to.) exp| t tr a L. L, N
=1 j=1 R L [o<=1 X
-1
(1 - 2% to) A ] (17)

Como funciones a valores reales, resultan iguales para
todo t, salvo en los puntos de discontinuidad.

Examinemos ahora, cada una de las dos posibilidades que

pueden presentarse.

(a) si 9\0( = 1 para todo 1<« < r entonces, la tésis

gueda demostrada,

(b) Supongamos que existe l<o(o<r para el cual
lldo # 1.

Consideremos entonces, el limite de las funciones



=i
20,
Jo

cuando t ——=

El miembro derecho de (17) seréd;

r P r A
2N o - 1/2 2 5 _
(1- =——2-J) exp - tr[z (1- ——;d‘-—O") l
‘o1 4=l 207, 207. o =1 20,
o=l j= Jo Jg = °
Az, n AT ] # o
que existe, pués es vé&lido para todo 2.
El miembro izquierdo de (17) lo reescribimos por;
(ANAAN) ..
(t) L exn[ o + h (t)]
g > -
(1-2t o, yT/2 1 Ztcdj
J o
o
donde, g(t) y h(t) estdn definidas cuando t > ZSL
Jo
Asi, cuando t > 2&# , €l miembro izquierdo tiende
J
o

a +o0 O cero segun (JN_AJA:)ij sea positivo o negativo 1lo
que contradice que subsiste la igualdad en todo punto salvo
en los puntos de discontinuidad pues, en una vecindad de 1los
puntos de discontinuidad su comportamiento es diferente.

De esta manera, no puede existir ix«# 1 con lo cual,

esta posibilidad queda descartada.

( <=)

Supongamos ahora que la matriz A es idempotente
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y de rango r. Entonces, existe una matriz ortogonal P tal
que,
I 0
r
'
PAP =
0 0

Consideremos ahora Z2 = Y P, entonces,

1

Z~N (F'p, I1©2)).

Luego, tomando Z = (Zl,..., Zr' Zr+l""' Zn) =
_ ) @),
donde, 7Ly (CP_,I_© 2, ) se tendrd que:
I 0 r
YAY =2PAPZ =2 z'= 25 242y =21 2
0o 0 x =1
luego,

YAY pr(r,z,rpr P.r)

con



CAPITULO ITI
FUNCIONES DE DISTRIBUCION DE LAS RAICES Y VECTORES
PROPIOS DE MATRICES ALEATORIAS QUE SIGUEN

DISTRIBUCIONES WISHART CENTRADAS



Este Ultimo capitulo, estard bdsicamente dedicado a de-
ducir las funciones de densidad que siguen los valores y
vectores propios de matrices aleatorias que se distribuyen
independientemente siguiendo cada una de ellas una distribu-

cidén Wishart centrada.

Con méds precisidn, nos interesard conocer la funcidn de
densidad que siguen los valores y vectores que satisfacen 1la
ecuacidén matricial A - A B = 0 donde, A y B son matrices alea-

torias que se distribuyen independientemente con,
A:\pr(m, %, 0y Bf\'Wp(n, 2:, 0).

Por otro lado, abordaremos el estudio de la funcién de
densidad de los valores propios para el caso de que la matriz

aleatoria sea singular.

Valores y Vectores Propios de una Matriz que sigue una

Distribucidén Wishart Centrada.

Sean A¥® 3% B* dos matrices aleatorias de orden P que se
distribuyen independientemente y tales que,
A*r\zwp(m, >, 0), B¥~y Wp(n, 2, 0) con, m, n < Pp.

Sea C una matriz tal que C Z]C' = I vy adem&s conside-

] ]
remos las matrices A = C A¥%C y, B cs®c.

Entonces, las matrices A y B se distribuyen independiente



mente y ademds, Awwp(m, I, 0] v, BNWp(n, I, 0)

Por otro lado, como;
|2 - 28] = [ca¥c’-ac s c' |- [ [a%-as*|[c]
entonces, las raices de | A® - A B®¥ | = 0 son también raices
de

la-aB] =0 (1)

Por otra parte, los vectores que satisfacen la ecuacidn

matricial,

A -2AB=20 (2)

satisfacen también la ecuacidn matricial,

cla -aB) =clc a¥' -acB¥c') = AF —aB¥) c =0 (3)

luego, los vectores propios de A* en la métrica de B*, estdn
1

dados por x*-c x donde, X es un vector propio de A en la

métrica B,

Si consideramos las raices de la ecuaciédn,

la-¥Y@a+m| =o0 (4)

y los vectores que satisfacen la ecuacidn matricial;

A-¥Y(A+B)=(1-%)A-¢§B=20 (5)
tendremos que, como | B| # 0, la probabilidad de ¥ = 1

es nula, luego la ecuacién anterior la reescribimos,

¥

A - I—:ﬁf— B=20 (6)

Asi, las rafices de (1), estdn relacionadas con las
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rafices de (4) por,

e A
A= o 1w v,

los vectores que satisfacen (2), son iguales o proporcionales

a los vectores que satisfacen (5).
Examinemos ahora la distribucidn de las raices y vecto-

res que satisfacen (4) y (5).

Sea, F = . (7)

con, fl>{§2>...> {p) 0

Supongamos que los vectores soluciédn de (5) normaliza-
dos por:
y (A +B)y=1 (8)

SOn, Yy se-e, yp. Estos vectores satisfacen:

y, (A + B) y; =0 ,sii#j (9)

La ecuacidn (5) puede escribirse entonces de la siguien-
te manera:
AY=(A+B)YF (10)
donde, Y = (Y; ,..., Y ) es una matriz de orden p vy, las

P
ecuaciones (8) y (9) se escribirén;

Y (A +B)Y=1I (11)

De (10) tendremos;
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Y'A Y = Y' (A + B) YF (12)

y de (11) y (12) obtenemos YAY=F

, -1
Multiplicando (11) y (12) a izquierda por (Y ) y a
derecha por v se tendrd,
L -1 -1
A +B= (Y) Y
A= (Y) F Y
-1
Sea, E =Y (14)
entonces, A + B = E E v,
A=E'F E
(15)

[} ] 1]
B=EE-EFE=E (I -~-F)E

Consideremos ahora, la distribucién conjunta de E y F.

De (15) tenemos que E y F definen univocamente a A y B.
De (4), (5) y la ordenaciédn fl>....>{'p se tiene que
A y B determinan univocamente a F. La ecuacidn (4) para
¥ = ¥; v la ecuacién (5), definen a Y. univocamente excep-
to por multiplicacidén por -1 (esto es, reemplazando Yi por
- Yi). Como Y E = I, se tendrd que E es definido univoca-
mente excepto para las filas de E que sean multiplicadas por
-1. Esto es, se requiere que los e > 0. Asi, Ey F son
unfivocamente definidos en términos de A y B.

Para determinar la densidad de E y F, sustituimos en la
expresién de la densidad de A y B segin (15) y, multiplicamos

por el jacobiano de la transformacidn.
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Teorema III.1

El jacobiano de la transformacién (15) estéd

dado por:
p+2 p-1 P
2P| & ]_I’[ T (%, - fj)]
i=1L j=i+1
Demostracidn

Como la transformacién de A y B a, Ay

G = A + B posee jacobiano igual a uno, es inmediato que:

O(A, G) |l _ { B(A, B) (16)
g (E, F) B o (E, F) .

'
Por otro lado, como A = E F E entonces, para cada
1 <i,j<£p, aij es una transformacién de los &5 Y de los

f;, dada por;

aij = tij (ell,ocn’ e

p
pp’ Tiretcs = kZ=:1 ®ki Tx ®kj

Luego, el diferencial de la transformacién a; . serd:

9t Qt :I
da,, = [ e.+—1df + 2 ge .
I k=1 aekl G dexy kI
P
= 2? [d(e ) £, ey * ey @ (£,) ey + ki Tk d(ekj)]

'
Ademds, siendo G = E E tendremos que, para cada
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1< i, j< p, 9i 4 resulta una transformacidn de los ®i5

g.. =W

b
i3 i5 (el1 . epp) = Egi ®ki %y

luego, el diferencial de la transformacidn 93 estard dado

por;

p

Q. A Vi
d g,. = :S ——-&l-d e . + . _1J d e, .
ij k=1 o) ey ki 3] ekj kj

P
= ééa [d(eki)ekj + ekid(ekji]

Dado que las entradas ij-ésimas de las matrices dA y

dG estén dadas por d a.. y d g4 respectivamente entonces,

ij J
A = (AE) FE + E (dF) E + E F (dE) (17)
v,
dG = (dE)' E + E (dE) (18)

Por lo tanto, el determinante de esta transformacién
lineal es el jacobiano de la transformacidén de (A, G) a
(E, F).

. |-l

Multiplicando ahora, (17) y (18) a izquierda por E

y a la derecha por g1 obtenemos:

l—l 1 l"l

E (dA) ET- = E (dE)' F + dF + F (dE) g1

(19)

Y,
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l"'l -1 I_l 1 -1
E (@G) E - = E (dE) + (4E) E
Tomando
|—l -1
dA = E (dr) E
l_l -1
dG = E (aG) E

W = (dE) E~

se tendrd que, (19) y (20) se transforman en;

)
(@W) F 4+ AF + F 4w

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

dA =
4G = (dwW) + aw
as{i,
D (A,G) 8 (W,F) 3 (A,G) 9 (A,G)
3 (E, B3 (8.F) 3 (E, B(E.F) Q9 (W,F) d (5 3)
donde,
-1
1 O ]
BEWIF)II - ‘. -l
u CRR | g7t
O o
p
I, 0 0 0
2F 21p 0 o I o fftp 1z
9 (X c‘;)“= -
“@‘W” o o0 P I 2F 21 Jlo I
0 0 0 I

| o

(27)

]



Yy,

Luego,

De
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B ]
£, I,
£ 1pm2 Q
P =
p-1
| _
r -
¢
i O
{p%»
o - 3. .
O
i o
5 (X, &) P T—p ¢
G - P _
oW, B ° g[j:i-ll-l . tj)]
p+l p+l
B, S e & (ver [1])
S (K, G)
(26), (27), (28) y (29) se obtiene

O (A, G)

Q(E, F)

= 2P |lg| P+

p—
L

y de (16) obtenemos finalmente:

-1
|

P
1

[ o, -{j>]
J=i+1

(28)

(29)



- 60 -

=1 o)
® 3 (A, B)II_ .p p+2 P =
J_Nm-z I=1 II[ ] ‘fi'fj)]
i=1 L j=i+1

Densidad conjunta de las matrices E y F

Como las matrices aleatorias A y B se distribuyen inde-
pendientemente donde Af\JWp (m, I, 0) vy BI\JWp (n, I, 0),
entonces, la funcidn de densidad conjunta de A y B estd dada
por el producto de las respectivas funciones de densidad de

A y B.

Tendremos entonces,

Kl(I

’

m) K2(I, n) “A1I(m—p—l)/Zi'B|‘(n-p-l)/2

exp(-—%tr (A+B)] (30)

donde,

p 1 |
k71 (1, m) = 2"/2 pPe-1)/4 TT Pz o+ 1 - 0]

1 i=1
Y,
_ p
Kgl (I, n) = 2np/2 -er(p 1)/4 I:I r'[% (n +1 - i)]
Como A = EF E y, B = E (I - F) E entonces,
I p ]
[al =lerel =TT ¥, =]
i=1
Y,

P
I2] le a-me] =TT - ;) le'z]
i=1
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Ademés,
' 1
tr (A +B) =tr[EFE+E (I-F)E] =tr (EE)

Efectuando el cambio de variables dado en (30) y multi-
plicando por el jacobiano de la transformacidén obtendremos la
funcidén de densidad conjunta de E y F. De esta manera, la

funcidén de densidad conjunta de E y F estard dada por:

6 (5, w0, m T (BD)/2 | e aepe)/2

i=1

P
1T a —*ti)(n’p'l)/z (') PP-1)/2 op [- 2 tr(e'B)] o*

i=1
= 2P K (1, m) K, (I, n)||E'E||(m+n'p)/2exp [- % tr(E E)] .

p p
TTH, mp-2/2 TT o o) (n-p-11/2 ]—[ T_f . g—)] (31)
i=1 i=1 : J=i+l
Como la funcidén de densidad conjunta de E y F resulta
del producto de las funciones de densidad de E y F respectiva-
mente, entonces, ellas son estadisticamente independientes y
solo nos resta, determinar la constante de cada funcidn.

Para ello, calculemos 1la siguiente integral:

2P S“E'E" (mn-Plexp [- 2 tr (e'E)] a E (32)

donde, 0<eil<oo Y, -oo<eij < oo para, j # 1
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Observemos que el valor de (32) no varia si:

-oo<<eil*<oo y multiplicamos por 2”P, As{, (32) se transfor-

’

ma en;
p2/2 < *© . (m+n-p)/2 -p2/2
(21T) ce e Iz & (c21T)
-00 Lo
P, p
exp ( -—%— Z eij)] rr d €5 (33)
i'j=l i'j=l

Notemos que la funcidn,

p2/2 2

- 1Y
(2TD exp (-3 33 e . )
& ij
i,j=1
resulta ser la funcidn de densidad conjunta de p2 variables

aleatorias independientes con distribucidén N(0, 1) por 1lo

que, E~N (O, Ip ® Ip) y se tendréd entonces que
E'Epr (p, I, 0).

Por lo anterior, (33) es el momento de orden

% (m + n - p) de la varianza generalizada | E E| para
1
E

P
Asi,
2 , . (m¢n-p)/2 ~, -1/2 '
2T 72{ 1='E] le'e] " exp[- 5 tr(E'E)] ,

2/ ( ) d(E E) =
p°/2 _p(p-1)/4 p
2 1T TTrG (e +1-0)]

i=1



2
) (2TT)® /2 “E,E“(m+n—p-l)/2
- 2
oP /2 TTp(p—l)/4 P

T_Tl“[% (p+l-i)]
i=1

<exp [ - % tr (E'E)] d (E E)

1T (m+n)p/ZJqJ;Q;#kkhr’
= 2
T_Tf1[% (p+1-i)]

b
] |r1[% (m+n+1-1)]
i=1

2 p
2(m+n)p/2.rTP /2 Ij;rﬂt% (m+n+1-i)]

P
I | 1 .
. r'[5 (p+1-i) ]
i=l
Luego, la funcién de densidad de E es:

p
TT r‘[% (m+n+l-i)])
i=1

, (m+n-p)/2
(msn)p/2___p/2 P I==l
m+n)p P
2 1T 1—T}‘[% (m+n+l-i) ]
i=1
exp [- 3 tr (£ E)] (34)

Por otro lado, la funcidén de densidad de F es (31) divi-

dida por (34), esto es:
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p (m-p-1)/2 P (n-p-1),/2 =X ¢ P
«TTY, TT -%) TT[ 1T cg-¢p] o9
J

i=1 i=1 i=1
donde,

p/2

P
18] T_\'P[% (m+n+l-i) ]
i=1

b
]iT[r‘[% (n41-0)] P [ (me1-0)] F [5 (p+l—i)]]

La funcidn de densidad de ')\l para 1<i<p se obtiene

de (35) reemplazando;

: N, =
AN S - -1 - - i J
{i T, + 10 . ti = + 1 Y ti lg’j T+ l)(’,\j+ 1)

donde el jacobiano de la transformacidén estd dado por:

p

Jxx= 'r'l‘ 1

h ; 2
i=1 (Ai + 1)

Luego, la densidad conjunta de los 'Xi serd:

’

(m-p-1)/2 (n-p-1)/2

K TET [x + 1:] Tgrl:iq%Ifi']

i=1

T[T 2y, T
i 3
h . (,\.i + 1)(’>\j + l)].i=l (Q\i + 1)2



P (m-p-1)/2 2 -1 (m+n) +Lp=T7
=x [ T2 TTex, + 1 2

i=1 L 9=i41
.+ 1)
i=1 *

1
p (mep-1)/2 P ) (m+n)
= [T, TT(x, +1)
i=1 i=1
p-1 p
i=l j=l+l
para ’)\1> ....>r}\ >0

1 P

La funcidén de distribucidn de los valores propios de una

matriz aleatoria A, singular.

Definicidn III.1

Sea A una matriz aleatoria. Diremos que
la matriz A sigue una distribucidén Wishart Singular, si y

solo si,
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m
A = Z Y Y, donde, para 1<X<m, Y ~N(0, I)
K=1 * % «

’

los Y, se distribuyen independientes con p > m. Esto es,

la dimensidén p de los vectores es mayor que el ntmero m de

vectores.

Teorema III.2

m
S1i A = Z Y Y‘x donde los Y"( son inde-
(=1

pendientes, cada uno con distribucidén N(O0, I), p>m vy, B
independientemente distribuyendose W_(n, I, 0), n >» p, enton-
ces, la funcidén de densidad de las raices no nulas de

la - A(a+B)| =0 es dada por:

m/2 m

T -'—l-[ [%‘ (m+n+l-i)] ]
1=1 L (3 (min-p+1-0)] P [3 (p+1-0] 0 [ (mel-1)]
m

(p~-m-1)/2 (n-p-1)/2 p-l P
TT[%i (1 =N)) JT_T[ TT (A, _’)\j):l (37)
i=1

?:l J=i+1

Demostracidn

Sea G = A + B. La funciédn de densidad con-

junta de B vy, Yo estd dada por:
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(n-p-1)/2
(=R exp [— % tr (B)] exp [— % tr (A)] (38)
np/2 _ _plp-1)/4 B ‘ mp/2
2 T C (3 (ne1-1)] (21D
i=1

El jacobhiano de la transformacidn de los ' y, B a los

(4

yi* vy, G=A+ B es 1, va que
m
Yij = ¥i9 ¢ 935 < §1 Yig Yiu 7t Pij
Vi Y. o
O%ij =1 : 97Yij =0 si n#i o m# jJ
ayij aynm

3 Vi 5
—*tl -0 para todo n y m

994 " O 9m
I T
ab..
J = =1 donde T = |—-2
0 ShES
I 17
Asi, la funcidén de densidad conjunta de los v; y

G estd& dada por:

n-p-1)/2

(
le - aj exp |- % tr (G) ]

(39)
mp/2+p(p-1)/4 P

TTPEL (ne1-0)]
i=1

2p(n+m)/ZTT
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'
Sean, G = C C donde C es una matriz no singular y,

Y = C U. Examinemos ahora la funcidn de densidad conjunta de

Gy U.

El jacobiano de la transformacidén de (G, Y) a (G, U)

estd dado por;

m m/2
mod c| = [al (40)
Ademds,

|
A=YY =CUUC
Y,

le-2] = lcc -cuvuc]

]

lc (x-vu) c|

lccl Jz-uvvu'l

lel z-vu'l (41)

Luego, por (39), (40) y (41), la funcidn de densidad

conjunta de G y U estd dada por:

(n+m-p-1)/2 v o (n-p-1)/2
| lz-uvou l exp [- % tr (G)]]

(42)
p(n+m) /2 mp/2 + p(p-1)/4 P
2 17 : 1_Tf“[%‘(n+l-i)]
i=1

De (42) se deduce que G~~W (n+m, I, 0) luego, la funcidn

de densidad de U estd dada por:
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1 ,

-mp/2 b r‘[— (n+m+l—1)] , . (n-p-1)/2

1T [T f Iz -vvu | (43)
i=1 | O[5 (n+1-1)]

De otro lado tenemos dque,

0= |a- x@+8B)| 2 -2ac|| = [cvuc-acc | =

lel lov- azlfc|

Dado que la matriz C es no singular, entonces, los ?\i

son raices de:

l2a-2xa+B) ] =vu- az]| (44)

De esta manera, los valores propios de la matriz A en la
métrica A + B resultan ser los valores propios de-la matriz

1
U U en la métrica I.

Sean ahora, 9\l> ...>-}\m las raices no nulas de (44),

entonces,
m
lov'-az] =TT (a, - ara)Pm (45)
i=1
Y, -
lv'v - a1 =]—|-(’,\i—9\) (46)
i=1

Observemos que para A= 1, las raices no nulas de

(45) son también las raices no nulas de (46), esto es,

III-UU'" = ||I-U'U|| (47)



Sustituyendo (47). en (43) se obtiene que la funcidn de
densidad de U es dada por:

, (n-p-1)/2
K [1-vuulj (48)

deonde,

rr—mp/z .lﬁ‘_l: r‘[% (n+m+1-1i) ] ]
K =

i=il P[$ (n+2-1)]
Sea ahora, u* = U' con orden p;'E x mr donde, p;E = m,
mt = P, n¥ = n+m-p, px < mF y funcidén de densidad dada
por (48).

Se verifica sin dificultad que (35) es la funcidn de

densidad de las raices de

I o* U*'— AT |

Finalmente, reemplazando m por p, p por m y, h por

n+m-p obtenemos (37).

La funcidén de distribucidn de los valores propios de

una matriz aleatoria A, no singular,

Consideremos una matriz aleatoria A (no singular), tal

I, 0) y ademds,

’

Aro W
que, o (n

la -2z (49)
Dedicaremos nuestra atencién a determinar la funcidn

de distribucidn de las raices de (49). Con este objetivo,
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examinaremos previamente, algunos resultados que facilitaran

nuestro estudio.

Lema ITII.1

Si la funcidén de densidad de una matriz alea-
]
toria Y es, f(Y Y ) entonces, la funcién de densidad de la

1
matriz B = Y Y estd dada por:

(m-p-1)/2 P m-(p-l)/2j]/2
[ & | £(B)TT L

p
T f'[% (m+1-i) ]
i=1

(50)

Demostracién

Supongamos sin pérdida de generalidad que

Y~vW (0, I, ® Ip) con funcién de densidad

, -pm/2 ,
f(y Y ) = (2TT) exp [ - % tr(y v ) ]

'
luego, la matriz B = Y ¥ sigue una distribucién W_(m, I, 0)

’

con lo cual, su funcidén de densidad estd dada por (50).

Teorema ITI.3

Sean, B una matriz simétrica,
')\l> ....>3\p sus valores propios vy, g(Q\l,..., Rp) su funcidén

de densidad.



- 72 -

Entonces, la funcidn de distribucidén conjunta de los

valores propios )\l> ...>pr es dada por:

Demostracidn

Dado que B es una matriz simétrica, existe
una matriz ortogonal C tal que, B = CID,‘C donde, D, es una
matriz diagonal vy, ’Xl,sz,...,9\p constituyen su diagonal
principal.

SiN>%N,> "‘>’)‘p y C;; 2 0 entonces, la transforma-
cién de B a, D, y C es dnica.
Sea £(D,, C) el jacobiano de la transformacién anterior,

entonces, la funcién de densidad conjunta de D, Yy C es;
g(D\l,...,>\p) £(D,, C) (52)

Como, Jé(%l""'?‘p)f(Dk' c)d C =

- g(}l,...,’)\p)jf(D,)\, c)dc

entonces, para finalmente mostrar la tesis del teorema, bas-

tard con probar que;
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-1 P
pl(p+l)/4 P
I TT 1T mi-s\j)]

i=1 ~3=i+1

b
TTrs (e1-0)]
i=1

Jf(D.X, c)dc =

Sea, B = UU donde, U es una matriz de orden p x m,

1

m>p y funcidn de densidad dada por (43).
En virtud del lema anterior, la funcidén de densidad de
B es dada por (50) donde, £(B) estd dada por (43).

Asi, la funcidén de densidad de la matriz B estard dada

!

por:

-p(p-1)/4 P r[s (m+n+l-i) ]
RE ]
(m+l-i)]

ri: ma-0lr3

i=1

(m-p-1)/2 (n-p-1)/2
B [z -3/ (53)

Como, B = C'D?\C entonces,
p
121 = qe,p =TT, v,

lz-8l=fz-coacl=1lc)lz-nallc]-=

P
lz-o, ) =TT @@-a)
i=1

Luego, (53) se transforma en: g~ (ﬂl"“"lp) =



-p(p-1)/a P
=TT TT[

i=1

rl3 (mne1-i)] ]
r‘[% (n+1-i) ] I"'[% (m+l-i) ]

p

ll fk.(m—p—l)/Z (n—p-l)]

ie i (1 -Ai) (54)
Observemos due, la funcién de densidad conjunta de,

D, vy C es, gx(Q\l,...,9\p) £(D,C) d C vy, la funcién de

densidad de D, estd dada por (35).

Entonces, Jg*(')\l,...,xp) f(D)\C) d C, es igual a la

funcidén dada en (35), y dado que, g¥(3\ , kT) estd dada

l,nc.

por (54) entonces se tendrié:

-1 P
p(p+1)/a B
T TT[ TT (», -9\3.)]
jf (D, C) @ C = 1=l —j=i+l

P
[Tr[3 (pe1-1)]
i=1

1o cual demuestra el teorema.

Teorema III.4

Sea A una matriz aleatoria tal que

Arvu,(n, I, 0). Entonces, las raices A2 N >...>>\p>0

2/
de, " A - QI " tienen una funcién de densidad conjunta dada

por;



p/2 2 (n-p-1)/2 P
T ]—l—?\i exp (- % Zi\i)
i=1

i=1

pn/2
2

p
TT [F‘[% (n+1-1)] M3 (p+l—i)]:|
i=1

p-1 p
I—[[T_T <',\i--:\j)] (55)

i=1b j=i+1

sobre el rango donde la funcidén de densidad no se anula.

Demostracidn

Como Ar’vwp (n, I, 0) entonces, la funcidn

de densidad de A estéd dada por:

(n-p-1)
2] exp [- 3 tr(a)] (56)
pn/2 p(p-1)/4 P
2 T TTr3 (a-0]

i=1

Como la matriz A es simétrica enton ces, existe una
1
matriz ortogonal C tal que, A = C D, C donde, D, es una

matriz diagonal con 7\1,...,9\p en su diagonal.

b p
Luego, [ a | = T_l_?\i y, tr(d) = Zg‘i de donde,
i=1 i=1

(56) se transforma en:



P P
(n-p-1)/2
T, exp (-3 22 N )
i=1 i=1
pn/2 pl(p-1)/4 b
2 TT TTrl3 (er-1)]
i=1

y, en virtud del teorema III.3, la funcidn de densidad de 1los

valores probios de la matriz A estard dada por (55).



CONCLUSIONES



Esta seccidén intentara resumir lo que se ha expuesto, sa-
car ciertas conclusiones y dejar al lector con posiblemente,
algunas inquietudes.

En primer lugar, debe hacerse resaltar que este trabajo
no recoge todo sobre la distribucidn Wishart pero sl conceptos
que son los mas importantes. Los libros de Anderson (1958) y
Muishead (1982) hacen un estudio profundo de esta distribuciédn.

Llevar el paso con la literatura mundial sobre cualquier
tema cientlfico en la actualidad, es muy dificil. Es por es-
to que al desarrollar el trabajo hemos tenido que demostrar
muchos resultados que son asegurados por los autores en libros
y artlculos utilizados.

Tuvimos que demostrar resultados sobre formas lineales y
formas cuadraticas que fueron de mucha utilidad. Resultados
que fueron utilizados luego para obtener la funcién de densi-
dad y la fucidn caracteristica de una matriz que sigue una
distribucidn Wishart. El1 lema II.1 nos facilitd enormemente
esta labor pues en ¢l se daban condiciones de independencia
entre matrices con sus respectivas distribuciones. En el teo-
rema II.1 damos practicamente la funcidn de densidad de inte-
rés, haciendo uso de la transformacidn (6), que es usada tam-
bién para dar la funcidn caracterlstica presentada en el teo-
rema II.Z2.

En el ultimo capitulo, dedicamos nuestra atencidn a las
ralces y vectores propios de una matriz que sigue una distri-

bucidn Wishart; dando la funcidn de densidad.



Por ultimo, gquiero hacer la observacidén gue la densidad
de la distribucidn Wishart no centrada, en el caso general,
puede ser obtenida utilizando el grupo de las matrices ortogo-
nales, la medida invariante de Haar, los polinomios zonales

y las funciones hipergeométricas de matriz argumento.
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