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INTRODUCCION



El tema de nuestra tesis estd enmarcado dentro de Los Métodos del

Analisis de Datos, que son procedimientos que se proponen resumir y
sintetizar grandes conjuntos de datos, de los cuales tratamos, el
Anélisis en Componentes Principales (A.C.P.) y El Andalisis de las Corre

laciones Canénicas y Variables Canbénicas (A.C.C.).

Estas ideas fueron desarrolladas desde hace mucho tiempo, por
Karl-Pearson en 1900, luego por Harold Hottelling quién en 1933 estudib

el A.C.P. y posteriormente en 1936 fundamenta el A.C.C.

El surgimiento de las computadoras, herramienta indispensable en
los laboriosos calculos del A.C.P. y el A.C.C. han influido en gran
medida al estudio mas profundo y en la actualizacién de gran parte de
la teoria tratada por Pearson y Hottelling. As{ el A.C.P. y el A.C.C.
constituyen las herramientas fundamentales para la determinacién del
orden de importancia que tiene un conjunto de variables en la explica

cibn de la variabilidad de un fenbmeno en estudio.

La Tesis comprende tres capitulos, y se inicia con la demostracion
del teorema clésico de la diagonalizacién de una matriz simétrica, que
desde un punto de vista puramente estadistico; consiste en la blisqueda
de un conjunto de vectorés O(i, de norma uno; tales que las combina-

¢
ciones lineales o(iX sean de varianza mdxima y no-correlacionadas.

Uno de los resultados interesantes consiste en que los valores pro-
pios y los vectores propios de la matriz de covarianza poblacional * ,
son respectivamente, la varianza maxima y los vectores de los coeficien

tes de las combinaciones lineales &'X. A continuacién se aplica la
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misma metodologia, considerando la matriz de las correlaciones, supo-

niendo en ambos casos conocida la matriz de covarianza.

A través de los estimadores de méxima verosimilitud, vemos que los
estimadores de maxima verosimilitud de los valores y vectores propios
de :L., son respectivamente los valores y vectores propios de su

estimador de méxima verosimilitud.
N

D s (k- Rxy -X) = A

En el capitulo 2, investigamos la existencia de dos vectores of y ¥

x(1) y Y“X(z) tengan correlaci6n maxima; donde x(1)

(2)

tales que &'
estd integrado por las primeras s-componentes de X y X las t-restan-
tes componentes del vector aleatorio X, cuya matriz de covarianza

se considera definida positiva, donde ademés oL'X(1) y VJX(Z) deben
tener varianza igual a uno. 'as soluciones son las correlaciones
maximas y las variables canénicas oY X(1) y 1JX(2) que son las

rafces de: -

—

A2y 2 1
Do ‘)\Z 22 -°

y los vectores que satistacen el siguiente sistema
NZ4 Zo2|| &
- =0

2 5 /\Zzz_J J

respectivamente. Inmediatamente se demuestra que el nimero de correla-

ciones canbnicas es a lo mds s, que hay ademds s parejas de variables
candnicas y (s-t) variables de correlaci6n cero; donde s+t es la dimen-

si6n de X. De manera similar al de las componentes principales se obtienen
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los estimadores de las variables y correlaciones can6nicas. Se termi-
na este capitulo con la obtencién de las variables y correlaciones
canbnicas a partir de un estimador de la matriz de correlacién y en

el modelo de regresion.

En el altimo capitulo tratamos los conceptos bésicos del Andlisis
Lineal Multidimensional, para aplicarlo a las componentes principales.
Este método general, se utiliza para otras técnicas de reduccién de

datos, como Andlisis Factorial y de Correspondencia.

A través del isomorfismo entre un espacio vectorial E, p-dimensional
sobre Ry IRD; se le hace corresponder a las columnas (filas) de una
matriz de informacién de dimensién pxn, vectores de un espacio E(F),
11amado Espacio de los individuos (Espacio de los caracteres). Se
definen ademds los duales E* y F* como espacios de las representaciones

de los caracteres e individuos respectivamente.
Utilizaremos el mismo simbolo M, (a veces la letraD) para representar:

a) Una forma bilineal simétrica definida positiva o la matriz M.

*
b) El isomorfismo inducido entre E y E por M.

c) La norma
Mx) = |Ix| |5
d) La métrica
Mix,y) = [[x-y||y

e) Una ortogonalidad

M(x,y) = 0 == x, Ly



-iv-

f) Un producto escalar:
M(x,y) = <Mx y> = x' My

A través del siguiente diagrama se visualiza la relacién entre estos
espacios, la matriz X (o aplicacién lineal X), y la métrica M.

W=Xo0oMoX; ¥Y=Xo Dp o X'

E-~t—F’

]

donde W y V son formas bilineales simétricas semi-definidas positivas
si y solo si (E,M) es una representacién o imagen Euclideana de ( I,d ),

es decir existe una aplicacién f entre I y E tal que f(I) =| M l,

siendo | M lla imagen en E de los vectores columnas (elementos de lRp)

bajo el isomorfismo entre Ep y IRD) y dI(i,i') = dE(h(i), h(i')).
Todo esto se realiza para poder cambiar a una métrica Euclideana; de
manera que las distancias entre los individuos sea medida por la longi-

tud de los vectores que los une.

Se utiliza el concepto de momento de Inercia con respecto a un
punto para medir la dispersion. Encontrandose luego que el punto mas
pr6ximo a la nube es su centro de gravedad (la media). Los ejes
principales son los generados por los vectores propios normados

asociados, a los valores propios de V o D; forma bilineal simétrica



semi-definida positiva. Sucede que el primer eje principal, el plano
principal y el subespacio principal son la recta, plano y subespacio

més préximo a la nube de puntos, i.e. el momento de Inercia con respec-

to al eje prihcipal es minimo y mdximo con respecto al espa-

cio suplementario ortogonal.

La traza de . , denominada en el Capitulo I como la varianza
total del sistema es en el Capitulo III; el momento de inercia con

respecto al origen del Espacio, siendo este el centro de la nube.

En la Gltima parte del capitulo definimos dos Indice para medir la
calidad de la representaci6én de un individuo X el primero, como la
razon de la norma de la proyeccién del vector X3 sobre el plano princi-

pal a la norma del vector X El segundo como la razén entre la distan-

cia del vector al plano principal y V\traza (VM)-( A1 + ,KZ),

"varianza promedio fuera del plano principal P".

En el desarrollo de este trabajo, una obra fundamental fue "An
Introuction to Multivariate" Statistical Analysis del eminente cientifi-
co T.W. Anderson. Citado en todo articulo o libro que trate algin tema

de Andlisis Multivariado.

En orden de importancia consultamos, otra obra inperecedera, la de
S.S. Wilks, "Mathematical Statistical" de 1963; que apareci6 por primera
vez en una impresion de la Princeton University Press en 1943 y a la
cual Anderson hace referencia. Estos dos libros junto con el de D.F.
Morrison; Multivariate Statistical Methods, me sirvieron de apoyo para

el desarrollo de los dos primeros capitulos.
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El Gltimo capitulo, en el que se desarrolla el An&lisis Lineal

Multidimensional (fundamentos), y el A.C.P. fueron de gran importancia

las obras de Caillez - Pages y la de Lebart-Fenelon.
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A.C.P.
A.C.C.

Combinaciones lineales.

Andlisis en Componentes Principales.
Andlisis de las Correlaciones Canoénicas.
Subespacio Vectorial.

Variables Canénicas.

Definida positiva

Equivalente

Linealmente independiente

Matriz Simétrica semi-definida positiva.

Matriz Simétrica definida positiva.



CAPITULO I
COMPONENTES PRINCIPALES



1.

1
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DETERMINACION DE LAS COMPONENTES PRINCIPALES A NIVEL POBLACIONAL.

1.1.1 Objetivos del Analisis en Componentes Principales y Definiciones

generales.

El Andlisis en Componentes Principales (A.C.P.) es uno de
ios métodos del Andlisis de Datos. EIl Andlisis de Datos, pretende
suministrar representaciones sintetizadas de grandes conjuntos de datos.

Se utiliza cuando; nos interesa investigar las causas de varia-
bilidad o cambio de algGn fenémeno o proceso. Este método ademds de
explicitar las causas de los cambios (C.P.) con su respectivos cargos
0 responsabilidad (valor de la varianza), finalmente reduce la
dimensio6nal eliminarse las componentes de menor varianza; es decir
aquellas que son menos importante en la explicaci6on de las causas de
cambio en el fenémeno de estudio. Ademés estas componentes resultan
no correlacionadas; que en el caso de variables aleatorias normalmen-
te distribuidas implica independencia y por lo tanto simplicidad en el
analisis y estudio.

Tratar de lograr por un lado simplicidad para entender los
datos, visualizarlos, interpretarlos y por otro lado retener suficien
te informacibén en detalle para una representaci6én adecuada; es en su
forma més simple el objetivo del Andlisis en Componentes Principales.

Las'ideas principales sobre el Andalisis en Componentes Princi-
pales fueron originalmente desarrolladas por Pearson en 1900 y poste-

riormente por Harold Hotelling en 1933.



1.1.2 Teorema de Existencia.

La caracterizaciéon de las C.P. se logrard a través de la
demostracion de un teorema en el cual a partir de un vector aleatorio,
de media cero y matriz de covarianza poblacional 3} (que se supone cono
cida); se obtendré una transformacién lineal de las componentes del
vector X. EIl transformado tendré& componentes no correlacionadas; que
son combinaciones lineales de las componentes de X. Los coeficientes
de estas combinaciones son los vectores propios de 2. .

DEFINICIONES BASICAS.

Definicién 1.1.1. Varianza Total del Sistema.

Se define como:
tr 23 = Sy¥Spesets) = tr> =tr S
donde S; s la varianza de la i-ésima componente principal y S es la
matriz de covarianza del vector de componentes principales.

Definicién 1.1.2. Varianza Generalizada.

Es la determinante de la matriz de covarianza.

Definicién 1.1.3. Varianza Relativa de la C.P.

Es la parte de la varianza total explicada por la i-é&sima C.P. y

estd dado por:

S.
1 x 100
trﬁg

Teorema de Existencia.

Dado un vector aleatorio X de esperanza cero y matriz de
covarianza 2 , existe una transformacién lineal Y = P'X tal que

E(YY') =Scon S =P 22P. Donde S y P son matrices diagonales y
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ortogonales respectivamente de los valores y vectores propios de:EI

y ademds, la primera componente de Y es la componente principal Y, ; de

1;

varianza méxima S5 Yo es la segunda C.P. de varianza 52:; s, y asi

1
sucesivamente hasta Yp que es la C.P. de menor varianza; sp.

Demostracibn:

Deseamds determinar una combinacién lineal normalizada con varian-
za maxima, i.e., un vector p tal que:
p'p=1y E(p'x)2 = p' 3 p sea maxima 1.1.1

Resolviendo por Multiplicadores de Lagrange, p es una solucién

de:

(23-sI)p =0 1.1.2
donde s debe verificar:

|22 - sI| =0 - 1.1.3
es decir un valor propio de 2% y s=p'23 p> 0 1.1.4

1
vector propio asociado a Sy-

Sea s, el mayor de los valores propios y Y1 = pé1) X donde p(1) es un

Buscamos ahora una combinacién lineal normalizada p'X de varianza
maxima, dentro de los no-correlacionados con Y1 (Las C.P. son no-
correlacionadas; la matriz de covarianza de Y es diagonal); i.e., desea
mos maximizar la siguiente funcibn de Lagrange:

¢ =p'=p - s(p'p-1) -2,p'Z p 1.1.5
resultando p una solucibén normalizada de (23-sI)p =0 donde s es el
segundo valor propio de =3 segln un orden decreciente.

Continuando este procedimiento, hasta la etapa r+1-ésima en que
buscamos un vector p tal que p'X tenga varianza maxima de entre los

no correlacionados con Y1,Y2,...,Yr; resolviendo por multiplicadores



de Lagrange, debemos maximizar la siguiente funcién.
f

0 =p'=p - s(p'p-1)-2v, > PP () 1.1.6

i=1
Obteniéndose una solucién semejante a 1.1.2 y 1.1.3. Si 21
fuese semi-definida positiva podria ocurrir que el r+1 valor propio
fuera igual a cero y que coincidiese con otro valor propio (multipli-

cidad mayor que uno) i.e. si s =0y Sj=0 (i} r+1), entonces

r+1
p 23 Peran) = 0 no implica p(y) p(r+n = 0; pero Pr+1 puede ser
reemplazado por una combinacién lineal de elementos de la base del
espacio vectorial de los vectores propios asociados al valor propio
cero, de manera que éste sea ortogonal a todos los pj (j =1,2,...,1r),
se continua hasta llegar a la etapa (m + 1) en que no se puede encon-
trar un vector tal que:

(a) p'p =1, (23 -SI)p =0y E(p' X Yj) =03Jj=1,2,...,m

Sabemos que m < p. Se demuestra por el absurdo que m = p.

Asumiendo que m < p, Se demuestra que existe un vector que satisface

1.1.2 y 1.1.3.

Demostracién:

Sea P, = (p1,...,pm). Por las condiciones que verifican los P;
tenemos que:
Py P, =1 1.1.7
P, es p x m, de rango completo por columna ya que los p; son lineal-
mente independientes. Asi, por lo tanto tenemos que existe
una matriz:

6= (9pq »o09) 1.1.8

donde G es px(p-m) tal que (P, G) es una matriz ortogonal; es decir
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pi gj =0 1=12,....,m jJ=m1,...,p

S k,l =m+1,...,p

I 9
A continuacibén veremos que el vector y el escalar que buscamos,
es decir la nueva solucién estd dada por: Ge una combinacién lineal
de los vectores agregados y X es el valor propio de G'2>3 G.
Sea K una raiz de
|6'216 - KkI| =0
y e un vector propio asociado aeX; i.e.
G'33Ge = Ke 1.1.9
tal que e'e = 1

Como 2.Ge es ortogonal a P = {p1,p2,...,pm} porque

P P
p;. ZGe = SD' Z €.g. = S. Z e plg

Piog 9% i kY Who
(por lo tanto Ge es no-correlacionado con los pi,i =1,2,...,mas{
>16e  es generado por los gm+1""’gp y por lo tanto existe un
vector h tal que:

23Ge = Gh 1.1.11

Asf tenemos que; por 1.1.9.
G'2.Ge = G'Gh = h =xe
Ademas; por 1.1.11. >3(Ge) =<X(Ge)
de esta manera vemos que existe un vector Ge que satisface:
(2% - «1)Ge = 0.

Ademés Ge satisface:

(Ge)'(Ge) = e'G'Ge=e'e = 1.
y por lo tanto &X verifica:

1S3 1] = 0



siendo ésta una nueva solucién.
Veamos que los Yi = piX y pi}i} pi =S, determinados por multipli-
cadores de Lagrange con las caracteristicas exigidas son soluciones

de 1.1.2 y 1.1.3.

Sea S1
P:(p1:---app) .y S= .-S
P
la propiedad :E]pr = Srpr en forma matricial se expresa por:
25P = PS 1.1.12
1 _ ! -
Ademés PpP,. = 1y PP = 0 rts.

en forma matricial es:

P'P =1 1.1.13
de 1.1.12 y 1.1.13 tenemos

P'23P = P'PS =S 1.1.14

Ademéds los S, = pi}][ﬁ , verifican que

|25 - st = |P'] | 25-sT] [P

= |P'2YP - sIj

= |S - sI|
L

= ,\ (S - S) - O
W=\ 1

Asi las raices encontradas son las soluciones 1.1.2 y 1.1.3.
A continuacién veremos que las C.P. son las (nicas combinaciones
normalizadas con la propiedad de varianza méxima.

Sean Y1,Y2,...,Yp las C.P. de X y sea



una combinaci6én lineal normalizada de las componentes principales, que
sona su vez una combinacidn lineal normalizada de las componentes de
X,

C'Y = C'P'X; donde C'P'PC = C'C =1

Determinemos los valores de las ¢ tales que Y tenga varianza mdaxima:

var (Y = ¢'Y) = var( 3 CiYi) Zc2 Var(Y;) = ?:‘(:2
=i h"l
Esta varianza puede ser expresada de la 51gu1ente manera

s, +Zc25 sZc

1én

P
*
_ 2(c _
Var (Y)) =S, + &chi(si s,)

p
_ 2 g
_s1+‘§;’1c1 3(1(:)
P
= s, +Zc S+CS
(=2 1 11
p
-2 s,
i 101

Derivando parcialmente con respecto a Cj tenemos:

*
Bcj J i
C. =0; yaqueS S. j=2,...,D.
j ya que S, f Sy ] p
Obteniendo la segunda derivada parcial con respecto a Cro resulta:

9% var (v) _

si j 4 k.
BCJ. DCk

= 2(Sk-S1)'< 0 si S1 es el méximo.

Asif ¢, =0 para j = 2,3,...,p

J
[<]
y como ”:E: Ci =1
i=1
entonces



por lo tanto
*

Var (Y = Y1) = S1

* x
Sea Y1 no correlacionado con Y ; i.e. E(Y1Y ) =0

E(Y1Y*) E(Y1( > civi)) = = E(c:lviv1') = ZCLE(Y1Y1) =0

0siif1,asfCS =0=> C =0

E(YiY1)
* P
de donde Y =:E;.C1Yi, repitiendo el proceso para las Y2,...,Yp vemos
(A=
* *
que var (Y ) es maxima si Y = Ys.

Por lo tanto queda demostrado lo anteriormente dicho.

1.1.3 Rafces de Multiplicidad m.

Proposicién 1.1.1: Sea w una rafz de =3 , de multiplicidad

W =W = ... =W = W.

r+1 r+2 r+m

entonces (23 -wI) es de rango p-m. Ademas Py = (p )estd

r+17° Py
unfvocamente determinado excepto por multiplicacién a la derecha por
una matriz ortogonal.

Demostracién:

.5p son m soluciones lineal-

De la hipOtesis tenemos que p P

r+1°°° s
mente independientes de ( =3 - wI)p = 0. Consideremos & %Py donde
los x; son escalares, si esta combinaci6n lineal es solucion debe

verificar que:



1

.2

entonces:

:%: xi)\ipi = :g: W X, p,=—P XX, = WX, como los.-)\i Fwy =1,

::::>xi =0parai=1,2,...,r.
p% es una solucién de (:E}—wl) p = 0 entonces cualquier otro conjunto
soluci6bn es un conjunto de combinaciones lineales de p, i.e.p,A, donde
A es una matriz no singular; la exigencia de que este nuevo conjunto
sea ortogonal:

I = (peA)' (piA) = A" py P A = A'A

va a dar como resultado la necesidad de que A sea ortogonal.

RELACION ENTRE LA VARIANZA GENERALIZADA, VARIANZA TOTAL DEL SISTEMA;

DEL VECTOR X Y LAS DE SU VECTOR DE COMPONENTES PRINCIPALES.

Proposici6bn 1.2.1. Las transformaciones ortogonales de un vector

aleatorio X, dejan invariante la varianza generalizada y la varianza
total del sistema o traza de la matriz de covarianza.

Demostracién:

Varianza Generalizada:

Sea Y = CX, C matriz ortogonal:
var (Y) = C 23 C!
var (] = fc] [ 1 1¢ = IS Ief?
Varianza total del Sistema:

Svar(xy) = t,25= t (Zc'C) =-tr(ciilé')

>0

, ya que |C|] = |C'|=10-1.

p p
:EE_(ciEZ.cg) =;E%Var(Yi)
i=

i=1
donde Yi :.%% Cijxj = CiX; donde Ci es la i-ésima fila de C.
J:
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1.3 EL ANALISIS EN COMPONENTES PRINCIPALES SOBRE VECTORES CON TRANSFORMA-

CIONES.

Las componentes principales se ven afectadas por las escalas de
medicién; i.e. al realizar cambios en un vector, variaran sus compo-
nentes principales; esto es necesario para que las componentes princi
pales tengan mas sentido,ya que si las escalas de medidas del vector X
son muy variadas las componentes principales serdnla suma de cualquier
variedad de medidas. En la mayoria de los casos se estandarizan los
valores; i.e. se les resta la media y se divide entre su error estan-
dar, se trabaja entonces con la matriz de correlacién. Asi las compo
nentes de este primer transformado no tendrin unidades de medida. Sin
duda alguna un conocimiento profundo de la situacién que se analiza
y mucha experiencia ayudan en la interpretacién del Andlisis en compo-
nentes principales en el problema.

Primero analizaremos una transformacidn cualquiera y luego el caso
particular de la matriz de correlacién.

Consideremos la transformacién:

7 = DX
donde D es una matriz diagonal, i.e. cada componente de X es multipli-
cada por un valor con su respectiva unidad de medida; por ejemplo si
una componente de X estd en pies, la'respectiva de Y estard en pulga-
das, si otra estd en libras, su respectiva en Y estard en onzas, etc.
Varianza de Z:

Var (DX) = D'23D = &
Asi el Andlisis en Componentes Principales sobre Z con matriz de cova-

rianza A se reduce a considerar:
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g'z, tal que E'Ag sea méxima, sujeta a E'g = 1
cuyo planteamiento es

E, debe satisfacer (A- §1VE = 0

y & verificar |A- 81| =0

Expresemos lo anterior en términos de X.

Primero observamos que; la varianza a maximizar es:

FAE = (5 DIZ(CE)=-00F)Z (0)
si hacemos & = 0% entonces §'Z = DX = oK.
y g'l.\?a = R'2 e, la restriccién 'g'g '
(A-8DF =0
(0'=3D - 61)§ =0
(20 - $o7HE -0
(- 8§00 g) =0
entonces D'§\= o« satisface (=2 - § 0—2)04 = 0, lo que resulta de

. . =2
maximizar ' 2] & sujeta a & D

D'1oc=o<'D'zoc = 1.

Ademds si 2 satisface:

X =1
Por lo tanto podemos considerar sobre X la combinaci6n lineal ’g'DX y

desarrollar lo expuesto anteriormente.

Ejemplo:
Sea 1
Voo, 1
D= V63,
R
VGos
asi X
Ves,
Z = DX= :
*p
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por lo tanto
Var (Z) = D'2%D

esta matriz tiene por entrada en la (i,j) - ésima posicién el valor:

O - P,
o, Veg; ¢

que corresponde a las correlaciones simples entre Xi y Xj’ concluimos

asi que el andlisis en componentes principales puede considerarse

sobre Zcon la matriz de correlacién de X.

ESTIMACION DE LAS COMPONENTES PRINCIPALES.

A continuacién veremos que las funciones inyectivas de los para-
metros, tiene por estimadores de maxima verosimilitud la misma fun-
cién pero de los estimadores de méxima verosimilitud de los paréme-

tros.

Proposicibn sobre 1los Maximos.

Proposicibn 1.4.1:

Sea h una funcién sobre cierto conjunto K, que toma valores
reales y sea w una funcién que toma un solo valor con inversa que
tamb1én toma un solo valor, de K en K° y sce ‘é eXy .go e k° asi:

f(go)=h WJ(goﬂ = f(w(g)) = h(E)
si h(g) alcanza un maximo en g = %o entonces f(go) alcanza un
méximo en go = §9 = w(§,). Si el maximo de h es Gnico en %,,,
igualmente es Gnico el maximo de f en ‘ge.

Demostracién:

Como h alcanza un maximo en g*, se tiene que para todo g € k.

h(%) < n(s,).
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por lo tanto, para toda -go € «°

FE%) = h(w '(E%)) = n(E) €n(E.) = F(ED) = FED)

asi f alcanza un méximo en '%2

Corolario 1.4.2:

Estimadores de Maxima Verosimilitud.

Sean Py>Pose-esPp parametros de una determinada distribucién y sus
estimadores de méxima verosimilitud 61’62""’6n respectivamente. Si
existe una funcibén de PysPpsee-sP @ f1(p1,p2,...,pn),
f2(p1,p2,...,pn),...,fn(p1,...,pn) gque sea inyectiva, entonces

A A A A A A A A .
f1(p1,p2,...,pn),f2(p1,pz,...,pn),...,fn(p?,...,pn) son estimadores

de méxima verosimilitud de f1(p1,...,pn),fz(p1,..-,Dn),---,fn(D1,..-,Dn)-

Demostracién:

Como 61’62""’Bn son estimadores de maxima verosimilitud de

p1,...,pn esto significa que la funcién de maxima verosimilitud:

L(p1,p2,...,pn).
. A A
alcanzé un maximo en (p1,..,,9n)

Sea h(p1,p 0

2,...,pn) = (f1(p1,...,pn),...,fn(p1,...,p ) inyectiva, asf

cada fi es inyectiva para todo i = 1,2,...,n

entonces tenemos:

-1
L(h (f1(p1""’pn)""’fn(p1"."pn)
Q (F1(DyseeesD)sensf (Dyseeea ).

L(pysPys-easpy)

donde por la proposicién anterior la funcién Q alcanza un mdximo en

f1(61,..,,$n),...,fn(61,...,ﬁn) y por lo tanto son estimadores de
maxima verosimilitud de f1(p1,...;p

)""’fn(p1"",p )'

n n
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Teorema 1.4.3:

Estimadores de Méaxima Verosimilitud de las componentes

principales.

Sea x X N- observaciones de N(LL,ZE} ) donde :E: £S5 una

1’x2""’ N
matriz con p-valores propios distintos. Entonces un conjunto de

estimadores de méxima verosimilitud de

S1,52,...,Sp y de p1,p2,...,p

P
son las raices k,> ... > kp de |§i— kI| =0
y el conjunto de vectores b1,b2,...,bp que satisfacen
(- 1,060 <o
oD,

A
donde 2! es el estimador de méxima verosimilitud de:E: .

Demostracién:

Como cada una de las raices tiene orden de multiplicidad uno, su
espacio asociado es generado por P> pero en este espacio solo hay dos
con norma 1, P; ¥ -P; se puede tomar la decisibén de escoger el que
tenga la primera componente posifiva; entonces W, S, P es uha funcién
de W, 2% que toma un solo valor, asi por la proposicién anterior el
conjunto de estimadores de méxima verosimilitud de W, S, P es la
misma funcibn pero de {1,j§3 . Esta funcidén estd definida por las
ecuaciones:

|33 K1 = 0
(24- KI)b=0

b'b = 1 con b de primera componente

positiva.
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1.4.1 Reconstrucciébn y Factorizacién de la matriz de Covarianza.

Dado que:

S = P'2P
tenemos que:

>4= PSP!

Como:
PS = (S1P1,52P2 .e- SpPp)
P
entonces SkPﬁl) PéJ)
k=1

es la (i,j) - ésima entrada de la matriz PSP’
este desarrollo algebraico nos permite obtener a partir

de las estimaciones de los valores y vectores propios,
N

una estimaciétn de EE:

< AAN
2 -pSp

Factorizaci6on de la matriz de Covarianza Muestral.

A A A

Sea A S
VEE VEI
donde S es la matriz de elementos VEE en la diagonal
VS .
y sea T=PS
Vsy

Asi A AA

2 =TT

Cuando los valores propios son todos distintos y se
elige los Bi = bi de primera componente positiva; 5 es (nica
A
para cada estimacion de :E:y por lo tanto su descomposicién

es Gnica.



CAPITULO I1
CORRELACIONES CANONICAS
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LAS CORRELACIONES CANONICAS Y LAS VARIABLES CANONICAS.

El método de las correlaciones canbénicas pretende obtener un con-
junto de parejas (Zi’wi) de méxima correlacion; f)(Zi,wi). De pareja
a pareja la correlacifn debe ser cero. En el caso de distribucién
normal de las variables, esto equivale a independencia entre las pare-

jas de maxima correlacién. Estas parejas; denominadas variables

canbnicas son las combinaciones lineales de los componentes de los
vectores aleatorios X, Y respectivamente. Estos vectores Aleatorios
tienen una distribucién conjunta y son de Py Y p2 componentes, respec-
tivamente; con p15; p2.
Al eliminar las parejas de menor correlacién,se reduce la
dimensibn a un valor menor que p1.
En el caso comin de que se desconozca la matriz de covarianza y
por lo tanto las variables y correlaciones canénicas, se pasa a la es-
timacibn; a través de una muestra_de n-observaciones, realizéndose un

trabajo algebraico similar a la situacién; con 2. conocida,a través de su

N
estimador de maxima verosimilitud'EJ =(1/N)A o su estimador insesgado
A
1 A = N
N-1 N-1

S =

En algunas situaciones, la pareja de variables canbénicas puede

visualizarse como una variable y su mejor predictor.

DETERMINACION DE LAS CORRELACIONES Y VARIABLES CANONICAS POBLACIONALES.

A continuacidén daremos la definicibén de variables y correlaciones
canbnicas. Seguidamente un teorema que nos indica como obtener las

correlaciones can6nicas y las variables can6nicas. Irmediatamente se observa
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que se obtienen p1—parejas de variables canbnicas, a través de otro

teorema, y finalmente que estas correlaciones canbnicas son positivas.

DEFINICIONES BASICAS.

Definici6n 2.2.1: k-ésimo par de variables canbnicas:

es el par de combinaciones lineales:

roe o)y (@)

k
de varianza uno y de correlacién méxima de entre las no-correlaciona-

dos con los primeros (k-1)-parejas de variables canb6nicas. Donde:
(1)

A INE)

X(1) de Py componentes

X(z) de p, componentes, p, + P, = P ¥ p1$ P,

E(X) =0 E(XX') =7 matriz de covarianza poblacional.Se supone

conocida y definida positiva.

Definici6bn 2.2.2: k-ésima correlacibn canbnica:

es la correlaci6n entre el k-é&simo par de variables canbnicas.

2.2.1 Teorema de Existencia de las Correlaciones Canbnicas.

Teorema 2.2.1:

La k-ésima correlaci6bn canbnica es la k-ésima mayor de las raices

A2 11 ZI'12
Z:21 ')‘Zzz =9
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y los coeficientes que caracterizan el par de variables canbnicas

satisfacen:
-l:E:1 1 22112 a
. =0
25321 ‘AEE: 22 b
con
E(T?) - a'ZH a = 1
2
E(KS) = b'222b=1

Demostraciotn:

La partici6n de la matriz de covarianza:Z: correspondiente a la

24, 2,
> s s

21452 4
como 2. > 0, entonces 25,25, -212222 22,, son defini

dos positivos y por lo tanto invertibles.

que se hizo en X es:

Debemos determinar a y b tales que T = a'%1) y W= b'X(Z) sean de
correlacién maxima, i.e. como, E(T) = E(W) = 0; por maximizar:

e .- E(TW) = a' 212b (2.2.1)
W
Como ademas:

PT‘ . c cov (T,W) _oxXcov (T,W)
’ \/Var(T) Var(W) \/@ar(c&T) var (Y W)
se considerard el caso en que:
(%) = a2, a1 (2.2.2)
E(W) = b' 33,5 b = 1 (2.2.3)

= eoLT ,TW
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La obtenci6bn de los puntos estacionarios, nos conduce al método de

Multiplicadores de Lagrange:

f=aiZi b - 1/2 A2 a-1)-1/2u (b2, b-1)

Derivando parcialmente con respecto a a y a b e igualando a cero;

tenemos:
of =Z'12b—/.\z,1 a=0
da !
of
Y =2ip1awdigy b = 0

obteniendo el sistema:

DI -A20,a=0 i Z1zb A2, (2.2.4)
20,8 M2 b =0 i 25,8 X2 b (2.2.5)

premultiplicando (2.2.4) y (2.2.5) por a' y b' respectivamente.
1 _ 1 -
a Z1zb )«aZ1'1a_ 0
por (2.2.2) tenemos que:

A= a'z12b. (Correlaci6on a maximizar)
! _ -
b' 24,12 pbzzzb -0
por (2.2.3) se da que:
W= b'2pa =X (2.2.6)
de donde los valores de A que son soluciones de interés deberan

cumplir con | x| £ 1-

Expresemos (2.2.4) y (2.2.5) en forma matricial:

"\211 Z_"12 \[ a
2 -)‘222

21

"
(@]

(2.2.7)
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Para obtener soluciones no-triviales.
A2 20,
:E: -j;{; =0 (2.2.8)
21 2

-1
Considerando JA = A por (2.2.6), yprewltiplicando (2.2.4) por 211

y (2.2.5) por \ obtenemos:

>y
11 : 12b
~ | \ 2
)92 o @ = A" 2500 | (2.2.10)
Reemplazando (2.2.9) en (2.2.10) tenemos:

2
‘ Z:21 Z11 Z:12'[’ = X2 22

Aa (2.2.9)

por lo tanto
(Ln 2_12 ')\22' )5'0 (2.2.11)
21 11 12 22 - tee

Analizemos la matriz 221 21;1 212 = B. (2.2.12)
es Py X Py, de rango é lo més p1§; Py
Si r(:Z:21) = r(§£112) = k< p,» B es semi-definida positiva (B> 0)y
sus raices A2 > 0, son )\%),)2 >... >,)\i >0
si r(zm) = r(§:,'21 = 21'2) = p,; B> 0y sus rafces A2 > 0.

Sea 2y, =AY ] (2.2.13)
Reemplazando (2.2.12) y (2.2.13) en (2.2.11)
(B -LA)b = 0

Para obtener soluciones no-triviales:
|B-2A] = 0 (2.2.14)

En forma similar obtenemos:
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-1 N2 .
212 Z22 Z‘21 2= ZH
(2, 2,755, - ¥3,) a=0 (2.2.15)

Realizando el mismo andlisis anterior y sustituciones semejantes tenemos:

-1 o
Z12 Z‘zz Lapy =G

_n- \°
211 - D, X =§
Para obtener soluciones no-triviales:
Ic- §D] =0 (2.2.16)

si C » 0 las rafces de (2.2.16) son  § 2 0.
si C > 0 las raices de (2.2.16) son ¥ >o0.

como A\ es real, las p = p, + p,, rafces de(2.2.8 ) o (2.2.14) y (2.2.16)

1
pueden ser ordenadas;

sea )\1 A>3 )\p dicha ordenaci6n.

2
Asi la correlaciétn maxima seréd:

(1)
a' §:12b(1) = X1 donde at!) y b{1) satisfacen (2.2.7) para
M- X,

Continuamos y buscamos ahora:

ayb tales que: T = a'X(1) W=>b' X(Z), tengan correlacién maxima entre

INCINEIN

las combinaciones lineales no-correlacionados con T1 =

4, = {12

Se debe maximizar a'§312b

con las condiciones sefialadas anteriormente.

Sujeta a:

a':{:11a =1 (2.2.17)
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bt 2% ,pb = 1 (2.2.18)
a! ZHa(” - 0 (2.2.19)
b 25 601 2 g (2.2.20)
22
Las ecuaciones (2.2.17) y (2.2.18) expresan la no-correlacifn entre
T1 yTe w1 y W; i.e.
E(T1T) = a':E:11 a(1) =0
- (1) _
E(w1w) = bl;EIZZ b =0

A su vez (2.2.19) y (2.2.20) implican E(Tw1) =0y E(wT1) = 0, pues por
(2.2.4).

a':E:12b(1) = X1a':E;1a(1) y como a‘:£:11 a(1) = 0; tenemos que:

E(T1W) = 0 en forma similar.

E(WW,) = 0 =P E(NT1) = 0.

1
Utilizando el método anterior:

g=adb- L Aa 2a1qa-1) ~1/2 (b’ Zzzb-1)+ PETDIVE R L 5-

Derivando parcialmente con respecto a a y después con respecto a b, e

igualando a cero, resulta:

%2 = Zuppb - A‘211‘3‘ * 1c:’1 211a(1) =0 (2.2.21)
9 ST 1
S la - nZap + E:'zzb( -0 (2.2.22)

premultiplicando por a' y b' (2.2.21) y (2.2.22) respectivamente

a';E:12b = A
b':E:21a = M
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Asi
A= u

en forma similar premultiplicando ahora a (2.2.21) y (2.2.22) por

t 1
a(1) y b(1) respectivamente se tiene.

a(”l 12b - )na(1)l 22:11a + ‘§1a(1)| 22:11a(1) =0

et
=0 =0 =1

entonces

o

De manera similar, resulta 52 =

1
o

Por lo tanto hemos llegado a la ecuacién (2.2.8) y como solucién

,(2)

tomamos A = )\2 y a(z), vectores que satisfacen (2.2.7) para

=N,

En esta forma, en la k-ésima etapa tenemos k- parejas de combinaciones
lineales de varianza 1, y de correlaci6n maxima dos a dos y no corre-

lacionadas con las parejas anteriores,son estas:

ro= DD G@ ()
_ i1 (2) _p(2)',(2) _ (k) (2)
w1 = b X w2 =b X ceen wk =b X
cuyas correlaciones son:
AP A, > e 2 Ak > 0.

2.2.1 EL CONJUNTO DE LAS VARIABLES CANONICAS.

Supongamos que hemos podido llegar hasta la m-ésima etapa, en

el mismo proceso; veremos a continuacibn que m = Py
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Teorema 2.2.2:

El nimero de parejas de variables canbnicas que se pueden obtener

es D1$ Py-
Demostracion:
Sea A = (a(1), a(z),...,a(m)), By = (b(1),b(2),...,b\m))y
A
_ Az O i
L = . ; donde A es p,xm, B1es p2xm y L es mxm.
0

k|n
Si expresamos para las m-parejas de variables canb6nicas y las maxima

correlaciones can6nicas las ecuaciones (2.2.17) a (2.2.20) nos da:

A'ZHA = 1 (2.2.23)

como A'ZHA tiene rango m = rango I, entonces m\<p1 dado que
r(}£11) = P1, pues el rango de la matriz producto es menor o igual
que el minimo de los rangos de los factores, entonces menor que el
rango de cualquier matriz factor.

Asi dado que m £ Py se considerara m < p1, llegando a una contra-
dicci6n; viéndose que existe otra solucién.

Dado que A':Z:11 = M es matriz mxp1 de rango m, asi su espacio
nulo tiene dimensi6n (p1-m), siendo una base de este espacio los
vectores li de una matriz de (p1~m) vectores p1—dimensionales. (Es
decir: el espacio generado por M tiene dimensi6on m, y asf su suplemen
tario ortogonal tiene dimensién p1—m, siendo una base el conjunto de
p,-m vectores columnas 1i de una matriz p x(p1—m)), sea esta la

1
matriz E.



-25-

De donde

AL E=0 (2.2.24)

En forma similar, existe la matriz F de rango (p2-m) tal que
B, 240F = 0 (2.2.25)

Al expresar en forma matricial (2.2.4)

B! D1y = LA Dy, (2.2.26)

Multiplicando (2.2.26) por E, tenemos:

8122321 E = LA'§EL1E =0 (2.2.27)
(2.2.24) y (2.2.27) expresan que si los vectores columnas de E son
los coeficientes de la combinaciones lineales E,: eix(1), ellas son
no correlacionadas con los Ti = aiX(1) y los wi = biX(Z), i=1,2,...,m

De igual forma expresando (2.2.5) en forma matricial y post-multipli-

cando esta por F tenemos:

A2, = LBIY (2.2.28)
A'Z12F = LB! 2,0F = 0. (2.2.29)

Al igual que (2.2.24) y (2.2.27) las ecuaciones (2.2.25) y (2.2.29)
(2)

expresan las no-correlaciones entre las c.1. fi X

1
bix(z) y los aiX( ), i=1,2,...,m

, con los

Dado que E es de rango por columnas, E':E:11E es definida positiva
y por lo tanto invertible; |E'§; 11EH:O. Asi mismo FIZE]ZZF es
definida positiva y por lo tanto invertible; |F':E:22F | $0.
y por lo tanto existe al menos una raiz de
-rg! E E' F
” 12 - 0 (2.2.30)

Fto D € TP F
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pues esta determinante es un polinomio en r de orden (- p)PqM
p -Mm ] _ D-2m
B 2 E NP2 ™ F 20 ] = (- )PP e 2D | 0 F) o2, pues
los otros témminos tienen menor grado en r, porque una o mis filas de
las primeras [)1_columnas no contienen a r al desarrollar la
determinante por menores de las primeras (p1-m) columnas.
De acuerdo con (2.2.4),(2.2.5) y (2.2.8) existen™ y § tales
que:
] - 1
£ Q) FB = YE D Bt (2.2.31)
F' D1y Ek= YF' 20 F (2.2.32)

Haciendo Ec{ =g, F @ = h se demostrard que r,g,h forman una nueva
solucién.

-1
-SeaZHZ12 h =0, entonces & esté& en el espacio ortogonal (2.2.33)
a A'§311, pues; por (2.2.29).

-1
S
- ! =
M O = A D gy 2aqp FP = O
y por lo tanto es una combinacién lineal de los vectores columnas

de E; i.e. Ec = & (2.2.34

asi se tendrén las ecuaciones segln (2.2.33)

212 h=2,,9 (2.2.35)
De (2.2.34) tenemos

D FB = 2oEC (2.2.36)
premultiplicando (2.2.35) por la izquierda por E"y como E':E:11 E
es invertible y por (2.2.31) tenemos que
t - v‘ - 1 - 1 1
E' DL N = BN D00 s B EC = PE ) B

Asi c=ro
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pues Ec =¥ = YE = rg;de (2.2.36) resulta:
212 h = n.ZHg (2.2.37)

En igual forma

ng I (2.2.38)

X(m+1) g = a(m+1) h o= bm+1

y por lo tanto r= es otra solucién.

El Conjunto de las Correlaciones Canénicas.

Teorema 2.2.3:

Las rafces de (2.2.8) son Py rafces simétricas desde 1 a Py ¥
una raiz A = 0 de multiplicidad p2—p1.

Demostracién:

Las condiciones sobre varianza 1 y no-correlaci6n sobre los Py

parejas, se pueden resumir en forma matricial en la siguiente forma:

A'Z11 A= (2.2.39)
AYY L B=L (2.2.40)
12 %1
] -
31222 B, I (2.2.41)

vamos a obtener de una manera mas explicita las raices de (2.2.7) a
través de otra matriz no-singular.
Consideremos la matriz
B, = (b(p1+1), b(p1+2),...,bp2) de p, Filas y p,-p, columnas
satisfaciendo las siguientes condiciones.
Bé:Z:2281 =0 (2.2.42)
B, 22508, = 1 (2.2.43)
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Asi los vectores de B, son ortogonales a los de :E:

2
no correlacionados con los btP1+1)x(2)

2281, y también
2)

y con bj X( donde

i= 1,...,p2—p1, j = 1,2,...,p1 y los bp1+1x(2) tienen varianza uno.

Sea B = (B1 B,) una matriz P, X Py invertible; dado que

5)
B':E:ZZ B = I entonces |B| = |B'| = - $ 0.

| 252!

Verifiquemos que

5 B 5 2P
B'2y,B = I = 25 (BysBy) = | (8, B,)
22 : 2 *°1 8 222 12

1]
[ev)
™
N
N
ws]
—
los]
™
N
N
o
N

1
P x P,

asi el rango de B es Py; Pues es invertible y es PoXPy-

Las raices de (2.2.7) son las mismas que las de:

: ° _)\,211212 A 0 0

0 ! (2.2.44)
0 Bé 1 2
ya que { A 0
= [A] [B| # O pues |A| + 0, [B| % O.
0 B

Realizando los productos matriciales indicados por (2.2.44)

tenemos:
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- A L 0
] A1 . (2.2.45)
0 0 -A1

Veamos que Bé:E:21 A = 0; significa por una parte, que los vectores

columnas de B, son ortogonales a:E:21 A;

2
(2.2.45) es igual a: Q 0 (2.2.46)
0 - N
- Al L
donde Q = ; Q es 2p1 X 2p1
L -A1
Por lo tanto (2.2.46) es igual a:
|- A1 |0 (2.2.47)
Calculemos (2.2.47) factor a factor
< A1| = (- A)P27P1
o] = - A1 J- AT - L-AD TN L
- A% -
p .

™AL i2
=il_\1)"(>\)
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Tenemos entonces que:

1= M| (0] = (- A)P2P1 TR(AZ AOFP (2.2.48)

Asi las raices de (2.2.7) son las de (2.2.48) igualadas a cero.
(- N )P2P1 ﬂ()xz- )\(1)2) = 04=b (AZ— )\(i)z) - 0e(-\)P2PI-
Asi

I L S PRI G JUN WP\ O RPN

(- A )P2P1 20 =P A= 0 de multiplicidad P,~P,-

1

Veamos que las raices )(1) son iguales a los Xi de (2.2.7)

i=1,2,...,p, esto es asi si los X(l) son positivos, demostremos

1
esto:

X(i), a(i), b(i) una solucibn i.e.

212 p(1) _ -)\“)21 (-a{1))
>0 (-ally o AT )

A1) (0) ()

Sea

Asi también es una solucibn - , pero se buscaba el

méximo, por lo tanto se escoge como solucion finalmente el positivo.

Asi tenemos que:

c-h)

'-Ap2+2"' p

ST P )\p) - ()\1,...,Ap1,o,...,o,-)\p2+1,

RESUMEN MATRICIAL DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS.

Expresemos ‘en forma matricial los resultados obtenidos con respec

to a las c.c. y v.c.

T = A'X(1) = 2 (2.3.1)



2
W= x(2) : (2.3.2)

=
"

(o)

><
—
N
~—

i

(2.3.3)

T E(TT')  E(TW})  E(TUY)
el M| wwy |- [ BT B ECH W)

E(w2T') E(wzw;) E(WZWé)

L 2 -
I L 0
= L I 0 (2.3.4)
0 0 I

observando (2.2. 44) y(2.2.45) vemos que (2.3.4) se puede escribir

como

A' 0 zE:
" j-221 A 0 0

0 1 (2.3.5)
0 B 212 55322 0 8, B

Observemos que (2.2.44) es la determinante de (2.3.4) y (2.3.5) siendo
esta, la matriz de covarianza del vector transformado de X, llamemosle

Y = 0X; a esta transformacio6n, donde:



Al 0
0 = 0 B; , matriz pxp de rango P1

0 82

t
1
Y = = ! = =
1
I .

0 32 w2 W
1)
wp1
W2
“(2) /
W

P2-Py

donde las parejas de variables canbnicas son:

(1) (1) (1)
(t1,w ) (tz,w I ,wp1 ).

1 2 P
I L 0
E(vy') =L I 0
0 0 I

donde L es la matriz diagonal de las p, Correlaciones canbnicas.
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Estimaciébn de las Correlaciones y Variables Canénicas.

Para obtener estos estimadores, debe realizarse el mismo
trabajo algebraico, hecho en el caso de 3. conocido, pero en

este caso con su estimador de madxima verosimilitud.

N
N
2 - %:A_—T (X = X)(Xgq = X)*

Usaremos la proposicién 1.4.1, para ellos debemos verificar
que se cumple la hipbtesis:
La funcién definida por las ecuaciones 2.2.2, 2.2.3, 2.2.7,

2.2.8, 2.2.42, 2.2.43; con las consideraciones de que:

= (b(1)... bp1) sea la matriz de los b(i) tal que la pri-

(a) B1
mera entrada no-nula de cada columna sea positiva.
p1+1
(b) B, = (b ... b ) como son los vectores asociados a la

raiz nula de multiplicidad (p1 - p2), por proposicién 1.1.1.,

82 A es solucién; con A matriz ortogonal; esta falta de
unicidad para B,, se resuelve especificando una de ellas,
por ejemplo que la submatriz (p1-p2) X (p1-p2) de las
@ltimas filas sea triangular con los elementos de la diago-
nal positivos.

es inyectiva. Asi la misma funci6n de los estimadores de

maxima verosimilitud es un estimador de mé&xima verosimilitud.

Por lo tanto tenemos que las raices de:
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son estimadores de mdxima verosimilitud de las correlaciones canénicas

poblacionales.

N A
Ademds A y B1 cumplen con

A
y BZ satisface

AT B = (B, By). Ayl

estdn univocamente determinadne

Proposici6n 2.4.1.

La determinante de

= 0 (2.4.1)
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es un polinomio en ﬁS de grado p, y sus raices son reales y posi-

tivas.

Demostracién:

Férmula de Laplace:

Ig4e.otiy 2 jq+jot. .. +] ] ~J!
= (-1 m -1)311J2 Jw pd J
det A = (-1) feq 1) Dy Dy,

donde el conjunto I = { 11,...,yn} es el conjunto fijo

I = { 1,2,...,p1 } , M= p1.

J es el conjunto de las partes de Py elementos de [},p] escritos

en orden natural.

D{ es la determinante de la matriz donde se eliminan las filas
I' y columnas j'. (matriz de las filas I y columnas J)

Asi

A n . e 3P Rallinhd A
p2, X R (S SETR ey T ][]

*
donde J es el conjunto de las partes de tamafio p,» Mmenos la

{ 1,2,...,p1}.

BIBLIOTECA
UNIVERSIDAD DE PANAMA
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Por lo tanto:

Jl'fJQ" PI(P“\’Q P‘

ﬁ; %2 —('t)f%ﬁ Z(o D} DM‘"(') > p|2||2|
> e

24 22

los otros sumandos (-1)J1+.”+Jp1 D% pd, serdn determig?ntes de
otras matrices en que algunas de las ’solumnas de ?)Z 11 son
reemplazadas por algunas columnas de 25112, asf{ son polinomios de
grado menor que p, en B y ademds como |§;}1| 10y IEZEZl + 0 por
ser submatrices de una matriz definida positiva. Asi 2.4.1 es un

polinomio a lo mas de grado Py

Proposici6n 2.4.2.

Las raices de (2.4.1) son reales y positivas

Demostracibn:
A

ZAVH —;12 A A AL A
-221 ST | 2000l B2 117 212 2azp 2] = O

22

A
como |Z|22| + 0, entonces:-
A -1 N
?Zn Zz PIAE

Como 22111 es definida positiva con probabilidad 1; existe E, no

singular tal que

A

B2 E =1
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A A

Si 22312 es de rango completo por fila r(ZE? ) = p1
N~ N -1 A 12
212222221 es, definida positiva, simétrica
A Al A
E';§§12:E:22 51E> es definida positiva (2.4.2)
y asi

-1 A

e A A-T A A A
IBZ 14 210 2o pil T IBI-E' 2 52 52 oy El =0

y las raices de (5) son los valores propios de(2.4.2) matriz simé-

trica def +, entonces sus valores propios son reales y positivos.

2.5 QObtenci6n de las Variables Canbénicas a partir de la Matriz de

Correlaci6n Muestral.

A
1 (1) = (1), (2) - (2),, N1

0‘{.:—Z(xok - X Jxg(' - X ) =Tsij

Trataremos de expresar las relaciones (1), (2), (3), (4) en térmi-

nos de R matrices de correlaci6tn muestral particionada en forma

relacionada con x&1)
= X°<
&2
R R
R=f M _ 12
R R

21 22
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Ademds, consideremos la matriz:

0

Vo
PPy

—_— 0

S
p1+2 p1+2

(m

Sij B V 11°§ L=12,....p

oot \ AB 0 e 0
T - L AH+ - TPy 0 \/522 0
D1’ l"

w
1

0 \/s
"p.p P1°1
1P

"1 V11 Tiz VS oo Tip VS5 o
= | 21 VS11 22 VSpp -ty VS

rp1 \/s11 rp12 \/522... o p\/sp )



-39-

S S,p
\[511 .__81_2 % (S11 512 S1p1) _;__
1 1 V'S,
So1 — SPy (Sa. S ) —t
Vs, - = |-| & "2 .’ s
S22 V5,5 22
> > S (Sp: >ps S.p \/——1 }
S E 171 Pi Py
p.p. ¥ p,p
1Py 1P
(j) (i)
VSip 4 11 T2 o "1p1 5114
(i) (3)
a | V2 % Po1 Toz === Top VSp0 35
S,a= i =
(j) —
VS a r or_ 2 r (j)
PP P TP PPy VSD1 A
. S . S
D, L, . ()
S11 T
5 S
R,.S ai: 21

1™
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1 (s.a3) s sp al3))
119 171
\'S !
11
1 (j) (3) j
— (521a1 +S585" 4 L 52p1 api
\S2
1 (I),c L) !
S
v (5,317 #Sp a7+ -=+ * Sppp,
P1Pq
- Tiesa s Typ JSDﬁLﬂH =0... O
Gy | Teem Teme L Y
RypS,e 0 = . . o
r r r 0 0 \/S
DRy DPe2 PP FP
S1H+\ S1H+2 . S1
) ,
\/s \/s S —
d 11 110 (VEaZs,c.)

Observamos que:

lj R11 S1 a(J) es un vector cuyos componentes i-ésima es:

P .
ST = (3)y 5 .
P e T R



\

R12 52 C(J) es un vector cuya-ésima-componente es:

= = 5. cld) i=1,2
ii P Tikk = héseePy

Asi el vector de componentes

1.( Vs, . > S a(J)) difiere del vector de componentes

lj ;gg‘ Sikaﬂ en el factor \/Sii, y asf para i = 1,2,...,p

-

Igualmente: (Multiplicar una matriz diagonal por un vector =

Multiplicar cada componentes del vector por el respectivo elemen-

to de la diagonal).

Las i-ésimas componentes de los vectores difieren en:

k=p,+1 ik " K

P .
% (j) > (3)
Sk o0 Y Vs K=p,+1 ik o

asi 512 cj = lj S11 a(j) se multiplica ambos miembros por 51.

(3) _ (J)
Sy Sp €7 =158, 5, a

(i) _ (j)
R12 52 o = lj R11 S1 a

entonces S, S C(J) = R

s, s @ s s a9 Ly ps, )

12 22 y 15935 j R15
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En forma similar ocurre con el paso de:

s, a3 1 s 3 R (s 2(S,

21 j T2z 21

(J) . (3)
Sy Spp @ = 15 55,5

donde:

S 521a(j) = Ry, S a(j)

1 21 ™1
Lj 5 Szzc(j)= 1 Ryp (S, 9y
Para pasar de aJ) S11 ald) . 1, a(S1a(j))'R11(s1a(j)
311 agJ)
Como S a(j) =

1

Entonces:

o ald)'s

Similarmente para la obtencion de (52c
a partir de:

(3)! (3)
o 522C

1}
—_
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2.6 Correlaciones Can6nicas en el Modelo de Regresi6n.

En el modelo de Regresi6n; donde E(X(”) - oM +ﬁ(x( ) 3
y E(Xéﬂ)-E(x(1)))(x(1) - E(x( ))) =¥ ; estos pardmetros son

estimador por:

<-1
Como = 215 2.5,
A
donde szij = ﬂ;l SlJ

En igual forma ocurre con

ro(), (2) o o1
V(e '/%g ') = SyqPSap P! = S447512552 So

Sean las raices de |S,,Si05. .-r(S, =S, 5505 R
ean las rafces de [S,55555,41(S4175155,55,) | r 1°722 3 p,

son los estimadores de T1, Yz,...,‘”p

Si a; es una soluci6n de:

1 ~
(519579501~ ¥4 (S14-51255555))% = 0

~ 1
donde @ '(S11 512822521) 1

-1
como |(1+Y;) S,,S, Sm—1}%1|=0

12722
1.
A Y - _

| 2012 Ligozipr = Yy 2unpl = 0
~ 2 ~ ~ 2

e = (P41 = T ¢==l>r.t(1 1) =
~
=
Y
- 1i
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174

i — /2 - v
y a(l) =[__ 4/(1-1?):] a', entonces (1/#57;)/¢5' a; = ?} y es

por lo tanto el mismo C;-



CAPITULO ITI
LAS COMPONENTES PRINCIPALES Y LAS CORRELACIONES CANONICAS
EN EL LENGUAJE ALGEBRAICO
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INDIVIDUOS - CARACTERES - CODIFICACION.

3.1.1 INTRODUCCION.

Partimos con unos datos, arreglados en forma de p-filas y
n-columnas, a la cual llamaremos la matriz de informaci6n X. Para
lo cual tiene sentido visualizarla como las respuestas de n-indivi
duos a un cuestionario de p-preguntas. Bajo esta consideraci6n esté
asociado a cada individuo un vector columna de la matriz de informa-
ci6n. Podemos ademds a cada pregunta hacerle corresponder un caracter
o caracteristica al cudl se responderéd con una gola respuesta dentro
de las modalidades permisibles de cada caracter, de esta manera, cada
fila de X representa una caracteristica.

Ejemplos 3.1.1.

1. La caracteristica "permanencia" estd asociada a la pregunta:

Cuantos afios tiene de vivir en su actual residencia?

2. La caracteristica "Estado Civil esté& asociada a la pregunta"

Es usted casado o soltero?

Las caracteristica “"Familia" estd ligada a la pregunta. Si los

padres estdn vivos, viven juntos en el hogar?

Las modalidades o conjuntos de valores posibles asignados en el
estudio, a las caracteristicas de interés de los ejemplos anteriores
son respectivamente:

{0,1,2,...,150}

{ casado, soltero}

{si, no}
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3.1.2 Terminologfa y Simbolismo.

Denotaremos al conjunto de los individuos y al conjunto
de los caracteres con los simbolos I y J respectivamente. Donde;
cardinal (I) = n, cardinal (J) = p ambos finitos.

El conjunto de las modalidades de un determinado caracter j;
se designarad como Qj’
Hacemos corresponder a cada caracter j, la aplicacion hj; que
a cada individuo le asigna el valor de la caracteristica j en él,
i.e.
hj ] — Qj
i — hj(i) € Qj
y ademds a cada individuo le asociamos un punto de Q=Q1x02x...pr,
que serd su imagen a través de la aplicacién:
h: 1 ————>Q1x02x...pr =Q
iel ——>h(i) = (h, (i) hy(i) ... h(1))€q
donde h(i) es el conjunto de las caracteristicas del individuo i.
Si identificamos al caracter con su Gnica aplicacidén asociada,

tenemos la siguiente definicidn:

Definicién 3.1.1.

Caracteristica Cuantitativa: es un caracter cuyo conjunto de moda-

lidades (Q) es un subconjunto de R. En caso contrario se le llamara
cualitativa.

Ejemplo 3.1.2.

Caracteristicas cuantitativas: la edad, el peso, la altura.
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Ejemplos 3.1.3.

Caracteristicas Cualitativas: Familia, televisién, radio. Algunas

caracteristicas cualitativas como radio tienen sus modalidades orde-

nadas por ejemplo: mnunca < a veces < con frecuencia.

3.1.3 Codificacié6n.

Definicién 3.1.2.

Codificacién de una caracteristica: es una aplicacién"a"; que

a cada modalidad del caracter j le hace corresponder un nlmero real.
Codificacién de la caracteristica j:

Sea Qj el conjunto de las modalidades de la caracteristica J:
a : Qj —_—> R

Observacién: Consideraremos como modalidad de un caracter solo

aquell 's para la cual existe al menos un individuo que la posee. Es

decir las aplicaciones hj son suryectivas para todo caracter.
Recordemos que toda aplicacién induce una particién sobre el

dominio de la aplicacién; asi

1i={i|ie1;hj(i)=qﬂeoj}

por lo tanto Ii + 0 para todo k y todo j y ademas

Iﬂ(\ Ia = ¢, para todo j; y k # w; porque cada individuo solo responde
con una de las posibles modalidades.

asi

I =U { Ik | k = 1,...,q} donde g gn, y card (QJ.) = q.

Ejemplo 3.1.4.

Si la caracteristica j es la edad, tenemos que la particién indu-
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cida por ella sobre el conjunto de los n-individuos es su clasifica-
cibébn o agrupacién por edad. Asi Ik = { los individuos que tienen
23 afos }

Si la caracteristica j es televisién y las modalidades son las
frecuencias con que se ve la teleyisién; los Ik son los individuos

que ven con igual frecuencia la televisién ya sea, "a veces", "con

regularidad" o " todo el tiempo".

Definici6én 3.1.3: Caracteristica z menos fina que y.

se dice que z es menos fina que y si

y(i) = y(i') = z(i) = z(i')
es decir si conozco quienes integran una clase de y; se que ellos
mismos forman parte de una misma clase por el caracter z; es decir
a través dey, puedo conocer las clases que induce z sobre I. Los
cardinales de las clases inducida por z son mayores o iguales que
los de y; podria darse que en algunas clases de z, estan agrupados

varias clases de y.

Definiciébn 3.1.4.

Caracteristicas Equivalentes:

Sean y y z dos caracteristicas diremos que ellas son equivalentes

si inducen la misma particién sobre el conjunto I, es decir:
Yy 2 7 e=——m> [?(i) = y(i') Ge===p z(i) = z(i'j]

Proposicién 3.1.1. z £ y === existe E?aplicaciOn de Q en Q',

donde Q' es el conjunto de modalidades de z tal que:
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Demostraciobn:

|:==P)
Como y(i) = y(i') =====p z(i) = z(i'), podemos definir la aplicacién
a de Q en Q' de la siguiente manera:

_q(qj) = 2(1); donde g5 = y(i),
Esta aplicaci6n estéd bién definida pues: para todo qj

Ij = { i:iel]ly (i) = qj} + 0 (ya que y e z son suryectivas),

asi existe z(i) que es Gnico pues z es una aplicacién.

=)

Veamos que z es una caracteristica menos fina que y.

Seay(i) = y(i') === 2z(i) = a(qgy) = z(i')

Corolario 3.1.2: z e y son equivalentes si Q y Q' tienen el mismo

cardinal, i.e. @ es biyectiva.

Acuerdo: en lo sucesivo consideramos asociada a cada variable carac-
ter cualitativa y,una variable real % , menos fina que y. Asi la
aplicacién a codifica la modalidades de la variable y y ademds si
codificamos las modalidades de una variable y, estamos definiendo un

carécter real menos fino que y, i.e el caracter §, .
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Definici6n 3.1.5. Potencial de Previsién de la caracteristica y.

es el conjunto de las caracteristicas menos fina que y.

Recordemos que las caracteristicas menos finas son los previsi-
bles a partir de y; en este potencial estén todas las que se pueden
definir a partir de y, como menos fina.

Definicion 3.1.6:

Variable Indicatriz de una modalidad del caracter j:

es la aplicacién
i1 —— {o1}er

definida asi:

yj(i)
yl(i)

Proposici6én 3.1.3: los siguientes enunciados son equivalentes

si y(i) = g

0 si no; i.e. y(i) % %

(a) § v
(b) existe a tal que § =aoy.
q ) _
(c) % = E;; aj yJ; donde yJ es la funci6n indicatriz de la moda-
lidad j asociada al caractery.

Demostracion: (a)a=—=(b) se hizo en la proposicién 3.1.1.

haremos (b) d===(c).
(——v]

I

por proposicion 3.1.1. tenemos que:

§(1) = a(q); haganos a(q) =3,

como ademés

si y(i) qj.=4>yJ(i) =1e yk(i) = 0 para todo kitj

tenemos entonces que para todo i € I.
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g .
£ (i) =(J_§ a3 y)(i) = 35
por ip6tesis & (i) = (Zaj y (1) = a sioy(i) = g

la aplicaci6n a esté bién definida pues para cada; aj = g (i) es

sea aj=a(qj),

Ginica.

Observacibn: la proposicidén anterior nos dice que si una variable
real es menos fina que otra, ella es una combinacién lineal de sus
funciones indicatrices y viceversa; toda combinacién lineal de las
funciones indicatricesde un caracter es un caracter menos fino que él.

Definicio6n 3.1.7:

Aplicaci6bn individuo:

kit § — Q,UQ,U... UQ

i p

j —> ki(J) = hj(i)

Ki: es la aplicacién que a cada caracter le hace corresponder la moda-
lidad escogida por el individuo i.

Caso Particular:

Si Qj = A para todo j;
entonces
ki :Jd ——>A
j—> k() = hj(i)-
Como ejemplo de este caso; tenemos cuando a todas las preguntas se
puede responder con si 0 no; siendo esto asfi podemos definir la

siguiente aplicaciébn:
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k :J—A
I =k (3)s Ky(5),00nk (3))
donde k asocia a cada caracter las modalidades elegidas por los

n-individuos.

ESQUEMA DE DUALIDAD.

Notacio6n:

X es la matriz pxn; es la tabla de datos, la tabla de caracteres

X individuos.

Xg: es el valor de la j-ésima caracteristica (fila) en el individuo
i-ésimo (columna).
Consideraremos asociada a cada columna de X; un vector, i.e. la

i-ésima columna de X, la representaremos por el vector

X1
i
x2 D
_ i _2 Kk - RrP
X;= : =it X eke E= R (3.2.1)
xP

1

al vector Xi le llamaremos el vector individuo; i-é&simo;y (e1,...,ep)
designard la base canb6nica del Espacio lRp, espacio de los individuos.
Asi n-vectores p-dimensionales constituyen la matriz X; n-puntos en

el espacio p-dimensional.

En forma simétrica:

A cada fila de X; sucesifn de n—nameros reales; le asociamos el

vector:
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g
XJ
j - 2 D] n
xJ = a(j) = : =& % fEF =R (3.2.2)
J
n

Al vector x3 le llamaremos el vector caracter j-ésimo; punto del

espacio vectorial F de los caracteres y (f1,f .,fn) serd la base

IEE
canbnica del espacio R" = F en consideraci6n. Asi X es la matriz
de’p-vectores n-dimensionales; la matriz de informacién constituye
p-puntos en el espacio vectorial n-dimensional de los caracteres.

Definiciétn 3.2.1: Nube de Individuos:

Es el conjunto de las n-columnas de X, vista como puntos del

p-espacio E, i.e. y (I)C E. Se designard con la letra

M=y ={x/i=12...n} cE=R"

Definici6ébn 3.2.2: Nube de Caracteres.

Es el conjunto de las p-filas de X; vistos como p-puntos del espa-
cio n-dimensional i.e. k (J). Se designaré con la letra

N o= k() = § /5 = 1.2,...0} < F= &/

*
3.2.1 Representaci6n de los cardcteres en F y E y de los individuos

enkEyF.

*
Sean E y‘F* los espacios duales de los espacios; E y F res
*

p)y

. . * * *
pectivamente. Consideremos en E y F 1las bases (ei,...,e

* *
(f1,...,fn) respectivamente.

De acuerdo con las expresiones (3.2.1) y (3.2.2) tenemos:
xJ = & eg, Xi> es la coordenada del vector Xi con respec (3.2.3)

to aej , cuando { ejlj =1,2,...,p } es el sistems
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de coordenados de E

xJ

* 3 :
i = ('fi, xJ> es la coordenada del vector X3 con respecto (3.2.4)

al eje fi, cuando {fi/i = 1,2,...,N } es el sistema
de coordenadas de F.
Por las expresiones (3.2.3) y (3.2.4) tenemos que:

* *
€ . es una representaci6n del caracter j en E

e

- . - . . *
fi es una representacibén del individuo i en F

En el espacio de los individuos E, la base { ei/i=1,2,...,p}

representa (cada ej), el individuo que solo posee la caracteristica
j-ésima. Asi e;: E ——> R le hace corresponder a cada individuo
el valor de la caracteristica j en él. Asi es l6gico de acuerdo al
sentido de la palabra llamarlo representante de la caracteristica j.

*
La interpretacibn es similar para fi'

3.2.2 Mplicaciones Asociadas a las matrices X y X':

Sea:

%
la aplicacién que a la representacion del individuo i en F le hace
corresponder la representacién del individuo i en E. Es de inmediato
por la definicién de la aplicaci6n X; que la matriz asociada es la

tabla de datos X; de acuerdo con las bases que estamos considerando.

La aplicacién traspuesta:

*x
X': E ——> F
e — xJ X'(e})
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*
es la aplicacibén que a la representacibon del caracter j en E le hace
corresponder la representacibén del caracter j en el espacio F. La
matriz asociada a esta transformacion en las bases anteriormente espe

cificadas es la traspuesta de la matriz X.

METRICAS EUCLIDEANAS PARA MEDIR LA PROXIMIDAD.

3.3.1 "Métrica en el Espacio E de los individuos"

Sea Dluna métrica Euclineana en E; i.e.
X€E, yeEs dioy) = N (x=y)'D(x-y) = fix-y|],

*
Pretendemos definir una métrica W sobre F tal que:

\/x.,xi € Eﬂ

d(xi,x.,) = | x;-x

1 F-FL 1, = dF )

#llp =

donde X(f:) =X, Y X(f ) = X4

Caracterizemos a W.

D(x;,x;) = < DIx;), X

1 1 1

< (DoX)(F) X(F ) >
< (X'oD o X)(f:),f:b - <w(f:),f;.>

por la definicidén de aplicacién traspuesta que damos a continuacion.

Al
sea y e.F*, X € E, tenemos entonces que:
<y, AO> = y(A)) = [Ayn ] (0= < Ay, x >
Para que X' 0 D 0 X sea un isqmorfismo X debe ser inyectiva y X es
inyectiva &= ker(X) = {0}‘¢===v‘rang X = dim. oo rang X' es decir

si p< n. (son p vectores n-dimensionales) entonces X' 0 D o X no es
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un isomorfismo.

Propiedades de W = X'o D o X.

Como D(xi,xf) = D(Xf,Xi); D es simétrica y bilineal y

(S f D W
(fl, i' ) = D(Xi,xi‘) = (Xi"xi) = w(fl' ,fl)
*
W es simétrica y bilineal, recordando ademéds que (F )* z F.

Dado que:

* * * K *
M(FLLE) =[00KET),X(F7))= 0 = X(F)) = 0] (0 es definida)

* *

Pero X(fi) = 04==$»fi = 0 ¢&===bX es inyectiva. Por lo tanto W
es definida si X es inyectiva, asi si X no es inyectiva, W no es un
isomorfismo, y tampoco estd definida.
Como X es inyectiva si rang (X) =n entonces:
Si nyp y dim(ker X) > n-p = W no es definida.

*

Ademds como w(f:,f:) = D(X(fi), X(f:) > 0 entonces W es positiva.
Resumiendo W es bilineal simétrica semi-definicién positiva.
Asociada a esta forma bilineal simétrica semi-definida positiva W,
estd la forma cuadratica semi-definida positiva W, que verifica:

Wit 2: donde X(f; (3.3.1)
I(f;) = []x; 11y donde X(f;) = X,. -3.

3.3.2 Métrica Euclidiana en el espacio de los caracteres:

A partir de una métrica k en el espacio F de los caracte-
res con la cual se medird la proximidad y la colinealidad, deseamos
una métrica en E* (espacio de las representaciones de los caracteres),
que verifique lo siguiente:

Para todo a € E*; Itall, = [{x'(a)]].
De manera similar a lo anteriormente desarrollado esto equivale a

asociar a el isomorfismo (métrica en F)
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la aplicaci6n lineal:
L:E —
donde:
L=xo0kox'

L es una forma cuadratica semi-definida positiva con las siguientes

N .
propiedades; si X'(ej) = X (3.3.2)
e e e I_x312 para todo (j,j')€dxd (3.3.3)
-e.) = ry —e. ) = - a todo (j, X .3.
Llej-ey) = Llej-ey s ey-eq ) = [[xT-x7[[} P J»J

R x
si X' es inyectiva entonces L es una métrica Euclideana sobre E ;

b

tal que:
* X i d
||ej'ejJ|L = | [x7-x ||k
Resumiendo tenemos:
*
E X F
diagrama 3.3.1
D L W1llK
E* S >F

W=x"0o0DoXylL=xo0kox'

Ademas tenemos:

¥ i = 1,2
x(fi) = Xj i=1,2,...,n
* J .
x'(ej) = X j=12,...,p

A los isomorfismos D y K estdn asociadas: las métricas D y K en los
espacios E;F de individuos y caracteres respectivamente; y ademds
las formas cuadrdticas y formas bilineales semi-definidos positivos

Wy L; que verifican la siquiente propiedad:
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* % i3
L(e¥_ _ J_iv,2
( j ejl) = ||X X ||k (3.3.4)
* * 2
WiFg-f) = [Ixg=xp g (3.3.5)

3.4 FORMA CUADRATICA DE INERCIA Y CENTRO DE GRAVEDAD.

Hasta el momento tenemos que cada individuo i est& representado

por un punto o vector X de E = lRp; en particular a la tabla de datos,

esté asociadajla nube [ﬁ:‘de los n-individuos; | M{C E = IRD.

Consideraremos ademds asociados a cada X; de la nube los pesos Pys

donde pi> 0; _Zpi

=i

1

Definicién 3.4.1

Proximidad de la nube | M| a un punto beE: es el valor;

I = > 1 1%;-b] 1% = 20 pid®(x;,b) = 2 p,D(x;-b, x;-b)  (3.4.1)

El valor L también es conocido como el valor de la dispersién de la

muestra alrededor del punto pivotal b.

Definicion 3.4.2: Centro de gravedad de la nube: es el vector:

p >
9 = {57 pi xi; xiEE; pi>0 t:‘pi =1

cuya j-ésima coordenada es la media ponderada del j-ésimo caracter

N S . -
g° = zi; p X, en la base canbnica { e;li=1.2,....p } .

Proposicién 3.4.1: El punto del espacio de individuo E, que estd mas

préximo a la nube de puntos es su centro de gravedad.

Demostracioén:

x;-a = (x;-g)+(g-a)
||xi-a||2=||(xi-g)+(g-a)||2=D((xi-9)+(9-a),(Xi-9)+(9-a))
=D((x;-9),(x;-9))+D((x;-9),(g-a))+D((g-a),(x;-9))+D((g-a),(g-a))

=I|Xi-9||2+|Ig—a||2+2o((xi—g),(g—a)) (3.4.2)
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Al considerar: :E:Zpl D(( X5 -g) :E:?Dl x -g),g-a)

=D(0,g-a) = 0

2 2
2 pillxi-gl1° + lg-al|

Por lo tanto Ia

QI
-E;—-_ 2D(g-a) = 0; donde D es la matriz asociada a la forma (3.4.3)
a
cuadrética.

Sabemos que ella es definida positiva y por lo tanto.
3.3.4 implica que

g-a =0
as{ g=a

Valor minimo del momento de inercia.
. 2
=D pi [1x;-9l]

Si consideramos el espacio E, de los individuos con su origen

colocado en el centro de gravedad de la nube; tenemos que el valor

de I :
e g es

. 2
1y = 2ot LIxl| (3.4.4)

3.4.1 Métrica de los Pesos:

Dados los isomorfismos D y K entre E y E*; espacios de
individuos y espacio de las representaciones de los caracteres y
entre F y F* espacio de los caracteres y espacio de las representa-
ciones de los individuos. Tocdo lo tratado para el espacio de los
individuos E, es valido para el espacio de las caracteristicas.

Consideraremos a los caracteres centrados, es decir gJ =0

para j = 1,2,...,p; asf el centro.de gravedad de la nube [E[‘ es el

origen del espacio vectorial de los caracteres F.
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Dado que estamos considerando caracteristicas con conjunto de

modalidades finitas y considerando los pesos p; como las probabilida

des de que la variable j-ésima caracter asuma el valor xﬂ tenemos:

. n .2 i -
var (XJ) = > kaﬂ = B3 -(E(x)= 0) (3.4.5)
k=1
. - n . . A
cov (X)) = 3 pxd k= E(XIX) (3.4.6)

k=1
A continuaci6bn supondremos que el espacio de los caracteres F, esta

provisto de la métrica de los pesos definida asi:

D (Fi.fy) = 0, 141" (3.4.7)

2
D (f.) = |If. = , dond 0 3.4.8
p( i) I 1||p P; nde p, >: ( )

la matriz de la forma bilineal simétrica definida positiva es segin

la expresién 3.3.3, 3.4.7 y 3.4.8

Dp(f1,f1) Dp(f1,f2) e Dp(f1,fn) P, 0 0
Dp(fz,f1) Dp(fz,fz) ces Dp(fz,fn) i 0 P, ... 0
Dp(fn,f1) Dp(fn,fz) een Dp(fn,fn) 0 0 ... p

Recordando el producto interno definido por Dp:

oy o< X e, 2 d > 2D xﬂ x{ < o>

pths AT TN T -
j W3
.
= cov (X3, X3 )

por lo tanto la distancia Euclidea, asociada a Dp es:
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d(xd, Y - \/ <o xod's L \ (o3 ye Dp(xj-xj' )

Q¢§:pk(xg_xi')2 (3.4.10)

e e

J-y3
= var(X = mA
| Vvar (723" < (jx-x0
desarrollando (3.4.1), aplicando (3.4.5) y (3.4.6)

L . . . .
203,33y = var(d-x3') = var(d)evar(d ' y-2 covixd 3"y, (3.4.11)

Por diagrama 3.3.1, y las expresiones 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3
* J jl .] J'l
L(e.,ejl) = Dp(X X0 ) = cov (X7,X7 )

V(e)) - V(ej*,ej*) - Dp(xj) - var(xd) = |12

ol %

i.e considerando en el espacio de los caracteres la métrica de los
pesos, la varianza del caracter j; es su norma y por lo tanto la

distancia del caracter j al origen, que segln lo considerado es el
centro de gravedad o centro de la nube que coincide con el origen

del espacio.

3.4.2 Dualidad:
Considerando las matrices X,X'y Dp asociadas a las respec-
tivas aplicaciones del mismo simbolo segln esquema de dualidad 3.3.1
tenemos que la matriz asociada a V es:
v= XD X

P

sea X = (X1 X2 - Xn); donde Xi es el vector columna del i-ésimo

individuo.
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XD, = (X, X, X3 ... xn) P, 0...0
0 p2.. 0
] = (PyXy PoXy oen P X
0 0. pn
y
]
- I
V = XDpX = (p,X, PXp -n PX) X,
]
X2 n | A
: = p1x.x. = V(x) (3.4.12)
. = i%i
Xn

Asi V es una estimacién de la matriz de covarianza del
vector X (individuo) obtenida a través de n-valores (Xi) de la

variable vectorial individuo x.

3.4.3 Relacibn de Finura entre caracteres cuantitativos:

(cualitativos). Equivalencia entre caracteres cuantitativos.

(cualitativos).

En la definicion (3.1.3) se defini6 la relacion de finura entre caracte
res cualitativos con modalidades no-ordenadas. Definimos ahora la
misma relaci6n pero entre los caracteres cualitativos con modalidades
ordenadas.

Definici6n 3.4.3:

Sea x e y dos caracteres cualitativos con modalidades ordenadas

x es mds fino que y si se verifica la siguiente condici6n:

xig Xj = yi\<yj para toda pareja (i,j)

0

XXy =>byj<y; para toda pareja (i,j).
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i.e. si el orden inducido por el caracter x es igual u opuesto al
inducido por y .

Definicién 3.4.4: caracteres equivalentes

X = y¢&d x es menos fino que y y y es menos fino que x.

Definicibén 3.4.5:

Sean x y y dos caracteres cuantitativos.
X es menos fino que y si se verifica la siguiente condicidn:
existe una funcién continua f tal que y = fox.

Definicién 3.4.6: caracteres cuantitativos Equivalentes:

sean x e y caracteres cuantitativos, x e y son equivalentes si existe
una funcién estrictamentecreciente o decreciente es decir una biyec-
cibn tal que y = fox.

3.4.4 Método Practico para determinar la equivalencia entre caracte-

res cuantitativos.

x e y son equivalentes si verifican una de las dos condiciones.

Sean xi e yi realizaciones de los vectores x e y

(a) Yi =X ¥ b, i=12,...,n

(b) y; = ax; + b a=br(x,y) = Y12 1,2,..0,0,

donde r(x,y) es el coeficiente de correlaci6n entre el caracter x e y.
Si consideramos la representacién de los caracteres x e y como puntos
0 vectores del espacio an, la correlacién estimada es el coseno del
angulo comprendido por los vectores x e y. Asi cos @ = Ty sii lo§
vectores x e y tienen ya sea la misma direccibn, magnitud y sentido

o igual magnitud y direccién pero sentido opuesto es decir; la condi-
cion (b) se expresa y = T X: donde y e x son los vectores x e y cen-

trados, es deciry =y - Y& e x = x - X¢ ; donde €= (11...1).
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Para la condicién (a) tenemos que i = xi+b; yi €s el trasladado
de X5 tienen como vectores la misma magnitud, direcci6n y sentido
que X;, asi al proyectarse sobre EL ; cada uno de ellos, esta coinci
de, (en magnitud y direcci6n y sentido);asi son iguales, al trasladar
§e los vectores yi—yij, xi—iij también son iquales, es decir x = y.

En la practica las condiciones (a) y (b), se pueden referir a los
casos siguientes:

Si x e y son vectores de alguna caracteristica la misma de la
cudl se estd midiendo el tamafio con alyln aparato.

(1) x e y; pueden diferir por la elecci6n del cero del aparato

(condicién a).

(2) x e y pueden diferir por la elecci6n de la escala(metros, centime-

tros, pulgadas).(condicién b).

(3) x e y por cambio en los dos aspectos anteriores.
Equivalencia entre Individuos.

Solo se considerard el caso en que nos interesa la forma es decir
si dos individuos tienen la misma forma, o tienen caracteristicas
semejantes en el sentido de homotecia,0 como la traslaci6n no cambia
la forma, tenemos:

X; e xi1'son equivalentes sii Xi = axi+c.
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3.5 ANALISIS EN COMPONENTES PRINCIPALES.

Notaciones:

(M, E, M)

[M] : nube de puntos de E.

E : espacio Euclideano.

M : métrica Euclideana sobre E.
(1, dI):

I: conjunto de individuos.

dI: distancia sobre I.

Recordaremos,de las notaciones anteriores, las que serén utilizadas,
en esta seccién.

Los n elewentos i de I se consideraran provistos de masas P> donde

p; > 0, Zpi = 1.

i=1
El centro de gravedad de la nube C E; coincide con el origen del
espacio.
La métrica considerada en el espacio F de los caracteres es la de los

pesos,Dp.

Esquema de Dualidad.

F- |[lf< X F*

MV Dol | W
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donde Xj =

Definiciébn 3.5.1. Imagen o Representaciébn Euclideana.

([:], E, M) es una representacién euclideana de (I’dI) si existe

una aplicacién.

I—E

tal que

h(1) =
dy(i,1') = de(h(i),h(i") = l|h(i)—h(i')||M\/(i,i')€IxI
Dado que,si existe una imagen euclideana existe una infinidad,

establecemos la siguiente relaci6n de equivalencia.

Definicibn 3.5.2. Imdgenes Euclideanas Equivalentes:

(M1, E, M) y (, E, M,) son equivalentes si existe una biyeccién.

f
[:] —> (M,

tal que:
|1FOx)-F O [y = [1x=x;0 |y para todo (x.x,,)e [M] x .
1
De este conjunto de imégenes Euclideanas equivalentes, la mas

simple, es la que tiene el espacio Euclideano mas pequefio, ya que

cada individuo sera entonces,representado por pocas coordenadas.
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Asi veremos mds adelante, que el A.C.P. tiene como objetivo simplifi-

car una imagen Euclideana, asociada a priori.

De manera similar a la definicién 3.5.1, ([:], F, Dp) es una

imagen o representacién Euclideana de (J, d Si existe una biyec-

J)'

cibn entre J y F, tal que dj(J,J') = ||Xj - Xj'||Dp-

Recordemos ademds que: a la aplicacién lineal V = X o Dp o X'
estd asociada una forma cuadrdtica semi-definida positiva V sobre
E’, la forma cuadratica de Inercia sobre E; cuya matriz es una estima

ciébn de la matriz de covarianza del vector individuo x, donde enfa-

tizamos que X; es una realizacién del vector individuo x.

En forma semejante, a W = X' o0 M o X aplicacién lineal sobre F*,

estd asociada la forma cuadrética semi-definida positiva W.

3.5.1 Procedimiento en el Analisis en Componentes Principales.

Este procedimiento fue ideado por Pearson en 1501 y se

llama "planos de ajustes cerrados".

Para cambiar una métrica M sobre E, a una Euclideana,
necesitamos considerar una aplicacién lineal T; que es
biyectiva, llamada isometria; que conserva las distancias; tal

que;M = T' o Ip o T. Representada en el siguiente diagrama:

e T

>F
M JIP
T E

M=T"'01o0oT
p

*
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de donde resulta que las dos representaciones

([ﬁ], E, M) y (T [:], E, Ip) son equivalente; siendo T la
biyeccién f; (para ello basta que n sea mayor que p con la
siguiente propiedad):

||xi-xj||M = ||zi—zj||I donde Z; = Tx,

P
El cambiar 1la métrica a la Euclideana tiene la ventaja que

las proximidades de los individuos va estar dada por la longi-
tud de los vectores que los unen (los Xi)‘ Pero ademds de
esto buscamos una representacién lo més simple posible (la de
menor dimension). Asi determinaremos
(a) El punto de E més préximo a la nube.
(b) La recta afin m&s pr6xima a la nube.
(c) El plano afin mé&s proximo a la nube.
y asi sucesivamente. Generalizando lo que necesitamos es
un indice, para medir la proximidad de la nube a un sub-

espacio afin de E.

3.5.2 EIl Subespacio Afin més prbéximo a la nube [E]

El punto m&s préximo a la nube:

En la proposicion 3.4.1 se demostré que este punto es el
centro de gravedad de la nube. Como Ig mide la despersiobn
alrededor de g; por (3.4.4) la nube [Eﬂ estd concentrada en el

punto g si

. 2
1= 2l l1% = o
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La expresion (3.4.4) la podemos también expresar de la
siguiente forma:

dado que ||xi||2 = <X{X> = M(xi,xi) = x; M x,; donde Mes la
forma bilineal simétrica definida positiva y a la vez la matriz
asociada en la base canbnica.

como xi M xi es un ndmero:

traza (xi M xi) = traza (xi xiM) (3.5.1)
asf

Ig = zzbi||xi||2 = EZbi traza x; xM (3.5.2)

= traza ((;Z;pi X x;)M) (3.5.3)

y por la expresion (3.4.7) resulta:
Ig = traza (VM). (3.5.4)
de donde podemos observar que g e Ig son las correspondientes

definiciones de media y varianza pero para el caso multidimen

sional; g es un vector,Ig es un nGmero.

Momento de Inercia con respecto a un subespacio afin.

L . A
Sea E =W @ W; donde W es un subcspacio de E. y W es el

suplementario M-ortogonal de W; es decir:

M= (x1,x2) = 0, para todo X W y todo X W (3.5.5)
VVl
X, m — — — —
;/ 3,
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— L i -—
asf X -O(i + E’i donde °<i€ Wy B;€ WS i=1,2,...,n

es decir
E’i es la proyecci6n M-ortogonal de X5 sobre W segin la direccién

i

de W™ ; asi

||xi—o(i|| = ||£;1|| mide la distancia o proximidad del punto

X5 al subespacio W.

Definici6n 3.5.3: Proximidad de la nube a un subespacio vectorial W

es el valor numérico.
n

2 L
[ = 2— pi[IB;117;s donde ﬁ)ie W

W i=1

conocido como Momento' de Inercia de con respecto a un subespacio

Vectorial W de E.
De manera similar

n
Ii ° Zpi HO(i ||2 mide el momento (la aproximidad)de inercia de

la nube [M] con respecto a W

Proposici6n 3.5.1: Sean Ay B = (I-A) los proyectores asociados a

L

la descomposici6n en suma directa de E =W @ W™, entonces ellos

son idempotentes y M-simétricas.

Demostracibn:

Sean x ,y € E; M-forma bilineal simétrica definida positiva, ademas

A(E) = W, B(E)= wl ; asi A + B = In’ y wl es el suplementario

M-ortogonal.

M(AX,y) = M(AX, In y) = M(Ax, (A" + B)(y)).

M(Ax, Ay) + M(Ax,B(y))
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Como AxeW y B(y) € wl y ellos son M-ortogonales M(Ax,By) = 0.
asi

M(Ax,y) = M(Ax,Ay)
Por la bilinealidad de M resulta también

M(x,Ay) = M(Ax,Ay) === M(AX,y) = M(x,Ay).

Veamos ahora que M(Ax,y) = M(x,Ay) implica
MoA=(MoA)' =A"OM

Si consideramos a M como el isomorfismo asociado de E en E*,
tenemos que:
M(Ax,y) = < M(Ax), y»=<x, M(Ay)>

por el siguiente diagrama y dado que M es un isomorfismo.

3 A N
M M

VY ox A: V*_

E <« E

tenemos que < (Mo A)(x),y> = < (A o M)(x),y> Vx.y

asi MoA=A"oM= (Mo A)' por lo tanto A es M-simétrica.

Proposicibn 3.5.2:

La nube [:] es un subconjunto de W, estd concentrada en W sii su
momento de Inercia con respecto a W es cero, i.e. sii el valor de

su proximidad a W es cero.
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Demostracién:

. 2
Si Iw=Zpi|Iﬁi||=0.=l>como p; > 0,y HﬁiHZ)O

entonces ILgillz

=0 =|>Bi =xi—<>(i =0=i>xi =°(i€w
Si @CN:»QH = X —o(;=0 para i = 1,2,...,n

Proposicién 3.5.3: El momento de inercia con respecto al origen

del espacio E es suma de los momentos de inercia con respecto a

Wy wh
Demostracibn:

Por teorema de Pitagoras.

o= opslIxll = opylley #1172 = Toy a2 1g, 1)
T oglle 112+ Yo B H°

IW‘L + IW

I

I
g

Definicién 3.5.4: Aplicacién M-simétrica.

Una aplicacién A es M-simétrica si

M(Ax,y) = M(x,Ay) para todo par (x,y)

i.e. A*oM=(MoA)!' =Moo A i.e. A es M-simétrica si Mo A es

simétrica.

Proposici6on 3.5.4. Sean Ay B = (I-A) los proyectores asociados a

la descomposicién de E = W @ NJ; entonces

I, = traza (VWM(I-A)) y I 1= traza (VMA)
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Demostraciotn:

Dado que:

—
1l

W= oI I1% = 2 p (1A ||
2P (I-A)x;)" M(I-A)x,

siguiendo el mismo procedimiento que en (3.5.1) a (3.5.3) tenemos
que:

- - 1 - ]

= traza ((:E:Qi(l A)xixi (I-A)")M)

= traza ((I-A)V(I-A)'M)

traza (VM(I-A)(I-A)) por proposicién 3.5.3 y
por propiedad de las trazas

tenemos:

I traza (VM(I-A))

W
L= Sop; Hali? = Do a1
2 p; (AX ) M(AX, )

traza AVA'M por propiedad de la traza

traza VMAA
traza VMA

Sea w1 un espacio afin de direccibn W; es decir
w1 =W+ a; donde a € wL
as{ todo x € E, se puede expresar como suma de w1 y wl donde

whow, = {a
x. = & Pt B P = (oL |t a) + ( ﬁb i-a)

1

(o +a)e, y (P -a) e wh
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Definicién 3.5.4:

Momento de Inercia con respecto a un subespacio afin:

_ _al12. L
Este nlmero mide la proximidad de la nube al subespacio afin N1.

Proposicibén 3.5.5:

2
Iw1 =1+ | 1a]|

Demostracién:

3 2 < 2 & 2 &
= 2 ol 1p 112 = Do lal1? + Yo 11 g 1172 SpyM(p
] L=t (= =1

(por procedimiento similar al de la expresién 3.5.3).

como

||a||2 pues §:pi = 1 (3.5.5)

< 2
2>p; llall
Ademds, dado que

dado que Zpio(ievw p; B; e wly unwt {o}

n
il

entonces

2% = PPy =0
asi

Zpi M(R;.a) =M(Sp; p;.a) = M(0,a) = 0 (3.5.6)
por (3.5.5 y (3.5.6) se da que:

2
= 1+ el (3.5.7)
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Este teorema nos dice que: el momento de Inercia de la nube
[M] con respecto a un subespacio afin N1 es el momento de inercia
con respecto a su direcci6on (W) més el cuadrado de la distancia

recorrida en la traslacién.

Corolario: El subespacio afin de dimensién k, mds préximo a la

nube [:1 es el que pasa por su centro de gravedad.

Demostracién:

Por (3.5.5) tenemos que:

donde W subespacio de E; g = 0 & W.

Por proposicién 3.5.3 y dado que si W = w1 @ w2 donde wﬂl/'. w2; se

1+ Ti (3.5.8)
1 2
por lo tanto I =1 -1 ,4-1¢ (3.5.9)

da que I“L = Iw

Proposicibén 3.5.6:

Todo subespacio W, ,» de dimensi6n k+1; para el cual I es
k+1 Wi
minimo; contiene un subespacio wk; de dimensidén K para el cual Iw
k
es minimo.
Demostracién:
Dado que:
dim (wk) = n-k
. . Ly - et
y == dim (wk+1) + dim (Nk ) = n+
dim (M, ,) = k+1

k+1
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; 1
de donde dim (NK+1f\ W ) > 1
por lo tanto existe un v # 0 y que VG.(NK+1(\ Wt) de esta manera

podemos expresar

W = [&\/ @ R; donde E&V es la recta generada por v y R es un

S.e.v.k-dimensional suplementario D-ortogonal a
lxv en Nk+1‘

Consideremos ademds otro espacio U de dimensién K+1

tal que:

por la expresi6n (3.5.8) y (3.5.9) tenemos que:

I 1 =IA_L+IL I =1 - T11-11

W1 v R et 9 By R
y G=b
1+ =1 1 +1 5 I, =1-1,-11
U AV Wi U g At Wy
Como I =1+ 11 entonces I —es minimodt=——H I , es
W W W W
k k K k
maximo, entonces I 1 > L1 yast 1 = > 1, .
kK k+1
y
I = =1 I
Wi u Wy R

De esta manera tenemos: U =4, + Wy Y IU = Iwk+1

ellos nos dicen que a partir de todo subespacio wk de dimensib6n k,
con momento de inercia minimo, se puede construir adjunténdole
una recta [;V: M-ortogonal, un subespacio U, de dimensién (k+1)

con momento de inercia minimo.
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3.5.3 Momento de Inercia con respecto a una recta Ay con

u

respecto al hiperplano M-ortogonal A’h

Sea UE E, ||u]] = M(u) = 1

Au la recta engendrada poru

- L. - WL
E—AU+AU,X]'_—‘“1+51’ dleAU .Y bleAU
Asi

2 2
u
son los momentos de inercia de la nubeTI/!:[ con respecto a la

recta vectorial Au y su hiperplano suplementario M-ortogonal

A‘t y por (3.5.3 ') tenemos que:

= traza (VM) = 1 + 1
Ig ( ) Au At

ademas como O(iG.AU , existe c; € R tal que &, = c,u

D(x; uj = D(O(i + ;51 u) D(O(i,u)+D(?>i,u)

C. (3.5.10)

D(xi,u) i

(Dado que D(g)i,u) =0y D(o(i,u) = D(ciu, u) ciD(u,u)

= C,
1

sea L = DueE * la forma lineal que a todo xié E, asocia la
coordenada de su proyeccién M-ortogonal sobre Au segln la
direccibn A";

Sea

c = X'L =.X'ODueF
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que en el diagrama %
3 X F

N\

E#

Asi tenemos caracterizada por la recta [&u a

L: la forma lineal L =D, ; L{x.) = L(c’(i + Sbi)

i L(ciu-rﬁi)

y el vector ¢ = x'L = x'Du € F.

y asi podemos expresar:
- 12 2 2 2
IA.L = ZDIHD(IH =Zpillciu|| =Zpi Ci = ||CIIDp
u
Por (3.5.8) y (3.5.9) tenemos que:

||c||§ = L(L) = Dp(c); donde L y Dp son las formas cuadraticas

asociadas a las bilineales del mismo simbolo.

Observamos que:
L(L) = <L(L), L>D=XL o DU,DU> =<Dolo Du,u>; L € E*
asi definimos la aplicacion:

E _JQ_9_£_9_9> E* a la cudl se le puede asociar la forma

*
cuadrética definida sobre E .

L(L) = < DolLoDuu>=DolL oD{u (3.5.11)
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Proposicion 3.5.6:

CA‘:’ === D(u, L 0 [,) = 04== ueKer(L o D)

Demostracion:

por proposicién 3.5.1 [M] € A‘LLJ = Ipl =0
u

||C||§ =D (c) = L(L) =D(u,L o Duj) =0
0 .
D> u€&Ker (L o D)

Proposici6n 3.5.7:

I I
<
AJ‘ AVDU Au
@¢ U=P
I =1 =P VDU = Au con A4 0.
A Yy T
. VDu
Demostracibn:
Si || ul| #1
I o= >y 1ok ]1% =S pDlet o) =57p Dy
AL T 2Py TR = 2 PyRie 4 &y i ,
u [ ful| [ull
Por la expresi6n (3.5.7).
2 2
L. 2 Pi% o( u u)zzpici=D(u,LoDu)_DoLoD(u,u)
Au D™ (u,u) D(u,u) D( u, u) D(u,u)

resumiendo, tenemos que:

si D{u,u) # 1 entonces IAu = Qé%jtgygil (3.5.12)

ademés, dado que: L o DUEE
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- _D(LoDu,LDLDW _DLD(LDu, LDU)
A oou D(LDu  , LDu) D(LDu , LDu )

Por la desigualdad de Schwarz.

(0(u,Lou))? < D(u,u). D(LDY, LDu)

no

(DLD(u, LDu))”™ £ DLD(u,u). DLD(LDu,LDu)
e: D(u,LDu) = DLD(u,u) # o 4 D(LDu, LDu) = DLD(u, LDu)

de donde:

D(u,LDu) o DLO(u, LDu) , DLD(LDu, LDu)
= x
D(u,u) DLD(u,u) D(LDu , LDu)

I,4 > I, L gl < 1
Dy AW A|_Du AN

Ademas: I =1, =——p((u, LDu))? - D(u,u).D(LDu,LDu)
A A / s

LDu u
Como la forma D es definida,entonces, u ﬁf Ker (VD)

se tiene asfi

I =1, —=pLDu=Au con A% 0
ALDu AU *

por la proposicién (3.5.6) y por (3.5.7) tenemos que
LDU = Au == Int = A (3.5.13)
u

demostrandose que IA es minimo si upertenece al subespacio
u
propio asociado al mayor de los valores propios de VD.
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3.5.4 Estudio de los valores y vectores propios de la matriz VD.

Recordemos que:

Al isomorfismo D:E ———> E* estdn asociados:
(a) la forma bilineal simétrica definida positiva D.

(b) la forma cuadrdtica simétrica definida positiva D.

y que a la aplicacién lineal V =X o Dp o X': E*—> E.

estdn asociados:
(a) la forma bilineal simétrica semi-definida positiva V.
(b) la forma cuadrética simétrica semi-definida positiva V.

*
Asi VobD:E PS¢ LI

Por lo tanto:

V o D es una aplicacién lineal de E en E con 1as siguientes

propiedades.

1) V oD es D-simétrica, i.e. (VoD)'oD =DoVoD=(DoVoD)'

2) Si V es regular o inversible entonces V o D es V_1=simétrica
ie. Wlowon) =v'ovon.

Ademds, tenemos lo siguiente

(a) Los valores propios de V o D son todos reales y se
denotaran:)\1>,>L2> )Ap.
(b) E=E1eEze...eEk=@Ek=e{Ei/1=1,...,k}
donde { Ei/i = 1,2,...,k.} es el conjunto de los subespacios
propios asociados a los k-valores propios diferentes.
i i 4 j R
iips—=> &

(c) Z5 dim (E,) = P, EinEjz{o} siij
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(d) siVes invertible, E, —br Ejsii4j
v
(e) Los valores propios de V o D son todos positivos o nulos.

(VDu= Au == A =1L > 0)
u

(f) Se puede construir una base { Ui/i=1,2,...,p} D-orto-

normado de E, con la ayuda de vectores propios de VoD.

Ejes y Planos Principales.

Definicidén 3.5.6.

Primer Eje Principal.

Es el eje Au , generado por u , vector normado para el

cual IérL es maximo.
u

Proposicidén 3.5.8.

El primer eje principal es el ejeZXu1generado por el
vector uy vector propio normado asociado al mayor de los
valores propios A.1, de V o D.

Demostracibn:

Fijada la base { u;/i=1,2,...p } D-ortonormada de los
vectores propios de VoD, todo vector U se escribe de una

{inica forma:

p
u = D ST

i=1 i i
donde:

ol = dlwa) = Do vy Y& uy)  (3.5.14)
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y ademés por (3. 4.1)

I
v

AL = D(L o Du,u) =D(LoD(Zo(i ui),zo(iui)

e (3.5.8) tenemos; por la bilinealidad de D y dado que la

base es D-ortonormada lo siguiente

2 2
[u|]® =y a8 =1

De la expresién (3.5.15) obtenemos lo siquiente:

M';
Qc
ZM
= .2
MM
SZ SL
1} 1]

D( :EZ ol Ay Ug» ZZ:cxi Ui) por ser los

propios de
:Ei )~ =1 L por la bilinealidad de Dy
base es D-ortonormada.
donde I :%;

i=1 1
2

con la restricci6n de que ;E% C(i =1
1_

o

que de ser méximo; i.e. ug es el vector asociado a

—_
.o

mayor de los valores propios y tal que || u||2 =
D(L oD (u), u) =D(X, U, u) =% A, < A,

e
debemos tener que 0<1 =1, 0(2 =<><3 = ...

'8

(3.5.13); asi vemos que U = zit*i u, = u1, i.e.
U es uno de los vectores propios de 11

Asi el primer eje principal, es el generador por u
propio normado de V o D, asociado al mayor. de los v

propios A :

(3.5.15)

ui vectores

L o D.

porque la

)1 el

0 por

; vector

1’
alores
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Esquematicamente:

(Lo D)( M1) = 11 M1 entonces IA&‘ = A
u
Parte de la Inercia explicada por [&u

L =19 - L = t.(VD) - ,11
Uy Uy
sabemos ademés que: 2
1
— — ' =1
cC Au1<1=(>IAu1- 0 ¢—=> )\1 = traza (VD)¢=¥>traza VD
M ﬁ/Au =—-1>I > Q0edtraza (VD) > )\14=1> l—1——— <1
1 by, trazaVD

Definicién 3.5.7.

parte de la inercia explicada por el primer eje principal

ZS es el valor
Ui

A1

traza (VD)

Observaciones.

Al eje principal AU estdn asociados:
1
*
en E (espacio de las representaciones de los caracteres)

El primer factor principal (o forma lineal principal)

*
Du1 = v1££ E

en F: (espacio de los caracteres)
La primera componente principal:

_ 1 _ !
¢y = X V1 = X'0 Du1

c% = D(u1,xi) = V1(Xi) es el valor de la primera componente

principal en el individuo i.
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Proposicién 3.5.9:

La primera componente principal centrada tiene varianza
igual a }1.
Componente principal centrada:

i _ : - _ :
Zipi c1 = Dp(J,C1) = 0; donde J = . le F:

o
o
]
o
—
—
(@]
-
o
N
n
(]
o
o~
(@]
—
 —
1]
[
o~
<
—
o
1l

DoVoDolu,)

I
>

3.5.6 Plano Principal.

Definicion 3.5.8.

El plano principal P es el subespacio vectorial de dimen-
si6n 2, con momento de inercia minimo.
Por la proposicion (3.5.5) tenemos que el plano principal P
puede formarse de la siguiente manera:
(a) Con el eje principal Au1

(b) y el eje A\  engendrado por el vector normado u,
u

D-ortogonal a uq , con momento de inercia minimo.

Asi para determinar P, lo que debemos buscar es el vector u,
D-ortogonal a Uy y tal que Ip sea minimo.
t

Como I es minimo ¢t—H IAL es maximo,resulta

que: 1 AL = Do V o D(u) maximo
u
con las restricciones | u||2 =D (u) =1
D(uy,u )= 0

Dado esto, es conveniente considerar en E, como base, la de los

vectores propios D-ortonormales:
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Sea
p
IAL = 25@12 A
| N i"i
i=1 i i=1 i

D(usuy) = 0(1 =0

Por razones similares a las dadas en (3.5.14),(3.5.15), se da
lo anteriormente expuesto.

Por lo tanto:
IA{]SRz y IA:Lu es maximo e igual a 12
i d = - - = 4 =
si &, =1y Ci1 0(3 eee Okp 0
asf U es uno de los vectores D-ortonormales de V o D asociados
a );2.
Asi el segundo eje princinal es el eje [Su engendrado por Uy
vector propio normado de V o D asociado al valor propio ).2.

Resumiendo tenemos:
IA_L =AZ) (VOD) U2=12U2

Ip_L =IA—L + IA_L = X1 + Az
U1 u

A >
I, = traza (VD) — (A1 4—)2)

Asi
SEYY.

[ﬂ] C P<k==#>1p =0 &> traza(VD) que es la parte de la
Inercia explicada por el plano principal .p.

Tenemos ademds que al segundo eje principal estén asociados:
en E* el segundo factor principal: V2 = Du2

en F la segunda componente principal: c2 = X'V2
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3.5.7 Subespacio Principai de Dimensién k.

En forma semejante a todo lo anteriormente expuesto

El subespacio principal W , de dimensién k; el més
préximo a la nube, en el sentido del momento de inercia, es
el generado por los k-primeros ejes principales,

Au1,Au2,..., Auk

donde (V o D)( “i) = li u; =12,k

y ademés:
J— = . = .
I e . A_l 1 1 ,2, ,k
Iw.l_ = % 1 I a . = % 1 ]-

i
k
- - Z A,
Iw = traza (VD) i=1)1

y la parte de la inercia explicada por el subespacio W es
X
2_ A
i=1

traza (VD)

Continuando los lineamientos de lo anterior.
_ 27 A
LMJ C: w q====P I = 0 q==4> —l:l______“= 1

W traza VD

A los ejes principales Lsu_ estan asociados en E*.
i -

Los factores principales D uj = Vi

en F: Los componentes principales: cl - x'Vi = X'o Dy,
— i

La componente centrada ¢ tiene varianza A‘i

n .
ZZ; picg =D

n
) = > iy )=
b (g.cj) = 0 j>=—1 pj(ci) = Dp(c1)—>\i

P
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3.5.8 Dualidad:
Para considerar la dualidad es necesario recordar lo
siguiente:
Considerar en E, una base D-ortonormada de los vectores pro-

pios de (V o D); es considerar las siguientes propiedades:

(v o D)(u) = Aups Dup,up) = 1, Dup,u )=0 Vi, i=1,2,...
Si V es reqular o invertible, la base {ui /i=1,2,...,p } es
ademas V! ortogonal.

Vi, u;) =0siiti, v
Corresponden a los ejeslﬁui;ejes principales contenidos en E
lo siguiente.

en E*: los factores principales que son los veclores propios
de (D o V) de valor propio Xi: D oV son D_1 y V simétricos

{ui/i:1,2,...,p } es una base de E*, p! ortonormada y

V ortogonal.

(2) Do Wi = livi; =D (V 0D)( ui) = Ai u;
Como D ( Ui) = VieE*
<

M(VD(u;)) = D(R;uy) = Ai D(Ui) = li u,

D oVoD(uy) = Ai D (u;)

(V..v.) =1, D'1(Vi,Vj) =0sii#]
V(v.,v.) = A;s V(v.,v.) =sii#j

en F; los componentes principales: ct - X'Vi = X'o [)ui
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Do Vv, = livi —> D (X 0D o X )Vi =DoXo D(ci):)\i v,
==p X' 0D o X(.ci)=)«.iX'Vi
==p X' 0D o X Dp 0 X'V, = )«:x'vi
=P WoD cj=A.C,
0 p i Xl i

Asi los componentes principales son los vectores propios de la

aplicacion W o Dp de los valores propios )‘i' Como ademas

- *
Dp(ci,cj) = V(yi’vj) cie F, vi€ E

WoDpycy=2;¢5 Dplejcq) =A, Dpleg,ej) =0 siig ]

Enfasis sobre los rangos:

Si q es el nimero de valores propios no-nulos A’i de Vo D
(se puede dar que A.i== kj para todo i # j); se demostraréd
facilmente que:
g = rang (X) = rang (X') = rang (V) = rang (W) = rang(voD)= rang(DoV)
= rang(wde)
por lo tanto:
dim (Ker(Wo Dp)) = n-q
i.e. la dimensi6n del subespacio asociado al valor propio O.
es de dim (n-q).

Ast {cj |i = 1,2,...,q}es wa base Dyortogonal de X'(E*)CF

s.e.v. de F, engendrado por los caracteres xJ.
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3.5.9 Descripcidén de la Nube de Individuos.

Definicién:  Soporte de la Nube:

Es el subespacio W generado por los g-ejes principales
asociados a los velores propios no-nulos. Tiene por dime-
sion la del Ker (Vo D); i.e. es un s.e.v. de V o D, de

S
dimensién (p-q). Asi la traza (Vo D) = 125:1)‘L

Una imagen Euclideana de ([M], E, D,) es ([(M], W, Dw)
donde Dw es la restricci6n de la métrica M al subespacio W;
siendo esta la mas simple.

Asi como en la matriz X, un individuo estd representado
por los p-valores de una columna, en E, asf en W; una colum
na de X, que representa un individuo estd simbolizado por
los g-valores en la componente principal.

Si la parte de la 1nercia explicada por el plano princi-
pal P, por ejemplo es préximo de 1, podemos lograr una des-
cripcién plana (una buena aproximacién) de la nube a través

de los O(i que son las proyecciones de los x; sobre el plano

P.
La Calidad Global de la representacion de la nube [M] en el
plano principal P; se mide por: A+ A2

traza (VD)

La calidad de la representaci6én de un punto X

-Esta calidad vendré dada por el indice

Ly = cos-O-= {%fiill; coseno del éangulo entre x; vy C(i
x|
i
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donde <Ki es la proyecci6n de x; sobre el plano principal

P, y cada uno de estos vectores tiene por norma:
2 & 2 oo i2

Hx 1 = 0 (xi,uj) = (CJ)
1,2

2 2 . 2
ok 117 =D %(x;5u0) +07(x55u,) = (cy) )

+ (c;
Asi, a mayor coseno mayor, menor angulo, mayor proximidad
(O\<L1<1, xi€P =t>L1 = 1 que es el valor maximo de la
proximidad.

Pero de acuerdo con este indice, si X; e:Pl‘, entonces
C(i = 0, y él no nos informa, de la proximidad de X a P.

Debido a esta pasamos a considerar el siguiente indice:

3 IIX;-O(i”

L
traza (VD)—(AW+-12)
que establece la razén entre la norma del vector

|| x; - ;|| (distancia del vector x, al plano P) y

trazaV{VD) - (}_1-+ lz) que se puede considerar como
una "varianza promedio" fuera del plano P.
Para distinguir en que semi-espacio estéd el vector X

L G’LZ llevarén el signo de la proyeccibn de X5 sobre la

1
tercera componente.

Estas proyecciones C(i de los puntos de la nube x; con-
siderando las calidades -de las representaciones, nos permi-
tiran agrupar en' clase a los individuos semejantes, siendo

éstos; los que tienen igual, ya sea L‘e L2.
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3.5.10 Descripcién de los Caracteres:

Todo el trabajo realizado con los individuos, se pudo
haber realizado con los caracteres; asi tendriamos que

maximizar.

>3

] i
m..,bp{x",c)D_(xY ,c
2 ;5,000,010 ()

I P
Al @gual que los componentes principales, estos caracte-
res { el, i=1,2,...,9 } forman una base Dp—ortonormal en
subespacio de F; expresado como X'(E*). Este espacio es
generado por los caracteres iniciales. Los caracteres prin-
cipales son homotéticos a los componentes principales.

Dado que. Dp(cl,cJ) =0 14

todo caracter puede .ser identificado por sus coordenadas en

. 1 J'
la base —— ¢
VA,
i j C .
Dp(X ,C7) _ cov. (xl,cJ) L =12 q
VX; Va,

De esta manera a la representaci6n de los puntos indivi-
duos estd asociada la representaci6n de los puntos caracteres
en el plano (c1,c2).

La intervencion de un caracter en la descripcibn de la
nube; se mide a través Qe la cercania de su proyeccibn,

a los ejes C, c2) y se mide por.
2, 1 1
D
p(x ,C ) D

At A2
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(i.e. al plano (cq,cp))
AWER |

Asf en este plano (c1,c2), sf las normas estén bién construidas

resulta:

La cercanfa entre los caracteres xi
La ortogonalidad entre los caracteres X3

La proximidad y ortogonalidad entre los caracteres X YGYG.

Caracteres suplementarios: son caracteres adicionales que pueden

ser considerados en un momento dado; al proyectarse al plano

1 2

(¢, ¢%) se puede evaluar la proximidad entre estos caracteres

y los principales, para evaluar su importancia relativa.



CONCLUSIONES
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Las conclusiones de este trabajo las hemos dividido en dos aspectos:

A.- Sobre la Utilidad del A.C.P. y el A.C.C.

1-

El A.C.P. permite reducir la dimensionalidad, en un conjunto
de datos, es decir constituye un conjunto minimo de variables

gue ayuden a caracterizar una poblacién.

A través del A.C.P. se logra un perfil de la poblacidén, un
nuevo vector que tendrd una importancia mayor, con un nuevo

significado y que representara una caracteristica global.

El A.C.C. permite obtener niveles de asociaciéon lineal entre

grupos de variables.

En el A.C.C. se presenta cam un conjunto de valores ordenados
la correlaci6n inicial del sistema. Tiene una gran utilidad
en estudios exploratorios;as{ en la siguiente etapa solo se

trabaja con las variables candnicas de mayor correlacién.

(1), (2)

y X de X; representan dos

Las dos componentes X
conjuntos de variables semejantes dentro de cada grupo pero
deseamos averiguar las combinaciones lineales de méxima

correlacién.
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B.- Sobre el desarrollo teérico analizado en el A.C.P. y A.C.C.

1- Dado un vector aleatorio X, de matriz de covarianza =2 .
existe una transformacidén ortogonal P, tal que PX tiene
matriz de covarianza diagonal cuyas entradas corresponden a
los valores propios de > . Si se desconoce S , también
se garantiza la existencia de los estimadores de las compo-
nentes principales poblacionales que en este caso, se obtendrén

a partir del estimador de méxima verosimilitud de ZE:.

2- La varianza total del sistema y la varianza generalizada del

vector X, son invariantes ante transformaciones ortogonales.

3- Las estimaciones de las componentes principales se pueden
obtener a partir del estimador méxima verosimilitud de la

matriz de correlacién.

4- El eje y el plano principal son la recta y el plano mas proxi
mo a la nube de individuos o caracteres. Esta proximidad
se expresa a través del momento de Inercia. Donde el recurso
matematico b&sico utilizado fué: las formas bilineales simé-
tricas definidas positivas y las cuatro aplicaciones que ella

induce.
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