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INTRODUCCION

El trabajo que estamos presentando como uno de los requisitos para
optar por el grado de Maestro en Ciencias con Especializacién en Estadisti-
ca Matemitica, est§ inspirado en uno de los problemas fundamentales que se

presentan en el estudio de los Modelos Lineales Generales.

A través del tiempo, el hombre a tratado de crear modelos matemiti-
ocos que le ayuden a interpretar la realidad que l<; rodea con la intencién
de poder predecir, inferir o probar hipStesis de sucesos en estudio. Uno
de los modelos matem&tiocos que ha tenido mayor utilidad y aplicabilidad ha
sido el Modelo Lineal, ya que, este modelo permite que el anilisis de mu-
chos de los problemas concretos que nos presenta la vida y la naturaleza
sea mis sencillo, ademas, por el hecho de que muchos de los otros tipos
de modelos matematicos se pueden transformar en modelos del tipo lineal
mediante ciertas transformaciones. Sin embargo, sabemos que las observa-
ciones de hechos reales no siempre se ajustan exactamente a un modelo li-
neal ya que, no siempre la relacifn entre las variables observadas es li-
neal o pudiera ser que las observaciones no se ajusten al modelo lineal
debido a, errores cometidos en la medicién, por errores humanos o, de otra

indole.

Existen diversos métodos para ajustar una serie de datos reales a
un Modelo Lineal; uno de los métodos de mayor uso para efectuar dicho a-
juste es el 1llamado " Método de los Minimos Cuadrados ". Para poder apli-

car este método, es necesario suponer bédsicamente que los términos de los
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errores o perturbaciones de los datos a ajustar en el modelo de regresifn,

son estadisticamente serialmente independientes.

En nuestro trabajo estudiaremos el Modelo Lineal General, en el cual
supondremos que se cumplen algunas hipbtesis con la intencién de que las
estimaciones obtenidas sean las mejores. las hipStesis bisicas que supon-

dremos cumple nuestro modelo son las siguientes:

i .) las variables X, son no relacionadas entre si.

ii .) Las Perturbaciones tienen Varianza constante.

iii ) Las variables X; no son valores previos de las Y..

iv .) las Perturbaciones u; son serialmentes independientes.

De las hipdtesis supuestas anteriormente, el no cumplimiento de la
Gltima de ellas y se conoce como el problema de la Autocorrelacién de las

Perturbaciones, es lo que nos ha inspirado a efectuar este trabajo.

En el Problema de la Autocorrelacibén de las Perturbaciones, nuestro
estudio central se ha encaminado a analizar uno de los principales crite-
rios que se usan para probar la hipStesis de Independencia entre los Erro-

res llamé.do " Criterio de Durbin-Watson", el cual fué propuesto por Durbin
ywatson ([3]), ([4]) y ([5D].

Para efectuar el estudio objeto de nuestra atencién hemos desarrolla-

do el presente trabajo en tres capitulos, asi:

En el Capftulo I se efectua un estudio resumido del Modelo Lineal
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General k Variante. Dentro del mismo se analizan los Estimadores de Mini-
mos Cuadrados y los de Maxima Verosimilitud de los éarémetros desconocidos
del modelo y sus princiiaales propiedades, también se estudia el Estimador
de la Varianza de las Perturbaciones, ademis, se presenta el concepto de

1o que se conoce como Autocorrelacidn de los Errores y las pruebas que se

pueden hacer al respecto de la misma.

En el Capftulo II se analiza en detalle el Criterio de Durbir—Watson
para probar la Autocorrelacién de las Perturbaciones. En el andlisis se
justifica la existencia del criterio, se estudia su distribucidn, se cal-
culan los momentos de su numerador y dencminador y ademds, se determina la
Funcién Caracteristica Conjunta del numerador y denominador del criterio.
por iltimo, se hace un anilisis de seleccifn del criterio de la prueba pa-
ra obtener una prueba que sea-Uniformemente la mis Potente entre las prue-
bas. También se revisan otros criterios para probar la Autocorrelacién
de los Errores en el supuesto de que el de Durbin-Watson nos conduzcan a

inconclusiones.

En el Capitulo III analizamos dos métodos para la obtencidn de los
1fmites de las Rafces Caracterfsticas de la Matrfz I' asociada a los erro-
res, y que nos proporcionaran la Potencia de la Prueba del Estadistico de

Durbin—-Watson.

pPor Gltimo, advertimos a los interesados en el tema que, el mismo
exige del conocimiento general del Algebra Lineal, la Inferencia Estadfs—

tica y los Modelos Lineales, los cuales se podrfan obtener de los estudios
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de Franklin A. Graybill ([ 15 ]), Wonnacott ([ 16 |), Boweman, O’Connell
y Dicky ([ 17]) y de Courant and Hilbert ([ 18]).



MODELO LINEAL GENERAL



I EL MODELO LINEAL GENERAL

Sea Y = XB+ U (1
nuestro Modelo Lineal General k variante, donde,
1 Y;TW X11 X21 X?:W
Y2 Xlz X22 ...... sz
Y = . X =
L.Yn Xln in ...... X}m
Yy - —‘ -1 ( 2)
2 UZ
B = . U =
y donde supondremos que,
a.) E[U] =0
) —_2
b.) E[W’] =0 ¢ 3)

c.) X es una matriz de rango campleto k < n, cuyas columas son las

variables explicativas.
d.) B es el vector de parametros desconocidos.
e.) U vector de errores de componentes UJC s T = 1,00, s N.

Como E[U) =0=>E[U] =0;¥t:1<t<n

ademas, como E[Uij =02; ¥t: 1 <t <n

E[UU’] = o’ =
E[UtUt+S] =0; ¥s £ 0

esto nos indica que las perturbaciones Ut son no correlacionadas a pa-

res. La hipdtesis (3c) nos indica que la Unica fuente de variacidn de

Y es el vector U y que nuestro modelo esti condicionado a X.



IT ALGUNOS ESTIMADORES Y SUS PROPIEDADES
A-10S ESTIMADORES MINIMOS CUADRATICOS.DE B

Sea B’z(él,éz,--------,§k> el vector de las estimaciones de B, asi

tenemos que,
Y=XB +¢ (W

donde € es el vector de las estimaciones de los n residucs

€ =Y - XB

= g2 = Y'Y - 2(XB)°Y + (XB)’(XB) ( 5)

Si derivamos (5) con respecto a B e igualamos a cero el resultado,

obtendremos que,
B = (X*X)7Ix°Y ( 6)
el cual es el Estimador de Minimos Cuadrados de B.
A 1. PROPIEDADES DEL ESTIMADOR 8.
1.) B es Funcidn Lineal de las perturbaciones U, o sea que,

B =B+ (XX) XU ( 7)

es un Estimador Insesgado de B o sea que.

W

2.)
E[R] = B (8)

3.) B es de Varianza Minima, esto significa que si B es otro
Estimador Insesgado de B, ta&l que - B = AY donde A es uma
matriz de rxn; si hacemos AX = C, entonces tendremos que

var(B) = 0%AA’. (9
Para minimizar la varianza de nuestros estimadores debe-
mos escoger los elementos de A tales que, tr(A’A) sea mi-
nima. Como la var(B) = o2(X’X)"} y var(B) = 02C(X’X)IC’
son minimas, se tiene que si hacemos C = I resultard que

B es de varianza minima y es el dptimo.



B-ESTIMADOR DE MAXTMA VEROSIMILITUD DE R:

Si en el modelo lineal (1), ademids de las hipdtesis (3), suponemos

que,
U ~ N(0,02%L) (10)

Se prueba a través de la Funcidn de Verosimilitud de U-que el Estima-
dor de Maxima Verosimilitud de B estd dado por,

B = ) xoy (11)

el cual, por ser igual al Estimador de Minimos Cuadrados de B, es el

Mejor Estimador Lineal Insesgado y ademis que,
B N(B,02(X°X) ™) (12)
C-ESTIMADOR DE IA VARTANZA DE LA PERTURBACION.
De (4) se tiene que,
€ =Y - XB (13)
y luego, de (1) y (6) tenemos que,
e = [I - x(xX7'xJu (14)

donde [L - X(X’X)—tX’] = A, es una matriz semidefinida positiva, si-
métrica e idempotente, o sea que,

A=A ~ AA = A (15)
La suma de los cuadrados de los residuos es,

e’ = U[I - X(X°X)™'X°JU (16)

= E[e’e] = E[UT - XXX 7))

ofl(n - k) 7



n ]
Asi, si designamos por S° = _n_e_e_k al stimador de lawarianza de

las perturbaciones, tendremos que S’es un estimador insesgado, tal
que,

EAV VS ] svy 1y
g2 - Y’Y - Y’X(X’X) X°Y (18)
n-xk

III AUTOCORRELACION DE ERRORES:
A. MINIMOS CUADRALDQOS GENERALIZADOS.
Sea Y=XB +U (19)
con Y, X, By Ucomo en (2), donde ademis, se supone qie,
Efu] =0 Efu ] =v (20)

Con V Matriz de Varianza-Covarianza del término de perturbacidn

U, donde V es una matriz no singular de orden nxn.

Supongamos que U sigue un proceso estacionario de Markov de Primer

Orden, o sea que,

= +
Ut pUt_l 4 €, (21)
en que | p| < 1y donde €, satisface,

a.) Efe ] =0
o? sis=0; V¥Vt

b.) E[€t€t+s]:{0 sis#0; ¥Vt

Las ecuaciones (21) y (22) definen la forma mis simple.de un esguema

(22)

autorregresivo a fin de considerar la dependencia serial que pu-
diera haber en las perturbaciones.

De (21) se tiene que,
Up = P U, + T ple (23)

Si hacemos P® = 0 en (23), resulta que,



- 5 A1
U_t - i§0 D et—i (2“‘)
Camo ¥ t se tiene que E[ e, ] = 0, entonces, E[U,] = 0.

Por otro lado,

2 -
E[UtJ—L[( petl 1
= +p2 v+ Ll 2
[1+p%+0p oz (25)
Camo 1 + p2 + p* + ....n.s. es la suma de los términos de una

Progresidn Geométrica Infinita Decreciente con primer término

- z = a2 .
=1y razbn r = p* , entonces, se tiene que,

1+pz+p"+' ..... 3——1——_-1“‘52—- (26)
v ] - oz Vot (27)
t4d ~ 1-p

Como E['_U?t] = E[(Ut - E] Ut])z:] = 0121 5 vt

—_ 0= —1—c_jf—pz-—- ¥t (28)
Por otro lado tenemos que,
Cov(Uy, U, ) = ELUU,_ ]
= E[ (eytpe,_ #p%e, ,*.. .0 4P, *o...... )]
E[{e tp(e__ *pey 3..... YIe tpe ot )]
= E[ e e, tpe, *+..... )+ pley_ tpep ,t....)?]
=E[e (e _,*PEL ,*eeees )]+ E[(s:t 1 FPEL )?]

Luego, por (22b) se tiene que,

E[ ey lep_*pey ,*eeeeeen) ] =



— Cov(U,c ’Ut— )

+ tp?e  te.....
) = B[ (e _ *pe  *to%e.  +.. ) ]

t-2

E[ U%_I]p

2
po? (29)

Si efectuamos el mismo procedimiento a U,y Ut ,» Se tiene que,

Cov(Ut,Ut_z)

—n2 2
E[ uu,_, 1 =p a?
Luego, generalizando este resultado V s # 0, se tiene que,
- S 2
CovlU,Up ) = o0, Vs # 0 (30)

Por lo tanto, (19) no satisface -la hipdtesis de independencia -

riel entre las perturbaciones.

Sea .

1 p p2 ..... seeseanes p

n-2
‘.J 1 9 -------------- 9
vV = . . . . o2 (31)
. . . . u
-1 - —

pn n-2 pn e 1 L

y g% = AY (32)

donde A es una matriz de kxn y B* es un estimador lineal de B
(lineal en los valores de Y).

Si hacemos AX = I, tendremos que:

1.) B* es un Estimador Insesgado de B, o sea que,

E[8*] =E[av] =8 (33)
2.) Var[ g% ] = E[ (8% - ®)*(* - 8)7] = AVA® (34)

Para determinar.un estimador de B con minima varianza, debemos

encontrar una matriz A tal que tra(A’AV) sea minima y cumpla



con (33). Para ello introducimos K2 multiplicadores de la-
grange ¢ij tal que:

Y = tra(A’AV) - tra[ ¢>(AX - 1) ] (35)
donde
f"- ¢11 ¢12......'... ¢1k T
¢21 ¢2 evsac0ecece ¢2k
s . (36)
® = Do :
J Pr1 ¥, Prc |

Luego, derivando (35) parcialmente con respecto a A e igualando
a cero tendremos que,

2AV = oX? (37)
Multiplicando (37) por V 'X y despejando se tiene que,

o = 2V (38)
De (37) y (38) se tiene por sustitucidn que,

A= v ixev! (39)

Para demostrar que A, dada en (39) proporciona una varianza
minima, definimos un estimador lineal insesgado arbitrario de
B de la siguiente forma,

B = (A +R)Y (40)
donde R es una matriz de kxn no nula y donde, si se hace RX =0
se tendrd que,

Var[ B] = Var[ 8* ] + E[ RUU’R’ ] (41)

Como para cualquier matriz real R, la matriz dada_par RUU’R’
es definida positiva si rang(R) = k y es semidefinida positiva



si rang(R) < k, entonces A propcrciona una varianza minima,
con A definida por (39) y B* definido por (32).

B* es un estimador lineal insesgado de varianza minima.
(BLUE)

B. ESTIMADOR DE MAXTMA VEROSIMILITUD.
Si en el modelo (19), ademds de la hipdtesis (20) £ supone que,
U ~ N(O,V) (43)
entonces, su Funcién de Verosimilitud estara dada por,
L= (2m) 0|y ™% Exp{-1(Y - x8)°V 7 (Y - X8} (1)

Si elegimos como estimador de B aquel que minimixa la forma cuadra-

tica,
(Y - XB)°V (Y - XR (45)

llegaremos a obtener (39) y ademds, tendremos que,

1.)  BE =AY = g+ XV 'X)T'xvTlU (46)
2.)  E[ (g* - B)«(B* - gY] = x>V (47)
3.) B* es de Varianza Minima

Asf, B* es un Estimador Lineal Insesgado de Varianza Minima, tal que,
B & N(B, (X)) (48)

C.IMPLICACIONES DE 1LOS ESTIMADORES MINIMOS CUADRATICOS GENERALIZADOS.
CASO SIMPLE DE PERTURBACIONES AUTOCORRELACIONADAS.

‘Supongamos que se tiene un esquema de la forma,
Yt =at BXt + Ut (49)

en donde U sigue un proceso autorregresivo como el descrito en (21)
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y Yt es tal que cumple con la descripcidn de Y en (19). Entonces,

tendremos que:

Se

E[w’] =v-= €
1 -
T
1 -p
-p 1+p?
0 -p
-1 1 . .
Vo =7 : :
€ T
0 0
1
demuestra

v

o0 000
es s 000

p
1
p! p

0 secesescse O

—-p es0es 0000 O
1+p20100.o.oo O

I seereeere O O O

() cocooo-’

...oooooo—p

p oo o000

n_2 pn—aoo.osoo

=i

pz secsenee pn—l

pn—*

= eesece e

(50)

(51)

que el Estimador de Minimos Cuadrados Generaliza-

do es equivalente al estimador que se obtiene de un proceso de mini-

mos cuadrados en dos etdpas, de la siguiente forma:

1.)

2.)

Transformando las variables originales de .acuerdo con la es-

tructura autorregresiva del término de perturbacidn.

En efecto, sea ¥ = XB + U y T una matriz de transformacidn

tal que,

TY = TXB + TU

(52)

Aplicando Minimos Cuadrados Ordinarios a las variables trans-

formadas en (52).

El estimador de minimos cuadrados ordinarios de g serd:

B:’c

1]

[ (Tx)°(Tx) ] 71 (TX) *(TY)

(X°T>TX) 'X°T°TY

(53)



Si hacemos T’T = V' como en (51), resulta que,

% o_ sy~ lyy T gyt

B® = (X’V "X) X’V 'Y (5%)
de donde, por (39) se tiene que, g* = AY.

2

Si por razones de simplieidad hacemos o_ = 1, entonces, una

matriz T de (n-1)xn que satisface casi campletamentea (54) es,

— ——

-P 1 Q eccsvccccces () 0
g —p 1 se0csscscssse 0 0
T = R < . (55)
O O 0 ooﬁocoooooo—-p 1 J
'_ - (n=1)xn
Puesto que,
pz _p 0 s 0c0000 000000 0
-P 1+p2 —Q ®ecccccccccns 0
T = - : (56)
. L 3 : :
L 0 0 D escecscescsccse 1
] - nxn

De (51) y (56) se observa que la Gnica diferencia entre V' vy
T’T es el primer elemento de la primera fila y primera columna.

Luego, las variables transformadas indicadas por T son:

— — ™ —r
Y, - pY, X, - le
Y, - pY, Xy - pX,
. " : (57)
Yn - pYn_ j Xn - an_l
L— 1 ] b e

Con lo cual se tlene que:



1 O sevoronnnes .
O 1 O LN * e 00 0 . 0

B[ (o))’ ] = e =2l L i ; (58)
O :

D. PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA LA AUTOCORRELACION DE LAS PERTURBACIONES
SERTALES.

Dado un Modele Lineal General Y = X+ U, como el descrito en 1a

seccidn III-A, se quiere probar la siguiente hipdtesis:

Ho : p >0
H1:p=0

Esto equivale a querer probar que:

Ho : Los errores estin autocorrelacionados positivamente.

H1 : Los errores ne estian -autocorrelacionados.

Para probar ésta hipStesis, existen varios métodos, algunos de los
cuzles presentan muy pocas diferencias pero, casi todos estén basados

en el estudio de los residuos.

En el siguiente capitulo estudiaremcs algunos de los criterios uti-
lizados para probar estas hipdtesis, entre los cuales podemos mencio-
nar el Criterio del Cociente d, de Durbin - Watson. Este método lo
estudiaremos con bastante profundidad debido a que & unc de los mis
utilizados y que tiene mayor aplicabilidad. (Este método se basa en
el criterio del cociente de.verosimilitud de los errores, pues presu-

pone que los errores se distribuyen como variables aleatorias norma-

les.
Si suponemos que, € ~ N(0,0%I)
donde € = (€;, €ppecvrenns ,en): con €, definido wamo en (22), V¥ t;

1 < t < n, entonces, se tiene que,



JLir e =0T - X)X’ Ju (59)

donde [ - X(X’X)™'X* = P es una matriz simétrica e idempotente y de

rango n, por lo tanto se tiene que,

’ 2
een Xv con v =n g.d.l (60)
Por olro lado tenemnos que,
n 2 ’
tEz(e~t - Et—l) = g’Ae (61)

doncde A = T’T con T’T definida camo en (56), de aqui se deduce que

n

2 _ ’ sy 1y
RECELAREE [a-axxx)"'x*Ju (62)

donde, A - AXCX)'X’ = Q no es una matriz idempotente ya que A
no lo es. Por lo tanto €’Ae no se distribuye como una Chi-cuadrado;

ademas, camw
P-Q = [L-XxXX)'%][A-aXXX7TX] # 0 (63)

entonces, se tiene que €’c y €’Ae no se distribuyen en forma in-
dependiente, con lo cual el cociente formado por (62) y (59):

L )2
q= t=2 €y - €, €’Ae

e’c

(64)

no se distribuye bajo ninguna de las formas comunes conocidas.



ALGUNOS CRITERIOS

PARA LA PRUEBA DE

LA CAUTOCORRELACION
DE LAS PERTURBACIONES



I CRITERIO DE DURBIN-WATSON.
A- INTRODUCCION AL TRATAMIENTO TEORICO.

Sabemos que una simple ecuacidn de un Modelo de Regresidén puede ser

escrita de la forma

Y:81X1+82X2+ ......... +Bka+€ (1)

donde Y es la variable dependiente, X, es la i-ésima variable inde-
pendiente, . es el i-ésimo pardmetro, el cual es desconocido y e
es un término de error, tambien desconocido. Para una muestra de n
observaciones, nuestro modelo toma la forma,

S o
I « e .
¥2 )512 )522 ........... %(2 @2 E.:Z

N A L o

Yn X n in ----------- % B]( En

| — I AL U |

o sea que
Y =XB+te (¢ 3)

~

de donde se tiene que B es el Estimador de Minimos Cuadrados de B,
el cual estd dado por,

B= !

XY (W
ademds, Z = Y - XB es el Vector de Residuos de la Regresién, donde

z =L - X(X°K) TIXYY = I, - X(X°X) " 'X’}e = Me ( 5)

donde M es ura matriz siméirica semidefinida positiva e idempotente,
o sea que,
M= (n.) =M = (m.) = M? ( 6)

con estos elementos definimos el estadistico:
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2 Inm?
Z7°AZ  _ €’M’AMe 7

T=Ty T T e

el cual serd el punto esencial de nuestro anidlisis.

Dadas las condiciones anteriores, enunciaremos un teorema, el cual
demostraremos y a partir del cual se desprende un corolario que.nos

serd de gran utilidad en nuestro trabajo.

TEOREMA 1:
Si Z y € son vectores nxl tales que Z = Me , donde
- ?
M= - XXX TR ysirs -7‘7‘% , donde A es una matriz

real simetrica, entonces:
a.) Existe una transformacidn ortogonal € =Mg, tal gque:

n-k

. ov.g?
- 1=1 1°1
e ) ( 8)
b
i=1 &5
donde V 5 V,sececninann. > V_j son las raices propias de

M-A, menos k ceros.

b.) Si s de las columas de X son combinaciones lineales de
s vectores propios de A, y si las raices de A asociadas
con los restantes vectores propios N-s de A son reenu-
merados tal que:

Al _(_Azs Aa S sececsevacn S An-s

entonces,

e G =120 (9

=
e
!

DEMOSTRACION:

a.) Demostraremos que existe una transformacidn ortogonal €= Hp tal

que:



donde L , es la matriz de unidades de orden n-k y 0 representa

una matriz cero con apropiados nimeros de filas y columnas.

Asi,
LM AML = (L°M L)(L’A L)(L’M L)
_ By . Bs In—k E 0
= Jl®* e e o e geclil] *o*c2eoe 1] #0000 [
B, . By 0 .0

= (10)

donde ||-B-i- Bl es 1a particidn apropiada de la matriz real
B, . By

simétrica L’A L.

Sea N, 1la matriz ortogonal que diagonaliza a B, o sea que,

= T

N} BN, = . (11)

entonces, N = es ortogonal, de modo que H = L°N es

ortogonal.
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Por consiguiente,

HPMH = NLPMIN = N°|f-Taeke 0. |
0 .0
I T 0
o | I S (12)
0 10
Por lo tanto,
HM AMH = (HM H)(H’A H)(HM H)
. L] - .
_ I - o[l MiByN, 20 Iy .0
0 10 0 ) 0 T 0
Vi .
V2. g 0
V3
= .. : (13)
0 .. :
Vn-k 5
0 R
| -l

Si hacemos e = Hg, se tiene que,

n-k
r v.r?
isp 171
n-k .
1=1 Ci
Cuando €’M A Me = constante y €’Me = constante, se tiene que son

hipercilindros con generadores paralelos.

Sabemos que Vis Vay Viseeooosros > YV Son las railces propilas
de M A M menos k ceros, o sea que son las raices proplas de M? A,
pero, cano M? = M, entonces, M?A = M A; por lo tanto

nx Son las raices propias de M A menos
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K Ceros.

Si efectuamos la transformacibén real no singular de las {Xi},
P = X3, se tiene que M =1 - P(P’P) 'P’ , es decir, Me inva-

riante bajo este tipo de transformacién; si escogemos G de modo

que los vectores columnas Py, P, P3yeevee. cereeeas ) Pk ; de P
son ortogorales.

1 s11 =7
i.e. PP. = (1w

1) 0 sii#3

tenemos que P’P = In.

Esto nos indica que podemos cambiar las variables independientes
originales por un conjunto ortogonal sin afectar los residuos.
Por 1lo tanto,

- —— , , ® 9 0 00 00 000 ,
M= In (PIP1 + P2P2 + + PkPk)
= -— , M— , lllll — ,
= (I[n PlPl)(Irl Psz) (In PkPk)
= M1M1Ms ........ Mk (15)

donde cada Mi tiene la misma forma de M; es claro que los Mi con-
mutan, o sea que en términos algebrdicos podemos ajustar regre-
siones sobre variables ortogonales separadamente y en cualquier
orden sin afectar el resultadc final.

Dada la forma de las matrices M. tenemos que, cualquier resulta-
do que establezcamos acerca de las raices de MA en términos de
las de A, serd clerto para las ralces de MaM;A en término de las
de M|A y asi sucesivamente. Esto sugiere un método para desarro-
1llar un conocimiento de las raices de MkMk—l EEERE sreccesMMA
en etdpas partiendo de las raices de A, las cuales se asumen co-

noridas,

Por lo anteriormente dicho, estudiaremos las raices propias de

MAS 815 8,5 0 50nenenn. ,Bn_l, 0; las cuales son raices de la



ecuyacidn determinante,

L,

- MAl = L

- (L - P,P))A| = 0

Sea T una matriz ortogonal que diagonaliza a A asi:

T’AT

donde XA;s Ajs Ass

= A

ooooooooooooo

2 aaad

——

bl

Si miltiplicamos por IT>| vy |T| a (18) se tiere que:

|T? || Le- @ -PPOA[T| = |Lp - (I - 1104 =0

donde 11 = (111, 1

vector de direccidn coseno de P1 referente a los vectores de A,

como ejeg.

—-— - ? =
|[ne (L - 117)A]

12?2

1
13°

8-1,+1%),
11,4

11,

......

1,12,

2
6-1,+12,

.

11,1,

1,1,

1,1 0,

-1 412
] Xn+1nln

(18)

(17)

5 A, son las raices propias de A.

(18)

eeeesy 1 Jcon1l =TP, es el
1 1

Si eliminamos el subindice 1 en (18), tendremos que:

(19)

Si restamos 12/11 veces la primera fila de la segunda, 1 /11 ve-
3

ces

que:

la primera fila de la tercera y asl sucesivamente, se tiene



8-, +1%), 1,1,8, 1A A e 112
—(e—}\l)lz/il (e—lz) 0 LI N W WY
—'(e"}\l)la/ll 0 (e—)\a)~-~ ------ 0
; : =0 (20)
—(0—)\1 )1n/11 0 O ceeresens (e_kn)

Este determinante es de la forma:

all a_12 al3 a],q ............ aln
a,, a,, 0 0 ceeneven . 0
a“ 0 a33 0 0
a 0 0 A scesccsecene 0
S =0 (21)
a 0 0 QO eccccevecaaes a
ni nn

Donde resolviendo por menores se tiene que este determinante es
igual a:

n n n
I - - NAL = L. - .. .a.
|E 6 - (I - 11°)A] jglajj j§2 jgz 2352135, (22)

JjF1L

Asi, reemplazando los aji por los valores correspondientes dados

en el determinante, es decir:

Q
1

2
FERCERWEE a.

) 9 - A.); ¥ G: 9 #
33(-3)’331

(23)

a 1.1.A.

11 17171 3 Vi1 #1

jl -(e - Al)lj/ll a

se tlene que:



. = . .. = - + 12
jglaj] a, ]EZa]] {(6 - X ) 11A1}]H2(6 A )
= RBeo-ay+1m (e -1 (2w
=1 3 1M1322 j
- . = (6= XA.)12%A

Luego, sustituyendo estos valores en la ecuacidn (22) se tiene

que:

L6 - (L - 11°)A]

jH (O—A ) + 1 A H (6- A )+ E 12 Aljﬂl(ﬁ—k )

Jj#1

2
H o - A ) + gll Aljﬂl(ﬁ - A ) = (25)

J#1

Si reducimos (25) y sacamos un factor 8 correspondiente a la raiz

cerc conocida de My-A, obtendremos:
(8 - A ) = (26)

donde §,5 8,5 B reeccerrrennerenns » 8,_, son las raices de ésta
-1
ecuacion.

Demostraremos que (26) se deduce de (25) , para ello usaremos el

Método de Induccidn.

2
- . 2 -
1.) Sean = 2: 1JI:J(e L) o+ §111 i3 l(e -A.) = 0 con.L 12 1

L ) 2
> (6 A ) + 2 11 ljg .(6- A ) = (6—)1)(6—A2) +,llkl(6—kz) +

+ 12 -
lZAZ(G Al)

2 _ _ + +2 12 2 _12
0 GXI 9)2 AIAZ lllle 11A1A2+12X26 lleaz

=X =X +12%) 412 _12_42
8(6 Al AZ llkl lzxz) + Allz(l 11 12)

8(6-A -1 +12) +12) ) + A A -0
1 "2 171 272 172



.
n=ms

- 2 - 2\ - 2 2 2y _n2
l( x ) +z 14 x g (8 A ) = 9(8 Al A2+11A112A2flle 1le+

+12) -1%) )
172 172

- ~(1%24+12)}- (12412 2y _32
0(6 ll{l (11+12)} 12{1 (11+12)}—11)\2 1211)

3.0-% 0-12% 12
6(6-1,0 A,0 llkz 1211)

1]

2492 2 2
6(6{1]+1,}-17x,-17X )

1]

0(12{e-1,}+12{6-1 1

2
6. zl .jgi<e -2y ]
2 ) 2

D | -A:) =0
RRERNC )

2.) Hipotesis de Induccidn:

k
Sea n = k: n (8- A5 ) + z 13A; g (6- x ) con .£ 1% =1
i=1 1=1"1

|l=17\"

- x ) + 12 (6-x.) = % 12 i (6-2.)
ELN 213-1 gi ) = 0lE 10 ]

Por democtrar:

. kil ,
Para n = k + 1, si .§ l. = 1 , entonces,

1 k1
L e-x) + 30l ng (6-xy) = 8 2,12, 1(e -2 ]

En efecto,

Fﬁl(e-x.)+ 121 g (6- A ) = (80, ,) ﬁ (6- x ) +
j=1 ]

k
(8-x,,),L 12 ng (8-)) +

K
HeriMer 11025



kt+1

24

k+1 k+1 k k

2 - = - - 25 o
= 0025045, 100; ;318 A52 = (O-h 240, (8-2)+(6-A )L,

k+1712171i"

k Kk k
2 .
jgi(e—xj)+1k+1xk jgk(e—xj)(e—xk+1)—1ﬁ+1xk jgk(e—;j)

k

- (6- H (6- A )

k+1) :LK+1 k+1 3

: 2 2 - 2% Zo 2% =712 C ko1 (%
Si hacemos 1 1k+1 1]< y ademas 1% 11 con 1gigk-1 (%)

se tilene que:

k+1
RIS EW
BNCEW

kt1  k#1 k
23 - .
+ I8 ST 0-A) = (0-hy )3T (g )+(8-Ny )
k k
T 2%
LRI G NL o jQk(e ;€80 44) *
k
2
* e 3210079
B ooye a2y, B
(-4 ) [2, 00+ 18 T (oA ] -
k#1 k
2
S A G ICE NP IR MR GOV

k k-1
*
(6- k+1)e[1211§ sHiCen 0]+, 5Ty (01 [y (BN )-

A (82 40
z kﬁl k—l(
2% _ -
o[;Z,22 J;él(e Aj)] + k+1 0-A. )e(xk+1 N
K k+1 K+1 k-1

832,14 B0 5, JhG AP, L 6ADQ, A

Esto (ltimo se obtuvo haciendo uso de (¥*)



Asi, tenemos que:

k#1 k+1 k+1 kK k#l ket
1 (o- 2 -x.) = 8[.L 12
TLOLCI LIk 3 l(e A0 = e[k j§l<e A HLE L 5 l<e “A.)e

A€ 2F Ny A IT]

k k+1 kni
- 2
= 0[i2,0] 560 + 18, oA -]
z \ k+1 k
= 020% gL + 1 T ce-n, 5]
kgi , k+1
= e[l 125 4050y )]

. ki1 .
Para n = k+1, si se cumple que ;glla = 1, se tiene

que:

k+1 k+1 k+1 k+1  k+1

2
H NGE A )+ L1 5 ;0= A5 ) =0 [ §1 Pk (6-A )J

Luego, de 1.) y 2.) se tiene que (26) se deduce de (25).

Notamos que cuando 1,=0580 - kr es un factor de (26), de modo

que 6 = A, es una solucidn.

En efecto,
Z 2 - i =
;& 111 5 l(6 A:) =0 ysi lr 0
0
n , n rgl , n .
= : LB (B-AL) = + 12 ~2.) +
> 1§111 ng(e XJ) l ]¢ (6- k ) l r‘(6 k])

n n

z
1'r+1 1 | 1(6 Y



n ‘n rgl ) n n
—_— - - - 2 _
= ;511 Jhi(e) = (Bt 7107050 + 1 B2t 1(9 A:)
r- 1 n , n
= (6-a ) [L12 535 (A i_g+1ll 55 8-1,)]
J#r
_ ): 2
= (6-2 ) [;1 12 ]¢l(ex )]
n ]#
Como 2 12 . (8- X ) =
1=171 J#1
n
—> 8- =0 v §Pll]¢l(ex)—o

D
I

Ar es una solucidn de (26).

Esto nos indica que cuando P coincide con un vector propio de Aj;
85 By 5uennnn. s en_l son iguales a las rafces propias asociadas
con los restantes n-1 vectores propios de A. De igual forma tene-
mos que, si P, coincide con un vector propio de A, las raices de
2 1A distintas de cero son lguales a las raices propias asocia-
das con los restantes ri-2 vectores propios de A. En términos ge-
nerales tenemos que, si los k vectores de regresidn P coinciden
con k de los vectores propios de A, las raices de Mk----M2M1A
6 sean Vv ,V,,.ee..... R

\) . - -
n-k son iguales a las ralces propias

asociadas con los restantes n - k vectores propios de A.

En éfecto;

1.) Supongamos que P1 coincide con un vector propio de A asocia-



do al valor propio Al.

==> AP, = \,P, (a)
Esto implica que P, asocia 6 = 0 en MiA; lo que es equivalen-
te a que: (MlA)(P1) =0 (b)
En efecto,
- _ ) - - ]
(MIA)(Pl) = (I P1P1 )AP1 AP1 P1PIAP1

_ ’
AlPl P1P1A1P1 por (a)

_ )
AlPl )\1P1P1P1

- 3 =
AlPl AlPl pues PlP1 1

=0

= P1 £ Ker(MlA) <= f§ =0

Sea ahora, B un vector propio de A asociado al valor propio

A, = A\, es valor propio de M A.

1 1

i.e. AB= X8 = JF 7y (MiA)(Y) =AY
En efecto,

Sea Y = M18 _— (MlA)(Y) = (MIA)(Mlﬁ)

= _ s - _ ]
> (MlA)Y (MlA)(I PlPl)B M,AB MlAPlPls

M1A B - OPiB por (b)

AMMB =AY
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2.) Supongamos ahora que, P2 es un vector propio de A @ociado al
valor propio A, ==> AP, = ),P,

2
(MM, AP,
===
(M,M,A)P,

0 (c)

0
En efecto,
(M?_MIA)(PI) = Mz(MxAP1) = MZO =0
—> P ¢ Ker(MZMIA)
Ademas,

(M,M A)(P,)

b
(I - PZP; - P1P1)AP2

AP, - P,P}AP, - P PAP,

\,P, - P,P}\,P, - P,PI),P,

= A\,P, - A,P,P}P,~ A,P, PP,
= 1,P, - A,P, pues P)P=1 PJP,= 0
=0

= P2 € Ker‘(MleA)

Sea ahora, B, vector propio de A asociado al valor propio A,
o sea que AB, = A,B,
=> Xzes valor propio de M,M A

i.e. 38, =(M2M1A)(B;) = 7\28;
En efecto, sea 8’1 = M2M181

= (MANE)) = (MMA) (MM ) = (M,MA)(I-P,F;-P P})B,



—  Q,MA)E))

MM, A8, ~(M,M,AP, )P26, ~(M M AP )P?8,

= MMA,B8, - 0P8, - OPIB por (c)
= AMM B,

= A,8]

Asi, en general si 1los k vectores de regresidn coinciden con

k vectores de A, las restantes raices Vv ,V,,V;5eccec0n- Vo i

coinciden con las restarites raices de A.

b.) Supongamos que s vectores de regresidn coinciden con los vectores
propios de A o son combinaciones lineales de ellos. Si reenume-

ramos las rafces de modo que:

A € A < essscccnscsses < )
17 2" = "n-s

Procederemos a demostrar que,

. . < .
i i~ >‘1+k-s

Establecemos primero un resultado andlogo para el conjunto cam-

pleto de los v’ y A’S y ordenamos los v’$,)°S y 678 de modo que,

\)1 <.\) € eevevscsccccses

IN
<

-2 n-k
Al S AZ S XX EEREEEE XX S An
< oecesss00cessses <
91 <8 % - en—l

Hemos visto que si 1 =0, entonces A_ es la raiz de (26), ademas,

s1 Ar y Ar+lson iguales, tenemos que Ar = Ar+1 es una raiz de
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(26). Estos son los dos (nicos cases en los cuales los Ai son

raices de (26).

Para las restantes rafces, consideremos la funcidn:

£() = %12 _Ei(e =)

i=1 1 j
n
sty f(x ) =12 ! (A = A.) (27)
r r J¥fr r J
ademds,
s1 f(OA ) >0== f(A_,,) €0 (28)
T r+l
nN
si FOA) < 0= f(A_..) >0 (29)
T r+l

La implicacidn (27) es evidente, demostraremos la condicién (28)

y de manera andloga se demuestra la condicidn (29).
En efecto, sabemos que,

es s 8080 LRI I N *
A, S A, s SA_, SA_SA s A ()

Si f(a ) =12 .ﬁ (A_ - Xx.) >0 se tiene que:
T r j¥fr'r i

- 12 _
f(}‘r+1) - lr+1j#ﬁ+1(>‘r+l >‘j)
Vamos a verificar que: f(lr+1) <0
Sabemos que ¥ j: 1< J s k-1; (A, - Aj) >0 por (¥) vy

r—
ademds, que F(A) =12 To(A - A). I (A - A.) > 0
T r j=1 'r Jj=r+1 r J
— T O_-r) >0
=1 %r o 7j
ademds, camo li >0 y fO) >0 tenemos que:

n
PR WR
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Pero, como ¥ j: r + 1 < j £ n; ()\r—)\j) < 0 , entonces se tiene
que j=§+1(kr - Aj) es el producto de un nlmero par de factores
negativos, es decir, m-r =n- [(r +1) - 1] es par.

Por otro lado,

_ 2 r n
f(xr+1) =l jgl(kr+1 - Xj)j=¥+2(xr+1 - Xj)
donde Vj‘1S3SP’O‘r+1“)‘j)>O por (%)
r
— jgl(xﬁl - AP >0 (@)
pero,como\fj:r+2sj§n;()\r+1—)\j)<0 por (*) vy

como n - [(r + 1) - 1:] es par, entonces , se tiene que,
n-(+1) =n-[(r+2) -1 esimpar y por lo tanto,
n

j=¥+2(xr+1

- 2 b
Aj) <0 y 1,20 (b)

- o r _ n _
— fO ) =1, MO ) IO ) <0

f()\r-H) <0

Puesto que f(6) es continua, existe una raiz en cada intervalo

Xr <0< Xr+1

Asi: Ay S0, ¥i:1=12,2, «...., n-1 (30

Para extender este resultado, observemos que MIA tiene una raiz

cero en adicién a 8,5, 8,5.0uuiuernn.. s B
Supongamos que: 8 <0<6

entonces, las ralces de M A pueden ser ordenadas en la siguiente
forma:
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eecsace < osaasas
6 <6, < <6 <0<, < <0

Sean ahora ¢, ¢,sesecssens ¢, las ralces de M,(M,A) junto con

una raiz cero,

=—D 61$¢1S625¢2So K .Sets¢tioi¢ t+1<_o ceevee .$¢n_lien_1

pero, como M,M A tiene dos rafces cero y tiene rango a lo sumo
de n-2, entonces, uno de los dos ¢t v ¢ debe ser cero. Re-

t+1
chazando una de ellas y reenumerando, se tilene que,

AL S¢is)‘i+2 Viil=1,2, coeveeyn =2

Si aplicamos el mismo argumento de manera sucesiva, tendremos

que,

Considerando el caso en que s vectores de regresidn coineiden.
con los vectores propios de A o combinaciones lineales de ellos

tendremos, SV SA, o Virdis=i, 2., n-k (3D
COROLARIO 1:
r. ST <y donde
(32)
n'z':k A 2 nEk)\ 2
B R o _AE N itkesd
L nEE 2 y ) nk
LIL ik
PRUEBA:
Sabemos que XisviSAﬁbs Vi:1=21, 2000004y N-K
. 2 2 2 SLos _
Asi, li Ci < VoL < li+k—s Ci Vi 1=1, 2,...., Nk
n- , nzk » _nzk 2
ik M 8 Sk Vit Sk e B



ﬁik N 2 n-k 2 n—-k 2
iZ1 2955 a8 Vi85 iE Mgkes Bi
T Tn=kK = K
2 2 2
i§1 Ci iél'gi i=] Ci

es decir; r<rsr
La importancia de este resultado es que éste conjunto de limites de r

no depende del conjunto de vectcres de regresidn

B- DISTRIBUCION DE r

Hemos sefialado que cuando los errores estdn distribuidos independiente-
mente de las variables explicativas, estas variables pueden considerar-
se camo fijas. Sin embargo hay un caso especial en el cual es mas con-
veniente considerar las {Xi}como variables aleatorias.

1.) REGRESION SOBRE VARIABLES ALFATORIAS:

Consideraremos el caso de un sistema normal multivariante. En tal
sistema las regresiones son lineales y los errores estan distribui-

dos independientemente de las variables independientes.

Se puede demostrar que si Y, X, X2, .......... R Xn estan distribui-
das conjuntamente como normales tal que la regresidn de Y sobre las
{Xi} pase por el origen y si observaciones sucesivas son indepen-
dientes, entonces, r se distribuye camo si 1os residuos Zl,....,Zn
fuesen variables normales independientes o sea que el efecto de
regresidn desaparece del problema. De igual forma, cuando la re-
gresidn no pasa por el origen, r se distribuye como si las {Zi}fue—
sen residuos de la media muestral de n observaciones normales in-

dependientes.

Camo en la practica casi nunca se prueba la hipotesis de correla-
cidn serial de los errores cuando se sabe que observaciones sucesi-
vas de las {X;} son independientes, es por ello que el caso plantea-

do anteriormente no es el mas importante.
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M. S., Bartlett en 1934 demostrd que si las {X. } 10 se’consideran-

fijas ', Z estard dirigida aleator:.amente en el n—espac:.o si y solo
si, las {Xi} estdn distribuidamente camo normales y sus observacio-
nes sucesivas son independientes. En este caso, la direccidn de 2

estd distribuida como si Zis Zys

.......... s Zn fuesen normales e in-
dependientes con la misma varianza. De igual forma se puede demos-
trar que si ajustamos una regresidn incluyendo un término constante,
r estard distribuida como si las {Zi} fuesen residuos de una media

muestral de variables normales e independientes, aunque la regresi-

on de la poblacidn pase o no pase por el origen.
REGRESION SOBRE VARIABLES FIJAS:

Para examinar la distribucidn de r cuando las variables explicativas
son fijas, asumiremos que los errores €15 E nrrernncannn. s € son
normales independientes con varianza constante.
Transformando r como se hizo en I-A se tiene que:
n-k
2
oo dh Vb
= e
ot gz
i%1 21
Como la transformacidn que se hizo es ortogonal, Ly Cysnenne > T
son variables independientes N(0, 0?) donde la variacién de r estd
limitada al rango (v, v__, ).
Bajo el supuesto de que las {Vi} son desconocidas, R. L., Anderson {8}
en 1942, did la distribucidn exacta de r para dos casos especilales
que son:

1.) Para n - k par, las {v;} siendo iguales a pares.
2.) Para n - k impar, siendo las {v;}iguales a pares con un valor
mayor © menor que todos los otxros.

las expresiones para la Funcidn de Distribucidn de r encontradas
por Anderson fueron las siguientes:
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(Ti -_ r’)-"/z(n.-k)_l

P(r > r?) = 'él a; CTm-'l-a, £r’ < Tm) (33)

donde:
a.) Para n - k par; las {v;} forman 1/2(n-k) pares distintos derota-

dos por -['1 > -['2 > sescsescce > Tllz(n—k) y

_ 1/2(n-k) (34)
a; = i‘ij (Ti - Tj)

b.) Para n - k impar; las {v;} forman 1/2(n-k-1) pares distintos
simultaneamente como anteriormente con una ralz aislada T me-
nor que todas las otras y

1/2 (o~

k=1 P
OLi = jgi %Ti - Tj)V/(Ti - Tj) (35)

Aqui en (b) T > T, se obtiene escribiendo -r por r.
Anderson también encontré las férmulas para la Funcidn de Densidad.

Para el caso en el cual las {vi} son todas diferer;tes y n-k es par,
la [1/2(n-k)-1]-ésima derivada de la Funcidn de Densidad fué encon-

_trada por Von Neumann en 1942, obteniendo: |10]

d,1/2 (n-k)-1
d1/2 €S ftr) = 0 Sl m es par
r . (36)
, gt/2 (k- ey = (e D0 - At
—K - =
gt/FimmT T ;/—r.LlIK(r' -v.)
r 1=1 1
sl m es impar; conv <r<vo. tm=1y 2, teennn , n-k-1

Estos resultados pueden ser usados en casos particulares si las {v;}
son conocidas. Lo que significa que los vectores de regresidn de-
ben ser vectores propios de A y las raices asociadas con los res-
tantes n-k vectores propios de A deben cumplir las condiciones de

Anderson o de Von Neumann.

BIBLIOTECA
UNIVERSIDAD DE PANAMA
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Los anteriores resultades pueden ser aplicades a la distribucidn
de v ¥ Ty aportandq las aprepiadas {Ai} ;

Si FL y F son las Funciones de Distribucidn de r YTy ®wspectiva-

mente, se puede prcbar que:

FL(r) 2 F(r) 2 FU(r) (37)

lo cual se obtiene notando que Ty r son correspondencias en (30)
yquer <vr siempre.

MOMENTOS DE r

El andlisis anterior muestra que r es independiente de la escala
de los {;i} luego, podemos tomarra o2 igual a la unidad y r pode-
mos expresarla camo:

__u _nck 2 _nck o, )
r = ——— donde u = i§1~vici y v=.L . (38
donde ¥ i: 1 =1, 25......, N-Kk; T, v N(0,1) independientes.

Probaremos que r y v se distribuyen independientemente; para dlo
primero partiremos de un teorema, el cual no serd demostrado pues-
aparece demostrado en |1|.

TEOREMA 2:

Sea X VN_(0,D) y 1= ||x|| = xx0'* > T = X
1X] |

entonces, r y T(X) se distribuyen independientemente.

COROLARIO 2:
_ _u
Sea [ = (Ei)lsiSn-k ~ Nn_ﬁo,I), sean ademas, r = ~
co = E_k 2 =D = nik 2 - 2
nou _i=1vi§i =ty ve= i=lci - ”CH

entonces, r y v son independientes.



DEMOSTRACION
Sustituyendo ¢ por X en el tecrema 2, tendremos que
r = ||z|| vy ademas que T(X) = T(3) = ¢/||g]||, entonces, r y T(g)

son independientes.

Sea f(r) = ||g]|] y &(T()) = ¢’Dg funciones de r y T(z) respec-
tivamente, entonces tendremos que f(r) y g(T(z)) son independientes.

i.e. r y v son independientes.

Asi, se tiene que:
E(W®) = E@°v®) = E(®)E(W®)
S
— © EG@S) = E(u”)
E(S) (39)
Como ¥ 1: 1 = 1, 24eveeeeeess N-K; L; ~ N(0,1) independientes, en-
tonces, V i: 1 = 1, 25eeeeuceenssy N-k; ;21 ~ x2  independientes,

entonces,
E(v) =n -k
v = nEk g2 n Y2 = E(W¥) = (n - K)(n -k + 2) (40)
i¥l 73 Xn—k
etc.
Por otro lado como ¥ 1: 1 = 1, 25eeeecacccnn 5 n—k;\)ies una cons-

tante y ademas, ci ~ x2  independientes, entonces, vici sonwa-
riables independientes y como,
n-k

u = GF, vt

2
i

se tiene que el n-ésimo cumulante de vici esté.dadoipon:

1

K (v.g?) = 2°7 (s - 1)!v§ (41)

n-k  , _ nzke s-1 f.sh _ 51 fnzk s
K (iélvici ) = i§1[2 (s—1).vi] = 2 (S_l)'i§1vi
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En particular se tiene que:

1-1 —k -
(1) K@ =2 '@ -0t = 5y,
1 C1=l1 i=1 1
. . _ ~
(2.) K (w =212 - DTNz = o5k
2 1=l 1 i=1 1
(42)
3.0 K =277 - nighe = g0k
1=1 3 i=1"1
- -k -k
W) K =27 - DTV = gt vy
i%, 74 i%,74
etc.
Luego,
_ _E(u) 1 n=k
E = = = > = = =
) E(v) L n—kiglvi v
E(u?) 2 n-k
E(r2 = =y = 2
T = 0y TV, momaen & Vi

Para obtener los momentos de r con respecto a su media E(r), se tiene

que:
n=k
iE (Vi - Q)Ci u’
s - 1 -
r - My = nEk . = v (43)
& &3

Donde, nuevamente se tiene que, (r - yj) y v son independientes, por
lo que, los momentos de r - u} son iguales a los momentos de u’ divi-

didos entre los momentos de v.

Obteniendo los momentos de u’ usando los cumulantes se tiene que:

n—k

3y = 5571 _ _Jys
Ks(u ) =2 (s 1), igl(vi V) (44)
En particular, tendremos que:
- -k - =k -
(1) KW =2a - o -9 =TT, - W)
1=1 1 i=1" 1

2-1 'n-k -2 _ -0ck -2

(2.) K, (u”)
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Luego, se tiene que:

" -
2 i=1(yi -\
n-XM -k + 2)

(1.) Var(r) = o2

—k -
8 :gl(vi -3
(2.) M " m-Km-k+ 2(n-Kk+H)

(44a)

nik _)“ + 19 n-k -\ 212
48 i=l(\)i -V 1 {i2=?1(vi - v)?}

(3.3 m, = (h-kK(n-k+2(n-k+4¥){n -k + 6)

son los Momentos Centrados de r ; los cuales se refieren a la regresidn

hacia el origen, de k variables aleatorias independientes.

Si el modelo estudiado incluye un término constante o sea, que si la
regresidn calculada incluye una media fija y si como es usual, espera-
mos distinguir las restantes variables independientes, entonces,

k =k’ + 1 en la expresién anterior, siendo k’ el ndmero de variables
independientes adicionadas a la constante.

Las expresiones dadas anteriormente nos permiten calcular los mamentos
de r cuando los {vi}son conocidos pero, como en la practica eto no siem-
pre sucede, entonces, para estos casos no es posible calcular los mo-
mentos de r mediante el procedimiento anterior. Bajo esta Gltima si-
tuacidn debemos expresar la suma de potencias I vz mediante cantida-
des conocidas o sea mediante la matriz A y las variables independientes.

Para poder calcular los momentos de r , bajo el hecho de que no se co-
nocen los valores de los {vi} haremos uso del concepto de traza de una

matriz y de algunas propiedades importantes de la misma.

DEFINICION
Sea S una Matriz Cuadrada, se define la traza de S, que se
denota por tr(S), como la suma de los elementos de su dia-

goral principal.

n
i.e. ¥S =1(s..)eM ; tr(S) =.IL s. .
13 nxn 1=171 7]
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PROPIEDADES :

1) ¥S~TeM ; (S + TY) = w(S) + t(T)

2.) ¥SATeM ; tr(T x S) = (S xT)
nxn

TEOREMA 3:
Sean S y T dos Matrices Cuadradas y sea g € N, entonces,

w{(S+1)8} = t(s8) + Bre(SBTIT) + B)tr(SEBTAT?) + ...+ tr(TB)

Haciendo uso de los conceptos y propiedades enunciadas arriba tenemos
que, sl 0y, O,5 Ogsecencnns »0_ son las raices propias de S,'entonces,

m . q a q
tr(S) = 4£,0; Y Que en gereral se tiene que tr(S%) = .3 a

De lo anterior, para nuestro caso tenemos que:
a- "5K,q (46)
tr(M-A)3= [T V!
1=1 1

puesto que Vis Voo Voseennens s vn—k , en conjunto con k ceros son las
raices propias de M.A.

Sabemos que, M = I - X(X’X)"'X? luego, en los casos en los cuales las
variables independientes .son constantes conocidas, algunas veces es
posible construir la matriz M directamente y asi, obtener A media y
la varianza de r en forma bastante directa, pero, en los modelos en
los cuales las variables independientes toman valores arbitrarios se

hace necesario efectuar una reduccidn, asi:

a.) Para poder calcular la media de r se hace necesario efectuar la

siguiente reduccidn:

n
.Z v, = tr(M-A)
1=1 1

w[{I - XX 7'x14]

tr{A - X(X°X) 7 XA}

trA) - tr[XX°X) XA} por P. 1

t(A) - t[X°AX(XX) 7] por P. 2 (47)



41

Para el cilculo de la varianza:

™~

<

N
!

= w[MA?] = [T - XX TXANY]

tw{A - XXX) T X°A}]

w@A?) - 2 [XA XXX 7] + AKX TN (u8)

De igual forma se encuentran expresiones equivalentes para Zv; > IVis
etc.

Si las variables independientes son ortogonales, se tiene que XX es

una matriz diagonal; i.e. las expresiones anteriores pueden ser sim-
plificadas asi:
] . - X2AX .
w[XAXKK) ] =) T (49)
i%i
j=1
donde x; representa al vector de la muestra de la i-ésima variable in-
dependiente. Se observa que cada té&mino de la sumatoria tiene la
forma de r en término de ura de sus vari@ble independientes. De ma-
nera similar se encuentran expresiones para:
1 K X,iAzxi
a2 rwy~ - ————
tr [X°AZX(X’X) ]-iél G ete (50)

Asi, se tiene que:

. (xiAx )2
tre[(X AX(X X)7)?] 2f i
X x i#j 1 *1%5%3

Por lo tanto, cuando los vectores de regresidn son ortogonales, se tie-

ne que:
k xi.Axi
v, = tr(A) - igf—;;;;j
i"i
) k x3A%x, 2%, ]Z( (x3Ax.)? G
v: = w(A?) - 2 ) )j + 2
* i=1 xl i i=\ X% 1#JX1X1XJXJ
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De estos resultados se tiene ques

1.) la Media de r estd dada por:

k x2Ax.
_ 1 n-k _ 1 i1
E(I‘) ——E ;:\) —n_k [tP(A) - 2 ) ] (52)
i=1 x’x.
11
2.) La Varianza de r estd dada por:
2 -k 2 q ok
_ 2 _ T2
Var() = myamaen MY = e [p—kiélvi "]
’ k x’Azx. k rx2Ax.\?
- 2y _ i i~
T (n-k) (n-k+2) (A% 212:,1 X2 x * -21( x?x.) ¥
1= 11
k (X’Ax )2 =
2v?
t2} XK. x %, |~ (n-k+2) (53)
#3711

Cuando X es particionado en dos & mas conjuntos de variables ortogona-

les, podemos aplicar resultados similares.
D- FUNCION CARACTERISTICA DE uy v

Sabemos que un método alterno para obtener los Momentos de una varia-
ble aleatoria es atraves del uso de su Funcidn Caracteristica, la

cual siempre existe. Usaremos este hecho para encontrar la Funcidn
Caracteristica conjunta de u y v.

Qu’v(tl,tz) E[exp{ltlu + 1t2v}]

Efexplit,u(z ,.vnst ) + LA C RPN S )

-t

Jexp{it ug 5..oop L V(G ,eent M@y, T )

.dgldgz.‘.....dcn_k

Sabemos que ¥ j: 1 £ j < n-k; gj ~ N(0,1) independientes, entonces,
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- —-(n=-K) /2 ko
f(cl’cz"""gn-kl = @2m) exp{.jglcj/Z}
== ¢ (‘t t ) = (zﬂ)‘(n_k)/z I....I [i.t ng;k\) C2+it n.ikcz -
u,ve 0y FPU e Y55 35,05
n~k )
- ngcJ /z]dcldcz'..'..dcn_k
mrk . .
= (om)~ (0 /2] e e forplog7, 2R (120, v 2] / 2}, -

.dcz........dcn_k

2 _,2 . ;

S1 hacemos o. = . (1-2it v.-?ti)l/2 — —c.(1—21t1v.—2121)
j j 13 2 ] ] J

A

_ . .\ 1/2
dcj— (1—21t13j- 2t3) d;j

1/2

= (1 - 2itv, -i2t ) do. = dz.
j 2 j i

n-k

— ¢, (t,,t,) = jl__ll(i—zitlvj~2tg~.)"1/2 (amy T2

n-k ,
fexp{“jéloj/Z} dcl d0'2 Inco'.o'oado’n_k

n=k . . -1/2
jgl(l_- 21blvj - 21t2)

1/2k.IfI“1(< —1/2 -1/2k

1=

(1—21t2) 1—21t1vj—21t2) (1-2it,)

} 1/,kn=k ; ) ) . -1/2
(1-2it,) jgl{(l—thz)-erlvj](1—21t2)k]

o\1/2k . . -1/2
(128t K1 @-2it,) - 2it MA]

Y& qUe, V., V,seeenens V&N conjunto con k ceros son las raices de

la ecuacidn
|1v - MA] =0
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Si consideramos el caso de unc simple yariable independiente, podemos
obtener una, expresién mucho mis manejahle que la anterior. Bajo es-
tas condiciones, la Funcidn Caracteristica de u y v estard dada por:

=2 _ A V4
Ql(tl,tz) = jgl (1 29j1tl 2it,)

1 _ n=1 . .
— ~E€—- = jI=[1(1 - Qletl - 2at) (54)
dorde 8, 8, 5eeecenn.s » 8 _, son las raices de la ecuacidn:
n ) n
DRI SCES W

por conslguiente,

Ml -6.) = 1218 ¢ - A
i= i’ T i 1J i

2 B-1.)+12 -+, +12 H 8 A
lljgl( J) 2jllz(e J) ( )

J-—,
2 2 2
:l H(e)\)l ]'[(6)\1)_*_“'_*_1 ]'[(6)\)
®-2) (B -1) (® - 2)
1 2 n
n 12 12 12
= AP e e Y R
n
2
B o -a )
I ey
]
para todos los valores de 6 excepto para A, A seeeccecn. . An.

Luego, de (54) se tiene que:

1 n‘l (2lt ) .
: = (1 21t -26. 1t1) —_— ¥i=1,...n-1
92 it (2it,)
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a - Zl;é; - 263.1*;1

B e D “il-
- g j=1 2it,

"1 - 2it.
= (2t )™ M —2 .0,
j=1 2it, J

1 p | At 12
(2itp™ I |——2 -8, 5 J
j=t | 2it, J 1-2it,

21‘t1 3
n n 12
= I (1-2a.t -2it,) —— (56)
J=1 J j=1 1—21t2—21t1xj

En esta Qltima expresidn se tiene que el factor de la mano izquierda
corresponde a la Funcidn Caracteristica de u y v bajo el supuesto de
que los {zj} son variables normales independientes; el factor de la
mano derecha proporciona la modificacién hecha para el ajuste de la

regresidn sobre una simple variable independiente.

De la expresidn (56) se puede notar que:

. 1 . ) -
i.) 1—2it2—2it1 con J =1y 250000, » N son las ralces propias
de la matriz B! = { (1-2it,)I - 2it A )

ii.) Los vectores de B ' son 1los mismos que aquellos de A tal que
1is loseeeennnnn, ln son los cosenos directores de el vector

X relativo a ~esos vectores propios. Asi, se tiene que

2 —
E = . xEX
j=1 1—21t2-21tlxj XX

n
iii.) Ademas, se tiene que: jgl(i—Zitz-Zitlxj) = |B |

De las observaciones anteriores se tiene que, la expresidn (6) puede
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-1
1 : X’B X
reducirse a é = |B| 0 (57)

1
donde, podemos notar que el segundo factor de (57) toma la forma ge-

‘neral de r.

Efectuando una extensién directa del procesc anterior para una varia-
ble independiente, se puede demostrar que para la regresidén sobre k
variables independientes, se tiene que la Funcién Caracteristica es -
ta” dada por : _
1 k X;lexs
|B,| I ——— (58)
@2 s=1 XX

S S8

donde B_ = (1 - 2it,)I - 20t M eeceecees MMA

y donde los Mi ¥Fi=1, 250eens , k han sidos definidos camo en (15)

de la seccidn A de este capitulo.

Debido a la propiedad reproductiva de los productos Mk"""°'MzM1A
que se menciond en la seccidn A de este capitulo, este resultado pue-

de expresarse directamente como en (57).

Haciendo t, = 0 se tiene la Funcidn Caracteristica de u luego, la
Cunulante y de aqui, los Momentos pueden ser obtenidos por medio de

la expansidn de log ¢-
SELECCION DEL CRITERIO DE LA PRUEBA

Para decidir sobre el criterio apropiado para la prueba, es importan-—
te considerar el conjunto de hipdtesis altermativas contra las cua-
les se va a discriminar. lLa clase de alternativa que vamos a consi-
derar es tal que el correlograma de los errores se reduzca aproxima-
damente exponencialmente con separacién creciente de las observacio-
nes. Un modelo que se ajusta convenientemente para éste tipo de hi-

potesis es el Broceso Estacionario de Markov-:

€ T ee,_, tu; ¥i:di= .oey-1,0,1,....(59)
donde [p| <1 ¥y u; v N(0,0%2) y es indeperdiente de €,

de u., ,u. ssssses
y i-,771,

FLPIPETEREE
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La Hipdtesis Nula H, es entonces, en (§9): Hoi p =0

T. W. AndersoE}%Lmostré " que no existe una prueba de ésta hi-
potesis que sea Uniformemente la mis Potente contra las alterrativas
de (59), ademas, demostrd sin embargs que, para clertos sistemas de
regresidn con distribuciones cerradas de los errores a los dados por
(59) se pueden obtener pruebas las cuales son uniformemente mds poten-
tes contra alternativas unilaterales de (59) y que proveen regiones
del tipo B, para altermativas bilaterales de (59), Estos sistemas
de regresidn incluyen casos en 1los que los vectores de regresidn son
vectores constantes coincidiendo con los vectores propios de una ma-
triz 6 ( o de combinaciones lineales de k de ellos) y en los cuales
las distribuciones de los errores tienmen una Funcién de Densidad de
la forma:

£ (W) = Kexp [-1/20%{(1+p®)e’e - 20e’0e}] (60)

Para tal caso la prueba uniformemente mds potente de la hipdtesis
He: p = 0 contra H’:p > 0 estd dada por r > r, donde

_ 2°602
VAV

nimos Cuadrados y siendo r, determinado paraproporcionar una regidn

T , Siendo Z el vector de los residuos de la regresidn de Mi-

caritica de tamafio apropiado.

Para el caso en que Hy,: p = 0 contra H:p #0, el tipo de prueba By
estd dada por r<pr, , 1 > r,donder, yr, estin determinados ‘tal
que proporcionan una regidn critica de tamafio apropiado y que satis-

facen la relacién:

r r
[ rfryar = E[F][ “flr)dar (61)
r, L2

donde f(r) es la Funcidn de Densidad en el caso nulo.

Sabemos del Corolario 1 de la seccidn A de este capitulo que cuales-

quiera que sean los vectores de regresién, se tiene que:

r Sr<r
L U
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Ahora,r; y Ty tienen distribuciones idénticas en el caso nulo con
distribuciones de r obtenida de los residugs .de la regresidn sobre
ciertog vectores propios. de la matriz A. . Asi? si hacemos

8 = A en (60) podemos decir que, cuando el limite inferior r. (6 su-
perior ry ) del corolario es obtenido, el estadistico r = (Z°AZ)/Z°Z
proporciona una prueba uniformemente la mds potente’ contra la alter-
nativa unilateral de (58) y la cual es del tipo B, contra la alter-
nativa bilateral.

La distribucidén de los errores para el Proceso Estacionario de Markov
(59) tiene Funcidn de Densidad:

' n n
- . 2 2 2_.2¢.2,.2y_ )
fu(u) = K exp[ 1/20%{(1+p )iglei o <€1+€n) 2pi§2616i_1}] (62)

n

Si en la ecuacidn (60) hacemos €’0c = ;L €., , Se tiene que:
2 2y 3 c2_00 3
f,w) =K exp[}l/Zo {(@+p*) L e —2pi§26iei_1i] (63)

n n

pero, si en la ecuacién (60) hacemos £’0e=.E €*-3.% (e.-e. )?
i=1 i=2°71 "i-1

obtendremos que:

n n
- _ 2 2 2_n(e24e2)-
f,(u) = K exp['1/20 {(a+p%) ;2 e5-p(eT*e) 2pi§2€i€i—l}] (64)

En vista de que las expresiones (63) y (64) estah muy proximas a la
expresién (62), podemos asegurar que casi cualquier valor de © nos
proporcionard un buen estadistico r para probar la hipdtesis Hg:p=0
contra las alternativas de (60). &Entre los dos estadistigos‘qﬁe pro-
porciona el valor de €’0e dade anteriormente, no existe mucha diferen-
cia, sin embargo se escoge.una ligera modificacién del segundo debi-
do a razones de conveniencia en el cilculo ( y debido a su similari--
dad con el estadistico de Von Neumann 62/52 (1941)). |10}

Nuestro estadistico a adoptar estd definido por:
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E G - 7. 03
q = 22 El " i-1 (65)

1=1 1

Este estadistico es un caso especial del estadistico general,

r =(Z2°AZ)/7°Z visto anteriormente, en el cual

T°1 100 Ceeeaenn eeer0 0 1
=1 2 =1 Qv esesencecnanas .00
0 =1 2-Tecevenocanoanane 00
00 -1 2ecenane cecenas ..Q 0
A cumas || 10l 1l (86)
00 00 2 1
LL 00 O .. cesieeaa=1 1

y donde tomamos a © = I
(6u).

1/2Ad para obtener la funcidn de densidad

Como los vectores propios de la matriz Ad y © en la ecuacidn del pa
rrafo anterior, son los mismos, entonces, cuando el vector de regre-
sidn es un vector propio de Ad, el estadistico d de (65) povee una

Prueba Uniformemente mds Fotente contra las alternativas unilaterales
de (64). En particular, la prueba dada por d es Uniformemente la mis

potente cuando los limites r Yy r, son alcanzados.

La principal alternativa al uso de d & un estadistico relacionado co-
mo un criterio de la prueba ha sido el uso de una de las estadisticas
circulares, tales como:

n n 2
iglzizi—1 _ 'i§1(zi - Zi—1)
r = — d = a (67)
¢ A ¢ % 72
i=171 1171
en los cuales tomamos Zo = Zn'

T. W. Anderson demostrd en 1948 que r,y dc proveen pruebas unifor-



memente mis potente contra alternatiyas unilaterales en una.poblacidn
circular con funcidn de .densidad:
2 n n .
f (u) = K exp|-1/20%{(1+p )iglaz—Zp.Z a.ai_lf] (68)

1=171

En la practica se presentan con mucha frecuencia casos en los cuales
los vectores de regresidn no son vectores propios, luego surge la in-

terrogante sigulente. ¢ Qué tan buenos son estos estadisticos como
criterio de la prueba para estos casos?.

Evidentemente podemos esperar que:

19 La Potencia de la Prueba disminuya cuando los vectores de regre-

- . -~ i -
510n se desvian de los vectores propios.

2° los Coeficientes de Minimos Cuadrados no son estimaciones de Maxima
Verosimilitud en el caso nulo.

3° Cualquier prueba basada sobre residuos de Minimos Cuadrados no se-

r4 siempre razdn de Verosimilitud para la prueba.
En contraposicidén con los 3 puntos anteriores se tiene que:

1°Aun se tiene una Prueba vilida, aunque posiblemente de potencia re-

ducida.

2° Es deseable por conveniencia tener una prueba basada sobre Resi-

duos de Minimos Cuadrados, aun cuando no sea una prueba Sptima.

3° Fl estadistico r se encontrard necesariamente entre los limites

rLyryVv cuando los mismos son alcanzados, la prueba serd Optima.
F- ALGUNOS RESULTADOS ESPECIALES

Sabemos que el estadistico d de (65) es un caso especial de r de la
ecuacién (38) de este capitulo, donde A = 1/2A; estd dada en (66).

en vista de que ésta matriz Ay es simétrica, entonces, ella estd com-
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pletamente especificada por el triangulq superior izquierdo, por 1o
tanto podemos escribir:

1 -1 Q
Ay = 2 -1 (69)

Para obtener los momentos de d, debemos primero obtener ks potencias

de Aj; asi se tlene que:

2 -3 1 0 5 -9 5 -1 0 .0
A2 = 6 -4 1 19 -15 6 -1
d 6 -4 Ao 20 -15 6 -1
6 d 20 -15 6
20 +15
20
(70)
14 -28 20 =7 1 0
At s 62 -55 28 -8 1 0
d 70 -56 28 -8 1
70 -56 28 1
Asi, se tiene que si 2’ = (Z, 2, 2,2, "°°°°° 2 22, ,2), entonces:
22, || [ 2,-22,%2, 7 [2,-32,+32,-2,
7,2, 7,-2Z 42, 7,-32,43%,-Z
Z,-2, 2,~22, 47 Z,-32,+32,-Z,
Az = ; A%z = : A%z = .
- - - +
-2 nl Zn—z 2Zn—l"'zn Zn—z _3Zn—1 3Zn
-7 7 .-2Z Z -3Z
-l n n-1 n n-q
Zn Zn Zn L
l.... p . - 75 -
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T I
VA G VAR LY AT VAR VA
b U3 t0hy—H2g5t%e
L3424 6l sZgtZy
. (71)
ANZ = :
Z 42 _ ¥6Z
Z .47
n-1 n
Z
- n Al
Por otro lado tenemos que:
nm1 2
b -
Z°AZ = I, (8Z))
rl—
AT I3(A2Z.)% + (2 -2 )2+ (2 -Z)2 (72)
i=1 1 1 2 n- n
-
Z°AJZ = i;f(A3zi)2+uz§+9z§+z§-12zlzz—szzza+uz123+ una expresidén simi-
lar en Zn, Zn__l, Zn_2
Z°A%Z = nE"(A“z )2413Z2+4522+41722+22-482 Z -54Z 7 -8Z Z R8Z 7 +12Z 7 -
d i=1 i 1 2 3 Ty 172 273 3y 173 27,

-6Z Z + una expresion Slmilar en Zn, Zn—1’ Zn—z’zn— 3

Luego, por la definicidn circular de d en (67), es deicr,

d = _Z_’i\d&_ (73)
¢ yAY/

se tiene que, los té&minos de correccidn desaparecen, dando,

[} ng ¥}

Z°A° 7

S 2 =
. 1(A Zi) donde Z—i = Z (74)

i n1

Von Neumann encontrd en 1941 que las raices prbpias de Qlestaﬁ dadas
por: [10]

Aj 72 {1 - cosﬂig;ll} ¥i: 321, 25..0.5 n (75)

donde las primeras 4 sumas de potercias son:



n n
- - - 3 - 3 - -
WAy E R —'2$n 1 mA 1 4(5n - 8)
n ’ n (78
2 _ 2 - — LYy - L "
A7 = LA E 20 - kY w oAl = LAY = 20360 - o)

El vector propio correspondiente a la ralz cero kl es {1, 1,...., 1},
el cual es el vector de regresidn correspondiente a un té&rmino cons-
tante en el modelo de regresidn. Luego, para regresiones con una me-
dia ajustada por lo tanto, necesitamos solo considerar los restantes

{kj} los cuales reenumeramos de conformidad, tal que,

A= 201 - cos—T ) (5 =1, , n-1)
n

luego, del corolario 1 tenemos que;
dL <£ds dU

donde,

9=~1 k’-
i} AL Tk M
- = 1 - ot 1
4 * T Y = Trp-r, a7
ik &3 ik, %%
siendo k’ = (k-1) el nimero de variables independientes en el modelo

en adicién al té&mino constante.

Con la distribucidén de los errores asumida en B-2 los limites de la
media de d estan dados por:

n-1 s

E(d) < E(dU) =2 - H—?%—_l j_:E’_}_lCOS'gl
_ 2 okt gy

> E(dI.) =2 - Py JEI cos =

y la varianza de d en sus limites son (todo esto sin probar):

1/2(n~k’-1)

16 2 11 e s
oD@ 5 9% TR ( n-k* impar)

var(d) <



1@‘"1{"‘)"3 5 ’
ar(d)< 16 2 2 8(n-k’-2)
g (K’ -1) (k1) i e N (i k-1) 2(n-K°+1)

cos? (k) «m

m (con n-k’ par)
1 25 o I (impar) (78)
pd (n—k’—l)(n-k’+1) j'-“k"l-l COs n n unpar \
> 16 By 4
D) e (n par )

II OTROS CRITERIOS PARA PROBRAR LA AUTOCORRELACION DE LOS ERRORES

A- APROXIMACION A UNA BETA.

Sabemos que el estadistico d visto en (65) es aproximadamente
igual a 2(1 - p), donde -1 < p < 1 luego, 0 < d < 43as1, d se
encuentra entre 0 y 2 para p > 0 y para p'< 0, d.se encuentra en-
tre 2 y 4.

Si en una prueba de autocorrelacidn de errores se llega a que

dL <d < dU’ sabemos que la prueba es inconcluyente o ®a que no
da resultados definitivos sobre la existencia o no de la autoco-
rrelacidén que se ha estado probando, luego, debemos encontrar un
estadistico que nos proporcione resultados concluyentes aunque
sea en forma aproximada. Un método para lograr esto consiste en
efectuar un contraste aproximado. El método propuesto por

Durbin y Watson [ 4] consiste en transformar d de forma tal que
su intervalo de variacidn sea aproximadamente de 0 a 1 y que ade-
mas se ajuste a una Distribucidn Beta con la misma media y la mis-

ma varianza que d.

Supongamos que hacemos d” = d/4 de tal forma que se distribuya
segun una Distribucidn Beta, entonces, su Funcidn de Densidad es-
tard dada por:

1
8(p,q)

£(d) = @t @ - amT? (79)



entonces se tiene que,

E@ = P y var(d) = - 16pg (80)
ptq (ptq) (pta+l)

De (80) se obtiene que,

1

p=f (PHQE(@ vy pig= E(d) 4 - E(d)

var(d)

-1 (81)

De estas ecuaciones se deducen los valores de p y q, donde los
valores de E(d) y var(d) se calcQlan mediante las ecuaciones (52)
y (53) respectivamente con A dado por (66).

Para contrastar la correlacidn positiva se hace necesario calcular
el valor critico de d en la cola inferior de la distribucién. Si
2p y 2q son valores enteros, el valor aproximado puede obtenerse
de las tablas de razdn de varianza o z de Fisher. Si 2py 29 no
son enteros, una primera aproximacidn se halla usando los valores

» » . .
enteros mas proxamos, luego se obtiene ,

qd
donde F se distribuye con razdn de varianza y luego se obtiene
z = 1/2° log F, la cual es la z de Fisher conn, = 2q y n, = 2p
grados de libertad. '
Si lo que nos interesa es contrastar la correlaciln negativa de

los errores, entonces debemos reemplazar d por 4 - d y luego efec=
tuar el mismo procedimiento anterior.

B- LA APROXIMACION d* = a + de (83)

En 1957 E. J. Hannan propuso una aproximacién al estadistico d de
Durbin-Watson mediante el uso del limite d dado en (32), ya que
cano siempre se da que d < dU, la curva de distribucidn de 4 es me-

jor aproximada mediante la distribucidn de d;. |12]

-
Durbin y Watso£ propusieron en 1971 una combinacidn lineal de &
de la forma d* = a + bdﬁ donde a y b son escogidos de tal forma

[1] Durbin y Watson, 1971 [5]
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que d* tenga los mismos dos,prdne:os momentos.de d para la matriz
particular X en cuestidn.

Esta nueva aproximacién es mis ventajosa que la aproximacibn Beta
puesto que, uno puede hacer uso de los puntos de significacién ta-
bulados de d para valorar la significacidn i.e. si dB es el punto
de significacidn tabulado en las tablas dadas por Durbin-Watson
(1951) para una prueba contra correlacidn serial positiva para va-
lores especificos de n y k, entonces, se rechazard la hipdtesis

de independencia si se obtiene que da*< a + bd;.

Del hecho de que,

__P , 2

Ed) = 5—x y Var(@) = (n—k)(n—k+2)EQ - PE(d)]
con - . ,

P = @ -trleaxxn”] y (81)

Q = tr(A?) - 2tr[X°A%X(XX) 7] + tr[IXAXKXX)T1}2)
donde tr(A) = 2(n - 1) y tr(A?) = 2(3n - 4)
se tiene que,

) syl
) - 2 - wlesaxT]
n-Xk
(85)

— 2 9A 2 P -1
var(d) = trgoyragergy [2030-4) - 2 oAt ]
+ tp[{x’AX(x’X)“}z] Z L4¢n-1)2= h(n—15u~[x’AX(x5x5"]

+ {tr XA T ]

Para calcular P y Q notamos que el (i,j)-ésimo elemento de X’AX
es,

n-1
tél Axitijt (86a)
y el (i,3)-ésimo elemento de X’A%X es, (86D)
niz A%x. A%x., o+ (x. - x.)x., - x. )tx. =x Y(x. -
t=1 it jt i2 i1 j2 j1 in "i,n-1 j

X.
jn J,n-1

)



57

donde camo yimos anteriormente, A es el operador de las primeras
diferencias.
De las ecuaciones' (40), (44a) y (76) se tiene que;

k= .
E(d) = = [2(n-1) -2.8 1 -cos 1]

1

1 k-1 T3
= ¢ [2000 + 2 T cos T ]
2 k=1 T
2+ = j§1 cos (87)

k— . k- .
u[ (n-2) - QiEI coszgl -2 151 cos gﬂ-]z/(nrk) ]

var(d ) =
u

(n-k)(n-k+2) (88)

Luego, los valores de a y b son determinados mediante las relacio-

nes,

Ed) = a+ bE(du)

(89)
var(d) = b var(du)



POTENCIA DE LA PRUEBA
DE
DURBIN - WATSON
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Dado el modelo de Regresidn Lineal,

Y =XB8+¢ (1)

en el cual el vector e de las perturbaciones es tal que, sus componentes
e, siguen un Proceso Autoregresivo de Primer Orden; para probar la hipd-
tesis Hg: p = 0, Durbin y Watson propusieron una prueba basada sobre el

estadistico,

i i-1 ¢ 2)

en el cual ,

g=Y-XB con B = xXX)7'x°Y ( 3)

Bajo la hipdtesis H, Durbin y Watson encontraron un par de variables alea-
torias 1imites dadas por (77 del Cap II), cuyas distribuciones no depen-
den de X y tal que, para cualquier d* se tiene que,

Pr(d_ < d*) s Pr(d < d*) < Pr(d; < a*) ()

Con esta propiedad propusieron un nivel o para la prueba de Ho: p = 0
contra la altermativa H :p > 0, tal que la prueba se podia hacer en dos
partes asi:
i) Se -acepta H, sid > d:

No hay decisidn si di <dc< dz

Se rechaza H,si di > d (5

fy _ %y _
y donde Pr(du < du) = Pr(d1 < dl) = a

ii) Si no se obtiene decisidn en la prueba, entonces, se utiliza un mé-
todo aproximado para obtener el Gnico punto apropiado de significa-

cidn d*(X) para la matriz X que se esté usando; de aqul que,

Pr(d < d¥(X)) = a ( 6)
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‘Sabemos que un Proceso Estacionario de Markov (59 Cap. II) tiene Funcidn
de Densidad dada por (62 del Cap. I1), por.lo.que la matriz de covarian-
za de € est§ dada por,

V= (14 p2)T - 200 + p(1 - p)C ¢ 7)
donde — T -
1 1 0 > ® 0 00 0 0 1 0 0..0!..'0.!.00
10 0 covennn 0 0 0 Ovevnnnn . 0
2@= 0 1 0 1 ooooooo U y C = 0 0 0.. ----- anouoO (7a)
0 00 0..... e 1 0 0 0wvieneennnennd |l

Ademas, Anderson demostrd que si V™' es reemplazado por,

W= (1 + p2)T - 200 €8

y si los vectores de regresidn,se encuentran dentro del espacio cubierto
por k de los vectores caracteristicos de W, una prueba basada sobre el

estadistico d : es una prueba similar Uniformemente mds Potente de H, con-

tra H,.

La Funcidén de Potencia de la prueba de Durbin-Watson la estudiaremos asu-
miendo que la matriz de covarianza de € es o°W en lugar de o?V. Asi, el
estadistico @ puede escribirse como;

g = 8°AE _ g’MAMe _ u’WI/ZMAMWI/,Zu ¢ 9)
G £ Me W WI/2MWl /2y

con u " N(0,021) y M dada por (5 Cap. II) y A dada por (66 Cap. II), o

sea que,
A= 2(1-0)

Luego, de ( 4) se tiene que,

oo manns Y2
- W YA MAMW
Pr(d < d*) t:Pp[ R, < d’]




bl

—> Pr(d<at) = Pe[ W’/ M (A - @1 M%< Q)

n
2
Pr (iglniéi <0) (10)

: £ . .
donde my 2 W, 3 *tcect T son las Raices Caracteristicas de

e

r=w/AM A - av1 vt/ (11)

o . 3 \ 2
y donde {61}1<i<n son tales que 6, ~ N(0,0%)

Nuestro proposito consiste en obtener limites infericres y superiores de

m; V 1<isn, los cuales son independientes de la matriz X.

Supongamos que:

My ST (12)

)

entonces, para todo p, d%, n y k dado se tiene que:

-k ) n=k ' m-k .,
Pr {27 .84 < 0] < Pr[,z m 8% < O:I < Pr'[.z m.8%°< 0:| (13)
1 1=1 1 1 i=1_1 1

'_1.-.1 i

Sea P; el Vector Caracteristico eorrespondiente a la j-ésima rafiz mixima

de W, el cual por conveniencia denotaremos por :

. = Ch.(W 1y
P; J( ) (1)
. 3 o (o s esescens AR o 3 .
S1 pj = (‘plj Pnj)’ entonces, se tiene que:
p1j= 1//n
. . (15)
_ 1 (2i-1)(G-1) n
Pis” - cos 7n s 3J=24.4. 50

Sabemos por (75) cap.Il que las raices propias de A estén dadas por:

- — ane (-1)
)\j- 2[ 1-co = 1{'
y como A = 2(1 - 0), las raices caracteristicas de © quedarihexpresadas

por: (i-1)
n

v. = Ch.(8) = cos T (16)
1 1
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de las cuales se obtienen las raices caracteristicas de W y de A.

A continuacién desarrcllaremos 2 métodos para derivar los limites de 7; ,
donde uno de los métodos proporciona un 1imite suparior y el otro propor-

ciona un limite inferior.

METODO 1:

El primer método consiste en sncontrar los limites de las raices caracte-
risticas de T ignorando el hecho de gque I' tiene k raices ceros, es de-
cir que supondremos que T tiene n raices. Esta técnica consiste en obte-
ner las raices caracteristicas como extremos de una Forma Cuadritica Res-

tringida. (Courant y Hibert [13 ])

TEOREMA 1:

Para cualquier matriz simétrica A de orden n y cualquier vector

columna arbitrario aj, con j = dyeenenns ,1-1
b ) 9
mix  EBX 5 ono(a) min X8 o Chy(A) a7
X'0.=0 X°'X 1 x2Q.=0 XX
j=13..,i-1 j=id1,...,m

donde Chi(A) es la i-€sima raiz caracteristica en érden descen-
dente.
Demostracién en Courant y Hilbert [ 13].

Los siguientes Lemas y Teoremas que a continuacidn se enuncian nos seran
de gran utilidad para establecer el Limite Superior para todas las n rai-
ces de T .

LEMA 1:

Sean B y C matrices de pxm (p > m), tal que rang(B - C) = r. Enton-
ces, para cualquier matriz simétrica A, i = 1,..c.... -1

i) Chi+r(B’AB) < Chi(C’AC) (18)
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11) Ch/(B’AB).> Ch.. (C’AC)
1 1t+r

DEMOSTRACTION:

1) Sean O rag? 0% los vectares caracteristicos de B’AB co-
rrespondientes a las m-itr menores ralces caracteristicas.
La ecuacidén (B - C)x = 0 impone r restricciones sobre X, ya

que rang(B - C) = r, entonces, para i+r < m se tiene que:

el ]
Chi(C’AC) 2 m_{n[?(-g—,ig{— : x’aj=0 con j=itr+l,..,m;(B-C)x=0

M
= rn;fn[ Z—%;&X— : x’onj=0 con j=i+r+1,..,m;(B—C)x=O]

v

« | x’B°ABx . .
= Chi(C’AC) > mn[——-}-{—,—;{-—— :x’aj=O; J=itr+l,...., m]

3
Chi+r<B AB)

s ’
Chi(C AC) 2 Chi+r(B AB)

i1) Esta parte se demuestra intercambiandoc B y C en la demostra-
cibén anterior, puesto que rang(B - C) = rang(C - B)
LEMA 2:
Sea A una matriz simétrica tal que Chi(A) > 0, entonces, para cual-

quier matriz real D:

Ch,(D*AD) < Ch(A)*Ch, (D’D) (19)

DEMOSTRACION:

Si Chi(D’AD) < 0, entonces, el resultado es trivial. Asumamos
que Chi(D’AD) > 0 y sean Ays Gpsemnnesly los vectores carac-
teristicos de A correspondientes a sus i-1 raices caracteris-

ticas mayores, entonces,



[ o1\ ?
- {X’D’ADx . .
C}li(D’AD) s max -—;(T H X’D’G‘-jngjz‘;,u.-.,l-li X#O]
. [x°D’ADx : . X
= max| =5 ! x’D’aj=0;j=1, ..... ,1—1;Dx;f0]

- [x’D’ADx x’D°Dx . .
= max X’X . X,x . X,D,aj:0;3=1’l.l ,l"j.;DX#O]

[Y°AY x°D’Dx
Y’Y x°x

"
B
oy
»

: Y’ajzo; j=1,...,i—1;Y=Dx#0_‘

[Y2AY | . . - [x°D°Dx
Ty .Y’aj=0; j=1,...,1—1;Y¢0]max[§H—; x#O]

"
=)
y
»

Chy (A)-Ch, (D’D)
.*+ Chy(D’AD) < Ch, (A)Ch, (D°D)

TEOREMA 2:

Sea T = Wl/zM(A - @MWt/ y 6 wH/2(a - arp)wt/2, entonces,

i) Chy, (T) < Ch (6) (20)

ii) Chi(l") 2 Crxi+k(G)

DEMOSTRACION :

1) Si hacemos A = A - d*I; B = MW‘/2 yC = w2 y sustituimos
en el Lema 1- i se tiene que:
1/2 A 1/2
ch,, [ ewt/2y s - asmow/2) ]
<ong[ wlzyra - e (2) |

Chi+k(B’AB)

= Chi(G)
Chi+k(T) < Chi(G)
"ii) Utilizando el Lema 1 (ii) se prueba el resultado.

El teorema anterior nos permite obtener los limites de las ralces carac-

terfsticas de I'. los 1limites superiores de las k ralces caracteristicas
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mayores de I' que no estan limitadas por el tearema en su parte i se obtie-

nen usando el Lema 2. Asi se tiene que haciendo A = A -dfl y D = Mt /2
en el Lema 2 resulta que:

Ch (T) < Chy (A — 4¥T)~Ch, Wb/ 21 (2) (21)

Si queremos obtener Limites Superiores que no dependan de X, ademas del
Lema 2 necesitaremos hacer uso del siguiente Lema.

LEMA 3:

Sea H = W'/2MwMW!/2 , entonces,

{ Ch (W) + Ch_(N}? _
4CH, (W)Ch_(W)

Ch, (H) <

A (22)

donde Ch, (H) = A si las columnas de X se encuentran en el espacio
generado por

P1+ Pn,ooo.o.o.oooo, pk+pn-k+1 (23)
V2 v

donde los {p;} estdn definidos como en (15).

DEMOSTRACION:

Sabemos que M es una matriz simétrica, idempotente y de rango
n-k, entonces existe una matriz L de nx(n-k) tal que:

9 - y
a.) L1L1 =] b.) L1L1 =M (24)
Asi:

Ch, (H) = Ch, Wt A vt 2)

12y yourdy yowll?
Chl(w LlLlhr LILIW )

s, 71 )
Chl(L‘LIWr LILIW)

37 ‘1 9T 1 b}
Ch1(L1L;L1w L1L;WL1)

s 1 5
Ch1(L1w L1L1WL1)



si—3 ?
ch (H) = max X’(LJW‘ LILIWLI > .
! . XX FxE0Q
x"(L:WLI)x

Luego, por la Desigualdad de Cauchy - Schwarz se tiene que:

X’(L;WLI)X x° (LWL )x x> (LW ML) x
. . 1" 1 1
max X:X?fO < max

x’(L;w ‘L) XX X%

=D Chl(H)

[T
=
®
]

Fk’(LIWLl)x x’(L;MrlLl)x
x’x : x’x

b

Ky Ch.(W)z2- g z2: L z%?=1 (26)
) Chy(0zi- ) Ch_(w) %’ i
~i=) i=1

n
B
j 1
»

. _ 2 _ .
Si hacemos Chj(W) = a _i4 Y 2i = b_y,, yusams la Desigual-

dad de Kantorovich, se tiene que:

1 n—i+l
Ch,(Wz? + Yo—F~22= Ja_ . b .. .° }-———
E i i } Chi(W) i i+l i+l A ivl

(a, +a)?
1 n

ualan

[Ch, (W) + Ch_(W) ]?
4Ch, (W) *Ch_(W)

1}

= A
[Chl(W) + Chn(W)]z_

SR, (W Ch_ G - 8 1

. 1sCh1(H) <

TEOREMA 3:
Si Chi(G) es positiva, entonces para todo i = 1,....,n Se tiene
que:

Chy(T) £ Ch,(G)-a (28)

Las Rafces Caracteristicas de G estin dadas por:
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Ch;(6) = ch,{W/2(a - as1)w¥/ 2}
e T (29)
14" - 29?n—i+1
'DEMOSTRACION:
Ch. (1) = Chi[w‘/ZM(A _ d;':I)Mwl/z]

]

Chiﬁﬂl/zMw—zw;/zwx/ZQA - d*l)w1/2w1/2w~lmw1/2] )
Si hacemos D = wl/zwlmwlfz; p* = Wl /2 y

¢ = w2 - d*JI)K/\!‘/2 en (%) se tiene que:

Ch.(r) = Ch,[DGD] con D’D = W/ 2w MW!/2 = H

—> Ch, () < Ch, (6)-Ch (D’D) por Lema 2

Como D’D = H == Chl(D’D) = ChI(H) <A

= Chi(I‘) < Ch.(G)-A

Por otro lado, sabemos que A = 2(X - 8)

W' = (1+ p2%)I - 208 con 8 dada por (7a), ademas,
- 1/2¢pa - grgyWl/2 = - g%
Ch;(8) = Ch,[W!/2(A - d*DW!/2] —> Ch(G) = Chy[W(A - &*T)]

=> [W(A - d*1) - Ch;(G)I] = 0

===

A\

[(A - d*T) - Chi(e)vrll =0

!

|2 - 8) - @*1] - ch (@ [(1 + pH)T - 208] | = 0

= | (2 - @) - Ch,(G)(1 + p*)I - 28 + 28pCh,(G)| = 0
=> |[(2 - d%) - Ch.(G)(1 + p*)]T - 281 - oCh; (&)]] = 0
—> |6[2 - 2pChi(G)] -[2-a*- @+ pZ)Chi(G)]I| = 0
2 - d¥ - (1+p")Ch (G)
= — 1 = 0
> |8 2 - 2PCh, (G)
2 - d* - (1 + p?)Ch,(G) -
=y, = para algun J

j 2 - 2pCh (G)



- = 2 - g% 2
= Zvj 2pijhi(G) 2 - d 1A +p )Chi(G)

= [('1 + p2) - zpvj]Chi(G) =

N

- ad% = 2v,
-J

21 - vj) - d*
(1 + p%) - 2vjp

—> Ch, (@) = ()

Sabemos que : A 2 A 2 ..... 2 A 2 A
1 2 n—, n
con A, =Ch.(G) ¥1<i<n
1 1

ademas que si Ak 2 kp con p > k, se tiene que:
a - bA

- _______1§__ - %. - 2 -
£ = 5= oW cona=2-d% b=(Q+p°) y c=p
a - b
£ = 5T 2

= f()\p) > f(kk)

Esto significa que a medida que A crece, f(A)decrece. Luego,
si hacemos f(ki) = vj con 1< 1i,j < n, se tiene que:

v 2V 2V 2eccsscvsne 2V 2V
n n1 n—-2

por lo tanto tendremos que: a - bxi

Vn-i+1 < 77 20h,
i
2(1 - \)n—i+1) - d*

==> Ch.(G) = 7 por (%%)
i 1+p 2p\)n_i+1

METODO 2

Este método , para obtener las ralces caracteristicas de I' , toma
en cuenta el hecho que las k primeras rafces caracteristicas son nu-

las, por lo que son eliminadas y solo se obtendran las restantes

n - k raices.
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Sabemos que, A = 2(I - 8) luego, si p € Q entonces,

A~ d*1 = %~(MF* ~al) cona = (1-@)*+pd*>Q a”

En efecto,
1 1 . :
2wt -an) == [ + p2)I - 200 — [(1 - p)? + pd#]I
5 ¢ al) = = | + p*) p8 - [(1 - p)2 +p ]

ya que W1 = (1 + p*)I - 2p8 y por (1)

— % (W=1-al) %[ (1+ )T - 208 — (1 + p2)T + 201 - pd*l]

= %l: 20T - 2p0 - pd*I]
= 2(1 - 9) — d*I

A - d*1

De aqui se tiene que:

r = %[ WH/AM(WY - aJI)Mw‘/ZjI (30)

Como queremos eliminar las k primeras ralces caracteristicas de T,
las cuales son nulas, debemos particionar la matriz I'. Para ello,
usaremos como en el Capitulo II, acapite A el hecho de que camo M
es una matriz simétrica, semi definida positiva e idempotente, exis-

te una matriz ortogonal L tal que:

LML = || LR (31)

Sea L’ la matriz de los Vectores Propios de M tal que L = (L, L),

entonces, —
I . 0
M=Llf (TS |fL? = L, (32)
0] .0

Asi, las Raices Caracteristicas de T son iguales a las Rafces Carac-

teristicas de:
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Lo P
l®]

1

= LWL, - allLlWL Q.
- p [_1 1 1 1 1 (33)
0 0 0 0

En efecto, sabemos que,

I o= S/ AuG - a2
—> T= %W‘/ZLILI’(W“ - aDL, LW /2 por (32)
= %w’/le( LWL, - al JLW/2
Luego,
T2 AT| = 0=>" %w’(ZLl(L;W‘IL] - aDLW /2, - A3 . =0

- %WI/ZLI(L;W‘iLI - aD)LW!/2 - )1 l l'wl/le‘ = 0

— | 1 /2 1 _ 1/2 -
> | S WL LWL, - aDLyWL, - ATH / L| =0

. 1 -
- w1/2L1| ' S LWL, - a DL, - AT | = 0

1 ) -
—> | 5 WW'L, - @DLWL, - AT | = 0

F=lowi, - anuw
Tp 1T ™ 17
Ahora, nos corresponde obtener los 1imites de las raices caracteris-
AY)
ticas de T'. Para tal efecto haremos uso de dos teoremas que limitan

las raices del producto de 2 matrices y de la suma de 2 matrices en

términos del producto de las ralces de las matrices individuales y
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de la suma de las ralces de las matrices individuales respectivas.

Estos 2 teoremas se enuncian sin demostracidn y son

TEOREMA 4:

TEOREMA §&:

TEOREMA 6:

(ANDERSON Y DAS GUPTA [13])

Sean A y B dos matrices simétricas de mxm definida positiva

y semidefinida positiva respectivamente, entonces,

1) Ch., . (A-B) 2 Ch.(A):Ch.(B) donde it+j >m + 1
1+]-m 1 ]

Q0N 155 = 1yevesese,m

(34)
ii) Ch.,. (A*B) € Ch.(A):Ch.(B) donde 1 + j sm + 1
1t+]-1 1 J

con 1,3 = 1yeeeenns s

(AMIR - MOEZ y FASS [14] )
Sean A y B dos matrices simétricas de mxm, entonces,
1) Ch.,. (A+B) 2Ch.,(A) +Ch.(B) donde 1 + j2m+ 1
1+]-m 1 J
con 1,) = 1yeeeenns s
ii) Ch,,. (A +B) £Ch.(A) +Ch.(B) donde 1 + j <m+ 1
1+]-1 1 ]

con 1,5 = 1,0eeeeesym

Dadas las n - k raices de I' distintas de cero que son rai-
n,
ces de I', entonces,

Chi(?‘) > Ch.

1+k(G) (36)

Si los vectores de regresidn se encuentran dentro del es-
pacio generado por los vectores p
entonces, se da la igualdad.

HERETEPRETRD vevs Pno

DEMOSTRACION:

Sabemos que la matriz L’WL dada en (33) es definida po-

sitiva, luego, por el teorema 5 se tlene que:

- 2 g =1 _ ’
Ch,,.. (¥ = Chi+j_m[p (LWL, - al >L1w1,1]
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-1 INER S TN ‘
Chyp g2 =5 {thﬁ_m[_Llw L, *LJWL, - aL;WLI:I}
_1_ sy 11 o10uTT
2 3 [Chi(Llw L, *L{WL,) -aCh, (L;WL1>]
dondem =n -k, 1,7 = 1yeueucecn.. ,mycomo 1+ 3j>m+1

m+l1=n-k+1=>j2n-k+1-i=n-k-1+1

—_— 1 1
> Chyy () 2 p[Chi(L;w L,LJWL,) - aCh__ ..

(L;WLI)]
Pero, por la Desigualdad de Kantorovich sabemos que,

Ch (L3W™ 1L, L{WL,) > 1

ademas, por la Desigualdad de Cauchy se tiene que:

Ch (L°WL ) < Ch

n-k-1i+1 n—-k-1+1 (W)

Asi, tenemos que:

1 .
B—[l - aChn_k_i_H(W)} con 1= 1,..,nk

(AY

Ch. (1)
1

Chi+k[ W2 - amw/2 ]

= Ch, (®

Los dos métodos vistos nos permiten encontrar las raices caracteristicas
de la matriz rI\‘J bajo el supuesto de que el vector de regresion no incluye
ningun término constante. Se demuestra que, si el vector de regresién in-
cluye un término constante, tambien se pueden usar los métodos vistos solo

que se deben hacer algunos cambios en algunos de los teoremas usados.



CONCLUSIONES
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En el desarrollo de este trabajo hemos tenido qQue superar grandes di-
ficultades, entre las cuales la prlnClpal de ellas ha sido la Obtenclon de
la bibliografia necesaria puesto que, en nuestro medio existe muy poco ma-
terial al respecto, ademés, de lo relativamente reciente que resulta el es-

tudio del problema que nos ocupa.

En el anilisis de nuestro modelo supusimos que el mismo cumplia con
cuatro hipdtesis bdsicas, pero, en la realidad no siempre se cumple alguna
o algunas de las hipdtesis impuestas en el modelo. ‘En el caso de que no se
cumpla la primera hipdtesis, entonces, se presenta el problema conocido co-
mo "Multicolinealidad"; en el caso de que sea la segurda hipdtesis la que
no ée cunpla, entonces, se presenta el problema conocide como "Heteroscedas-
ticidad"; si no se cumple la tercéra, entonces,se presenta el problema cono-
cido camo "Variables Retardadas" y por (ltimo, si no se cumple la cuarta hi-
pOtesis, entonces, se presenta el problema que nos ocupa llamado "Autocorre-

lacidn de las Perturbaciones".

Cuando se tiene una sucesidn de datos muestrales, antes de tratar de
ajustar los datos a un modelo de regresidn lineal debemos probar si los ter-
minos de errores de la muestra son independientes o no. Como los errores
en cualquier caso particular son desconocidos, netonces, basamos nuestra

prueba sobre los residucs de la regresién calculada.

Se ha demostrado que para probar la hipdtesis de independencia entre
los errores, basandonos sobre la independencia‘'de los residuos, no es posi-

ble el uso de las pruebas ordinarias de independencia, por lo tanto, se ha
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tenido que recurrir al uso de otras pruebas poco comunes de las cuales,
presentamos tres de ellas. E primero de los criterios que presentamos
1lamado Criterio de Durbin-Watson se basa en el criterio del cociente de
Méxima Verosimilitud de las Perturbacicnes; este criterio puede conducir-
nos a que la prueba sea inconclusa esto es, no se obtienen resultados defi-
nitivos sobre la existencia o no de la autocorrelacidén de los errores. Cuan-
do esta situacidn se presenta, debemos buscar otro criterio que nos conduz-
;

ca a alguna conclusidn; para ello proponemos dos criterios, donde no exis-

te posibilidad de que la prueba sea inconclusa.

Sabemos que existen otros criterios para probar la Autocorrelacidn
de las Perturbaciones que, aungue no proporcionan una Funcidén de Potencia
que sea Uniformemente la mi3s Potente de las pruebas frente a la Prueba Bi-

lateral de Durbin-Watson, su uso proporciona pruebas concluyentes.

Después de finalizado nuestro andlisis sobre el tema que ha sido el
motor de nuestro trabajo podemos conlculr lo siguiente:
1.)  Aungue el Criterio de Durbin-Watson nos proporciona una Funcidn
Potencia que es la Furcién de Potencia Uniformemente la mas Potente,

en algundS casos proporcicna pruebas inconcluyentes.

2.) Todos los criterios que se han estudiado hasta la actualidad se basan

en el Criterio del Cociente de los Residuos.

3.) Para poder usar el Método de los Minimos Cuadrados en el proceso de

regresidn es nécesario que los erroreés sean independientes serialmen-
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te pués, de lo contrario nuestras estimaciones en los problemas abor-

dados serdn sesgadas, lo cual nos conduciri a ccnlcuciones erradas.

Seria interesante efectuar un estudic detellade de los otros crite-
rios que hasta hoy existen para probar la independencia de las perturbacio-

nes y camparar sus Funciones de Potencia.

Nos preguntamos si es posible encontrar un criterio para probar la
indeperdencia erntre las perturbaciones que siempre ros conduzca a resulta-
dos concluyentes y que ademis, proporcione una Funcidn de Potencia que sea

comparable con la de Durbin-Watson.

Seria prudente investigar que sucederia si ademis de no cumplirse la
hipbtesis de independencia entre las perturbaciones, no se cumplen algunas
de las otras hipdtesis. ¢ Serén validas las férmulas utilizadas para cal-
cular las estimaciones de los parimetros? ¢ Se podria obtener algun tipo
de prueba o estadistico que nos permita estudiar esta situacidén?. De no
ser validas las férmulas usadas para calcular las estimaciones de ios para-
metros; ¢ Que método alternativo ée podria presentar para efectuar dichas

estimaciones de modo que las mismas sean las mejores?.

Estas y otras interrogantes planteadas quedan pendientes y rogamos
al Todopoderoso que-nos proporcione la capacidad y facilidad para poder

deslindar algunas de ellas.
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