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INTRODUCCION 

El trabajo que estamos presentando como uno de los requisitos para 

optar por el grado de Maestro en Ciencias con Especialización en Estadfsti-

ca Matemática, está inspirado en uno de los problemas fundamentales que se 

presentan en el estudio de los Modelos Lineales Generales. 

A través del tiempo, el hambre a tratado de crear modelos matemáti-

cos que le ayuden a interpretar la realidad que lo rodea con la intención 

de poder predecir, inferir o probar hipótesis de sucesos en estudio. Uno 

de los modelos matemáticos que ha tenido mayor utilidad y aplicábilidad ha 

sido el Modelo Lineal, ya que, este modelo permite que el análisis de mu-

Chos de los problemas concretos que nos presenta la vida y la naturaleza 

sea más sencillo, ademas, por el hecho de que muchos de los otros tipos 

de modelos matemáticos se pueden transformar en modelos del tipo lineal 

mediante ciertas transformaciones. Sin emibargo, sabemos que las observa-

ciones de hedhos reales no siempre se ajustan exactamente a un modelo li-

neal ya que, no siempre la relación entre las variables observadas es li-

neal o pudiera ser que las observaciones no se ajusten al modelo lineal 

debido á, errores cametidos en la medición, por errores humanos o, de otra 

indole. 

Existen diversos métrdos para ajustar una serie de datos reales a 

un Mbdelo Lineal; uno de los métodos de mayor uso para efectuar dicho a-

juste es el llamado " Método de los Mínimos Cuadrados ". Para rodar apli-

car este método, es necesario suponer básicamente que los términos de los 
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errores o perturbaciones de los datos a ajustar en el modelo de .regresión, 

son estadísticamente serialmente independientes. 

En nuestro trabajo estudiaremos el Modelo Lineal General, en el cual 

supondremos que se cumplen algunas hipótesis con la intención de que las 

estimaciones obtenidas sean las mejores. Las hipótesis básicas que supon-

dremos cumple nuestro modelo son las siguientes: 

.) Las variables X. son no relacionadas entre si. 1 

.) Las Perturbaciones tienen Várianza constante. 

iii .) LasvariablesX.noson valores previos de las Y.. 1 	 1 

iv .) LasPerturbacionesu.son seriaImentes independientes. 1 

De las hipótesis supuestas anteriormente, el no cumplimiento de la 

Iltima de ellas y se conoce como el problema de la Autocorrelación de las 

Perturbaciones, es lo que nos ha inspirado a efectuar este trabajo. 

En el Problema de la Autocorrelación de las Perturbaciones, nuestro 

estudio central se ha encaminado a analizar uno de los principales crite-

rios que se usan para probar la hipótesis de Independencia entre los Error-

res llamado " Criterio de Durbin-Watson", el cual fu é propuesto por Durbin 

y Watson ([ 3 ]) , ([41)  y ([5]). 

Para efectuar el estudio objeto de nuestra atención hemos desarrolla-

do el presente trabajo en tres capítulos, así: 

En el Capitulo 1 se efectua un estudio resumido del hbodelo Lineal 



General k Variante. Dentro del mismo se analizan los Estimadores de Míni-

mos Cuadrados y los de Maima Verosimilitud de los parámetros desconocidos 

del modelo y sus principales propiedades, también se estudia el Estimador 

de la Várianza de las Perturbaciones, además, se presenta el concepto de 

lo que se conoce como Autocorrelación de los Errores y las pruebas que se 

pueden hacer al respecto de la misma. 

En el Capitulo II se analiza en detalle el Criterio de Durbin-Watson 

para probar la Autocorrelación de las Perturbaciones. En el análisis se 

justifica la existencia del criterio, se estudia su distribución, se cal-

culan los humentos de su numerador y denominador y además, se determina la 

Funci6n Característica Conjunta del numerador y denominador del criterio. 

Por último, se hace un análisis de selección del criterio de la prueba pa-

ra obtener una prueba que sea -Uniformemente la más Potente entre las prue-

bas. Tarribién se revisan otros criterios para probar la Autocorrelación 

de los Errores en el supuesto de que el de Durbin-Watson nos conduzcan a 

inconclusiones. 

En el Capitulo III analizamos dos métodos para la obtención de los 

limites de las Raíces Características de la Matriz r asociada a los erro-

res, y que nos proporcionaran la Potencia de la Prueba del Estadístico de 

Durbin-Watson. 

Por último, advertimos a los interesados en el tema que, el mismo 

exige del conocimiento general del Algebra Lineal, la Inferencia Estadis-

tica y los Mbdelos Lineales, los cuales se podrian obtener de los estudios 
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de Franklin A. Graybill ([ 15 ] ) , Wonnacott ([ 16 ]) , Boveman, O'Oonnell 

y Dicky ([ 17 ] ) y de Courant and Hilbert ([18]). 



MODELO LINEAL GENERAL 
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I EL MODELO LINEAL GENERAL 
Sea 	 Y =Xt3+ U 	 ( 1) 

nues 	ro Modelo Lineal General k variante, donde, 
••••••• 

X X 
11 21 	

X
ki 

X X 
12 22 	

X, 

• 

• • 
• 

X X 
In 2n 
	 X kn 

•11.1•10. 

Y1 

Y2 

Y = 	• 	 X: 
• 

• 

• 

Yn 

••••• 	.••••, 

132 

t3 

f3k 

y donde supondremos que, 

a.) E[U] = O 

b.) E[UW] =a2In 

( 2) 

Un 
••••• 

 

  

U = 

( 3) 

c.) X es una matriz de rango completo k n, cuyas columnas son las 

variables explicativas. 

d.) 0 es el vector de parame 	los desconocidos. 

e.) U vector de eriores de componentes Ut  , t = 1, 	 , n. 

Cono E[U] = O ==> E[Uít  = O , V t: 1 5_ t 	n 

1 E[U2] = G2; kft: 1 <L t < 11 t 
ademas, como 

E[U12] = a21 ===> 
E[UtUtij = O; Vs O 

esto nos indica que las perturbaciones Ut son no correlacionadas a pa-

res. La -hipótesis (3c) nos indica que la única fuente de variación de 

Y es el vector U y que nuesllo modelo está condicionado a X. 
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II ALGUNOS ESTIMADORES Y SUS PROPIEDADES 

A7LDS ESTIMADORES MININOS CUADRATICOS.DE  0 

Sea  

tenemos que, 

 

'Ik) el vector de las estimaciones de 8, así 

 

Y = XI + e 	 ( 4) 

donde e es el vector de las estimaciones de los n residuos 

= Y - 

e 5c = Y'Y - 2(XI)'Y + (X1)'(XI) 	 ( 5) 

Si derivamos (5) con respecto a 0 e igualamos a cero el resultado, 

obtendremos que, 

I = (X'X)-1X'Y 	 ( 6) 

el cual  es el Estimador de Mínimos Cuadrados de 8. 

A 1. PROPIEDADES DEL ESTIMADOR I. 

1.) I es Función Lineal de las perturbaciones U, o sea que, 

I = 0 + (X'X)-1X'U 
	

( 7) 

2.) I es un Estimador Insesgado de 8 o sea que. 

E[1] = 0 
	

( 8) 

3.) I es de Varianza Mínima, esto significa que si B es otro 

Estimador Insesgado de 0, tal :que •,13 = AY donde A es una 

matríz de rxh; si hacemos AX = C, entonces tendremos que 

var(B) = a2AA'. 	 ( 9) 

Para minimi7ar la varianza de nuestros estimadores debe-

mos escoger los elementos de A tales que, tr(A'A) sea mí-

nima. Como la var(0) = a2(X'X)-1  y var(B) = a2C(X'X)-1C' 

son mínimas, se tiene que si hacemos C = I resultará que 

I es de varianza mínima y es el óptimo. 
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B-ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSIMILITUD DE 0: 

Si en el modelo lineal (1), además de las hipótesis (3), suponemos 

que, 

U % N(0,a2I) 	 (10) 

Se prueba a través de la Función de Verosimilitud de U•que el Estima-

dor de Máxima Verosimilitud de 0 está dado por, 

= (x'x)-lx'y 

el cual, por ser igual al Estimador de Mínimos Cuadrados de 0, es el 

Mejor Estimador Lineal Insesgado y además que, 

% N(0,0-2(x'x)-1) 	 (12) 

C-ESTIMADOR DE LA VARIANZA DE LA PLKTURBACION. 

De (4) se tiene que, 

E = Y - 	 (13) 

y luego, de (1) y (6) tenemos que, 

E = [I - X(X'X) -1X1U 	 (14) 

donde [I - X(XX)-1X] = A, es una matriz semidefinida positiva, si-

métrica e idempotente, o sea que, 

A = A' 
	

0%. 	 A.A = A 	 (15) 

La suma de los cuadrados de los residuos es, 

E'E = 	- X(X'X)-1X1U 

E[c'E] = ECU'(I - X(X'X)-1X')I1 

= a2(n - k) u 

(16)  

(17)  
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e e  Así, si designamos por S2  = 	- k 	al estimador de la Narianza de n  
las perturbaciones, tendremos que S2es un estimador insesgado, tal 

que, 

s2  

 

Y'Y - Y'X(X'X)-1X'Y  
(18) n - k 

 

III AUTOCORRELACION DE ERRORES: 

A. MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADOS. 

Sea 	 Y = X0 + U 	 (19) 

con Y, X, 0 y U como en (2), donde además, se suponecpe, 

Enn = O 	E[ UU' ] = V 	 (20) 

Con V Matriz de Varianza-Covarianza del término de perturbación 

U, donde V es una matriz no singular de orden nxn. 

Supongamos que U sigue un proceso estacionario de Márkov de Primer 

Orden, o sea que, 

Ut = PU 	+ t-1 	t 

en que J  pl < 1 y donde et satisface, 

(21) 

a.) E[ e]= O 

b.) E[ ctet+s] = 	0  
si s = O ; Vt 

si s 	O ; VI: 

(22) 

Las ecuaciones (21) y (22) definen la forma más simple .gle un esquema 

autorregresivo a fin de considerar la dependencia serial que pu-

diera haber en las perturbaciones. 

De (21) se tiene que, 

m 
Ut = pc°U 	

+Epe t-co i=0  t-i 

Si hacemos Om  = O en (23), resulta que, 

(23) 



a2 J -1  E (25) 

CO 

U = a t 1=0  

Como V tse tiene que E[ Et]= O, entonces, E[U] = O. 

Por °III) lado, 

E[ U_2t 	= E E (iZo piet_i)2  

[ 1 	 p2 	 + 

Como 1 + p2 p4 	 es la suma de los términos de una 

Progresión Geométrina Infinita Decreciente con primer término 

a = 1 y razón r = p2  , entonces, se tiene que, 

p2 p4 

  

1 (26) 

  

1 - pz  

  

a2 	
V t 	 (27) 

	

E[ U2  ] = 	2  
t 	1 - p 

Como E L UJ = E [(Ut  - E [ Ut  ) 2] =a ; 	Vt 

a2 
02 ...:F 	

V t 	 (28) 
U 	1 - p1  

Por otro lado tenemos que, 

Cov(Ut' 	= E[ UtUt-1 
] 

= E[ (E +pE 	+p2E 	+....)(E 	+pE 	+ 	 t t-1 t-2 	t-1 t-2 

= EUE 
t 
 +p(E 

1 
 +pE t  + 	+pE 	+ 	)] t-1 t-2  t--2 

= E[
t
(E
t-1

+pc
t-2

+ 	
) 	P(ct-i+Pct-2+—)2]  

= E[ tt-1 +pct-2 + 	)i 	01-5ct_l+Pct-2+-32] 

Luego, por (22b) se tiene que, 

	

E[+pe + 	)1 = O 
u t-1 t-2 

t-i 

6 

(24) 



Cov(Ut,Ut_i) = pE (c+pct_2+p2et_3+ 

= [ Ut2_]p 

,a2 	
(29) 

Si efectuamos el mismo procedimiento a U
t 
y 

U•t-2 
se tiene que, 

Cov(UVUt-2
) = E[ UtUt_2  ] =p20.121 

Luego, generalizando este resultado V s # 0, se tiene que, 

7 

Cov(Ut' Ut-s  ) = p
Sa2 u V s 	O (30) 

Por lo tanto, (19) no satisface la hiffitesis de independencia sz- 

riel entre las perturbaciones. 

Sea 

V = 

Y 

1 	p2 	  

1 

• 
• • • • 

n-1 pn-2 	n-3 	  
P 

(3* = AY 

	  p
n- 2 

n-1 

• 

1 

2  au 
(31)  

(32)  

donde A es una matríz de kxn y Wc es un estimador lineal de (3 

(lineal en los valores de Y). 

Si hacemos AX = E, tendremos que: 

1.) í31,  es un Estimador Insesgado de (3, o sea que, 

	

E[ 	] = E[AY] = 
	

(33) 

2.) Var[ 	] = E[ 	- f3).(18* - f3)] = AVA' 
	

(34) 

Para determinar. un estimador de f3 con mínima varianza, debemos 

encontrar una matriz A tal que tra(A'AV) sea mínima y cumpla 
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con (33). 	Para 

grange cp.. tal 1] 

k2 multiplicadores de La- ello inLruducijis 

que: 

= tra(A'AV) - tra [ (AX - I) 	 (35) 

donde 

11)11 	4)12 4/ 1k 

(P21 	(P22 412k • • 

= 
• 
• • • 

• 
• (36) 

• • 
• • • • • • 

(lbklk2 (bld, 

Luego, derivando (35) parcialmente con respecto a Aeigualando 

a cero tendremos que, 

2AV 
	

(37) 

Multiplicando (37) por V-1X y despejando se tiene que, 

(1) = 2(X'V-1X)-1 
	

(38) 

De (37) y (38) se tiene por sustitución que, 

A = (X'V-1X)-1X'V-1 
	

(39) 

Para demostrar que A, dada en (39) proporciona una varianza 

mínima, definimos un estimadorlineal insesgado arbitrario de 

O de la siguiente forma, 

B =(A+ R)Y 	 (40) 

donde R es una matríz de kxn no nula y donde, si se hace RX =0 

se tendrá que, 

Var [ B = Var 8* + E RUU 	 (41) 

Como para cualquier matriz real R, la matriz dada_par 

es definida positiva si rang(R) = k y es semidefinida positiva 
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si rang(R) < k, entonces A proporciona una varianza mínima, 

con A definida por (39) y 0* definido por (32). 

0* es un estimador lineal insesgado de varianza mínima. 

(BLUE) 

B. ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSIMILITUD. 

Si en el modelo (19), además de la hipótesis (20) se supone que, 

U % N(0,V) 
	

(43) 

entonces, su Función de Verosimilitud estará dada por, 

L = (210-1PnIVI-91  Exp{-1(Y - X0)'V-1(Y - XO)} 
	

(44) 

Si elegimos como estimador de B aquel que minimixa la forma cuadrá-

tica, 

(Y - XB)'V-1(Y - X0) 
	

(45) 

llegaremos a obtener (39) y además, tendremos que, 

1.) B* = AY = 	+ (X'V-1X)-1X'V-1U 	 (46) 

2.) E[ (O* - 	- B)'] = (X'V-1X)-1 	 (47) 

3.) 0* es de Varianza Mínima 

Así, 0*  es un Estimador Lineal Insesgado de Varianza Mínima, tal que, 

0*  % N(0, (X'V-1X)-1) 	 (48) 

C. IMPLICACIONES DE LOS ESTIMADORES MINIMOS CUADRATICOS GENERALIZADOS. 

CASO SIMPLE DE PERTURBACIONES AUTOCORRELACIONAMS. 

Supongamos que se tiene un esquema de la forma, 

Yt = a + OXt + Ut 
	 (49) 

en donde Ut sigue un proceso autorregresivo como el descrito en (21) 
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y Yt 
es tal que cumple con la descripción de Y en (19). Entonces, 

tendremos que: 

1 p2 

 

p n- 

 

E[UU1 = V = 
1 - p2  

1 
• 
• 
• 
• 
• 
• 
,n -2  

(50) 

.11~1.•• 

1 	-p 	0 	 O 0 

p 1.4.p2   0 0 

O 	-p 	1+p2 	 0 0 
. 	. 	• . 	 • 	• 

. 	. 	 • 	• 

• . 	 • . 	 • • . 	 • 	• 

• •: 	• 	• 
• • 	• 

0 	0 	0 	 p 1 
-L. 

(51) 

Se 	demuestra 	que el Estimador de Mínimos Cuadrados Generaliza- 

do es equivalente al estimador que se obtiene de un proceso de míni-

mos cuadrados en dos etápas, de la siguiente forma: 

1.) Transformando las variables originales de_acuerdo con la es-

tructura autorregresiva del término de perturbación. 

En efecto, spaY=X +UyTuna matríz de transformación 

tal que, 

TY = TX0 + TU 	 (52) 

2.) Aplicando Mínimos Cuadrados Ordinarios a las variables trans-

formadas en (52). 

El estimador de ffárámos cuadrados ordinarios de 0 será: 

0* = [ (TX)'(TX):]-1(TX)'(TY) 

= (X'T'TX)-1X'T'1Y 
	

(53) 
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Si hacemos T'T = V-1  como en (51), resulta que, 

13*  = (X'V-1X)-IX'V-IY 
	

(54) 

de donde, por (39) se tiene que, 	(3*  = AY. 

Si por razones de simplicidad hacemos a2  = 1, entonces, una 

matríz T de (n-1)xn que satisface casi completamentea (54) es, 

 

	

-p 1 0 
	

O O 

O -p 	1 	 0 	0 

• • 	• 	 • 	• 
• • . 	. 	 . 	• 
. 	. 	. 	 . 	. 
• . 	• 	 • 	. . 	. 	. 	 • 	• . 	. 	. 	 . 	. 
. 	. 	. 	 • 	• • • - 	• 	 • 	• 

O 	O 	O 	 p 	1 

   

T= 

 

(1171)xn 

(55) 

      

      

puesto que, 

•••••••, 

	

p2 -p O 
	

o 

	

-p 141312  -P 	  O 

T'T 
• • 	 • 

• • 	 • 

• • 	 • 

• • 	 • 

• • 	 • 

• • 	 • 

• • 	 • 

• • 	 • 

O 	O 	O 

• 
• 
• 
• 

(56) 

• 
• • 

1 

De (51) y (56) se observa que la única diferencia entre V-I  y 

T'T es el primer elemento de la primera fila y primera columna. 

Luego, las variables transformadas indicadas por T son: 

     

     

  

X2  - pX1  

X3 - PX2 • 
• • 
• 
• 
• 
• • 

X
n 
- pX 

n-I 

(57) 

Y
n - pYn- 1 

   

     

     

Con lo cual se tiene que: 



••=MM/ 

1 0 0 	  o 

0 1 0 	  o 
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E[ (TU)(TU)' J= TVT' = a2  
E 

• • 

• . 	. 
• • 	$ 

• • 	• 	 • 
• • 	• 	 • 

(58) 

••••••• 

D. PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA LA AUTOCORRELACION DE LAS PERTURBACIONES 

SERIALES. 

Dado un Modelo Lineal General 	Y = X13+ U, como el descrito en la 

sección III-A, se quiere probar la siguiente hipótesis: 

Ho : p >0 

. p= O Hl  • 

Esto equivale a querer probar que: 

Hó : Los errores están autocorrelacionados positivamente. 

H1  : Los errores no está.n-autocorrelacionados. 

Para probar ésta hdpótesis, existen varios métodos, algunos de los 

cuales presentan muy pocas .diferencias pero, casi todos están basados 

en el estudio de los residuos. 

En el siguiente capítulo estudiaremos algunos de los criterios uti-

lizados para probar estas hipótesis, entre los cuales podemos mencio-

nar el Criterio del Cociente d, de Durbin - Wátson. Este método lo 

estudiaremos con bastante profundidad debido a que es uno de los más 

utilizados y que tiene mayor aplicabilidad. Este método se basa en 

el criterio del meiente desveroSimilitud de los erlures,.pues presu-

pone que los errores se distribuyen como variables aleatorias norma-

les. 

Si suponemos que, 	E tk,  N(0,a2I) 

donde 	e = (el , e2, 	 ,en): con et  definido(camo en (22), V t; 

1 < t < n, entonces, se tiene que, 



(64) 
e 'Ae 
e 'e 
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E E2  = E3E = 	[ _ x(x,x) ix,  ju 	 (59) 
t=1 t 

donde I - X(X'X)-1X' = P es una matriz simétrica eidempotente y de 

rango n, por lo tanto se tiene que, 

C'E 	X2 
	

con 	= n g.d.1 
	

(60) 

Por otro lado tenares que, 

tI2(et - et-1
)2 = e'Ae 	 (61) 

donde A = T'T con T'T definida como en (56), de aq45: se deduce que 

E 
t=2  

(e 	e 	)2 = 

t t-1 
U'EA-AX(X'X)-1X']U 	(62) 

donde, A - AXWX)-1X' = Q no es una matriz idempotente ya que A 

no lo es. Por lo tanto e'Ae ro se distribuye como una Chi-cuadrado; 

ademas, como 

P•Q = 	_ x(x,x)-ix,] • EA - AX(X'X)-1X'j 	 (63) 

entonces, se tiene que e'e y e'Ae no se distribuyen en forma in-

dependiente, con lo cual el cociente formado por (62) y (59): 

E 
t=2 (Et 

 - E 	)2  
t-1 

2 E2 
t=0  t 

no se distribuye bajo ninguna de las formas comunes conocidas. 

d= 



ALGUNOS CRITERIOS 
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LA , AUTOCORRELACION 

DE LAS PERTURBACIONES 
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CRITERIO DE DURBIN-WATSON. 

A- INTRODUCCION AL TRATAMIENTO TEORICO. 

Sabemos que una simple ecuación de un Modelo de Regresión puede ser 

escrita de la forma 

Y  = °1X1 	02X2 	 IkX1c 	e 
	

( 1) 

donde Y es la variable dependiente, Xi  es la i-ésima variable inde-

pendiente, 0i  es el i-ésino parámetro, el cual es desconocido y E 

es un término de error, tambien desconocido. Para una muestra de n 

observaciones, nuestro modelo toma la forma, 

Y  

Y2 

• 

Yn 

o sea que 

X X 
T1  2n 

••••••... 

Y = X6 + E 	 ( 3) 

de donde se tiene que I es el Estimador de Mínimos Cuadrados de 0, 

el cual está dado por, 

= (X'X)-1X'Y 
	

( 4) 

además, Z = Y - XI es el Vector de Residuos de la Regresión, donde 

Z = {in  - x(x'x)-ix'}Y = {in  - x(x'x)--lx'}e = me 	( 5) 

donde M es una matríz simétrica semidefinida positiva e idempotente, 

o sea que, 

M = (n..) = M' = (n..) = M2 	 ( 6) 1] 	 ]1 

con estos elementos definimos el estadístico: 



Z'AZ 	e'lrAMe 
r = 

ZZ 

el cual será el punto esencial de nuestro análisis. 

Dadas las condiciones anteriores, enunciaremos un teorema, el cual 

demostraremos y a partir del cual se desprende un corolario que- nos 

será de gran utilidad en nuestro trabajo. 

1LOREMA 1: 

Si Z y e son vectores nx1 tales que Z = Me ,donde 

M = I - X(X'X) IX' y si r = Z'AZ ' donde A es una matriz Z'Z  
real simétrica, entonces: 

a.) Existe una transformación ortogonal e Mi, tal que: 

r 

n-k 2 .E v.. 1=1 	i 
( 8) n-k 

.E r? 
1=1  

donde vl, , v2, 	son las raíces propias de vn-k 
M.A, menos k ceros. 

b.) Si s de las columnas de X son combinaciones lineales de 

s vectores propios de A, y si las raíces de A asociadas 

con los restantes vectores propios n-s de A son reenu-

~ados tal que: 

entonces, 

X. < v. < X. - i+k-s 
( 9) (i = 1,2,....,n-k) 

DEMOS1VACIOW 
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( 7) 

a.) Demostraremos que existe una transformación ortogonal e= Ht tal 

que: 



o o 

n-k 
E v.1 

i=1 1 1  
r - 	n-jk 

-I1 1i 

En efecto, sabemos que existe una matríz ortogonal L tal que: 

L'M L = 

donde Ies la matríz de unidades de orden n-k y O representa 

una matríz cero con apropiados números de filas y columnas. 

Así, 

L'M A M L = (L'M L)(L'A L)(LS 

In-k  : 0 

0 	, 	: 	0 

• O  
O 

B1  

B2 

: 

: 

B3 

B4 
J- 

I 
n-k  

0 

-^ 

• 0 
: g.. 
:o 

(10) 

G~, 

Bl : Bl 
donde 	- : --- 	es la partición apropiada de la matriz real 

B2 : By 

simétrica L'A L. 

Sea N la matriz ortogonal que diagonaiiza a B o sea que, 1 

VI 

N1 BIN1  

V2 	O 

• 

entonces, N = es ortogonal, de modo que H = L.N es 

ortogonal. 



• 
• 
• 

(13) 
o 

••=1•• 

I 	° n-k  
o : O 

milmm 

1,1.1••• 

N1131N1  : O 

o : o : 

V2 o o 
V3 

vn-k 

o 

Por consiguiente, 

18 

H'MH = N'L'MLN = N' N 

   

I 	O 
n-k 

 

o : 
app. 

Por lo tanto, 

H'M A M H = (H'M H)(1-PA H)(H'M H) 

Si hacemos e =H, se tiene que, 

n-k 
2 E v 

i 	
.- 

=1 1 1  
r = 

 

Cuando e'M A Me = constante y e'Me = constante, se tiene qué son 

hipercilindros con generadores paralelos. 

Sabemos que vi, V2, V3, son las raíces propias 

de M A M menos k ceros, o sea que son las raíces propias de M2  A, 

pero, como M2  = M, entonces, M2A = M A; por lo tanto 

V1, V2, V3, 	son las raíces propias de M A menos , vn-k 

(12) 
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K ceros. 

Si efectuamos la transformación real no sin,g111 ar de las {X.} 

P = XG, se tiene que M = In  - P(P'P)-1P' , es decir, Mes inva-

riante bajo este tipo de transformación; si escogemos G de modo 

que los vectores columnas PI, P2, P3, 	  Pk 'de P  
son ortogonales. 

i.e. 	PP. = fi. si i = j 

O si i j 

tenemos que P'P = In. 

Esto nos indica que podemos cambiar las variables independientes 

originales por un conjunto ortogonal sin afectar los residuos. 

Por lo tanto, 

M = n - (P P' + P P' + 1 1 	22 

   

+ k k 

   

= (I -P P')(I - P P') n 	1 1 	n 	22 

 

 

= M M z s 

 

mk 	 (15) 

 

donde cada M. tiene la misma forma de M; es claro que los M. con-

mutan, o sea que en términos algebráicos podemos ajustar regre-

siones sobre variables ortogonales separadamente y en cualquier 

orden sin afectar el resultado final. 

Dada la forma de las matrices Ni tenemos que, cualquier resulta-

do que establezcamos acerca de las raíces de MA en términos de 

las de A, será cierto para las raíces de M2M1A en término de las 

de M A y así sucesivamente. Esto sugiere un método para desamo -- 

llar un conocimiento de las raíces deMkM 	 MIIIA 
-k-1  

en etápas partiendo de las raíces de A, las cuales se asumen co-

nons. 

Por lo anteriormente dicho, estudiaremos las raíces propias de 

M . e 	02,  1A 5 	5 	e 3 	  ,0 	, O; las cuales son raíces de la n-I 



ecuación determinante, 

Ir. - mlAl = II. - (I. - P1P1)AI = ° 

Sea T una matriz ortogonal que diagonaliza a A así: 

xl 

X2 
X3 
• 
• 

O 

T'AT 	= A = (1)  

O 

donde xl, 	X23 	x3, 	 

Xn 

son las raíces propias de A. 

Si multiplicamos por rri y 'TI a (16) se tiene que: 

!T'II11_18 - (fn -
11 = 1'118 - (In  - 111pAl = 0 	(18) 

donde 1 = (1 , 1 , 1 , 	 , 1) con 1 = TPI  es el 
111 1 	11 	12 	13 	 1 

vector de dirección coseno de P referente a los vectores de A 

como ejes. Si eliminamos el subíndice 1 en (18), tendremos que: 

0-X1/14X 1 	1112X2 

1211 X1 	e-x +12X 2 2 2 
• • 

• 

20 

(16)  

• 

• 

ini2x2 	0 X +12X n n n 

IIne - (In  - 11')A1 = (19) 

Si restamos 12/11 veces -la primera fila de la segunda, 1 /1 ve- 
3 	1 

ces la primera fila de la tercera y así sucesivamente, se tiene 

que: 



ain 
0 

0 

0 
(21) 

a 
nn 

e—x1+11x1 1112x2 	1113x3 	 11 n 1 Xn 
-(0 -X 1)12/11 

 
(e-X2) 	O 	 o 

	

-(O-x1)13/11  o 	(O-X3) 	 o 

	

. 	 . 
. 	 • 	 . 
. 	. 	. 	 . . 	• 	• 	 . 

	

. 	• 	 . 
• . 	. 	 • 

	

. 	. 	 • • • 	• • • • 
-(O-x1)1n/11 	o 	o   (e-x

n
) 

21 

= O 	(20) 

Este determinante es de la forma: 

a11 a12 a a 13 	14 

	

0 	0 a21 a22 

a31 0 a33 0 

a41 0 0 a44 

	

. 	. 

	

. 	. 	. 	. 

• 
a 0 
ni 

 

Donde resolviendo por menores se tiene que este determinante es 

igual a: 

n n 
II
n 

- (I 	' 
n 
- 11)AI = ilia.. - p 2  .

-
12 	li  

JJ 
a„a agil  

= 	
(22) 

j 	j JJ 	- J  

Así,reemplazandolosa-
J 
 por los valores correspondientes dados 

J 
en el determinante, es decir: 

	

. 	. 
. 	. 	. 	. 
. 	. 	. 	. 

all 7.  (e - xl) 	11x1 

ail  = -ea - x1)1./11  

A. 

= ce - x.); Y j: j 	1 
JJ 

a • = 1 1.X. 
11 111;Vi:i 1 

(23) 

se tiene que: 
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n 
a 	.R a. 	= {(6 - 11) + 14

1 13
1 }.11 2(0_ x.) 

	

3=1  3j 	11  3=2  3j 	 = 

	

= 	.fi (e -) + 12). .11(e -) 	(24) 373 	J 	1 1]=2 

a. •a 	= -(6 - X.)171 .1 1.1. 	x.)11x. 

	

jt 	 1 1 1 1 	1 1 1 

Luego, sustituyendo estos valores en la ecuación (22) se tiene 

que: 

1In6 - (In  - 11')A1 = .R (6-).) + 
12)  .11 (6-1.) + .E 	(6-1.) 

	

]=1 	 1 11=2 	1 	1=2 1 11=1 	j 

J#i 
n 	 n 	n 

=.11(0-)i+.E1.1X-11(0.-)J= 0 	(25) 

	

J=I 	3 	1=1 1 13=1 	3 
j#i 

Si reducimos (25) y sacamos un factor e correspondiente a la raiz 

cero conocida de M1  A, obtendremos: 

n n 

	

iE11,2  ili(e - )j) = o 	 (20 

donde 01, 02, 03, 	son las raíces de ésta 5 	
qn -1 

ecuacion. 

Demostraremos que (26) se deduce de (25) ,para ello uqAremos el 

Método de Inducción. 

2 	 2 	2 	 2 
1.) Sea n = 2: R,(6-).) + .E 121..11.(6-1.) = 0 con.E 11 = 1 

1=. 	j 	1=1 1 13F1 	3 	1=1 1 

	

2 	 2 	2 

1.11 (0-x.) + .E ilx..9.(e-x.) = (0-)11)(e-x2) +12). (e-x ) + =1 	3 	1=1 1 13 	3 	 1 1 	2 

12X (0-)L ) 
22 	1 

= o2-ex -61 +X X +121 0-12/ 1 +12X 6-121 1 
1 	2 1 2 1 1 	1 1 2 22 	2 12 

	

= e(e_xi _x +12x  .1.12x  ) 	x x  (1_12_12)  

	

1 2 	1 2 • 2 1 	2 2 

= e(e-x -)1 +12x +12)1 ) + x x -o 
1 2 1 1 22 	12 
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2 	2 	2 
(e—x.) tE 1x..I.(e—x.) = e(e—x —x +12x+12x 4:12x —12x + 

j=1 	] 1=1 	J.JJ. 	 2 1 1 2 2 2 1 2 1 

+12X -12X ) 1 2 1 2 

= e(e—x1{1—(11+122)}~x2{1_0.1.111)Y-1/X2_11X1) 

= e(e—x10—x o-12x —12x ) 2 	1 2 2 1 

= e(e{11+11}-11x2-11x1) 

= e(11"—x2}4-11{'—x1})  

	

2 	2 
= e[iI111j1(0 - 	] 

	

2 	2 

	

.E 	(e — x.) = o 
1=1  livi 

2.) Hipotesis de Inducción: 
k 	 k 	k 	 k 

Sea n = k: 	11  (e-x.) + .E 1?),..n.(0...x.) 	con .E 12.. = 1 j=1 	] 	1=1 i 1jf1 	3 	 1=1 1 

k k 
>.11 (e-x.) + .E 	 = OLE 11.1i.(0-X.) j=1 	j 	1=1 1 1Jt1 	3 	1=1 1jr1 	".] 

Por demostrar: 
k+1 , 

Para n = k + 1, si .E1 = 1 , entonces, 1=-1 1 

k+1 	k+1 k+1 	 k+1 k+1 
+ . 1E 12.X i  . U.(0-X.)  ] 	1= 	l fi 	 1=1 	j 

En efecto, 

11(e4)+YI3x.T(e—x.) = (e—x ) h (e-x.) 
j  J=1 	1=1 	ljf1 	j 	k+1 '=i 	j 

(e-Xk+1)J111Xiji(1-)j)  

11+1Xk+1  
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k+1 	k+1 	k+1 
.11 ce-x. )+ 	]3X. 	= (e-x 	).11 (e-x.)+(e-)kti)iy_lxi• 
]=1 ] 1-1 	 ] 	k+1 

	

..(O-Xj)+11+1Xk jYk(13 	13  -Xj)(-Xk+1)-1k+1)‘k jYk(134j).  

+1Xk+1 j111 (6-Y 

Si hacemos 12  + 12 	= 1.(1,  y además 1311  =11 con 1<i<k-1 (*) k+1 	 1 1 

se tiene que: 

k+1 	k+1 	k+1 
.11 	 ]3x. 1.(e-x.) = (e-xk+1 	(e-x.)+(e-xk+1)- ]=„. ] 1=1 	.; . 	 ]=1 ] 

E 13*X. 1  xk  . k  1 (e-x.)(e-xk+1
) + 

iw..1 	]]. 	:i+  

+12  X 	Y (e-x.) k+1 k+1 3=1 	] 

= 11 (e-xk+1 	1 )[. (e-x. 1)+.E1 1  ]3*x. 

	

-1= ] = 	jh 

k+1 

11+1X1( -1(0-Xj)(6-Xk+1)+11+1Xk+1 j1111(0-Xj)  

	

k 	k 	 k~1 

= (13-Xk+1)13[iI111111(e-Xj)]+11+1 j111(13-Xj)[-Xk+1(e-Xk)-

k(0-Xk+1)] 

	

k k+1 	 k-1 
eUE 1?*.11.(0-X.)] + 12 	II (e-x.)e(x 	-x ) 
1=1 	.31 	 k+1 j=1 	j 	k+1 k 

k k+1 	 k+1 	 k-1 

	

= e[.E 11 JI.(e-x. 	. )+12  1 )+11 .1:11(e_x.)(1+1_xd 
I=.1 I 	] 	k+1 	k

(e-x. 	
+1 ]- 	] 

Esto filtimo se obtuvo haciendo uso de (*) 
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Así, tenemos que: 

k+1 k+1 k+1 	 k k+1 	 k-1 
jui(e_y+iIiiixi 	(e—xj) = e[i5111 .,ili(e—xj)+11+1  

	

k k+1 	 k-1 

	

= eL1111  5.(e—x.) + 12 	II ce—x)(e—xk).] k+1 j 	j =1  

}C. 	k+1 

	

= e[.E 1? 	 + 12 	Y (e—x)] 1=1 	-J 2_ 	j 	k+1 	j j=1  

k+1 k+1 

= el1.1 .E 1? .1.(e—x)1 

	

1=j - 	j 

k±i 

	

Para n = k+1, si se cumple que 	E12  = 1 , se tiene i=1 

que: 

k+1 	k+1 k+1 	k+1 k+1 
.I1  ce—x,) + .E 13X- .1.ce—x.) = °LE i3 .1.(e—x.)] j=1 	J 	 :1 

	

1=1111] 	1=1 1 ] 1 	] 

Luego, de 1.) y 2.) se tiene que (26) se deduce de (25). 

Notamos que cuando lr  = 0; 6 - Xr  es un factor de (26), de modo 

que 6 = Xr  es una solución. 

En efecto, 

 

	

.E 	.11.(6-X.) = O y si 1
r = 0 i=1 ji j 

	

n n 	r-1 n 
	> .E 12 	 = .E41? .5.(e—x.) + 12  1=1 l j i 	j 	i=, 1 ],1 	j 

 

+ i_I+111 ili(6-Xj) 
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n -n 	r-1 n 
ipill ili(e-xj) = iI111 ili(e-9 + 	ili(e-xj) 

r-1 n 
= (6-X )[.E i 	.n.(6-X.)+. E 12  r 1=1 1 371 	i=r+1 1 371 	3 

n n 
= (e-A )[.E ]3 .11.(04 )1 r 11r 1 371 	j 

n n 
Como 	j5i(6-Xj) = 

n n 
> 0-x = o 	y 	ili(e-xj)  = 

j7r 

------->o = Xr 

e = Xr es una solución de (26). 

Esto nos indica que cuando P1  coincide con un vector FI 	pio de A; 

el, e2, 	 , en-1 son iguales a las raíces propias asociadas 

con los restantes n-1 vectores propios de A. De igual forma tene-

mos que, si P2  coincide con un vector propio de A, las raíces de 

M2M1A distintas de cero son iguales a las raíces propias asocia-

das con los restantes ri-2 vectores propios de A. En términos ge-

nerales tenemos que, si los k vectores de regresión Pk  coinciden 

con k de los vectores propios de A, las raíces de Mk...-MAA 

	

sean vl,v2, 	 , v
n-k son iguales a las raíces propias 

asociadas con los restantes n - k vectores propios de A. 

En efecto; 

1.) Supongamos que P1  coincide con un vector propio de A asocia- 
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do al valor propio X . 

	> AP1 = X1P1 	(a) 

Esto implica que P1  asocia e = O en MIA; lo que es equivalen- 

te a que: 
	(l1' )(P1) = O 
	

(b) 

En efecto, 

(l1'k)(P1) = (I - P1  P1  ')AP1  = AP1 
 - P P'AP 111 

=XP -PP'XP 
11 1111 

=XP -XPP'P 
11 	1111 

=X
1
P
1
-X

1
P
1 

=0 

por (a) 

pues P'P1  = 1 1  

> P1 s Ker(M1A) <===> e = o 

Sea ahora, 0 un vector propio de A asociado al valor propio 

XI  ===> Xl  es valor propio de MiA. 

i.e. A0 = X10 ===> 3 y : (y)(Y) = )1 1Y 

En efecto, 

Sea y = Mi0 ==-.> (lIA)(y)= (l1  A)(M1  0) -  

(MiA)y = (MiA)(I - P1P1)0 = M1A0 M1AP1P10 

=13'0 M1X1 - 0P 

= = X1M10 = X y 1 

por (b) 
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2.) Supongamos ahora que, P2 es un vector propio de Aasociado al 

valor propio X2 	AP2 = X
2
P2 

(M2M1A)P1  = O (c) 

(112MIA)P2  = O 

En efecto, 

(M2MIA)(P1) = M2(M1AP1) = M20 = O 

PI  Ker(M2M1A) 

Ademas, 

(112MIA)(P2) = (I - P2P; - PIP;)AP2  

= AP - P P.'AP - P P'AIP 2 	2 2 2 	1 1' 2 

P - P P'X P - P P'X P 2 2 	2 2 2 2 	1 1 2 2 

=XP -XPP'P -XPP'P 2 2 	2 2 2 2 	2 1 1 2 

=X 1) -XP 2'2 	2 2 

=0 

pues P'P =1 P'P2  = O 2 2 	1  

===> P2  E Kér(M2M1A) 

Sea ahora, 01  vector propio de A asociado al valor prupio X2  

o sea que A01  = X201  

> X2es valor propio de M2MIA 

i.e. 3  07 :(M2MIA)(f3;)  = X213'1 

En efecto, sea 051  = M2M101  

---> (M2M1A)(í311)  = (M2M1A)(M2M10? 	(W)(I-13213;-PIP)OI 



< v k 

n 

<e 
- n-1 
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 	(M2M1A)() = M2MIA(31-(M2111AP2)P(31-(M2MIAPI  )P101  

= m21Y20, - 0P;01 - °P;01 
	por (c) 

= x2m2m101 

= x2131 

Así, en general si los k vectores de regresión coinciden con 

k vectores de A, las restantes ralees v1,v2,v3, 	 ,vn-k 

coinciden con las restantes raíces de A. 

b.) Supongamos que s vectores de regresión coinciden con los vectores 

propios de A o son combinaciones lineales de ellos. Si reenume-

ramos las raíces de modo que: 

X < X < 1 - 2 - 

 

< 
- n-s 

 

PLucederemos a demostrar que, 

X.sv.X. 	i = 1, 2, 	, n-k 1 	1 - 

Establecemos primero un resultado análogo pa el conjunto com-

pleto de los v's  y X's y ordenamos los v's,X's y O's de modo que, 

Hemos visto que si lr  = O, entonces Xr  es la raíz de (26), además, 

si X y Xr+1son  iguales, tenemos que X
r = Xr+1 es una raíz de 
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(26). Estos son los dos in.icos casos en los ciiJes los X. 	n 

ralees de (26). 

Para las restantes raíces, consideremos la funcign: 

f(e)= 2111 ilice — X  j) 

f(Xr) = 	il (X - rr   

además, 

si f(X) > O 	> f(X. 	) r+1 r  

si f(X) < 0 	> f(X 	) r+1 r  

La implicación (27) es evidente, demostraremos la condición (28) 

y de manera análoga se demuestra la condición (29). 

En efecto, sabemos que, 

X < X < 	 < X 	<X <X 	< 	 < Xn 	(*) 

	

1 - 2  - 	 r-1 	r 	r+1-  

n 
Si f(Xr) = ]_. jr(Xr  - y > O 	se tiene que: 

f(X 	) = 12 	il (x 	— X.) r+1 	r+1j#r+1 1.1-1 j  

Vamos a verificar que: f(Xr+1) < O 

Sabemos que V j: 1 j 	k-1; (Xr  - Xj) > O 	por (*) Y 

además, que f(Xr) =12  7111(Xr  - Xj)j.ni(Xr  - 	> O 

> 51(X - X.) > 0 
j=1 r j 

además, como 12  > O 	y f(X
r
) > 0 	tenemos que: 

. N 	—x.) > O j=r+1 r j 

ces.sca> 

< 

>0 

(27)  

(28)  

(29)  
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Pero,comoVj:r+1<j<n;(x-x.)< O , entonces se tiene r   
J n 

que i444(Xr -X.)es el producto de un número par de factores 
J 

negativos, es decir, n - r = n - 1(r + 1) - 1] es par. 

Por oLw lado, 

f(X 	) = 12 	.11 (X 	- X.) 11 (X 	- X.) r+1 	r+1 j=1  r+1 	j j=r+2 r+1 	j 

donde V j: 1 j r ; (Xr+1 xj)  " por (*) 

 

 

	> 	.11 (X 	-X.) > O.  j=1 r+1 j 

 

(a) 

  

pero, como V j: r + 2 < j < n ; (X
+1  - X.) < O 	por (*) y r 	j 

como n - [(r + 1) - 1] es par, entonces , se tiene que, 

n -(r+ 1) = n - [(E,  + 2) - I] es impar y por lo tanto, 

. N (x 	- x.) < 0 	y 12 r+1 - > O 	
(b) j=r+2 r+1 j 

	> f(X) = 12 	N cx 
r+1 	 j 	N 	-x.) < O r+I =1 r+1 j j=r+2 r+1 j 

f(X 	) < O r+1 - 

Puesto que f(e) es contínua, existe una raíz en cada intervalo 

X < e < x 

	

r 	r+1 

Así: X. < e. < x. = 1, 2, 	 , n-1 (30) 1 - 1 -  1+1 

Para extender este resultado, observemos que MIA tiene una raíz 

cero en adición a el , 02, 	  
, 0n-1  • 

Supongamos que: e < o < e 
t — 	— t+1 

entonces, las ralees de MIA pueden ser ordenadas en la siguiente 

forma: 



(32) 
n—k 

C2- .E X 1=1  í+k-s 

e < e < 1 - 2 - 

 

< et < ° 	°ti-1 

 

<o — 'n-1  
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Sean ahora (PI , (1)2, 	4 	las ralees de M2(M
IA) junto con 

117.1 
una raíz cero, 

==—› e 	<e <4) < 
1 1— 2-  2-  

 

<e <(t <0<cp 	< 
t—  t— 	t+1— 

 

<q) 	<e 
11-1— n—I 

  

pero, como M2P4IA tiene dos raíces cero y tiene rango a lo sumo 

de n-2, entonces, uno de los dos cpt  v cpt+1  debe ser cero. Re-

chazando una de ellas y reenumerando, se tiene que, 

	

X. < 	< X. 	V 	i = 1, 2, 	 , n - 2 

	

- 	3.+2 

Si aplicamos el mismo argumento de manera sucesiva, tendremos 

que, 

X. < v. < X. 	V 	i = 1, 2, 	 , n - k 1 — 1 - 1+k 

Considerando el caso en que s vectores de regresión coinciden± 

con los vectores pwpios deA o.combinaciones lineales de ellos 

tendremos, 
	, n - k 	(31) 1 — 1 - 1+k-s 

COROLARIO 1: 
rL  < r < rU 	donde - -  

n-k 
.E X. 
1=1 n-k 2 

1 1  rL - 	 Y 	r _ 

	

U 	n—k'2  .E r  . 	 .E r.  
1=1'1 	 1=1'1 

PRUEBA: 

Sabemos que Xi  S v. 1 	
i = 1, 2, 	, n-k 

	

Así,  x c2 < y i i c
2 < x j+k7s C

2 	V 	= 1, 2,...., n-k i 	 i 

n—k 	n—k 	n—k 
. E 	)t 

	

'2  < E V.C2  <.E X 	2 1=1 í 1 -í=1  1 1 —11 i+k7s 
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ft-k 	n-k 	n-k 
E x 	 2 . E 	v . . 	.E X. 	z i=1 	i. i 	1=1 1 1 	1= 1 	1-141,-s 1 < 	  n-k 	n-k , 	n-k 2 	 2 .E r. 	.E . ii1 	 . 1=1 1 	1=1 1 

es decir; rL  r ru  

La importancia de este resúltado es que éste conjunto de límites de r 

no depende del conjunto de vectores de regresión 

B- DISIRIBUCION DE r 

Hemos señalado que cuando los errores están distribuidos independiente-

mente de las variables explicativas, estas variables pueden considerar-

se como fijas. Sin embargo hay un paso especial en el cual es más con-

veniente considerar las {)Ç}  corro variables aleatorias. 

1.) REGRESION SOBRE VARIABLES ALEATORIAS: 

Consideraremos el caso de un sistema normal multivariante. En tal 

sistema las regresiones son lineales y los errores están distribui-

dos independientemente de las variables independientes. 

Se puede demostrar que si Y, XI, X2, 	 , X
n 
están distribui- 

das conjuntamente como normales tal que la regresión de Y sobre las 

{X} pase por el origen y si observaciones sucesivas son indepen- 

dientes, entonces, r se distribuye como si los residuos Z 	,Zn 1"." 
fuesen variables normales independientes o sea que el efecto de 

regresión desaparece del problema. De igual forma, cuando la re-

gresión no pasa por el origen, r se distribuye como si las {Zil}fue-

sen residuos de la media muestra' de n observaciones normales in-

dependientes. 

Como en la práctica casi nunca se prueba la hipotesis de correla-

ción serial de los errores cuando se sabe que observaciones sucesi-

vasdelas{x}son independientes, es por ello que el caso plantea-

do anteriormente no es el más importante. 

icsmo> 
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M. S., Bartlett en 1934 demoslró que si las 	s& consideran-

fijas Z estará dirigida aleatoriamente en el n-espacio, si y solo 

si, las {X.) están distribuidamente como normales y sus observacio-

nes sucesivas son independientes. En este caso, la dirección de 2..7  

está distribuida como si Zl , Z22 	 2  Z fuesen normales e in- 

dependientes con la misma varianza. De igual forma se puede demos-

trar que si ajustamos una regresión incluyendo un término constante, 

restarádistribuidacomosilas{Z.}fuesen residuos de una media 1 
muestral de variables normales e independientes, aunque 1a regresi-

ón de la población pase o no pase por el origen. 

2.) REGRESION SOBRE VARIABLES FIJAS: 

Para examinar la distribución de r cuando las variables explicativas 

son fijas, asumiremos que los errores 

normales independientes con varianza constante. 

Transformando r como se hizo en I-A se tiene que: 
n-k 	2 .E 	. 1=1 1 1 
n-k 
.E 1=1 

Como la transformación que se hizo es ortogonal, 1,, c2, 	 ' Ity-k 
son variables independientes N(0, 02) donde la variación de r está 

limitada al rango  

Bajo el supuesto de que las {vi} son desconocidas, R. L., Anderson Oh 

en 1942, dió la distribución exacta de r para dos casos especiales 

que son: 

1.) Para n - k par, las {vi}siendo iguales a pares. 

2.) Para n - k impar, siendo las {vi} iguales a pares con un valor 

mayor o menor que todos los otros. 

Las expresiones para la Función de Distribución de r encontradas 

por Anderson fueron las siguientes: 

' cn son 
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_ r,1/2(n-k)-1 
m 

	

- 	 (t 	< r' < T ) 	(33) P(r > r') 	 a. 	 m+1 	m 1 

donde: 

a.) Para n - k par; Las {vi} forman 1/2(n-k) pares distintos denota- 

dos por t1  > T2 > 	 >  

1/21n-k) 
a. =, 	. . 	(t. - t.) 1 	1J 	1 	j 

b.) Para n - k impar; las {vi} forman 1/2(n-k-1) pares distintos 

simultaneamente como anteriormente con una raíz aislada T me-

nor que todas las otras y 

1/2(11-k-11 
a. = 	tT. -T.)/(T. - T.) 1 gi 1 j 1 j (35) 

Aquí en (b) T > TI  se obtiene escribiendo -r por r. 

Anderson también encontró las fórmulas para la Función de Densidad. 

Para el caso en el cual las {vi} son todas diferentes y n-k es par, 

la E1/2(n-k)-11  -sin derivada de la Función de Densidad fu l encon-

trada por Von Neumann en 1942, obteniendo: 1101 

d1/2(n-k)-1  

d1/2(117k)_ 1  f(r) 	 r = 0 	si m es par' 
r 	- 	 (36) 

di/2n-k) -1 	í  „1/2(n-km71)112
Tk)/2 -!  

(  

d1/2(n-k) -1  f(r) - 
ir 3/-r5ik(r - v . ) 

1=1 

si m es impar; con vm < r < vm+1 
• m = 1, 2, 	, n-k -1 

Estos resultados pueden ser usados en casos particulares si las {vi} 

son conocidas. Lo que significa que los vectores de regresión de-

ben ser vectores propios de A y las ralces asociadas con los res-

tantes n-k vectores pl.upios de A deben cumplir las condiciones de 

Anderson o de Von Neumann. 

Y 

(34) 

Y 

BIBLIOTECA 1 

UNIVERSIDAD DE PANAMA 
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Los anteriores resultados pueden ser aplicados a la distribucign 

de rL  y ru, aportando las apropiadas íy. 

Si FL y FU 
son las Funciones de Dis 	Lrflucíc3n de rL y r

u mspectiva- 

mente, se puede probar que: 

F (r) 	F(r) 	Fu  (r) (37) 

lo cual se obtiene notando que rL  y r son correspondencias en (30) 

y que rL  r siempre. 

C- MOMENTOS DE r 

El análisis anterior muestra que r es independiente de la escala 

de los {/i} luego, podemos tomara 02  igual a la unidad y r pode-

mos expreqarla como: 

U n-k 2 r = 	donde u = .E y./, 1=1- 1 
n-k 

y 	v = .E /2. 	(38) 1=1 1 

donde Y 	i = 1, 2, 	, n-k; ci  % N(0,1) independientes. 

Probaremos que r y y se distribuyen independientemente; pera dio 

primero partiremos de un teorema, el cual no será demostrado pues-

aparece demostrado en 111. 

TEOREMA 2: 

Sea XIII",  Nm(0,I) y r = 11X11 = (X'X)1/2 ' T(X) = 
X 

 

lixil 

entonces, r y T(X) se distribuyen independientemente. 

COROLARIO 2: 

Sea / = 	 Nn_10,I), sean ademas, r 
n-k 	 n-k 

con u =iIlvi/1 = /'D/ y y = 	= 11/112  

entonces, r y y son independientes. 

u 
= — y 
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DEMOSTRACION; 

Sustituyendo C par X en elteorema 2, tendremos que 

r = II/11 y ademas que T(X) = T(/) = //11/11 1  entonces, r y T(C) 

son independientes. 

Sea f(r) = 11/11 y g(T(/)) = c'D/ funciones de r y T(/) respec-

tivamente, entonces tendremos que f(r) y g(T(/)) son independientes. 

i.e. r y v son independientes. 

Así, se tiene que: 

 

E(us) = E(rsvs) = E(rs)E(vs) 

E(us)  E(rs) = 
E(vs) 

 

 

(39) 

Como 	i = 1, 2, 	 , n-k; /. N(0,1) independientes, en- 

tonces, y 	i = 1, 2, 	 , ni-k; /1 xl independientes, 

entonces, 

n-k 
= .E ix 1 

E(v) = n - k 

E(v1) = (n - k)(n - k + 2) 	(40) 

etc. 

   

Por otro lado como V 	i = 1, 2, 	, 1~es una cons- 

tante ademag, C2  % x21  tante 	 independientes, entonces, v./2. sonua- 1 
riables independientes y como, 

n-k 
u = .E v./2. 1=1 11 

se tiene que el n-ésimo cumulante de v./2 está,dado:43bor: 1 i 

= 2s-I  (s - 1)1.v1 s 	 1 

n-k
./2 	

n-k s-1 	s 	-1 	j n-k s K (.E 	[2 	(s-1):v 	= 2s  (s-1)..E v. 1=1 1 1 	1=1 	 .  1=1 1 

(41) 



E(r) E(u) = 1 fl-k = u' =  ,1 	n-.1c1=1 1 E(v) 

En particular se tiene que: 

(1.) 	K (u) = 21-1(1 - 1)efilv. = ?Ek  v. 

	

1 	 . 1=1 1 	1=1 1 

(2.) 	
K (u) = 22-1(2 	 2nIkv2. 

	

2 	 1=1 í 	1=11 

(3.) 	K(u) = 23-1(3 - 1)1.1?Ekv3  = 8ItkV3  

	

1=1 1 	1=1
3 	

i 

(4.) 	K(u) = 24-1(4 - 1)!.E v4  = 48.E v4  

	

it 	 . 

	

1=1 i 	1=1 1 

etc. 

Luego, 
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(42) 

E(r2) E(u2)  
E(v 2) 	= 115  2 

2 	n-k 
(n-k)(n-k+2) 	vi 

Para obtener los momentos de r con respecto a su media E(r), se tiene 

que: 

r - p; = 

n-k 
- 2 .E (v. - v)C. 1=1  1 	1 

  

(43) n-k 
.E 

  

1=1 1 

Donde, nuevamente se tiene que, (r - 111) y v son independientes, por 

lo que, los momentos de r - p; son iguales a los momentos de u' divi-

didos entre los momentos de v. 

Obteniendo los momentos de u' usando los cumulantes se tiene que: 

n-k 
K(u') = 2s-1(s -1)! .E (v - 
s 	

.5)s 1=1 i (44) 

En particular, tendremos que: 

(1.) -K1(u') = 21-1(1 - lnk  (v. - 7.))- 
 = n-k 

.E (v. 1=1 1 	1=1 1 

-k 	 -k - 2 (2.) K2(115) = 2
2-1

(2 - 1)J
en
—E (v. - Z)2  = 2

n
.E (y. - v) 

1.1 	 1=1 1 
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o-2  

Luego, se tiene que: 
n-k 

2 .E (v 	J)2  
1=1  

= Cn 	(n k + 2) 

n-k 
8 .E (v. - ))3  
1=1 1 

n-k 	 n-k 
48 .E (v. - Z))4  + 12{ .E (v - )2}2  1=1 1 • 	1=1  

M = 3 	(n - k)(n - k + 2)(n - k + 4) 
(44a) 

M = 	  4 	(n - k)(n - k + 2)(n - k + 4)(n - k + 6) 

son los Momentos Centrados de r ; los cuales se refieren a la regresión 

hacia el origen, de k variables aleatorias independientes. 

Si el modelo estudiado incluye un término constante o sea, que si la 

regresión calculada incluye una media fija y si como es usual, espera-

mos distinguir las restantes variables independientes, entonces, 

k = k' + 1 en la expresión anterior, siendo k' el número de variables 

independientes adicionadas a la constante. 

Las expresiones dadas anteriormente nos permiten calcular los momentos 

dercuandolos{v.}son conocidos pero, como en la práctica esto no siem-

pre sucede, entonces, para estos casos no es posible calcular los mo-

mentos de r mediante el procedimiento anterior. Bajo esta última si-

tuación debemos expresar la suma de potencias E v -  mediante cantida-

des conocidas o sea mediante la matriz A y las variables independientes. 

Para poder calcular los momentos de r , bajo el hecho de que no se co- 

nocen LYS valones de los {\. haremos uso del concepto de traza de una 1/  
matriz y de algunas propiedades importantes de la misma. 

DEFINICION 

Sea S una Matriz Cuadrada, se define la traza de S, que se 

denota por tr(S), como la suma de los elementos de su dia-

gonal principal. 

i.e 	
V S = (s..)Mnxn 

; tr(S) =.E s. 
13 	 1=1  11 



PROPIEDADES : 

1.) VS^ T M 	; tr(S + 	tr(S) + 	(r) 

2.) VSATeMnxn 
; tr(TxS) = tr(Sx T) 

TEOREMA 3: . 

Sean S y T dos Matrices Cuadradas y sea g elbl, entonces, 

tr{(S+T)g} = 

 

tr(S) + (1)tr(5g-1T) + (1)tr(Sg-2T2) + ....+ tr(Tg) 

Haciendo uso de los conceptos y propiedades enunciadas arriba tenemos 

que, si a1, G2 a4' 	,a son las raíces propias de S, entonces, 

m 
tr(S) = .E 1  a. y que en general se tiene que tr(Sq) = .E 1= 	 1=1 1 

De lo anterior, para nuestro caso tenemos que: 

n-k 
tr(M-.A)q= .E y. 1=1 1 

(46) 

puesto que v , v , v , 	, vn-k , en conjunto con k ceros son las 1 	2 	3 

raíces propias de M.A. 

Sabemos que, M = In  - X(X'X)-1X' luego, en los casos en los cuales las 

variables independientes son constantes conocidas, algunas veces es 

posible construir la matriz M directamente y así, obtener ]a media y 

la varianza de r en forma bastante directa, pero, en los modelos en 

los cuales las variables independientes toman valores arbitrarios se 

hace necesario efectuar una reducción, así: 

a.) Para poder calcular la media de r se hace necesario efectuar la 

siguiente reducción: 

n-k 
.E v. 1=1 1 

	

= tr(M.A.) = tr[{I 	X(X'X)--IX'}PJ 

= tr{A - X(X'X)~1X'A} 

	

= tr(A) 	tr[K(X'X) IX'PJ por P. 1 

= tr(A) - tr[X'AX(X'X)-1] por P. 2 (47) 

40 

(45) nxn 



tr E(X 'AX(X X)')2] --- , [Xi.AX5.xij 2 	/ 
- 

(xlAx.)2  
- 	 + 2 x!x.x?x. i=1  1 	i#j 11Jj 

Para el calculo de la varianza: 

n-k 
tr[({I  1= 1 

= trE{A - X(X'X)-1X'A}2] 

= tr(A2) - 2trEX'A X(X'X)-1] + -tro{X'AX(X'X)-1}2  (48) 

De igual forma se encuentran expresiones equivalentes para Ev1  l , 1 
etc. 

Si las variables independientes son ortogonales, se tiene que X'X es 

una matriz diagonal; i.e. las expresiones anteriores pueden ser sim-

plificadas así: 

-tr[X'AX(X'X)-1] = (49) 

i=1 
donde x• representa al vector de la muestra de la i-ésima variable in- 

dependiente. Se observa que cada término de la sumatoria tiene la 

forma de r en término de una de sus variable independientes. De ga-

nera similar se encuentran expresiones para: 

tr[X'A2X(X'X)-1] 
i=1 

, etc. 	(50) 

Así, se tiene que: 

Por lo tanto, cuando los vectores de regresión son ortogonales, se tie-

ne que: 

k x?Ax. 
Ev. = tr(A) - •E 	1, 1  1 	1=1 x .x . 

11 

	

k x!A2x. 	k(xl ?Ax.))12 	k (x!Ax.)2  
Ev2. = tr(A2) - 2 7  1 	1  X( 

	

)1(,x1 	2  y  ,1  
1 	 .1" X .X 	 .X .X .X .X 

1=1  1 1 	 i=1 1 1 	 1 1  

(51) 
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De estos resmltado 	tiene quek 

1.) La Media de r estl dada por; 

42 

1 n-k 	1  E(r) = 	.E v. = n k [br(A) n-k 1=1 1 	-  

 

(52) 

 

La Varianza de r está dada por: 

Var(r) = 
n-k _ 	 n-k 2  
.E (v.-v)22 	E v2 	v -21 (n-k)(n-k+2) 1=1 1 	- (n-k+2)[F1-ki=1 	i 

(x!Ax. 2  2 	 k x!A2x 	k . 
v  1 1 	1 1  + V (n-k)(n-k+2) bcr°I 	 ii 

2) - 2 	x?x. 	1 xixi) 

	

ji 	i= 

k (x!Ax.)2  
+ 2 	1 j.  

5 	5 
.X.X.X.X. 
1 1 3  j 

2Z)2  
(n-k+2) 

(53) 

  

Cuando X es particionado en dos 6 más conjuntos de variables ortogona-

les, podemos aplicar resultados similares. 

D- FUNCION CARACTERISTICA DE u y v 

Sabemos que un método alterno para obtener los Momentos de una varia-

ble aleatoria es atraves del uso de su Función Característica, la 

cual siempre existe. Usaremos este hecho para encontrar la Función 

Característica conjunta de u y v. 

u,v
(tt2) = E[exp{itlu + it2v}] 

= E[exp{it1u( 1 	 + it2v(C3, 	 'In-k)}]  

= fexp{itiu(ci  

  

    

Sabemos que V j: j 	n-k; t. % N(0,1) independientes, entonces, 



n-k 
f( 12„Agg3I

n-k
/ ; (21Y) 

-(n-k)/2 
 

/2 	exprit 	 - 	> 	(t ,t ) = C2Tr) 
L 1 2 	 1J'1  J J 	2J2i].J u'v  

n-k 
- .E  J=1 j 	1 2 
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n_k 

= (2w)-(n-
k)/2

f 

-d/2 	cli171( 

Si hacemos a. =(1-2it v.-2ti)1/2  
J 	j 	l j 	2  

n-k 
fexp{-.E1  /(1-2it v.-2ti)/2}d/ • j= 	 j 	 1 

."0” =/(1-2iti) 
J 	J 	13 	2 

da.= (1.-2it1 vjj- 24)1/2dzi  

===> (1 - 2it1v -±2t )
-1/2 

da. = d/. 
2 

n-k f -------> 	(t ,t ) = 	(1-2it, 
j 
v-2ti)-1/2 (270-(n-k)/2 u,v 1 2 j=1 	L 	2 

fexp{-
n-k
.E'a/2} da •da 	da 

	

1 2 	 n-k j=1 j  

n-k 
= 	(1 - 2it v. - 2it2)-1/2  3.1  . 

= (1-2it2)1/2kj-ti-2it v.-2it )-1/2(1-2it2)-1/2k 
]=1 	1 	2 

, 
= (1 -2it2)

2kn-k  
.R 1.(1-2it ) -2it v."(1 -2it2)111 -1/2  
]=1 	 13 

-.1 = (1-2it2)1/2k[1n(1-2it2) - 2it /I 	/zP] 

ya que,_ v1' V2 ' 

la ecuación 

 

'n-ken conjunto con k ceros son las raíces de 

 

II
nv - 11..A1 = 
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Si consideramos el CdEiQ de una simple VAPAble independiente, podemos 

obtener una exprea5471.14uchonas.Allaftejab,le que. laAnterior. BajO es-

tas condiciones, 1a Funci6n Caracteristica de u y y estará dada por: 

n-I 
(t ,t ) = ri (1 - 1  - 2it2)

-1/2 
1 1 2 j=1 	j  

1 	n-I 
---2—  = 	- 20.it1  - 2it2) .j  

1 
(54) 

donde 01 , 02, 5 e 	son las raíces de la ecuaci6n: n7-1 

n 	n 
- 	= 

i' 1371 	3 

por consiguiente, 

- e.) = .1 	— x.) 
J=1 	 i=1 iji 

n-1 
= 121ili ce—xj)+11j12(e—xj»....+12  H (0—x.) 

n 	 n 	 n 
12  H (0-X.) 12  H (0—x,) 	12.11 (0—x.) .  1j=1 	j  +  2j=1 	]  +....+ n1=1 	.]  

(0 - X ) 	(0 - >L2 	
n 

) 	(e — Á ) 1 

n 	11 	12 	 12 I 2 
- H (0-X.) 7-17,-- + g=x-2-  + 	+ 	

n  
- j=1 	j  u 	 6-Xn 1 

1
2 
. n 

= .111 ce — x.).z 	J  
J=1 	J J-1  0—x. J 

para todos los valores de O excepto para X 1 , 2 

Luego, de (54) se tiene que: 

1 n-1 	 (2iti) 
= 	(1-2it20it ) 	 j 	* j=1 	2 	1 

(2iti) 
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1 = (2it)"-1 
(1 - 	- 2e.it 

-1 	 , 	1 .1 

21-t
i  

 

   

1 - 2it n-I 	 2  = 	(2it )n-1  n 	 e ..1 1 	j=1 	2iti 

1  

= (2it1)n-1  
[1-2it 

2 	e j] 
j=1 2it 	j 1-2it2 =1 	 

2it 

= 	(1-2X.it1  -2it2  ) 
j=1 

 

(56) 
1-2it2  -2it1  x • 

En esta última expresión se tiene que el factor de la mano izquierda 

corresponde a la Función Característica de u y v bajo el supuesto de 

que los {z son variables normales independientes; el factor de la 

mano derecha proporciona la modificación hecha para el ajuste de 'la 

regresión sobre una simple variable independiente. 

De la expresión (56) se puede notar que: 

i.) 1 con j = 1, 2, 	 , n son las rálces propias 

B 	= { (1-2it2)In  - 2it1A 

1-21t
2
-21t

1 

de la matríz 

ii.) Los vectores de 13-1  son los mismos que aquellos de A tal que 

11, 12, 	 , ln  son los cosenos directores de el vector 

X relativo a '.-esos vectores propios. Así, se tiene que 

12 	X'B-IX 

.j=1 
 1-2it2-2it X. 1 j 

iii.) Ademas, se tiene que:
1  (1-2it2  -2it1  X.) = IB I j= 	j 

De las observaciones anteriores se tiene que, la expresión 06) puede 

X5X 



reducirse a: 

 

IBI X'B-1X 
-  

X'X 
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donde, podemos notar que el segundo factor de (57) toma la forma ge-

'nera' de r. 

1 	
. IB11 1 X;131X  :s  (58) 

12 X'X SS 

donde Bs = (1 - 2it2 n  )1 - 2it M   M M A 
2 S-1 	 2 1 

y donde los Mi  Y i = 1, 2, 	 , k han sidos definidos como en (15) 

de la sección A de este capítulo. 

Debido a la propiedad reproductiva de los pluductos Mk 	M2M:1A  

que se mencionó en la sección A, de este capítulo, este resultado pue-

de expresarse directamente como en (57). 

Haciendo t2  = O se tiene la Función Característica de u luego, la 

Cumulante y de aquí, los Momentos pueden ser obtenidos por medio de 

la expansión de log 1. 

E- srLrccIoN DEL CRITERIO DE LA PRUEBA 

Para decidir sobre el criterio apropiado para la prueba, es importan-

te considerar el conjunto de hipótesis alternativas contra las cua-

les se va a discriminar. La clase de alternativa que vamos a consi-

derar es tal que el correlograma de los errares se reduzca aproxima-

damente exponencialmente con separación creciente de las observacio-

nes. Un modelo que se ajusta convenientemente para éste tipo de hi-

pótesis es el Proceso.  Estacionario de Márkov: 

ái 	4. u. 	i = i-1 	1 
donde Ipl < 1 y u. fx, N(0,a2) y es independiente de Ef_ 15Ei 2' 	 

'1 

y de u. lu 	, 	 1- 1-2 

Efectuando una extensión directa del ?Luces° anterior para una varia-

ble independiente, se puede demostrar que para la regresión sobre k 

variables independientes, se tiene que la Función Característica es - 

ta' dada por : 
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La Hipótesis Nula Fie  es entonces, en (59)) He: p = . 

[10] 
T. W. Anderson demostró - que no 	existe una prueha de ésta hi- 

pótesis que sea Uniformemente la más Potente contra las alternativas 

de (59), ademas, demostró sin embargó que, para ciertos sistemas de 

regresión con distribuciones cerradas de los errores a los dados por 

(59) se pueden obtener pruebas las cuales son uniformemente más poten-

tes contra alternativas unilaterales de (59) y que proveen regiones 

del tipo Bl  para alternativas bilaterales de (59), Estos sistemas 

de regresión incluyen casos en los que los vectores de regresión son 

vectores constantes coincidiendo con los vectores prupios de una ma- 

íz O ( o de combinaciones lineales de k de ellos) y en los cuales 

las distriburiones de los errores tienen una Función de Densidad de 

la forma: 

f (u) = K exp E-1/2a2{(1+p2)e'c - 2pc'es}] u (60) 

Para tal caso la prueba unifulmemente más potente de la hipótesis 

p = O contra H::p > O está dada por r > ro  donde 

Z'OZ r 	, siendo Z el vector de los residuos de la regresión de Mí- 

nimos Cuadrados y siendo ro  determinado pgra,proporcionar una región 

crítica de tamaño apropiado. 

Para el caso en que BO: p = O contra 1-11:p 0, el típo de prueba Bl  

está dada por r < r2  , r > r3, donde r2  y r3 están determinados tal 

que proporcionan una región crítica de tamaño apropiado y que satis-

facen la relación: 
, r 

f vrf(r)dr = EHf
r3 

 f(r)dr 
r2 	 1.2  

donde f(r) es la Función de Densidad en el caso nulo. 

Sabemos del Corolario 1 de la sección A de este capítulo que cuales-

quiera que sean los vectores de regresión, se tiene que: 

r 5 r < r 
U 

(61) 
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Ahorn,rL  y ru  tienen distribuciones idénticas en el caso nulo con 

distribuciones de r obtenida de los residuos_de la regresión sobre 

ciertos Jvectores propios. de la matríz-  A. 	Así, si hacemos 
= A en (60) podemos decir que, cuando el lnnite inferior rL  (6 su-

perior ru  ) del corolario es obtenido, el estadístico r = (Z'AZ)/Z'Z 

proporciona una prueba unifuLmemente la más potente 'contra la alter-

nativa unilateral de (58) y la cual es del típo B1 contra la alter-

nativa bilateral. 

La distribución de los errores Ilgra el Proceso Estacionario de MárkoV.  

(59) tiene Función de Densidad: 

fu(u) = K 

Si en la ecuación (60) 

fu(u) = K exp[H1/2a2{(1+p2).E 

j1 	j 	1 	n 	r.1=2 

hacemos EIGE = 	E.E,, 	se 
1=2 1 

E2-2p.E E.E. 
1=1 	1=2 1 r-1 

.E 	.c  . 
1 1- 1 

tiene que: 

(62)  

(63)  

pero, si en la ecuación (60) hacemos E'OE=. E E2-1.E (E  
1=1 	2  1=2 i 	1 

obtendremos que: 

f (u) = K exp[71/2a2{(1+p2).E E-p(E2+E2)-2p 	E.c- 	}] u 	 1=1 1 	1 n 	'1=2 (64)  

En vista de que las expresiones (63) y (64) esta fi muy próximas a la 

expresión (62), podemos asegurar que casi cualquier valor de O nos 

proporcionará un buen estadfistico r para probar la hipótesis Fl0:p=0 

contra las alternativas de (60). Ehtre los dos estadísticos que pro-

porciona el valor de E'OE dado anteriormente, no existe mucha diferen-

cia, sin embargo se escoge una ligera modificación del segundo debi-

do a razones de conveniencia en el cálculo ( y debido a su similari-

dad con el estadístico de Von Neumann 62/S2  (1941)). 1101 

Nilestro estadístico a adoptar está definido por: 



(67) rc 
dc = 	 .E 1=1 1 

.1 	Z. 1=2 1 - 1- 

Este estadístico es un caso especial del estadístico general, 

r =(Z'AZ)/Z'Z visto anteriormente, en el cual 
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d = (65) 

A = 1/2Ad = 

00 

00 

00 

00 

. . 
• • . . 

 

1/2  (66) 

    

 

00 00 

00 00 

    

     

       

y donde tomamos a O = I - 1/2Ad para obtener la función de densidad 

(64). 

Como los vectores propios de la matríz Ad y O en la ecuación del pa 

rrafo anterior, son los mismos, entonces, cuando el vector de regre-

sión es un vector propio de Ad, el estadístico d de (65)wovee una 

Prueba Uniformemente más Potente contra las alternativas unilaterales 

de (64). En particular, la prueba dada por d es Uniformemente la más 

potente cuando los límites rL  y ru  son alcanzados. 

La principal alternativa al uso de d 6 un estadístico relacionado co-

mo un criterio de la prueba ha sido el uso de una de las estadísticas 

circulares, tales como: 

en los cuales tomamos Zo  = Zn
. 

T. W. Anderson demos 	Lc6 en 19148 que rc  y dc  proveen pruebas unifor- 
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memente más potente  contra aJ.ten.tiya. unilaterale en una .población 

ciPcular con funcZn de.densiqdad: 

f (u) = K expE-1/2a2{(1+pl)ilic2-2pillicici-lq 	(68) 

En la práctica se presentan con mucha frecuencia casos en los cuales 

los vectores de regresión no son vectores propios, luego surge la in-

terrogante siguiente. ¿ Qué tan buenos son estos estadísticos como 

criterio de La prueba para estos casos?. 

Evidentemente podemos esperar que: 

1d  La Potencia de la Prueba disminuya cuando los vectores de regre-

sión se desvían de los vectores propios. 

2°  Los Coeficientes de Mínimos Cuadrados no son estimaciones de Máxima 

Verosimilitud en el caso nulo. 

3°  Cualquier prueba basada sobre residuos de Mínimos Cuadrados no se-

rá siempre razón de Verosimilitud para la prueba. 

En contraposición con los 3 puntos anteriores se tiene que: 

1°Aun se tiene una Prueba válida, aunque posiblemente de potencia re-

ducida. 

2° Es deseable por conveniencia tener una prueba basada sobre Resi-

duos de Mínimos Cuadrados, aun cuando no sea una prueba óptima. 

3° El estadístico r se encontrará necesariamente entre los límites 

rL  y ru  y cuando los mismos son alcanzados, la prueba será óptima. 

F- ALGUNOS RESULTADOS ESPECIALES 

Sabemos-que el estadístico d de (65) es un caso especial de r de la 

ecuación (38) de este capítulo, donde A = 1/2Ad  está dada en (66). 

en vista de que ésta matriz Ad  es simétrica, entonces, ella está cam- 



A3  

5 -9 	5 	-1 	0 

19-15 	6 	-1 

	

20 -15 	6 

20-15 

20 

0 

0 

-1 

6 

-45 

20 

(70) 
-28 20 -7 	1 0 0 

62 -55 28 	-8 1 0 

70 -56 	28 -8 1 

70-56 28 1 

A2 	5-- d 

2 -3 

6 

1 

-4 

6 

0 

1 

-4 

6 

14 

ti-1 

n 

; A2z  = 

-r 
Z1-2Z2+Z3  

Z2-2Z3n4  

Z3-2Z4+Z5  

• 

Z 	-2Z 	+Z n-2 	n-1 	n 
•Z 	-2Z _1 	n  

iá3z = 

-7Z1-3Z24-3Z3-Z4  

Z2-3Z3+324-Z 5  

Z3-3Z1+3Z5-Z6  

Zn-2-3Z 	+3Z 11-1n  

Z 	-3Z n-I 	n 
zn 

AZ= 
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pletamente especifioada por el trl:angulo superior izqierdo, por lo 

tanto poden oa escribir; 

1 -1 0 

Ad 
	2-1 
	

(69) 

2 

Para obtener los momentos de d, debemos primero obtener s potenoias 

de Ad'  • así se tiene que: 

Asi, se tiene que si Z' = (Z1  Z2  Z3  Z4  

 

2 	I Z), entonces: n- n- n 
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ZI-41.21-6Z3-4Z44-Zs 

Z2-4731-6Z4-4Z4n6  
Z3-4Z4+6Z5-44+Z7  

(71) 

AlsZ = 

Zn-2 -4Zn-2+6Zn 
Zn-1 -4Zn 

Z
n 

Por otro lado tenemos que: 

n-I 
Z'AdZ = .E (AZ.)2  1=1 	1 

n-2 .E (A2z.)2 Z 'A2Z = 	 (z _ z )2 	(z 	_ z
n
)2 	 (72) d 	1=1 	1 	1 	2 	n-1  

n-3 
Z'AIZ=.E(A3Z.)2+4Z2+9Z2+Z2  -12Z1Z2-6Z2Z3+4Z1Z3+ una expresión simi - 1=1 	 2 3 

lar en Zn1  Zn_1 
Z
n-2 

n-4 
Z 5A4Z = .E (A4z.)2413z24.45z24.17z24.-2_ 

3 
L, 48Z1Z2-54Z Z -8Z Z428Z Z +12Z2Z4- d 	1=1 	1 	1 	2 	 2 3 	3 4 	1 3 

-6Z1Z4+ una expresión similar en Z , Z , Z ,Z n n-1 n-2 n-3 

Luego, por la definición circular de d en (67), es deicr, 

dc 
Z'AdrZ  

Z'Z 
(73)  

se tiene que, los términos de corrección _desaparecen, dando, 

ZAS Z = .E (-Z)2  donde Z . 1  Z dc 	1=1 	1 	-1 	n-1 

n 
(74)  

Von Neumann encontró en 1941 que las raíces prbpias deilestan dadas 

por: [10] 

X- = 2 11 - c05Tr(.-1)1 t 	1/j: j=1, 	n (75) 

donde las primeras 4 sumas de poterrias son: 



var(d) < E 	cos2 1:17  (n-k'-1)(n-k'+1) 	j=1 
( n-k' impar) 

16 	1/2(n-k'-1) 
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tr Ad = í.11Xj  = 2(n - 	tr A,(1 = 	= 4(5n - e? 

tr A.2  = .1 X2 = 2(3n - 4' tr= .11 	= 2C35n -'64) d 	J=1 j 	 d 	J=1 j 

(76) 

El vector propio correspondiente a la raiz cero XI  es {1, 1,...., 1}, 

el cual  es el vector de regresión correspondiente a un término cons-

tante en el modelo de regresión. Luego, para regresiones con una me-
dia  ajustada por lo tanto, necesitamos solo considerar los restantes 

{X.} los cuales reenumeramos de conformidad, tal que, 

X. 2(1 - cos 	) 	( j = 1, 	, n-1) 

luego, del corolario 1 tenemos que; 

d.L  d du  

donde, 
fl_klx 2 
i=1 j = j  dL  

1.-21 

d
U  

n-k' -1 
.E X. c2  
1=1 1+k' í 

(77) 

 

n-k'-1 
1=1 c2  

siendo k' = (k-1) el número de variables independientes en el modelo 

en adiejón al término constante. 

Con la distribuión de los errores asumida en 8-2 los límites de la 

media de d estan dados por: 

2  

	

E(d) s E(du) = 2 	
n-1 cos,  n-k,-1 	cos- 3 	n 

2  n-k"-1  

	

/ E(dL) = 2 	 E cos n-k'-1 • J=1 

y la varianza de d en sus límites son (todo esto sin probar): 
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siar(d)‹ 	16  
en-k' 	

jil 	cc1 2, 	crl  8(n -k' -2)  

COS 	 
2n 

(con n-k' par) 

16 ' 
1(n_,) 2\  E cos2 

(n-k'-1)(n-k'+1) 

16 	/(n-1) E cos221  
(n-k'-1)(n-k'+1) jipk,+1 

(n impar) 	(78) 

(n par ) 

II OTROS CRITERIOS PARA PROBAR LA AUTOCORRELACION DE LOS ERRORES 

APROXIMACION A UNA BETA. 

Sabemos que el estadístico d visto en (65) es aproximadamente 

igual a 2(1 - p), donde -1 p < 1 luego, 0 < d < 4;:aáí, d se 

encuentra entre 0 y 2 para p > O y para p,< O, d¿se encuentra en-

tre 2 y 4. 

Si en una prueba de autocorrelación de errores se llega a que 

dL 	d du, sabemos que la prueba es inconcluyente o sea que no 

da resultados definitivos sobre la existencia o no de la autoco-

rrelación que se ha estado probando, luego, debemos encontrar un 

estadístico que nos proporcione resultados concluyentes aunque 

sea en forma aproximada. Un método para lograr esto consiste en 

efectuar un contraste aproximado. El método propuesto por 

Durbin y Watson [4] consiste en transformar d de forma tal que 

su intervalo de variación sea aproximadamente de O a 1 y que ade-

mas se ajuste a una Distribución Beta con la misma media y la mis-

ma varianza que d. 

Supongamos que hacemos d cc = d/4 de tal forma que se distribuya 

segun una Distribución Beta, entonces, su Función de Densidad es-

tará dada por: 

f(d) = 	1  

0(p,q) (d/4)
15-1  (1 - 	 ( 7 9 ) 



y 	var(d) = 6:1591  
(p+q) (p+q+1 ) 

(80) 
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entonces se tiene quel  

E(d) = 

De (80) se obtiene que, 

_ 1 p - 	(p+q)E(d) 	y 	p+q - E(d) 4 - E(d) 	1 	(81) 
var(d) 

De estas ecuaciones se deducen los valores de p y q, donde los 

valores de E(d) y var(d) se calcdlan mediante las ecuaciones (52) 

y (53) respectivamente con A dado por (66). 

Para contrastar la correlación positiva se hace neces,Rrio calcular 

el valor crítico de d en la cola inferior de la distribución. Si 

2p y 2q son valores enitlys, el valor aproximado puede obtenerse 

de. las tablas de razón de varianza o z de Fisher. Si 2p y 2q no 

son enteros, una primera aproximación se halla usando los valores 

enteros más próximos, luego se obtiene , 

F = P(4  - d)  (82) 
qd 

donde F se distribuye con razón de varianza y luego se obtiene 

z = 1/2* log F, la cual es la z de Fisher con nl  = 2q y n2  = 2p 

grados de libertad. 

Si lo que nos interesa es contrastar la correlación negativa de 

los errores, entonces debemos reemplazar d por 4 - d y luego efec= 

tuar el mismo procedimiento anterior. 

B- 	LA APROXIIMACION d* = a + bdu 	 ( 8 3 ) 

En 1957 E. J. Hannan propuso una aproximación al estadístico d de 

Durbin-Watson mediante el uso del límite d dado en (32), ya que 

como siempre se dá que d 5_ du, la curva de distribución de d es me-

jor aproximada mediante la distribución de du. 1121 

1 
Durbin y Watson 

g 
 plypusieron en 1971 una combinación lineal de d,  

de la forma d*  = a + bd donde a y b son escogidos de tal forma u 
DI Durbin y Watson, 1971 [5] 
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que d*  tenga loa mimoa dos, prmeros momentos . de d para la matríz 

particular X en cuestión. 

Esta nueva aproximación es más ventajosa que la aproximación Beta 

puesto que, uno puede hacer uso de los puntos de significación ta-

bulados de d para valorar la significación i.e. si drj  es el punto 

de significación tabulado en las tablas dadas por Durbin-Watson 

(1951) para una prueba contra correlación serial positiva pRra va-

lores específicos de n y k, entonces, se rechazará la hipótesis 

de independencia si se obtiene que d*< a + o 

Del, hecho de que, 

E(d) - 	 n k 
2 

Y 	Var(d) = 	  (n-k)(n-k+2)[9 PE(d)] 

con 
P = tr (A )--tr 'AX (X 'X ) 

11 	

(84) 

Q = tr(A2) - 2tr[X'A2X(X'X)-1] + tr[{X'AX(X'X)-1}2] 

donde tr(A) = 2(n - 1) 	y tr(A2) = 2(3n - 4) 

se tiene que, 

2(n-1) - tr[X'AX(X'X) -1]  E(d) = 	 y n - k 

(85) 
2  var(d) 

=(n-k)(n-k+2)  [2(3n-4) - 2tr[K'A2X(X'X) 	+ 

+tr[{X'AX(X'X)-1}1 = 4(n-1)21 14(n-1)tr[X'AX(X'X')-1 

+ {tr X'AX(X'X)-1}1 

Para calcular P y Q notamos que el (i,j)-ésimo elemento de X'AX 

es, 
n-I 
E Ax. áx. t=1 it jt 

y el (i,j)-ésimo elemento de X'A2X es, 
n-2 , 
E &IX. bi2X. • t (X - X )(X 
t=1 	lt 	jt 	 j i2 	 2 

(86a) 

(86h) 

- x. )+(x. -x. 	)(x. -x. 	) 
31 	in 1,11-1 jn 3,11-1 
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donde camo vimos anteriormente, 4. es el operador de las primeras 

diferenci49s. 

De las ecuaciones ('+0), (44a) y (76) se tiene que; 

k-1  
E(du) - 	[2(n-1) - 2 .E {I. - cos 	} 

J =1  

1  [(n-k) + 2 11.11  cos 1 ] n-k 	 J=1 

2 y 2+— cos = 
n-k j=1 

Y 
k-1 k-1 

var(d ) 	4[ (n-2) - 2 E cos27-11  - 2[ E cos 5--1' 12/(n-k) 1=1 	n1=1 

(88)  

Luego, los valores de a y b son determinados mediante las relacio-

nes, 

E(d) = a + bE(d ) u 
(89)  

var(d) = b var(d) u 

(87) 

u 
(n-k)(n-k+2) 



POTENCIA DE LA PRUEBA 

DE 

DURBIN - WATSON 



59 

Dado el modelo de Regreaión Lineal, 

en el cual el vector e de las perturbaciones es tal que, sus componentes 

e. siguen un Proceso Autoregresivo de Primer Orden; para probar la hipó-
1 

tesis BO: p = O, Durbin y Watson propusieron una prueba basada sobre el 

estadístico, 

n A 	A 
.E (c. - s. 	)2 
1=2 1 

n 	
1-1  

	

d= 
	

( 2) 
^ . 	2 E c. 1=1 1 

en el cual , 

é =Y -X1 
	

con 1 = (X'X)-1X'Y 	 ( 3) 

Bajo la hipótesis H0  Durbin y Watson encontraron un par de variables alea-

torias limites dadas por (77 del Cap II), cuyas distribuciones no depen-

den de X y tal que, para cualquier d*  áe tiene que, 

Pr(d < d*) s Pr(d < d*) < Pr(d <d*) u 	 1 
	 ( 4) 

Con esta propiedad propusieron un nivel a para la prueba de Ho: p = O 

contra la alternativa H :p > O, tal que la prueba se podía hacer en dos 

partes así: 

i) Se -.acepta Ho  si d > du 
No hay decisión si d*  < d < 1 	u 

	

Se rechaza Hosi d
* 
> d 	 (Z5) 1 

y donde Pr(d < d*) = Pr(d1  < d*) = a u u 	 1 

ii) Si no se obtiene decisión en la prueba, entonces, se utiliza un mé-

todo aproximado para obtener el único punto apropiado de significa- 
'-  
n d (X) para la matriz X que se esté usando; de aqui que, 

	

Pr(d < d*(X)) = a 	 ( 6) 
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Sabemos que uh Proceso Estacionario de Márkov 

de Densidad dada por (62 del Cap 	LQ, pol?.1.0-que 

za de p esta dada por, 

V-4  = (1 + p2)I - 2p0 + p(1 

donde 1~~. 

(59 Cap. II) 	eneFunción 

la,..matríz de covarian- 

- p)C 	 ( 7) 

1 	1 	0 	0 	 O 1 	0 	0 o 

1 	0 	1 	0 	 0 0 	0 	0 o 

20 = O 	1 	O 	1 	 0 
• . 	. 	  

y 	C= O 	0 	0 	 0 (7a) 
• • • 

• . 	. 	. • • • 

. 	. 	. 	. • • • 

• • 	• • • • 

	  1 0 	0 	0 ' 1 

Ademas, Anderson demostró que si V
-1 
 es reemplazado por, 

W-1  = (1 + p2)1 - 2p0 ( 	8) 

y si los vectores de regresión ,se encuentran dentro del espacio cubierto 

por k de los vectores característicos de W, una prueba íDasada sobre el 

estadístico d:es una prueba similar Uniformemente más Potente de lío  con-

tra H1. 

La Función de Potencia de la prueba de Durbin-Watson la estudiaremos asu-

miendo que la matriz de covarianza de c es a2W en lugar de a2V. Así, el 

estadístico d puede escribirse como; 

c'MAMe _ 
d= —ETE = c'mc 

11,w1/2mAmw1/2u  

u'Wlf2MW1 /2u ( 9) 

con u Ai N(0,021) y M dada por (5 Cap. II) y A dada por (66 Cap. II), o 

sea que, 

A= 2(1 - 0) 

Luego, de ( 4) se tiene que, 

Pr(d<d*)....-..-,ppr u'W3/2MAMW3/2u  
L u'W14MW1Pu 

< 



Plj = 1/y).1--1 

1 	(2i-1)(j-1) pij= )4577_  ODS , j=2,...,n 
2n 

1 (15) 
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Pr( d < d* 
	

Pr[ u'w1/ 2m (. A - d*1 ) MWI/2"u < 0] 

TI 
= Pr C E w.62. < O ) i=1  1 1 (10) 

donde ul  u2  > 

 

> u
n son las Paces Características de 

 

liz 
r = w M( A - d*1 M1/2  

y donde {6.} 	son tales que 6 Id N(0,0-2) 1  i<i<n 

Nuestro proposito consiste en obtener límites inferiores y superiores de 

ui V 1Si<n, los cuales son independientes de la matríz X. 

Supongamos que: 

u- <u1- .< - 

entonces, para todo p, d*, n y k dado se tiene que: 

(12) 

f-n_k 
Pr .z,7152  < ül 	Pi 	u 62  < 3.=. 3.  j. 	J L1=' 

s 
 PrP

kw...62.-< 
=1 	1 

 

(13) 

 

SeaP . el Vector Caractergstico correspondiente a la j- 	 máxima 

de 

raíz  j  

de W, el cual por conveniencia denotaremos por : 

p. = Ch.(W) 
J 	J 

Si pi = (pu  

 

p .), entonces, se tiene que: nj 

 

Sabemos por (75) cap.II que las raíces propias de A están dadas por: 

2[ 1 - cos (j1) 

y 'como A = 2(1 - 9), las ralees características de 9 quedaráívlexpresadas 

por: 
v.=01.(9) = cos 	ir 	 (16) 1 
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de las cuales se obtienen las ralces características de W y de A, 

A continuación desarrollaremos 2,métodos para derivar los limites de 

donde uno de los métbdos proporciona un limite superior y el oliv propor-

ciona un límite inferior. 

METODO .1: 

El primer método consiste en encontrar los limites de las ralces caracte-

rísticas de I' ignorando el hecho de que F tiene k raices ceros, es de-

cir que supondremos que F tiene n raíces. Esta técnica consiste en obte-

ner las ralccs ngracteristicas como extremos de una Forma Cuadrática Res-

tringida. (Courant y Hibert [13 ]) 

TEOREMA 1: 

Para cualquier matriz simétrica A de orden n y cualquier vector 

columnaarbitrarioa.,con j = 1, 	 ,i-1 

Ch.CA) x'Ax ingx- )1'111)—r-(>Ch.0A) xá7=0 XX 5. x'a.=0 	- 	1 
j=1,..,i-1 

(17) 

donde Ch.(A) es la i-ésima raíz característica en órden descen-

dente. 

Demostración en Courant y Hilbert [13]. 

Los siguientes Lemas y Teoremas que a continuación se enuncian nos serán 

de gran utilidad para establecer el Límite Superior para todas las n rai-

ces de F . 

LEMA 1: 

Sean B y C matrices de pxm (p m), tal que rang(B - C) = r. Enton- 

ces, para cualquier matriz simétrica A, i = 1, 	,m-r 

i ) Chi_i_r(WAAB) 5 Chi(C'AC) 	 (18) 
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ii) Ch(B'AB).?_ Ch_ (C'AQ) 

DEMOSTRACION: 

i) Sean a 	 los vectores característicos de B'AB co- 
i 	. +r+t""(1m 

rrespondientes a las m-±+r menores ralees características. 

La ecuación (B - C)x = O impone r restricciones sobre X, ya 

que rang(B - C) = r, entonces, para itr m se tiene que: 

Ch.(C'AC) 	[Ix'C'ACx  : )01a.=0 con j=i+r+1,..,m“B-C)x=0 1 	 x'x 

= minE x'B'ABx  • 	 • x'03‘.=0 con j=i+r+1,..,m;(B-C)x=0 x'x  

-->Ch_MAC)>mín[IT,r:x'a.=0; j=i+r+1,...., m 1 

= Chi4r(WAB) 

Ch.(0'AC) 11. Ch. (B'AB) 1 	1+r 

ii) Esta parte se demuestra intercambiando B y C en la demostra-

ción anterior, puesto que rang(B - C) = rang(C - B) 

LEMA 2: 

Sea A una matríz simétrica tal que Chi(A) > O, entonces, pRra cual-

quier matríz rRal  D: 

Ch.(D'AD) Ch.(401)*Ch(D'D) 	 (19) 1 	1 	l  

DEMOSTRACION: 

Si Ch.(D'AD) O, entonces, el resultado es trivial. Asumamos 1 
que Chi(D'AD) > O y sean al, az,los vectores carac-

terísticos de A correspondientes a sus i-1 raíces caracterís-

ticas mayores, entonces, 
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Chi(D'AD) max tl  „.. [x'D' 	. ADx 	x'D'a.=0;j=1 	,i-1; x10] x'x 	• 	J . 	'' 

= málT('D'ADx  
X
,X 

: x'D'a.=0;j=1„i-1;Dxn] 
J 

FK'D'ADx  x'D'Dx. x'D'a.=0;j=1,...,i-1;Dx0] = máx 
L x 'x 	x x 	 J 

m5x 
Y

[YyY  xDx : Y'a.=0; j=1,...,i-1;Y=Dx4j = 	x x 	J 

. rlY = max -yr..- :Y'ai=0; j=1,...,i-1;Yimáx Wx; x/0] 

= Chi(A)•Chi(D'D) 

Chi(D'AD) s Chi(A)Chl(D'D) 

TEOREMA 2: 

= W1/2M(A 	 c1,11)MW1/2 y G = W1/2(A 	 d*ly10/2;  Sea r 	 entonces, 

i ) chi,k(r) 	Chi  (G) 
(20) 

ii) chicr) 1 chi.,k(G) 

DEMOSTRACION : 

i) Si hacemos A = A - d*I; B = MWI/2  y C = WI/2  y sustituimos 

en el Lema 1-.1 se tiene que: 

Chi:H(03'AB) = Chi44([ (h/2)(A  - d*I)(MWI/2) 

	

5 	(W1/2)'(A - d*I)(W1/2) 

= Chi(G) 

Chi.441(r) 1 Chi(G) 

ii) Utilizando el Lema 1 (ii) se prueba el resultado. 

El teorema anterior nos permite obtener los límites de las raíces carac- 

terísticas de r. Los límites superiores de las k ralces características 
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mayores de F que no estan limitadas por el teorema en su parte i se obtie- 

nen usando el Lema 2. Así. se tiene que haciendo A = A - 	y D m1/2 

en el Lema 2 resulta que: 

chk(r) chk(A d*1)-ch1(w1121941/2) 	(21) 

Si queremos obtener Limites Superiores que no dependan de X, ademas del 

Lema 2 necesitaremos hacer uso del siguiente Lema. 

LEMA 3: 

Sea H w1/2ymr1mw1/2  , entonces, 

Chl(H) 5_ { Ch1(W) + Chn(W)}2 	A 4Ch1(W)Chn(W) 	 (22) 

donde Chl(H) E A si las columnas de X se encuentran en,  el espacio 

generado po  

pl+ pn, 	 ' Pk 	Pn-k+1 	 (23) 
77- 

donde los {pi} están definidos como en (15). 

DEMOSTRACION: 

Sibemos que M es una matriz simétrica, idempotente y de rango 

n-k, entonces existe una matriz L1  de nx(n-k) tal que: 

b.) L 	= M 	 (24) 3. 

Ch (H) = Ch (W1/2MW-1MW1/2) 

= Ch (W1/21, 	LW1/2) 

= Ch (L L'Wr1L L'W) 

= Ch (L'L- L'W71L L'WL ) 1 1 	1 	1 1 1 

= Ch (L'W71L L'WL ) 1 1 	1 1 1 

a.) L'L 

Así: 



[ 
x 0-1. 10-0 = max 	'CL;W-ILILIWLI)x I 

' 	[ x

.' (L'WL
1 
 )x 

1 

 mIx x'culpirli, >x 
1 	1 

x I)] 	 (25) 

Luego, por la Desigualdad de Caudhy - Sdhwarz se tiene que: 

	

[ x
,(LW Ll) x 

x'(L'WL
1 	
)x 	 x'(L;WLI)x x'(LyiLi)x 

máx 	1 	 x O ‹. máx 	 
X5X 1 	' 	• • x'x 

r(L'WL )x x'(L'W-1L )x] 
> Ch 1(H) máx 	 

X X 	 XX 
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= máxp 
L 
i=1 

Ch.(W)Z' 
1 	1 

n  1 

L Ch.(W) zi 
i=1 	1  

E Z 2. = 1 	( 26) 1 

2 
Si hacemos Chi(W) = an_ 	y zi = b i+1  y usamos la Desigual- 

dad de Kantorovich, se tiene que: 

b . 1  1  r 	1 	2 = 1 	 • Chi(W)z 	
h i • 2 c .(w) zi 	1 	

a . 
n-1+1

b • 
n-1+1 	

n-1+  

an-1+1 

(a + a )2  1 	n 
4aa

n  

[Chi  (W) + Chn(W) 2  

4Ch1(W)*Chn(W) 

1 	Chl(H) < 

E A 

[9-11(W) + Chn(W)]2  

4Ch1(W),.Chn(W) - A  
(27) 

TEOREMA 3: 

Si Ch.(G) es positiva, entonces para todo i = 1,....,n se tiene 

que: 

Chi(r) Chi(G).A 	 (28) 

Las Raíces Características de G están dadas por: 



Chi(G) = Chi{W/2(A - d*1)11/1/2} 

2(1  n-11-1 = 

DEMOSTRACION: 

Chi(f) = Chi[W1/2M.(A - d*I)M541/2] 

chi[w1/2mw-1w/2w1/2(A _ cpumi/2wi2w-1Nw1/' 

Si hacemos D = w1/2w-1mw1/2; D3 = 541/2myr1wt/2 y 

G = 5/1./2(A - d*1)W112  en (*) se tiene que: 

Chi(f) = Chi[D'ai] 	con D'D = 5/1/2mw-1mi/2 = H  

Ch.(G).Ch (D'D) 	 por Lema 2 
1 	1 	1 

Como D'D = H> Chi(D'D) = Chl(H) 	A 

Ch.(G).A 

Por otro lado, sabemos que A = 2(1 - 9) 

W-1  = (1 + p2)1 - 2p9 con 9 dada por (7a), ademas, 

Chi(G) = Chi[Wi  /2(A - d*I)WI /2] ==> Chi(G) = Chi[W(A - d*I)] 

- IW(A - d*1) - Chi(G)II = 0 

- 1(A - d*I) - Chi(G)W-11 = o 

ID(1 - 9) - d*I] - Chi(G).[(1 + p2)I - 2p9]1 = O 

- I (2 - d*)I - Ch1(G)(1 + p2)I - 29 + 29pChi(G)1 = 0 

- [(2- d*) - Chi(G)(1 + p2)]1 - 29[1 - pChi(G)]1 = 0 

> 19[2 - 2pChi(G)] - [2 - d* - (1 + p2)Chi(G)]li = 0 

2 - d* - (1 + p2)Ch (G) 
9 - 	  

2 - 2pChi(G) 
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(29) 

(*) 

1. +.1)2  - 2PVn_i4.1  

===> y. 
3 

2 - 2PChi(G) 

2 - d* - (1 + p2)Chi(G) 

o 

para algun j 



2(1 d* n- 1+ 

n-i+1 
--> Ch.(G) = 1 	1 + p'- 2pv por (**) 
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=--> 2v. -. 2pv.ch.(G) = 2 	d* 	(1 + p2)Ch.(G) 
J - 1 

- [(1 + pl) 	2pvilChi(G) = 2 - d* 2vi  

2(1 - v.) - d* 
- Ch.(G) = 	  1 	(1 + p') - 2V.p 

Sabemos que : X k X2  > 	 >X 	> n_l  

con X 	Ch.(G) V 1 i n 1 	1 

ademas que si Xk  X con p > k, se tiene que: 

a - bXk f(Xk) = 2 - 2cXk 

f(Xp) = 2 	2c1 

con a = 2 - d*; b = (1 + p2) y C = p 

- f(X) > f(Xk)  

Esto significa que a medida que X crece, f(X)decrece. Luego, 

sihacemosf(XJ=v.con 1 i,j n , se tiene que: 1 

v >v 	>v 	> 	 v > v n 	n71 - n-2 - 	 2 - 1 

por lo tanto tendremos que: 
a - bX. 

1  
vn-i+1 	2 - 2cX. 1 

METODO 2 

Este método , para obtener las ralees características de r , toma 

en cuenta el hecho que las k primeras raíces características son nu-

las, por lo que son eliminadas y solo se obtendrán las restantes 

n - k ralees. 
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Sabemos que, A = 2(J - 9) luego, si p entonces, 

A - d*1 = 2= (w-1  - al) con a = (1 - + pd* 

En efecto, 

(W-1 _ al) 1 [(1 + p2)1 - 2pG - [(1 - p)2  + pd*D] 

ya que W-1  = (1 + p2)1 - 2pG y por (1') 

----r----> 
1 —1 	= 	(1 + p)21 - 2pG - (1 + 

= 	2p1 - 2p19 - 

= 2(1 - G) - d*1 

= A - d*I 

p2)1 + 2p1 - pd*1] 

De aquí se tiene que: 

F = 11:W/2m(wr1 - alomw1/2 I 
	

(30) 

Como queremos eliminar las k primeras raíces características de F, 

las cuales son nulas, debemos particionar la matriz F. Para ello, 

usaremos como en el Capítulo II, acapite A el hecho de que como M 

es una matríz simétrica, semi definida positiva e idempotente, exis-

te una matríz ortogonal L tal que: 

I 	: 
L'ML = 	n-k . 	 (31) 

o : 

Sea L' la matriz de los Vectores Propios de M tal que L = (L1 , L2), 

entonces, 
I 	: 

M=L L' = LiLl 	 (32) 
o : 

Así, las Raíces Características de r son iguales a las Raíces Carac- 

terísticas de: 
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r o 

o o 

En efecto, sabemos que, 

L;W-1L1 	a9,1191,1  
(33) 

MEM,  

r = 11,71/2m(w_i _ ajomw1/2 
P 

> r = 1-141/21,1 (51-1  - al)L11W1/2 	por (32) 

= 	W1/21,1( 1,1W-11,1  - aL'IL )LW1/2  

= 	W1/21,1( LW 1L1  - al )1,1141/2  

Luego, 

Ir 	XII= 0 ==.> 	1-1,11/21,1(L;w-ILI  - a1)L1w1/2.- xi 

I 	1 
115-w1/21, 	- al)L;w1/2  - )11 1 1 W/21,1 1 = o 

 

w1/21,1(Lw-'1,1  - al)L;WLI  - XIW1/21,1 1 = O 

W1/2L1  1.1 	(L'W-1L 	a 1)1,'WL - Xl I = 0 pla 

 

1=> 

 

c=> 
	

(LIW-ILI  - al)L:WLI  - Xl 

r1\1  = 	(1,W:11,1  - al)LIWLI  

Ahora, nos corresponde obtener los límites de las raíces caracterís-

ticas de r. Para tal efecto haremos uso de dos teoremas que limitan 

las ralces del producto de 2 matrices y de la suma de 2 matrices en 

términos del producto de las ralees de las matrices individuales y 
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de la si de las raes de las matrices individuales respectivas. 

Estos 2 teoremas se enuncian UiT1 demostraciln V- SOn 

TEOREMA 4: (ANDERSON YDAS, GURA [13]) 

Sean A y B dos matrices simétricas de mxm definida positiva 

y semidefinida positiva respectivamente, entonces, 

i ) Ch. . (A-13) 	Ch.(A)-Ch.(B) donde i+j > m + 1 1 

con i,j = 1, 	 

ji) Ch. . (A.13) < (211-010-(21-1.(B) donde i + j s m + 1 1+J-1 - 1 J 

con i,j = 1, 	 

TEOREMA 5: (AMIR - MOEZ y FASS [14] ) 

Sean A y B dos matrices simétricas de mxm, entonces, 

i ) 	Ch.. 	+ B) 	Ch. (A) + Ch. (B) donde i + j > m + 1 
1 

con i,j = 1, 	 5m 
(35)  

WChiti_./(P1 1- 1301.(A)+01.(B) donde i + j < m + 1 1 

con i,j = 1, 	 

TEOREMA 6: 

Dadas las n - k raíces de r distintas de cero que son rai-

ces de r, entonces, 

k Ch. (G) 1 	kfk 
(36)  

Si los vectores de regresión se encuentran dentro del es- 

pacio generado por los vectores D 
1.1-1(1-15 	  3 Pn, 

entonces, se da la igualdad. 

DEMOSTRACION: 

Sabemos que la matríz L'WL dada en (33) es definida po- 

sitiva, luego, por el teorema 5 se tiene que: 

Ch(?) = Ch 	(L'W-1L - al )L'WL Ch. 	
I 

	

Ch. 	p 1 	 1 1 

5m (34) 

5M 
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11, •L'WL - aL'WL1) Chli_j_m(?) 1 

> 	[211.(L'W 1L -L'WL 	-aCh.(L'WLl  ) - p 	11 	111 	ji  

donde m = n - k, i,j = 1, 	,m y como i + j > m+1 

m + 1 =n-k+ 1 --->j>n-k+ 1 -i=n-k-i+ 1 

==.> ' 1,1, 1 1w1,1) - achn_k i+I(L1wL1)] n+k(h islIchi(L;w 

Pero, por la Desigualdad de Kantorovich sabemos que, 

Chi(L1W-1LIL1WLI) > 1 

ademas, por la Desigualdad de Cauchy se tiene que: 

Chn_k_i+I(L'WL ) 	Chn-le_i+I(W) 

Así, tenemos que: 

Chi  (14) 	lp  [ 1 - aChn_ 1_4.1  (W) 	con i = 1, . . ,n-k 

= Chi+k[W1/2(A - d*1)511/2  

= Chi+kM 

Los dos métodos vistos nos permiten encontrar las raíces características 

de la matríz r bajo el supuesto de que el vector de regresíon no inbluye 

ningun término constante. Se demuestra que, si el vector de regresión in-

cluye un término constante, tambien se pueden usar los métodos vistos solo 

que se deben hacer algunos cambios en algunos de los teoremas usados. 



CONCLUSIONES 
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En el desarrollo de este trabajo hemos tenido que superar grandes di-

ficultades, entre las cuales la principal de ellas ha sido la obtención de 

la bibliografía necesaria puesto que, en nuestro medio existe muy poco ma-

terial al respecto, adenás, de lo relativamente reciente que resulta el es-

tudio del problema que nos ocupa. 

En el análisis de nuestro modelo supusimos que el mismo cumplía con 

cuatro hip6tesis básicas, pero, en la realidad no siempre se cumple alguna 

o algunas de las hip¿Stesis impuestas en el modelo. En el caso de que no se 

cumpla la primera hipótesis, entonces, se presenta el problema conocido co-

mo "Multicolinealidad"; en el caso de que sea la segunda hip6tesis la que 

no se cumpla, entonces, se presenta el problema conocido como "Heteroscedas-

ticidad"; si no se cumple la tercera, entonces ,se presenta el problema cono-

cido como "Variables Retardadas' y por último, si no se cumple la cuarta hi-

pótesis, entonces, se presenta el problema que nos ocupa llamado "Autocorre-

lación de las Perturbaciones". 

Cuando se tiene una sucesión de datos muestrales, antes de tratar de 

ajustar los datos a un modelo de regresión lineal debemos probar si los ter-

minos de errores de la muestra son independientes o no. Como los errores 

en cualquier caso particular son desconocidos, netonces, basamos nuestra 

prueba sobre los residuos de la regresión calculada. 

Se ha demostrado que para probar la hip6tesis de independencia entre 

los errores, basandonos sobre la independencia:de los residuos, no es posi-

ble el uso de las pruebas ordinarias de independencia, por lo tanto, se ha 
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tenido que recurrir al uso de otras pruebas poco comunes de las cuales, 

presentamos tres, de ellas.. El primero de los criterios que presentamos 

llamado Criterio de Durbin-Watson se basa en el criterio del cociente de 

Máxima Verosimilitud de las Perturbaciones; este criterio puede conducir-

nos a que la prueba sea inconclusa esto es, no se obtienen resultados defi-

nitivos sobre la existencia o no de la autocorrelación de los errores. Cuan-

do esta situaci6n se presenta, debemos buscar otro criterio que nos conduz-

ca a alguna Conclusión; para ello proponemos dos criterios, donde no eXis-

te posibilidad de que la- prúeba sea inconclusa. 

Sabemos que existen otros criterios para probar la Autocorrelación 

de las Perturbaciones que, aunque no proporcionan una Función de Potencia 

que sea Uniformemente la más Potente de las pruebas frente a la Prueba Bi-

lateral de Durbin-Watson, su uso proporciona pruebas concluyentes. 

Despuás de finalizado nuestro análisis sobre el tema que ha sido el 

motor de nuestro trabajo podemos conlcwir lo siguiente: 

1.) Aunque el Criterio de Durbin-Watson nos proporciona una Función 

Potencia que es la Función de Potencia Uniformenente la más Potente, 

en algunOs casos proporciona pruebas inconcluyentes. 

2.) Todos los criterios que se han estudiado hasta la actualidad se basan 

en el Criterio del Cociente de los Residuos. 

3.) Para poder usar el Mátodo de los Mínimos Cuadrados en el proceso de 

regresión es'necesarió que los errores seáh independiente seriáImen- 
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te pus, de lo contrario nuestras estimaciones en los problemas abor-

dados serán sesgadas, lo cua3 nos conducirá a conlcuciones erradas. 

Sería interesante efectuar un estudio detellado de los otros crite-

rios que hasta hoy existen para probar la independencia de las pe/turbacio-

nes y comparar sus Funciones de Potencia. 

Nos preguntamos si es posible encontrar un criterio para probar la 

independencia entre las perturbaciones que siempre nos conduzca a resulta-

dos concluyentes y que además, proporcione una Función de Potencia que sea 

comparable con la de Durbin-Watson. 

Sería prudente investigar que sucedería si además de no cumplirse la 

hipótesis de independencia entre las perturbaciones, no se cumplen algunas 

de las otras hipótesis. ¿ Serán válidas las fórmulas utilizadas para cal-

cular las estimaciones de los parámetros? ¿ Se podría obtener algun tipo 

de prueba o estadístico que nos permita estudiar esta situación?. De no 

ser válidas las fórmulas usadas para calcular las estimaciones de los pará-

metros; ¿ Que método alternativo se podría presentar para efectuar dichas 

estimaciones de modo que las mismas sean las mejores?. 

Estas y otras interrogantes planteadas quedan pendientes y rogamos 

al Todopoderoso que nos proporcione la capacidad y facilidad para poder 

deslindpr algunas de ellas. 
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