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RESUMEN

En esta tesis revisaremos la solucion de ecuaciones e inecuaciones bivalentes,
Ilamadas ecuaciones e inecuaciones pseudo- booleanas. Las soluciones de esas
ecuaciones o inecuaciones pueden determinarse mediante una lista completa de
soluciones o agrupandolas en una familia de soluciones denominada funcion
caracteristica. EI método que se aplicard para determinar la solucion de las
inecuaciones es el de eliminacion sucesiva. Luego se presentara la resolucion para
un sistema no lineal, posteriormente se explicard como resolver un problema de
programacion lineal y por ultimo se presenta una aplicacion de este tipo de

situaciones.
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ABSTRACT

in this thesis we will review the resolution of bivalent equations and inequalities, called
pseudoboolean equations and inequalities. The resolutions of those equations or inequalities
can be determined by a complete list of solutions or by grouping them into a family of
solutions of specific function. The method to be applied to determine the solution of the
inequalities is the successive elimination method. Then the resolution for a non-linear
system is presented, later it is explained how to solve a linear programming problem and

finally an application of this type of situation is presented.
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INTRODUCCION

El algebra de Boole también se denomina &lgebra booleana en honor a George
Boole, matematico inglées, quien fue el primero en definirla como un sistema logico
en su libro: Las leyes del Pensamiento. Dicha obra es uno de los escritos que en los
ultimos 100 afios ha tenido mayor impacto en la Matematica y la Filosofia.

Es un &rea de la matematica que actualmente es aplicada en muchos campos, por
ejemplo el de circuitos de comunicacion y principalmente en el area de disefios
informaticos.

Las computadoras digitales emplean codificaciones binarias. En efecto la base del
desarrollo computacional se debe a las propiedades del &lgebra de Boole. Existen
problemas que pueden resolverse mediante metodos analiticos y existen muchas
situaciones que requieren de algoritmos numéricos para obtener las soluciones,
dichos algoritmos son desarrollados gracias al avance computacional.

En los dltimos 30 afios el estudio de las funciones pseudo booleana introducidas
hace mas de 55 afios por Peter L.Hammer, han tenido un gran impacto debido a la
estrecha relacidn que existe entre el algebra de Boole y la optimizacién no lineal.

En esta tesis se revisan las propiedades y teoremas que sustentan la forma de
determinar y representar solucion de una ecuacion pseudo boolena y se
desarrollard de manera detallada la eliminacion sucesiva de una inecuacion
expresando el resultado como un conjunto de soluciones.

El algoritmo desarrollado por Peter Hammer y Sergiu Rudeanu permite minimizar

las funciones no lineales eliminando recursivamente una variable en cada iteracion.
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Este algoritmo es una combinacion de procedimientos booleanos y del principio de
la programacién dinamica de Richard Bellman.

Los métodos de programacion pseudo booleana son una poderosa herramienta que
permiten determinar la solucion de problemas binarios lineas y no lineales asi como
aquellos que por tener funciones pseudo booleanas facilitan la solucion de
problemas con programacion polinémica entera.

La gran cantidad de situaciones donde los procedimientos booleanos son aplicables,
evidencia la necesidad de nuevas investigaciones que incluyan aplicaciones como
metodologia para darle soluciones a problemas que no se pueden resolver con los
métodos convencionales.

Para el estudio de este trabajo se contemplaron cuatro capitulos desglosados de la
siguiente manera:

El Capitulol, define los conceptos preliminares de la programacién pseudo
booleanas.

El Capitulo 2, presenta un método para resolver sistemas de ecuaciones e
inecuaciones pseudo booleanas.

El Capitulo 3, desarrolla un método para resolver un problema de programacion
lineal y no lineal pseudo booleana.

El Capitulo 4, presenta la solucién de un problema de aplicacién utilizando los

conceptos y métodos de los capitulos anteriores.
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CAPITULO |

PRELIMINARES



ALGEBRA BOOLEANA

1. Algebra de Boole. Propiedades.

Es una estructura matematica en las que se distinguen dos elementos B, = {0,1}, y tres

operaciones: disyuncion U, conjuncién N y negacion

—. El algebra booleana de los

elementos en B, = {0,1} cumplen con las siguientes propiedades:

1. 0u0=0

2. 0ul=1u0=1

3.0:-1=1-0=0-0=0

4. 1-1=1
5. 0=1
6. 1=0

8. x=1-—x
9. %y =&y
10. x% =%
11.xt =x

12.x<y sii xUy=y

13.x <y sii xy=x

14.x <y entonces xUz<yUz

15.x <y entonces xz < yz
16.x <1

17.0 < x



1.1. Principio de Dualidad

A toda relacion o ley logica le correspondera su dual, el cual se forma mediante el
intercambio de las operaciones de disyuncion U por conjuncién n, las relaciones de

orden < por > y de las constantes 0,1.

1.2. Funcién Booleana

nveces

-7 /_" Ve -
Una funcion f: B} = B,x ...xB, = B, cuyos valores estan en B, = {0,1}, es denominada

una funcion boolena
1.2.1. Expresion Booleana

Una expresion booleana estd constituida por un nimero finito de variables booleanas,

relacionadas por operaciones booleanas.

Es importante resaltar que una funcion booleana es generada por varias expresiones

booleanas y una expresion booleana genera una funcién booleana simple.
1.2.2. Conjuncion elemental

Son expresiones booleanas que no contienen disyunciones.

Ejemplo: x° - y1 - 20
1.2.3. Disyuncion elemental

Son expresiones booleanas que no contienen conjunciones.

Ejemplo: x° u yt U 2°



1.2.4. Forma disyuntiva

Es una expresion del tipo a; Ua, ... Ua, dondelos a,a,,. .. ,a, son conjunciones

elementales.

1.2.5. Forma conjuntiva

Es una expresion del tipo a;-a, ... -a, donde los a,,a,,. .. ,a, son disyunciones

elementales.

Teorema 1.

Toda funcién booleana puede ser escrita en la forma:
— U aq a
frixe. ) =g o flay .. a)x xS (1)

U . ., . .
donde a. q. representan la disyuncion extendida para todos 2™ posibles valores del
1,..

,On
vector (a4, ... ,a,) € B}

Prueba:
Partiendo de que x°=%, x'=x,1=0 y 0=1 podemos concluir que para cada

a,B € BJ tenemos que:

1 | a =
aﬁz{’ sia=p

0, sia+p
Entonces paracadaay, ... ,a, € B} tenemos que:
1, si x;=aq,.. ., X, =0y

x%1, . . x,%n ={
1 n 0, de otromodo



De esto se deduce que para cualquier sistema de valores x; = S4,. . .,x, = B, dado a las

variables x; x, _x, , el lado derecho de (1) se reduce a:

f@By - BIBPL B = fBy B
La formula (1) paracuando f(a;, ... ,a, ) =1 queda expresada como:

U

L a x%. . x, (2)

f(x1,x2,...,xn) “a

la cual es conocida como la forma disyuntiva canénica de f (xl,xz,___,xn).

Teorema 2.

Toda funcién booleana puede ser escrita en la forma:

[I __ _
fxixe, xn) =g 'y f@ ..., @)UKAU. U xS (3)
1,.,.%n
donde 1 representan la conjuncion extendida para todos 2™ posibles valores del
1,..,“n
vector (a4, ... ,a,) € B}
Prueba:

La demostracion es similar al Teorema 1.
La formula (3) paracuando f(ay, ... , @,) = 0 queda expresada como:

[I

P CHIVRRTERO )

f(x1,x2,...,xn) = ay

la cual es conocida como la forma conjuntiva canonica de f(xl,xz,___,xn).



Ejemplo 1:

Sea la funcion: f(xyx523) = (x, Uxy) x5 U X7 - (x5 U x3)
La podemos escribir como:
floxox3) =% X5 %3 U "X %5 U X X %3 U X X5 X3 U Xp-Xp° X3
Y también de la forma:
fraxp%3) = (33 Uy Uxg) - (% Uy U ) (%3 UK, U xs)

Observacion 1: Es importante resaltar que la forma candnica conjuntiva y la forma
candnica disyuntiva no son validas para un algebra booleana B que contiene méas de dos

elementos, revisemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2:

Sea B = B, = {0,a,a, 1} es un algebra booleana de cuatro elementos, definimos la funcién

Sl x=a
Six ¥a

f:B, = B, talque: f(x) = {%
Esta funcion no puede ser expresada en su forma disyuntiva canonica
f(x)=f(@)x Uf(0)x Porque f(l)a Uf(0)a=0auU0a=0=%f(a)=a

Ver: (Rodeanu, Sergiu. 1974. Boolean Function and Equations)

1.3. Funcién Pseudo-Booleana

Una funcion f:B} — R que asume valores reales con variables bivalentes se

[lamaréa funcion pseudo Booleana.



Teorema 3.

Cada funcion pseudo-booleana puede escribirse en la forma:
f(xlrxz;---;xn) = Z‘ll,...,“n C“l,...,“nxlal' ' _xnan (5)

Donde la suma Y., ., es extendida sobre todos los 2™ posibles valores del vector
(al,_.,an) € B} y los coeficientes c¢,, o, son Unicamente determinados por las

relaciones: Caray an =1 (ar,az,.,an)

Ejemplo 3:
Sea la funcion f(x; x,x3) = 2x,%, + 6x,x3 — 5%,%; la cual podemos definir mediante

la siguiente tabla:

Tabla 1

=
(=N
=
N
=
w
A
N
=
e
=
N
=
w
N—/

| k| P O O O O

| k| O O | k| O O

| O k| O k| O | O
o

Por el teorema 3 podemaos escribirla:




f(xl,xZ,...,xn) = Z Cal,...,anxlal' . .xnan

aq,.,0n

f(x1,x2,X3) = Z f(al,az,a3)x1“1. C X

aq,.,0n
fxy2x5205) = =5x0x9xd — 3xixdxd + 8xixdxd + 6xixixl
f(xl’xz'x:g) == _Sflfzfg' - 3x1f2f3 + 8x1f2x3 + 6x1xe3



CAPITULO II

SISTEMA DE ECUACIONES E INECUACIONES
PSEUDO-BOOLEANAS



Sistema de ecuaciones e inecuaciones pseudo-booleanas

Para resolver una o mas ecuacion(es) y/o inecuacion(es) o sistemas de ecuaciones
y/o inecuaciones asociamos a cada una de ellas una ecuacion Booleana
caracteristica que tiene la(s) misma(s) solucién(es) de la(s) ecuacién(es) y/o
inecuacion(es) o sistema original, mediante el uso de una condicién légica en el
sistema. La construccion de la ecuacion caracteristica se basa en una metodologia
utilizada en la solucidn general para el caso lineal.

El problema es determinar la ecuacion caracteristica, esta tarea se realiza utilizando
un producto que da soluciones agrupadas, disjuntas dos a dos que hemos conocido

como familias de soluciones.

2.1. Determinacion de una familia de soluciones

Es un proceso que consiste en dos pasos:
Primero:
La ecuacion dada o sistema de ecuacion es expresada como una ecuacion simple de
la forma:
f(x1,x2,...,xn) =1

dicha funcién podemos escribirla en una forma disyuntiva:

CGGucC, ... UC,=1
donde C;, C,, . . .,C,, son conjunciones elementales.

Segundo:

Se asigna a cada conjuncién C; la condicion:

L Laip aip alp(iy _ P
Cl—xl.1 Xy e Xy =1 i=1 ... ,m

10



Obtenemos:

aiy _ aiy __ _ L) _ :
Xy =X, ==X =1 (=1 ... ,m)

Recordando que: x* = 1 si y solo si x = a (para x* = 1 entonces x = 1, cuando
x% =1 entonces ¥ =1 0 sea x = 0). De esta forma conseguimos un grupo de
soluciones llamadas familia de soluciones, en otras palabras:

X, =a; ,X

=a X

i iy iz i Xy T R

2.2. Solucion de una ecuacion lineal pseudo-Booleana

El conjunto:
a,z4 + blz + a7, + bzz + . ..+ a,z, + bnin =k (*)

Donde a;,b;(i =1,...,n) yk son constantes dadas, y los z; (i =1,...,n) las

incdgnitas, es la forma general de una ecuacion pseudo-Booleana.
Para cada i del conjunto, se realiza la siguiente sustitucion:

x_{ ZiSi ai>bi
L Z_lSiai<bi

Por tanto, para cada término se tiene que:

(a,- - bl-)x,- + bi si a; > bi
(bi - a,-)xi + a; Si a; < bi

a;z; + b;z, = {
Luego la ecuacion (*) puede ser escrita de la siguiente manera:
C1X1+Cxo+ . . .+ Ccpx,=d (**)
Donde ¢;(i = 1,...,n) y d son constantes y considerando que ¢; > 0(i = 1,...,n)

Yy €, =C,=>..C,>0.

11



La tabla 2 muestra la forma sistematica de reducir la ecuacion pseudo-Booleana, evitando

los caminos sin solucion.

Tabla 2.

No. Casos Conclusiones

1. d<o0 No hay Solucion.

2. d=0 Lasoluciones: x; =x, = ...= x, =0

3. d>0y Lasoluciones:x; =x, = ...= x, =0y
C122Cp>d>Cp+122Cn 2;[:p+1Cij=d

4, d>0y a. Paracada k=1.2,...,p. x,=1
Ci="=C=d>Cpu1 220y Ky == Xpr = Xpgy = o= Xy =0

Es una solucion.

b. Las otras soluciones cumplen:

X1=%=...=x,=0 Yy Xl ,,cx=d

5. d>0y C<d(@=1,...n) No hay solucién

y =16 <d
6. d>0y C<d(@=1,...n) LaGnicasoluciones: x;=x,= ...= x,=1

y Y =d
7. d>0y C<d(@=1,...n) Lasolucioncumplecon:  x; =1, y Yi,cx>d—¢

y Zia>d y Xji,q<d
8. d>0y C<d(@=1,...n) La solucion cumple con:

y Yisig>d y Yi,c=d x =1, y Yimcxj=d—c 0
x; =0, y YieaCixj=d

Analizando la tabla 2 vemos que pueden suceder las siguientes situaciones:

» Laecuacion es inconsistente( caso 1y 5)
» La ecuacion tiene solucion Unica(caso 2 y 6)

» La ecuacion se sustituye por otra del mismo tipo, pero con menos variables(caso 3,

4y7)

12




» La ecuacidn se sustituye por dos del mismo tipo, pero con menos variables, donde

cada una de estas ecuaciones se analiza por separado(caso 8)

Ejemplo 1

Resolvamos la siguiente ecuacion pseudo-booleana:
4z, +71— 32y +2Z3 + 523 — 224 + 525+ 22— 2, =7 (1)
Realizando las transformaciones:
Y1=21, Y2 =123 Y3=123, Y4 =124 Y5=Zs, Y6 = Zs) Y7 =27
Obtenemos:
3y, + 4y, + 5y3 + 2y, + 5y + 2y, + vy, = 12
Ordenando los coeficientes de la ecuacion anterior:
5x1 +5x; +4x3 + 3x4 + 2x5 + 2x6 +x7 = 12 2

Donde:

X2 =YVs = Z5

I
N
N

X3 =Y

X4e =V1= 24

X5 = V4 = Zy

X6 = Ve = Zs

13



De la tabla 2 aplicamos el caso 8 a la ecuacion (2), parax; =1 y x; = 0 obtenemos

respectivamente las ecuaciones:

5x; +4x3 +3x4 + 2x5+ 2x6 + X7 =7 (3)

5x; +4x3 + 3x4 + 2x5 + 2x¢ + x7 = 12 4)

Primero analizaremos y determinaremos todas las soluciones de la ecuacion (3).
Comenzamos aplicAndole el caso 8 de la tabla 2 para x, =1 y x, =0 obtenemos

respectivamente las ecuaciones:

4x3 + 3x4 +2x5+ 2% +x7 =2 5)
4x3 + 3x4 + 2x5 + 2x6 + X7 =7 (6)

La ecuacion (5) por el caso 3 de la tabla 2 cuando x; = x, = 0 nos da la ecuacion:

2x5 + 2x¢ + x7 = 2 @)

Por el caso 4 la ecuacion (7) tiene soluciones:

(1,1,0,0,1,0,0) y (1,1,0,0,0,1,0)

y una ecuacion:

que por el caso 5 no tiene solucién.

Ahora analizamos la ecuacion (6) y aplicandole el caso 8 paraxs =1 y x3 =0

obtenemos respectivamente las ecuaciones:

3x4 +2x5 +2x6 +x7 =3 (8)

14



3x4 4+ 2x5 4+ 2x +x7, =7 9)
El caso (4) aplicado a la ecuacion (8) nos da la solucién:
(1,0,1,1,0,0,0)
y la ecuacion:
2x5+ 2x6+x7 =3 (10)
Por el caso 8, la ecuacién (10), nos ofrece las ecuaciones:
2x6+x7=1 (11)
2x¢ +x7=3 (12)
Aplicando el caso 3 a la ecuacion (11) obtenemos la solucion:
(1,0,1,0,1,0,1)
Por el caso 6 la ecuacién (12) tiene solucion:
(1,0,1,0,1,1,1)
Retomando la ecuacion (9) y aplicando el caso 7, conseguimos la ecuacion:
2x5+ 2x¢ +x7 =4 (13)
La ecuacion (13) cumple con las condiciones del caso 7, asi obtenemos la ecuacion:
2Xg+x7 =2 (14)
La cual por el caso 4 tiene la siguiente solucion:

(1,0,0,1,1,1,0)

15



De esta manera obtenemos todas las soluciones de la ecuacion (3). Ahora debemos
proceder a determinar todas las soluciones de la ecuacion (4). Comenzamos aplicando el

caso 8, asi obtenemos las siguientes ecuaciones:

4x3 + 3x4 +2x5 + 2x6 +Xx7 =7 (15)

4x3 + 3x4 + 2x5 + 2x¢ + x7 = 12 (16)

La ecuacion (15) coincide con la ecuacion (6) por tanto tienen las mismas soluciones:

(0,1,1,10,00); (0,1,1,0,1,0,1); (0,1,1,0,0,1,1); (0,1,0,1,1,1,0)

Por Gltimo aplicamos el caso 6 a la ecuacion (16) obtenemos la solucion:

(0,0,1,1,1,1,1)

Realizando los respectivos reemplazos, obtenemos agrupadas las soluciones de (1)

21 Zy Z3 Zy Zs Zg Zy
0110101
0111111
1 011001
0010O0O0OTO
0011010
1110011
1 001101
0 0o0001O00
0001110
1100111
1000010

2.2.1. Funcion caracteristica en el caso de ecuaciones lineales

Una ecuacion o inecuacién pseudo- Booleana o sistema de ecuaciones o

inecuaciones pseudo-Booleana, se denota:

N(xy, %2, 2%0) (1)
16



La ecuacion caracteristica de (1) es una ecuacién Booleana de la forma:

P(x1, %, x,) =1 (2)
Conocida como la funcion caracteristica de (1), la cual contiene las mismas
soluciones. (Frank Markham Brown.1990. Boolean Reseasoning The logic of
Boolean Equations.)

La formula para la interpolacion de funciones Booleanas es:

U
W(xy x5, xp) = @, a, Yy, ... ,q,)x1%. . .x,% (3)

yurny

donde: U es la disyuncion extendida para todos los posibles 2" valores
Aq,., 00 Yy

del vector (@, . @, )€BY} y x%sedefine como:
x, sia=1
x% = {_’ . 4
x, sia=0 ()
La expresion (3) la podemos escribir como:
WY(xy % Xn) = vl X%, .. xom o (5)
2,7 n al,...,an n
Ut . . .
Donde: es la disyuncion extendida solo sobre aquellos valores del
1,., “n

vector (ay ...,a,) paracuando ¥(ay ...,a,) =1

La funcion caracteristica ¢ de X(xy, x5 x,) €s:

— UE aq On
d(x1 22, %) = 0!1,...,0lnx1 R (6)
UZ
Donde: 0. €8 la disyuncion extendida para todas las soluciones de:
1., “n
(ay, ... ay) de X(xy,x,.x,). (Rodeanu, Sergiu. 1974. Boolean Function and

Equations)
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La expresion (6) identifica la funcion caracteristica que nos brinda el conjunto de
todas las soluciones.
Ejemplo 2

En el ejemplo visto anteriormente:

4x1 + X1 — 3%y + X5 + 5x3 — 2x4 + S5x5 + 2x5 —x;, =7

se muestra todas las soluciones para la ecuacion:

X1 Xy X3 X4 X5 Xg X7
0110101
0111111
1 011001
0 o1 00 00O
0 o1 1010
1110011
1 001101
0 o0 0100
000 1110
1100111
100 0010

La funcion caracteristica esta dada por:

D = X7 X3X37X4 X5 Xg X7 U Xq Xg X3 X4X5X6X7 U ... U X1X; X3 X4 X5 XgX7

2.3. Solucidn de una inecuaciones lineales pseudo-booleanas

La forma general de una inecuacion pseudo-Booleana es:

a,z4 + blz_l + Qa;,7Z, + bzz + . ..+ a,z, + bnin = k (*)

Donde a;,b;(i = 1,...,n) y k son constantes enteras, y los z; (i = 1,...,n) son

las incdgnitas.
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Si S=1(z],...,2;) es una solucion de (*) y si I es un conjunto de indices I <
{1,2, . .., n}, entonces Y.(S,I) es el conjunto de todos los vectores que satisfacen:
z; = z; paratodo i € I, las otras variables z;(j & I) son arbitrarias.

Si todos los vectores (z;, . . ., z,) € 2.(S,1) satisfacen la ecuacién (*), entonces

(S, 1) es conocida como familia de soluciones.

2.3.1. Solucién de base de una inecuacion pseudo-Booleana.

Un vector (x3,..., x;;) se denominara solucion de base de (*) si para cualquier

x; = lelvector (x7, ...,x{_1,0, x{y4, . . ., x3)noessolucion de (*).

Para cada solucion S = (xg,..., x;,) asociamos una familia de soluciones ).(S, J;)

definida como:

> i serael Gltimo indice para el cual x; = 1, en otras palabras x; =1y
x; = 0 paratodo i> i,
» Js serédel conjunto de indices tal que i < i,

> Y.(S,Js) esel conjunto de todos los vectores (x;, ..., x,) que satisfacen:

4

_ { x; para i <i,
Y7 |larbitrario para i>i,

Para evitar revisar los 2™ caminos posibles, la siguiente tabla permite descartar
todos los caminos sin solucion. Este método es conocido como eliminacion
sistematicas de variables bivalentes. (Rudeanu, Sergiu. 1974. Boolean Function

and Equations)
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Tabla 3.

No. Casos Conclusiones
1. d<0 Xy =%Xy= ...=x,=0
2. d>0y G =2+C=2d>Cy=22C |1 x,=1paracada k=12,....p ¥y
Xy =...=Xp_1=Xp41= ...= X, =0 esuna
solucion basica.
2. Las otras soluciones se caracterizan por la propiedad:
X1=%=...=x=0 Yy (CATEPR )
es una solucion basicade: X', cx; =d
3. d>0y ¢<d(@=1...n)y No hay solucion
?=1 C; <d
4. d>0y C<d(@=1...n)y La Gnica solucion bésicas es :
ric=d X1 =%X= ...=x, =1
5. d>0y C;<d (i=1,...n) vy La solucién basica es caracterizada por la propiedad:
Yicic>d Yy Yi,6< %=1y (x2,. .. ,x,) esunasolucion bésica de:
Yi=2Cjx;p >d—cq
6. d>0y ¢<d(@=1,...n) vy La solucion basica son caracterizadas por la propiedad:

i >d y ¥i,c=d

a. si x; =1, entonces (x,... ,x,) €sunasolucion
Aot . n
basicade: X' ,cixj=d—¢
b. si x; =0, entonces (x,,... ,x,) esunasolucion

basicas de: X7 ,cjx; >d

Ejemplo 3
Resolver:

27, —5z3 + 323 + 4z, — 725+ 1625 — z; > —4 (1)

Realizando el cambio de variables:

leﬂ' ZZZE' Z3z = Y3, 242374—' ZSZE'

La ecuacion nos queda:

Ze = Yo Z7 =Y7

2y, + 5y, +3y; + 4y, + 7ys + 16y, +y, =9

Ordenando los C;

obtenemos:

16x; + 7x5 + 5x3 + 4x4 + 3x5 + 2x¢ + X7 =9 2

Donde:




Zy = Y5 = X2
Ze = Vo = X1
Z7; =Y7 = X7
Comenzaremos a reducir la inecuacion aplicando el método de eliminacion
sistematica de las variables bivalentes.
Aplicando el caso 2 a (2):
Para x;, =1,x; =0 i =2,...,7 obtenemos la solucion bésica:
(1,0,0,0,0,0,0)
Para x; = 0 lainecuacion (2) queda de la siguiente forma:
7xy + 5x3 + 4x4 + 3x5 + 2x6 +x7, 29 3)
Aplicando el caso 6 a (3):
Paracuandox, =1 y x, = 0 obtenemos respectivamente las inecuaciones:
5x3 +4x4 +3x5 + 2x6 +x7 = 2 4)
5x3 +4x4 +3x5+ 2x6 +x7 =9 %)
Para (4) aplicamos el caso 2, obteniendo las soluciones bésicas:
0,1,1,0,0,0,0); (0,1,0,1,0,0,0) ; (0,1,0,0,1,0,0,) ; (0,1,0,0,0,1,0)
Y lainecuacion: x, =2 la cual no tiene solucion.
Para (5) aplicamos el caso 6 para x; =1 y x3; = 0 obtenemos respectivamente
las inecuaciones:
4x4 + 3x5+ 2x6 +x7 > 4 (6)
4x4 + 3x5+ 2x +x72>9 @)
Ahora aplicamos el caso 2 a (6) obteniendo la solucion bésica:

(0,0,1,1,0,0,0)
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y lainecuacion:
3x5+2xg+x7; =>4 (8)
Aplicamos el caso 5 a la inecuacion (8) obtenemos:
2x6+x72>1 €)]
Aplicando el caso 2 a (9) obtenemos las soluciones basicas:
(0,0,1,0,1,1,0) ; (0,0,1,0,1,0,1)
Retomando la inecuacién (7), y le aplicamos el caso 5, obteniendo la inecuacion:
3x5 +2x¢ +x7 =5 (10)
La inecuacion (10) esta en el caso 5, asi obtenemos:
2x6 +x7 =2 (11)
Ahora a (11) por el caso 2 obtenemos la solucién basica:
(0,0,0,1,1,1,0)
y la inecuacion:
X7 = 2 que no tiene solucion

Agrupamos todas soluciones basicas de (2) en la siguiente tabla

No. xi x; X3 X, X& X¢ Xy
1 1 0 0 0 0 0 O
2 0 1 1 0 0 0 O
3 0 1 0 1 0 0 0
4 0 1 0 0 1 0 O
5 0 10 0 0 1 0
6 0 0 1 1 0 0 0
7 0 01 0 1 1 o
8 0 01 0 1 0 1
9 0 00 1 1 1 o0

Donde:
]1 = {1}
]2 = {1I 2' 3}

]3 = ]6 = {1121314}
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]4- = {152;3)4) 5}
]5 :]7 :]9 = {1)2)3;4; 5;6}
Js ={1,2,3,4,5,6,7}

Realizando el cambio de variables que se efectuaron al comienzo del problema,

obtenemos la familia de soluciones de (1)

No. z, z, Z3 Zy Zs Z¢ Zy
1 4 A A A A 1 A
2 A 0 A A 0 0 A
3 4 1 A 0 0 0 A
4 A4 1 1 1 0 0 A
5 0 1 0 1 0 0 A
6 A 0 A 0 1 0 A
7 0 o 1 1 1 0 4
8 1. 0 1 1 1 0 O
9 0o 1 1 0 1 0 A

Donde A representa variables que toman valores arbitrarios.

2.3.2. Funcion caracteristica en el caso de inecuaciones lineales

La solucién de una inecuacion pseudo Booleana se da mediante un grupo de

soluciones llamadas familias de soluciones. Dicha familia F de soluciones se

define como un conjunto de soluciones caracteristicas debido a que ciertas variables

tienen valores fijos y otras permanecen con valores arbitrarios.

El sistema de familias de soluciones puede expresarse mediante el conjunto:
£=FU...UF, 1)

Considerando (1), las leyes de idempotencia y la funcién caracteristica para el caso

de una ecuacion lineal, podemos escribir:

U
¢(x1,x2,...,xn) :UZ=1 (al an)e“}:'hxlal' ] x:’in (2)
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Donde:

U

a $n
(ay an)GTxlal' Xy = xh1fh1' c Xy (3)

La expresion (3) nos indica que cada familia  F,(h = 1, ..., p) es caracterizada

por una conjuncion:
Xp . a0 =€, (4)
Por tanto la funcion caracteristica para una inecuacion lineal es:
P(x1,. .. ,Xp) =C1U... UG, (5)

(Rodeanu, Sergiu. 1974. Boolean Function and Equations)

Ejemplo 4

En el ejemplo 3
221 - 522 + 323 + 45— 725 + 1626 —Zy > —4

Obtuvimos la familia de soluciones de

No. z;, z, Z3 Zy Zs Zg Zy
1 A A A A A 1 A
2 A 0 A A 0 0 A
3 A1 A 0 0 0 A
4 4 1 1 1 0 0 A
5 o 1 0 1 0 0 A
6 A 0 A 0 1 0 A
7 0 o 1 1 1 0 4
8 1. 0 1 1 1 0 O
9 o011 0 1 0 A
La funcion caracteristica se expresa como:
©=2zgUZy25Z6 U 23Z3Z5Z¢ U ... U Z1 23237 Z5Z7
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2.4. Solucion de un sistema de ecuaciones o inecuaciones lineales

El método desarrollado para resolver una ecuacion o inecuacion pseudo-Booleana

se puede utilizar para generalizar el caso cuando se tiene un sistema de ecuaciones o

inecuaciones con coeficientes reales es desarrollado en tres pasos (Peter Hammer

and Segiu Rudeanu, Boolean Methods in Operations Research):

Primero:

Se reemplaza cada inecuacion de la forma f >0, g<0 y h<0 por las

inecuaciones:f —1>0, —g—1>0, y —h>0, respectivamente, donde

obtenemos un sistema que contiene ecuaciones de la forma G = 0, o inecuaciones

de la forma F > 0.

Segundo:

Sean xy,...,x, las incégnitas del sistema y utilizando los cambios de variables

¥, =1—x; y x; =1— X; podemos escribir cada inecuacion de la forma:
X+ ..+ X =d (D)

Donde: %;

iy ., X; representan las variables x;, ..., x,, involucradas en cada una
m

de las inecuaciones del sistema, a demas X es cualquier x 0 X , de manera que:
¢, =c...2c % >0,
Tercero:
Cada ecuacion (inecuacién) se considera por separado, y la escribimos en su forma
candnica respecto a la variable ¥ involucrada en cada una de ellas.
Cuando alguna ecuacién o inecuacion del sistema no tiene solucion, entonces todo

el sistema es inconsistente.
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De igual forma si la ecuacion f(xil,

cada solucioén del sistema debe satisfacer las restantes relaciones.

,x; ) = 0 tiene solucion Gnica, entonces

Ahora las tablas 4, 5y 6 nos presentan unas conclusiones que nos permiten obtener

las soluciones del sistema:

m i i
j=1Ci Xy = d*.
Tabla 4
No. | Casos Informacion
Conclusioén Variables fijas Resto de las ecuacion
1 dt < 0. Sin solucion
2 di=0 Todas las X,=...=%_ =0
variables son
fijas
3 d"'> 0y ' Ciertas variables X, =...=%,=0 - Ciijfij = di
chzezd zdzd, 2.2 son fijas
4 |d'>0. vy Tenemos p + 1 a: X, =1
¢t =we=¢l =di>cl >...> ¢l posibilidades
i1 ip ip+1 im
Aqye v vy ap,ﬁ = .. =%, =%, =.%,=0
(k=1,.....,p)
ﬁ:fil =.. 'zfip =0. Z;'nzp+1ciljfij =di.
5 |di>o. c{j <di(j=1.2,....,m)y No hay solucion
P cl-i], <d.
6 |d'>0 cf <d(=12..my Todas son X,=...=%,=1
m oo gi variables fijas
e, =dh
J
7 |di>o. cii]_ <di(j=12,...m)y Una v?_r_iable es %, =1 STyl %y =di—cf.
Pich > dy Si,cf <d b
8 [d>0. d <d(=12..,m)y Ten%r_r;%s glos ik, =1 S el %y =d' =
> Cilj >dl Y3, Clgj L posibilidades
Y1, V2 '
V2i X, =0 je2 €Kiy = d
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Tabla5s

No. | Casos Informacion
Conclusién Variables fijas Resto de las ecuacion
1 d <0. Inecuacion
redundante
2 |di>0. vy Tenemos p + 1 ap: %, =1
posibilidades
¢, zzc 2di2d 2.2 Ay, A | Ey = =Ry = Fy,, =%, =0
k=1,.....n) _
B %, = =X, = 0 Lilpe Ciljfij
3 |di>o. c}j <di(j=12,...m)y No hay solucion
P Ciij <d.
4 |di> 0', Cii]- .< di(j=12,...,m) y | Todas s](c)_r) variables Xy =...=%,=1
Z;'n=1 Cil]' = dl' IJaS
5 |di>o0. Ciij <di(j=1,2,...,m)y | Unavariable es fija = 1. T, c;']_a?ij >d —cf.
j=1 Cii,- >d oy ¥, Cii]- <d'
6 di > 0. Cii]- <di(j=12,...,m) Tenemos dos Yo%, =1 T, cfjiu >di—cf.
m Cll Sdiyym, Cf > di posibilidades
I= IR Y1, V2 Y2: %, =0 i cii].)?ij >d..
Tabla 6
Orden de | Ecuacion. Tabla 4 Inecuacion. Tabla 5 Caracteristica
preferencia
Primero 1,2,3,56,7 1,3,4,5 Determinante
Segundo 4 2 Parcialmente determinado
Tercero 8 6 Indeterminado
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Observando la tabla 4 y 5 tenemos algunas condiciones sobre las variables, las
ecuaciones o inecuaciones:

» Podemos encontrarnos con variables fijas, otros casos con el sistema que no
tiene solucion o con ecuacion o inecuacion redundante, llamamos a este
caso determinado.

» Podemos encontrarnos con situaciones que debemos separar en p + 1 casos
para aumentar la informacion, a este lo llamamos parcialmente
determinado.

» Podemos tener situaciones que no tenemos informacion y debemos

separarlo en dos condiciones, a este caso le llamamos indeterminado.

El tercer paso de este proceso de resolucion continua de la siguiente forma:

» Si algunas ecuaciones o inecuaciones pertenecen a casos determinados,
sacamos las conclusiones correspondientes y se agrupan. Pueden surgir dos
situaciones si al menos una ecuacion o inecuacion no tienen solucién, o si
dos ecuaciones o inecuaciones distintas conducen a conclusiones de la forma
X; =1 y X; =0, entonces el sistema no tiene solucion. El otro caso, se
deben determinar los valores de ciertas variables, esto nos lleva a un sistema

mas pequefio que se debe revisar.
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» Si no tenemos ecuaciones o inecuaciones en caso determinado, pero tenemos
en caso parcialmente determinado, seguimos la conclusion correspondiente a
cada una de estas ecuaciones 0 inecuaciones. Parece conveniente elegir la
ecuacion o inecuacion donde p es mayor.

» Si todas las ecuaciones e inecuaciones se encuentran en el caso
indeterminado, dividimos la discusion respecto a una de las variables, parece
conveniente elegir la variable que aparecen con el coeficiente mas grande

en el sistema.

Ejemplo 5
Resolvamos el siguiente sistema:
2x1 —4x; + 8x3 + 3x4 — 6x5 = —2 (1.1
5x1 —4x3 +3x5+ 2x5 —x7+9xg <5 1.2)
4x; + 6x5 + 4x4 — 5x5 — 9xg + 8x7 > —1 (1.3)
2xy —4x4 — X +3xg=>1 (1.4)

Realizando las trasformaciones de las pasos 1 y 2 obtenemos el siguiente sistema

equivalente:
8x; + 6X5 +4x; +3x4 +2x1, =8 (2.1)
9xg + 5x; + 4x3 + 3X5 + 2X5 + x7 = 14 (2.2)
9X¢ + 8x7 + 6x, + 5x5 + 4x1 + 4x4 = 14 (2.3)
4x4 + 3xg+ 2x5 + X6 = 6 (2.4)
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La ecuacidn (2.1) es parcialmente indeterminada, mientras que las otras estan en el
caso indeterminado. Tenemos p = 1, lo cual indica que existen dos alternativas:
x3=1, Xs=X,=x,=x;=0 ()
x3 =0, 6xs +4x, + 3x4 +2x, = 8 B)
Con la alternativa (a) la ecuacion (2.1) desaparece de ese sistema, reduciéndolo a

otro equivalente:

X1=X4=0, x=x3=x5=1 Variables fijas
9Xg + 2Xg + x7 = 5 (3.1)
9%s + 8x, > 8 (3.2)
3xg+ X6 =0 (3.3)

En el sistema anterior, la inecuacién (3.3) es redundante, es decir que es de tipo
determinado, por tanto nuestro sistema se reduce a (3.1) y (3.2).
Las inecuaciones (3.1) y (3.2) caen en el caso parcialmente determinado, entonces

p=1y p = 2, respectivamente, de este modo analizamos tres casos:

Xe=1 (a})
Xe =x7=0 (a3)

Descartamos el caso (a3) yaque en (3.2) nos queda 0 > 8,
Para el caso (a7), obtenemos solo una inecuacion:
X1=X4=X=0, x=x3=x5=1 Variables fijas

9Xg + x7 > 3 (4.1)
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Para (4.1) tenemos dos posibilidades:
xXg =1 (a'h)
Xxg=0y x;,>3 (a'") lacual es inconsistente.

Para (a'") no tenemos mas condiciones y la solucion del sistema es:
(0,1,1,0,1,0,4,0)

Retomando el caso (a3) en (3.2) obtenemos:

X1 =X4=0, X =x3=Xx5=2x¢=2x7=1 Variables fijas
9Xg > 4 (5.1)

Esto nos indica que Xz = 1, de esta forma obtenemos la siguiente solucion para el

sistema:
(0,1,1,0,1,0,1,0)

Por ultimo, analizaremos el caso ()

x3=0 Variable fija
6?5 + 472 + SX4, + le =8 (61)

9f6 + 8x'7 + 6x2 + 575 + 4x1 + 4'.X4_ > 14 (63)

4E4 + 3x8 + 2x2 + 76 >6 (64)

La inecuacién (6.2) es la Gnica que cae en un caso determinado, por tanto xg = 1,

obteniendo asi el sistema:
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x3=x3=0 Variables fijas
6Xx5 +4x, +3x,+2x, =8 (7.2)
5%, + 3X5 + 2% + x7 =5 (7.2)
9% + 8x; + 6x, + 5x5 +4x1 +4x, =214  (7.3)
4%, + 2x, + X = 6 (7.4)
La inecuacion (7.4) cae en un caso determinado, por tanto, x, = 1, de esta forma el

sistema se transforma en:

X3=X4=xg=0 Variables fijas
675 + 4‘?2 + le =8 (81)
5?1 + 3?5 + 276 + X7 >5 (82)

9% + 8x7 + 6x5 + 5X5 + 4x, = 14 (8.3)
2x, + Xg = 2 (8.4)

En la ecuacion (8.1) iz = 1, asi obtenemos el sistema:

X3 =X4=X5=xg=0 Variables fijas
4%, +2x4 =2 (9.1)
5X1 +2X¢ +x7 =2 (9.2)
9% + 8x; + 6x, +4x1 =9 (9.3)
2xy +Xg =2 (9.4)

En la ecuacion (9.1) X, = 0 obteniendo el sistema:
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X3=X3=X5=xg3=0,x,=1 Variables fijas

2x; =2 (10.1)
5x; + 2X¢ + x7 = 2 (10.2)
9% + 8x7 +4x, = 3 (10.3)
Xe =0 (10.4)

La inecuacion (10.4) es satisfactoria, y la ecuacién (10.1) implica que x; = 1, de

este modo obtenemos el sistema:

X3=X4=Xx53=xg=0, x;=x,=1 Variables fijas
2Xe +x7 =2 (11.1)
9x¢ + 8x7; = —1 (11.2)

La inecuacion (11.2) es satisfactoria, y la inecuacion (11.1) nos lleva a dos

condiciones:
X =1 (ﬁ’)

X6=0 x;,>2 (B'") este caso es inconsistente.

Por tanto la solucién nos las brinda el caso (B'):
(1,1,0,0,0,4,0)

Todas las soluciones del sistema son:

Tabla 7
X1 Xy X3 Xy X5 Xg Xy Xg
0 1 1 0 1 0 Arbitrario 0
1 1 1 0 1 1 1 0
1 1 0 0 0 0 Arbitrario 0
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La funcion caracteristica esta dada por

2.5. Solucion y funcion caracteristica para una ecuacion o inecuaciones no lineales.

Sea una ecuacion no lineal pseudo-booleana con incognitas: x;, .. . , x,:
aPi+. .. +a,P,=b 1)
dondecada P;(i=1, ... ,m) representauna cierta conjuncion.
P,=x" . . . x (9

i 570)
Si sustituimos el P; por una Unica variable bivalente y; y resolvemos la ecuacion

lineal pseudo-booleana resultante nos queda (1) expresada como:

ay1+ . . . +a,ym=>b 3)
con y;(i=1, ..., m) consideradas variables independientes.
Si Y(yq, ... ,¥ym) eslafuncion caracteristica de (3), entonces:
_ Ty (1) Tmy T (m)
d(xqy, ... xy) = ‘I’[xl.i Ce Xy e X X 4

sera la funcion caracteristica de (1). Para el caso de una inecuacion lineal, se aplica
el mismo procedimiento.
Ejemplo 6

Resolver la ecuacion no lineal pseudo-Booleana:

—6x1f2x3 - 4-x2x4 + Zxe‘l_ys + 42324 =-2 (1)
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Realizamos las siguientes sustituciones:
X1X2X3 = Y1, X2X4 = Y2, X2X4X5=Y3, X3X4 =Y,
Obtenemos la ecuacion:
—6y1 —4y; +2y; + 4y, = -2 (2)
que resolvemos como una ecuacién lineal, obteniendo las soluciones:
0,1,1,0) y (1,0,0,1)

de esta manera la funcion caracteristica de (2) es:

Yi=Y1Y2Y3Ys YU Y1¥2¥3Ys ()
De (3) y de las sustituciones que realizamos al principio del ejemplo, podemos

entonces escribir la funcion caracteristica de (1), de la siguiente forma:

¢ = (X1 Uxa U X3) " X324 " X224 %5 (X3 U Xy) U X1 X503 (X2 U Xy) (X U Xy U X5)X3X, (4)
Como también:

P1 = X2X4%5 )
La ecuacion caracteristica ¢; = 1 nos da como resultados la solucion:

(4,1,4,1,0)

Ejemplo 7

Resolver la inecuacion no lineal pseudo-Booleana:
7X1XZX3 + 5x2x4x6X7x8 — 4'x3x8 - 271x4x8 - x475x6 < 3 (1)

Realizamos las sustituciones correspondientes:

X1X2X3 = Y1, X2X4XcX7Xg = Y2, X3Xg = Y3, X1X4Xg = Y4, X3X5X¢ = Y5 (2

De esta manera, (1) queda expresada:

7y1 + 5y, —4y; — 2y, —ys < 3 (3)
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Resolviendo (3), obtenemos la familia de soluciones:

Tabla 8
Y1 Y2 Y3 Va Vs
0 0 - - -
0 1 1 - -
0 1 0 1 -
1 0 1 - -

Obteniendo asi la funcién caracteristica:

Y, =¥y1Y2UY1Y2Y3 U ¥1Y2Y3Y4 U Y1 Y2 Y3 (4)

=y1(J2UYy3U y4) U ¥y, y3

De esta forma la funcion caracteristica de (1) es:

¢2 = (El U EZ U 23)(22 UY;I, UTG Uf7 U fg Uxz U fl) U X3x8(fz Uf4 U 3'6 U f7) (5)

= x3Ux, U 7374 U f3f6 U 7377 U Y3y8 U f4x8 U f6x8 U f7x8

2.6. Solucion y funcion caracteristica para un sistema no lineal

Consideremos el sistema de ecuaciones e inecuaciones pseudo-Booleano:

filxy, ..., %) =0 G=1, ...,m) (1)
frnlxy, ..., x) =0 (h=m+1, ... m+p) (2
Obteniendo:
P1(x1, - .., x)=1
Hasta:
(pq(xl, e, X =1
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Las cuales son las correspondientes ecuaciones caracteristicas.

Teorema 1.

m+p

dlxy, v, xn)=1_[(ps(x1, C e Xp )
s—1

donde ¢ representa la funcion caracteristica para el sistema.(Frank Markham Brown.1990.

Boolean Reseasoning The logic of Boolean Equations.)

Ejemplo 8
7X1X2X3 — 2X1X4Xg + 5XX4XX7Xg — 4X3Xg — X3X5X¢ < 3 1)
3x1 — 2x3Xg + 4X5XgXg + 2X1X2X3 — 7xg = —8 (2
8x4x5Xg — 4X3X7xg + 3X1Xy + X3+ X4+ X5 < 3 (3)
2x3 + 3X5 — X5Xg + 4X6X7Xg — 2X5XeX7Xg = 1 4

La funcion caracteristica para cada inecuacion respectivamente es:

@©1=%X1U X3 U X3xg U (X3 Uxg)(x4 UXgUX7y) (1.1)
P2 =x1UX, U x¢ U Xg (2.2)
@3 = X3X7 xg U (X1 UX;)(x3 UxyUxs)(Xy UXs U xg) (3.1)
P4 =x3 UX5 U X¢X7Xg (4.2

Ahora aplicamos el Teorema 4, obtenemos la funcion caracteristica del sistema:

¢ = x173x5 77x8 V) 71x5f7x8 V) 72x3f4 V) fzx:;fs V) fzxgxg V) Yzf4x5 V) fzxsxg
V) 72x677x8 V) E1X375x6 V) f1x3x6x8 V) f1x5x6 Xg U 71x677x8
V) f1x3f5f8 V) 2174x578
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CAPITULO I
PROGRAMACION LINEAL CON VARIABLES
BIVALENTES.



3.1 Programacién lineal con variables bivalentes.
Para minimizar una funcion lineal con variables bivalentes
c1x1+. . .+ cpx, (1)

Se determinan sin mayor dificultad, de hecho, los puntos minimos se obtienen mediante:

1 sic; <0,
x; =10 sic; >0, (2)

pi sic; =0,
donde p; es un pardmetro arbitrario B,
Ejemplo 1
Sea la funcidn lineal con variables bivalentes:

2+3x1 —2x3 —5x3 + 2x6 — X7 3)
Aplicando (2), los puntos minimos son:
X1=0,x;=1,x3 =1,x4 = P4, X5 =Ps5, X6 =0, x7; =1
donde p, Yy ps son pardmetros arbitrarios en B,, entonces el valor minimo de (3) es —6.
La minimizacion de una funcion lineal con variables bivalentes
fxg,. ..  x)=fX)=cix1+ ... +cpx, 4)

sujeta a ciertas condiciones que pueden ser lineales o no lineales, se puede realizar de modo

similar, aplicando los siguientes pasos:

a. Determinar las soluciones del sistema de restricciones, agrupandolas en familias de

soluciones Fy,. .. ,F,.

b. Para cada familia de soluciones Fj,, determinamos el valor de:

xerf(X)  (5)
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y los puntos X° € F, para los cuales:

FXO) = yerf(X)  (6)

c. Determinar por verificacion directa los valores para los cuales:

=" SRRE(X)(7)

y los puntos X* € B} para los cuales:

fX) = k=ip xen &) (8)
Para efectuar el paso b debemos tomar en cuenta que los vectores X = (x4,. .. ,x,) que

pertenecen a una familia de soluciones Fj, se caracterizan por el hecho de que los valores

de x; son fijos para aquellos que estan contenidos en algunos conjuntos de indices I,

(9)

i€l, implica que x; = x; = fijo B,

mientras que x; sigue siendo arbitrario para j & Ij.

De lo anterior se puede verificar que los puntos X° que satisfacen (6) vienen dado por las

siguientes condiciones:

« . .
x; si i€l

)1 si i¢gl, v ¢;<0
=Yoo si iel, y ¢>0 10
p; Si i¢gl, y ¢c;=0

donde p; es un pardmetro arbitrario en el conjunto B,.

Ejemplo 2

Minimizar la funcion

2+ 3x1 — sz - 5x3 + 2x4, + 4'x6 (11)
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Sujeta a las condiciones:
2xq —3x, +5x3 —4x4 + 2x5 — xg < 2 (12.1)
4xq +2x5 +x3+8x4 — x5 — 3x¢ = 4 (12.2)
La familia de soluciones de (11) es determinado por el proceso presentado anteriormente

sobre solucion de un sistema de desigualdades lineales. Las soluciones se presentan en la

siguiente tabla:

Tabla 9
Ny X1 X, X3 X4 X Xg
1 A A 0 1 A A
2 A 1 1 1 A A
3 0 0 1 1 0 A
4 0 0 1 1 1 1
&) 1 0 1 1 0 1
6 1 1 0 0 A 0
7 1 0 0 0 0 0

Donde A indican las variables con valores arbitrarios. Ahora aplicamos (10) para sustituir

las variables arbitrarias, obteniendo asi la siguiente tabla:

Tabla 10
N, Xy Xy X3 X4 X5 Xg Valor en
(11)
1 0 1 0 1 D1 0 2
2 0 1 1 1 Do 0 -3
3 0 0 1 1 0 0 -1
4 0 0 1 1 1 1 3
5 1 0 1 1 0 1 6
6 1 1 0 0 De 0 3
7 1 0 0 0 0 0 5

Por consiguiente, el valor minimo es —3 y se consigue con los siguientes vectores:
(0,1,1,10,0) y (0,1,1,1,1,0)
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CAPITULO IV
PROBLEMA DE APLICACION



4.1 Problema de aplicacion.

Para la construccion, mejoramiento de carreteras y zonas criticas viales el M.O.P cuenta
con un presupuesto S y adicional cuenta con una cantidad V' para importar en
maquinarias, ingenieros, técnicos etc., donde existen al menos unas 15 carreteras que

pueden construir o rehabilitar con la finalidad de beneficiar a la mayor cantidad de

poblacion. Estos proyectos son los siguientes:

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Rehabilitar las calles del Distrito de Capira
Rehabilitar las calles del Distrito de Santiago
Rehabilitar las calles del Distrito de Cafazas
Rehabilitar las calles del Distrito de David
Interconexion vial de Santiago
Interconexion vial de Penonomé
Interconexion vial de Cabuya

Interconexion vial de Chitré

Rehabilitar la Via Centenario

Rehabilitar la Via Transismica

Rehabilitar los puntos criticos de la Pintada
Construir la calle Santa Fe- Calobre
Construir la calle Veracruz- Vacamonte
Rehabilitar las calles del Distrito de Pacora

Rehabilitar la VVia Pedasi-Cafias.
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Cada proyecto jcon 1< j <15 necesita una inversion I; (en millones de délares) y

suministra un beneficio b; (en miles de usuarios por afo).

El plan prevé la realizacion de al menos [] unidades anuales (en millones de beneficios) y

el proyecto j permite la realizacion de una produccion anual de [];, y necesita importar

equipo y materiales por un valor de v;.

El M.O.P maneja un presupuesto de 600 millones de ddlares y adicional cuenta con un
importe de 100 millones para importaciones, donde se le pide que dichos proyectos generen

una produccion minima de 460 millones

Se necesita tomar una decision ¢Cudl de los proyectos debe implementar el M.O.P. bajo las

condiciones antes descritas, para beneficiar a la mayor cantidad de poblacion?
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Solucién:

Antes de comenzar a resolver el problema planteado, es importante definir las siguientes

terminologias que son utilizadas y la forma como se obtuvieron los datos.

1. Beneficios: Numero de personas que se favorece de manera periddica por el uso de un
proyecto.

> Variable utilizada: b;
» Unidad: Numero de personas.

» Origen del Dato: Cuando se quiere estimar el impacto de beneficiarios en un
proyecto, se trabaja a partir de los datos de censos en la Contraloria General de
la Republica, donde se accede a revisar la poblacion que estarian comunicadas
al realizar dicho proyecto. Recordando que los beneficiarios no solo estan
basados a los conductores individuales o nimeros de vehiculos, sino a las
personas que sacan provecho de que la via permita un transporte eficiente. La
Contraloria posee una division llamada INEC (Instituto Nacional de Estadistica
y Censo) donde se encontrarén la base estadistica divididas por regiones.

2. Inversion: Costo estatal requerido para realizar cada proyecto.

> Variable: I;

» Unidad: Délares USD$

» Origen del Dato: Cada proyecto que se realiza a nivel estatal por medio de un
Ministerio en este caso del MOP, parte de los siguientes pasos para obtener el
costo y proceder a licitarlo:

o Evaluacion de Proyecto: Es donde se analiza las necesidades y problematicas

actuales.
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o Determinacién de alcance de inversion: Segun la importancia que el Gobierno
desee llegar a tener en cuanto a condiciones urbanas o condiciones minima de
transito se determinan la cantidad de obras que se le atribuiran al ministerio.

o Trabajo de Oficina: Con lo anterior expuesto un grupo de profesionales de la
construccion desglosan las actividades que involucran los alcances y sus
cantidades, los cuales terminan en unos costos por actividad dando una sumatoria
total del: Costo del Proyecto.

3. Produccion Anual: Es el grado de rentabilidad que ofrece cada proyecto a nivel estatal.
» Variable: T]
» Unidad: Dolares USD $
» Origen del Dato: Cuando se quiere estimar el impacto de ganancia estatal que
ofrece un proyecto, se hace un trabajo en conjunto de los datos estadisticos de la
Contraloria General de la Republica de Panama, que se usan como base y a su
vez el Ministerio de Obras Publicas presenta las implicaciones de dinero en
ahorros o ingresos a nivel estatal que ofrece el rehabilitar una ruta existente o
construir una nueva via de acceso. Esto se ve no solo en el beneficio de
facilidades de intercambio comercial con mayor prontitud, sino en datos como:
ahorros de las familias en cuanto a costo de transporte, alternativas de acceso a
mejor condicion de salud, colegiaturas entre otros que impactan directamente en
la produccion laboral de cada individuo.
4. Importacion: Costo de Rubros que cada proyecto debera conseguir fuera del pais para

poder ser ejecutado.

> Variable: vj.
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» Unidad: Dolares USD $

» Origen del Dato: Cuando se realiza una estimacion de costo en el Ministerio de
Obras Publicas se trabaja en listar un conjunto de actividades que son necesarias
para cumplir con alcances iniciales. A partir de alli habra items de actividades
que el contratista deberd conseguir de manera externa al pais posiblemente
porque no son producidas y solo se hacen labor de reventa, entre ellas:
maquinarias, acero, accesorios urbanos entre otros, por tanto, son datos
importantes a considerar ya que involucran tiempos adicionales que deberan
contemplarse en la realizacion de la obra.

Luego de definir las variables involucradas, se procede a asignar a cada proyecto j una

variable bivalente x; que tomara el valor de 1 si se ejecuta el proyecto j y 0 si no.

El problema lo podemos plantear de la siguiente forma:

n
max Z bj X;
j=1

Sujeta a las restricciones:

Donde x; € {0,1}

Los datos obtenidos se recopilan en la siguiente tabla:
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Tabla 11

Proyectos
Datos
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Beneficios
b 46,000 99,000 18,000 102,000 1,700,000 | 1,200,000 90,000 130,000 2,000,000 1,800,000 35,000 45,000 890,000 47,000 67,000
i
Inversion
I 45,000,000 | 40,000,000 | 55,000,000 | 50,000,000 | 95,000,000 | 64,000,000 | 74,000,000 | 34,000,000 | 24,000,000 | 120,000,00 | 44,000,000 | 65,000,000 | 95,000,000 | 52,000,000 | 32,000,000
J
Produccion
anual 37,000,000 | 45,000,000 | 27,000,00 | 96,000,000 | 65,000,000 | 25,000,000 | 32,000,000 | 35,000,000 | 200,000,000 | 120,000,00 | 14,000,000 | 21,000,000 | 20,000,000 | 14,000,000 | 16,000,000
[
Importacién
v 9,000,000 | 8,000,000 | 11,000,000 | 10,000,000 | 19,000,000 | 13,000,000 | 15,000,000 | 7,000,000 5,000,000 | 24,000,000 | 9,000,000 | 13,000,000 | 19,000,000 | 10,000,000 | 6,000,000
i




Desarrollo:
Max 4600x; + 99000x, + 18000x5 + 102000x, + 1700000xs + 1200000x + 90000x; + 130000xg + 2000000,

+ 18000002, + 35000x,; + 45000x;, + 890000x, 5 + 47000x,, + 67000x;5

Sujeto a:

45 x; + 40x, + 55x; + 50x, + 95x5 + 64x, + 74x, + 34x5 + 24x9 + 120x,4 + 44x,; + 65x;, + 95%,5 + 52x,, + 32x,5 < 600 (1.1)
37 xy + 45x, + 27x; + 96x, + 65x5 + 25x¢ + 32x, 4+ 35xg + 200x4 + 120x,, + 14x,; + 21x,, + 20x,53 + 14x,, + 16x,5 = 460 (1.2)

9x; +8x, + 11x3 + 10x, + 19x5 + 13x4 + 15x, + 7xg + 5x¢ + 24x, + 9xy; + 13x5, + 19x35 + 10x;, + 6x35 < 100 1.3)

Realizamos los cambios correspondientes en cada restriccion obtenemos:

120 X1y + 95%;3 + 95%5 + 74X, + 65X, + 64X + 55%5 + 55%,,4 + 50%, + 45%; + 44%;, + 40%, + 34xg + 32X;5 + 24%9 = 289 (2.2)
2002x9 + 120x1 + 96x, + 65x5 + 45x, + 37x; + 35xg + 32x5 + 27x3 + 25x¢ + 21x9, + 20x13 + 16x35 + 14x4; + 14x1, = 460 (2.2)

24 %0 + 19%5 + 19%;3 + 15%; + 13%¢ + 13%;, + 11%; + 10X, + 105, + 9%, + 9%, + 8%, + 7Xg + 6F;5 + 5% = 78 (2.3)

Todas las restricciones son del tipo indeterminado, comenzaremos a trabajar la (2.2) donde

x9:10XQ:0.

Si xg = 1 el sistema se transforma en:

120 %y + 95%,5 + 95%s5 + 74%, + 65%,, + 64%¢ + 5575 + 55%,, + 50%, + 455, + 44%,, + 40%, + 34%, + 3255 =289  (3.1)
120 x19 + 96x4 + 65x5 + 45x; + 37xy + 35xg + 32x; + 27x3 + 25x4 + 21xq, + 20x,3 + 16215 + 14x,, + 14x,, = 260 (3.2)
24 %,0 + 19%5 + 19%,5 + 15%, + 13%, + 135, + 1175 + 10%, + 10%,, + 9%, + 9%, + 8%, + 7% + 67,5 = 78 3.3)

En este sistema todas las restricciones son del tipo indeterminado, trabajaremos con la (3.1)

dOﬂde flO =10 flO =0.

Si x;, = 1 el sistema se transforma en:

95%,3 +95%5 + 74X, + 65%,, + 64X + 55%; + 55%;, + 50X, + 45%; + 447, + 40%, + 34%, + 32%,5 = 169 (4.1)
96, + 65x5 + 45x, + 37x; + 35x5 + 32x; + 27x3 + 25x + 21xy, + 20x,3 + 16x;5 + 14xy; + 14x,, =260  (4.2)
19%5 + 19%,5 + 15%; + 13%¢ + 13%,, + 11%; + 10%, + 10%,, + 9%, + 9%, + 8%, + 7%z + 6X;5 = 54 (4.3)
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En este sistema todas las restricciones son del tipo indeterminado, trabajaremos con la (4.2)

donde x, =10x, =0.

Si x, = 1 el sistema se transforma en:

95%,3 +95%5 + 74%; + 65%,, + 64%g + 55%; + 55%14 + 45%, + 44%,, + 40%, + 34%g + 32%,5 = 169 (5.1)
65x5 +45x, + 37x1 + 35xg + 32x; + 27x3 + 25x¢ + 21x1, + 20x13 + 1615 + 14x,, + 14x, > 164 (5.2)
19%5 + 19%,3 + 15k, + 134 + 13%;, + 11x5 + 10x,, + 9%, + 9%;; + 8%, + 7Xg + 6iy5 = 54 (5.3

En este sistema todas las restricciones son del tipo indeterminado, trabajaremos con la (5.1)

donde f13 = 1 0 f13 = O.

Si x;3 = 1 el sistema se transforma en:

95xs +74x; + 65X, + 64X + 55%3 + 55i;, + 45k, + 44x;, + 40x, + 34xg + 32x,5 = 74 (6.1)
65x5 +45x, + 37x; + 35xg + 32x5 + 27x5 + 25x¢ + 21x,, + 16x;5 + 14x,1 + 14x,, = 164 (6.2)
19x5 +15x; + 13x4 + 13x,, + 11i5 + 10x;, + 9%; + 9%, + 8k, + 7ikg + 6X;5 = 35 (6.3)

La restriccion (6.1) es un caso parcialmente indeterminado, entonces tenemos tres
posibilidades:

0{1:3?5 = 1,.7?7 =0

a,: f5=0, f7:1

a3:925=0, f7=0

Para el caso a; el sistema se transforma en:

65%,, +64X + 55X%3 + 55X, + 45%; + 44X, + 40x, + 34xg + 32k5 = —21 (7.0)
45x, + 37xq + 35xg + 27x5 + 25x¢4 + 21x1, + 16x15 + 14x,; + 14x, = 132 (7.2)
13x¢ +13%,, + 11x3 + 10%,, + 9%; + 9%, + 8%, + 7Xg + 6Xy5 = 16 (7.3)

La inecuacion (7.1) es redundante, entonces el sistema se reduce a (7.2) y (7.3) donde
ambas restricciones son del tipo indeterminado, trabajaremos con la (7.2) donde x, =10

x2=0.
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Si x, = 1 el sistema se transforma en:

37x1 +35xg + 27x5 + 25x¢ + 21x, + 16x,5 + 14x;, + 14x,, = 87 (8.2)
13x%¢ +13%;, + 11%5 + 10%;, + 9%; + 9%, + 7kg + 6%15 = 16 (8.3)

En este sistema todas las restricciones son del tipo indeterminado, trabajaremos con la (8.2)
donde x; =10x, =0.

Si x; = 1 el sistema se transforma en:

35xg +27x3 + 25x¢ + 21x4, + 16x,5 + 14x,; + 14x,, = 50 9.2

13%, +13%,5 + 11%; + 10%,, + 9%, + 7% + 65,5 > 16 (9.3)

En este sistema todas las restricciones son del tipo indeterminado, trabajaremos con la (9.2)
donde xg =10xg = 0.
Si xg = 1 el sistema se transforma en:

27x3 +25x¢ + 21x,, + 16x;5 + 14x,; + 14x,, = 15 (10.2)
13%s +13x;, + 11x3 + 10%,, + 9%, + 6X;5 = 16 (10.3)

La restriccion (10.2) es un caso parcialmente indeterminado, entonces tenemos cinco
posibilidades:

Yi: X3 =Lxg=x5= x5=0

Y2: x3=0,x=1,%1,=x5=0

Y3: X3 =%x=0,%,=1%5=0

Yai X3= X¢= X12=0,%5=1

Vs: X3 =Xg=X12 = X35 =0
Para el caso y5 el nuevo sistema es:

14x,, +14x,, > 15 (11.2)

10%,, +9%,, = —27 (11.3)
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La inecuacion (11.3) es redundante y la inecuacion (11.2) es un caso determinado, entonces la

solucioén bésica es:

(1,10,1,00,1,1,1,0,1,0,0,1,0)

Para un valor en la funcién objetivo de: 2507600 de usurarios beneficiados.

Analizando las otras ramas, eliminando los caminos sin soluciéon y mediante reduccion

sistematica de las variables, llegamos a la solucion del sistema:

(0,0,0,1,1,1,0,1,1,1,0,0,1,0,0)

Donde se obtiene un valor para la funcién objetivo de 7822000 de usurarios beneficiados.
Esto quiere decir que los proyectos que debe implementar el Ministerio de Obras Publicas

son: 4,5, 6, 8,9, 10, 13.

Observacion:

A pesar que la poblacion de Panama ronda los 4.5 millones de personas, el total de
beneficiarios que resultaron, involucran la sumatoria de beneficiarios individualmente de
cada proyecto que debe implementar el M.O.P los cuales no solo contempla la persona que
conduce un transporte, sino por ejemplo el nimero de personas que se benefician de que el

transporte sea eficiente.

Los proyectos que se listan en este problema de aplicacion, mantienen una relacién entre
ellos al momento de indicar dichos beneficiarios. Por ejemplo: Una persona que se
transporta desde La chorrera hasta San Miguelito, emplea como ruta la carretera Autopista-
Centenario y la Transismica, en ese recorrido estaria utilizando dos de los proyectos

listados.

52



CONCLUSIONES



CONCLUSIONES

Luego del estudio de los sistemas lineales y no lineales de ecuaciones e inecuaciones

pseudo booleanas se concluye:

1. Cualquier funcién pseudo booleana se puede expresar como un polinomio

multilineal.

2. Las funciones pseudobooleanas juegan un papel importante en los modelos de
optimizacion en una variedad de areas, tales como: la mecénica, informatica,

estadisticas, economia, finanzas, investigacion de operaciones, matematica discreta.

3. Laamplia gama de aplicabilidad de los procedimientos booleanos hace necesaria la
busqueda de nuevas investigaciones que debe incluir tanto las aplicaciones como la

metodologia.

4. La programacion entera, teoria de grafos, proporcionan al investigador situaciones
atractivas que pueden traducirse al lenguaje booleano, por tanto el objetivo de las
investigaciones deben ir dirigidas no solo al descubrimientos de nuevas técnicas
booleanas, sino también a unificar los problemas que pueden tratarse de forma

similar.
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5. Al realizar la programacién computacional del método propuesto por Hammer,
Rosenber y Rudeanu se requiere de gran espacio de memoria para ir almacenando

los resultados intermedios.

6. Los métodos que nos permiten transformar un problema de optimizacion entera en
uno de programacion bivalente, nos ayudan a resolver situaciones practicas

aplicadas a problemas de asignacion, planificacion, administracion entre otros.

7. Los problemas de inferencia en la ldgica proposicional se pueden traducir en
problemas lineales de optimizacion pseudo booleana. En términos méas generales,
las restricciones pseudo booleanas se pueden ver como una forma particular de
combinar dos de los dominios mas importantes en la programacion de l6gica de

restriccion: aritmética y algebra booleana.
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RECOMENDACION

Luego del estudio de los sistemas de ecuaciones e inecuaciones pseudo Boolenas,

recomiendo:

1. Considerar como parte del contenido dentro del plan de estudio de la Licenciatura la

programacion pseudo Booleana.

Como un problema de aplicacion directa, recomendamos abordar la programacion
digital del método de Eliminacion sucesiva propuesto por Peter Hammer y Sergio

Rudeano para la solucion de un problema de optimizacion pseudo Booleno.

Profundizar el estudio de las transformaciones para expresar un problema de

programacion entera en programacion pseudo Boolena.

Investigar mas las propiedades, transformaciones y sus consecuencias para expresar un

problema de légica proposicional en uno de programacion pseudo Booleno.

Que el uso de los métodos sobre programacion pseudo Boolena sean consideraros, al
menos por la Universidad de Panama, para dar soluciones a muchos problemas de
interés nacional donde se necesita la toma de decisiones a problemas de asignacion y

de distribucion.

Recopilar diferentes situaciones donde es posible aplicar los procedimientos booleanos,
con el objetivo de determinar nuevos resultados que incluyan aplicaciones como
metodologia para darle soluciones a esos problemas que no se pueden resolver con los

métodos convencionales.

57



BIBLIOGRAFIA



BIBLIOGRAFIA

. Taha Handy A.1995 investigation de operaciones, alfaomega Colombia.
Rodeanu, Sergiu. 1974. Boolean Function and Equations, American Elsevier
Publishing Company, inc, New York

Kaufmann A, Labordere Henry,1974. Methodes et medeles de la Recherche
operationnelle, Vol. 111, Dunod, Paris, Bruxelles, montreal.

Hammer, Peter L, and Rudeanu, Sergiu,1968, Boolean Methods in operations
Research. Springer-Verlag, Berlin,Heidelberg, New York

Franz E. Hohn, Applied Boolean Algebra. Second edition,The Macmillan
company. New York.

Rudeanu Sergiu. Apllicatti ale Cercetarii operational in problem de conducere,
organizare si planificare a lucrarilor de investitii, constructii si montaj.
Republicii socialiste Romania.1972.

. J. Eldon Whitesitt, algebra Booleana y sus apllicaciones. Editrial
continental.1971.

. Thayse  André.Boolean Calculus of Differences, Springer-Verlag,
Berlin,Heidelberg, New York.

Frank Markham Brown, Boolean Reseasoning The logic of Boolean Equations.

Kluwer Academic Publishers.1990.

59



10.

11.

12.

13.

Crama, Y., & Hammer, P. (2011). Pseudo-Boolean functions. In Boolean
Functions: Theory, Algorithms, and Applications (Encyclopedia of Mathematics
and its Applications, pp. 564-608). Cambridge: Cambridge University Press.
Pseudo-Boolean and Finite Domain Constraint Programming: A Case Study
Alexander Bockmayr Thomas Kasper.

Contraloria General de Panama, recuperado de: https://www.contraloria.gob.pa/

Ministerio de Obras Publicas, recuperado de: http://www.mop.gob.pa/

60


https://www.contraloria.gob.pa/
http://www.mop.gob.pa/

