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INTRODUCCION

Es de todos conocido, 1la grave crisis por la que
atraviesa la ensefianza y el aprendizaje de la geometria,
atribuyéndosele en muchos casos la responsabilidad a’ los
docentes que prefieren evitarla, en otros a 1la falta de
propuestas metodoldéqgicas que permitan que nuestros

estudiantes se hagan del conocimiento geométrico.

Sin embargo, nos preguntamos si en Nuestra MaAxima Casa
de Estudios Superiores estamos creando las condiciones para
que los docentes cuenten con los conocimientos y las
técnicas metodolégicas que 1le permitan desarrollar un
estudio de la geometria al nivel que se plantea en los

programas del Ministerio de Educacién.

En cuanto a las técnicas metodolégicas, creemos que se
hacen grandes esfuerzos por solucionar esta dificultad a
través de los constantes Seminarios y Ciclos de Conferencias
que se imparten en la Universidad dé Panama, ademas de los
Congresos Nacionales e Internacionales que se han realizado
en estos tres Gltimos aflos. Pero en lo que se refiere a
los conocimientos que deben reunir nuestros egresados de la
carrera de Licenciatura en Matematica, podemos seRalar que
existen dos opciones (Pura y Aplicada) que no contemplan
siquiera un curso de geometria euclideana mucho menos algan
curso de qgeometria no-euclideana, mientras que la otra

opcién (Educativa), lo contempla de manera optativa.

Nuestra propuesta pretende desarrollar desde el primer
afio de estudios de la especialidad, un curso de Geometria

Hiperbdlica que tendria como prerrequisito un curso de



Geometria Euclideana, es decir en el primer semestre
académico se desarrollaria el curso de Geometria Euclideana

y en el segundo semestre el de Geometria Hiperbélica.

Este curso de Geometria Hiperbédlica se presentara
usando el Modelo del Semiplano Superior de Poincaré como
modelo euclideano de la geometria hiperbélica Yy los
axiomas de Birkhoff lo cual es posible, segdn el artificulo
"The Upper Half Plane Model for Hiperbolic Geometry"
presentado por Richard S. Millman y ©n donde
sostiene que se puede introducir desde los dltimos afios de
escuela secundaria, dado que las herramientas matematicas
que se necesitan, como lo son la geometria euclideana, la
geometria analitica Yy la trigonometria == conocen

previamente.

Nuestro trabajo estd estructurado de 1la siguiente

maneras:

Un primer capitulo que corresponde al Marco teérico en
donde se describen aspectos tales como los origenes
histéricos de la geometria hiperbdlica. Definimos geometria
hiperbdélica y los conceptos basicos que la' caracterizan vy
que son distintos en la geometria euclideana. Presentamos el
problema de la consistencia de la geometria hiperbélica y el

concepto general de interpretacién de un sistema axiomatico.

Finalmente se enumeran el conjunto de Axiomas de Birkhoff

que seran la base postulacional del trabajo.
Un segundo capitulo que presenta las demostraciones de
que los Axiomas de Birkhoff se satisfacen en el Modelo del

Semiplano Superior de Poincaré, utilizando herramientas

II



elementales de la geometria euclideana, geometria analitica

y la trigonometria.

El tercer capitulo presenta la importancia del Modelo
en lo concerniente a la ensefanza, en donde deducimos la
famosa férmula de Lobachevski—-Bolyai , las relaciones
trigonométricas basicas de Lobachevski y el comportamiento
de la geometria hiperbélica en regiones infinitesimales;
ademas de proporcionar un método de demostraciédn de
resultados de la geometria euclideana. FPresenta por otro
lado, la forma tan peculiar com> lucen algunas curvas
caracteristicas de la geometria hiperbélica en el Modelo.
Finalmente describe los prerrequisitos que nuestros
estudiantes necesitan para el estudino de la geometria
hiperbélica, bajo este enfoque; ademids de presentar algunas

de las limitaciones que se dieron al realizar este trabajo.

Creemos gque se deja abierta la posibilidad de seguir
investigando en torno a las aplicaciones que tiene la
geometria hiperbélica en otras areas de la ciencia como lo
son: El1 andlisis, la aritmética, la geometria diferencial,
la teoria de la relatividad y otros, lo cual escapaba a los
propésitos que motivaron nuestra investigacidén, que se
centra en el aspecto del dual ensefianza—-aprendizaje de la

geometria.
Por qGltimo sefialamos, nuestro interés en que la
presente Propuesta Metodolégica se ponga en practica

en la Licenciatura en MatemAtica, a fin de atender aspectos
que se descuidan en la formacién de nuestras estudiantes,

cuyD anico campo de trabajo estad en las aulas de clases.

IIX



CAPITULO 1

MARCO TEORICO Y SUPUESTOS
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1.1 Introduccidn Histérica sobre el nacimiento de la
BGeometria Hiperbdlica.

Es de todos conocidos la influencia que durante
veintitres siglos se dié en el estudio de la Geometria,
con la geometria euclideana presentada por
Euclides (330~-275 a. C), en su obra titulada "Los Elementos".
En esta obra se presenta la primera organizacién de procesos
deductivos de la cual se tiene conocimiento, dado que antes
de ésta, el estudio de la geometria presentaba segan
Oliveros t0Oliveros, Omar, 19921, caracteristicas tales

como

— Una naturaleza Empirica

- Se aplicaba en la solucién de problemas particulares.

- No se presentaba distincién entre resultados exactos vy
aproximados.

-~ No se distinguia entre conceptos aritméticos Y

- 73
geométricos .

Dentro del trabajo presentado por Euclides se tienen

nueve axiomas que llamé "nociones comunes", los cuales

son resul tados que se verifican en cualquier rama
cienti fica Yy cinco postulados que se verifican
(Z}) Eetas caracteri aticas corresponden a la geometria
Pro-helénica, basicamente en Llos trabajos de los Babilonios Y

los Egipcios.
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en su geometria (dado que responden a una ciencia en

particular).

De los cinco postulados, el postulado mas polémico es el

quinto el cual dices

"Si una recta, al incidir sobre otras dos, forma del
mismo lado angulos internos que sumados son menores que dos
rectos, entonces las dos rectas prolongadas se encontraran en

el lado en que estén los angulos menores que dos rectos”.

El caréacter polémico de este postulado se da en funcién
de que presenta ciertas caracteristicas que lo diferencia del

resto de los postulados entre las que podemos citar,

1. No cumplfia el ideal griego de que lo que se postula sea
evidente por si mismo.

2. Técnicamente es el reciproco de la proposicidén 1.179

3. Euclides evité su uso en las pr imeras veintiocho
proposiciones, a pesar de que algunas de estas proposiciones
se demostraban de manera mé&s sencilla wusando el Q@Quinto

postul ado.

Estas caracteristicas provocaron que desde tiempos muy
remotos, por ejemplo con Ptolomeo (siglo II d.C.), se
intentara demostrar el quinto postulado, recurriendo o
utilizando proposiciones equivalentes al quinto postulado de
Euclides; Sin embargo, todos estos intentos resultaron

(@aLa proposicién I.1? en “Los Elementoes dicerEn todo trién
gulo dos &angulos,tomados en junto,son mencres que dos rectos”
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fallidos; pues suponfan lo que habia que demostrar. Lo que
provocé que los matematicos del siglo XIX que tenfan perdida
gran parte de la fe en demostrarlo utilizaran la técnica de
Saccheri (1667-1733) de negar el quinto postulado para
encontrarse con contradicciones. La técnica de Saccheri®

consistia en suponer las hipétesis del angulo Obtuso y Agudo.

De esta forma si la hipétesis del 4angulo agudo no
conduce a contradiccién alguna, entonces estamos frente a un
postulado que complementado con 1los cuatro primeros de
Euclides forman otra geometria tan consistente como 1la
eucl ideana, que a partir de felix Klein se 1lamé Geometria
Hiperbélica, a la cual nos referiremos posteriormente..

Segdn Eves [Eves, Howard, 1985], el primero en llegar a

la conclusidén de que no existia contradiccién al suponer la

hipétesis del angulo agudo fue Gauss (1777-1855), aunque no

publicé nada, 1o cual se atribuye a su temor a las criticas

de los sequidores de la geometrfa euclideana. Aunque en 1831

se decide a redactar una "Geometria No Eucl ideana",

convencido del rigor de sus resultados.

Otro de los matematicos que trabajg en esta 1l{nea fue

M8accheri usd o cuadrildtero tcuadrilitero isbsceles cuyos
dngulocs de la base eon rectom, y supuso que la euma de los
4nguloe que no eon rectos es © mayor que dos rectos thipdtesie
del dngulo obtuse ° menor que doe rectos thipStesis del
dngulo agudo). Sabia, Saccheri que la  hipOtesis del angulo
recto era equivalente al quinto postulado de Euclides.



-
Bolyai (1802-1860), quien publica un escrito en 1832, de 26
paginas aparecida en el apéndice de una obra didactica de su
padre. En esta obra expone lo que el llamé una geometria

absoluta la cual es independiente del quinto postulado.

Finalmente tenemos a Lobachevski (1793-1856), quien
presenta un escrito en 1829 el cual es un trabajo muy similar
al de Bolyai pero mas constructivo, en donde presenta un
desarrollo geométrico analitico, sin figuras ocompuesta por
teoremas, férmul as, una trigonometria qQue el l1lamé

"Imaginaria".
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1.2 Definicién de Geometria Hiperbdlica y conceptos basicos

Para deducir resultados que la caracterizan y que son
distintos a la geometria euclideana.

Para dar wuna definicién de geometria hiperbélica,
primeramente vamos a establecer 1lo que se rconoce como la

geometria neutra.

La geometria neutra es aquella formada por los cuatro
primeros postulados y las primeras veintiocho proposiciones
del libro I de los Elementos de Euclides. Los postulados

establecen:

1. La posibilidad de trazar una linea recta que pase por dos

puntos dados.

2. La posibilidad de extender una linea recta finita

continuamente sobre una linea recta.

3. La posibilidad de describir un circulo, dado cualquier

centro y cualquier distancia ( como radio).
4. La igualdad de todos los &angulos rectos.

Las veintiocho primeras proposiciones del libro I de los
elementos de Euclides son independientes del guinto
postulado, es decir todas estas proposiciones pueden ser
demostradas a partir de los primeros cuatro postulados, de
esta forma podemos decir que la geometria neutra no wutiliza
el quinto postulado, ya qQue en ésta no se dice nada con
relaciéon a la existencia y unicidad de paralelas a una recta,
respecto de un punto exterior (proposicién equivalente

al quinto postulado).
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Por otro lado , dado que la geometria neutra con estos
cuatro postulados no resulta completa para demostrar las
proposiciones que forman parte de ella;y; debido a las
fallas propias de ésta, entre la que podemos citar, el no
postular la interseccién entre rectas y usarlo libremente en
sus proposiciones. Entonces tomaremos del moderno tratamiento
postulacional de David Hilbert (1862-1943) 1los siguientes
postulados que nos serviran de complemento, que era el

propésito que habia motivado a Hilbert .

Presentaremos un axioma que tiene que ver con la
interseccién de una recta dada y los lados de un triangulo,
que es equivalente a uno de los axiomas presentados por
Hilbert. Algunos autores presentan este axioma y no el
presentado originalmente por Hilbert, por ejemplo Efimov, N.
V. [Efimov, N. V., 19841 lo presenta como el cuarto axioma en

2l grupo de axiomas de orden.

Axioma de Paschs

Dado un triangulo y una recta en el
mismo plano, distinta de los lados del triangulo. Si la recta
corta a un lado del triangulo sin pasar por sus vértices
entonces corta a uno y sélo uno de los otros dos lados del
triangulo (fig # 1)



fig # 1

Otro axioma que serd de mucha utilidad es €1 Axioma de

Separacién del Plano.
Axioma de Separacién del ‘plano:

Sea I una recta en el plano la
cual lo divide en dos seﬁmiplanos disyuntos 0‘ y az.Sean Py @
dos puntos que no pertenezcan a I. Entonces ocurre que:

i. Si P € 9 v @ g'az; El segmento PQ corta a 1.
ii. Si P, Q € 0‘6 P, Qe 0’; El segmento PQ no corta a I
(fig # 2).

fig # 2




Consideremos por.otfo lado el siguiente postul ado:
Postulado de las paralelas de Lobachevski:

Dada una recta 1 en
el plano y un puntb P que no pertenezca a I, pueden trazarse
al menos dos rectas que‘hpasan por P que no cortan “a I
(fig # 3.

- \ -}

fig # 3

La teoria geométrica que se desarrolla a partir de la
geometria neutra y este postulado, el cual es una negacién
(niega la unicidad de la paralela) del quinto de euclides

CMoreno y Bromberg, 19871; es lo que conocemos como geometria
hiperbdélica.

1.2.1 Conceptos bisicos de la geometria hiperbdl ica:

Angulo de paralelismos
Consideremos una vecta I y un
punto P que no pertenezéa a'l. Desde P -bajemos la
perpendicular a I (lo cual es perfectamente posible ya que
esta proposicién es de la geometria-neutra) y l1lamémosle @ al

pie de la perpendicular. ‘Ahora consideremos del lado derecho



-
de PQ (como se muestra eh la figura # 4) dos <conjuntos de
rectas bien esﬁecifioas; las rectas que pasan por P y que
cortan a 1, y el de las rectas que pasén por P y ‘que no
cortan a I lo cual es posible ya que el postulado de
Lobachevski garanéiza la‘existencia de al menos  dos rectas

que no cortan a I.

Le llamaremos ¢k (i= 1, 2 8...) a los &ngulos que
forman PQ con las rectas que pasan por P y que corta a I; por
otro lado llamaremos ﬁi (i=12 18...2 '@a los angulos qQue
forman PQ con las rectas que pasan por P y que no cortan a I

(fig #5).

£

0 =

fig # S
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Definicidén:
Llamaremos Angulo de paralelismo al menor de los
angulos que forman PQ con las rectas que pasan por P y que no
cortan a I;.el cual denotaremos ﬂ; (fig # 5.

Esto es ﬂ;= min {637{ es el angulo que forma PR con la
recta que esta del lado derecho de PQ que

pasa por P y que no corta a I}..

ﬂo existe ya que {{ﬂ} es un conjunto acotado
infer iormente, dado que, ﬁk >0 Yi=1, 2, 3, ...
Definicidén:s

Llamaremos paralela a derecha a la recta que pasando por
P, corresponde al lado terminal del &ngulo ﬂ; qQque tiene como

lado inicial a PQ. La cual denotaremos 1‘ (fig & 6).

on
Y

fig # 6

De manera andloga, por simetria podemos construir el
aAngulo de paralelismo del lado izquierdo con las rectas que
pasan por P y que no cortan a I, el cual 1llamaremos a; de
igual forma tendremos la paralela a izquierda, 1la cual

denotaremos 1a (fig # 6).
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Es facil probar que aog Bo. Ademas que b; < 90°,

Veamos su demostracidén.

Demostracién:
i. Supongamos que a°< ﬂo entonces existe un rayo PM en el
interior de ﬁ; tal que ab: 60; con 6° = LPM. AsL{ PM corta a

1< 6°< ﬁ;) en un punto M1 con lo cual se forma el
tridngulo PQM{

Comparemos este tridngulo con la figura formada por 12, PR vy
1 (figh 7).

6° a (por construccidén)

PQ = PQ (lado coman)

[

Ademas APQM‘ es congruente con el angulo adyacente formado
por PR yv I (en 21 lado opuesto de PQR). Asi por el criterio de
congruencia angulo-lado—angulo (que estd en la geometria
neutral) el triangulo PQM‘ es congruente con la figura formada
por 12, P@ y 13 con lo cual 1z y 1 se cortan, contradiciendo
que 1z es la paralela a izquierda de 1.




-12~
Ii. Si suponemos que a°> ﬂo llegaremos a una

contradiccidn similar. Asi concluimos que aoz ﬁ%.

Probemos ahora que el angulo de paralelismo es -‘agudo
(fig # &)

I. Supongamos que ﬂo es recto y como ya probamos que
a = Bo entonces 1‘ Yy 1z serfan una misma recta dado que a Yy
ﬁ; son Angulos con un lado comdn y son suplementarios asi los
lados no comunes son semirectas opuestas. Veamos que es la
anica paralelaj; Para ésto supongamos que existe otra paralela
a l, ésta formaria con PR un aAngulo menor que o S menor que
ﬂ;. Asi esta recta cortaria a I. Lo cual contradice el

Postulado de Lobachevski.

ii. Supongamos ahora que ﬂ; es obtuso. Llamémosle 6° al
suplemento de Bo respecto de PE. De donde 6° <_90° y 1‘ no
corta a 1. Por otro lado como & = @ > 90°, entonces

a > 60.\951 I corta a I lo cual es’ una contradiccison.

De esta forma se concluye que ﬂ; es agudo.

A

0(: 6o e olo Po

-]

o
)

fig # 8




1.2.2 Algunos resultados Basicos de la Geometria Hiperbélica
que son distintos a la Geometria Euclideana.

A continuaciédn vamos a presentar en un cuadro
comparativo, algunos resultados que caracterizan a la
geometria hiperbélica , con sus opuestos de la geometria

eucl ideana; 1os cuales seran demostrados mads adelate.

CUADRO COMPARATIVO

5. EUCLIDEANA 5. HIPERBOLICA
Dada una recta y un punto Dada una recta y un punto
exterior a la recta, exterior a la recta, exis
existe una dnica recta ten al menos dos rectas
que no corta a la dada. que no cortan a la dada.
El &ngulo de paralelismo El &ngulo de paralelismo
no depende de la distancia depende de la distancia
entre las paralelas. entre las paralelas.
La suma de los angulos La suma de los éngulos
internoga de todo tri- internos de todo trian-
angulo es 180°. gulo es menor de 180°.
La suma de los angulos La suma de los &ngulos
internos de todo cuadri- internos de todo cuadri-
latero es 360°. latero es menor de 360°.
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Consideremos los siguientes teoremas relacionados con el
CUADRO COMPARATIVO que acabamos de presentar los cuales se

referiran a resultados de la geometrfia hiperbélica.

Teorema # 1:

“Dado un tria&ngulo y una
recta que no contenga ningdn lado del tridngulo y que esten
en el mismo plano. Si la recta corta un vértice (entrando)

entonces corta al lado opuesto.

Demostracién: Sea el trisngulo ABC un tri&ngulo cualquiera,
sea-l ia recta que no contiene ningdGn lado del triangulo ABC.
Supongamos sin pérdida de generalidad que I pasa por el
vértice B, con lo cual AC es el lado opuesto (fig # 9).

Sea P un punto de ! qb el interior del friéngulo ABC, sea
@ un punto de BC.FTracemds QP; de donde se dan las siguientes
posibil idades (Por axioma de Pasch).
- QP corta a AB -(fig # 9-a) &
- @P corta a AC (fig # 9-b)

i) Supongamos que QP corta a AB, y llamémosle R a este
punto. Tracemos ahora RC pafa formar los ¢triéngulos RGC y
RAC, Como I corta a RQ y;no puede cortar a @C (ya que si lo
cortara por postulado #1 de euclides I y BC coinciden 1lo
cual contradice la hipétesis),entonces corta a RC; 1llamémosle
S al punto de I que corta a RC. De ménera aﬁaloga en el
triangulo RAC, como Il co}ta a RC y no puede cortar a RA (ya
que coincidirfan 1 y AB)!;entpnces corta a AC (que es el
lado opuesto al vértice B):..

ii) Supongamos que QP';orta a AC, llamémosle R al punto de
AC donde se cortan. Consideremos elibriahgulo RAC y como I
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corta a R@ (en el punto Pﬁ y como no puede cortar a QC (ya
que coincidir&anki y BC) entonces 1 corta a RC con lo cual 1
corta a AC ¢omo,queriamoéjdehostrar.

Teorema #2:

Dada una recta y un punto exterior a la misma, por
el punto pasan infinitas\}ectas que no cortan a la recta
dada (fig # 10).

op
o
P
*»
)
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Demostracidén:

Sea I una recta y P un punto exterior a 1. Sea @
el pie de la perpendicular a 1 que pasa por P. Por el postula-
do de Lobachevski, sean I‘y 1: las paralelas a I a derecha e
izquierda respectivamente desde P. Sea PM una recta cualquiera
entre I‘y Iz (la cual hace con P@ un 4&ngulo mayor que el
aAngulo de paralelismo). Supongamos que PM corta a 1 vy
llamémosle R a este punto de interseccién. Asf se forma el
triangulo P@R. Pero por el teorema # 1, como I‘ pasa por P
entonces corta al lada opuesto, es decir a 13 lo cual contra-
dice que I‘ es paralela a derecha a 1. Con lo cual concluimos

que PM no corta a 1.

Definicidéns

Llamaremos al conjunto de rectas no cortantes distintas

de 1‘ y I:, las hiperparalelas a I por P (fig # 11).

A, y;

fig # 11
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Teorema # 3:Sea Il una recta, P un punto fugra de 1. Sea 11 la
paralela en algunos de los sentidos a I por P. §i B es otro
punto de 1‘. Entonces 1‘ es paralela a I por 8 en el mismo
sentido.
Demostrarcién:

Sean R y S los pies de las alturas desde P y @
respectivamente a I, asfi PR y GBS son perpendiculares a 1. Como
1‘ no corta a 1, debemos probar que todo rayo con origen en
@ v en el interior del &ngulo que forman GS y 1‘, corta a 1.
Sea @X este rayo. Consideremos a T un punto en 8X. Asi el
rayo PT corta a 1 en un punto que llamaremos U , vya que el
rayo PT esta en el interior del angulo de paralelismo que se
forma en P. De esta forma tenemons el tridAngulo PRU. Como @S
corta a RU ¥y no corta a PR (ya que si lo cortara, esto contra-
dice la proposicién 16 de la geometria neutra), entonces por
el axioma de Pasch corta a PU en un punto que llamaremos V. De
esta manera se forma el triangulo VSU. Como el rayo GX corta
aVWenTy no puede cortar a VS5 (ya que si lo cortara @X y QS
coincidirian por postulado 1, 1o cual no puede ser), entonces
por el axioma de Pasch corta a SU con lo cual &@X corta a 1
(fig # 12).

NI




El teorema anterior nos permite asegurar que dos rectas
son paralelas en el mismo sentido, no importa desde que punto.

Teorama # 43

Si dos rectas son paralelas a una tercera en el

mismo sentido, entonces son paralelas entre sf{ .

% 4 X P X
e —> >
N\
) \\
Q
R R "
\\ ,
\ /
Y P R
fig # 13-a fig # 13-b

Demostracidn:s
Sea RZ una recta y sean PX, QY las rectas paralelas
a la recta RZ en el mismo sentido. Consideremos los siguientes

Casos:

i. Supongamos que RZ est& entre PX y QY (fig # 13-a) Consi-
deremos un punto P‘ € PX y un punto D;e @Y. Unamos P‘ y
Q‘.Por el axioma de separacién del plano F;Q‘ Corta a RZ en un
punto que llamaremos R‘.Sea PJ* un rayo en el interior del
AJ‘P‘X. Ahora como PX es paralelo a RZ, entonces el rayo P‘H
corta a RZ en un punto que 1llamaremos 1. Como RZ es
paralela a QY entonces al prolongar P‘I, el mismo corta a QY.

Como PX y QY no se cortan , ya que si se cortaran le
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llamarfamos M al punto de interseccién y se formaria el
triangulo P‘Q;M y.comd RZ corta'a F;Q‘ en.R; entonces por el
axioma de Pasch RZ corta' a PX 6 corta a QY 1o cual serfa una
contradiccién. Asi PX es, paralela a Qv.

fi.'Supongamos ahora que PX y QY estan del mismo lado de RZ.
Sea PM la paralela a QY que pasa por P e PX, luego por i) PM
es la paralela a RZ pero PX tambien es la Paralela a RZ, ast
éstas coinciden con lo cual PX es paralela a QY (fig # 13-b).

Definicidnm

LLamaremos triangulo 1imite” al formado por dos
rayos paralelos (en el mﬁsmo sentido) y el segmento rectilineo
que une los extremos de - los rayos al cual 1llamaremos lado
finito del triéngulo liﬁite y los angulos en los extremos los

llamaremos angulos del triéngdlo limite (fig # 14).

fig # 14

(4) EL concepto de tridngulo Limite aparece en la obra de Eves,

Hovard “Estudio de las geometrias“~. UTEHA, Meéxico, 1983.
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Teorema # 51

Un &angulo exterﬁor de un triangulo Iimite es mayor
que el angulo interior no adyacente.

Q ' S Q T
fig # 15-a fig # 15-b

Demostracién:

Sean PX yEPY las paralelas, sea PQ el lado
finito . Sea RPX el Angulo exterior y GRQY el interior no
adyacente.

i. Supongamos que RKRPX < &KRQY entonces existe un rayo PM en el
interior del 4LPX tal que: RPM = ROY. Pero como PM esta en
el interior de 4PX entdncés PM corta a Y en un punto que
llamaremos S. Asi se forma el triangulo PAS con &KRPM = KOQY lo
cual contradice la propﬁsicién de la geomgtria'neutna referen-
te a que un &ngulo exterior es mayor que los interiores no
adyacentes (fig # 15-a).

ii. Supongamos que RKRPX .2 KEAY. Sea K el punto medio de PG,
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desde K bajemos una perpengtcular a PX y llamémosle 8 al pie
dehesta‘perpendicularwPrbrpnguemoscSK hasta que intersecte a
QY y llamémosle T a este punto. Asi se forman los ‘triangulos
SPK y TK@ con las siguientes caracteristicas:

LSPK = LTIEK  (RPX = LSPK)
PK & QK (K es punto medio de PQ)
LSKP X KR (son opuestos por el vértice)

entonces los triangulos " 8PK y TK8 son congruentes por crite—
rio 4angulo-lado-&ngulo iuego MDTK X FSK, pero &£SK = 90°,
Asf MHTK = 90°. EntontesslPSK es el angulo de paralelismo en
S para la recta QY, lo  cual es imposible ya que este 4&ngulo
debe ser agudo (fig # 15-b).

De esta forma se demuestra que RPX > RQY.
Teorema # 63

Si la longitud de PQ (distancia de P a la recta 1)
aumenta ,. el &ngulo de paralelismo disminuye (fig # 16).

fig # 16
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Demostracién:

Sea I una recta, P un punto en el exterior de 1,
sea @ el pie de la perpendicular de P a I. Sea R un punto en
la prolongacién de @GP tal que OF < BR. Sean PX Y RY las para-
lelas a I en P y R respectivamente por demostrar que:

LRY £ APX.

Pero como RY y PX son paralelas a I entonces RY y PX son
paralelas entre si (por teorema #2), con lo cual se tiene el
triangulo limite formado por PR y las paralelas RY y PX en
donde ALIPX es un 4angulo exterior y LORY es el interior no
adyacente. Asi por el teorema anterior LRY < OPX.

A continuacién veremos algunos resultados relacionados
con los cuadrilateros no-euclideanos, los cuales definiremos a

continuacién.

Definicidén:
Se llama cuadrilatero de Saccheri al cuadrilatero
PORS que cumple las siguientes condiciones:
i. £ 240 =9°1y
ii. PS 2 @GR (fig # 17)

P Q fig # 17
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Definicidén:

Se llama cuadrilatero de Lambert al cuadrilatero
PGRS que cumple que & X M = & = 90° (fig # 18).

P | " Q fig # 18

Pasaremos a demds@rar algunos resultados relacionados con
los cuadrilateros antes definidos.

Teorema # 7:

Sea el cuadrilatero PGRS un cuadrilatero de Sacche-
ri. Entonces R = & < 90°. (fig # 19).

X&

Fig # 19

Demostracién:
Sea PQR8 un cuadrilatero de ‘Saqcheri y tracemos
las diagonales PR y QS con lo que se : forman los triéngulos
PGR y GPS los cuales tienen:



PS 2 @GR (por ser de Saccheri)
LSPR = AROP (por ser de Saccheri)
PQ = PG (lado coman)
entonces SPG = ROP (criterio L-A-L)
luego S@= RP (lados correspondientes de

triangulos congruentes).

Por otro lado tenemos los triéngulos PSR y OGRS los

cuales tienen:

S@ = RP (por la congruencia anterior).
PS 2 GR (por ser de Saccheri).
SR 2 SR (lado coméan).

entonces SPR == R@S (criterio L-L-L).

luego L5 = R (angulos correspondientes de

triangulos congruentes).

Nos faltaria probar que &K < 90°.Para esto consideremos
SY y RX las Paralelas por S y R a P@ en el mismo sentido.lLuego
SY y RX son paralelas entre si{ (por Teorema #2). Asi tenemos
el triadngulo limite formado por RS y las paralelas RX y SY.
Sea T un punto en la prolongacién de SR.

Luego: LTRX > MRKRSY(por teorema #3).
ademé&s LAIRX X L£SY (por teorema #6 ya que GR = PS)
asi LIRX + ALIRX > MRSY + A£SY (sumando)
entonces AIRT > A£SR (adicién de angulos)
pero LSRAE LSRR = L5
luego AIRT > ALSR = LSRG
entonces ART > LSRA, pero ademas LRT + LRA= 180°.

asi £SRA < 90°. Como se queria probar.
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Con este teorema se ha demostrado que la suma de los
adngulos internos de un cuadrilatero - en la geometria
hiperbélica es estrictamente menor de 360° ya que en este
cuadrilatero tenemos dos angulos rectos y dos angulos agudos.
Mas adelante probaremos que este resultado es cierto para
cualquier cuadrilatero. Este resultado como sabemos se opone
a la geometria euclideana la cual afirma que la suma de los

4Angulos internos de un cuadrilatero es 360°.

Ahora vamos a probar otro resultado de gran trascen-
dencia en la geometria hiperbdlica, relacionado con la suma de

los &ngulos internos de todo tridngulo.

Teorema # 83

Sea ABC un triangulo cualquiera. Entonces la suma de

los Angulos internos es menor de 180% (fig # 20)

C

A fig # 20 B

Demostracidén:

Sea ABC un triAngulo cualquiera. Sean My L los
puntos medios de los lados BC y AC respectivamente. Sean AP,
B& y CR las perpendiculares desde cada vértice a ML. Con lo

cual
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LAPL = ALRL (Son rectos por construccidén)
AL = CL (L es punto medio de AC)
ANALP =2 LLR (Son opuestos por el vértice)

entonces los triangulos APL y CRL son congruentes por criterio
Angulo—Andulo-Lado (proposicién 26 de la Geometria neutra). De
donde &AL = RCL (angulos correspondientes de triangulos
congruentes). AnAdlogamente ocurre que ALHBM = RKRCM.
Con lo que AP =2 CR =2 BQ.(de las dos congruencias). Asi el
cuadrilatero ABAQP es de Saccheri, entonces:

LAB + MBA < 180° (son los angulos, agudos).
entonces LPAL+AAB+MABM+ABM < 180° (PAB = LPAL + 4AB y

LBA = ALHBM + MBA).

luego A AB+ ABM+ RCL+RCM < 180° (LPALXRCL y ABMERCM).
Asi A4AB + LABM + ACB < 180°. (ACB = KRCL + KCM).

Que era lo que queriamos probar.

Finalmente probaremos que la suma de los angulos internos

de cualquier cuadril&tero convexo es menor de 360°.

Teorema #9:
La suma de los &ngulos internos de un cuadrilatero

convexo es menor que 360° (fig # 21).

D

A fig # 21
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Demostracién:
Sea ABCD un cuadrilatero convexo cualquiera.
Tracemos la diagonal AC. De donde se forman los triidngulos ABC
y ACD. Asi:

ZABC + «BCA + «AAB < 180° (Teorema anterior)
ZACD + DA + «£DAC < 180° (Teorema anterior)

luego sumando estas dos desigualdades se da:
£ZB + (LBCA+£ZACD) + 4D +(ALAB+4DAC) < 360°

Asi 4B + £ + 4D + £A < 360°.Como se deseaba probar.

1.3 El problema de la consistencia de la geometria hiperbélica

y El concepto general de interpretacién de un sistema
Axiomatico y Modelo.

Para analizar el concepto de interpretacién
de un sistema axiomdtico es necesario comprender que es un

sistema axiomatico.

Segan Jorge Lépez [Lépez, 19891 todo sistema axiomatico
consiste de términos indefinidos, postulados y reglas de infe-

rencia.

En el caso de la geometria neutra los té&rminos indefini-
dos seran; el punto, la linea y el plano. Los postulados
seran las proposiciones que se admiten sin demostracién; es
decir, los cuatro primeros postulados. Finalmente las reglas
de inferencia del sistema axiomatico, corresponde a los

principios caracteristicos de 1la 1légica Aristotélica.
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Las aseveraciones que se pueden obtener a partir de los
postulados usando las reglas de inferencia se llaman teoremas.

1.3.1 Modelo del Sistema axiomatico:
Cuando 1los términos

indefinidos se pueden interpretar (darles significado), y el
conjunto de axiomas con que se desarrolla la geometria se
pueden verificar, entonces estaremos frente a un modelo
geométrico.

Asi{ por ejemplo uno de los modelos m&s conocidos de la
geometria euclideana, lp%es el modelo del plano. cartesiano, el

cual interpreta:

- Al punto, como una pafeja de coordenadas (X,Yi
-'A la recta, con las eFuaciones Y=mX +b &6 X = c.
~ Al plano, como el plano cartesiano.’

Es facilmente demostrable que en este modelo se cumple el

quinto postulado de Euclides.

Sin embargo en nuestro trabajo nos ocuparemos de un
modelo de la geometria hiperbélica, como lo es el modelo del

Semiplano Suﬁerior de Poincaré.

1.3.2 Conasistencia y Completitud de un Modelo Axiom&tico.

i) Consistencia de un Sistema Axiomatico:

Un sistema
axiomatico“es_cbnsisfénéé ai y sélo si existe un modelo que lo
interprete. Esto es equiyalenfe'a‘ decir que en el sistema

axiomatico es imposible. deducir una proposicién y su negacién.
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ii) Completitud de un Sistema axiom&ticog
un sistema
axiomAtico es completo si todo enunciado verdadero (respecto a
un modelo), es un teorema; es decir, se puede demostrar a

partir de los postulados.

1.4 Conjunto de Axiomas de la Geometria Hiperbdlica Plana.

El conjunto de axiomas que presentaremos, fueron tomados
del trabajo de F. Allen y otros L[Frank Allen, E. Douglas, D.
Richmond, C. Rickart, H. Swain y R. Walker. 1963.]1 "MatemaAtica
para la Escuela Secundaria”, los cuales seran la base postula-

cional del trabajo que presentamos.

1.4.1 Axiomas de Birkhoff cuyo postulado central es el Postu
lado de la Regla.

LLas definiciones que aparecen de forma caracterizada,
seran dadas de manera explicita en el desarrollo del segundo

capi tulo de este trabajo.

POSTULADOS DE BIRKHOFF CUYOD POSTULADO
CENTRAL ES EL POSTULADO DE LA REGLA

Postulado 1: Dados dos puntos distintos, existe una dnica
recta que los contiene.
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Poastulado 2: Dados dos puntos distintos, a @estos le
corregponde un dnico ndmero real positivo.

Definiciéns (De distancia entre dos puntos).

Postulado 31 (Postuladojde la Regla)
Es posible establecer una correspondencia entre
los puntos de una recta y los naGmeros reales tal
que 3
(i) A cada punto de la recta le corresponda un namaro
real.
(ii) A cada namero real corresponda exactamente un punto
de la raecta, y -
(iii) La diastancia entre dos puntos es8 un ndmero real
mayor o igual que cero.

Postulado 41 Dados dos puntos podemos escoger un sistema de
coordenadas tal que la coordenadas de el
primero sea 8l cero y la coordenadas del
segundo Sea un ndmero real positivo.

Definiciéni (Relacién de estar entre).

Definicién: (De segmento).
Definicién: (De_conjuntos convexos)..

Postulado S: Dada una recta en el plano. Los puntos del plano
que no estén en la recta forman dos conjuntos
convexos y « tales ﬁue 8i un punto esta en un
conjunto y el otro punto esta en el otro
conjunto, entonces el segmento que estos
detarminan'&orta ala recta.



Daefinicién: (De semiplano).

Postulado 61 A cada é&ngulo le corresponde un ndmero real
entre O vy 180.

Definiciént (De medida angular).
Definicién: (De rayo).

Postulado 7: Dado un rayo y uno de los semiplanos en que se
divide el plano por este rayo. Para cada ntémero
r entrg O‘My 180 existe un dGnico rayo en el
semiplano %al‘qué la medida del angulo formado
por estos rayos es igual a r.

Postulado 8@ 8i P e8 un punto aen el interior de ®ABC
entoncess
AABC = ABP + 4BC.
Definicidén: (De rayos opuestos).
Definicidns (De par lineal).

Definiciént (De &ngulos suplementarios).

Postulado 9: 8i dos é&ngulos forman un par lineal, entonces son
suplemantar ios.



CAPITULO II

DEMOSTRACION FORMAL Y CON HERRAMIENTAS ELEMENTALES DE QUE EL
SEMIPLANO SUPERIOR SATISFACE LOS AXIOMAS DE BIRKHOFF.
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Con la aparicién de la geometria hiperbdélica el problema

de considerar iatcpnsistencia o verdad lé&gica, que no se tenia
con la geometria euclideana cobra gran importancia ya que no
tenia éentido preguntarsé si era consistente la geometria
eucl ideana , dado que era la ciencia del espacio fisico y por
ello no despertaba dudas’ acerca de si era o no consistente
puesto que aceptamos que el espacio fisico estd libre de

contradicciones,

A continuacién presentaremos el Modelo del Semiplano
S8uperior de Poincaré que como tal, viene a salvar el problema
de la geometria hiperbdlica con respecto a su consistencia, es
decir, el estar libre de‘contradicciones. Para este propésito
se toman objetos de esta geometria y se les da una
interpretacién en este céso,,como de objetos eucl ideanos. Ast
decimos que este modelo es un Modelo Euclideano de la
Geometria No-Euclideana. Verificaremos ademas que en éste, se
satisface los Axiomas de Birkhoff que presentamos al final

del primer capitulo.

2.1 Modelo dael Semiplano Superior.

2.1.1 Caracteristicas.

Consideremos una recta I, 1la gue sin pérdida de
generalidad, la tomaremos horizontal (esto lo hacemos con el
propésito de hacer mas Qﬁmples los «calculos que apareceran
posteriormente, aunque I . puede. ser Eualquier recta en el
plano ) ; la cual inide:al planp eucl ideano en dos semiplanos

disyuntos. Estos sémiplanos seran el semiplano superior y el
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semiplano inferior (fig # 22). Sin pérdida de generalidad
tomaremos el semiplano superior.

Qe "»‘-‘?\a“o g QPQ,".\.O\’

v

Semilane Inferior

fig # 22

De esta forma:

i. El Plano Hiperbélico en este modelo correspondera al
semiplano superior ( (fig # 23).

Jie El punto hiperbélico corresponder& a un punto cualquiera
en el semiplano superior.

iii. Las rectas hiperbélicas ser&n de dos tipos, estas son:

-rectas tipo I: Las rectas eucl ideanas perpendiculares a la

f

recta I que estan en el semiplano superior.

-rectas tipo II: Las semicircunferencias euclideanas
de centro en I y contenidas en el
semiplano superior (fig # 23)
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? '\{ecjns Tipo L S““"P\’dm Superiow
' Fkikh?'Throjﬂl

2.2 Modelo del Semiplanb Suparior a la luz de la Geometria
Analitica y la trigonometria.

2.2.1 E1 Plano Hiperbél ico, El punto Hiperbsélico y la Recta
Hiparbdélica.

Si consideramos un Sistema de Coordenadas Cartesianas, de
eje x & eje de las absc}sas el cual tomaremos sin pérdida de
generalidad como horizontal y perpendicular a éste, el eJe-y 4
eje de las ordenadas. Como origen de coordenadas el punto de
interseccién del eje x y el eje y (fig # 24). A este conjunto

que llamaremos Plano Cartesiano lo denotaremos:

P = ((x,y) € R®> (fig # 24



| fig # 24

2.2.1.1 Plano Hiperbélico.

De esta forma, si ‘consideramos la recta I del plano
Cartesiano Euclideano como el eje de las abscisas; asi podemos
considerar el Plano Hiperbdélico como OL conjunto de puntos del
plano Cartesiano cuyas ordenadas sean positiva, es decir, el
Plano Hiperbdélico, como el conjunto H = {(x,y) e R%/ y > 0}
(fig # 25). Resulta importante hacer notar que el eje de las
abscisas no pertenece al conjunto H y pueden considerarse como

puntos al infinito.

- _ Neo XK.
gavo [T

X
fig # 25

BIBLIOTECA
UNIVERSIDAD DE PANAMA
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2.2.1.2 Punto Hiperbdélico.

El punto Hiperbélico P corresponderA a una pareja

ordenada. que pertenezca a1 ‘Plano Hiperbdélico , es‘decir,: la

pareja (x,y) € H (fig # 26).

fig # 26

2.2.1.3 Rectas Hiperbdlicas.

Como existen rectas de dos tipos, las mismas se

clasificaran de la siguiente forma:

i. Rectas Tipo 1I: Seran las semirrectas verticales o

ii.

perpendiculares al eje x que tengan ordenada positiva, es
decir, las rectas La = {(a,y) e H/a es constante
(fig #27).

Rectas Tipo 1TI: Seran las semicir;unfarencias de centro
en el eje x, que téhgan ordenada positiva, es decir, las

rectas Lxo,r = {(x,y) € H / (x-xa)™+ y* = r®> (fig # 27).
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De esta forma las rectas que denotaremos simplemente L

pueden ser L = La & bien L = [xo,r.

4
La
k"
P 1
o
Asi, podemos definir ahora el concepto de rayo en el

Modelo del Semiplano Superior de la siguiente forma.

Definicidn:

Llamaremos rayo en el Modelo del Semiplano Superior
a la porcién de recta hiperbdlica que tiene un origen coméGn
y se extiende indefinidamente sobre las dos orientaciones
(entendiento por orientaciones, las determinadas por la
recta hiperbélica que ld;contiene).

En la figura # 28-a se ilustra el caso de las rectas
hiperbélicas  tipo I y ¢tipo 1II,  los  rayos AB y AC
respectivamente.
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Definicioén:

Llamaremos éngulq ‘en el Modelo del Semiplano
superior a la unién de dos fayob hiperbélicos .que tienen el
mismo punto inicial (fig # 28-b)

2.2.2 Medida Angular y Distancia entre dos Puntos.

2.2.2.1 Medida Angular:

Antes de dar la definién de la medida angular
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en el Modelo del Semiplano Superior presentaremos la nocién de
angulo horizontal de un rayo AB.

Definicién:
Llamaremos  angulo horizontal axi de un rayo AB a:

0 o _ 90 siy, > Y,
AB : i o
=90 si y, > xz

8i A(x’,ya) y B(x‘,y‘) pertenecen a una recta tipo I,
lc (fig # 29).

ii) akz = arctan [-(x - x )/y 1, donde -90 < & < 90.
Y o T4 , ad
Si A y B pertenecen a una recta tipo II, lxo,r (fig # 29)

»

Definicién:
Sean AB y AC dos rayos en el Modelo del
Semiplano Superior entohces la medida hiperbélica de BAC esta
dada por:



BAC = Iezg— qfsl (fig # 30)

fig # 30

La medida angular en el Modelo del Semiplano Supérior

corresponde a la medida euclideana entre las tangentes a las
rectas hiperbélicas (fig # 30).

2.2.2.2 Distancia entre dos puntos.

Una de las ' dificultades que podriamos tener en el

Modelo es el hecho de que cuando pensamos en la distancia
entre puntos se nos ocurre dé manera natural que ésta se
hace tan grande como se quiera al fijar uno de ellos 9 alejar
el otro. Haciéndolo en cualquier direccién, sin embargo surge
ia pregunta: GQué ocurreicuando se fija un punto sobre -  una
recta hiperbélica y el otro se aleja. Bsfe se acerca al eje x?
(fig # 31).
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. fig # 31

Asi, lo antes citado nos lleva al convencimiento de que
la distancia hiperbé%ica en este Modelo no puede ser medida
como se mide 1la distancia euclideana. Es por esto que

definiremos la distancia hiperbdélica de la siguiente forma.

Definicions
Dados dos puntos A(x‘,y‘) y B(xz,yz) que estan
sobre una recta hiperbdlica, - definimos la distancia

hiperbélica como;

-
ln (y8 / y‘) yB1 X = X Y Y, 2 Y,
d(A,B) = ¢
ﬁxz— x ot r)/y8
lﬂ ’ Si A’B [ -1 on,r
(x_# x)

(xh- Xt r)/y‘
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Nétese que en la definicidén la segunda expresiéon esta

o
fijamos el punto B y 2l punto A 1o acercamos al  eje x tanto

bien definida ya que ' kt- X , < r, i = 'g,2. Ademas, si

como se quiera, esto es Que,si y, se acerca a 0, la distancia
asi definida se hace tan grande como se quiera; es decir,

Tliny_,od(A,B) = +00, (fig # 32-a)
4

Por otro lado si y se acerca a Yy, tanto como ' se quiera,
la distancia asi definida se acerca a 0; es decir,

Lim d(A,B) = O. (fig # 32-a).
Yo*Ya ' )

2 Y 4y

pr = e = - an ——- ey =

p
fig # 32-a fig # 32-b

Cabe seffalar que otros autores definen la distancia
hiperbélica de una forma equivalente a al que bresentamos
anteriormentejy por ejemplo Boone ([(Boone, James, 19941, la
define asi:?

in (yh / y‘) y Si X, =X, Y Y, 2 Y,

da(p,B) =, [(cscB - cot@ /(csca - cota)d , si A,B € Lxo,r

(x, X )
Los angulos a y # son log formados por los radios euclidea-
nos de los puntos A y B respectivamente y el eje x (fig # 32-b).
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2.3 Los Axiomas de Birkhoff en el Modelo del Semiplano
Superior.

A continuacion verificaremos que los Axiomas de Birkhoff
cuyo Postulado central es el Postulado de 1a Regla y que
presentambs en el \captfulo apterior, se satisfacen en el
Modelo del Semiplanc Superior. Ademés verificaremos - que el
Postulado de Lobachevski se cumple en el Modelo entonces
resultard que las proposiciones de la geometria hiperbéliﬁa

ge verifican en el mismo.

Pr imeramente verificaremos que el Postul ado de

Lobachevski se cumble en el Modelo del Semiplano Superior.
|
Sea I una recta y-P(x‘,y‘) un punto cualquiera que no
pertenezca a I. Verifiquemos que por P pasan al’ menos dos
rectas que no cortan a I.

Para esto supongamos que:

i. La recta I es una recta hiperbdélica tipo I. Por ejemplo:

x = a, con a eR (fig # 33).

fig # 33
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Como P no pertenece a { entonces x‘ + a, dado que si X= a
entonces X, de esta forﬂa satisface {a gcuacién de la recta I
y con esto P € I; asi la recta de ecuacién x = X, @ una de
las rectas que no corta a l, llamémosle l‘ (esta recta es del
tipo I).

Por otro lado consideremos el punto medio euclideano
entre los puntos Py (a,0) que llamaremos M (fig #33) con
coordenadas (c,d) = ((§‘+ aysz , y,/2).  Sea ademas » la
pendiente de la recta euclideana, que pasa por P y (a,0), es
decir; A

» = y‘/(x‘—_a),‘luego consideremos la pendiente B = -1/»
(la pendiente B, corresponde a Ala de la vrecta euclideana
perpendicular a la recta euclideana que pasa por P y (a,0)) vy
tomemos la recta euclidgana de ecuacién y = n‘(x — c) +d que
corresponde a la recta euclideana mediatriz del segmento
euclideano entre los puntos P y Ta,O).jFinalmente al resolver

el sistema de ecuaciones lineales:

y =0
y =‘»‘(x ~c) +d

resulta como solucién la pareja (k’,yz) = (¢ =~ d/»‘,O),
que corresponde al centro euclideano de la recta hiperbélica
tipo II, cuyo radio es' la distancia euclideana entre los
puntos P y (xl,yz). Siendo esta recta hiperbélica otra de las
rectas que no corta a I. Llamémosle l:.

Asi hemos determinado la existencia de al menos dos
rectas hiperbélicaS'li Q Ia que no cortan I. Con lo cual se

verifica para este caso el Postulado de Lobachevski.
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ii. La recta hiperbdélica I es del tipo I1. Por ejemplo la
2 (fig # 34). Llamémosle
A(xz,ya) y B(xarya) a los puntos de interseccién del eje x con

recta de ecuacién (x - ko)a+ yz = r

la recta hiperbélica I. ' Consideremos por un lado la recta

) QLD 2,

fig # 34 %X

mediatriz euclideana entre los puntos P y A que tendr& por
ecuacién: y =®»(x - c) +d (*)

donde p = -1/m (con m» = (yz— y‘)/(xa— x‘) )

y el punto (c‘,d‘) = ( (x‘+ x:)lz, (y‘+ ya)/2 ).

Luego determinemos el punto solucién del sistema formado
por la ecuacién (#) y el eje x ; al cual llamaremos A‘ con
coordenadas (c‘ - d‘/»‘ y O0) que corresponde al centro euclideano
de una de las rectas hiperbélicas que no corta a I; de radio
la digtancia euclideanatentre los puntos P y A‘.Atlamémosle I‘

a esta recta hiperbdlica.

De manera analoga consideremos 1la recta mediatriz

eucl ideana entre los puntos P y B con ecuacidn:



y =vn’(x - ¢ +d, (%)
donde » = -1/m (c?n m = (ya- y‘)/(xa- x‘) b
y el punto (cz,dz) = ( (x‘+ xa)/z ’ (y‘+ ya)/2 ).

Luego determinemos el punto solucién del sistema
formado por la ecuacidén (#%) y el eje x (y = 0); el cual
l11lamaremos B‘ con coordenadas (c8 - dzln: ’ o, que

.corresponde al centro euclideano de otra recta hiperbélica que
no corta a 1, de radio la distancia euclideana entre los
puntos P y B‘. L]l amémosle I: a esta recta hiperbélica.

De esta forma hemos determinado las rectas hiperbélicas
1‘ y 1: que no cortan a I, verificgndose as¢ e1 Postulado de
Lobachevski en e1 Modelo del Semiplano Superior.

Ahora nos propondremos verificar que los Axiomas de
Birkhoff se satisfacen en el Modelo del Semiplano Superior§
Convendremos considerar como equivalentes los conceptos

postulado y axioma.

Antes de la prueba del conjunto de Postulado de Birkhoff,
vamos a considerar sin pérdida de generalidad que si se‘daq

{

dos puntos por ejemplo P(x‘,y‘) y Q(xa,yz); entonces X < X, Y

que y‘< Yor Y2 que los otros casos se haran de manera analoga.

Postulado 11

Dados dos puntos distintos, existe una anica

recta que los contiene.
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Prueba:
Sean P(x‘,y‘> Yy b(xz,yz) dos puntos distintos de H. De
donde se dan las siguientes posibilidades :
i. 8i x = x,» entonces la dnica recta hiperbélica que los
contiene es la de ecuacién x = L la cual es del ¢tipo I,
dado que ésta queda determinada por el valor de X,

Llamémosle Ix (fig # 35).

4}};

Q (*'l\\(t\

CN

1
X‘-‘-X.

fig # 35

ii. Si x;f xgr entonces consideremos la mediatriz euclideana
(fig # 3%) entre los puntos P y O de ecuacién :
y = »‘(x - h) + k, (%)
donde R = -1/= (con » = (yz- y‘I/(xa— x‘) ) ‘
y el punto (h,k) = ( (x;# x:)/2 ’ (y‘+ yz)/2 ).

Luego determinemos el punto solucién del asistema formado
por (¥) y el eje x .y = 0), el cual tiene coordenadas
(h - k/n‘ y 0) que corrgsponde al centro euclideano de - la
recta hiperbélica que pééa por P y Q. Siendo ésta del tipo II.
Llamémosle I: a esta recta. La unicidad de 1: vieneA dada por
su centro (h - k/l‘ y 0) y su radio que estan determinados de
forma dnica por. x‘,y‘,ngyz.
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Asi hemos verificado que el Postulado 1 se cumple.

Postulado 21 (Postulado.de la Distancia).
Dados dos puntos distintos a estos corresponde un

anico ndmero real positivo.

Prueba:
Es consecuencia inmediata de la definicién de
distancia en el Modelo; esto es, si P(x‘,y‘) y Q(x:,yz) sSon

dos puntos distintos enH y @

1. 8i la recta hiperb&lica que contiene 1os puntos Py @ es
del tipo I. Entonces d&é,ﬂ) = 1n (y:/y‘) ’ con 0O < Y, < Yo
(fig % 36). Dado que la, funcidén Ln es una funcidén biyectiva
‘entonces Q(P,Q) es Onicg y queda determinada por Yo Y Y Y
cCoOmo y‘<ya » entonces yhfyi> 1 y con esto 1n (y./y‘) > 0. Ase

dcP,a) > 0.

Glke, %)

.?(:..wh

h -
fig # 36
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Ii. Si la recta hiperbélica que contiene a P y @ es del tipo
II (fig # 37) entonces la distancia hiperbélica entre estns

puntos viene dada'porz

(x = x + r)/y
2 o 2

d(pP,) = ln —==emmm—— e

(x‘— xo+ r)/y‘

donde (xo,O) es el centro euclideano de la recta
hiperbélica tjpo I1. Y r es el radio, el cual corresponde a la

distancia euclideana entre P y (x ,0).

La unicidad de d(P,Q) viene dada por la biyectividad de
la funcién 1In ,'y queda determinada por P y Q, ya que Xg ¥ ¥

quedan determinados por P y Q.

El hecho de que Jd(P,Q) > O se da en funcién del valor ab-
soluto en la definicidén de la distancia hiperbélica y que P#Q.

G(‘lst‘)‘*t\

JCN

* X
(x,00. fig # 37

Ahora nos proponemos verificar que . el Postulado de la

Regla se cumple en H.
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Definicidén:
La distancia entre dos puntos es el ndmero positivo
obtenido en el postulado de la distancia. La distancia entre
dos puntos A y B la denotaremos AB.

Postulado 33 (De la Regla)
Es posible establecer una correspondencia entre
los puntos de una recta y los ndémeros reales tal que:

(i) A cada punto de la recta le corresponda un namero real.

(11) A cada nadmero real 1le corresponda exactamente un
punto de la recta, y

(i1i) La distancia entre dos puntos es el valor absoluto

de la diferencia de los nameros correspondientes.

Prueba:
El Postulado de la Regla habla en sus partes (i) y (ii)
de que dada una recta L, existe una aplicacién biyectiva;
f: LR (entre puntos de la recta y nGmeros reales).
Y en (iii) dice que para cualesquiera puntos P,Q e H,
dP,Q) = | F(P) - f(Q#.

Asi, si L es una recta hiperbélica tipo I, por ejemplo
L= l° entpnces resulta sencillo verificar que f definida por
fla,y) = 1ln y,satisface (iii) del Postulado de la regla y que
f es biyectiva.

Veamos que satisface (iii). Para esto sean P(a,y‘) y
G(a,ya) en H, con Ya > Y, (fig # 38); entonces:
a(pP, @)

Incy_/y.) (InCy /y ) >0 ya que y /y > 1)
2 7271 271 271

= in Yy = 1n y‘l (prop. de 1n)

lln y, = In Y'I



d(P,Q)
d(P,Q)

If(a,y‘)

] 7CP)

- f(a,yzﬂ
- f(Q),

Ademas d(P,Q) = 0 , si P = @, ya que si P = @ entonces Y,;= Y

y Ln{yzly‘) =1ln1l =0,

A= v
fig # aax

Faltaria probar que 7 : 16-——-* R

es biyectiva:s

- f es inyectiva si
P + P_ entonces F(P)
1 2 : 1

Supongamos que
-
S
-
=Y
=Y

f(P;)
f(a,y‘)

iIny
b 4

(a,y‘i

P

1

|

Pla,y)—>f(P) = f(a,y) =1lny

y sélo sf V P‘(a,y‘), P:(a,ya) € lc si
t rep)

f(Pa)

=_f(a,yz)

Asi 7 es inyectiva.

iny
2 )
(l1n es biyectiva)

41

- f es suryectiva 8i y s6lo si ¥ k € R, existe P(a,y‘) € ‘l°
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tal que r(P) = k.
FP) = k
- f(é,y‘)

k

k
- 1In y, = k
- y, = e

Ast existe (a,ek) e l° tal que 7(P) = k. Ast f es suryectiva .
Con esto f es biyectiva.

Si L es una recta hiperbélica tipo Il por ejemplo
L= I”o” entonces definimos F(P) = f(x,y) = 1ln (x —~xb+ r)/y
de manera similar los puntos Py Q@ € H satisfacen (jji5

del Postulado de la regla, esto es que:

V Plx ,y),Qx_,y. ) &H, dP,Q) = | F(P) - FA)| . Veamos,

(xa — Xg + r)/ya

dP,@ = |1ln
(x - x_ +r)y
1 o |
dP,@ = |1ln (xa - Xy +.r)/y' = 1n (x‘ - X, + r)/y"
dP,@® = |ln (x — x_ + )y - 1In (x -~ x_ + r)/y:,
dP,@ = |rex,y) - f(xz,ya)l
dP,Q) = lf(P) - f(Q)l

Lo que faltaria probar es que f asi definida es
biyectiva (la prueba de i y ii).

Veamos primero que f es suryectiva:
Esto es que fsL » R 3
f es suryectiva si y sdélo si:
V k € R, existe P(&‘,y‘) €L tal que 7F(P) = k
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TP = k
in (x‘ - x°+ r)/y‘
(x‘ - X _+ r)/y‘

k

el:

sea @ = ek, pero e > O entonces,
(x‘ - x°+ r)/y‘ = g (%)

tiene una solucién, para cada s > O.

Si hacemos 2 = x, - Xo? resulta que ¢

y = V- z% (fig #39)

Asi sustituyendo en la ecuacidén (#) resulta:

(z + r)/ d r’— :E =g

Trasponiendo términos y elevando al cuadrado tenemos:
2%+ 2rz + r* = S20r®- 2%
que al factorizarlo es:
2 2 2 2
(1 + 92" +2rz + (1 ~g)dr =0 ()

%
fig # 39

Resolviendo la ecuacién cuadratica (##), resultan como

soluciones en z:

z =-r 6 z = r((s® —-1)/7¢s* + 1)) CHE%)
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Si consideramos la segunda solucién de (###), P(x,y) es
una solucidén de Ff(P) = k , para cada k € R, donde:

x = x + r((s® - 1)/¢s® + 1))
4 [ ]

es decir x = x + rce®- 137+ 1))
1 ° 2k
y como tanh(k). = (e = 1)/(e"+ 1)
entonces x, = x°+ rtanh(k) (&)

Por otro lado, como y‘ = d r -z
luego y, = V ri- rZtanha (ko "
rsech (k) (&&)

entonces Y,

De esta forma se prueba que f es suryectiva.

Para la prueba de la inyectividad, es suficiente analizar
las soluciones de (##), dado que si f no fuera inyectiva
(#%#) tendria al menos dos soluciones posibles para algdn
s > 0.

Pero la solucién z = —-r de (#%%) no es posible ya que
entonces Y, = 0, lo cual no es posible que ocurra en (#).

Asi f es inyectiva. Luego f es biyectiva.
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Postul ado 43
Dados dos puntos podemos escoger un sistema de
coordenadas tal que la coordenadas del primero le corresponda
el'cero y a la coordenadas del segundo un namero .real
poéitivo;

Prueba:
Sean P(x‘,y‘) y Q(x',ya) dos puntos distintos en #H.
Consideremos ademis la aplicacisn:
#RxR—e R* U (03,
A——pP(A) = Jd(P,A)

La aplicacién ¢ esta bien definida ya que Jd esta bien
definida.

Asi, si consideramos el punto P(x‘,y‘), a éste le
corresponde:
PP

d(P,P)
f(P) - f(P4, (donde f es 1la aplicacién
que aparece en el Postulado 3)

P =0

Por otro lado, si consideramos el punto Q(xa,yz), a éste
le corresponde: ¢(@) = Jd(P,@, que como ya probamos en el
Postulado de la regla es un négmero mayor que cero, dado que P

y @ son dos puntos distintos.

Dafinicién: 7
Llamaremos segmento hiperbdlico a la porcién de

una recta hiperbélica limitada por dos puﬁtos y Que llamaremos

extremos del segmento hiperbélico (fig # 40).



Definiciéns
C estd entre A y B si:
4) A, C y B son puntos distintos de la misma recta vy
ii) AC + CB = AB.

[ Sesmc“-\'o W Pu'%\'u o
AB

o
>

fig # 40

Definicidén:
Un conjunto n se l1lama convexo si para cada dos

puntos A y B de nr, todo 1 segmento AB est& en m.

Las dos dltimas definiciones las podemos adaptar a nuestro
Modelo con tan sélo considerar las rectas hiperbélicas .como
las rectas de la que habla la definicién, al . igual que los
segmentos hiperbél icos como los segmentos (fig # 40-a).
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X fig # 40-a

Postul ado 31

Dada una recta en el plano. Los puntos del plano
que no estan en la recta forman dos conjuntos convexos y tales
que si un punto estd en un conjunto y el otro punto esta en el
otro conjunto, entonces el segmento que estos determinan corta

a la recta.

Prueba:

Sea L una recta en el plano hiperbdélico H.

i. 8i L es una recta hiperbélica del tipo I, por ejemplo
L = 1‘ (fig # 41), entonces los puntos que no estan en L
forman dos conjuntos, a saber:

8‘= {(x,y) e H/ x > a}
y 8.= {(x,y) € H/ x < a}
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5, S,

fig # 41

Pr imeramente probemos que estos conjuntos son convexos.
Probemos que 8; 88 COoNnvVexo.

Consideremos a P(x‘,y‘) e 8‘ y Q(xz,yi) € B‘;
demostrar que el segmento PR & 8‘ (fig & 42).

' por

[ ] ]1 :Rx.
"QKXnYa

PG
l

i b

%3 S XX,

pd
fig # 42
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i.1. Si X, = X, (fig # 42), entonces el segmento
hiperbélico PQ es una porcién de la recta hiperbélica tipo I,

Ix ¢ x = x2.
1 L
Sea R(x.,y') e PQ (x. = x‘). Por demostrar,que R e 8{

Pero como R € PQ entonces X, =%y Vy>0ycomo P e S,
entonces X > a asi Xg > a, con lo cual R G'S‘-

De esta forma 8‘ es convexo.

i.2. Si &‘ + X (fig # 43), entonces el segmento hiperbdélico
PQ es una porciétn de 1la recta hiperbélica tipo 1II,
Ix‘w con centro en (x‘?O); X, = ¢ - d/m (donde c¢c= (x£+ x’)/Z;
d = (y‘ + y:)/2 y m-= (xi - x‘)/(yz - y‘)); y radio, la

distancia euclideana entre los puntos P y (x‘,O).

Las abscisas x € PQ son tales que si x, < x, entonces

X € X S X..
1 2

Ry fig # 43 X
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Sea R(xb,ya) e PQ. Por demostrar que R € 8,

Y
Como R € PR y si X, < X entonces Xy < X < Xy y como

P e S‘;entonces X, > a . de esta forma xa > a; luego R & '8‘.

Asi S‘ es convexo.
Analogamente se prueba que 8: es convexo.

Ii. Si L es una recta hiperbélica del tipo II, por ejemplo
L = Ix,r (fig # 44), entonces los puntos que no estan en

L, forman dos conjuntos, a saber:

s‘=' €(x,y) € H/ (x - x°>’ + y¥<e®H
y 8= ((x,y) @ H/ (x - xo>' + y¥>reh

Debemos probar que estos conjuntos son convexos.

Probemos que 8 es convexo.
Congideremos a P(x‘,y‘) e 8‘ y Q{x',yz) e 8@‘ por
demostrar que el segmento PQ £ 8‘ (fig # 44),



fig # 45x

Ii.1. Si X, T % (fig # 43), entonces el segmento
hiperbélico PQ es una porcién de la recta hiperbélica tipo I,
lx‘ ( x = x‘).

Sea R(x.,y’)'e PR (de donde Xg = Xg0 Y si y‘<) Y

entonces 0O < y, £ ¥y, S y). -Por demostrar que R e '8‘.

Como R e PR, entonces Xy = Xg

- X = X =X - X
2 2° s °.
&> (x - x ) = (X - %)
. 2 ©2 ’ ©2 2 2 2
> (xzfxo)' ty, 2 (’x.- xo)z'ﬁ y% ’ (_y3 2y,
y como @ es‘ entonces (x’ - xo) + Ve <vr

] 2 2
- (x. xo) + y._<r.

Entonces R e 8‘.
And 8‘ es convexo.

ii.2. 8i X, + Xy (fig # 46), entonces el segmento
hiperbélico PQ es una porcién de la recta hiperbélica tipo II,

Ix . con centro en (x,,0; x, = ¢~ d,/m ( donde
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<= (x‘ + x?)/2; d"= (y‘ + yz)/2 ym= (x‘ - xz)/(y. T - y‘));
y radio v, la distancia euclideana entre 1los puntos P y
(x‘rO).
Las abscisas x € PQ son tales que si X, < Xy entonces
X € x = X 8 Y las ordenadas son tales que si 0 < Y, < Ya

entonces O < Y, Sy < Y,

Asi, sea R(xa,ys) € PQ y si X < Xg Y o< Y, < Ya entonces
< 4 < o
Xg = %g s a2 Y o Ye Ya s Y2

De esta forma x - x £ x - X
S or L o . )

- i - < -
Ahora si Of X~ Xg = X, R Xq entonces
(x‘- xo) -3 (x’ - xo) . . .
y como O < Yo < yzz entonﬁfs Ye < Yy . .
As{ (x’.- xb) + Y, . = (x.— xo) + Yo
Luego (x — x 2+ y 2< r®*. Entonces R e S.
] o 8 1
- Los casos donde:s
X, T X s X3~ %o < 0 y X2~ %o < X, T %Xg < 0, se

resuelven de manera similar.

Ase 8‘es convexo.
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Veamos ahora la segunda parte de la prueba. Esto es que
si tomamos un punto P(x‘.y‘) €« 8‘ y otro punto Q(x:,y:) € 8a

entonces el segmento que los une corta a L.

Supongamos que L es una recta hiperbélica tipo I, por
ejemplo Ic (x = a). Asi los puntos que no est&n en L forman

dos conjuntos (fig # 47), a saber:

8‘= {(x,y) € H/ x > a}
y 8.= {(x,¥) @ H/ x £ a}

o

“

-

A Xy fig # 47

Es importante seflalar que el segmento hiperbélico que
formen P con @ no puede ser una porcidn de una recta
hiperbélica tipo I3} porque si asi fuera, entonces X = X Y de
esta foraa X, < a vy x‘> a, 10 cual no es posible.

Asi el segmento hiperbélico que forma P con Q@ es del tipo
I, por ejemplo Iz yr, , (fig # 48). Procedamos a determinar el
centro euclideano x_ y el radio euclideano r  de dicha recta

hiperbél ica.



-4

Sea M(c,d) el punto medio euclideano entre P y @ , y sea
m = (x‘ - x:)/(y3 - y‘) la pendiente de la recta mediatriz

eucl ideana de PQ.

Asi el centro euclideano de la recta hiperbélica tipo II,

Ix ,r, que pasa por Py @ es (x ,0), con x = ¢ - d/m
? 1 4 4
: . ELIPEVE &
y radio r_ = (x - x ) +vy
'y 'y . L 2 )
Luego Ix ,vr = {(x,y)el/(x - x )" + =r )
g9 o' s 'Y . y .

Resolviendo el sistema:

2 ., =2 _
(x x‘) +y =

x =

ﬂlp.‘

resulta x = a vy y=Jr3-(a—x?,

el cual es el punto donde se cortan la y 1‘8'{

—» X
fig # 48

De manera andloga se sigue para el caso en donde L es una
recta hiperbdlica del tipo II. Esto es:

i. Si X, = Xy el segmento hiperbélico P@ es una porcién de

una recta hiperbélica tipo I (fig # 49).
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ii, Si X, * X el segmento hiperbdélico P@ es una porcién de
una recta hiperbdélica tipo II (fig # 49).

Daefiniciéom
Llamaremos semiplanos a los conjuntos convexos de
los que habla el postulado S5, y la recta se llamar4 arista de

cada semipl ano.

Nos proponemos ahora verificar que los Axiomas
relacionados con medida angular se verifican en el Modelo del

Semiplano Superior.

Postulado 63
A cada sngulo le corresponde un ndmero real entre

0 y 180.

Pruebas
€s consecuencia inmediata de la definicién de medida

angular en el Modelo: esto es, si P(x‘,y‘),Q(x.,yz) y R(x',y.)

son tres puntos distintos en H y :
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i. E1 rayo hiperbélico PR esta contgnido en una recta

hiperbélica del tipo I, mientras que el rayo hiperbblico PR
esta contenido en una recta hiperbélica tipo II y ademas,

-En el rayo PQ y, >y, (fig #50).

Enfoﬁces:
LPR = la_. -Ie..l
. ra PR
PR = |90 -le;il » pero =90 < 6-a < 90,

entonces
0 < APR < 180

— X
fig # S0

-Si en el rayo P, y, >y, (fig # 51).

Entonces:

QPR =|e%a - a;il
PR =| =90 - 9;;, y pero =90 < ea < 90,
entonces
0 < 4APR < 180
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ii. Si el rayo hiperbélico PQ estad contenido en una recta
hiperbélica del tipo II, y el rayo hiperbélico PR ests

contenido en una recta hiperbélica tipo II (fig # 52),

Entonces:
-30 <_6%& < 90 -> l G%a < 90
y 90 < 8 < 90 > | 8z |< 90
luego
o< Ia%h - G%J< iegal* IG%? (por propiedades del

valor absoluto).
asi 0 < Iaia - O;il< 90 + 90
entonces

0 < 4APR < 180 (donde 4IPR = G;a - G%a ).
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fig # 52><

Definicidns
Al ndmero especificado es el postulado 6 se 1llama
la medida del &ngulo y se escribe BAC.

Definiciom
Llamaremos rayo a la porcién de recta que tiene en
uno de sus sentidos un punto inicial y que en el otro sentido

es ilimitado.

Postulado 7:

Dado un rayo y uno de los semiplanos en que se
divide el plano por este rayo. Para cada ntmero real r entre O
y 180, existe un dnico rayo en el semiplano tal que la medida

del angulo formado por estos rayos es igual a r.

Pruebat
' Sean P(x‘,y‘),ﬂ(xz,yz) dos puntos distintos en H y :
i. 8Si el rayo hiperbélico PQ esta contenido en una recta
hiperbdlica del tipo I, por ejemplo 1y 'sea:
8= {(x,y) e H/x > a) uno de los semiplanos en que PO divide
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el plano hiperbélico ¥y sea 0 < r < 180 un ‘angulo dado. Por
demostrar, existe un Gnico rayo PR € 8‘ tal que APR = r.

Para determinar el rayo PR con 6%; =90 - r (fig # 353,
debemos encontrar el centro de la recta hiperbélica ¢tipo 11
(Iu‘,r ), que contiene a PR.

Como 6%: = 90. - r

entonces —(x‘ - x‘)/y‘ = tan (90 - r) con y, > Y,

asi x = x +y tan( 90 - r) ()
< 1 1

La existencia de PR estan dados por la ecuacién (#) y su
unicidad, dado que X o sélo dependen de X Y, Y del naGmero

dado r, entonces se da en funcién de la ecuacidén (%),

>
fig # S3

ii. Si el rayo hiperbélico PQ esta contenido en una recta

hiperbélica del tipo 11, y sea :



=70—

8‘= {(x,y) € H/(x - xo)’ + y' >r? uno de 1los semipl anos en

que PQ divide el plano hiperbélico y sea 0O <

angulo dado. Por demostrar que existe un dGnico
tal que QLPR = r.

Para determinar el rayo PR con aFi
(fig # 54), debemos encontrar el centro de

hiperbélica tipo II (Ix‘,r), que contiene a PR.

Como a;i = r + asa
entonces —(3‘ - x‘)/y‘ = tan (r + a;a)

asi Xe = %, + Y. tan(r + 6%5) (*%)

La existencia y unicidad de PR estan d

ecuacién (#»)

r < 180 un
rayo PR € S‘

= r + 8
Pa

la recta

ados por la

El considerar el otro semiplano en que el rayo PR divide

al plano hiperbélico se hace de manera andaloga.

f

ig # 5S4
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Postulado 8:

Si P es un punto en el interior de MABC entonces:
LBC = MABP + BC.

Prueba:

Sea AMBC un angulo hiperbél ico dado, con B(x’,y‘) y sea
P(x',y:) un punto en el interior de MABC (fig # 55-a).

Como P est& en el interior de ABC entonces:

a4Bc =log - e.l; #BC =Ieﬁ - ody a4pr =log - ol
Asf{ .ABC =|¢saa - 9."8‘

ABC = ABP + &LBC como quer iamos demostrar.

Definicions

Dos rayos se llaman opuestos si tienen el punto
inicial comdn y pertenecen a una misma recta.
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Definiciém
Si AB y AC son rayos opuestos y AD es otro rayo,
entonces BAD y DHAC forman un par liﬁeal. Tambien se dice que

estos angulos son adyacentes.’

Definicidns
El angulo formado por dos rayos opuesto suma dos

angulos rectos.

Definiciéns
Si la suma de la medida de dos angulos es dos

rectos entonces decimos que los &ngulos son suplementarios.

Postulado 91 (del suplemento)
Si -dos &ngulos- forman un par lineal, entonces son

suplementarios.

Prueba:

Sean MABP y #£BC dos 4angulos que formen un par
lineal (fig# 535-b). Asi el angulo MABC esta formado‘por' dos
rayos opuestos entonces ABC = 180° (O D]

Ademas BP =|a_.- o |; BC =loo- oL

y «8C =l o5~ 6.,|
entonces:

LABP + #£BC = 9"- 8;’ + 9.5- a;e
=1 €30~ pdl
= MABC
= 180°, (por 1)



fig # 55-b X

De esta forma hemos .verificado que el conjunto de
Postul ados de Birkhoff, cuyo postulado central es el de 1la
regla se satisfacen en el Modelo del Sémiplano Superior de

Poincaré.

Con lo cual podemos concluir que este Modelo, wutilizando
los postulados de Birkhoff, es un Modelo de la Geometria
Hiperbdlica. Asfi los resultados que se cumplen en esta
geometria, se cumplen tambien en el Modelo, lo que nos
resultarad de gran utilidad en el desarrollo del sfguiente

capitulo.



CAPITULO III

IMPORTANCIA DEL MODELO. VENTAJAS Y LIMITACIONES



3.1 Prueba de que la Consistencia de la Geomatria
Hiperbél ica se sigue de la Geometria Euclideana.

Como habiamos seffalado en el capitulo I, la consistencia
de un sistema axiomatico se sigue de la existencia de un
Modelo «aque 1o interprete.

De esta forma, podemos concluir que la geometria
hiperbdélica es consistente, ya que hemos encontrado que existe
el Modelo del Semiplano Superior de Poincaré que interpreta
los objetos hiperbélicos.

Como los objetos con que se demuestran las proposicioﬁesx
de la geometria hiperbélica en el Modelo, son euclideanos
(puntos, .rectas perpendiculares al eje x, semicurcunferencias
ortogonales al eje x) entonces la consistencia de la geometria
hiperbdélica se sigue de la consistencia de la geometria
eucl ideana; la cual no se duda que sea consistente. Con lo
que la .geometria hiperbdélica es tan consistente como la

geometria euclideana.

3.2 Independencia del Quinto Postulado de Euclides de los
de la Geometria Neutra.

Por otro lado un postulado dentro de un sistema
axiomatico es independiente de los otros postulados en el
sistema axiomatico si y sélo si al sistema axiomatico le
quitaﬁos el postulado y le agregamos su negacién y el nuevo
sistema axiomdtico es consistente. Asi el quinto postulado es

independfenfe de los cuatro primeros ya que el sistema
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axiom&ti;o formado por los cuatros primeros postuladbs de
Euclides y el postulado de Lobachevski es consistente como
hemos mostrado previamente haciendo .uso del Modelon del-
Semiplano Superior.

3.3 Proporciona un Método de Demostracién de Resultados de
la Seometria Eucl ideana.

Una de las aplicaciones. que tiene la geometria
hiperbélica a través del modelo del semiplano superior de
Poincaré es 15 de poder interpretar resultados de ella para
resnlver problemas de la geometria euclideana; que resultarian
posiblemente muy compficados de solucionar, sin esta
herramienta. Esta forma de interpretar los resultados nos
proporciona un métodn de demostracidén de algunos teoremas de

la geometria euclideana.

Veamos algunos de estos resul tados:

Teoremas
Sea I una recta, C‘ una circunferencia con centro en

1. Sea P un punto exterior a C. Sean C_ y ' ¢, ~dos
circunferencias tangéntes a C‘ con centros_en l y tales que
pasen por P; y sea C‘ una circunferencia ortogonal a C‘ con

centro en 1l que pasa por P. Entonces el angulo formado por C:

y C‘ y el formado por Ca y C‘ en P son iguales (fig # 55).
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Teoremas

Sea ABC la figura formada por arcos de
cuyos centros pasan por alguna recta / dada.

de los angulos internos de ABC es
(fig # 356).

circunferencia
Entonces la suma
menor que dos rectos

fig # 56

La demostracién de estos teoremas

resultarfian algo
compl icado, si utilizaramos

las propiedades de las
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circunferencias tangentes y ortogonales, en el caso de un
enfoque sintético o si nos apoyaramos en la geometria
analitica. Sin embargo, estos resultados corresponden en el
Modelo del Semiplano Superior de Poincaré; el priﬁero,: a los
angulos de paralelismos a izquierda y a derecha, que—'como
dgmostramos en el capitulo I, son iguales; por otro lado el
segundo, a la suma de los angulos internos de todo triangulo
que como también demostramos en el capitulo I, suman menos de

dos rectos.

3.4 El Modelo sirve para Mostrar como lucen Algunas Curvas
Caracteristicas de la Geometria Hiperbdélica.

Resulta interesante analizar y ver como lucen algunas
curvas particulares de la geometria hiperbélica, en el Modelo
del Semiplano -Superior; las cuales siguen trayectorias
ortogonales. Entre las cuales podemos seffalar: Las
c?rcunferencias no euclideanas, las equidistantes y  los

oriciclos. Las cuales definiremos més adel ante.

3.4.1 Haces en la Geometria Hiperbélica.

A continuacién definiremos los tipos de haces que se
presentan en la geometria hiperbélica;

Dafiniciém
Al conjunto de rectas que pasan por un mismo punto,

las llamaremos haz eliptico (fig # 57).
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Definicidn:
Al conjunto de rectas paralelas entre si, en wuna

direccién determinada las llamaremos haz parabdlico (fig # 58).

fig # s8 4

Definicidén
Al conjunto de rectas perpendiculares a alguna
recta dada, las llamaremos haz hiperbdélico (fig # 59).
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3.4.2 Curvas Caracteristicas de la Gaometria Hiperbdlica.

curvas hiperbélicas, e
Modelo del Semiplano

Ahora, definiremos algunas

ilustraremos la forma como lucen en el

Superior de Poincaré.

Definicidén:
LLamaremos circunferencias en la

trayectorias ortogonales de haces elipticos

geometria

hiperbélica a las
(fig # 60).

fig # 60
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Notemos algunas caracteristicas de las circunferencias no

eucl ideanas:

~ Observemos que las circunferencias en la geometria
hiberbélica, en el Modelo, lucen igual que las circunferencias

eucl ideanas. Sin embargo sus centros no coinciden.

-~ Se cumple la propiedad de formar &angulos rectos con
cada uno de sus radins; que es una propiedad de todas las

circunferencias.

- Las. circunferencias no euclideanas corresponden al

lugar geométr ico de los puntos que equidistan de su centro.

Definicidn:
L1lamaremos Equidistantes a las trayectorias

ortogonales de haces hiperbélicos (fig # 61).

Eﬁ\u\ &\4\\6\&5

Y \Y fig # 61

Notemos algunas caracteristicas de las equidistantes:
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= Las equidistantes tambien.se pueden definir como el lugar
geométrico de los puntos que estan a igual distancia de una
recta hiperbélica que se llama Base de las equidistantes

- 81 tenemos una recta 1 hiperbdlica tipo II en el Modelo
dgl Semiplano Superior con puntos frontera Uy V (fig # 61)
entonces las equidistantes a la recta 1l es un arco circular

Euclideano que pasa por U y V.

- AdemAs el siguiente teorema muestra que segmentos
hiperbélicos congruentes pueden diferir de manera radical en

su longitud euclideana.

Teorema:
Toda recta euclideana en el Modelo del Semiplano
Superior que no sea ni paralela, ni perpendicular al eje de

las x es una recta de equidistancia.

Demostracidn:

Sea » la recta euclideana que corta al eje x en
un punto (a,0). Construyamos la recta hiperbélica I del tipo I
que pase por (a,0). Sea P un punto sobre I (fig #62). Tracemos
la recta hiperbélica tipo II que pasa por P y de céntro (a,0),
que llamaremos I’ (que es perpendicular a 1), la cual corta a »
en un punto que llamaremos Q. Construyamos la paralela a I que
pasa por @ y llamémosle ». Aai el angulo de paralelismo que
llamaremos a, es igual al &ngulo que forma n con el eje x, ya
que el eje x es perpendiculér a ®»; y » es perpendicular a 1la
tangente a I' en el punto @, los cuales son los lados del



-82-

. s\
o .

angulo de paralelismo. De esta forma, todos 1los segmentos

fig # 62

hiperbdélicos que estan entre » y I (los cuales seran del tipo
II) tienen el mismo &ngulo de paralelismo, luego son
iguales. Asi todos los puntos de I equidistan de los puntos de
n.

Hemos demostrado que los segmentos hiperbdlicos PQ, AB,
D, éfc; tienen .igual longitud. Pero euclideanamente sabemos

que esas mismas longitudes de arco, son diferentes.

Dafinicidn:

Llamaremos Oriciclos a las trayectorias ortogonales
de haces parabélicos (fig # 63).

Or‘\e.’\AO':

fig # 63
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3.3 Importancia del Modelo en la Enseflanza.

Resultan interesantes, muchos de los resultados que
se desarrollan en la geometria hiperbélica, algunos ya yistos
en los capitulos precedentes, los cuaies se oponen a la’
geometria euclideana. Pero existen otros resultados que son
muy. interesantes como  por ejemplo, las relaciones
trigonométricas basicas y la famosa férmula de
Lobachevski-Bolyai que algunos matematicos deétacados la
llaman La férmula mas importante en Matematica; las cuales

analizaremos a continuacidén.

3.5.1 Férmula de Lobachevski-Bolyai.

La férmula de Lobachevski-Bolyai nos permite encontrar la
relacién entre el angulo de paralelismo (que llamaremos a) vy
la longitud de la perpendicular a la recta I (que llamaremos

y), trazada desde un punto P que no pertenece a I (fig # 64).

fig # 64
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Para determinar la férmula de Lobachevski—Bolyai, haremos

uso del Modelo de Poincaré del Semiplano Superior.

Sea a = n(y) el angulo de paralelismo correspondiente a
una longitud y, que como sabemos por el contrareciproco del
teorema # 6 (del capitulo I), no depende de la posicién-en que
esté. Sea » una recta hiperbdlica tipo I- (de abscisa a), sea !
una recta hiperbdédlica ¢tipo II cuyo centro euclideano sea el
pie de la recta » intersectada con el eje x (l1lamémosle R, el
cual tendra coordenaqas (a,0) ) y cuyo radio sea la unidad.
Asfi » y I son perpendiculares, llamémosle G(a,y‘) al punto de
intersecciéon de By 1.Sea P(a,y’) un punto de » que esté en
el exterior de l1. Sean »n y p las paralelas a l que pasan por
P. Ast llamémosle y a la longitud no—euclideana PR y con esto,
sea a = n(y) el Angglo de paralelismo de las rectas I y p por

P, en uno de los sentidos (fig # 65).

=

X

Xz2Q
R(G,O\ fig # €5

Sea h la distancia euclideana entre ‘'los puntos P y R
(fig # 66).
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Asy h = Ye 7 mientras que Yy, = 1, ya que la distancia
euclideana entre R y @ es la unidad, dado que corresponde al
radio eucl ideano de la recta hiperbélica 1.

Como » es del tipo I, entonces:

b S
]

ln (yz/y‘) ’ donde x, = %X, = a.
1n (yz) (y‘ = 1) (1)

<
[

Sean S y T 1los centros euclideanos de las rectas
hiperbélicas p y » respectivamente, sea PK la tangente a p en
P, de donde ST 1 TP, dado que corresponden a radio y téngentes
eucl ideanas de p. De esta forma, considerando los triangulos

SPT y PRT, los cuales tienen el angulo PTS en comGn vy
LSPT 2 ART (angulo recto), entonces L£ST =2 RPK = a (a&angulo
de paralelismo a derecha). Sea V el punfo de interseccidén de 1
con el eje x cuya distancia euclideana a 8 sea igual al radio
de la recta hiperbélica p. Construyamos el segmento euclideano
PV, con lo cual, el triangule SPV es isésceles (SP = SV).
Sea B = £VYS , asi en el triangulo SPV: a+ 28 =n luego
g =(n- /2.




Del triangulo PRV resulta:

RP/RV = tang
entonces h/1 = tanp (th = RP y RV = 1)
entonces Y, = tangp th = yz)
entonces Yo = cot (a/2) (2)
De (1) y (2) se sigue que:
y = 1n cot(a/2)

entonces e¥ = cot(a/2)
e”Y = tan(a/2)

asi arc tan e ¥ = a/2

entonces a=2 arc tan e ”

2 arc tan e ¥

de donde niy)

RQue corresponde a {a férmula de Lobachevski-Bolyai , 1la cual
presenta al angulo de paralelismo dependiente dnicamente de
la longitud del segmento hiperbélico y..

3.9.2 Relaciones Trigonométricas Basicas de Lobachevski.

Haciendo uso del Modelo del Semiplano Superior de
Poinﬁaré, presentaremos las relaciones trigonométricas

hiperbdl icas basicas que se verifican en la trigonometria

Lobachevskiana.

Empecemos por deducir la férmula tr;gonométrica
Lobachevakiana que expresa un lado de un triangulo en funcidén
de sus angulos internos; lo que ‘indica que en la geometria de
Lobachevski, la longutud de los lados de un tridngulo queda
determinada por sus angulos intefnos; situacién ésta, que no
ocurre en la geometria Euclideana. Este planteamiento, trae
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consigo, @l hecho de que en la geometria de Lobachevski no

existen trisngulos semejantes. Veamos ese resdltadq:

.Sea ABC un triangulo cualquiera, en el Modelo del
Semiplano Superior de Poincaré, sean a, 3, » las medidas de
los Andulos internos de A,B,C y éean a, b, ¢ las longitudes no
euclideanas de los lados opuestns a a, B,.r respectivamente,
el cual, a través de un desplazamiento congruente, hacemos
coincidir, sin pérdida de generalidad, el 1lado BC con un
segmento no euclideano 'que esté contenido en wuna recta
hiperbélica tipo I (fig # 67).

fig # 67 X

Como a es un segmento hiperbélico tipo I. Entonces

a = 1n (y:/y‘) 1)
Asi cosha = (™2 + o7 '™V /2
entonces cosha = (y‘/y‘ + y‘/y’)/Z
2 2 .
entonces cos:a = (:: .+ Y, )/2y‘y: (2)

pero y;' =r " - 0H (por teorema de pitagoras)



ast y*=0n" - on? Cr,
analongamente yzz = 0'A% - O'H?
Sumandn (3) y (4) resulta:
2

v ¢ 2 "=
Y, + Y

2 OB 0O'C cos 4AA0D’
De (2) y (95) resulta:

cosha =

= 0A)

(0B)/y  (D'C)/y, cos £DAD’ - (DHi/y‘ O'H /7y,

3
(4)

0A* + 0'a% - oH?® + oD
00'* + 2 0A 0’A cos LHAD’ - [(OH-0'H)* + 2 OH O'HI
00’2 + 2 0A O'A cos OAD’ - 00'* - 2 OH O'H

- 2 OH O'H

S

(6)

Pero (UB)/y"= 1/senf3 (porque LBOH = 3) . (Ver fig # 68).
(D'C)/yz = 1/seny (porque LO'H =n - p
y sen (m - py) = seny)
cos LAD!' = cosa (porque a es el angulo comprendido
entre las tangente, luego es'igual
al comprendido entre los
respectivos radios)
(DH)/y‘ = cotp?
(D'H)/y’= -coty (porque cot (m - ) = - coty
Sust i tuyendo en (6) resulta:
cosha = 1/senf3 1/seny cosa + cotf? coty
de donde
cosha = (cosa + cosf’ cosy)/senf3 seny 7>

La férmula (7) nos proporciona la longitud no

lado a en

internos.

euclideana del

funcién dnica y exclusivamente de sus 4angulos
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De manera analoga podemos determinar la longitud de los

otros lados en funcién de a, 2, ¥; esto es:

coshb (cosB + cosy cosa)/seny sena (8) y

coshc (cosy + cosa cosfd)/sena senf? 3

Pasemos ahora a deducir la férmula que presenta la

relacién entre los lados y los'Angulos no eucl ideanos.

senha/sena = Vcosh’:— i1/sena (senh®a = cosh®a ~ 1)

= V(cosa + cosf? cosy)’ - sen’ﬁ sen"r /sena senf? seny

Haciendo -
P = V(cosa_-'- cosf3 cosr)f-'senﬁsen'y.
Resultas

senha/sena = YV P/ sena sen 3 seny

Analogamente,

senhb/senpd = \ P/ sena senf3 seny

V F7. sena senf? seny

y senhc/seny
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Ast,
senha/sena = senhb/senf = senhc/seny = VEVsena senf? seny (10)

La relacién (10) nos proporcinna la relacién entre los

lados y los 4angulos de un triangulo no euclideano.

Por otro lado, considerando (8) y (9) , multiplicando
resultas:
coshb coshc
= (cosf3 + cosSy cosa) (cosy + cosa cosﬁ)/senza senf’ seny
y .por otro lado:

senhb senhc cosa = P cosa/sen’a senf3 seny

De donde haciendo las respectivas simplificaciones resulta

que: coshb coshc - senhb senhc cosa

(cosa + cosf3 cosy)/senfl seny

cosha.

Degpejando cosa se tiene:

cosa = (coshb coshc - cosha)/senhb senhcj (11D

que proporciona el valor de un &ngulo en relacién a los 1lados

del triangulo no euclideano.

De esta forma hemos deducido las férmulas trigonométricas
basicas de la geometria Hiperbélica haciendo uso del Modelo
del Semiplano Superior de Poincaré. En donde hemos determinado
la interdependencia que existe entre los lados y los 4&ngulos
internos de un tri&ngulo en la geometria Hiperbélicaj
resultados que no ocurren en la geodetria Euclideana, lo cual
permite decir que son resultados que se oponen, como

esperabamos que ocurriera.
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3.6 La Geometria Hiperbdlica en Regiones Infinitesimales.

Veamos ahora el comportamiento de la geometria

hipérbélicé en regibnes infinitesimales.

Para esto, consideremos segmentos hiperbélicos cuya

longitud no sea mayor gue Yor €On Yo positivo.

L.uego haciendo:

a, = 2 arec tan e Yo

de donde, si y < Yo! entonces:

a, < nly) € n/2
Pero a se puede hacer tan préx?ma a /2 como se desee,
haciendo que Yo se haga tan pequeffo como se quiera. De esta
forma para todos los segmentos hiperbélicos y < Yo el Aangulo
de paralelismo n(y) se hace tan préximo a m/2. Esto demuestra
que en regiones muy pegqueflas o infinitesimales, la géometrla

hiperbdélica se comporta como la geometria euclideana.
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3.7 Prerequisitos para la Ensefanza de la Geometria

Hiperbél ica, haciendo uso del Modelo del Semiplano Superior de
Poincaré.

En el presente trabajo se desarrollan los tépicos
elementales de la Geometria Hiperbélica en el Modelo del
Semiplano Superior de Poincaré utilizando 1los postulados de
Birkhoff, los cuales se consideran una gran contribucién al
mejor entendimiento de la geometria, como lo seffala E. Moise y
F. Downs [Moise, E. y Downs, F., 19721, cuando dicen " Durénte
varios siglos, el concepto de medida , tanto para segmentos
“omo para angulos, ha sido una idea central en geomeria.
Los Postulados de Birkhoff introducen este concepto desde el
principio; describen los métodos que todo el mundo emplea.
Asi, aun cuando los postulados de Birkhoff no estan entre sus
grandes contribuciones al conocimiento matematico, ellos no
obstante, contribuyeron grandemente a un entendimiento mejor

de 1la geometria."

Por otro lado, como nuestra propuesta esti orientada a
estudiantes de la carrera en Matemdtica, consideramos que los
conocimientos previos a este estudio, utilizando el enfoque

antes seffal ado, son manejados por éstos.

A continuacién presentamos la 1lista de conceptos, de
acuerdo a &reas de estudio de la ﬁatemttica, que corresponden
a los prerequisitos:

- Geometria Euclideana: (se desarrolla en primer ciclo).
1. Términos indefinidos: punto, linea y plano.
2. Relaciones de Incidencia.

3. Relaciones de Orden.
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Congruencia: De segmentos, de &ngulos y triéngulos,

- Trigonometria: (se desarrolla en quinto affo de escuela

secundaria en el Bachiller en Ciencias
y en Bachiller Industrial).

Funciones Trigonométricas Basicas.

Funﬁinnes trigonométricas Inversas.

Funciones Trigonométricas Hiperbél icas.

La Funcidén Exponencial y la Funcién Logaritmo Natu-

ral. Ademas de la relacidén que existe entre ellas,

~ GBeometrfia Analitica: (se desarrolla en Sexto afo de escuela

secundaria en el Bachiller en
Ciencias y en Bachiller Industrial).
Sistema de Coordenadas Cartesianas.
Lugares geométricos.
Punto medio de un segmento.
Distancia entre dos puntos.

Pendiente de wuna recta Yy la relacidén de
perpendicularidad y paralelismo de dos rectas
respecto a las penﬁientes.

Ecuacién de la recta en su forma punto-pendiente.
Angulo entre dos rectas.
Ecuacién de la circunferencia en su forma canénica.

Interseccion entre.rectas, entre circunferencias o
interseccién entre rectas y circunferencias.
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3.8 Ventajas de Ensefiar Geometria Hiperbdlica con el Modelo
del Semiplano Superior de Poincaré.

Como nuestro interés en el trabajo esta orientado hacia
la -ensefianza de la Geometria Hiperbélica , consideramos que lo
accesible de la propuesta, permitirad que nuestros estudiantes
de la Licenciatura en Matematica, empiecen desde muy temprano
(desde su primer affo de Licenciatura), a atender aspectos

tales como:

1. La existencia de fGeometrfas No-Euclideanas: Que en
muchos casos, en la actualidad, se graduan y no las

conocen.

2. Postulado es agquello que se acepta sin demostracién vy
no aquello que resulta evidente por 1o cual no se
demuestra (como seflalan algunos textos de enseffanza

media)l.

3. El uso de Modelos Geométricos, que en muchos casos

facilitan demostraciones.

4. Conocer en que consiste la Consistencia de un Sistema
Postulacional.

S. Conocer en que consiste la Completitud de un Sistema
Postulacional.

6. Comprender que el Quinto Postulado de Euclides es
independiente de los cuatro primeros en la geometria

Eucl ideana..
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3.9 Posibles Aplicaciones de la Geometria Hiperbélica.

A pesar de que nuestra propuesta se centra en lo
relacionado con la enseffanza, cabe seﬂalar‘que_existen malti-
ples aplicaciones de la geometrfa hiperbélica en otras Aareas.
dei'saper. Como lo indica M. Berger (Berger, Geometry II1,
cuando dice: "La geometria Hiperbélica es usada en analisis,
en “aritmética,'en geometria diferencial, en la teorfia de 1la
relatividad y otros”.

Asi se deja abierta la posibilidad de nuevos estudios vy
trabajos de graduacién que centren su atencién en 1o que
sefiala M. Berger, lo cual serfa de gran importancia en el

estudio de la Geometrfa Hiperbélica.

3.10 Limitaciones.

Una de las limitaciones que se presentari en el uso de la
Propuesta que presentamos, es el hecho de nd contar con 1la
cérteza‘de que nuestros estudiantes hayan recibido un curso de
geometria euclideana en sus primeros afios de escuela
secundaria como  esta estipulado en los cdntenidos
programaticos del Ministerio de Educacién, dado .que en muchos
colegios (principalmente pdblicos) no se cumple con éste.
Sin embargo esta limitacién puede ser evitada si se
desarrrolla un curso de geometria euclideana antes del curso
de geometria no—euclideana usando el Modelo.

Otra de las . limitaciones esta relacionada con la falta de
bibl iografia tanto“péra desarrollar el trabajo, como para
poner en practica el uso de la Propuesta Metodoldgica,
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resultando ser muy complicado el desarrollo de investigacioneé
que ayuden a nuestros do:centes y estudiantes en la béGsqueda de
soluciones 'a los graVes_problemas por los que atraviesa la
enseﬂan;a y el aprendizaje de la matematica y en particular,

la geometria.



CONCLUSIONES

1 SE HAN PRESENTADO ALGUNAS CARACTERISTICAS QUE DIFERENCIAN A
LA GEOMETRIA HIPERBOLICA DE LA GEOMETRIA EUCLIDEANA.

2. PROBAMOS QUE LOS AXIOMAS DE BIRKHOFF CUYO POSTULADO CENTRAL

ES EL DE LA REGLA. SE VERFICAN EN EL MODELO DEL SEMPLANO
SUPERIOR DE POINCARE.

3. EL USO DE HERRAMENTAS MATEMATICAS ELEMENTALES RESULTO SER
CARACTERISTICO EN EL PRESENTE TRABAJO. LO QUE PERMITE MANFESTAR
QUE RESULTA SENCILLO PARA ESTUDIANTES QUE MANEJEN RESULTADOS DE
LA GEOMETRIA EUCLIDEANA. GEOMETRIA ANALITICA Y LA TRIGONOMETRIA.

4. SE DESTACARON LOS ASPECTOS RELACIONADOS CON LA CONSISTENCIA.
LA COMPLETITUD Y LA INDEPENDENCIA DE UN SISTEMA AXIOMATICO.

5. SE PRESENTO LA IMPORTANCIA DEL MODELO COMO POR EJEMPLO:
PROPORCIONANDO UNA HERRAMEENTA QUE PERMITE DEMOSTRAR RESULTADOS
DE LA GEOMETRIA EUCLIDEANA. COMO LUCEN ALGUNAS CURVAS
HIPERBOLICAS Y EN LA DEDUCCION DE LA FORMULA DE
LoBAcHEVSIG-BOLYAL ENTRE OTROS.



RECOMENDACIONES

1 DESARROLLAR LA PRESENTE PROPUESTA. PRESENTANDO PRIMERAMENTE
ALGUNOS OBJETOS HIPERBOLICOS DE MANERA VISUAL. LUEGO A UN NIVEL
DE CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS VY FINALMENTE LA PARTE _FORMAL
DESARROLLADA EN EL TRABAJO.

2. PROPONEMOS QUE SE DESARROLLE LA PROPUESTA QUE PRESENTAMOS.
CON ESTUDIANTES DE LA LICENCIATURA EN MATEMATICA. UNA VEZ,
QUE HALLAN TOMADO UN CURSO DE GEOMETRIA EUCLIDEANA.

3. DESARROLLAR UN ESTUDIO DE ALGUNAS APLICACIONES DE LA -
GEOMETRIA HIPERBOLICA. EN OTRAS AREAS DE LAS CIENCIAS EXACTAS.
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