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INTRODUCCION



En este trabajo, se dan condiciones suficientes para

la existencia de soluciones del problema de frontera:

au + gilx,u) = 0 en g = R"

(1)
ulx) = 0 en aq

s+l

| gix,u) | < alx) + b | ul®, alx) €L (a),

b>0 y 0gsc«< n+2 s, n > 2

n-

Se hace uso de tres ideas importantes del analisis
funcional no lineal, a saber: Teoria de Operadores de
Nemytskii, Teoria de Inmersidn de Sobolev y Teoria de

puntos fijos.

Los problemas de tipo (I ) son en la actualidad mo-
tivo de intensas investigaciones entre los matematicos
que se interesan en las ecuaciones diferenciales de tipo
eliptico. Las técnicas mas empleadas para atacar dichos
problemas son el calculo variacional, la teoria de grado
topoldgico, la teoria general de puntos fijos, la teoria
de operadores maximales mondtonos y la teoria de continua-

cidn analitica.

La importancia del estudio de los problemas de tipo
(I)radica en que es el modelo matematico de un sin namero
de problemas de la fisica matematica y la ingenieria

actual.



En el primer capitulo, gque hemos llamado prelimi-
nares, se da un resumen de la teoria de operadores de
Nemystskii, teoria de inmersidon de Sobolev y teoria de

puritos fijos.

En el segundo capitulo, se resuelve el problema
(I ) . Inicialmente se muestra que é&ste tiene solucidn
si y solo si un adecuado operador entre el espacio de
Sobolev Hi( @ ) tiene un punto fijo. Luego se hace uso
de un bien conocido teorema de punto fijo debido a Kras-
nosel'skii en el cual se dan condiciones para que un
operador tenga un punto fijo en una regidén dada. Lo inno-
vador en nuestro trabajo consiste en que usamos el teorema
de Krasnosel'skii en otra direccidén; dado el operador
nos preguntamos, ¢que tamafilo debe tener la regidn para
yue el operador tenga un punto fijo? Esto nos conduce a
establecer estimativas sobre la regidén Q para que el

problema (I / tenga solucidn.

Finalmente damos algunas aplicaciones en donde resol-

vemos casos particulares del problema (I /.

Esperamos con este trabajo, contribuir al estudio
de las ecuaciones diferenciales en nuestro medio para la

formacidén de investigadores en éstas disciplinas.

xi



CAPITULO PRIMERO

PRELIMINARES



Con el uso de la teoria de los operadores de Nemytskii
y un teorema de punto fijo de Krasnosel'skii se dan con-
diciones suficientes para garantizar la existencia de so-

luciones del problema de frontera:

1]
(=]

au + gfx,u) en Q

ufx) =0 en 23Q (1)

donde Q denota una regidén acotada de R? y 39 su fron-
2

n
. . 3
tera. Con A representamos el operador diferencial E -—za .
Xi
i=1

La funcién g: 2 x R + R estara sometida a las siguientes

restricciones:

lglfx,ul| < afx) + blul®

0€s < Zti,n>2

Se muestra como las soluciones dependen del tamafio
de la region € y se da una estimativa del tamafio de 1la

. . - . . 1
solucidén en términos de la norma del espacio Ho fal.

A continuacidon damos un resumen de la teoria y los

resultados que nos permitiradn abordar este problema.
1. EL OPERADOR DE NEMYTSKII.

En adelante 2 denotara una regidén acotada de RN,

medible tal que pfR)< o .

Consideramos g: € x R » R una funcidon que satisface



la siquiente propiedad: " gfx,u) es continua en u para
casi todo x y medible en x para todo valor u’. Esta pro-

piedad es conocida como propiedad de Caratheodory.

Con respecto a esta propiedad es importante tener

en cuenta las sigquientes observaciones:

a. Si u: @ + R es medible en @ y |ufx/)| < ~ para casi

todo x €q, entonces gfx,u(x)) es medible en a .

b. La funcién fk(x/ = max g(x,u) es medible en @ .

-kgugk

c. Existe uk(x/ medible en @ tal que g(x,uk(x// = fk(x/

La prueba de éstas observaciones la omitimos y refe-

rimos al lector a [9].
Definicidn 1.1

Sea g: @ x R+R una funcidn que satisface la propiedad
de Caratheodory. Diremos que G : H1 + H2 es un operador de
Nemytskii si Gfu/) (x) = gfx,u(x)) donde ,L/1 y//z son espacios

de funciones a valor real.

En nuestro estudio !—1} = Lh(a) y H2 - LPrq), P, P,>1.
Pray=tf:[ 1P <= Fl = F1P11lp
Bn general, LP(a) < (f:f NP <oy y L F 1 =[[1£1P]

es la norma en [Pra) .



Con respecto a éstos espacios nos serd de utilidad

el siguiente resultado.

Teorema 1.2

LP(a)=L" (a) para pyr>1, ademas | £1, <wa/*|f],

donde s = -!-—- - L .
P
Demostracion

Sea f€LP(9/=>jS;| fIP < = . Es claro que IflreLP/"{n)
y como u(9)<-m,g(x):iGLq(n)conE%_;+q1_=1_

Aplicando la desigualdad de HOlder a | flry g se tiene:

/9-|f|r$ [4””1'),0/!' 1 rip u(9}1/q <

de donde fE€L"(a) y asi P ra)= L' (a).

Ademds, | £, = L1 £17 110 oLy £ 1PYIIP [urantlee

es decir | f []P < I f IIP ule)® donde s = 1/rq. Sabiendo que

1 + 1 2 £ 3 = l - 1 1
1 se verifica que s como queriamos.
plr g r P

Pasamos ahora a estudiar propiedades importantes del

operador G .

Teorema 1.3

Si G(L™ (a))= L™(2) entonces (G es continuo.



Demostracion

Suponiendo que Gf0) = 0 se prueba que G es continua
en cero, pues de no serlo, existiria (0n}C=LPVn} tal que
¢, 0y existiria o > 0 tal que

V.n €N ‘/Q-IG(°n}|p2>a
Dado que ®n+ 0 existe una subsucesidén (¥n/= (¢n/) tal

que i jn-llb,,“" < w (1)
n=|

Utilizando un proceso inductivo es posible construir
una secuencia (e ,¥p, %/ donde g > 0, tb,,keﬁbn}, Q= 2 Y

tal que satisfaga

€k
al  §a° 5

b) u(nk}< €
2
) ol G (mJ P2 > Lo

P
d) Si D= 2 es tal que n(D)< 2ek,) entonces /DIG (\vnk)l 2< 93—

Consideremos los conjuntos disjuntos D = @y - UQ; y
i=k+
definamos
V(s) =
0 si s § U D,

De (1) se obtiene que ¥ € LP(a)y por lo tanto G (y/ELP(a)



Utilizando las condiciones a/), b/, ¢/ y d). se prueba
G( Pz @& . < P2 _
que '[Dk| G( 1] ] l > 3 de alli que -/ﬂ lG(d))l = lo cual es

und contradiccién. Asi G es continuo en cero.

Para probar 1la continuidad en un punto arbitrario

u, € L‘,"(ﬂ) basta considerar-el operador ,de Nemytskii

F(u) (s) = G(u0 +u ) (s) - G(uo) (s)

Teorema 1.4
Si G(L’ (a))= L2 (2) entonces G es acotado.
Demostracion

Supongamos due G(0) = 0 por el teorema 1.3 G es con-
tinuo en cero, esto es, existe Y > (tal que si_/‘; Lo < ™
; y P2
entonces fcz 1G(v) | < 1 (2)
tomando u € L"), se tiene que &n €N tal que

nYyP g [ ul® < (nt)ym (3)

luego podemos dividir @ en n + 1 subconjuntos disjuntos

R, ,..., g, tales que [ |ul®¢ v,

i=1,...,n+1
i .
Usando (2) y (3) 'se tiene -que:

, p 1
| Glu) | §[(—"-—';'—“—"4;'+1-] /e, (4)

P,

Si G(0) ¥ 0 basta considerar el operador de Nemytskii
H(u) = G(u) - G(0), H(0) = 0 luego por (4)

Pr. 7 Y P2
| G(u}n%s [(“ : hp} + 1] + | G (0) hz (5)



Asi, G es acotado.

El siguiente teorema enlaza el teorema 1.3 y el teo-
rema 1.4 en el sentido que, da una condicidén necesaria

y suficiente para que G (L™ (a)) = L™ (a).
Teorema 1.5

GIL™ (a)) = LP(qa) si y solo si existen af(x)€ LP(q)

y b >0 tales que
lglx,ul| < alx) + blul®/?:
Demostracion

La condicidn suficiente es inmediata, basta obser-

var que afx/) + blulPl. € L (q), V u € L" (q)
Veamos la condicidén necesaria:
Por el teorema 1.4, G es acotado, esto es existe b>0:
JolGuPz ¢ b% si [ luln < 1
Consideremos la funcidén ¢(x,u) = max {|g(x,ul] - blulp'/pz,O}
Para cada u €L°!'(q) fija, es posible probar que
‘/sz-l o (x,ul)lP2 < b2 (6)

Sean @,= Q,= ..., subconjuntos de @ tales que & = Ua

Y u(ﬂi/ < ®



Como ¢ (x,u) satisface la propiedad de Caratheodory,

existen funciones medibles u,, tales que u (x) =20 Vx ¢ Q
y o(x,u,(x)) = max o(x,u(x)), |u (x)| <k V x € 2,

-kgug k

Es facil verificar que u € Lp'(ﬂ}y sup o(x,u) =limo(x,u(x))

o <UL w k+ o
Tomando afx) = sup ¢(x,u) , usando el lema de Fatou
y (6) se prueba que —am(;j(g LP2(q)
Como sup ¢(x,ufx)) > sup { |g(x,u)| - bIUIP'/pz} se tiene que

lglx,u)l € a(x) + blu|®/e,
2. DESCRIPCION DE Hi(ﬂ).

Volvamos al problema (I) enunciado anteriormente.

Denotemos con C(I) (2) el conjunto de todas las funcio-

nes u: 2 » R de clase c! tales que la adherencia de:

{x €9: ufx) £ 01}

esta contenida en @ Estas funciones cumplen que ufx/) = 0

en M .

Dotamos a Ci (%) del siguiente producto interno

n
v
<uU,v> = fu.v + / E: 19- _a__ (7)
Q R Lok X
1=

El espacio de Hilbert resultante al completar (Ci (R), <> )

lo denotaremos con H‘I) (@) y se conoce con el nombre de

espacio de Sobolev.



Para una descripcidén mds completa de éste y otros

espacios mas generales referimos al lector a [§] .

En lo que sigque | |, , <, > denotaran la norma y el
producto interno en Hi (ej y | 1., <, >, denotarin 1la

. 2
norma y el producto interno en L~ (@/.
Definicion 2.1

Decimos que u € Hi(ﬂ) es una solucién débil de (I)

si para cada v € Hg (?) se satisface:

Q axi axi

n

Jf('§: Au v glx,u).v)dx = 0
i=1

Comentario

En nuestro estudio solamente consideramos el problema
de hallar soluciones débiles de (I)/. El1 problema de cuan-
do una solucidn débil de (/) es una solucidn clasica esta
ligado con el problema de las inclusiones de los espacios

llom'p en H, 1P y no lo trataremos aqui, en [8] puede

leerse con detalles.
Por ahora solo usaremos los siguientes resultados:

3. OPERADORES COMPLETAMENTE CONTINUOS, LEMA DE RELLICH Y

TEOREMA DE INMERSION DE SOBOLEV.
Definicién 3.1

Sea H un espacio de Hilbert real. Un operador N: H+ H



10

continuo, se dice completamente continuo si para cada

Ec—H, acotado, N(E) es'compacto.

Teorema 3.2 (Lema de Rellich)

1 2 S
Ho (@) =L (2) y la inclusiéni: H‘I)(Q), +L%q) es com-
pletamente continua. (Teorema de Sobolev). Silgt< .i_"_z en-

tonces HOI(Q) = L a) y la inclusidn es completamente con-

. . 2n . . - .
tinua. Si1 t = 7 la inclusion solo es continua.

Demostracidn (véase [3], Teorema 5.4 y 6.2)

Teorema 3.3 (Desigualdad de Poincaré)

Si @ es una regidén acotada de R" , entonces existe
c>0 tal que V¥ u GHi (al,

2 (8)

Demostracion

Como Cg () es denso en Hg (2] basta probar (8) para

u € Cg (a)j.
Siendo #& acotada, existe a > 0 tal que:
= Q= [-aa)] x ... x [ -a,a ]
Sea u € Cé(n) y extendamos u a @Q definiendo:

ufx) = 0 Vx €Q -2q
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Sea (xy,...,x,) € Q se tiene entonces que,

%) = 0 L) (kg xy) de)
[» (o

_j: (ax, (t, XyseenyXy/) dt . dxl... dx,

u2(x|,...

integrando a ambos lados se tiene

2
4{h dxy-..dx, < ZaJ/P J/P(BU )2 (t, Xp,.00,x,) dt . dx, ... dx,

< 432/0 (;;2;3_‘_2 (t, Xy,eeu,xn) dt . dxy ... dx,

O sea
2 2 qu ;2
/Q u £ lLa /Q- (a—x—l—
En forma andloga se prueba que

2 2 du 2 .
J{PU < 4a _4( (3;;- Vi=1,...,n

2 n
d4:.u2 < ﬁf 44( ;g} ( z;:

2
luego, tomando ¢ = i%u la desigualdad (8) queda probada.

De acuerdo con (7) , la norma de Hi(n} sera

Vull = f &+ [ 50 S

i=1
Yy por la desigualdad de Poincaré se obtiene:

Hu(I]:$(1+c}/Z(auz (9)
/ Y X
i=1
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De (7)y (9) se deduce que la norma de Hi (2) es equi-

valente a la norma dada por

n 1/2
but =[ [ 3 37
i=1 !

En adelante, el producto interno en Hi (%) estara

dado por:
T au av
<u, V>l: ‘/9 Z-a—)?.-a_)‘(? (10)
i=1
debido a que es equivalente al dado en (7).

Con el uso de (10) podemos reformular la definieidn

2.1 asi:
Definicién 3.4

Diremos que u € Héfﬁ?/ es una solucidén débil de (I)

si para todo v € Hg { Q)
<u ., v>, = Jg glix,ulv (11)

Utilizando el teorema espectral para operadores auto-
adjuntos y completamente continuos (Ver [3] , Teorema 4.3)

se prueba el siguiente.
Teorema 3.5

Existe un conjunto ortonormal completo (¢ n=1,2,...en
L?(e) 'y (r,)J=PR tal que ¢, es solucién débil del pro-

blema
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(12)
u = 0 en 30

La sucesidn (ix/n=1,2,... es tal que M< X <...y lim) =+

n-—>o

Demostracion (Vease [3] , Teorema 4.8)

Sea uy € Mﬁ(nj Y (¢, n-1,... COmMO en el teorema ante-

rior. Como u £ 1,2(9/, entonces u = Z C, ¢, - Sea

k=1
N

k=1
como ¢, es solucion débil de (12} se tiene

N
2
n uan: ‘/Q‘ < VUN . VUN> :ZCij f <V¢ks V¢j>

K.J ?
2
Xk Ck
k=1
2 2 2
Luego, [ u |, =1 uNIIl > A uNIIn como uy + u en
2 .
L (a) se tiene
? 2
hwl,> 1ul (13)
Obsérvese que poniendo u - ¢, se tiene igualdad en (13/por

lo tanto la relacidén (13) es la forma Optima de la desi-

gualdad de Poincaré.

Teorema 3.6

1 - -
ft (e) = L ™2 (q) y la inclusidn es continua, ademas,

n -1
u |- - l (14)
ﬂ ﬂé% (n—2)¢5“ “h

4]

A
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Demostracion (Véase [ 1] pagina 50)
4. TEOREMA DE KRASNOSEL'SKII.

En esta seccidn se prueba un teorema de punto fijo
que nos conducira a establecer las condiciones para que

el problema (I) tenga solucién.
Preliminares

Sea X un espacio de Banach, un teorema (Mazur) ase-

gura que la clausura convexa de todo compacto :

Ac X (co (A) = cov (A))

es compacta; pues bien no es necesario suponer que A es
compacto, en efecto la sola hipbtesis de que A es rela-
tivamente compacto basta para asegurar que cofA) es com-

pacto; es decir que subsiste la siguiente:
Proposicion 4.1 (Mazur)

Sea X un espacio de Banach y A un subconjunto de

X relativamente compacto, entonces cof4) es compacto.

Demostracion

Como A < cofA) 'y colA) es cerrado, A <= colA),

asi colA)= colA). Por otra parte, A=A y colA)= colA)

por tanto co(A) = colA), pero el teorema de Mazur asegura
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que cof(A) es compacto.
Se debe a Tychonov el siguiente resultado.
Teorema 4.2 (TYCHONOV)

Sea X un espacio vectorial topoldgico, localmente
convexo y Hausdorff, D& X, convexo y compacto, f: D+ D

completamente continua; entonces f tiene puntos fijos.

De este teorema puede darse una versidn en espacios
de Banach, suavizando las hipdtesis sobre D , apoyandose

en la proposicidén 4.1.
Proposicion 4.3

Sea X un espacio de Banach, D un subconjunto cerra-
do acotado y convexo de X y f : D+ D completamente con-

tinua; entonces f tiene puntos fijos.
Demostracion

Como f es completamente continua y /) es acotado,
ffD) es relativamente compacto. Por la proposicidon 4.1,

S, = co [f(D)] es convexo y compacto. Ahora bien:

En efecto si x €5_, como S & D entonces f(x)€ f(D)y por
tanto f(x) € «co(f(D)). El teorema de Tychonov garantiza la

existencia de puntos fijos de f en D (precisamente en So).
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Teorema 4.4. (Krasnosel'skii)

Sea H un espacio de Hilbert y f: H + H completamente
continua tal que < ffu), u> g | u []2 ¥V u € H, entonces

f tiene puntos fijos.

Un hecho sorprendente es que los puntos fijos pueden

siempre encontrarse en la bola unitaria del espacio.
Demostracion

Como f es completamente continua, la imagen de 1la
bola unitaria S , de H es relativamente compacta y por
tanto acotada. Sea k = sup | ffu) |l . si k =0 ., u=20es

[ul<n R .
un punto fijo de f . Si k>0 consideramos f = flk . f es

completamente continua y como para todo u: | u J<1 resul-
ta | ;(u} | = —Li;—("il—u-g 1, f:5 + S y por la proposi-

cidén 4.3 f tiene puntos fijos en S . Sea u  un punto fijo

PN

de f . 81 wu =0, u también es punto fijo de S . Si

uo¥0 es:

Yy _ flug) _
f(uo/ = u, o — - = U,
o sea ffu) = ku_ .
o o
Ahora bien,
<ffu ),u > = < ku u><[]u[]2
o'’ o o’ "o N o

ahi que k g 1 pero entonces f : S+ S y por la pro-
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posicidn 4.3 f tiene puntos fijos en S.

Observaciones

1. Es suficiente que < fful, u> < | u [|2 subsista en
S.

2. El teorema vale para regiones D = H tales que

0 ¢ Dy <flul, u> < "uﬂgconueaD.Eneste

caso los puntos fijos de f se encuentran en D.



CAPITULO SEGUNDO

APLICACION DE UN TEOREMA DE PUNTO FIJO DE
KRASNOSEL'SKII EN LA SOLUCION DE UN

PROBLEMA ELIPTICO DE FRONTERA
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TEOREMA PRINCIPAL

En este capitulo, estudiaremos la existencia de solu-
ciones del problema (1) enunciado en el primer capitulo

asi:

bu + glx,u) = 0 en 9

(1)
ulx) = 0 en aQ

s+l

donde | gfx,u) | < afx) + bl ul|®, afx) € LS (g)

b>0 y 0<s<£i§—,n>2.

Primeramente demostraremos que el problema (I) tiene
solucidn si y solo si un adecuado operador entre el espa-

cio de Sobolev H. (%) tiene un punto fijo.

o
En efecto, como | gfx,u) | < afx) + b | u|® Y
s = $*l/svl  entonces por el teorema 1.5 el operador de
S
Nemytskii G , definido por gfx,u) es tal que
s+1 s_”_
GIL () <= L s (q)
P t lado o 0 < < n#2 > 2 enton
or otro lado, com < s Fyns 2P O onces
2n 1 s+l
1 ¢ s+1 < CRR por el teorema 3.2 H (9) < L (Q ).
n- o
Consideremos el funcional F : Hi(n} + R definido

por: Vv € HZ)(QI.

F(v) = fn gl(x,ulv (1)
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F es un funcional lineal, ademas, es continuo ya que:

| Fovi 1 < Dexu d,, vl

S

s+l

< | gfx,u) |

s+l
S

y por el teorema de representacién de Riez y (1) , existe

k
I v,

un dnico u € Hif‘ll tal que:
VvGHé (), fgfx,u/v = < ffu), v > (2)
Q
f:H (o) +  Hia)
donde s o
Tenemos entonces el siguiente teorema
Teorema 1

u € Hi( ) es una solucidén débil de (I) si y solo si

flu) = u.
Demostracion
Si u € Hé{n ) una solucidén débil de (I), entonces

por definicidn 3.4
< u, v> = '/n‘gfx,u/v s VVGH(I)fn/
luego, por'(2)
< ffu) , v> = <u,v> , VVGH(I)fQ/
lo cual equivale a decir que:

flu) = u.
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Observacion
El operador f es completamente continuo.

En el siguiente teorema veremos bajo que condiciones
el operador f: H; (e ) -~ H1 fQ) tiene un punto fijo,
(0]

solucidn de (1) .

Teorema 2 (Teorema Principal)

Sea g: @ x R+ R una funcién que satisface la con-
dicidén de Caratheodory y tal que

tglx,ul)| < alx) + blulS

stl n+

donde afx) €L % (o), b> 0 y 0¢g S < = , n > 2.
Entonces:
a) S1 0 € 5 < 1; el problema (I) siempre tiene solucidn.
b) Si s = 1; el problema (1) tiene solucién si se cumple

que

1
- < v
xl

donde Y es la constante del teorema 1.4 y i, el pri-

mer valor propio de - A

c/ St s > 1; el problema (I) tiene solucién si

1 ._i]— 1 5"‘1 s
| g0x,00 1, ¢ L (X) [— (L)1, 1.] -
s P s T
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Demostracion

Segin el Teorema 1, el problema (I) tiene solucién

si y solo si [ tiene un punto fijo.

De (2) tenemos que:

<ffu),v>,= Jg glx,ulv , Vv € Hi ()

en particular,

< flul),u >

Jg gix,ulu y

< flu),u> < | gfx,u) 1, 1 ul

/N
oy
-y
x
<
N—

s Kluly

como G(LS+1( Q)) <= L s (a), (5) del Teorema 1.4

se tiene que:

s+1
<frudus < (LA ELT L g ST L g0 ) kL,

S

<oyt R ) a0l kel (3

S

dado que el operador f es completamente continuo, el

teorema de Krasnosel'skii afirma que f tiene puntos

2
fijos si < flu),u > < | ul, v ue 3p, D= H (a).
(o]

En la desigqgualdad (3) hagamos
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| u [|1 =y S | g(x,0) [ls+1 = a

S

y veamos si existen valores " y " que satisfagan la desi-

2
gualdad < ffu), u> ¢ | u l, es decir,

1 ~

S

{[(5%}S+1+1]_57r+ al ky < y2, y >0
O bien,
L‘_XS”] —51-
[(Y} + 1] 5T g _I{_-o, y > ka (4)

a) Sea 0gsc<1,
Si s =0, tenemos que y » ka+ k ; luegd

<flu),u> < | ul Vué€& 3B(0, ka + k)

Yy por el teorema de Krasnosel'skii f tiene un punto fijo

en la bola cerrada B(0, ka + k), solucién de (I).

Si 0 < s <1, la desigualdad (4) o

k s
(L) s, g
ylk -« < I vy > ke
se satisface para valores !y suficientemente grandes;

luego (]} siempre tiene solucidén en este caso.

b) Sis = 1, tenemos la desigualdad

LT I LR



o k%y + 1 < Y. - 2-—y + a , y>ka
3 k2 k
Y
1 k2 2 Qa 2
(o] (—2— —;-z—)y - 2_i(~y +G—1>0’ y>k0
existen valores "y " que satisfacen esta desigualdad si
1 k2. 2
7:7 - —5 >0, o sea, k" < y. Por el teorema 3.5 ,
Y
k = 1 luego, el problema (I) tiene solucidn si:
'y
....I_.~..<Y
ll
c) Si s > 1, tenemos la desiqualdad (4/,

k ,s+1 =1
[(;_)s+ ys+1 + 1 )3T g X_a , y > ka

Si suponemos & = ( , obtenemos
S
INCT ST B LA Yo,y >0 (s
P s+l
[ sy ) , Yy >0
Y ks+l
Haciendo u = st
s+l
a-%
Y
1
b= T
se obtiene la desigualdad
1/s 1ls

au + 1 < b u (6)
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consideremos la funcidn

Hiu) = b1/su 1/s

' 1, L 1s
como H((u) ==bsSus 290
s

entonces la desigualdad (6) se satisface si se presenta

la siguiente situacidén grafica

1

= b % us con pendien-

7 R

Consideremos la recta tangente a H(u)

’
te a. Veamos pars que valor u , H (u) = a



La

es

de

si

es

Hl(u

recta tangente

o/

a

R
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1/ bl/S 1/s-1, b 1
_ S, b _ =T
= b (sa ) = () ¢
H(u) = b”S u”S en el punto (uO,H(uo}}
= au + (Hfu ) - au_)
o )

donde concluimos que la desigualdad (6) se satisface

decir,

H(u ) - au_ > 1
o
JT LI
b s bs, sr
(?ETJ - a(sa ] > 1
1 1
(Lo L b e s g
Sa s sa
1
(L=t - 1) > g
sa S
1
1 =T
kS+‘ > S
ks+l s-1
S
Y s+l
s+l
_YgTT > S
1 2(s+1) s-1
s s-1 k s-1
s+l E%
S-T > S
2(s+1) s - 1
s_
s\ =
Y s+l
Y > §___s+..1_
K2 s-1
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Si la condicion anterior se verifica entonces la de-

sigualdad (5) se satisface.

Volvamos a la desigualdad (4) . Si consideramos fun-

cién fl(y ) =

[ ($)5+1 ys+1 + 1195 y 1as rectas ylk y

ylk - a« se presenta la siguiente situacidn grafica:

\ v
k
L
R
al
FUO) . -
|
|
: [
1 |
! i
t
) 1 SN
/ P,
175\
_ s+1 b 7\
u, = Yo = oa entonces,

En vista de que no es facil determinar el punto P,
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de la recta tangente a f con pendiente % , considera-
mos la recta que pasa por (y(), ﬂ’yo)) y tiene pendiente

1

Luego, o g E Yo - ﬂyb) es la condicidén para que

la desigualdad (4) se satisfaga, es decir,

b= bl s st
o & (=) F1 - [ al——)5T + 1]F
R 1 b= S
-1 1 s-1 s+l
o & ()1 o[z (2T 1)
1 s 1 1 s
—~—— —_ .
o sl s-1 T \! 3+l
a £ k _ |11 k + 1
ks+1 s ks+1
s+l S
Y r
s ﬁ.lr S
. S - +
o s —1 (L) T - L () 11
s¢-1 s §°1

es decir, el problema (I) tiene solucidn si

s s+l S
| gx,00 1, < —— (%)¥L _ [——i— (L) 5T, 1] s
s+l = k 5 k
S S s -1 S s-1

Corolario 3.

Si p () es suficientemente pequeiia el problema

(I) tiene solucidén en todos los casos.

Demostracion

2n entonces por el teorema 1.2

Como 1 € s +1 <
n-2
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2n s+

1
L™ (e) = L (a)y

1 _ n-=2
| u i s lufa)] s " " 4y (1)
s+l gﬂ_
n-2
Ademas, por el teorema 3.6
1 2n
Hi(a) < L™ (a) y
n -1
lluﬂ2n<———-—||un (2)
pary (n-2){n 1
De (1) y (2) se sigue que:
1 n-2
T " W n-1 |

lul < [wca))sd — J u
s+l (n-2){m 1

de donde,

n-2

1 _
k=[ura))sr T n=1 __
(n-2)Vn

y de alli que
wlia) - 0 & k + 0

Si k » 0 , las condiciones del teorema 2 para el caso

s=1 y s>1 se satisfacen por lo tanto si u(g ) + 0 el

problema (J) siempre tiene solucidn

APLICACIONES

Daremos ahora algunas aplicaciones interesantes del

teorema 2.
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Ejemplo 1.

]
S

Au + u + f(x) en R

ul(x) 0 en 9N (II)

donde  f(x) € L°(a).
El problema (II) tiene solucidn si i, > 1,
Demostracion

En este problema, g(x,u/= u + f(x), luego:

| glx,u) | € fx) + | u|

de donde, s =1

El operador de Nemytskii .G , determinado por gfx,u/

esti definido de szil} en L2(Sl/ .

g(x,u) - g(x,0) = G(u) = u por lo tanto, si ﬂG(u}ﬂos 1

entonces | u "o < 1 lo que indica que Y = 1,

Luego, por la parte b/ del teorema 2 (II) tiene

solucidén si A, > 1
Nota:

Podemos construir muchos ejemplos en 1los que 1, > 1,

asi:

3 .
En R . consideremos
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Q:[O,ﬂ]X[O,ﬂ]X[O,T{] ’ Al=3
y la funcidén propia

2 3/2

¢|(x,y,z) = (F} senx seny senz
satisfacen
Ay, 4+ 3v, = 0 en @
v (x,y,2/ = 0 en 3Q
Ejemplo 2.
A o+ | ou IS + f(x) =0 en
ufx) = 0 en (III)
sl n + 2
donde fE€LS (a) y 1< s < =, n > 2.

n -2

El problema (III) tiene solucidn si

s 2s s 2(s+1) s
I £1 g si-s kT-5 - [sTs kT-5 + 1] &0
s+l
s
Demostracion
En este problema gfx,u/ = | u |s + f(x) , luego
| gix,u) | s fx) + | u|S

El operador de Nemytskii determinado por gfx,u) es

s+1

tal que G5 () = L5 ra) .
glx,u) - g(x.0) = Glu) = | u [  por lo tanto si

| Glu) Hsl s 1 = | us| < 1

s+l
S S
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s +] S +] S
S[ L1y s« 1D L1ul™ o1 <1

N

s+l
D [ flul 1 ¢1=D]ul 1, de donde

Y =1 . Por otro lado, | gfx,0) IIs+1 = || f "s+l luego el

S S
problema (III) tiene solucidn si

s 2s s 2(s+1) s

- [ sTs kKT-5 4+ 11 5+

|
3]

[ £1
s+]

S

Este ejemplo es muy interesante porque permite es-

tudiar el problema:

(IV)
ulx)

]
ko]

en

consideremos el caso f E€ L (% ).

El problema (IV ) es conocido como €l problema de
Yamabe. Ha sido resuelto en [ 2] por Brezis-Niremberg

para f =0

Con nuestro método no lo podemos resolver porque para

n + 2
S =

el operador F : Hz(ﬂ) -+ HI(QI no es comple-
n -2 o o]

tamente continuo y no vale el teorema de Krasnosel'skii,
no obstante podemos proceder asi: Supongamos,

s 2s. S 2(s+1) S
L, < sT-s  kis - [ sis k1-s + 1150 (1)
S+

S
con FEL (a).
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Llamamos AB(n) el miembro derecho de (1) cuando s » n.

Note que

l-,
k(s) = |a| =" 72" _n -1 (lel = wlal)

(n-2Nn
y por lo tanto cuando s + pn , tenemos que

k(s) -+ n-1
(n-2)[n

Entonces tenemos el siguiente teorema

Teorema 3.

Supongamos que ﬂ.fﬂw satisface una de las siguien-

tes desigualdades

a) 1 fl, < Bl si lal > 1
a2
b) | f1 < Bfn) si el ¢ 1

Entonces el problema (IV) tiene solucidn si

suave.
Demostracion
Como 1 < s < n - tenemos:
-2
S
i 1 <. I £l ol 51
Eil. oo
'S
Si |a | > 1 de a) se tiene:
S. n+2
S+l

<-1f1 lal " < B(n)

es

(2)
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si R <« 1 de b) se tiene:
| £ < I fi < Bf(n) (3)
s+l ®
S
De (2) o (3) segin el caso se deduce que existe
s < BrZ2 ¢a1 que si s €(s_, 22 2 ) se tiene la desigual-
(o] n - 2 o n -

dad (1) y segun el teorema <2 el problema

au + | u

(V)
ulx)= 0 en 90

tiene solucidn; llamémosla u,, s € (so , ﬂ%}. Estas
n-—

n+2}

{ US}S € (So, n_—_é

son acotadas en Hg (@) por lo tanto existe { uy } <= {u}

tal que
n+
u — u uand k » —
K n+? cuando o
n-2
—> (convergencia débil).
Sea u,,» = uy, - Por un conocido arqumento de la

n-7
teoria de 1la regularidad cada ug € H1 (@) solucidn de
(o]

(V) cumple que u, € C(2). Las soluciones débiles de

(V) son los puntos fijos de F o Hé(ﬂ} > H;(sz}

s
<Fs" (u), v > = < | ul”+1f, v>

O sea F; (us} = u, . Entonces, si { y }t= { u, } es tal

que uk—A u, cuando k + N , tenemos
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<F‘k(uk),v>,: <uk’v>'=<|uk|k + F, v > (L)
vv € [-110(9), Entonces,
lim < | uklk + £, v> =<y, V> (5)
k+N
Por otro lado, como u, ecra)
y N 2n
Iim | Lu Y =1 ul -

Y*N
y por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue

2n

N
Iuk|Y+ Iukl en L2 (q) si Y * N.

Ahora para cada v € Hg( Q) fijo,< v, >, define
2n

un funcional lineal y continuo en L"*2 (@) entonces

vverray,
[0}

11'm<|uk|Y+f,v>0=<|uk|+f,v>° (6)

Y+ N
Como { u, }
2n

= Hi( ) es acotada y como Hi(ﬂl esta
encajado en L™? fe), { u}

2n
estid acotada en L ™% (8 ),

.. .. N
Es mds el operador de Nemytskii definido por | u | es aco-

2n
tado asi que { | u, ]Nz} es acotada en L™Z (ga), por 1lo
n
tanto existe h € L"? (a ) y una subsecuencia de ({ u, }
notada en la misma forma tal que Vv € HIO(QJ
lim <|uk|"+f,v>°=<h+f,v>o (7)
k +N
De (6) y (7) tenemos,
Irm <|uk|Y + £, v> = <h+f, v> (8)

Y, k+N

UNIVERSIDAD DE PANAMA
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vv € # (a).
(o]

De (5) y (8) se tiene

<h+f,v>°=<u

NV (9)

Vvesr!
(o]

()

. . 1
También, como U, —~ u, en Ho(n} , entonces

11’m<|uk|Y + £, v> = <|uN|Y+f,v>l(10)
k+N

vveualia)
(o]

De (4) , (8), (9) 'y (10) se tiene

Iim < | uNIY
YN
Vv € H(I)(Q/

+f, vy = <h+f,v>° (11)

Como |u|Y.

N
N v\<(|uN| + 1) | v |, el teorema

de convergencia dominada de Lebesgue nos asegura que

N
Iim <|uN|Y + £, v > = < | uyl + f, v > (12)
YN
vv € d (a)
o
De (11) y (12) se sigue que
N
< | ugl + f, v > = <u , V. > (13)
N 0 N 1
Vve H (a).

o



Es claro de (13)

Au + | wu

que

u
N

es

solucidén débil de

en Q

en afn

37



CONCLUSIONES
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Los resultados obtenidos anteriormente nos per-
miten dar una estimativa del tamafio de la re-
gién® ¢ para que el problema (I ) tenga solu-

cién.

Mas atn, podemos concluir que el problema (I )
siempre tendra solucién en una regidn de medida

suficientemente pequena.
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