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INTRODUCC ION 

La necesidad de describir la complejidad de las situa-

ciones encontradas en Análisis Funcional ha motivado a varios 

matemáticos a generalizar las nociones clásicas de espacios 

tonelados (t), de espacios infratonelados (i) y la de espa-

cios de Mackey (M). 

Así por ejemplo, la noción de espacio de tipo (DF) in-

troducida por Grothendieck [3] , inició el estudio de una 

nueva clase de espacios localmente convexos no necesariamen-

te infratonelados. 

Posteriormente, Husain [6] , Rojo [14] , M. de Wilde-

C. Houet [2] y otros, realizaron investigaciones con el ob-

jeto de obtener una nueva clase de espacios localmente con-

vexos empleando esta vez conceptos de numerabilidad. 

Esta tesis tiene como objetivo fundamental el estudio de 

tres nuevas clases de espacios localmente convexos: los es-

pacios d-tonelados (dt) y d-infratonelados (di) que fueron in-

troducidos por Husain [6] , yllos espacios d-Mackey (dm) que 

fueron introducidos por Rojo [14] . 

Estos espacios serán generalizaciones de los espacios 

tonelados, infratonelados y de Mackey respectivamente, y, co-

mo veremos posteriormente, mantienen relaciones con los es-

pacios que generalizan. 
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En esta forma, por ejemplo, el completamiento de un es-

pacio di será un espacio dt. 

Con la introducción de estos nuevos espacios se obtiene 

una nueva clasificación de los espacios localmente convexos, 

los cuales se conectan entre si por el diagrama siguiente: 

t =ti> dt 

‘i7  

M=4>dN 

A continuación damos una breve descripción de la forma 

como hemos organizado nuestro trabajo. 

El capítulo 1 tiene como finalidad el clarificar la ter-

minología utilizada y presentar las definiciones básicas,pro-

posiciones y teoremas fundamentales. Hemos omitido la demos-

tración de la mayoría de estos teoremas ya que las mismas se 

localizan fácilmente en las referencias dadas en la biblio-

grafía (ver [4] y [13] ). 

El capítulo 2 inicia el estudio de los espacios d-tone-

lados, d-infratonelados y d-Mackey presentando sus definicio-

nes y algunas caracterizaciones de estos espacios por medio 

del concepto fundamental de d-tonel. Los resultados demostra-

dos en este capítulo muestran como están conectados entre si 

estos espacios. 
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En el capítulo siguiente se analizan algunas propiedades 

hereditarias (subespacios, productos, cocientes,etc. ). Ade-

más se prueba que el completamiento de un espacio d-infrato-

nelado es un espacio d-tonelado. 

En el capítulo 4 presentamos una versión del famoso teo-

rema de Banach-Steinhaus para los espacios d-tonelados. Se 

demuestra también que el dual topológico de un espacio d-to-

nelado provisto de la topología débil es semi-completo. 

El capítulo 5 contiene algunos ejemplos y contraejemplos 

los cuales tienen la finalidad de mostrar que las recíprocas 

de las implicaciones del cuadro anterior no se verifican en 

general. Por otra parte, también demostramos que la propie-

dad de ser un espacio d-tonelado o d-infratonelado no se man-

tiene para los subespacios cerrados de los mismos. 

En el capítulo final se analizan condiciones mediante las 

cuales un subespacio preserva la propiedad de ser también un 

espacio d-tonelado o d-infratonelado. Más específicamente, se 

estudian los subespacios de codimensión finita o numerable y 

los límites inductivos estrictos de sucesiones de subespacios 

de d-tonelados y d-infratonelados. 

Para concluir esta introducción, haremos algunos comen-

tarios adicionales con respecto a la forma como hemos organi-

zado nuestro trabajo. 
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Cada capítulo está dividido en secciones. En cada sección 

las definiciones, proposiciones, teoremas y ejemplos están in-

dicados por un número ( por ejemplo, Definición 2). En un mis-

mo capítulo, serán referidos por el número de la sección y su 

número correspondiente ( por ejemplo, Proposición 3.2), y, en 

cada capítulo distinto, por el número del capítulo, de la se-

cción y su propio número ( por ejemplo, Teorema 3.2.3). 

Las referencias correspondientes a la bibliografía apa-

recen en corchetes [ ] . 



CAPITULO 1 

GENERALIDADES 

1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS. 

DEFINICION 1. Sean E un espacio vectorial sobre un cuerpo 

y r una topología sobre E. Se dice que el par (E, 'e ) es un 

espacio vectorial topológico (e.v.t) si las aplicaciones 

1) ExE 	E 

(x,y) 	x + y 

2) ExE 	E 

( «X X ) 1 	41••• ?x 

son ambas continuas. 

EJEMPLO 1. Tódo espacio normado (E,11 11) es un espacio vec-

totiál topológico. 

OBSERVACIONES. En lo que sigue, todo espacio vectorial E se 

supondrá sobre el cuerpo 1K de los números reales R o comple-

jos C. 

Si F es un subespacio vectorial de E lo anotaremos por 

F A E. En el caso de que (E, T;) sea un e.v.t y F A E, asu-

miremos que F es también un espacio vectorial topológico mu-

nido de la topología inducida por 11: y lo indicaremos por 

(F, re•F  ) o (F, 't/F). 
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Finalmente, en el contexto quedará claro cuando E( se 

considera como un cuerpo o como un espacio normado ( IK, 1 1 ) 

siendo 1 1 la norma del valor absoluto. 

DEFINICION 2. Sea E un espacio vectorial y A una parte de E. 

Entonces, 

1) A es equilibrado si 

VNCK, 12111==i). 1A SI A 

2) A es convexo si 

\-if  x,y c A,Vo(3peR4.. : oc+ p = i«.t>c,(3c + Ay C A 

3) A es un disco si A es equilibrado y convexo a la vez. 

PROPOSICION 1. En un espacio vectorial se tiene que 

1) La intersección o la unión de cualquier familia de 

partes equilibradas es equilibrada 

2) La intersección de cualquier familia de partes conve-

xas es convexa 

3) La intersecciém de cualquier familia de partes disquea-

das es disqueada. 

DEFINICION 3. Sea E un espacio vectorial y A .. E. Entonces, 

1) La cápsula equilibrada de A es el conjunto 

e(A)= n{B .5.; E/ A s; B, B equilibrado} . 

2) La cápsula convexa de A es el conjunto 

c (A)  = ni B = E/A = B, B convexo) - 

3) La cápsula disquéada de A es el conjunto 
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r(A)= n [ BE/AB B disco} 

Dado un vector x de un e.v.t (E, 25 ), el conjunto V E 

se dice que es una vecindad de x si existe un abierto Ue 

tal que x e U.V. Denotaremos con Vi(x, e) al filtro de ve- 

cindades de x. 

Una parte75 de Y(x, T5) se dice que es una base ( o 

un sistema fundamental ) de vecindades de x si dado VISNIx,e) 

3 u€73 : u wv. 

En todo e.v.t (E, T;), su estructura topológico queda com- 

pletamente determinada por una base del filtro de vecindades 

fVT0,1t, ) del origen O. 

Un e.v.t (E, le) es Hausdorff o T2 si la topología T5 
es Hausdorff. Esto equivale a decir que el conjunto unitario 

{01 es cerrado. 

Un e.v.t (E, T5) es metrizable si es T2 y si el filtro 

-VIO, e) admite una base contable. Una parte A de E se di- 

ce que es completa si todo filtro de Cauchy en A converge a 

un vector ( o punto ) de A. 

PROPOSICION 2. Sea (E, /7,) un e.v.t T2 . Entonces existe un 
A 

e.v.t Hausdorff y completo E que contiene a E como un sub- 
A 

espacio denso. Este espacio E es único salvo isomorfismos. A- 

demás, si )5  es una base de 	 ), entonces la familia 
A 

—E )5 = ( 	: Ve:1 } es una base del filtro de vecindades de 
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A 

O en E. 

2. ABSORCION. CONJUNTOS ACOTADOS. 

DEFINICION 1. SeanEun e. v,AEy xe E. Se dice que A 

absorbe x si:3)>O: lod» ===p- xe 0(A. El conjunto A se 

llama absorbente si absorbe cada vector x de E. 

DEFINICION 2. Sean A y B subconjuntos de un espacio vectorial 

E. Se dice que A absorbe B si 

17.1>m( c=1> B c X A. 

DEFINICION 3. Sea (E, re ) un e.v.t. Una parte A de E se dice 

acotada si V V e 4%\f(0, re ) se tiene que V absorbe A. En par-

ticular, si 7) es una base de 11\fj(0,Z) formada por conjun-

tos equilibrados, entonces A es acotado si 

V U e75 , 3 o( > o : A S o( U . La familia de todas las 

partes acotadas del e.v.t (E, 'e) se indicará por  

PROPOSICION 1. Sea (E, 25) un e.v.t. Entonces 

1) Toda parte finita de E es acotada 

2) La reunión de cualquier familia finita de partes acotadas 

es acotada 

3) Todo subconjunto de una parte acotada es acotado. 

4) La cápsula equilibrada de una parte acotada es acotada. 

5) La adherencia y el interior de una parte acotada es aco-

tada. 
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6) Toda sucesión de Cauchy es acotada. 

7) Toda sucesión convergente es acotada. 

8) Toda parte precompacta ( o compacta) es acotada. 

9) Cualquier combinación lineal de partes acotadas es acota-

da. 

10) Si "V(.0, e) admite una base de vecindades convexas, en-

tonces la cápsula convexa y la cápsula disqueada de toda par-

te acotada son también acotadas. 

Una familia 	de conjuntos acotados de un e.v.t (Eft ) 

se dice que constituye un sistema fundamental de conjuntos a-

cotados si toda parte acotada de E está contenida en algún 

miembro de ..74. 
DEFINICION 4. Sea (E, e) un e.v.t. 

a) Un subconjunto T de E se dice que es un tonel en E si T es 

un disco cerrado y absorbente. 

b) una parte S de E se dice bornívora si S absorbe cada con-

junto acotado de E. 

Es inmediato de la definición anterior que toda vecindad 

del origen es una parte bornívora de E. 

Un e.v.t (E, re) se dice casi-completo si todo subcon-

junto acotado y cerrado de E es completo. 

PROPOSICION 2. Sean E un espacio vectorial y A un disco no 

vacío de E. Denotemos con <A> al subespacio de E genera- 
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do por A. Entonces 

1) (A> = UnA 
n>, 1 

2) Si A es absorbente, E = <A> . 

3. ESPACIOS LOCALMENTE CONVEXOS 

DEFINICION 1. Un e.v.t (E, 25) se dice localmente convexo 

(e.l.c.) si y solo si el origen 0 admite una base de vecinda-

des convexas. 

En todo e.l.c (E, T:), el filtro de vecindades °VIO. r, ) • 

admite como base a : 

i) Las vecindades disqueadas y cerradas 

ii) Las vecindades disqueadas y. abiertas. 

PROPOSICION 1. Sea (E, t) un e.l.c. Entonces, existe una ba-

se )8  del filtro de vecindades VW, r ) tal que 

a) Cada V en 13 es absorbente. 

b) cada V en7 es equilibrada. 

e) Cada V en 25 es convexa. 

d) V V el> , 3 u cY,  : u + u v. 

Recíprocamente, Si E es un e.v Y 7,  una base de filtro 

en E que verifica las condiciones (a),(b),(c) y (d) anterio-

res, entonces existe una única topología /5 sobre E tal que 

(E, te ) es un e.l.c y para la cual, es una base de 41110, 

DEFINICION 2. Sea E un e.v. Una seminorma p sobre E es una 
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aplicación p: E --›-IR tal que : 

1) p( x + y ) < p(x) + P(y) 

2) p( x x ) =j p(x) 

para cada x, y en E y X en (K . 

Los espacios localmente convexos se caracterizan por es- 

tar determinados por familias de seminormas. 

PROPOSICION 2. a) Sea p una seminorma en un e.l.c. (E, r ). 

Entonces, Vo( >0, los conjuntos {- x E E / p(x) <11,Z} y 1 x e. E/ 

P(x)o(} son discos absorbentes. 

b) A cada disco absorbente A de E le corresponde una seminor-

ma p definida por 

p(x) = inf {. 1  / A > 0, xe 7.A} 

y con la propiedad de que 

{x CE /p(x) <1} 	 A =IxeE /p(x)‘_ 11 . 

La seminorma p correspondiente al disco absorbente A se 

llama la gauge de A la cual indicaremos por gA  . 

PROPOSICION 3. Sea ( E, "e ) un e.l.c. Entonces, 

a) una seminorma p sobre E es continua si y solo si p es con-

tinua en 0. 

b) Sea U ._.._ E disco absorbente. Entonces gu  es continua si y 

solo si U € V10, r). 
PROPOSICION 4. Dada una familia iii de seminormas definidas 

en un espacio vectorial E, existe una topología t. sobre E 
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la menos fina para la cual (E, r) es un e.l.c y tal que cada 

seminorma p £4 es continua. Además, los conjuntos de la for-

ma 

xe E / sup p (x)“ 	con ¿::>0 p €A, 

constituyen una base de vecindades cerradas del filtro de ve- 

cindades del origen 	t ) . 
DEFINICION 3. Un espacio localmente convexo E se dice que es 

un espacio de Fréchet si E es completo y metrizable. 

Es claro de la definición anterior que todo espacio de 

Banach- es un espacio de Fréchet. 

4. ESPACIOS TONELADOS, BORNOLOGICOS e INFRATONELADOS. 

DEFINICION 1. Un e.l.c (E, r) se dice tonelado ( o espacio 

t )si todo tonel en E es una vecindad de O. 

EJEMPLO 1. Todo espacio de Fréchet es un espacio tonelado. 

DEFINICION 2. Un e.l.c (E, /: ) se dice bornológico si todo 

disco bornívoro de E es vecindad de O. 

EJEMPLO 2. Todo espacio localmente convexo (E, T.7,) para el 

cual el filtro -T(o, t ) admite una base numerable es un es-

pacio bornológico. En particular, todo e.l.c metrizable es 

bornológico. 

DEFINICION 3. Un e.l.c (E, T7,) se dice infratonelado (o es-

pacio i ) si todo tonel bornívoro de E es vecindad de O. 
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EJEMPLO 3. Todo espacio bornológico es infratonelado. 

EJEMPLO 4. Todo espacio tonelado es infratonelado. 

5. APLICACIONES LINEALES Y EL TEOREMA DE HAHN-BANACH. 

Sean E y F dos e.v.t sobre K y f: E 	F lineal. En- 

tonces f es continua si y solo si f-es continua en O. Por o-

tra parte, si A SE es acotado y f continua entonces f(A) es 

también una parte acotada de F. 

Denotaremos con Z(E,F) al espacio vectorial de todas 

las aplicaciones lineales y continuas de E en F. 

Una forma lineal sobre E es una aplicación lineal f de 

E en K. Al espacio vectorial de todas las formas lineales so-

bre E lo llamaremos dual algebraico de E y lo anotaremos por 

E . Al espacio vectorial de todas las formas lineales y con-

tinuas sobre E lo llamaremos dual topológico ( o simplemente 

dual ) de E y lo anotaremos por E . 

Una forma lineal f sobre E es continua si y solo si f es 

acotada en una vecindad del O en E. 

Un subespacio propio maximal H de un e.v E se llama hi-

perplano de E. Si H es un hiperplano de E y a un vector de E 

tal que a # H, entonces todo vector x de E puede expresarse 

en forma única como x = h + a, donde h e El y Ae [K. 

Sea M á E. Por co-dimensión de M en E entenderemos a la 
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dimensión de cualquier subespacio complementario de M en E y 

lo denotaremos por cod M. 
E 

TEOREMA-1.(HAHN-BANACH). Sea E un espacio vectorial y 

una seminorma . Sean ME y f una forma lineal sobre M tal que 

1f(x)I 11 p(x), VxCM. Entonces existe una extensión lineal 

g de f tal que Ig(x)p(x) Vx€ E. 

Muchas son las consecuencias del teorema de Hahn-Banach. 

Indicaremos a continuación algunos corolarios de interés en 

la teoría que sigue. 

COROLARIO 1. Sea (E, 'e) un e.l.c. Entonces toda forma li- 

neal y continua sobre M á E admite al menos una extensión li- 

neal y continua sobre E. 

COROLARIO 2. Si B es un subconjunto disqueado de un e.l.c. E 

y al 	entonces existe una forma lineal y continua f sobre 

E tal que f(x)kl Vx e B y f(a) 	1. 

6. ESPACIOS DE APLICACIONES LINEALES. 

Sean E y F dos e.l.c. ,En 4X(E,F) definimos una topolo-

gía localmente convexa de la siguiente manera: 

Sea (Puna familia arbitraria de partes acotadas de E y 

II una base de vecindades disqueadas del O en F. Para cada 

A e e y cada V 05  llamemos 

W 	= 	cl(E,F) / t(A) 5.1 V 
A,V 1 



11 

Resulta entonces que cada conjunto WA,v es un disco de 

oll(E,F) y además es absorbente ya que si tfae,(E,F), t(A) es 

una parte acotada de F y luego :3:k;>0 tal que t(A)XV lo que 

implica entonces que t C7tW A,V 
Por tanto, la familia 	W / ACG-  ,VGy3 	define 

1 A,V 
una topología localmente convexa, sobre Je(E,F) llamada la 

&-topología o la topología de la convergencia uniforme so-

bre los conjuntos pertenecientes a 6- y la cual denotaremos 

EJEMPLO 1. Sean E y F dos e.l.c. Entonces las G-topologías 

siguientes sobre X(E,F) serán de gran utilidad más adelante 

a) La topología de la convergencia simple (o puntual): en 

la que (5' denota la familia de todos los conjuntos 

finitos de E. 

b) La topología de la convergencia precompacta: en don-

de (bm denota la familia de todos los subconjuntos 

precompactos de E. 

e) La topología de la convergencia fuerte: en la que El-

denota la familia de todas las -partes acotadas de E. 

PROPOSICION 1. Sean E y F dos e.l.c y T 	e(E,F). Entonces 

los enunciados siguientes son equivalentes: 

1) T es acotado en la G--top. 

2) Para cada vecindad V de O en F, n t-1(V) absorbe cada 
te T 

A G- 
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3) VACG- , U t(A) es acotado en F. 
te T 

DEFINICION 1. Sean (E, rE) y (F, eF) dos e.v.t. Entonces, 

a) Una parte T de 1(E,F) se dice simplemente acotada si pa-

ra cada x de E, el conjunto T(x) = { t(x) / t C T) es aco-

tado en F. 

b) Una parte H de 1(E,F) se dice equicontinua si V V VIO, eF) 

3 u e Vio, rE) tal que h(U) V, V h C H. 

7. DUALIDAD,  

DEFINICION 1. ,Dos espacios vectoriales E y F están en duali-

dad si existe una forma bilineal B sobre ExF : 

B: ExF  

(x,y)1--9- B(x,y) . 

Se dice que el triple (E,F;B) o simplemente el par (E,F) • 
si no hay ambiguedad posible, constituye una dualidad. 

La dualidad es separante en E si Vx E E, x 0,3yCF : 

B(x,y) V O. En forma análoga se define la dualidad separante 

en F. Una dualidad separante en E y F se llamará un sistema 

dual. 

EJEMPLO 1. a) Sea E un e.v. no trivial y sea E*  su dual al-

gebraico. Sea <,>: ExE* —~ ac la forma bilineal canónica, 

esto es, tal que 
* 

<x,f>= f(x) , Vx e E, Vf E E . 
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Entonces (E,E ; < >) es un sistema dual. 

b) Sean (E, t5) un e.l.c. T y E'su dual topológico. Entonces 2 
(E, E';< >)es un sistema dual. 

Sea ( E,F;B) una dualidad. Para cada y E F, la aplica- 

ción 

	

p: E 	R 
Y 

	

x 	p (x) =1  IB(x,y)I 
Y 

es una seminorma sobre E. 

Por tanto, la familia {p /yeF} de seminormas de-

terminan una única topología localmente convexa sobre E, que 

indicaremos por 0-(E,F), la cual es la topología la menos fi-

na que hace continuas cada seminorma p , y E F. Una base del 
Y 

filtro de vecindades '41/10,0r1E,F)) la constituyen los conjun-

tos de la forma 

	

e.V 	= x E E /p (x) 41e1, Vi= 1, 	, n 
i!-/1 1  P Yj 	 Y. 

en donde el, 	En  >0•  y s. 	F , n 	. .•yn   

	

Si para cada conjunto finito A ={ y 	y }de F con- 

sideramos la seminorma 

p (x) = 	sup p (x) = 	supIB(x,y.)I Y A 	115 	.4n 	11i/n 	1  

entonces la familia p / AGF, A finito } de seminormas de-

terminan la topología 4r(E,F) y en este caso, los conjuntos 

de la forma eVpA  ={ x E E / pA(x)“) 
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1={3ccE / sup IB(x,y.) ‘e } 
1<i<n 	1  

con £>o, constituyen una base deV10,Cr(E,F)). 

La topología 0- (E,F) se denomina la topología débil so-

bre E. Análogamente se define la topología débil 0- (F,E) so-

bre F. 

PROPOSICION 1. Sean (E,F;B) una dualidad y 0-(E,F), cr(F,E) 

las topologías débiles sobre E y F respectivamente. Entonces 

1) Si la dualidad es separante en F (resp. en E ), Cr(E,F) 

(resp. Cr(F,E)) es la topología localmente convexa la menos 

fina sobre E (resp. sobre F) para la cual F (resp. E ) es el 

dual topológico de (E, 0-(E,F)) (-resp. (F, 0-kF,E)). 

2) cr(E,F) (resp.0(F,E)) es T2 G=C> la dualidad es se-

parante en E (resp. en F). 

DEFINICION 2. Sea (E,F;B) una dualidad separante en F y 15 
una topología localmente convexa sobre E. Se dice que r es 

compatible con la dualidad si F es el dual topológico de E 

provisto de la topología r . Es decir, si 

E'= (E, r )-. F. 

PROPOSICION 2. Sea (E,F;B) una dualidad separante en F. En-

tonces los conjuntos convexos y cerrados de E son los mismos 

para todas las topologías compatibles sobre E. 

DEFINICION 3. Sean (E,F;B) una dualidad y A un subconjunto 
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de F. Entonces el polar de A es el subconjunto de E definido 

por 

A°= { x e E /113(x,y)1‘ 1. VYCA ) 
= { x€E , supIB(x,y)i .,41 1) . 

ye .A 

En forma análoga se define el polar de un subconjunto de 

E. 

PROPOSICION 3. Sea (E,F;B) una dualidad. Entonces, 

1) A c= A =F I:=1> A° 51 A° 1 	2 	2 	1 
2) A c=F, D = e(1)==D>1°= D° 

3) A g;(2:10 ) 0 = A0 ° 

4) A0 =  A000 

5) A 5 Fc=1> A°es un disco CM(E,F) cerrado 

6) (7.A)°=1  w  A°, V XeK, X O 

7) A°es absorbente4=4> A es 0- (F,E) acotado 

8) Si t 13 i e 1  es una familia de subconjuntos de F, 

( u 11. ) c. = n A? 1 

	

iel 	ici  i 
TEOREMA 1 ( DE LOS BIPOLARES). Sea (E,F;B) una dualidad se- 

parante en F y A una parte de E no vacía. Entonces, 

r (A) cr(EiF) = A°° , 

es decir, A°°es el menor disco Or(E,F) cerrado de E que con- 

tiene a A. 

COROLARIO 1. Sean (E,F;B) una dualidad separante en F y 



16 

ie I una familia de discos 0-(E,F) cerrados. Enton1 1J - 

ces , 

on A. ) = r ( U A° )cr(F,E) 
1 icI 	 idI 

Sea (E,F;B) una dualidad y sea (91.,( o- (F,E)) la familia 

de todas las partes cr(F,E) acotadas de F. Sea G-  una sub-

familia no vacía de 1( cr (F,E)). Por la proposición 3, los 

conjuntos polares de los elementos de G- son todos discos 

absorbentes y en consecuencia, por la proposición 3.1, exis-

te una única topología localmente convexa ee sobre E tal que 

las intersecciones finitas de los conjuntos de la forma 

XA°, X>0 , A e& 

constituyen una base para 	 (0. 'e). Esta topología 

también la llamaremos Cr-topología o la topología de la con-

vergencia uniforme sobre los conjuntos pertenecientes a C9-

PROPOSICION 4. Sea (E,F;B) una dualidad separante en F y sea 

o- (F,E)) no vacía. Entonces existe una familia 

0-• (F,E)) tal que Cr-top = C.-top Y además : 

1) Sus elementos son equilibrados 

2) Sus elementos son convexos 

3) Sus elementos son Cr(F,E) cerrados 

4) A€&-, ?CE, 21 01=4> XA eG2 

5) Si A 	A e 	entonces, n 
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4 

	

r( 	Ai) tr(F,E) = ( U A. 
vsl 1  

PROPOSICION 5. Sean (E, r) un e.v.t. y E su dual. Sea 

&1(r, ) = HISE'/ H es equicontinua ) . Entonces, 

1) VII 5;.E', HE eq( 	)<3=1).3ve-V")(o, t.) : H e= vo 

2) 61(e 	or- (E;E)). .Los polares se consideran con res- 

pecto a la dualidad canónica 	(E,E'; < >). 

Toda topología localmente convexa puede obtenerse como 

una 	(3--top para una colección apropiada de G- . En ese 

sentido tenemos la siguiente proposición. 

PROPOSICION 6. Sea (E, "(,) un e.l.c y sea E'su dual topoló-

gico. Entonces, 

= eq( 	) -top 

es decir, 25 es la G--top donde G- es la colección de to- 

das las partes equicontinuas de E. 

TEOREMA 2 (ALAOGLU-BOURBAKI). Sea (E, r) un e.v.t. y sea E' 

su dual. Entonces cualquier parte equicontinua de E'ES Or(E;E) 

relativamente compacta. 

DEFINICION 4. Sea (E,F;B) una dualidad y sea tnm.m  la fami- 

lia de partes de F definida por 

ET'1,4  = { A 5,1F ¡A es disco O-(FE)compacto} 

	

Es claro que 	1(er (F,E)) pues toda parte 0-1 (F,E) 

compacta es or(F,E) acotada. 



La C9-m-top sobre E se llamará topología de Mackey y la 

denotaremos por  

DEFINICION 5. Sea (E, r) un e.l.c. T2 y sea E'su dual. Se 

dice que E es un espacio de Mackey (o espacio M ) si se ve- 

rifica que 	eit,= 7(E,E'). 

EJEMPLO 2. Todo espacio (E, "C) infratonelado y Hausdorff es 

un espacio de Mackey. 

TEOREMA 3 (MACKEY-ARENS). Sean (E,F;B)un sistema dual y r 

una topología localmente convexa sobre E. Entonces, 

(E, /5 ) -= F.341.36-.5C7m  r= &-top y F =  AeCr 
COROLARIO 2. Sea (E,F;B) un sistema dual y tw una topología 

localmente convexa sobre E. Entonces, 

(E. e) -= F<H> Cr(E,F) < 	4 31- (E,F) . 

TEOREMA 4.(BANACH-MACKEY). Sean (E, r) un e.l.c.T2  y T un 

tonel en E. Sea A una parte disqueada,acotada y completa de 

E. Entonces T absorbe A, es decir, 

130(>0 : A 51 o(T. 

TEOREMA 5. Sea (E,F3B) un sistema dual. Entonces los conjun-

tos acotados de E para cualquier topología localmente conve-

xa compatible con la dualidad son los mismos. 

DEFINICION 6. Sea (E,F;B) una dualidad. Se llama topología 

fuerte sobre E, la cual anotaremos 	)5(E,F), a la 6- -top 

sobre E en donde 	G- = JL(om(F.E)). 

18 
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En forma análoga se define la topología fuerte p(F,E)  

sobre F. 

EJEMPLO 3. Sea (E, II II ) un espacio normado y E'su dual pro-

visto de la norma 

11 f II = sup 1f(x)1  - sup If(x)1, V f € E' . 
cb 	3W O Hx11 	114 ‘1 

Entonces, (E', II Ilcx,) es un espacio de Banach en donde 

la topología inducida por la norma II 11,3, coincide con la to-

pología fuerte p (E', E). Es decir, tal que 

enn.= J5( E',E). 

PROPOSICION 7. Sean (E, t)  un e.l.c y Et'su dual. Sea M un 

subconjunto de E. Entonces, 

1) M es 0.- (E',E) acotado.1=N3T G E tonel : M = T° 

2) M es j3(E',E) acotad~BTSE tonel bornívoro :M ST° 

PROPOSICION 8. Sea (E, t) un e.l.c. T2  casi-completo y sea 

E'su dual. Entonces 

kyL( cr- (E;E)) = k( fi (E',E)). 

PROPOSICION 9. Sean (E, r ) un e.l.c. y E'su dual. Entonces, 

1) E tonelado4=1>[VMSE-: M es cr(E:E)acotadoc=1).11 equiconti-

nuo.] 

2) E infratonelado44> [VM = E': M es p(E;E) acotado c=1> M 

equicontinuo.] 

PROPOSICION 10. Sean (E, t)  un e.l.c metrizable, E'su dual 
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Y "p = { Un : n e N ) una base de V10, r, ) . Entonces , 

la sucesión (U° : n e N } constituye una familia.fundamen-n 
tal de conjuntos )5(E'1  E) acotados. 

PRUEBA : Para cada n >1 , el conjunto U° es una parte equi-, n 
continua de E'y por tanto es J5 (E;E) acotado. Sea H un sub-

conjunto )5(E',E) acotado de E: Por la proposición 7, 13T c=E 

tonel bornivoro tal que H.51.T°. 

Siendo E por hipc;tesis un espacio i ( ya que es metriza- 

ble) , T e'Vj(0, t)  y luego 3 un  e75  : U cr. T. Por tanto, n 
T°= U° y luego H_T°_.U° . Concluimos entonces que la fa- -- n 	 n 
milia k  U° : neN} es una familia fundamental numerable de n 
conjuntos ill(E; E) acotados. 

DEFINICION 7. Se dice que un e.l.c Hausdorff ( E,r) es un 

espacio de tipo (DF), si E admite un sistema fundamental nu-

merable de conjuntos acotados y si toda parte de su dual to-

pológico E'que sea fuertemente acotada y tal que sea la reu-

nión de una sucesión de partes equicontinuas es también equi-

continua. 

8. APLICACION TRANSPUESTA. 

DEFINICION 1. Sean E y F dos espacios vectoriales y sean E*, 

F* sus respectivos duales algebraicos. Seaf:E--›-Funa 

aplicación lineal. Entonces, la aplicación lineal tf  :F*---- E* 
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definida por 

<x, t (y' )> = <f (x), y'> , Vxe E, Vyle F* f 
se llama transpuesta de f. 

PROPOSICION 1. Sean ( El  ,F1) y ( E2,F2 ) sistemas duales Y 

sea f : E1  --*-E2  lineal y Cr( El, F1)-0r( E2, F2) continua. 

Sea t : E* --10-E* la transpuesta de f. Entonces, f 2 1 

1) VA ZE , 
1 

2) VH 
( f(A))° = t-1( A°) . f 
( tf (H))°= f-1( 140)  . 

PROPOSICION 2. Sean (E,ZE  ) y (F, T.F  ) dos e.l.c. T2 con 

duales E'y F'respectivamente. Sea f: E --0,- F lineal. Entonces 

1) f es 2:E  - /5F continuar=1>f es 0(E,E)- cr(F,F)conti-

nua. 

2) f es T:E  - rF  continuac=D>t es Cr(F',F) - 0- (E',E) con-

tinua y también J5(F; F)- jb(E; E) continua. 
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CAPITULO 2 

ESPACIOS d-TONELADOS, d-INFRATONELADOS Y 

d-MACKEY 

En este capítulo introduciremos tres nuevas clases de 

espacios vectoriales topológicos, los cuales serán extensio-

nes de espacios conocidos. 

En lo que sigue, todo espacio vectorial topológico E se 

supondrá localmente convexo y Hausdorff. 

1. ESPACIOS d-TONELADOS. 

DEFINICION 1. Sea (E, 15) un e.l.c. y sea E'su dual. Se di-

ce que E es un espacio d-tonelado (o contablemente tonelado), 

si toda parte B de E'y Or(E; E) acotada que sea reunión de 

una sucesión de partes equicontinuas de E'es también equicon-

tinua. 

Anotaremos un espacio d-tonelado por dt. 

DEFINICION 2. Sea (E, r) un e.l.c. LLamaremos d-tonel en 

E a todo tonel T 91 E tal que 

T =n , donde Vn>l, un e Vi(o, 	) 
1 

disqueada y cerrada. 

El teorema que sigue caracteriza los espacios dt. 

TEOREMA 1. Sean (E, 15) un e.l.c. y E'su dual. Entonces, 



Dado que T°es una parte om- (E', E) acotada de E', 

también Or-  (E', E) acotada. Ahora, V n)1 

U U°  
nll n 

U° es una parte n 

es 

de donde concluimos que TeVIO, 

( u u0 )0= n u.0 = n U 
n) 1 n 	n 1 n 	n>. 1 n  

"e• ) . 
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(E, 'C) dt.:1=C> [VT C E d-tonel 1=1). T € V(0, 't )J 

PRUEBA: \lf......1:/ Sea T = n Un un d-tonel en 
n 11 

E. Por el co- 

rolario 1.6.1 tenemos que UU°  = ( U U°  nll n  — n 1 n 
) 00 T°. 

equicontinua de E'y por tanto U U°  es equicontinua. 
n 1 n 

Tomando polares nuevamente obtenemos : 

=T • 

Sea 	tH 1.1  una sucesión de partes equicontinuas 

de E'y tal que U H es Cr(E;E) acotada. Hagamos 
n 1 n 

T = ( U H ) n» n 
H° E.V.)( O, 'e ) n 

° = r1H ° 
ill n 

disqueada y cerrada, por Ahora, V n 1, 

tanto T es un d-tonel en E y luego T eVIO,r ). Siendo 

T°= ( U H )°° una parte equicontinua de E; tenemos que 
/111 n 

U H es también equicontinua, lo que prueba que el espa-
n;11 n 
cio (E, 1,) es d-tonelado. 

COROLARIO 1. Todo espacio tonelado Hausdorff es un espacio 

d-tonelado. 

PRUEBA: Consecuencia inmediata de la definición de espacio 

tonelado. 

2. ESPACIOS d-INFRATONELADOS. 
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DEFINICION 1. Sean ( E,2:) un e.l.c y E'Sú dual. Se dice 

que E es un espacio d-,infratonelado (o contablemente infra-

tonelado ), si toda parte B de E y 15(E'. E) acotada que 

sea reunión de una sucesión de partes equicontinuas de E'es 

también equicontinua. 

Anotaremos un espacio d-infratonelado por di . 

DEFINICION 2. Sea (B,Z) un e.l.c. Llamaremos d-tonel bor-

nívoro en E,a todo tonel bornivoro T E tal que 

T =(u , donde 1n n?,1, Un  e VIO, ) 
disqueada y cerrada. 

El teorema que sigue caracteriza los espacios di . 

TEOREMA 1. Sean ( $,1t) un e.l.c. y E'su dual. Entonces, 

(E,t) di<=1).[VTSE d-tonel bornívoro==t> T e 

PRUEBA: ===t> Supongamos que (Es t) es di. Sea T = n U 
ri>1 n 

un d-tonel bornívoro en E. Por el corolario 1.6.1 tenemos : 

UU° 	U U0 ) 00  c= T° . 
n 	n11 n 

Siendo T°una parte(E', E) acotada , 	U° es tam- _ 	
n;11 n 

bién 15(E'1E) acotada. Ahora, 19( n>,1 , Iii°1  es equicontinua 

y dado que por hipótesis E es un espacio di, tenemos que el 

conjunto U U° es equicontinuq. 
n/ln 

Tomando polares obtenemos: 

(UU9 )° = ()U" = n U = T ^V(0, 	). 
n1 ln 	n ln 	n 	n 

Sea {FIn una sucesión dé partes equicontinuas de 
?.11 
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E'tal que U H es 	111( E - ,E) aCotada. Hagamos 
n)1 n  

T = ( 	H )° = n Ho 
r1 n 	n1n 

	

Observando que /Itn;>1 , H0 E fV-(0, 	disaueada y ce- 

rrada, resulta entonces que T es un 'd-tonel bornívoro de E y 

luego T E/V-1(0, V ). Siendo T° = (U ,H )°° una parte equi- 
n >1 n,  

continua de E', tenemos que U H es equicontinua. Esto prue- 
nX 

ba que (E, te) es un espacio di. 

COROLARIO 1. Todo espacio infratonelado Hausdorff es un es-

pacio d-infratonelado. 

PRUEBA: Consecuencia inmediata de la definición de espacio 

infratonelado. 

COROLARIO 2. Todo espacio bornólógico Hausdorff es un espa-

cio d-infratonelado. 

PROPOSICION 1. Sea ( E,r ) un espacio de tipo (DF). Enton-

ces ( E, 'e  ) es un espacio di. 

PRUEBA: Resulta inmediato de la definición de espacio (DF). 

PROPOSICION 2. Sea ( E,r) dt. Entonces (E,25) di . 

PRUEBA: Basta observar que,  todo_ d-tonel en E ( y en parti-

cular todo d-tonel bornívoro ) es vecindad del O. 

PROPOSICION 3. Sea (E,r) un e.l.c casi-completo. Entonces, 

(E, e)-dt<177t> (E, V) di 

PRUEBA: \z7=1t.r,/  Ver proposición 2. 

<3=== 	Sea T = n Un  un d-tonel en E. Ahora, T°es un disco 
411 
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cr (E'. E) acotado de E'y por tanto es p(E', E) acotado ya 

que por hipotesis (E,T) es casi-completo. 

Dado que T" = T , tenemos que T es un d-tonel bornivo-

ro de E y por tanto es una vecindad de O en E. Esto prueba 

que (E,I,) es un espacio dt. 

COROLARIO 3. Sea (E, r) un e.l.c completo. Entonces, 

(E,1Z) dt<1M=1> (E, Z) di . 

3. ESPACIOS d-MACKEY. 

DEFINICION 1. Sea (E, 'e) un e.l.c y sea E'su dual. Se dice 

que E es un espacio d-Mackey si toda parte B de E'que sea re-

unión de una sucesión de partes equicontinuas de E'y tal que 

su cápsula disqueada í' (B) sea 0,-(E',E) relativamente com-

pacta se tiene que B es también equicontinua. 

PROPOSICION 1. Sea (E,e) un espacio M. Entonces (E,e) es 

d-Mackey. 

PRUEBA: Sean B 51E y {}1n1 una sucesión de partes equi- 
n%11 

continuas de E' tales que B = k....)H y 	r (B) es Cr(E;E) _ 
nll n 

relativamente compacta. Probaremos que B es equicontinua. 
Cr(E;E) 

En efecto, p(B) 	es un disco compacto de E'y por 

tanto su polar ( ri(B) 	) 0 e -1, ( 0, re ) ( puesto que E , t7'(E;E) 

es por hipótesis un espacio M ). Siendo  

nemos que B0 CV(0,1e) y luego B es una parte equicontinua 

te- 
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de E: Esto prueba que (E, t)  es un espacio d-Mackey. 

COROLARIO 1. Todo espacio infratonelado Hausdorff es un es-

pacio d-Mackey. 

PRUEBA: Resulta inmediato ya que todo espacio infratonelado 

Hausdorff es un espacio M. 

NOTACION. En lo que sigue, todo espacio (Es t) d-Mackey se-

rá denotado por dM. 

PROPOSICION 2. Sean (E,2",) di y E su dual. Entonces (E,Z) 

es un espacio dM. 

PRUEBA: Sean B E' y (11 	una sucesión de partes equi- 
n?, 1 

continuas de E'tales que B = L)H y r(B) es n n 1 
relativamente compacta. Probaremos que B es equicontinua. 

En efecto, rI(B) es J5(E; E) acotada (ver 

tulo 3, § 6, Proposición 7). Luego, B es P (E;E) acotada Y 

dado que E es por hipótesis un espacio di, se tiene que B es 

equicontinua. Esto prueba que (E,r) es un espacio dM. 

Los resultados demostrados en este capítulo nos permi-

ten construir el cuadro siguiente : 

CUADRO 1 

t  	dt 

r-i> di 



Mostraremos en un capítulo posterior, que las implica-

ciones recíprocas no se verifican en general. 

28 
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CAPITULO 3 

PROPIEDADES HEREDITARIAS 

1. SUBESPACIOS DENSOS. 

LEMA 1. Sean (E, r ) un e.l.c. y L 4 E denso. Si E'y L'son 

los duales de E y L respectivamente, entonces la aplicación 

f 	(4)(f) = f/L ( restricción de f a L ), 

satisface las propiedades siguientes: 

1) y es lineal y biyectiva. 

2) V HE, H equicontinua~ y(H) equicontinua. 

3) y es Cr(E',E)- cy--(L',L) continua y también 	p(E-, E)- 

)5(L; L) continua. 

PRUEBA: 1) y así definida es claramente lineal. Probemos 

que es biyectiva. Sean f,g e E tales que y (f) = 	(g)• 

Luego de f/L = g/T, se concluye que f = g por ser L denso en 

E. Por tanto (4)  es inyectiva. 

Sea hC L. Designemos con h a la única extensión li-

neal y continua de h a E ( [4] , Capítulo 2, /9, Proposición 

5 ). Se tiene entonces que y ( 	= h y luego y es suryec- 

tiva. 

2) Resulta inmediato observando que BE-  equicontinua<1==1> 

9 q: E 	tR seminorma continua tal que I f (x) I 4 q(x) , 	e E 
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y V f €1.1 ( [4] ,Capítulo 3, 44 página 200 ). 

3) Mostremos que y es crs(E',E)- o- (L',L) continua. Sea W u-

na cr(L',L) vecindad de O definida por 

W ={g-c L': sup l<g'syi>l .G6 } , en donde yie L 

l‘i<n, ne N y e> 0. Ahora, si V designa la cr (E',E) ve- 

cindad de O dada por V ={he E': supl<h,yi>k¿} , tenernos 

que, para f e V, 

l<f•Yi> k E 	, 1in 

t 	
> 	l<f/L 
	 1<in 

i> 	l<4) ( f), Yi>1‘..6 , l‘i4n 

r    v 	4) (f)e W - 

Es decir, y (V) 	W . Esto prueba que Y es o- (E; E)- 

0--(L',L) continua. 

PROPOSICION 1. Sean (E, •-c ) un e.l.c. y L _4 E denso. Enton- 

ces, 

di 	

dt } 

I> 	 di 

	

1 	

dM 

(L, 'e l,  
dt I 

(E,)[ 

PRUEBA: 	Mostremos que 

1)  (L,el, ) dt l> 

2)  (L,ZL  ) di , I> 

3)  (L,tL ) dM i> 

(E,t) dt 

(E, e) di 

(E,r) dm . 
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En efecto. 1) Sea H =k,...)H una parte or(E', E) acotada 
n1 ln  

n in 1 l 
de E reunión de una sucesión IH 1, de partes equiconti- 

nuas de E: Por el lema 1 anterior, la aplicación y 	L' 

es 	(E- ,E)- or (L- ,L) continua, luego y (H) = 	y (H) 
n.>1 	n  

es una parte O-  (L- ,L) acotada de L' y además se tiene que 

4) (Hn) 	L equicontinua para todo n :11. 

Siendo por hipótesis (L,r / j ) un espacio dt, concluimos 

que y (H) es equicontinua y luego H también lo es. Esto prue-

ba que (E, e) es un espacio dt. 

2) Se procede igual que en 1) observando que y es 

p (E- ,E) - 	(L',L) continua. 

3) Sea H = U H una parte de E-reunión de una sucesión n 11 n 

IHnyi i.cle_partes equicontinuas de E'y tal que rl (H) es 

Cr(E- ,E) relativamente compacta. Ahora, y04)=U y ( lin ) . 
n11 	- 

donde, V n 1, y (11 ) SI L' equicontinua. 

Dado que P( 	(II)) = y un (H)) es o-  (L',L) relativa- 

mente compacta (por ser (11),  lineal y continua), y , siendo por 

hipotesis (L,r1.) un espacio dM, tenemos que y (H) es equi-

continua y por tanto H también lo es. Esto prueba que (E, r ) 

es un espacio dM. 

COROLARIO 1. Sean (E,e) un e.l.c. 	L A E denso y F 4 E 

tal que L S; F. Entonces, 



 

1 dt 	 [ dt I 

r 	til (F, rF  ) 	di 
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( L /C L  

 

  

PRUEBA: Se deduce inmediatamente de la proposición 1 por ser 

L denso en F . 
A A 

COROLARIO 2. Sea (E, 'e ) un e.l.c y sea ( E, e ) el comple-

tamiento de E. Entonces, 

	

(dt 	 í dt 1 
AA   

(E, Z5 ) 	di 	1 	4> ( E, r ) 	di 

A A 
PROPOSICION 2. Sean (E, r ) un e.l.c y ( E, X: ) su completa- 

miento. Entonces, 
A A 

	

(E,r) di , 	t> (E, r ) dt . 
A 

PRUEBA: Sea T = n U un d-tonel en E. Es claro que el con- 
n11 n 

junto Tn E es un tonel en E. Sea M una parte acotada de E. 
AA ,  Entonces, r(M) es también acotada en E y luego rIM; 

A 
es un disco cerrado, acotado y completo de E • 

A A 

	

A 	 (E,1c) [' 

	

Siendo T un tonel en E, T absorbe a r(M) 	, y por 

tanto Tr1E absorbe a M. Como M se escogió arbitrariamente, 

concluimos que el conjunto TC1E es un tonel bornívoro de E. 

Ahora, 

Trl E = (nun)flE = n ( U ( E) 
ri 1 n  n11 
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y siendo para cada n1, UnrIE una vecindad disqueada y ce-

rrada de E, tenemos que TflE es un d-tonel bornívoro de E y 
A A 
(E t'-' 	A 

luego es una vecindad de O en E. De ahí que TnE 	ar()0,15). 
A A 

Ahora, TnE (E,1:1) 	por ser T cerrado. Resulta entonces 
A A 

que T CV(0, e)  y luego el espacio ( E, 15 ) es d-tonelado. 

2. IMAGEN POR UNA APLICACION CONTINUA. 

DEFINICION 1. Sean (E,e1) y (F,1:2 ) dos e.l.c. y sea la a- 

plicación f: E 	F lineal. Se dice que f es casi-abierta si 

VV¿\/(0,r1), f(V) es una vecindad de O en el subespacio 

f(E) de F. 

LEMA 1. Sean (Esti), (F.2:2 ) dos e.l.c con duales E'y F' 

respectivamente. Sea f: E 	F una aplicación lineal y con- 

tinua y sea tf: F 	E la transpuesta de f. Sea H SI F: En- 

tonces, 

1) H equicontinuac==i> tf (H) equicontinua 

2) Si f es casi-abierta y suryectiva 

H equicontinua <1==i> tf (H) equicontinua. 

PRUEBA: 

1) Probaremos que (tf (H)) ° E.I .N(0,t1). En efecto, siendo 
-1 (tf (H))°= f (H°), y dado que WEMO,r2 ), tenemos entonces 

que (tf (H)) - e"Vlo,ri) por ser f continua. 

2) Por (1) será suficiente con mostrar que : 
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tf (H) equicontinua ===> H equicontinua. 

Sea entonces tf (H) una parte equicontinua de E: Luego, 

(tf (H))°C .V10,q) y dado que (t f (H))°= f-1(H0 ), tenemos en-

tonces f-1  (Ho )CrIVIO,e1). Siendo por hipótesis f una aplica-

ción casi-abierta y suryectiva, 

H° = f(f-1(H°))£: ^v(0,t5 2 ) 

de donde concluimos que H es equicontinua. 

PROPOSICION 1. Sean (E,151), (F,e2 ) dos e.l.c., E'y F'sus 

duales respectivos y f: E --s- F lineal,continua,casi-abierta 

y suryectiva. Entonces, 

tal 	 dt 

(E,ri) d 	

1 

	

i 	c===1> (F,"e 2  ) di 

	

dM 	 dM 

PRUEBA: 

1) 	(E, 'el  )dt c==i> (F, t:2  )dt. 

Sea H =k-)H una parte Or(F',F) acotada de F donde, para 
n1  ln  

cada n111, Un  SI: F' equicontinua. Entonces, si t f es la trans-

puesta de f, t es ad(F",F)- or(E',E) continua (por ser f 

continua ). 

Ahora, tf (H) = U t (H ) es 0-'(E', E) acotada y sien-
r.11 f n  

do por hipotesis (E,t1) un espacio dt, tenemos que tf (H) es 

equicontinua. Por el lema 1 concluimos que H es equicontinua 

y por tanto (FX:2) es un espacio dt. 
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2) (E,11-1)di ===t> (F,e 2 )di . 

En efecto, basta observar que tf  es 	j5(F',F)- )5(E',E) con- 

tinua y luego procedemos en forma similar a la parte (1). 

3) (E,T.:1)dM c==t> (F,r2 )dM. 

Sea H = L'H una parte de F reunión de una sucesión 
)1 n  

de partes equicontinuas de F'y tal que r(H) es ov-(F',F) re-

lativamente compacta. Siendo tf lineal y orJ(F',F)- 0-*(E',E) 

continua, tenemos que tf ( -1 (H)) = r(tf (H)) es o-- (E',E) re-

lativamente compacta. 

Ahora, t (H) = U tf (Hn) y como por hipotesis, (E,/51) 
n?- 1 

es un espacio dM, tenemos que tf (H) es equicontinua. Por el 

lema 1 concluimos que H es equicontinua. Esto prueba que 

(F,r2 ) es un espacio dM. 

COROLARIO 1. Sea (E, V,) un e.l.c. y L 4 E cerrado. Sea 
ftwi E/I, el espacio cociente de E por L. Entonces, si l., designa 

la topología cociente sobre EJIA , 

dt 	 dtl 

(E,It ) di c==.1> (E/L,t.:1 ) di 

1 dM 	 dM . 

PRUEBA: Es consecuencia inmediata de la proposición 1 obser-

vando que la aplicación canónica 

f: (E, "C ) 	(E/L , rel  ) 

(11 «}n..,  1 

UNIVERSIDAD DE PANAMA 



ViC I • ( E . ,T, . ) i 	i 

dt 

di L=1). ( F , 'e ) di 

dM 

d 1 t  
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es lineal, continua, abierta y suryectiva. (Ver [4 Capítulo 

VII,Página 106 ). 

3. TOPOLOGIA FINAL 

PROPOSICION 1. Sean {Mi. ti  )} i e 1 
una familia de e.l.c 

Y F un espacio vectorial. Para cada ie I, sea f.: E. ---0- F 1 	1 
una aplicación lineal tal que U f. (E.) genera F. Sea / la ic 1  1 1 
topología localmente convexa más fina sobre F tal que V i e I, 

f. es t - r continua. Entonces 1 	i 

PRUEBA: Mostremos por ejemplo que si 

(Eipe i) dt ==[> ( F , "e ) dt. 

En efecto, si observamos que: 

a)Vie I , f. continua .---t> tf. es am'(F; F)- cr'(E7,E. )   1 1 
con- 

tinua y también )5(F',F)- )3 (Eí,Ei) continua 

b) 	Una parte H de F 'es equicontinua <1=1> Vi e 1, H o f.= 1 
= ( hof. / he H } es equicontinua ( [4] , Capítulo 3, 44, 1 
Proposición 5 ), entonces, 

Si N = L.) H es una parte om (F', F) acotada de F', don-
n .‘1 1 n 

de V n>l, Hn  es equicontinua, tenemos que para cada i e I, 

tf. (#) = U t (H ) es una parte pm (E:, E.) acotada de 
1 	1.1.1 fi  n 	 1 	1 	 1 
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y además 	tf  (Hn  ) equicontinua para cada n 1. Siendo por .  1 • 
hipotesis ( E ,ei  ) un espacio dt , tenemos que tfi(H) es i 

ViC equicontinua , 	I.  

Dado que V iC I , 

tf. ( H ) ={ tf.  (h) / he H } 
i 	 1 

=1 hofi  / he H 

= Hofi  

vemos que H of . es equicontinua y luego H también. Esto 1 

prueba que (F, et ) es un espacio dt. 

COROLARIO 1. Sea 1(Ei,ti)1 
i C I 

una familia de e.l.c Y 

sea F = CI E. la suma directa de los ( Ei, ei  ) . Entonces, 1 i c I 

y ie I, 	(E. ,t, • ) 1 	3- 

1 dt 	 dt } 
di 1=4> (F, "e ) di 

PRUEBA: Es consecuencia inmediata de la proposición 1 obser- 

vando un caso 1 
ic 1 

particular de topología final (Ver [13], Capítulo VII, Página 

112 ). 

4. PRODUCTOS. 

PROPOSICION 1. Sea 	t(E., ti)1 . 1 	
le I una familia de e.l.c. 

y sea E = TTE. munido de la topología producto t . Enton- 
i e' 1  

ces, 
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(E,% ) di f dt

dM 

(E. /ti) 

dt} 

di 

dM 

, 	Vi e I. 1 

PRUEBA: Mostremos por ejemplo que 

(E,'e) di <-1>  (Ei  ,e5. ) di Vi C I . 

"\z.—.......  ji> Sea (E, r ) di. Dado que V ie I, la i-ésima proyecc- 

ión canónica p.: E 
1 

E. es una aplicación lineal,conti-1 
nua, abierta y suryectiva ( [13] ,Capítulo VII,Página 96 ),se 

sigue de la proposición 2.1 que Vie I, (E, t) di. 

Sea H = U H una parte p (E; E) acotada de E'reu- 
.(_1=3.2 	ril n  

nión de una sucesión /H1 n>1 	 E: de partes equicontinuas de n? 
Siendo H acotada, 3 A G. 1 finito tal que 

H = o p:(H) = ® p:( u H ) ( en donde i  ch 1 

	

- 	i e á 1nl n 
1:: = proyección de E'= C) E. sobre Eí , fi e I ) . 1 	 i c I 1  

Como p'. es f)(E; E)- 
'
fik(E' ,E) continua, resulta que 

1   
para cada i e A , P.:(k-)H ) = U p(H ) es una parte  

1  /-1  in 	rill 1 n 	 r 1 1 
acotada de E y además p'(H ) equicontinua para cada n > 1. 

Siendo (E.,r.) di, Vi e I, se tiene que pí(H) es equicon-

tinua V i e A y por tanto H es equicontinua. Esto prueba que 

(E, r ) es un espacio di. 



CAPITULO 4 

TEOREMA DE BANAcH-STEINHAUS EN 

ESPACIOS d-TONELADOS 

En este capitulo presentamos una versión del famoso teo-

rema de Banach-Steinhaus para los espacios dt. Además se de-

muestra aquí que para un espacio d-tonelado E, su dual topo-

lógico E provisto de la topología débil cr (E; E) es semi-

completo. 

1. TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS EN ESPACIOS d-TONELADOS. 

En la demostración del teorema de Banach-Steinhaus ha-

remos uso de las proposiciones siguientes: 

PROPOSICION 1. Sean (E, ee) un e.l.c. y E'su dual. Entonces, 
-0(E',E) equicontinua. 

PRUEBA: Por el teorema de los bipolares, tenemos que: 
cr(E;E) r (H) 	= Ho 

cr(E;E) u-u') 	)0= H°°° = H° &VIO, e). 
or(E;E) 

Por lo tanto, Fl(H) 	es equicontinua. 

Siendo, 	-01(E;E) 	r uncr(E;E) , concluimos enton- 

ces que 	es equicontinua. 

PROPOSICION 2. Sean E y F dos e.l.c. y Hausdorff y sea H u- 
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Luego, 
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una parte equicontinúa - de Y,(E,F). Entonces, la restricción 

a H de cada una de las siguientes topologías son idénticas: 

1) La topología de la convergenciasimple en un conjunto to-

tal de E. 

2) La topología de la convergencia simple sobre E. 

3) L a topología de la convergencia precompacta. 

PRUEBA: ( Ver [171_, Capítulo III, 55 4, Proposición 4.5 ) 

PROPOSICION 3. Sean E y F dos e.l.c. Hausdorff y sea H una 

parte equicontinua de X(E,F). Supongamos además que E es 

separable y F metrizable. Entonces la restricción a H de la 

topología de la convergencia simple es metrizable. 

PRUEBA: ( Ver [17] , Capítuio III, Sr  4, Proposición 4.7.) 

TEOREMA 1 (BANACH-STEINHAUS ). Sean (E, Tj) un espacio d-to-

nelado, E'su dual topológico y n, n'1.1 una sucesión Cr(E;E) 

acotada de E: Si n. n111 kf 1. 	
converge puntualmente a una for- 

ma lineal fo , entonces fo E y la sucesión kfnl n>.1 
converge uniformemente a fo en cada subconjunto precompacto 

de E. 

	

PRUEBA: Para cada 	tenemos que, 

{fn} =t> 	equicontinuo. 

Ahora, 	{f 	 = 	1 	eh c(  E, .E) acotada ( 
n 	n 711 - 	lf  n j n7:11 

o por hipotesis). Luego, siendo E un espacio dt, tenemos que la 

sucesión 	 es equicontinua. Siendo fo el es(E;E) 
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límite de la sucesión 	f 1, 	tenemos que f € E (pro- n;11 	 o  
posición 1 ). 

Por la proposición 2, concluimos que fn 	fo unifor- 

memente en cada subconjunto precompacto de E. 

PROPOSICION 4. Sean (E, re ) un espacio dt separable y E' su 

dual. Entonces toda parte 0- (E;E) acotada de E' es cm(E; E) 

secuencialmente relativamente compacta. 

PRUEBA: Sea M 5.;E' una parte 0(ES)acotada, y sea kf111 n1 
una sucesión en M. Es claro que {fn). n1 es 00-'(E;E) aco-

tada y siendo E un espacio dt, utilizando un razonamiento si- 

milar al empleado en el Teorema 1 , concluimos que (fnl n'?>1 
es equicontinua. 

cr( E',E) 
Por otro lado, Ifnl rq11 	está contenida en E' y ade- 

más es equicontinua ( proposición 1). Siendo E separable, te- 
(E',E) 

nemos que {n}
0 
 n 1 	es metrizable ( proposición 3) y a- 

demás 40-"(E;E) compacta ( teorema de Alaoglu-Bourbaki). 

Como es bien sabido que en un espacio métrico, la compa-

cidad secuencial equivale a la compacidad, concluimos que la 

sucesión { f 	contiene una subsucesión convergente y 
n} n 

cuyo límite pertenece al conjunto 1f n_ n>, 1 	
m 

Esto prueba que M es or'(E',E) secuencialmente relativamente 

compacto. 

El corolario que sigue es una consecuencia inmediata de 
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la proposición anterior. 

COROLARIO 1. Sea (E, r) un espacio dt separable y sea E" su 

dual. Entonces toda parte 0- (E;E) acotada y cerrada de E'es 

o' (E; E) secuencialmente compacta. 

2. APLICACIONES DE ESPACIOS dt Y di EN ESPACIOS LOCALMENTE 

CONVEXOS. 

PROPOSICION 1. Sea ( E, t5) un espacio dt (resp. di ) y sea 

Pin) n1,11 
continuos de aplicaciones lineales de E en F tal que U H 

n 1 n  
es simplemente (resp. fuertemente ) acotada. Entonces , el 

conjunto U H es equicontinuo. 
ri 1 n 

PRUEBA: Notemos en primer lugar que si V es una vecindad dis-

queada y cerrada de O en F, entonces 

(----) II-1(V) =n?"«.° n e  )=1 h Hh-1  (V) 	es un conjunto 
h e L-9  H 	 n ril n 

disqueado y cerrado en E. 
ce 

Sea W = nn h-1(y) . Consideremos ahora los casos 
n=1 heH 

siguientes: 

CASO 1. Supongamos que U H es simplemente acotado. Vamos 
nli n 

a probar que W es absorbente en E. 

Sea x e E. Luego U H(X) es acotado en F. Por tanto. 
n 1 n 

F un e.l.c. Sea una sucesión de conjuntos equi- 

n 
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34>0: U H (X) 	 x .0( n n 	=c., .4> w es 
n11 n 	 n=lheHn 

absorbente en E. 

El resultado anterior muestra que el conjunto W=r--- 1-1-1(V) 
H n 

es un d-tonel en E y luego es una vecindad de O por ser 

E un espacio dt. Concluimos entonces que U H es equicon- 
n 11 n  

tinuo. 

CASO 2. Supongamos que U H es fuertemente acotado. Sea 
n;11 n  

A c.E acotado. Entonces U H (A) es acotado en F. Vamos a 
n 	n  

mostrar que W es un d-tonel bornívoro en E. 

En efecto, es claro que W es un d-tonel en E ( ver Caso 

1). Probemos entonces que W es bornivoro en E. 

Siendo A E acotado, como U H es fuertemente acotado. 
n11 9b 

H (A) c Xv ==> A 7, ni h(V) = XW. 
n 1 n 	 n=LhcHn 

Por tanto, W absorbe a A. Esto prueba que W es un d-tonel bor-

nivoro de E. 

Ahora, dado que por hip¿tesis E es un espacio di, tenemos 

que W 	r) y luego U H es equicontinuo. 1 n 
COROLARIO 1. Sea (E, -r ) un espacio dt ( resp. di ) y sea 

F un e.l.c. Sea 
1f 	

n>.1 una sucesión de aplicaciones li- 

neales y continuas de E en F simplemente ( resp. fuertemente) 

acotada. Entonces es equicontinua. If  n n1 
PRUEBA: Haciendo Hn = ( fn 1 , Vn;› 1, el resultado se si- 
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gue inmediatamente de la proposición 1 anterior. 

COROLARIO 2. Sea (EXE) un espacio dt y sea un e. 

1.c. Supongamos que 1f es una sucesión de aplicacio- n} n11 
nes lineales y continuas de E en F tal que Ifn5 n.1 con- 
verge puntualmente a una aplicación f : E --0- F. Entonces o 
f es lineal y continua. o 
PRUEBA: Es claro que la función 

f : E ---3.- F o 
x 1-----~ fo (x)= hm f (x) 

n'"° n  

Ifn}n1 es una es lineal . Por otra parte, la sucesión 

sucesión simplemente acotada. Luego por el corolario 1, la 

/f l es equicontinua. sucesión 	
ni 11 

Vamos a probar entonces que fo  es una aplicación conti- 

nua. 

Sean V, U 0CY(0,17,F) disqueadas y cerradas tales que 

U + u V. Dado que {fn n 1 es equicontinua, tenemos 

W = n f:1 (u) e V(0,rE) . Sea ahora ( xa<  )0teAuna red en E, 
n >•1 - 

y tal que xet --0.- O. Mostraremos que fo ( xoc  )---4.- O, lo cual 

será suficiente para probar que fo es continua en O y por lo 

tanto, continua en todo E . 

Como 	 xW  e W. Es decir, 

V /1.1: fn ( x«  ) e U. Por otro lado, para cada nl, 
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fn (x) 	fo (x), V xe E. Sea cZ..p , entonces f (x)--4- fo(x ) n 
Luego, :3 m>1 : fo (cot  ) — fn (cci  ) e U, /j/ n?.1m . Por tanto, 

si n>.m y c(›y5 se tendrá que: 

fo (xot  ) = fo (x «  ) - fn(x ac  ) + fn(x tie  ) e U + U CV . 	En 

esta forma vemos que fo (x ) 	O. 

DEFINICION 1. Sea (E, 'C ) un espacio lineal topológico. Se 

dice que E es semi-completo si toda sucesión de Cauchy en E 

es convergente. 

PROPOSICION 2. Sea (E,/,:) un espacio dt y sea E su dual. 

Entonces ( E', 0-'(E',E)) es semi-completo. 

n} PRUEBA: Sea kf 	una sucesión de Cauchy en (E;Cr(E;E)). 

es equicontinua. 

Ahora, para cada x de E, 1f (x)} es una sucesión de 
1 

Cauchy en R. Sea fo: E 	(E( definida por 

f(x) = hm f (x) . Luego por el corolario 
O 

 
n 

2, tenemos que foC E. Finalmente, dado que fn 	fo sim- 

Entonces 	nIll es Or(E',E) acotada y por tanto es

nnl simplemente acotada. Por el corolario 1, la sucesión kf 

plemente, tenemos también que f 

 

en la topología de- 

 

bil er'(E',E). Esto prueba que (E', cr(E;E)) es semi-comple- 

to. 
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CAPITULO 5 

EJEMPLOS Y CONTRAEJEMPLOS 

Los ejemplos que presentamos a continuación tienen la 

finalidad de mostrar que las recíprocas de las implicaciones 

que aparecen en el cuadro 1 del capítulo segundo, no son vá-

lidas. 

DEFINICION 1. Sean E un e.l.c. y E'su dual. Se llama bidual 

de E y lo anotaremos por E", al dual de E provisto de la 

topología fuerte "E', E). Es decir, 

E" = 

EJEMPLO 1. (En el que se demuestra que el dual fuerte de un 

espacio localmente convexo metrizable es un espacio del ti-

po (DF)). 

Sea (E,T, ) un e.l.c. metrizable y E' su dual provisto 

de la topología fuerte 15 (E',E). Sea pril 111.11  una suce- 

sión de partes equicontinuas del bidual E". Si M = U M n111 n 
es acotado para la topología or(E-- ,E- ), entonces M es equi-

continuo. 

PRUEBA: 

1) Notemos en primer lugar que un sistema fundamental de ve-

cindades del O en (E',15(E',E) está dado por la colección de 

todos los conjuntos disqueados, absorbentes y 0-(E',E) cerra- 



dos de E' 

conjuntos 

2) Sea Un 
polar con 

debido a que tales conjuntos son los polares de los 

acotados de E. (Proposición 1.7.3 ). 

Y u .n u =(U Mn  
nl 1 n 	ntl 1 

respecto a la dualidad entre E'y E"). Cada conjun- 
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= m• )* ( donde • denota el 

to Un es una vecindad P(E',E) disqueada y cerrada de O en E' 

( proposición 1.7.5), y U es un disco absorbente y J5(E',E) 

cerrado de E'.( Proposición 1.7.7). 

Luego, para probar que M es equicontinuo, bastará encon-

trar un disco absorbente y or(E;E) cerrado V E tal que 

dado que en este caso, V sería el polar de un conjun-

to acotado de E y por tanto una vecindad de O en (E;p(E',E)). 

3) Sea {A nl n1 un sistema fundamental numerable de conjun-

tos .15(E',E) acotados de E', el cual se obtiene tomando los 

polares de los conjuntos pertenecientes a un sistema funda-

mental numerable de vecindades del O en E. (Proposición 1.7.10) 

Es claro que cada An  es un disco 0-'(E', E) compacto (teo-

rema de Alaoglu-Bourbaki ), Supongamos entonces que se tengan 

construídos una sucesión 01.11i1  de números positivos y una " a 1 
sucesión (Vn 	n >. 1 
les que cada Vn  sea un disco Or(E',E) cerrado, satisfacien-

do además las siguientes condiciones: 

i) X.A. i 1 (  1  )u 
k i + 

2 

o v 

de vecindades del O en (E',)(E',E) ta- 



ji) ). A. = V 1 1 — j 
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iii) 	Vi  5.1:Ui 	, V i 

Entonces, el conjunto V = n y. es un disco absorbente 
i.1 1  

y Cr(E',E) cerrado tal que V =U. En efecto, es claro que V 

es un disco cr(E',E) cerrado (.puesto que cada Vi  lo es ) y 

además V U. Probemos entonces que V es absorbente. 

Sea x e E. Siendo 1x 1 una parte p(E',E) acotada de 

E', 3 A tal que {x} w_ Ai . Luego, Ai{x }S XiAi  (X i> O ). i 
Utilizando (ii), tenemos que: 

co 
y. =v . 11 	• , P---1- 3  

V 	I> V es absorbente. 

4) Construiremos ahora las sucesiones 

por inducción. Supongamos que Iti  y V. satisfacen (i),(ii) y i 
(iii) para 141±45n . Por el teorema de Banach-Mackey, 

ció.3 x 

	

	> o tal que 	A 	=  1  u n 	vi ), (*)  
n+1 2n+2 n+1 n+1 

ya que A n+1 es .15(E- ,E) completo.(Ver [4],Capítulo III, 17, 

Proposición 6 Y. y el miembro derecho de (*) es un )5(E- ,E) 

tonel. 

Ahora, el conjunto 

B 	= 9. A + . . . + .X. 	A 
n+1 	1 1 	 n+1 n+1 

Por tanto, 

{A  nin>... 17  iVnl n?.. 1 
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es un disco 01-'(E',E) compacto ( [4] ,Capítulo III, f5, Pro-

posición 2) y además tenemos que: 

B n+1 — cr.  1U+ . 	. + ( 	1  )Ucl.- 1U=1. Un+1  
—4 2n+2 	-- 2 	2 

Si Wn+1 es una 	(E',E) vecindad disqueada de O y ade- 

más 0'(E- ,E) cerrada , contenida en 1.0n+1 , entonces el 
2 

es una )5( E',E) vecindad de O en disco Vn+1 =B 	+W n+1 n+1 
E'pues Vn+1 contiene a Wn+1 . Además, V es un conjunto n+1 

Pr'(E',E) cerrado. Finalmente, por (*) tenemos que: 

A 	A 	c V n+1 n+1 -- 3  para ljn 

y• 
A sB 	 para leci<n+1. 

i i n+1 	n+1 

OBSERVACIONES. a) Resulta claro del ejemplo anterior que si 

M =U M fuera p(E",E) acotado, entonces M sería equi-
n 

continuo puesto que J15(j1 (E,E")) 	04j( 0- (E",E")). 

b) De la parte (3) concluimos que (E',Ja(E',E)) admite un sis-

tema fundamental numerable de conjuntos acotados. Luego, hemos 

probado aquí que el dual fuerte (E(E;E)) de un espacio lo-

calmente convexo metrizable (E, r, ) es del tipo (DF). 

e) Se ha probado también que el dual fuerte de un e.l.c. me-

trizable es un espacio di ( por ser un espacio (DF)), y lue- 

go también es un espacio dt ya que (E;) (E' ,E)) es completo. 

(Ver [4] ,Capítulo III, 47, Proposición 6 ). 
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d) M.G. Kothe construyó el ejemplo siguiente de un espacio lo-

calmente convexo metrizable y cuyo dual fuerte no es tonela-

do. 

Sea E el espacio vectorial de todas las sucesiones do- 

bles x = ( x.. ) tales que, Vn e i , ij 

pn(x) 

en donde, 
(n) a 	= 
ij 	[_ i,  

(n) a . x ] <c» 

si in, vi 
si i> n , vi 

Las seminormas p (n e N ) generan una topología localmen-

te convexa mediante la cual E es un espacio de Fréchet y tal 

que (E', )5(E',E)) no es tonelado. (Ver [3] , Capítulo II , 

1, Página 88 ). 

Se concluye de esto, que existen espacios d-tonelados 

que no son tonelados. 

EJEMPLO 2. ( En donde mostramos que un espacio di no es ne-

cesariamente un espacio dt ). 

Sea c el espacio de Banach de todas las sucesiones con-

vergentes x = ( x , x2 ,... ) donde x. C 1K , con la nor-

ma del supremo 

(lxii = sup I x I 
neN n 
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Sea co el subespacio cerrado de c formado por todas las 

sucesiones que convergen a O y denotemos con 0 al subespa-

cio vectorial de c formado por todas las sucesiones que tie-

nen un número finito de componentes no nulas. Es claro que 

es un espacio normado con la norma inducida de c, la cual de- 

notaremos por II II, Y . 

Para cada n;11, definimos la aplicación 

fn: ( o , II HÁ ) 	 Y IK 

	) 	fn(x)= nxn 
Entonces, fn es una forma lineal y continua. 

En efecto, para cada n1, la aplicación f es claramen- n 
te lineal. Mostremos que es también continua, para lo cual se-

rá suficiente probar que fn está acotada en una vecindad de 

0 en 

Sean entonces n e ttsT fijo, y e >O. Consideremos la ve- 

cindad del O en 	dada por el conjunto 

v= { y€ 01:0 : ¡mis :le } 
Por tanto, para x = ( xl, x21 ... ) e V,se tiene que ll x1141‘. 

y luego I x hl& Vm > 1. Ahora, fn(x) = nxn y luego, 
m 

1 fn(x)1= Inxn  I 41 n& . Vemos entonces que Vx e V , 

I fn(x) I 11  ne 	. 

lo cual nos dice que fn está acotada en V. 

e 

es una sucesión simplemente La sucesión 



acotada de formas lineales continuas que no es equicontinua. 

En efecto, mostremos en primer lugar que { fes una 
n1 n.1.1 

sucesión simplemente acotada, para lo cual bastará probar que 
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n ri ( B [ 0, 13 ) absorbe cada punto de 
n ?•1 n 	IK o . ( Donde 

B ill  LO, 1] denota al conjunto { z E IK / I z I 1 } ) . 

Sea x = (x1, x21...) € (I) . Entonces, 3 mo e IN tal que 

xm = O V m> mo . Sea 74 = li x fi . Haciendo c< = X mo > O, 

tenemos que 

x . 	n f-1  ( B [O, c<3 ) = czn ci(B [0,1] ) 
n fll nf_i: 	 n11 n 10, 13  ) 

absorbe a x. 
IK 

n 1 n 	IK 

Probaremos ahora que la sucesión j fno es equi- 
t n} n?-1 

continua. Supongamos lo contrario. Como B [o, Ue'Vlo, K) , 
IK 

3 u eV(o, II II+ ) tal que fn(U) __ B 11[0,1] , V n ?.. 1. Esto 

último es equivalente a que, V n 1 y VxEU, 

	

I fn(x) I ‘i - 	(1) 

Por otra parte, la vecindad U e #V1(0, II H. ) podemos con- 

siderarla como el conjunto U= t ye (I) / fi y II+  e } para al-

gún e > 0. 

	

Sea x = ( xl, x2,....) e U con x 	0. Entonces, i xn  11 e 

V n > 1. Ahora, si algún xi  es tal que .1 xil>l, tenemos que 

1 fi  (x) I = I ixi  1 > 1, lo que contradice (1) . Supongamos enton-

ces que I xn  I 4 1 , V n >1. Dado que x 0, 9 k >1 tal 

Luego el conjunto 



que I xk 
	O. Luego, 

I xk  

Como C‘3. , tenernos que 

IXI 41 E 41 1 . 

Utilizando la propiedad arquimediana de los números rea-

les, 23 m e IN tal que m lexk I > 1 . Consideremos ahora la 

sucesión y = ( 0,...,ym,0,0,...) cuya e-mésima componente es 

= e k y el resto de las demás son nulas. 

Es evidente que y e U. Por otra parte, 

Ifm(y)1 = Imexk l> 1 , 

lo que también contradice (1). Concluimos entonces que la su- 

cesión {f1 no es equicontinua. 
n n?.. 1 

Finalmente, por el corolario 4.2.1, deducimos que el es- 

pacio ( 	NI) no es d-tonelado, pero si es d-infratone- 

lado por ser un espacio bornológico. 

Todo espacio localmente convexo Hausdorff puede consi-

derarse como un subespacio cerrado de algun espacio tonelado. 

(Ver [14 Teorema 1.1 ). Luego, si queremos demostrar que 

un subespacio cerrado de un espacio dt (resp- di ) no es ne-

cesariamente de la misma clase, bastará con exhibir un ejem-

plo de un e.1.c.T2 que no sea un espacio d-infratonelado. 

Tal es el propósito del ejemplo que sigue. 
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EJEMPLO 3. Designemos con (E, V ) el espacio de Banach co  

del ejemplo anterior con la norma del supremo y sea (E,15') 

el espacio co 
con la topología débil asociada, es decir, tal 

que r'= or(co  , 1.1) (donde .1.1= (co). 

Para cada n131, definimos la aplicación 

gn: (E, Vi ) ---..- (E, e ) 

x 1-------)- gn(x)= (x1,x2,...xn,0,0,.. 

en donde x = (xl,x2,...x 	 1( n„...) y x e 1 	. i 
Es evidente que cada g es una aplicación lineal. Probe-

n 
mos que es también continua. En efecto, sea n e N fijo. Para 

cada p 1, consideremos ahora la aplicación 

f : 	(E, sel  ) 
P 

 

(E, r ) 

 

definida por 

f (x) = (0,...,0,x ,0,0,...) . para cada x = ( 
P 	 P 

x e E. 

Es claro que cada f es lineal y continua. Además, 
P n 

gn(x) = E f (x) 	. Vx e E. 
p=1 P 

Resulta entonces que cada gn  se escribe como una suma finita 

de funciones continuas y es por tanto una aplicación conti-

nua. 

La sucesión 1g n} n;11 es una sucesión de aplicaciones 

lineales y continuas de (E, 'e') en (E, T; ) con la propiedad 

de que Vx C E, gn(x)---›- x . Veamos que esto es así. 
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Sea x = ( x1,x2,...,xn, ...) e E. Entonces, 

II g(  x)  - x  11 = 11 (x1,x2,...,xn,0,0,...) - (x19 x2,...xn,xn.i.1,...)H 

= ii (0,0, ... , 0, - Iln+1,- xn+2' ' ' .) H = i ZMAI I  xn+i I 
Ahora, como x eE = c , entonces x —3- O en 1K y luego, da- o 
do E> O, 3 p e N tal que 

l xm  l‘ e 	, V m 	p. 

POR tanto, si n p, 

H gn (x)  - x  H ' i VPNI xn-hi 	I 4-11  E 
y luego g(x) ----,- x en (E, 25 ). 

SeaB=/xCE/ Nx0111} . Entonces la sucesión 

1
g 1 es uniformemente ( o fuertemente) acotada sobre los njn l, 1  

conjuntos acotados de (E, T:' ) . 

En efecto, dado que los conjuntos acotados de (E, ri  ) 

son los mismos que los acotados de (E, I. ), ( teorema de Mackey) 

será suficiente con probar que U g (E) 	B. Sean entonces, 
n 1 n  

n c Ny x = ( xi,x2 ,...) E B. Luego 11 x N 41 1. Pero y 

il gn(x)  II = II (xl,x2,...,xn,0,0,...) II 47  

<1  itszuziii xil 4.iseugl xi  I = O x N 

	D>  g (x) C S . n 
Vemos entonces que g (B) __ B , V n>.l, es decir, que n 

U g (B) __ B. Por último. 
n %1 n  

flexivo, tenemos que  

dado que co no es un espacio re-

y luego la sucesión {gn}n 1 
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no es equicontinua ( puesto que n g (B) c= B Y. 
nl 

Se deduce del corolario 4.2.1 que el espacio (E, 15') no 

es d-infratonelado. 

EJEMPLO 4. ( Un espacio dM que no es M ). 

Sea (E, H fi) un espacio normado no separable. En E'consi-

deremos la familia & dada por 

={ASE7 A es p(E',E) acotado y se-
parable.} 

Sea VEm la topología en E de la convergencia uniforme 

sobre los elementos de Cr . Se tiene entonces que : 

or(E,E') 4 T.G.4 	r (E, E') =  

(donde (E,E - ) denota la topología de la convergencia u-

niforme sobre los conjuntos )5  (E',E) acotados ). 

Notemos que 7 (E,E1 = J5*(E, E') por ser (E, H ) un 

espacio bornológico. Ahora, 

1) (E, "ea.) es di. En efecto, sea H =U H una parte acota-
nl n 

da de (E; J5 (E; E)),y tal que, V nZ11, 	 '15Ei. e- 

quicontinua. Siendo Hn una parte p (E', E)-separable , te-

nemos que H también es )5 (E', E)-separable ( por ser reu-

nión numerable de partes separables ). Concluimos entonces 

que He& y luego H es equicontinua. 

2) (E, t. ) es un espacio dM ya que todo espacio di lo es. 

3) La topología 25G. es  estrictamente menos fina que la 
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topología 	2r(E,E'). 

En efecto, en caso contrario se tendría que 

E, E") 

lo que equivale a decir que toda parte J5 (E; E) acotada de 

E'es separable. Ahora, el espacio (E', p (E',E)) es normado 

y por tanto admite una sucesión (Bn  n 
	fundamental de 

conjuntos p(E;E) acotados, los cuales son también separa-

bles. 

Siendo E =U B , resulta ser E' separable y luego 
1n  

también E es separable ( ver [11], Capítulo 4, 4.4.6, Teo-

rema 4.6-8 ). Esto contradice nuestra hipótesis de que el 

espacio (E, tiro ) no era separable. 

Hemos encontrado entonces un espacio dM que no es M. 
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CAPITULO 6 

SUBESPACIOS DE CO-DIMENSION 

CONTABLE EN ESPACIOS dt Y di 

En el capítulo anterior mostramos que la propiedad de 

un espacio localmente convexo de ser d-tonelado o d-infrato-

nelado no se mantenía generalmente para los subespacios de 

los mismos. 

Es nuestra intención en este capítulo analizar bajo qué 

condiciones un subespacio preserva la propiedad de ser un es-

pacio dt o di. 

1. SUBESPACIOS DE ESPACIOS d-TONELADOS. 

LEMA 1. Sean (E, r,) un espacio dt y IAml 	una sucesión 

de partes de E tales que: 

a) Am es un disco, V m 

b) Am c= Am+1 	V m7:11 

c) Vx€ E, 9m : Am absorbe a x. 

Sea {n} n1 una sucesión de números reales tales >.  
que 	)1/4 n Co 	y supongamos que U es un.  disco en E tal que 

ml : U r) ;1 /4 m  Am  e Vd(o, t /1 A  ) . Entonces, se 
m m 

tiene que u e V j( O, t ) . 
PRUEBA: Notemos en primer lugar que la condición (c) de la 



u (1 71,J1m e -\1" )(0, 	/)m Am ), 	1 , 

Vml, 13 urtt e"V(o, 'e) disqueada tal que: 

urn ( mAm 	u n mAm 	U. 

e= n(unam Am ) 	um  . Entonces E) es 

luego, 

Sea 
m=l 

un d-tonel en E. En efecto, es fácil ver que: 

hip6tesis e9uivale a decir que U A es absorbente en E. 
m?. 1 m 

Para probar el lema 1, construiremos un d-tonel E) en 

E tal que 1 El c= U . Por hipotesis, 
3 
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1) E) es un disco. 

2) E) es cerrado en E 

3) 19( m "?. 1 : 	( U (1 	Am  ) + Um  e "T(0, I. ). Probe- 

mos entonces que 

4) E) es absorbente. En efecto, sea x 	E. Como U A in? 1 m 

	

es absorbente y 1n t 	, tenemos que U 1
9km  Am  es también 5  C° 	 q ott  

absorbente . Luego, 

3 o( > o : x e eisn .)1.  = 	U (, 	m  ) Am  

=3 ml : x o( moAmo  . Es decir, 3 m > 1 o 

tal que rAm  Am absorbe wx- Ahora, Um  _absorbe x , luego 
o oo 

o : X e ).4.. u . En esta forma , mo 
x e sup( .0( , JI.) (Umo 	mo mo 	sup( 	) (un arnoAmo) 5  

sup( 	, 	) ( U () ) mAm  ) para toda m > m0  . Por tanto, 



x e sup( cg o 1-L. ) n (u n a m  Am  ). 
mlmo 

Por otra parte, sabemos que el conjunto 

m0 -1 
n u 

m. 1 m 	 Mo- l 

es absorbente en E, luego 3 S > O tal que x e E n u . 
m. 1 m 

Así tenemos que, 

mo-1 
x e sup( co( o tu o S ) [ mQ_ (u n rX mm) n ( mni  U1 ) 

mo mo-1 
xrn  Am) 

m L.rto  
O sea que: 

CO 

x e sup ( ck , 1-1- , S ) ID 1( u n ?k rriArn  ) C 

co 
= sup( o( , tA. i& )1) ( 	u n .x rriArri) + urn  . 

. _sup( o( ,),.. . G ) e 	. Esto prueba que e 

es absorbente. 

Siendo e un d-tonel en E, concluimos que e e V(0,z) 
y luego I o e Vi(09 'e). Probemos ahora que 1 e  _... U. 

En efecto, sea x e e . Dado que L..) Pt A absorbe x 
3 	 3 

rít 1 m m 
	 , 

3 o( > O y 3 rrt¿ 	1 tal que x e o( ?4  , A , . Como mo  mo  

91/4 mt C° 	' 3  m 	m'  o -- 	: o 	o( 'Xmo. < X 	1=E> x e 'X A . > 	 ..... .0 	
momo  

Dado que: 
cr• 	  

e =n( unxA)+ U = u n Px A + 2 Um , para 
m=1 	mm 	m 	 m m  

toda m 1, se tiene que 

xee_Url7tAmo 	 . Esto es, m0  m0 	2 U
mo 
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x =g+hcongeUn IXA yhe2U .Luego, mo  mo  
x,  =g+he 7k A 	==(>11e7t A -g m0  m0 	 mo  mo  

	t> 	he mo Amo -g =4> h e 	Ant  - 	Am  Mo O 	Mo 1140 

c= 2 "›. A 	( puesto que )kmomoA es un disco). m0  m0  
Vemos entonces que, 

h 	( 2 	A ) r) 2 U
mo m0  m0  =I> 

c==t> h e 2(U ()A ) 91 2U. Luego, mo 	m0  m0  

x - = g + h e U + 2U = 3U . 

Concluimos entonces que El c.= 31J, es decir, que 

3 
E) c= U , lo cual completa la 

demostración del lema 1. 

La prueba del teorema siguiente puede consultarse en la 

referencia [4] , Capítulo 2, 4»  12, Teorema 1. 

TEOREMA 1. (DIEUDONNE-SCHWARTZ). Sea F un espacio vectorial 

y sea {En} nl  una sucesión de subespacios vectoriales de F 

tales que En-c En+1 V 1•1› 1 Y  F = U En . Supongamos que 
n1 1 

cada espacio En está provisto de una topología localmente con-

vexa ten  y que además., V n '1, 1, la topología inducida por 

rn+1 sobre En  es n 	len 
Sea r la topología localmente convexa la más fina so- 
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bre F tales que cada inyección canónica in: En C---0-F es 

e, continua. Entonces, re, induce en  sobre En 
para cada n.>... 1. 

OBSERVACION. 	Bajo las condiciones del teorema 1 anterior, 

se dice que F es el límite inductivo estricto de la sucesión 

i
En  } ni  . 

PROPOSICION 1. Sea (E, fe) un e.l.c. d-tonelado y sea {EnSn 1  

una sucesión creciente de subespacios vectoriales de E tales 

que E = U E . Entonces E es el límite inductivo estric- 
nll n 

to de la sucesión kE 1 nidll 
PRUEBA: \Y n11, sea (En  , t, n) el subespacio de ( E,t ) 

en donde rtn = 4t/E 
n 
Y en+1 = T5/tn+1  . Mostrare- 

mos en primer lugar que re. n+1/En
= n 

En efecto, sea e e. t n ===t> 13 Ell  € 2: : El = Eni) El.  
1 Siendo por hipotesis E cE n n+1 ' V n 1 , tenemos que: 

e = En n  ( En+1 0  el  ) = E r) el,  En  , donde 
en e e  n+1' Luego ee en+1/ En  y es en  4 -tn+i/En  ' 

Sea ahora E/ e re,n+1/ En 
 . Entonces 13 EIN E en+1  tal 

que 	e = eu (N E n. Pero e" = ee n En+1 , donde e' e r 

Por lo tanto, 

e = ( e' ( En+1 ) n En = ei (1 En E en 
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Luego,n+1 En  / 	A( re, n . Esto prueba que 115, N 	 n tn+1/En.  

Sea T5' la topología localmente convexa la más fina so-

bre E tal que, V nl la inyección canónica j: En E 

'en 	continua, Por el teorema 1, 2; induce 	en 
sobre En para cada nl y (E, 1:1  ) es el límite inductivo 

estricto de la sucesión {E n . 
'n 

Vamos a probar ahora que r = 25' 	, con lo cual que- 

dará demostrada la proposición 1. 

Sea U e —T(3,25 ) disqueada. Ahora, ‘1,  1.111 , 

Jn (u) = U (1 En e n ( definición de rC n ) 
Luego, cada jn es t - r(5 continua y por tanto  

Recíprocamente, sea U e N̂nO, se') disqueada. Entonces, 

si n = n para cada n *1 1, tenemos que1n 	y a- 
demás: 

U () XnEn =Un En e rVI(0. t/ En) a) 	 V n 	1 . 

n 1. 

c) En es un disco, tfn 	1. 

d) L) E = E es absorbente. 
1 n 

Siendo por hipotesis (E, fb ) un espacio dt, por el le- 

ma 1 resulta que U e 4T1(0,Z ) y entonces, 	t . Esto 

prueba que 	fe, = 

PROPOSICION 2. Sean (E, t) un espacio dt y F un subespacio 

es 

b) E c= E n 	n+1 
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cerrado de E, de codimensión contable. Entonces F es d-tone-

lado. 

PRUEBA: Sea Ix n l una sucesión de vectores de E for-- 

mando una base para un subespacio G complementario de F. Sea 

El = F y E n = <1En-1 , n-)1,r> para n>1 . Entonces, {En} '  
es una sucesión creciente de subespacios de E tales que E = 

U E . 
1 n 
Por la "'Proposición 1, E es el límite inductivo estricto 

de los subespacios lEnl, n 	1. Siendo F cerrado, cada. En  es 

también cerrado en E. (Ver [4] , Capítulo 3, ss 12,Corolario 

2 ). 

Sea p : E —40- F la proyección paralela a G. Entonces, 

para cada n1, la restricción pn : En 	F de p a En. es 

continua por ser F cerrado y de codimensión finita en En 
Ver [4] ,Capítulo 2, § 10, Proposición 4). Siendo E el lí-

mite inductivo estricto de la sucesión ( n 1 
1E 	conclui- n 

mos entonces que p es una aplicación continua. Por tanto, F 

tiene un complementario cerrado G en E y además F e= E/G . 

Como la propiedad de ser un espacio d-tonelado se man-

tiene cuando se pasa al cociente ( corolario 3.2.1), conclui-

mos que F es un espacio d-tonelado. 

En caso de que F fuera un subespácio cerrado de E de co-

dimensión finita, es claro que F también sería un espacio dt 
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puesto que, todo complementario algebraico G de F sería tam-

bién un complementario topológico, y luego tendríamos que 

F 	E/G . (Ver [4] , Capítulo 2, flO,Proposición 4 ). 

LEMA 2. Sea (E, 25) un e.l.c tal que su dual E'es Cr(E;E) 

secuencialmente completo. Si A es una parte disqueada y ce-

rrada de E tal que <A> es de codimensión contable en E, 

entonces 	<A> es cerrado. 

PRUEBA: Sea E = <A> e) <{x} 
es una sucesión linealmente independiente en E. Construire- 

mos g 	E tal que: 

g (x. ) = k 1 	ki 

gk ( a) = O, VaeA. 

Sea Br  = r9( { A, xl, 	 ),(r:> k) 

Entonces, B es un disco cerrado de E y xk  r Br . Por el 

teorema de Hahn-Banach, 13fr e E' tal que 

Ifr 	 fr ( x )1 	1 , V e B ( xk ) = 1  Y r 	 r 
Consideremos la sucesión 1f . Mostraremos que 

a r>k 
es una sucesión or(E'.,E) de Cauchy. En efecto, sea 

Entonces, 

• donde 

donde ai  C A, 



=E)tifq (ai) 
i=1 

f (y) =E.f (a.) p. 	1  1=1. 

JL ifq(xni) 
j=1 

11, 
3 fP 

 ( x n  
i=  .1  

(y) 

EI j 1 ( 1 fq  (a•)I + 1 f (a.)1 p (I f (x_.)1+ 1 f (xn .)1) 
q "3 	P 3 ) + 

i=1 
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1x • e xn} n3 
Tenemos que: 

• i  y• . e 11( . Sean f
q yfpr /f r>k. 

Luego. 

1 f(Y)  - f 	=1:EIX.( 
i=1 1  

fq(ai) 

< 	171i  I + 	 )( 
3.1 	 3- 

Por tanto, cuando p y q 	co 

y luego la sucesión 

ra toda k > 1. 

+ 1 ) . 

• 1 f (y) - f (y)I 

es 	cr (E; E) de Cauchy, pa- 

Dado que por hipotesis, E es o'-' (E; E) secuencialmen-

te completo, entonces, para cada k>,1, la sucesión f f
r) r>k 

converge a una única g E E. Es decir, 

g
k 

= lim fr  
r-0-co 
r>k 	ra cada k 	1. 

Probaremos ahora que: 

en 	(E', o•-• (E', E)) , pa- 

1)  

2)  

g 
k 

g 

(x.) 
1  

(a) 

= 

= 

6  ki 

0 	, 

En efecto, 

1) Si i = k , 

V a € A . 
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g 	 =(x•) = hm f (x•) 	hm f (x ) = 1 , puesto que f (x.,_)= 
k 1 	r- 0, r 

r>k 	
i 

17;1: r k 
	 r 

= 1 o  V r > k . 

Sea i k. Como 

O 	I g(x) I = Ihmf (x.) I = hm Ifr (xi) 1 < lin 1 = o r r-.-ce 	 r-o-co r 
r>k 	 r>k 

tenemos que gk(xi) = O. 

2) Sea a e A. Entonces, 

O .«G I g(a) I = 	I hm fr (a) I = hm I fr (a) I 	hm 1 = O 
r-b-co 	 r-o-co r 

r>k 	 r>k 

Luego, g (a) = O . 

Finalmente, si probamos que <A> = n g-1(0) 
kl 1 k 

entonces <A > 	es cerrado y el lema 2 quedará demostrado. 

Sea x C <A> . Entonces se tiene que 

x = E
1 	

.a, 
=1 	1 -I- 

con a CA y A. e IR . Ahora, para k 1 
1 

n 
g(x) = Ii 5l.g(a) = O . 

Luego, x e g-1  k (0) , \likll 1=1> x e n g-1(0) . Por con- 

siguiente, <A > ..._ n g-1( O) 
kl 1 k 

Recíprocamente, sea y e E tal que gk(y) = 0 , \If k .1. 

Supongamos que y 	<A > . Entonces, 
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n 	 m 
y = E 11.a. + E y. .x . i 1 

	

i=1 	j=1 	3 n3  

dondea-CA, xn. e  (xril'n1 e 1 E< ...i . tz, i  e 	y algún jy O. i 	Jui 
Siendo gk(y) •=• O, V k 	1, tenemos que para k ..>. 1, 

	

n 	 m 
= O gk (Y)  = 	'g(a) + E )1jgk (xnj )  

	

i=1 	 j=1 
m 

	

= O 	+ 	y.;  S • = O. 
J- 	

knj 

Por lo tanto, de la igualdad 

1 S 1)43 	kn 	O , para toda k 	1, • 	. j  
tenemos que 	1L. = O , \i/  j = 1,2,...,n , lo que contradi- 

ce la forma en que hemos elegido los u. . 	enton- 

ces que y e <A> , de donde n1  g-i(0) 	<A> . Ç1 k 
PROPOSICION 3. Sean (E, dt ) dtyFP.k- E de codimensión con-

table. Entonces F es un espacio dt. 

PRUEBA: Por la proposición 2 anterior tenemos que F es d-

tonelado. Luego será suficiente en considerar el caso en que 

F sea denso en E. 

Sea U = n U un d-tonel en F. Entonces, 
n1 1 n  

u= nu .nu =y (donde la clausura se 
n 3l 	 n>.• 1 n  

considera con respecto a E) . Siendo F denso en E, rine•VI(0,r) 

V n1.1. 
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Dado que el dual E'de un espacio E d-tonelado es  

secuencialmente completo ( proposición 4.2.2 ), <ii> 	es 

cerrado ( lema 2) . Probemos ahora que U es absorbente. 

En efecto, siendo U un tonel en F, tenemos que F =<U> 

Ahora, 

= 	< u > 	<u> 	= 	<u> 

pero, F = E , luego, E c <U> . 

Siendo U absorbente, el conjunto V = n U es un d- 
n 11 n  

tonel en E y por tanto V e V(0, I:). Finalmente, dado que 

V (1 F = U. tenemos que U es una vecindad de O en F . Esto 

prueba que F es un espacio d-tonelado . 

2. SUBESPACIOS DE ESPACIOS d-INFRATONELADOS. 

LEMA 1. Sea (E, r ) un espacio di y sea Aml m1  una su- ;1 

cesión de partes de E tales que: 

a) A es un disco, Vm;1 1 

b) A e= A 	o Vm 
m 	m+1 

e) VB QE acotado, 13 ril;/1 tal que Am absorbe a B. 

Sea 	{. 11} n;h1 una sucesión de números reales tales que 

n 	y supongamos que U es un disco en E tal que Vi ra>, 1, 

V1( U (1 1mAm CV( O, mAm ). Entonces, u e 	0, 	) .  

PRUEBA: Para probar el,lema 1, construiremos un d-tonel bor-

nívoro e en E tal que 1 

	

_ ,e 	u . 
3 
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Por hipótesis, u 	-x mAm  eV(0. 	).mAin  ), luego, 

V m 1, 3 Urn  e V(0, ) disqueada tal que 

U (1A 	u n 	A 	U . mm 	 mm   

Sea 	e = 1fl ( 	p r) a mAm ) + U ) . Sabemos por 

el lema 1.1 que E) es un d-tonel en E. Probemos entonces 

E) es bornívoro. 

Sea B E acotado Utilizando la condición (c) de la 

hipótesis tenemos que U A 
m 

"X A también absorbe a B. ml mm 
B 51 0A.) 7l A rrcll mm 

pero 0( iXm t 010 	y siendo 

absorbe a B y como  

Luego, 3a( ). O tal que 

= 	 )A 
m 1 	mm 

Am1. 	una sucesión cre- 

ciente, 3 m 	 A o 1 tal que B 	ktomo  . 

Por Otra parte, 3).t.> O : B 	tUmo  de donde tenemos 

que 

sup( 40( 	) (U 	(1 ). A ) S; sup( 	(U (1 LITI  Am ) 
mo 	m0  m0 	 o o 

SI sup( c. , 	) (U r) .0-1 
El conjunto 	n u e "V4(0, 25 ) , luego 23 S > O tal 

mo-1 m= 1 m  
que B 	& () U. . Así tenemos que-: 

m= 1 m  

B 	sup( 	• fi- •S )[ n( u 
m 1mo 

5 -1 
,XmAra  ) fl( mol  um )] 

m0-1 
SUP(c• r 	) [ ( (u n jiu) o  ( mn ( n milm)1 

m0 

V m 	mo. 
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sup( cit 

sup( 

= sup( o( 

DJL,S ) LQ 

• /1. °I  ) [rrN(  

• .s e e 

(U 	(1 21 m  Am  )]C 

 

U n mAm) tim] 

. Concluimos entonces 

que El es un d-tonel bornívoro. 

Dado que por hipotesis, E es un espacio d-infratonelado 

tenemos que E) e. -Nr( O, 15 ). La demostración de que 1 E) c=  U 
3 

es similar a la que aparece en el lema 1.1 y por tanto la o- 

mitiremos. Luego, U e 	O, 15 ) lo que prueba el lema 1 . 

rROPOSICION 1. Sean (E, 15 ) un e.l.c. di y { En} n;11 una 

sucesión creciente de subespacios vectoriales de E tales que 

E = U E . Supongamos que V BSE acotado, .9 E tal que 
1 n 	 n  

B 51En . Entonces, E es el límite inductivo estricto de la 

sucesicín {E ni 1.1  
PRUEBA: Vi, sea (En, 'en) el subespacio de E tal que 

= t5/tn y hagamos también T;n+1 = 
	'n n+1 . Por un 

razonamiento similar al empleado en la demostración de la 

proposición 1.1 tenemos que n+1/En = 
„I Sea entonces L,  la topología localmente convexa la más 

fina sobre E tal que NY A1111, la inyección canónica  

es 	tn 	continua. Por el teorema 1.1, t5 induce rn 
sobre En , V n 	y (E, re' ) -es el límite iriductivo estricto 
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de la sucesión f En} n1 
Vamos a probar que r= t , con lo cual quedará de- 

mostrada la proposición 1. 

Sea U e"V(0, T: ) disqueada. Entonces, 

V n 	1, 	j-1(U) =U(NE e t 	. Luego, ca- 

da j es 	1:n- 25 continua y tenemos que 25 4: rel  

Recíprocamente, sea Ti e V(0, re) disqueada 

V n 	1. Luego, 4X.n  Co 	y además: 

a) U (1 nE n  = U () En  e ...\,/j(0, t:/:En  ) 

b) E 	E n c=  n+1 
c) En es un disco 

d) VBE acotado, "3 En tal que En  absorbe B . 

Dado que ( E, r ) es un espacio di, por el lema 1 con- 

cluimos que U eV)( O, ) y luego e 4 	. Por lo tanto, 

COROLARIO 1. Sea (E, t) un espacio di y sea F un subespa-

cio cerrado de E de codimensión contable tal que, V B 5.2 E 

acotado se tiene que cod F 	< Co . Entonces, F es tam- 
<F V B> 

bién un espacio di. 

Prueba: Sea una sucesión en E formando una base 
(x  n} 

Y )1n = 

para un subespacio complementario de F en E. Hagamos E 

E = <(E 	, x xn-11> ( n 1). Es claro que En _S En+1 
V n ;/, 1 , y además E = U E n11 n 

= F, 
1 
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Sea B .._ E acotado. Vamos a mostrar que 3 k ,>..1 tal que 

B c= E . k 
En efecto, por hipótesis cod F =mc N. Luego e- 

<F V B> 
xisten bi,...,bm  vectores linealmente independientes de B 

tales que bi  1 F , Vi = i,...,m y <F1JB>=F e 4_, . . .,bnl> 

Por otra parte, bi  E En.  , i = 1,..., m. Sea entonces k = 

= max n. . Como la sucesión /E 1 	es creciente, tene- 1 	 t nj n'.111 11 1m 

mos que { bi, .. . ,bm } ._. Ek  . Por lo tanto, 

B =<Fl./B>..-E . k 
Por la proposición 1, E es el limite inductivo estricto 

de la sucesión /En 5 y luego, por un razonamiento similar al 

utilizado en la proposición 1.2 y teniendo en cuenta de que 

la propiedad de ser un espacio contablemente infratonelado se 

mantiene cuando pasamos al cociente, concluimos que F es un 

espacio contablemente infratonelado ( o di ). 

Sea (E, r) un e.l.c. y sea E su dual topológico. Desig-

nemos con E+ al conjunto { f: E ---31- K / f es lineal y se-

cuencialmente continua } . Notemos entonces que los elemen-

tos de E-1-  están dados por hiperplanos secuencialmente cerra- 

dos de E. 

LEMA 2. Sea ( E, 2.-; ) un e.l.c. tal que E'= E-1-  . Sea F A E 

secuencialmente cerrado tal que V B S E acotado, F es de co- 
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dimesión finita en 	<F Li B> . Entonces F es cerrado. 

PRUEBA: Sea 	x cit  : a( E A } un conjunto de vectores de E 

los cuales son linealmente independientes y además, conjun-

tamente con F generan a E. Para cada a( E A, definimos 

}lec= F 	<{xl: PEA, p o( 1> 

Es claro que II «  es un hiperplano en E. Sea {Ni} n 1 

una sucesión en H at  convergiendo a un elemento a de E. Lue- 

go, existen un número finito de vectores xp, ,..., x 	'(con 

pw, e A) tales que 

{ an} n1 	F 	<13cPa 

Siendo F + {ices 	xprn } > secuencialmente cerra- 

do, ao E II« lo que prueba que He<  es secuencialmente ce- 

rrado. Ahora, dado que por hipotesis E'= 	, tenemos que H«  

es un hiperplano cerrado de E. 

Finalmente, en vista de que F = n H , concluimos 
de A 

que F es cerrado. 

COROLARIO 2. Sea (E, t ) un e.l.c. tal, que E'= E+. Sea F un 

subespacio vectorial de E tal que VBE disco cerrado y 

acotado, F n B es cerrado,  y además F -es de codimensión fini-

ta en <FU B> . Entonces, F es cerrado. 

PRUEBA: Mostremos en primer lugar que F es un subespacio se-

cuencialmente cerrado. 

Sea { y t n n 1 una sucesión en I' convergiendo a un vec- 



tor y de E. Sea C = 	iyn} 	{y} ) • 

un disco cerrado y acotado de E y luego F C es cerrado por 

hipótesis. Dado que {n} n>1 	Ff)C 	 = y , se 

tiene que ye FnC=FAC 	F . Por lo tanto, F es secuen- 

cialmente cerrado. 

Sea A E acotado. Entonces, cod F 	<o)  . En efecto, 
<FU A> 

sabemos que 

FA<FVA>A<F kj r,  (A) 	. 

Ahora, por hipótesis F es de codimensión finita en<F U r (A) > 
y luego con mayor razón en <F V A> . Se deduce del le-

ma 2 que F es cerrado. 

LEMA 3. (vALDrviA ) . Sea (E, reE  ) un e.l.c y sea G A E tal 

que codEG = 1. Designemos con reG la topología relativa de 

G , esto es, reG = eE/  G ' Y sea U un disco cerrado y bor- 
e— 

nivoro en ( G, rE/G ) tal que U E es absorbente en E . En- 

-tE 
tonces, U 	es bornívoro en (E, 'CE). 

PRUEBA: Consideremos la colección 	= B E / B es un 

disco cerrado y acotado } 	V B 	, sea EB = < B > 

provisto de la gauge 9 , la cual es una norma. Sea también 
B 

para cada B €75 o j : E C--+- E la inyección canónica Y 
B B 

denotemos con t la topología final sobre E con respecto a 

la familia de aplicaciones j 	( B.67 ) Entonces, 

feE  4 

75 

Entonces, C es 
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En efecto, sea 11 C V)(0, tE) disqueada. Luego, V B(15  

	

13 0(:wo : B SE 	W, o sea que, 130(> O : 10 	W. Ahora, 

siendo 1 B V1(0, gB 
 ) tenemos que W cV(0,_ egB Y. Por 

(7(  
lo tanto, f1() e Y(O, r 	), ‘11` B 	t> W V3(0, 	) • gB 
2) (E, T5 ) es bornológico puesto que cada espacio (EB, 15gB  ) 

es bornológico ( por ser normado) y (E, 'e) es el límite in-

ductivo de tales espacios. 

3) JIC ( 	E) = L ( e) . 
En efecto, tE4=[>)k-(t)t )•   Sea  

entonces B =r ( A )  E e 	Sea V EV(0, 	disqueada. 15 

Luego, IEB n v = j-1(v)eV(0.
ge

) . Por lo tanto. 

3 0(. > o : 	B v (NEB.0.30(> o: 13 	v c=> E3 e „Á. (re) 

r----1> A 	kÁd ( 	) • 

4) Siendo (E,e) bornológico y G de codimensión finita en E, 

tenemos que el espacio ( G, T./G ) es también bornológico. 

(Ver [5] , Teorema 3.5, Página 53 ). 

5) U e "11/(0, r/ü). 

	

En efecto, 	.)k ( t) = 	( eE) ===> gt( re/G) = --(eE/G) 
pues los acotados en G para t/13 y ''tE/G son las trazas de 

los acotados de E. Luego, como U es por hipótesis un tE/G 

bornívoro, U es también un 	t/G bornívoro y por tanto , 

U 0D"V(o, 1/G), 
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-e" 	-e 6) Consideremos los conjuntos U ' y U 	. Siendo 

"CE 	
c=r> 	u --tE • Ahora, 

--e 	 -1. i) Si U 	es absorbente, vamos a probar entonces que U 

es un elemento del filtro "\f"(0, t ). 
-e En efecto, sea B 	. Ahora, j-1  ( 	)= U n EB 

y luegoT.7 .1  EB  absorbe a B. Para ver esto, sea }Dril n >1 
una sucesión contenida en B. Entonces, como cod G = 1 , te- 

nemos que E = G e Exo  , donde xo 	G y bn  = gn  + xo  

con gn e G, '›t e lit • V n >,, 1 . 

Dado que la suma directa G e LKxo es topológico (por 

ser codEG = 1) , las proyecciones 

p1  : E 	G 	Y P2 
	E --o-. IKxo 

son ambas continuas. Luego, 1° ( 1b 	1 ) = Ig 	
es 1 	n n tn n>,1 

acotado en ( G, ZE/G) y U absorbe la sucesión tgn1 ° sea  
que 	3 c<> o : gn e ck U , V n >,1 i==[> gn e c( 7.7 	, V n 1. 

Por otra parte, p2 ( 	n 	={ ),nxo n?..1  es acotado en 

Er..xo , luego, 3y. > o : I 71/4n  I 	p. , Vn 	. 

Siendo Ut  absorbente, 3p > 0 tal que ji•xo  p v  . 

Pero entonces, V n 1 
Xn  x = n x e 

no 	P- 	o P" '- 
luego, Xnxo p 	, V n 	. Así tenemos que : 

ck _uy e 	+p u = 	+p ) bn = gn + 'X nxo 
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para cada n >1. Es decir, 

bn 	ni ;11  51 ( oc+p) U 

Vemos entonces que toda sucesión kbri } contenida en B 
—"e es absorbida por U 	. Luego U absorbe a B, y por tanto, 

> o: 	B 15". 	U r$ EB . Como 	B V( O, rgB  ) tene- 3 Ir 	 „ 

o, *e 
El resultado anterior nos —`e indica que U es un conjunto 

- bornívoro y luego también un 15,E  - bornívoro ( pues 

( 	) = 	( E) Finalmente, dado que U E  = U t —V 

es un conjunto "CE- bornívoro. 

ji) Supongamos ahora que U 	no es absorbente. Sea xo 
1-3 re  E un elemento de 	con xo e E \G y sea C = r1( xo ). 

Entonces, U + C .%\/)(0, e Y. 

En efecto, sean B C AP y 
	 B , donde V n 

bn = gn +xo . Como E = G l$1 1Kx0  y las proyeccio- 

nes pl  y p2 	 g son continuas (ver caso (i)), la sucesión I t -n 1 n 
es acotada en G y también la sucesión {Xnxo } es acotada en 

1Kxo . 

Ahora, U absorbe { gn n 	, es decir, 3« > o tal que 
Jl 

{g  n_ 	
°(13 También, e absorbe la sucesión { 21,x 

	

- 	.>1 
y luego y.> O : 	I 	• V n > 1. Por otra parte, x0 6 C 

nxo  E 	C js-c , V n.1. Así tenemos que: 

mos que 

concluimos que U 



/ X x n 	 c=1>Ibni n 	O( + 

sup ( o( f r. )( U + C ). Por lo tanto, U + C absorbe B 

y entonces U + C CV)( 0, 1.). En esta forma tenemos que U + C 

es un conjunto et:- bornívoro y luego un eE - bornívoro. 

Ahora, dado que U „ 	u ===C> lr E  =D, C (puesto 

que x 	E U 	).Entonces, o 

t 	-.se 	_Z u + c c= TJ" E  + U E = 2U E  . 
_tm, 

De esto se sigue que 2 U " es un conjunto e:E 7  bornívo- 

ro
,,  

y luego U " es también rE  -bornívoro. Esto comple- 

ta la demostración del lema 3. 

PROPOSICION 2 . Sea (p,15 ) un e.l.c di tal que E'= E+. Si 

F es un subespacio de E tal que es de codimensión contable 

en E y además F es de codimensión finita en <FU ra> para 

toda parte acotada B de E, entonces F es d-infratonelado. 

PRUEBA: Consideremos los casos siguientes: 

CASO 1. F cerrado en E. Dado que cod 	= cod F = contable, 

	

E 	E 
la conclusión de la proposición 2 es inmediata del córolario 

1. 

CASO 2. F denso en E. Sea U = n U un d-tonel bornívoro nl n 
en F. Entonces U E c= n U-  E . Sea G = < U E>  . Mos- 

n ;11 n 
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traremos que: 
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a) U E  es bornívoro en G. 

G = E. 

En efecto, 

a) Sea B 	G acotado . Es claro que F G . Siendo B aco- 

tado en G, tenemos que B es acotado en E y luego por hipó- 

tesis, cod F < 03 =1)03m 	<F V B> G , en donde 
<Fj B>  

dim M <CD y además B 	(FUB> = F + M á G. Por lo 

tanto, existe un subespacio L=F+M 	G tal que B L G. 

Ahora, U L  = 	E  n L , codLF < 	y U 	F es 

bornívoro en F. Entonces, 1.7-  L es absorbente en L puesto que 

— E U 	es absorbente en G = <TT E.> 	L . Luego por el le- 

ma 3, el conjunto U L  es bornívoro en L. 

Siendo B QL un conjunto acotado en L, U L absorbe a 

B y por tanto, U E  también absorbe a B. 

b) Dado que F G y F es denso en E, será suficiente con pro-

bar que G es un conjunto cerrado. 

Sea B =E un disco cerrado y acotado. Siendo U E bor- 

nívoro en G .= <i E >, 3 A> O : Br) G 	Xrf E . Ahora, 

B 	G - BrIGnATI. E  

= ( Bna-F- E ) nG 

.(BnxTTE)n(BnG). 

Como Bn XTS- E  es cerrado en A U E  , tenemos que 
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-1 -- E Bi'l G es cerrado en ik U 	y luego es también cerrado en E. 

Por el corolario 2 concluimos que G es cerrado en E. 

Sea V = n u-  E . Siendo F denso en E Y u- E c= y,  
n'111 a  

resulta entonces que V es un d-tonel bornívoro de E y por tan-

to V c"V(0, T.) ( puesto que E es un espacio di ). 

Por último, dado que: 

— vn F = ( n un
E  ) n F= n ( E ( Un 	F) 

n1 	 n?- 1 1 

. n U = U 
n;11 a  

tenemos U e V(0, eF  ) lo cual prueba que F es un espacio 

d-infratonelado. 
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CONCLUS ION 

Con la introducción de los espacios d-tonelados,d-infra- 

tonelados y d-Mackey se generalizan las nociones clásicas de 

espacios tonelados, infratonelados y de Mackey respectivamen-

te, enriqueciendo en esta forma la clase de los espacios lo-

calmente convexos. 

Al analizar las propiedades de permanencia de estos nue- 

vos espacios y las relaciones que se establecen entre ellos, 

observamos que mantienen relaciones de los espacios que se ge-

neralizan. Por ejemplo, 

17  Los productos, sumas directas y límites inductivos de fa-

milias arbitrarias de espacios dt, di y dM respectivamente, 

continuan siendo espacios de la misma clase. 

2- Los completamientos de espacios dt y dM son espacios dt 

y dM respectivamente. Por otra parte, el completamiento de un 

espacio di resulta ser un espacio dt, situación que ocurre 

también con los espacios tonelados e infratonelados. 

3- Los cocientes por subespacios cerrados de espacios dt, di 

y dM mantienen esa propiedad. 

4- Hemos mostrado que-un subespacio cerrado de un d-tonelado 

( resp. d-infratonelado) no es necesariamente un espacio dt 

(resp. di). Una situación similar se da con los espacios to-

nelados e infratonelados. 



83 

tin espacio d-tonelado E y tal que E = L) E , 
1 n 

es el límite inductivo estricto—de la sucesión 

análogo ocurre para los espacios tonelados. 

Algunos teoremas fundamentales del Análisis Funcional se 

demuestran también para estos nuevos espacios localmente con-

vexos. Así por ejemplo, 

6- El teorema de Banach-Steinhaus, el cual se prueba en los 

espacios tonelados, también lo demostramos para los espacios 

d-tonelados. 

7- Sea E un espacio d-tonelado. Entonces, su dual topológico 

E' provisto de la topología débil 0-"(E', E) es un espacio se-

micompleto. Este resultado es valido también en los espacios 

tonelados. 

8- Sea (E, ft ) un e.l.c. casi-completo. Entonces, 

(E, t5 )dt <1=1> (E, V )di. 

Un teorema similar se demuestra para los espacios 

e infratonelados. 

No es nuestra intención destacar aquí todas las analo-

gías que se verifican entre los espacios tonelados, infratone-

lados y de Mackey y sus respectivas generalizaciones, es de-

cir, los espacios d-tonelados,d-infratonelados y d-Mackey. 

Sin embargo, conviene señalar que en este, trabajo quedan 

kn1 	1 E Para 5- Par una sucesión -creciente 	 de subespacios de 

se tiene que E 

. Un resultado 

tonelados 
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aun por resolverse varias cuestiones de interés, algunas de las 

cuales mencionaremos a continuación. 

¿ Será un subespacio cerrado de un espacio dM un espacio 

dM? 

Si la pregunta anterior no tuviera una respuesta afirma-

tiva, entonces, ¿serán los subespacios de codimensión finita o 

numerable de espacios dM, también espacios dM ? 

Sean E un e.l.c y E'sú dual topológico. Se dice que 

a) E posee la propiedad (C) si toda parte 01-'(E',E) acotada 

de E' es cm•(E; E) relativamente contablemente compacta. 

b) E tiene la propiedad (S) si E es 0,-- (E; E) secuencialmen-

te completo. 

M. Levin y S. Saxon [16]  , mostraron que si M es un sub- 

espacio de codimensión numerable de un espacio de Mackey E, en-

tonces cualesquiera de las dos condiciones siguientes I o II 

son suficientes para que M provisto de la topología inducida 

sea un espacio de.Mackey. 

I) M es cerrado en E y E tiene la propiedad (S) 

II) M es separable, es denso en E y E tiene la propiedad (C). 

¿ Podrá demostrarse un teorema.similar para los espacios 

dM ?' 

Hemos visto que el teorema de.  Banadh-Steinhaus continua 

siendo válido en los espacios d-tonelados. ¿ Podrá demostrar- 
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se el teorema de Banach-Steinhaus para los espacios d-infrato-

nelados y d-Mackey ? 

El dual topológico E-de un espacio E di (o dM ) provis-

to de la topología 0°(E", E ) será semi-completo ? 

Sea X un espacio localmente convexo y designemos por 

C(X) al espacio de todas las aplicaciones continuas sobre X 

y con valores en 111 o C , provisto de la topología compacta-

abierta. Es bien sabido que C(X) es un espacio localmente con-

vexo Hausdorff. 

Con respecto al espacio C(X) nos planteamos las siguientes 

cuestiones: 

a) ¿ C(X) es dm41=4, X es dM ? 

b) C(X) es di4==p X es di ? 

Es probable que las soluciones de los problemas que aquí 

exponemos sean muy fáciles o resulten ser sumamente difíciles. 

Sin embargo, consideramos que constituyen un reto al que espe-

ramos hacerle frente en un futuro no muy lejano y, para el cual 

queremos invitar a todos a que nos acompañen en las investiga-

ciones de estos problemas que, sin duda alguna, serán de benefi-

cio para la comunidad matemática de nuestro país -y del Universo 

entero. 
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