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INTRODUCCION

La necesidad de describir la complejidad de las situa-
ciones encontradas en Andlisis Funcional ha motivado a varios
matemdticos a generalizar las nociones clésicas de espacios
tonelados (t), de espacios infratonelados (i) y la de espa-
cios de Mackey (M).

Asi por ejemplo, la nocidén de espacio de tipo (DF) in-
troducida por Grothendieck [3] s inicib6 el estudio de una
nueva clase de espacios localmente convexos no necesariamen-
te infratonelados.

Posteriormente, Husain [6] + ROjoO [14] s, M. de Wilde-
C. Houet [2] y otros, realizaron investigaciones con el ob-
jeto de obtener una nueva clase de espacios localmente con-
vexos empleando esta vez conceptos de numerabilidad.

Esta tesis tiene como objetivo fundamental el estudio de
tres nuevas clases de espacios localmente convexos: los es-
pacios d-tonelados (dt) y d-infratonelados (di) que fueron in-
troducidos por Husain [6] + Y bos espacios d-Mackey (dM) que
fueron introducidos por Rojo [14] .

Estos espacios seré&n generalizaciones de los espacios
tonelados, infratonelados y de Mackey respectivamente, y, co-
mo veremos posteriormente, mantienen relaciones con los es-

pacios que generalizan.



En esta forma, por ejemplo, el completamiento de un es-
pacio d4i serd un espacio dt.

Con la introduccidén de estos nuevos espacios se obtiene
una nueva clasificacién de los espacios localmente convexos,

los cuales se conectan entre si por el diagrama siguiente:

t==Ddt

oo

i=Ddi

Yooy

M=DdM

A continuacién damos una breve descripciétn de la forma
como hemos organizado nuestro trabajo.

El capitulo 1 tiene como finalidad el clarificar la ter-
minologia utilizada y presentar las definiciones béasicas,pro-
posiciones y teoremas fundamentales. Hemos omitido la demos-
tracién de la mayoria de estos teoremas ya gue las mismas se
localizan facilmente en las referencias dadas en la biblio-
grafia (ver [ﬁ] y [13] ).

El capitulo 2 inicia el estudio de los espacios d-tone-
lados, d-infratonelados y d-Mackey presentando sus definicio-
nes y algunas caracterizaciones de estos espacios por medio
del concepto fundamental de d-tonel. Los resultados demostra-
dos en este capitulo muestran como estén conectados entre si

estos espacios.

ii
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En el capitulo siguiente se analizan algunas propiedades
hereditarias (subespacios, productos, cocientes,etc. ). Ade-
mds se prueba que el completamiento de un espacio d-infrato-
nelado es un espacio d-tonelado.

En el capitulo 4 presentamos una versidén del famoso teo-
rema de Banach-Steinhaus para los espacios d-tonelados. Se
demuestra también que el dual topolégico de un espacio d-to-
nelado provisto de la topologia débil es semi-completo.

El capitulo 5 contiene algunos ejemplos y contraejemplos
los cuales tienen la finalidad de mostrar que las reciprocas
de las implicaciones del cuadro anterior no se verifican en
general. Por otra parte, también demostramos que la propie-
dad de ser un espacio d-tonelado o d-infratonelado no se man-
tiene para los subespacios cerrados de los mismos.

En el capitulo final se analizan condiciones mediante las
cuales un subespacio preserva la propiedad de ser también un
espacio d-tonelado o d-infratonelado. M&s especificamente, se
estudian los subespacios de codimensién finita o numerable y
los limites inductivos estrictos de sucesiones de subespacios
de d-tonelados y d-infratonelados.

Para concluir esta introduccién, haremos algunos comen-
tarios adicionales con respecto a la forma como hemos organi-

zado nuestro trabajo.



iv

Cada capitulo estd@ dividido en secciones. En cada seccién
las definiciones, proposiciones, teoremas y ejemplos estédn in-
dicados por un nimero ( por ejemplo, Definicién 2). En un mis-
mo capitulo, seré&n referidos por el numero de la seccibén y su
nimero correspondiente ( por ejemplo, Proposicién 3.2), y, en
cada capitulo distinto, por el nimero del capitulo, de la se-
ccién y su propio nimero ( por ejemplo, Teorema 3.2.3).

Las referencias correspondientes a la bibliografia apa-

recen en corchetes [] .



CAPITULO 1
GENERALIDADES

1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS.
DEFINICION 1. Sean E un espacio vectorial sobre un cuerpo K
y T una topologia sobre E. Se dice que el par (E, T ) es un
espacio vectorial topolégico (e.v.t) si las aplicaciones

1) ExEf — E

(X,y) b—>= x + vy

2) KXE — E
(A ,x) b aAx

son ambas continuas.
EJEMPLO 1. Todo espacio normado (E, |l |) es un espacio vec-
torial topolégico.
OBSERVACIONES. En lo que sigue, todo espacio vectorial E se
supondré& sobre el cuerpo K de los nimeros reales R o comple-
jos € .

Si F es un subespacio vectorial de E lo anotaremos por
F A E. En el caso de que (E, T ) sea un e.v.t y F & E, asu-
miremos que F es también un espacio vectorial topoldgico mu-
nido de la topologia inducida por T y lo indicaremos por

(F, T o (F, ©F).

F)



Finalmente, en el contexto quedara claro cuando K se
considera como un cuerpo o como un espacio normado ( K, | | )
siendo | | 1a norma del valor absoluto.

DEFINICION 2. Sea E un espacio vectorial y A una parte de E.
Entonces,
1) A es equilibrado si
Vaek, N<1=>2A2 = 2
2) A es convexo si
VX,y € A,Vd,peR_,_ : o(+P = 1l olx + ,By € A

3) A es un disco si A es equilibrado y convexo a la vez.
PROPOSICION 1. En un espacio vectorial se tiene gue

1) La interseccidn o la unién de cualquier familia de

partes equilibradas es equilibrada

2) La intersecci6én de cualquier familia de partes conve-

xas es convexa

3) La interseccién de cualquier familia de partes disquea-

das es disqueada.
DEFINICION 3. Sea E un espacio vectorial y A & E. Entonces,

1) La cédpsula equilibrada de A es el conjunto

e(A)= n{B =E/ A =B, B equilibrado} .

2) La cépsula convexa de A es el conjunto

c(B)= ﬂ{B =E/Ac= B, B convexo} .

3) La cépsula disquéada de A es el conjunto



re= M { BESE/ASB, B disco}

Dado un vector x de un e.v.t (E, € ), el conjunto V=E
se dice que es una vecindad de x si existe un abierto UE T
tal que x € U< V. Denotaremos con "V.’(x, T, ) al filtro de ve-
cindades de x.

Una parteﬁ de "VJ(x, T ) se dice que es una base ( o

un sistema fundamental ) de vecindades de x si dado Ve‘\ﬁx,t)
3 Ueﬁ : U= V.

En todo e.v.t (E, T ), su estructura topoldégica queda com-
pletamente determinada por una base del filtro de vecindades
"VTO, T ) del origen O.

Un e.v.t (E, T ) es Hausdorff o T, si la topologia T

2

es Hausdorff. Esto equivale a decir que el conjunto unitario
{0} es cerrado.

Un e.v.t (E, T ) es metrizable si es T_ y si el filtro

2
‘Wo, T ) admite una base contable. Una parte A de E se di-

ce que es completa si todo filtro de Cauchy en A converge a
un vector ( o punto ) de A.

PROPOSICION 2. Sea (E, T) un e.v.t T2 . Entonces existe un

e.v.t Hausdorff y completo que contiene a E como un sub-

A
E
- A ” L3 . -

espacio denso. Este espacio E es tinico salvo isomorfismos. A-

demds, si ﬁ es una base de AVJ(O. T )., entonces la familia
A

A
-E
ﬁ = Vv Veﬁ } es una base del filtro de vecindades de



>

2. ABSORCION. CONJUNTOS ACOTADOS.
DEFINICION 1. Sean Eun e. v, A< E y xe€E. Se dice que A
absorbe x si 3A>0: |X|PA =f> x€ & A. El conjunto A se
llama absorbente si absorbe cada vector x de E.
DEFINICION 2. Sean A y B subconjuntos de un espacio vectorial
E. Se dice que A absorbe B si

(>0 : A2 => B = AA.
DEFINICION 3. Sea (E, T ) un e.v.t. Una parte A de E se dice
acotada si VV e“V'(o, T ) se tiene que V abserbe A. En par-
ticular, si‘jb es una base de "\ (0, %) formada por conjun-
tos equilibrados, entonces A es acotado si

VUep, o >0: AS (U . La familia de todas las
partes acotadas del e.v.t (E, T ) se indicaré& por uA<,( ).
PROPOSICION 1. Sea (E, € ) un e.v.t. Entonces
1) Toda parte finita de E es acotada
2) La reunibén de cualquier familia finita de partes acotadas
es acotada
3) Todo subconjunto de una parte acotada es acotado.
4) La cépsula equilibrada de una parte acotada es acotada.
5) La adherencia y el interior de una parte acotada es aco-

tada.



6) Toda sucesidén de Cauchy es acotada.
7) Toda sucesifn convergente es acotada.
8) Toda parte precompacta ( o compacta) es acotada.
9) Cualquier combinacién lineal de partes acotadas es acota-
da.
10) si ﬁ“ﬂb, T ) admite una base de vecindades convexas, en-
tonces la cépsula convexa y la cédpsula disqueada de toda par-
te acotada son también acotadas.

Una familia OL de conjuntos acotados de un e.v.t (E, T )
se dice gue constituye un sistema fundamental de conjuntos a-
cotados si toda parte acotada de E estd contenida en algin
miembro de uk. .
DEFINICION 4. Sea (E, T ) un e.v.t.
a) Un subconjunto T de E se dice que es un tonel en E si T es
un disco cerrado y absorbente.
b) Una parte S de E se dice bornivora si S absorbe cada con-
junto acotado de E.

Es inmediato de la definicifén anterior que toda vecindad
del origen es una parte bornivora de E.

Un e.v.t (E, T ) se dice casi-completo si todo subcon-
junto acotado y cerrado de E es completo.
PROPOSICION 2. Sean E un espacio vectorial y A un disco no

vacio de E. Denotemos con <A> al subespacio de E genera-



do por A. Entonces

1) <a) = nA
n21
2) Si A es absorbente, E = <a) .

3. ESPACIOS LOCALMENTE CONVEXOS

DEFINICION 1. Un e.v.t (E, T) se dice localmente convexo
(e.l.c.) si y solo si el origen 0 admite una base de vecinda-
des convexas.

En todo e.l.c (E, T), el filtro de vecindades dVT(L T)
admite como base a :

i) Las vecindades disqueadas y cerradas

ii) Las vecindades disqueadas y: abiertas.
PROPOSICION 1. Sea (E, ) un e.l.c. Entonces, existe una ba-
se ]5 del filtro de vecindades *Vio, T ) tal que
a) Ccada V en ﬁ es absorbente.
b) cada V en® es equilibrada.
c) cada V en ) es convexa.
d) Vvef; » 3UePB: U+UsV.

Reciprocamente, Si E es un e.v y 75 una base de filtro
en E que verifica las condiciones (a),(b),(c) y (d) anterio-
res, entonces existe una Gnica topologia T sobre E tal que
(E, € ) es un e.l.c y para la cual 'P es una base de "VJ(O, T).

PEFINICION 2. Sea E un e.v. Una seminorma p sobre E es una



aplicacién p: E——> R tal que :

1) p(x+y) < plx) + p(y)

2) pl A x 7 =|xalpx)
para cada x, yen E y A en K .

Los espacios localmente convexos se caracterizan por es-
tar determinados por familias de seminormas.
PROPOSICION 2. a) Sea p una seminorma en un e.l.c. (E, T).
Entonces, Vc( > 0, los conjuntos {x € E/ p(x)<o(} y {x € E/
p(x)gc(} son discos absorbentes.
b) A cada disco absorbente A de E le corresponde una seminor-
ma p definida por

p(x) = inf { A/ A> 0, x€ XA}
y con la propiedad de que
{er/p(x) <l}_<'—;A E{er/p(x) < l} .

La seminorma p correspondiente al disco absorbente A se
llama la gauge de A la cual indicaremos por dgp -
PROPOSICION 3. Sea ( E, T ) un e.l.c. Entonces,
a) una seminorma p sobre E es continua si y solo si p es con-
tinua en O.
b) Sea U &= E disco absorbente. Entonces gy es continua si y
solo si U GAVJ(O. T).
PROPOSICION 4. Dada una familia A; de seminormas definidas

en un espacio vectorial E, existe una topologia C sobre E
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la menos fina para la cual (E, € ) es un e.l.c y tal que cada
seminorma pe/j; es continua. Ademds, los conjuntos de la for-
ma

{xeE / sup p(x)SE} con £>0,p eh .

l¢ign 1 i

constituyen una base de vecindades cerradas del filtro de ve-
cindades del origen '\fﬁo, T).
DEFINICION 3. Un espacio localmente convexo E se dice que es
un espacio de Fréchet si E es completo y metrizable.

Es claro de la definicibén anterior gue todo espacio de

Banach-es un espacio de Fréchet.

4. ESPACIOS TONELADOS, BORNOLOGICOS e INFRATONELADOS.
DEFINICION 1. Un e.l.c (E, T ) se dice tonelado ( o espacio
t )si todo tonel en E es una vecindad de O.

EJEMPLO 1. Todo espacio de Fréchet es un espacio tonelado.
DEFINICION 2. Un e.l.c (E, T ) se dice bornolégico si todo
disco bornivoro de E es vecindad de 0.

EJEMPLO 2. Todo espacio localmente convexo (E, T ) para el
cual el filtro ”\/70, T ) admite una base numerable es un es-
pacio bornolégico. En particular, todo e.l.c metrizable es
bornolégico.

DEFINICION 3. Un e.l.c (E, T ) se dice infratonelado (o es-

pacio i ) si todo tonel bornivoro de E es vecindad de O.



EJEMPLO 3. Todo espacio bornoldégico es infratonelado.

EJEMPLO 4. Todo espacio tonelado es infratonelado.

5. APLICACIONES LINEALES Y EL TEOREMA DE HAHN-BANACH.

Sean E y F dos e.v.t sobre Ky f: E—> F lineal. En-
tonces f es continua si y solo si f-.es continua en 0. Por o-
tra parte, si A = E es acotado y £ continua entonces f(A) es
también una parte acotada de F.

Denotaremos con Sﬁ(E,F) al espacio vectorial de todas
las aplicaciones lineales y continuas de E en F.

Una forma lineal sobre E es una aplicacién lineal f de
E en K. Al espacio vectorial de todas las formas lineales so-
bre E lo llamaremos dual algebraico de E y lo anotaremos por
E*. Al espacio vectorial de todas las formas lineales y con-
tinuas sobre E lo llamaremos dual topolégico ( o simplemente
dual ) de E y lo anotaremos por E .

Una forma lineal f sobre E es continua si y solo si f es
acotada en una vecindad del O en E.

Un subespacio propio maximal H de un e.v E se llama hi-
perplano de E. Si H es un hiperplano de E y a un vector de E
tal que am¢ H, entonces todo vector x de E puede expresarse
en forma Gnica como x =h + Aa, donde h € H y A€eK.

Sea M A E. Por co-dimensiétn de M en E entenderemos a la
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dimensién de cualquier subespacio complementario de M en E y
lo denotaremos por codEM.

TEOREMA -1. (HAHN-BANACH). Sea E un espacio vectorial y p:E-—>R
una seminorma . Sean MAE y f una forma lineal sobre M tal que
|f(x)| £ p(x), Vxe M. Entonces existe una extensién lineal

g de f tal que Ig(rx)\lgp(x) Vxe E.

Muchas son las consecuencias del teorema de Hahn-Banach.
Indicaremos a continuacién algunos corolarios de interés en
la teoria que sigue.

COROLARIO 1. Sea (E, T ) un e.l.c. Entonces toda forma li-
neal y continua sobre M 4 E admite al menos una extensifén li-
neal y continua sobre E.

COROLARIO 2. Si B es un subconjunto disqueado de un e.l.c. E
Yy a¢ B, entonces existe una forma lineal y continua f sobre

E tal que If(x)lgl Vx e By f(a) > 1.

6. ESPACIOS DE APLICACIONES LINEALES.

Sean E y F dos e.l.c. .En x(E,F) definimos una topolo-
gia localnmente convexa de la siguiente manera:

Sea & una familia arbitraria de partes acotadas de E y
'ﬁ una base de vecindades disqueadas del O en F. Para cada
re @ y cada v e"P llamemos

Wt {teXEmn /tmasv }
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Resulta entonces que cada conjunto WA,V es un disco de
X(E,F) y ademd@s es absorbente ya que si t ef,«(E,F), t(A) es
una parte acotada de F y luego 3 A >0 tal gque t(A)=AV lo que
implica entonces que t € AW .

’

Por tanto, la familia {W /aeC ,v ep } define
una topologia localmente ,convexz."s’obre x(E,F) '1llamada la
G'—topologia o la topologia de la convergencia uniforme so-
bre los. conjuntos pertenecientes a G- y la cual denotaremos
@—top.
EJEMPLO 1. Sean E y F dos e.l.c. Entonces las (G -topologias
siguientes sobre x(E,F) serédn de gran utilidad m&s adelante
a) La topologia de la convergencia simple (o puntual): en
la que (G~ denota la familia de todos los conjuntos
finitos de E.

b) La topologia de la convergencia precompacta: en don-
de (O~ denota la familia de todos los subconjuntos
precompactos de E.

c) La topologia de la convergencia fuerte: en la que OG-
denota la familia de todas las ‘partes acotadas de E.
PROPOSICION 1. Sean E y F dos e.l.c y T = &(E,F). Entonces
los enunciados siguientes son equivalentes:
1) T es acotado.en la (5--top.

-1
2) Para cada vecindad V de 0 en F, ﬂ t (V) absorbe cada

terT
A el
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3) VaeG » | t(Ad) es acotado en F.
te T

DEFINICION 1. Sean (E,Tp) y (F, 'CF) dos e.v.t. Entonces,
a) Una parte T de &(E,F) se dice simplemente acotada si pa-

ra cada x de E, el conjunto T(x)

{t(x)/te T}es aco-
tado en F.
b) Una parte H de &(E,F) se dice equicontinua si VV"VJ(O,'Z:F)

HUG:"V'ZO. Tg) tal que h(V)=V, Vhe =

7. DUALIDAD.
DEFINICION 1. .Dos espacios vectoriales E y F estin en duali-
dad si existe una forma bilineal B sobre EXF :
B: EXF—> K
(x,y) —= B(x,y) .

Se dice que el triple (E,F;B) o simplemente el par (E,F),
si no hay ambiguedad posible, constituye una dualidad.

La dualidad es separante en E si Vx € E, x# 0.3yeF :
B(x,y) # 0. En forma aniloga se define la dualidad separante
en F. Una dualidad separante en E y F se llamari un sistema
dual.

EJEMPLO 1. a) Sea E un e.v. no trivial y sea E* su dual al-
gebraico. Sea <£,>: EXE* ——» K la forma bilineal canénica,
esto es, tal que

<x,f>= f(x) , Vxe E, Vee " .
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Entonces (E,E*; < > ) es un sistema dual.
b) Sean (E, T ) un e.l.c. Tz y E“su dual topolbégico. Entonces
(E, E”; € >)es un sistema dual.

Sea ( E,F;B) una dualidad. Para cada y € F, la aplica-

p: E — R
b4 4
x F—e py(x) =1|B(x,y)|

es una seminorma sobre E.

Por tanto, la familia {p /y€eF } de seminormas de-

Yy
terminan una Gnica topologia localmente convexa sobre E, que
indicaremos por o-(E,F), la cual es la topologia la menos fi-
na que hace continuas cada seminorma p , y € F. Una base del
Yy

filtro de vecindades V(O, 6 (E,F)) la constituyen los conjun-

tos de la forma
n
ﬂ&.v ={er/p (x)\<§,Vi= l,...,n}
i='1% Py, ' 1

en donde £ &, >0, Y,¢---¥, € F, nen.

1,.--'

Si para cada conjunto finito A ={ Y 00000 Y }de F con-
1 n
sideramos la seminorma

P (x) = supp_ (x) = sup|Bx,y,)]
A l¢ign ‘i l¢ign

entonces la familia { p / AcF, A finito } de seminormas de-
A
terminan la topologia O©O°(E,F) y en este caso, los conjuntos

de la forma E,VPA ={x € E / pA(x)SS}



14
={er / sup |B(x,y.)|<E }
lg¢ign =
con €>0, constituyen una base de "V—‘(0,0"(E,F)).

La topologia O”(E,F) se denomina la topologia débil so-
bre E. Andlogamente se define la topologia débil o~ (F,E) so-
bre F.

PROPOSICION 1. Sean (E,F;B) una dualidad y o (E,F), o (F,E)
las topologias débiles sobre E y F respectivamente. Entonces

1) Si la dualidad es separante en F (resp. en E ), O°(E,F)
(resp. O°(F,E)) es la topologia localmente convexa la menos
fina sobre E (resp. sobre F) para la cual F (resp. E ) es el
dual topolégico de (E, o”(E,F)) ( resp. (F, O°\F,E)).

2) o°(E,F) (resp.o’(F,E)) es T2<]=D la dualidad es se-
parante en E (resp. en F).

DEFINICION 2. Sea (E,F;B) una dualidad separante en F y T
una topologia localmente convexa sobre E. Se dice que T es
compatible con la dualidad si F es el dual topoldgico de E
provisto de la topologia't: . Es decir, si

E’= (E, ) °=F.
PROPOSICION 2. Sea (E,F;B) una dualidad separante en F. En-
tonces los conjuntos convexos y cerrados de E son los mismos
para todas las topologias compatibles sobre E.

DEFINICION 3. Sean (E,F;B) una dualidad y A un subconjunto
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de F. Entonces el polar de A es el subconjunto de E definido

por
A°= { x€ E /|B(x,y)]| €1, Vyesr }
= {J{GE:/' supIB(x,y)I.s 1 } .
ye A
En forma andloga se define el polar de un subconjunto de
E.

PROPOSICION 3. Sea (E,F;B) una dualidad. Entonces,
1l AEASF===|>A°EA°
) 1l 2 2 1

2) A&F, D = e(A)>A°=D°

3) A < (A°)°= A°°

4) A°= Ac°°

5) A< F={> A°es un disco 0(E,F) cerrado

6) (an)e=+2°, Vaek, afo

7) A°es absorbente <}={> A es o~ (F,E) acotado

8) Si {Ai} ie I es una familia de subconjuntos de F,

(U A)° = i(DIA;

jel
TEOREMA 1 ( DE LOS BIPOLARES). Sea (E,F:B) una dualidad se-

parante en F y A una parte de E no vacia. Entonces,

P 7 EF) _ peo

I
es decir, A°°es el menor disco O~ (E,F) cerrado de E gue con-
tiene a A.

COROLARIO 1. Sean (E,F;B) una dualidad separante en F y
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{Ai} jex und familia de discos 0 (E,F) cerrados. Enton-

ces ,
(n A, )° = mG(F.E)
iel lel
Sea (E,F;B) una dualidad y sea ob( o~ (F,E)) la familia
de todas las partes ¢°(F,E) acotadas de F. Sea G- una sub-
familia no vacia de QL( o- (F,E)). Por la proposicidn 3, los
conjuntos polares de los elementos de ©- son todos discos
absorbentes y en consecuencia, por la proposicién 3.1, exis-
te una tdnica topologia localmente convexa U sobre E tal que
las intersecciones finitas de los conjuntos de la forma
AR, A>0, Ae(>

constituyen una base para "VJ(O, T ). Esta topologia
también la llamaremos (O -topologia o la topologia de la con-
vergencia uniforme sobre los conjuntos pertenecientes a G .
PROPOSICION 4. Sea (E,F;B) una dualidad separante en F y sea
G = aL,( o~ (F,E)) no vacia. Entonces existe una familia
G'—E Jc.( o- (F,E)) tal que G——top = G—-—top y ademés :
1) Sus elementos son equilibrados
2) Sus elementos son convexos
3) Sus elementos son oO”(F,E) cerrados
4) BEG- , A€EK, A# o= AreG

[ )
5) Si Al,..., AneG' entonces,
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FW ap TFE - (s e
Ly vl
PROPOSICION 5. Sean (E, T ) un e.v.t. y E” su dual. Sea
Eq( T) = { He E°/ H es egquicontinua } . Entonces,
1) VH ckE’, He Eq( T )@BVE:“\/"(O. CT): He=ve
2) Eq()= oA(,( o~ (E;E)). Los polares se consideran con res-
pecto a la dualidad candbnica (E,LE"; < >).

Toda topologia localmente convexa puede obtenerse como
una G'-top para una coleccidn apropiada de (G- . En ese
sentido tenemos la siguiente proposicién.
PROPOSICION 6. Sea (E, T ) un e.l.c y sea E“su dual topoléd-
gico. Entonces,

T= €qal T)-top
es decir, T es la (G -top donde (- es la coleccién de to-
das las partes equicontinuas de E~.
TEOREMA 2 (ALAOGLU-BOURBAKI). Sea (E, T ) un e.v.t. y sea E-
su dual. Entonces cualquier parte equicontinua de E“es O” (E;E)
relativamente compacta.
DEFINICION 4. Sea (E,F;B) una dualidad y sea () la fami-
lia de partes de F definida por
G’M = { ASF /A es disco 0‘(F,E)compacto}
Es claro que G- E'Jg,(o—(F,E)) pues toda parte o”(F,E)

M

compacta es ©-(F,E) acotada.
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La G’M—top sobre E se llamard topologia de Mackey y la
denotaremos por J (E,F).

DEFINICION 5. Sea (E, T ) un e.l.c. T2 y sea E"su dual. Se
dice que E es un espacio de Mackey (o espacio M ) si se ve-
rifica que T= TJ(E,E”).

EJEMPLO 2. Tod\o espacio (E, T ) infratonelado y Hausdorff es
un espacio de Mackey.

TEOREMA 3 (MACKEY-ARENS). Sean (E,F;B)un sistema dual y T
una topologia localmente convexa sobre E. Entonces,

(E, T )°= Fep36=E0y : T= G-topy F = &)&A .
COROLARIO 2. Sea (E,F;B) un sistema dual y T una topologia
localmente convexa sobre E. Entonces,

(E,¥)'=F<=D o(E,F) { T £ TI(EF) .

TEOREMA 4. (BANACH-MACKEY). Sean (E, € ) un e.l.c.T, vy T un

2
tonel en E. Sea A una parte disqueada,acotada y completa de
E. Entonces T absorbe A, es decir,

3d>0: A = JT.
TEOREMA 5. Sea (E,F;B) un sistema dual. Entonces los conjun-
tos acotados de E para cualquier topologia localmente conve-
xa compatible con la dualidad son los mismos.
DEFINICION 6. Sea (E,F;B) una dualidad. Se llama topologia

fuerte sobre E, la cual anotaremos jb(E,F), ala (O -top

sobre E en donde G = o‘c( o (F,E)).



En forma andloga se define la topologia fuerte }5(F,E)
sobre F.
EJEMPLO 3. Sea (E, Il | ) un espacio normado y E“su dual pro-

visto de la norma

"f"°°= sup -I—f—gi-)—l- = sup lf(x)l, Vf € E° .
x# 0 =l x| €1

Entonces, (E”, |l ll,) es un espacio de Banach en donde
la topologia inducida por 1la norma Il g coincide con 1la to-
pologia fuerte }B(E’, E). Es decir, tal que

Tui = PCELE).

PROPOSICION 7. Sean (B, T ) un e.l.c y Esu dual. Sea M un
subconjunto de E°. Entonces,
1) M es 0°(E”,E) acotado<}{>IT < E tonel : M < T°
2) Mes ‘ﬁ(E’,E) acotado<}{> I TSE tonel bornivoro :MeT°
PROPOSICION 8. Sea (E, T ) un e.l.c. T, casi-completo y sea
E“su dual. Entonces

ok ( o (E7E)) - oL(p (E",E)).

PROPOSICION 9. Sean (E, T ) un e.l.c. y E“su dual. Entonces,

19

1) E tonelado@[VMEE’: M es o0~ (E/E)acotado={>M equiconti-

nuo.]
2) E infratonelado.<=D> [VM SE’: M es P(E;E) acotado => M
equicontinuo.j

PROPOSICION 10. Sean (E, T ) un e.l.c metrizable, E“su dual
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Yy “P= {Un t: n€ N } una base de V(O, T ). Entonces ,
la sucesibn {Iﬁ;: ne N } constituye una familia. fundamen-
tal de conjuntos )B(E’, E) acotados.
PRUEBA : Para cada n » 1 , el conjunto U; es una parte equi-
continua de E“y por tanto es jb(E;E) acotado. Sea H un sub-
conjunto P(E‘,E) acotado de E. Por la proposicién 7, 3T<E
tonel bornivoro tal que H =T°.

Siendo E por hipétesis un espacio i ( ya que es metriza-
ble), Te.’“\/.éo, T) y luego 3Un€‘P : U &€ T. Por tanto,

n

T® EU; y luego H<_ET°EU;’l . Concluimos entonces que la fa-
milia { U;l : né€ tN} es una familia fundamental numerable de
conjuntos P(E,’ E) acotados.

DEFINICION 7. Se dice que un e.l.c Hausdorff ( E,T) es un
espacio de tipo (DF), si E admite un sistema fundamental nu-
merable de conjuntos acotados y si toda parte de su dual to-
polégico E“que sea fuertemente acotada y tal que sea la reu-

nién de una sucesibén de partes equicontinuas es también equi-

continua.

8. APLICACION TRANSPUESTA.
DEFINICION 1. Sean E y F dos espacios vectoriales y sean E¥*,
F* sus respectivos duales algebraicos. Sea f : E—> F una

aplicacién lineal. Entonces, la aplicacidn lineal te tF*—3 E*
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definida por
<x, £ (y)>= <E), y'> ,VxeE, Vy'e e
se llama transpuesta de f.

PROPOSICION 1. Sean ( El 'Fl) y ( E F2) sistemas duales y

2l

sea f : El——*-E lineal y o°( E

2 Fly-oﬂ E2, F2) continua.

1’

Sea tf: E;-HP-EI la transpuesta de f. Entonces,

1) Va SE L (£@)° = ezl a0y .

2) Vu SES , ( tg(H))°= £ me) .

PROPOSICION 2. Sean (E,Tg )y (F, Tp ) dos e.l.c. T, con

duales E°y F 'respectivamente. Sea f: E—> F lineal. Entonces

1) £ es 'CE - ’CF continua ={> f es O (E,E")- O°(F,F”)conti-
nua.

2) f es T:E - Q:F continuac:[}tf es O°(F°,F) - 0°(E°,E) con-

tinua y también p(F: F)- })(E; E) continua.



CAPITULO 2

ESPACIOS d-TONELADOS, d-INFRATONELADOS Y

d-MACKEY

En este capitulo introduciremos tres nuevas clases de
espacios vectoriales topolbégicos, los cuales ser&n extensio-
nes de espacios conocidos.

En lo que sigue, todo espacio vectorial topolédgico E se

supondrd localmente convexo y Hausdorff.

1. ESPACIOS 4d-TONELADOS.
DEFINICION 1. Sea (E, T ) un e.l.c. y sea E“su dual. Se di-
ce que E es un espacio d-tonelado (o contablemente tonelado),
si toda parte B de E'y 0 (E; E) acotada que sea reunidn de
una sucesidén de partes equicontinuas de E“es también equicon-
tinua.
Anotaremos un espacio d-tonelado por dt.

DEFINICION 2. Sea (E, T ) un e.l.c. LLamaremos d-tonel en
E a todo tonel T & E tal que

T = n(;fn , donde Vn>1, u_e Vo, T )
disqueada y cerrada.

El teorema que sigue caracteriza los espacios dt.

TEOREMA 1. Sean (E, T« ) un e.l.c. y E“su dual. Entonces,

22



(E,T) dt@[VTgE d-tonel={>T € Vo, ©)] .

PRUEBA: \—={>~, Sea T = (U, un d-tonel en E. Por el co-

nz1
rolario 1.6.1 tenemos que (_JU°® < ( U U°® )°° &« T°.
n>1l n nxl D
Dado que T°es una parte O (E°, E) acotada de E7, U U° es
n21ln

también O~ (E°, E) acotada. Ahora, V n>l Ur‘; es una parte

equicontinua de E“y por tanto UlU° es equicontinua.
n>l n

Tomando polares nuevamente obtenemos :
(Y ueye= Muee = U
n>1 " n3ln n2l "

de donde concluimos que TE‘-WO, T ).

i
e |

@ Sea {Hn}n una sucesidn de partes equicontinuas
. S 1

de E“y tal que U H es O (E,E) acotada. Hagamos
n21ln
r=(\UH) =(MH".
nl n n2l N

Ahora, Vn)l, H;e'v (0, €) disqueada y cerrada, por
tanto T es un d-tonel en E y luego T € V (0, © ). Siendo
To= ( U H )°° una parte equicontinua de E; tenemos que

n»1 P
U H es también equicontinua, lo que prueba que el espa-

n>»l B

cio (E, T ) es d-tonelado.

COROLARIO 1. Todo espacio tonelado Hausdorff es un espacio
d-tonelado.

PRUEBA: Consecuencia inmediata de la definicién de espacio

tonelado.

2. ESPACIOS d-INFRATONELADOS.
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DEFINICION 1. Sean ( E,T) un e.l.c y E“su dual. Se dice
gque E es un espacio d-infratonelado (o contablemente infra-
tonelado ), si toda parte B de E” y /b (E”, EY acotada que
sea reunién de una sucesidn de partes equicontinuas de E’es
también equicontinua.

Anotaremos un espacio d-infratonelado por di .
DEFINICION 2. Sea (E,T) un e.l.c. Llamaremos d-tonel bor-
nivoro en E a todo tonel bornivoreo T & E tal que

T=()U_ , donde Vn3l, U e Vo, T)
3n>1n n
disqueada y cerrada.

El teorema que sigue caracteriza los espacios di .
TEOREMA 1. Sean ( E,T) un e.l.c. y E“su dual. Entonces,
(E, ©) ai<E>[VT<E a-tonel bornivoro={>T € "V (0,T)]
PRUEBA: Supongamos que (E,T) es di. Sea T = 14)
1> Supong que (E,T) Ql 0
un d-tonel bornivoro en E. Por el corolario 1l.6.1 tenemos :

v = (U uv)ee = 10 .
nzl 1 n>1 n

Siendo T°una parte p(E’, E) acotada , U U? es tam-
/- nzl n

bién )6 (E°,E) acotada. ahora, V n>2l , U:l es equicontinua
y dado que por hipétesis E es un espacio di, tenemos que el

conjunto U U° es equicontinuo.
n21l D

Tomando polares obtenemos:
W - Q- Qe mre Vi T,
nx 1ln n> 1ln n3l n

@ Sea {Hn}\‘una sucesién de partes equicontinuas de
>
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E‘tal que \UJ H es P( E°,E) acotada. Hagamos
. n
nl U
T=(\_H)>= ()H .
npl 1 nyl B

Observando gue Vn>l . ,H;e"\/’(o, T ) disgueada y ce-
rrada, resulta entonces que T es un ‘d-tonel bornivoro de E y
luego T e"\f‘(o, T ). Siendo T° = ( U H )°° una parte equi-

n >l n
continua de E“, tenemos que LJAH es equicontinua. Esto prue-
n2l P
ba que (E, € ) es un espacio di.
COROLARIO 1. Todo espacio infratonelado Hausdorff es un es-
pacio d-infratonelado.
PRUEBA: Consecuencia inmediata de la definicién de espacio
infratonelado.
COROLARIO 2. Todo espacio bornolégico Hausdorff es un espa-
cio d-infratonelado.
PROPOSICION 1. Sea ( E, T ) un espacio de tipo (DF). Enton-
ces ( E, T ) es un espacio di.
PRUEBA: Resulta inmediato de la definicién de espacio (DF).
PROPOSICION 2. Sea ( E,T) dt. Entonces (E,T) di .
PRUEBA: Basta observar que todo_d-tonel en E ( y en parti-
cular todo d-tonel bornivoro ) es vecindad del 0.
PROPOSICION 3. Sea (E,t;) un e.l.c casi-completo. Entonces,
(B, T)a<ED (g, T) ai .

PRUEBA:\:ffEZ/ Ver proposicién 2.
ystffi/ sea T =() Un un d-tonel en E. Ahora, T°es un disco

n21
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o (E’, E) acotado de E'y por tanto es p (E°, E) acotado ya
que por hipétesis (E, T) es casi-completo.
Dado que T°° = T , tenemos gque T es un d-tonel bornivo-
ro de E y por tanto es una vecindad de 0 en E. Esto prueba
que (E,T ) es un espacio dt.

COROLARIO 3. Sea (E, € ) un e.l.c completo. Entonces,

(E,T) at<=D> (E, ©) ai .

3. ESPACIOS A-MACKEY.

DEFINICION 1. Sea (E, ) un e.l.c y sea E“su dual. Se dice

que E es un espacio d-Mackey si toda parte B de E"que sea re-

unidén de una sucesidén de partes equicontinuas de E”y tal que

su cdpsula disqueada |[' (B) sea o (E”,E) relativamente com-

pacta se tiene que B es también equicontinua.

PROPOSICION 1. Sea (E,CT) un espacio M. Entonces (E,T) es

d-Mackey.

PRUEBA: Sean B&E" y {Hn}n> ;ma sucesibn de partes equi-
2

continuas de E° tales que B = \_JH vy M(B) es O“(E;E) -
n21l

relativamente compacta. Probaremos que B es equicontinua.

o’ (EJE) . .
En efecto, M (B) es un disco compacto de E“y por

tanto su polar ( [ (B) °l'(E:E))°€, ‘VJ(O,'C) ( puesto que E
o’(E;E)

es por hipdtesis un espacio M ). Siendo BS[ (B) te-

nemos que B°€ Vo, ) y luego B es una parte equicontinua



de E! Esto prueba que (E, T) es un espacio d-Mackey.
COROLARIO 1. Todo espacio infratonelado Hausdorff es un es-
pacio d-Mackey.
PRUEBA: Resulta inmediato ya que todo espacio infratonelado
Hausdorff es un espacio M.
NOTACION. En lo que sigue, todo espacio (E,T) d-Mackey se-
r& denotado por dM.
PROPOSICION 2. Sean (E,T) di y E” su dual. Entonces (E,T)
es un espacio dM.
PRUEBA: Sean B E’ y {H } una sucesién de partes equi-
n> 1
continuas de E“tales que B = \J}H y [M(B) es O (EJE)-
n21
relativamente compacta. Probaremos que B es equicontinua.
En efecto, ['(B) es }B(E: E) acotada (ver [4],Capi—
tulo 3, }6, Proposicién 7). Luego, B es P (E,E) acotada y
dado que E es por hipdtesis un espacio di, se tiene que B es
equicontinua. Esto prueba que (E,T) es un espacio dM.
Los resultados demostrados en este capitulo nos permi-

ten construir el cuadro siguiente :

CUADRO 1

t = dt
4 Y
i = d1

Y —



Mostraremos en un capitulo posterior, que las implica-

ciones reciprocas no se verifican en general.
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CAPITULO 3
PROP IEDADES HEREDITARIAS

1. SUBESPACIOS DENSOS.
LEMA 1. Sean (E, T ) un e.l.c. yL & E denso. Si E“y L son
los duales de E y L respectivamente, entonces la aplicacidn
Y : EE—> L”

f F— q)(f) = f/1. ( restriccién de f a L ),
satisface las propiedades siguientes:
1) Y es lineal y biyectiva.
2) V H=EE”, H equicontinua <= WY(H) equicontinua.
3) ¢ es ©°(E°,E)- o~(L°,L) continua y también P(E’, E)-

/5(L: L) continua.

PRUEBA: 1)  asi definida es claramente lineal. Probemos
que es biyectiva. Sean f,g € E” tales que (Y (f) = @ (9).
Luego de f/L. = g/L se concluye que f = g por ser L denso en
E. Por tanto y es inyectiva.

Sea h€ L°. Designemos con h a la tinica extensién li-
neal y continua de h a E ( [4] ., Capitulo 2, §9, Proposicién
5 ). Se tiene entonces que @ ( h )=h y luego Y es suryec-
tiva.

2) Resulta inmediato observando que HSE’ equicontinua <}=>

3 g: E—> R seminorma continua tal que If(x)l galx), Vxe E



30
Yy erH ( [4] ,Capitulo 3, §4 pégina 200 ).
3) Mostremos que Y es o“(E”,E)- o~ (L",L) continua. Sea W u-
na o”(L°,L) vecindad de 0 definida por
W ={g’c L”: sup |<g’,yi>|$8} ., en donde yie L
1<ign, neN y €> 0. Ahora, si V designa la o“(E”,E) ve-
cindad de 0 dada por V ={h€ E”: sup |<h,yi> |'<5} , tenemos

que, para f € V,

|<f.v.>|<E » lgign
= | <t/L Y>|<€ » 1<ign
= |<@), y,;>|<E . 1<ign

==D (')(f)e w .
Es decir, (Y (V) =W . Esto prueba que  es o~ (E] E)-
o—(L°,L) continua.

PROPOSICION 1. Sean (E, T® ) un e.l.c. y L & E denso. Enton-

ces, ~ 9
at at
(L, Ty ) (E,T)
\ di } > di
L am J aM

PRUEBA: Mostremos que
1) (L,Ty ) at = (E,T) at
2) (L, Ty, ) a4 = (ET) di
3) (Lo, ) au == (E,T) am .
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En efecto. 1) Sea H =L>)fn una parte o*(E°, E) acotada

nz
de E” reunién de una sucesién {Hn} N de partes equiconti-
n21
nuas de E Por el lema 1 anterior, la aplicacién  :E"——= L~
es o (E",E)- oo(L°,L) continua, luego ({)(H) =n\2)l(p(Hn)
es una parte O~ (L°,L) acotada de L~ y ademds se tiene que
) (Hn) & L° equicontinua para todo n > 1.

Siendo por hipbétesis (L,'t:L) un espacio dt, concluimos
que (Y (H) es equicontinua y luego H también lo es. Esto prue-
ba que (E, T) es un espacio dt.

2) Se procede igual que en 1) observando que es

P(E’,E)-ﬁ(L’,L) continua.

3) Sea H =nk;)1Hn una parte de E“reunién de una sucesibn
{Hn}lzlde_partes equicontinuas de E'y tal que [ (H) es
Oo°(E° ,E) relativamente compacta. Ahora, q)(H)=n\>.)l(P(Hn) .

donde, Vn)l, q)(Hn) &=1L° equicontinua. ]

Dado que ['( @ (H)) = (M (B)) es o~ (L7,L) relativa-
mente compacta (por ser (p lineal y continua), y , siendo por
hipc':tesis (L,T,) un espacio dM, tenemos que (Y (H) es equi-
continua y por tanto H también lo es. Esto prueba que (E, T )
es un espacio dM.

COROLARIO 1. Sean (E,¢) un e.l.c. , L A Edensoy F & E

tal que L &F. Entonces,



at | at
(L,'CL) di ) ==D (F, tF ) di
aMm ] aMm

PRUEBA: Se deduce inmediatamente de la proposicién 1 por ser
L denso en F .

A A
COROLARIO 2. Sea (E,CT ) un e.l.cy sea ( E, T ) el comple-

tamiento de E. Entonces,

dt dt

A A
(E, T) di —{> (ET) di
dam aMm

A A
PROPOSICION 2. Sean (E, T ) un e.l.cy ( E, T ) su completa-

miento. Entonces,

€,T) ai —=> (£, T) at .

A
PRUEBA: Sea T = (\ U un d-tonel en E. Es claro gue el con-
n1n

junto T/ E es un tonel en E. Sea M una parte acotada de E.

A A
(E, T)

Entonces, [ (M) es también acotada en E y luego ["(M)

A
es un disco cerrado, acotado y completo de E .

A A
. A (E, T)
Siendo T un tonel en E, T absorbe a ['(M) s Y POT

tanto TNE absorbe a M. Como M se escogifé arbitrariamente,
concluimos que el conjunto TNE es un tonel bornivoro de E.
Ahora,

nE = (N )nEe = (v NE)
nzl D

n21

32
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y siendo para cada n21, Un(\E una vecindad disqueada y ce-

rrada de E, tenemos que TNE es un d-tonel bornivoro de E y
A A

(E.t)e

—_— A
luego es una vecindad de 0 en E. De ahi que TNE (0,T).

A A
Ahora, T(\E(E't) &< T por ser T cerrado. Resulta entonces

A A A
que T€ V(0, T ) y luego el espacio ( E, T ) es d-tonelado.

2. IMAGEN POR UNA APLICACION CONTINUA.
DEFINICION 1. Sean (E,'t;l) y (F:'Cz) dos e.l.c. y sea la a-
pPlicacién f: E—> F lineal. Se dice que f es casi-abierta si
V Ve‘V-:O.'Cl). £(V) es una vecindad de 0 en el subespacio
f(E) de F.
LEMA 1. Sean (E,’t:l), (F,tz) dos e.l.c con duales E'y F~
respectivamente. Sea f: E —> F una aplicacién lineal y con-
tinua y sea tf: F°—>E” la transpuesta de f. Sea H & F En-
tonces,
1) H equicontinua==> t.(H) equicontinua
2) Si f es casi-abierta y suryectiva ,

H equicontinua <}=> tf(H) equicontinua.
PRUEBA:
1) Probaremos que (tg(H))°€ V(0,T ;). En efecto, siendo
(tf(H))°= f-l(H°), y dado que H° e'\/'('o,t:z), tenemos entonces
que (tf(H))°e"VJ(0,'C1) por ser f continua.

2) Por (1) serd suficiente con mostrar que :



tf(H) equicontinua ={> H equicontinua.

Sea entonces tf(H) una parte equicontinua de E. Luego,
(te(m)) e V(0,5 ) y dado que (s, (H))°= £ 1(H°), tenemos en-
tonces f'l(H°)€"V—(’0,‘C1). Siendo por hipétesis f una aplica-
cidén casi-abierta y suryectiva,

e = E(£-L(E%) € W(0,T )
de donde concluimos que H es eqguicontinua.
PROPOSICION 1. Sean (E,tl), (F,tz) dos e.l.c., E'y F sus
duales respectivos y f: E—» F lineal,continua,casi-abierta
y suryectiva. Entonces,
dt dt
(E,'Cl) di } ==> (F,'Cz) di
aMm am
PRUEBA:

1) (E,T))at = (F,T,)dt.

Sea H =k;)Hn una parte oO” (F”,F) acotada de F° donde, para
n®1l

n

34

cada n21l, H < F° equicontinua. Entonces, si tf es la trans-

puesta de f, tf es o’ (F ,F)- o(E",E) continua (por ser f
continua ).

Ahora, tf(H) =nk3)ltf(Hn) es o (E°, E) acotada y sien-
do por hipétesis (E,"(_‘,l) un espacio dt, tenemos gque tf(H) es
equicontinua. Por el lema 1 concluimos gue H es equicontinua

y por tanto (F,’cz) es un espacio dt.
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2) (E,'cl)di=[> (F,T,)di .
En efecto, basta observar que t_ es )b(F’,F)— P(E’,E) con-
tinua y luego procedemos en forma similar a la parte (1).
3) (E.'C'l)dM => (F,‘t:z)dM.
Sea H = L}J H una parte de F° reunién de una sucesidn {Hn}

n*®l n2
de partes equicontinuas de F°y tal que ['(H) es o” (F’,F) re-
lativamente compacta. Siendo tf lineal y o’ (F’,F)- O~(E”,E)
continua, tenemos que tf(["(H)) =1 (tf(H)) es o-(E”,E) re-~
lativamente compacta.

Ahora, tf(H) = n\>’Jltf(l-ln) y como por hipétesis, (E,tl)
es un espacio dM, tenemos que tf(H) es equicontinua. Por el
lema 1 concluimos que H es equicontinua. Esto prueba que
(F.'t:z) es un espacio dM.

COROLARIO 1. Sea (E, ¢ ) un e.l.c. y L & E cerrado. Sea
E/L el espacio cociente de E por L. Entonces, si 'C' designa
la topologia cociente sobre E/L ,
dt dt
E,T)lail = Ea,')lail .
aMm aMm
PRUEBA: Es consecuencia inmediata de la proposicién 1 obser-

vando que la aplicacién canbnica

f: (E, ) — (E/L ,T')

x >— X

UNIVERSIDAD DE PANAMA
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es lineal, continua, abierta y suryectiva. (Ver E.B],Capitulo

VII,Pagina 106 ).

3. TOPOLOGIA FINAL
PROPOSICION 1. Sean {(E., . )}. una familia de e.l.c
1 1 iel

y F un espacio vectorial. Para cada i€ I, sea fi: Ei——’- F
una aplicacidén lineal tal que i%)Ifi(Ei) genera F. Sea Z la
topologia localmente convexa mds fina sobre F tal que V i€ I,
fi es ti— € continua. Entonces

dat at

Vier, Explat =p @, worla} .

daM daMm

PRUEBA: Mostremos por ejemplo que si
VieI, (E;»T,) at => (F, T ) dt.
En efecto, si observamos que:

aVier, £, continua —> tg, e O(Fi F)-0"(E[.E,) con-

tinua y también B (F7,F)- ﬁ(Ei,Ei) continua
b) Una parte H de F’es equicontinua <=> VieI, H o fi=
= {hof.l / heH } es equicontinua ( [4] ., Capitulo 3, {4,
Proposicidén 5 ), entonces,
si B = U H es una parte o’ (F°, F) acotada de F°, don-
nzl D

de Vn;l, Hn es equicontinua, tenemos que para cada i € I,

te. B = U tf.(H ) es una parte o-'(E]f., Ei) acotada de E;
1 “?l i n



y ademés te (H,) equicontinua para cada n > 1. Siendo por
i
[
hipotesis ( E. ,'Ci) un espacio dt , tenemos que tf_ (H) es
i i
eguicontinua , Vie I.

Dado gque VieI ’

£5

e, ( H ) ={t, ) /neH}
i
={ hof;, / heH }
= Hofi
vemos que Hof. es equicontinua y luego H también. Esto
prueba que (F, € ) es un espacio dt.

COROLARIO 1. Sea {(Ei,ti)} e una familia de e.l.c vy
i

sea F = @ Ei la suma directa de los ( Ei' ’Ci) . Entonces,

ier
dt dt
Vier, (g.z){dit=>rF,)3ai} .
am am

PRUEBA: Es consecuencia inmediata de la proposicién 1 obser-

vando que la topologfa suma directa T =@ T, es un caso
i€ 1

particular de topologia final (Ver [13],Capitulo VII,P&gina

112 ).

4. PRODUCTOS.

PROPOSICION 1. Sea {(Ei, 'ci)} (e una familia de e.l.c.

y sea E = l lEi munido de la topologia producto T . Enton-
i€r

ces,

37
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dt dt

2,v) {ai L= (B, T {aiy Vie 1.

am dm )

PRUEBA: Mostremos por ejemplo que

(B,T) a1 <= (E; ;) ai Vier.
@ Sea (E, T ) d4i. Dado que V i€ 1, la i-ésima proyecc-
ién canénica pi: E————»—E:,L es una aplicacién lineal,conti-
nua, abierta y suryectiva ( [13] ,Capitulo V1I,P4gina 96 ),se
sigue de la proposicién 2.1 que Vie I, (Ei' T;) ai.

@ Sea H = UH una parte P (E; E) acotada de E“reu-

n2l B

nién de una sucesibn {Hn} de partes equicontinuas de E?

nzl
Siendo H acotada, 3 ASI finito tal que

H=® (H) = T(UH en donde
A i@pln?l D

P, = proyeccién de E’= G‘) E. sobre E] , Vi € I1I).
1 jer 1 1
Como p’ es ﬁ(E,’ E)- ﬁ(Ef +E ) continua, resulta que

i i i

para cada i€ A, p (\UH ) = U p7(H ) es una parte P(ET.E.)

n< 1l nz

acotada de E y ademéas p_’(Hn) equicontinua para cada n > 1.
i i

Siendo (Ei,'t:i) di, Vi € I, se tiene que p:TL(H) es equicon-

tinua Vie /A y por tanto H es equicontinua. Esto prueba que

(E, € ) es un espacio di.



CAPITULO 4

TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS EN

ESPACIOS d-TONELADOS

En este capitulo presentamos una versidn del famoso teo-
rema de Banach-Steinhaus para los espacios dt. Adem&s se de-
muestra agui gque para un espacio d-tonelado E, su dual topo-
l6gico E° provisto de la topologia débil o~ (E; E) es semi-

completo.

1. TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS EN ESPACIOS d-TONELADOS.

En la demostracitn del teorema de Banach-Steinhaus ha-
remos uso de las proposiciones siguientes:
PROPOSICION 1. Sean (E, ¥ ) un e.l.c. y E“su dual. Entonces,

ﬁo‘(EloE)

VeceE ‘equicontinua —{> equicontinua.

PRUEBA: Por el teorema de los bipolares, tenemos que:

o -,
@) 5% = pee
Luego, o(EE)
(™~ () )°= H°°° = H°€ V(0, T)-
—C(E,;E
Por lo tanto, [“(H) ' ) es equicontinua.
Siendo, —&(ESE) o (E;E)
H ‘'t = (H) ! , concluimos enton-
=0o’(E;E) . .
ces que H es eguicontinua.

PROPOSICION 2. Sean E y F dos e.l.c. y Hausdorff y sea H u-

39
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una parte eguicontinua-de i (E,F). Entonces, la restriccién
a H de cada una de las siguientes topologias son idénticas:

1) La topologia de la -convergencia simple en un conjunto to-
tal de E.
2) La topologia de la convergencia simple sobre E.
3) L a topologia de la convergencia precompacta.
PRUEBA: ( ver [17], Capitulo III, §4, Proposicién 4.5 )
PROPOSICION 3. Sean E y F dos e.l.c. Hausdorff y sea H una
parte equicontinua de x“(E,F). Supongamos ademds gue E es
separable y F metrizable. Entonces la restriccién a H de la
topologia de la convergencia simple es metrizable.
PRUEBA: ( Ver [1.7] , Capitulo III, §4, Proposicién 4.7.)
TEOREMA 1 (BANACH-STEINHAUS ). Sean (E, T ) un espacio d-to-
nelado, E“su dual topolégico y {f } una sucesién O“(E/E)
. nfn2l
acotada de EI Si {f } converge puntualmente a una for-
nfn>1l
ma lineal f , entonces f_€ E” y la sucesifbn {f }
o o njnzl
converge uniformemente a f en cada subcoenjunto precompacto
o
de E.
PRUEBA: Para cada n>»1 tenemos que,
e le=p- . .
{fn}_E > {f’n} equicontinuo.

| = s o (E”, E

Bhora, \J {fn}_ {fn}‘nzl es o (E°, .E) acotada (
, n21

por hipotesis). Luego, siendo E un -espacio dt, tenemos que la

es equicontinua. Siendo f, el o”(EJE)

sucesion {fn} n>1
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limite de la sucesibn £ } » tenemos que £ € E° (pro-
njn21l o

posicién 1 ).

Por la proposicidn 2, concluimos que fn-———*— fo unifor-
memente en cada subconjunto precompacto de E.
PROPOSICION 4. Sean (E, T ) un espacio dt separable y E” su
dual. Entonces toda parte O (E,E) acotada de E” es ©”(E; E)
secuencialmente relativamente compacta.

- c rd -
PRUEBA: Sea M = E” una parte o°(E;E)acotada, y sea {fn} n31
una sucesidén en M. Es claro que {f es O“(E,E) aco-
njnxl

tada y siendo E un espacio dt, utilizando un razonamiento si-
milar al empleado en el Teorema 1 , concluimos gque {fn}

n>1l
es equicontinua.
—o( E7,E)
Por otro lado, {f } estd contenida en E° y ade-
nj n>1
méds es equicontinua ( proposicién 1). Siendo E separable, te-
Ty 9(E7,E)
nemos gque {fn}11>]. es metrizable ( proposicién 3) y a-
-

demds O”(E;E) compacta ( teorema de Alaoglu-Bourbaki).

Como es bien sabido que en un espacio métrico, la compa-

cidad secuencial equivale a la compacidad, concluimos que la

sucesidn {fn} 1 contiene una subsucesidén convergente y
n> rd
limit t g al junt F B B o g O(ETLE)
ece = .
cuyo ite pertenec conjunto { n} n>1

Esto prueba que M es o©-(E“,E) secuencialmente relativamente
compacto.

El corolario que sigue es una consecuencia inmediata de
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la proposicibén anterior.
COROLARIO 1. Sea (E, T ) un espacio dt separable y sea E” su
dual. Entonces toda parte O~ (E,E) acotada y cerrada de E“es

o” (E,; E) secuencialmente compacta.

2. APLICACIONES DE ESPACIOS dt Y di EN ESPACIOS LOCALMENTE

CONVEXOS.

PROPOSICION 1. Sea ( E, T ) un espacio dt (resp. di ) y sea
F un e.l.c. Sea {H } una sucesibén de conjuntos equi-
ny nx1

continuos de aplicaciones lineales de E en F tal que \_) H
n31l

es simplemente (resp. fuertemente ) acotada. Entonces , el

conjunto \.) H es eguicontinuo.
nz21l D

PRUEBA: Notemos en primer lugar que si V es una vecindad dis-
gueada y cerrada de 0 en F, entonces

(- -]
'S h—l(V)-=(~\rw h—l(V) es un conjunto
=]_h€H
U H n
}1€n21 n n

disqueado y cerrado en E.

(- -]
Sea W = (\\r\ h'l(V) . Consideremos ahora los casos
n=1 h€ Hn

siguientes:
CASO 1. Supongamos que \_ H es simplemente acotado. Vamos
21 -
n

a probar que W es absorbente en E.

Sea x € E. Luego LJ Hn(x) es acotado en F. Por tanto,
2
n~=l
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3o >0: U H (%) soav= x€e ﬂmh'l(v) =W ={> W es
n= lheH
absorbente en E,

El resultado anterior muestra gue el conjunto W= \h'l(v)
he K
es un d-tonel en E y luego es una vecindad de 0 por ser

E un espacio dt. Concluimos entonces que U H es equicon-
n21

tinuo.
CASO 2. Supongamos gue U H es fuertemente acotado. Sea

n2l
A = E acotado. Entonces U Hn(A) es acotado en F. vamos a

n21
mostrar gque W es un d-tonel bornivoro en E.
En efecto, es claro gque W es un d-tonel en E ( ver Caso

1) . Probemos entonces que W es bornivoro en E.

Siendo A = E acotado, como U H es fuertemente acotado,

n21 %
Faso: Us s ave> a=A{ W nlw) = 2w
n21?® n=l heH_

Por tanto, W absorbe a A. Esto prueba gque W es un d-tonel bor-
nivoro de E.

Ahora, dado que por hipétesis E es un espacio di, tenemos
que W€ V(0, ) y luego nk>Jl H es equicontinuo.
COROLARIO 1. Sea (E, T ) un espacio dt ( resp. di ) y sea
F un e.l.c. Sea {f n>1 una sucesidn de aplicaciones li-

neales y continuas de E en F simplemente ( resp. fuertemente)

acotada. Entonces {fn} es equicontinua.

n>1
PRUEBA: Haciendo Hn = {fn} ' V n> 1, el resultado se si-
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gue inmediatamente de la proposicién 1 anterior.

COROLARIO 2. Sea (E.'CE) un espacio dt y sea (F, 'cF) un e.

l.c. Supongamos que {f } es una sucesibn de aplicacio-
nyn3l
nes lineales y continuas de E en F tal que {f } con-
njn>1

verge puntualmente a una aplicacién f : E—» F, Entonces

o
f es lineal y continua.
o
PRUEBA: Es claro que la funciodn

fo: E——> F
X p———t £ (x)= lim £ (X)
O n > n
€s una

es lineal . Por otra parte, la sucesidn f
n{n>1
sucesidén simplemente acotada. Luego por el corolario 1, 1la
sucesibdn {f es equicontinua.
421

Vamos a probar entonces que fo es una aplicacibén conti-
nua.

Sean V, U € \/(O,TZF) disqueadas y cerradas tales que

U + U«V. Dado que {f } es equicontinua, tenemos
n

n21l

_ -1 n\ﬂ
W = an fn (U) e (0,'CE). Sea ahora ( Xy )G“:Auna red en E,
y tal que xd-——#-o. Mostraremos que fo( X ) —= 0, lo cual
serd suficiente para probar que fo es continua en 0 y por 1lo
tanto, continua en todo E .

Como x, —>=0, BPGA : o(>p > Xy € W. Es decir,

VO(ZP R V n>1: fn( Xy ) € U. Por otro lado, para cada n32l,
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fn(x) —_— fo(x), Vxe E., Sea o()P ,» entonces fn(’a)-—" fo(xq)
Luego, 3 mPl : fo(xd) - fn(xot ) e U, Vn;m . Por tanto,

si nzm y °(>P se tendré que:

fo(xﬂ ) = fo(xd) - fn(xq) + fn(x“) eU+UcV. En

esta forma vemos que fo(xd ) — 0.

DEFINICION 1. Sea (E, € ) un espacio lineal topolfgico. Se
dice que E es semi-completo si toda sucesién de Cauchy en E
es convergente.
PROPOSICION 2. Sea (E, T ) un espacio dt y sea E° su dual.
Entonces ( E°, o-(E”,E)) es semi-completo.
PRUEBA: Sea ]\f } una sucesién de Cauchy en (E; O’(E/E)).
njnx

Entonces {f \} es O (E°,E) acotada y por tanto es

n

n>1l
simplemente acotada. Por el corolario 1, la sucesibn {fn}n

21
es equicontinua.
Ahora, para cada x de E, {f (x)} es una sucesidn de
Cauchy en K. Sea foz E —>» K definida por
f (x) = 1lim f (x) . Luego por el corolario
o] n"'@ n
2, tenemos que foe E°. Finalmente, dado gque fn_+ fo sim-
plemente, tenemos también que fn———’- fo en la topologia de-

bil ©°(E°,E). Esto prueba gque (E°, O (E/E)) es semi-comple-

to.
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CAPITULO 5
EJEMPLOS Y CONTRAEJEMPLOS

Los ejemplos que presentamos a continuacién tienen la
finalidad de mostrar que las reciprocas de las implicaciones
gue aparecen en el cuadro 1 del capitulo segundo, no son véa-
lidas.

DEFINICION 1. Sean E un e.l.c. y E“su dual. Se llama bidual
de E y lo anotaremos por E°°, al dual de E° provisto de la
topologia fuerte JB(E’, E). Es decir,

E°7 = (E',p(E’,E))’.
EJEMPLO 1. (En el gue se demuestra que el dual fuerte de un
espacio localmente convexo metrizable es un espacio del ti-
po (DF)).

Sea (E, T ) un e.l.c. metrizable y E° su dual provisto

de la topologia fuerte E°,E). Sea {M } una suce-
p g P( +E) n n>1
sién de partes equicontinuas del bidual E°°. Si M = \5{ Mn
n

es acotado para la topologia O°(E”“",E”), entonces M es equi-
continuo.

PRUEBA:

1) Notemos en primer lugar que un sistema fundamental de ve-
cindades del 0 en (E’,‘P(E’,E) est4 dado por la coleccidén de

todos los conjuntos disqueados, absorbentes y o-(E”,E) cerra-
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dos de E° debido a que tales conjuntos son los polares de los
conjuntos acotados de E. (Proposicién 1.7.3 ).

2) Sea Un = M; y U =(:\ Un = (\;) M, )* ( donde * denota el
n®l n®l
polar con respecto a la dualidad entre E'y E“7). Cada conjun-
to Un es una vecindad P (E°,E) disqueada y cerrada de O en E~
( proposicién 1.7.5), y U es un disco absorbente y ‘P(E’,E)
cerrado de E”. ( Proposicidén 1.7.7).
Luego, para probar gque M es equicontinuo, bastaré& encon-
trar un disco absorbente y O°(E;E) cerrado V &£ E” tal que
V & U, dado que en .este caso, V serfia el polar de un conjun-
to acotado de E y por tanto una vecindad de 0 en (E:P(E’,E)).
3) Sea {An} ny1l U0 sistema fundamental numerable de conjun-
tos _P(E’,E) acotados de E°, el cual se obtiene tomando los
polares de los conjuntos pertenecientes a un sistema funda-
mental numerable de vecindades del 0 en E. (Proposicibén 1.7.10)
Es claro que cada An es un disco 0¥(E°, E) compacto (teo-
rema de Alaoglu-Bourbaki ), Supongamos entonces que se tengan
construidos una sucesidn {An}ha ile nimeros positivos y una

sucesién {Vn} de vecindades del 0 en (E°, P(E’,E) ta-

n>1l

les que cada vV, sea un disco ©0-(E",E) cerrado, satisfacien-

do ademés las siguientes condiciones:

i) xiAic:.<___1_)u ., Vi

i+l
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ii) A A =v. , Vi,

iii) v.evu, , Vi.
i i
Entonces, el conjunto V = (\\ V. es un disco absorbente
izl

y O°(E°,E) cerrado tal que V<=U. En efecto, es claro que V
es un disco O~ (E",E) cerrado (.puesto que cada Vi loes ) vy
ademds V & U. Probemos entonces gue V es absorbente.

Sea x € E’. Siendo {x} una parte J(E’,E) acotada de
E°, 3 Ai tal gue {x} = Ai . Luego.Ai{x}S)«iAi (A ij> 0 ).
Utilizando (ii), tenemos que:

L~ -]

rA.a=(Nv., =v.
1l 1 j=l J

Por tanto,
li{x} & V ==> V es absorbente.

4) Construiremos ahora las sucesiones {). n}n; Y {Vn} n> 1

por induccidén. Supongamos que Ai y Vi satisfacen (i), (ii) y

(iii) para 1lgign . Por el teorema de Banach-Mackey,

32 >0 tal que ) A =_ 1 Uﬂ(idvi). (*)

n+l n+l n+l 2n+2

ya gue A +1 es P(E’,E) completo. (Ver [4].Capitulo 111, §7.
n

Proposicién 6 ), y el miembro derecho de (*) es un P (E-,E)

tonel.

Ahora, el conjunto

A
n+l n+l
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es un disco O~ (E",E) compacto ( [_4] ,Capitulo III, §5, Pro-

posicidén 2) y ademds tenemos que:

B
n+l =

|-

U+...+( 1)US_:__1_U§lUn+1
2n+2 2 2

Si Wn+1 es una P (E°,E) vecindad disqueada de 0 y ade-

mds O” (E",E) cerrada , contenida en 1 Un entonces el

5 n+l ’
disco V ., = B ™ Wn+1 es una P( E°,E) vecindad de 0 en
E " pues Vn+1 contiene a Wn+1 . Ademés, Vn+1es un conjunto

O (E",E) cerrado. Finalmente, por (*) tenemos que:
A .
.\ 041 n+l = Vj para lgLj<gn

V')
A =B =V ara 1gign+l.
Ai i n+l n+l P U

OBSERVACIONES, a) Resulta claro del ejemplo anterior que si

M= k))lmn fuera P(E”,E’) acotado, entonces M seria equi-
ne«

continuo puesto que \JAQ(P (E°7,E7)) = Od(,( o (E"7,E7)).

b) De la parte (3) concluimos que (E’,P(E’,E)) admite un sis-

tema fundamental numerable de conjuntos acotados. Luego, hemos

probado aqui que el dual fuerte (E;P (E;E)) de un espacio lo-

calmente convexo metrizable (E, T ) es del tipo (DF).

c) Se ha probado también que el dual fuerte de un e.l.c. me-

trizable es un espacio 4i ( por ser un espacio (DF)), y lue-

go también es un espacio dt ya que (E; P (E°,E)) es completo.

(Ver [4] ,Capitulo III, é?, Proposicifén 6 ).
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d) M.G. Kothe construydé el ejemplo siguiente de un espacio lo-
calmente convexo metrizable y cuyo dual fuerte no es tonela-
do.
Sea E el espacio vectorial de todas las sucesiones do-

bles x = ( xij ) tales que, Vn e NN,

(n)
Pn(x) =Z Iaij xij]<m

en donde,

(@) j,si ign, V3
a =

ij 1,si i>n, Vj
Las seminormas pn (n € N ) generan una topologia localmen-
te convexa mediante la cual E es un espacio de Fréchet y tal
que (E-, ‘P(E',E)) no es tonelado. (Ver [3] , Capitulo II ,
é 1, Pagina 88 ).

Se concluye de esto, que existen espacios d-tonelados
que no son tonelados.
EJEMPLO 2. ( En donde mostramos que un espacio di no es ne-
cesariamente un espacio dt ).

Sea c el espacio de Banach de todas las sucesiones con-

vergentes x = ( X, , X_ ,... ) donde X € K , con la nor-

1 2

ma del supremo

Ixil = sup |x |
n€N
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Sea c0 el subespacio cerrado de c formado por todas las
sucesiones gque convergen a 0 y denotemos con q) al subespa-
cio vectorial de c formado por todas las sucesiones gue tie-
nen un nimero finito de componentes no nulas. Es claro que d)
es un espacio normado con la norma inducida de c, la cual de-
notaremos por | ||¢ .

Para cada n21l, definimos la aplicacidn

£: (0 MMy ) — K

x } P fn(x)= n.xn
Entonces, fn es una forma lineal y continua.

En efecto, para cada n21l, la aplicacién fn es claramen-
te lineal. Mostremos que es también continua, para lo cual se-
réd suficiente probar que fn estd acotada en una vecindad de
0 en (b .

Sean entonces n € N fijo, vy &€ > 0. Consideremos la ve-
cindad del 0 en ¢ dada por el conjunto

v-{ved : uvu, <t}

1+ X,r--- ) € V,se tiene que lell¢$e

Por tanto, para x = ( X
y luego |xm|<€ Vm>1. Ahora, fn(x) = nx_ vy luego,
| fn(x)|= |nxn| £ n€ . Vemos entonces que Vx € VvV,

| £ =] < ne

lo cual nos dice que fn estd acotada en V.

La sucesibn {fn} >1 es una sucesién simplemente
n
”
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acotada de formas lineales continuas que no es equicontinua.
En efecto, mostremos en primer lugar que {f } es una
n
ny 1l

sucesidén simplemente acotada, para lo cual bastard probar que

M g1 (B [0, 1]) absorbe cada punto de q) . ( Donde
n=1ln K

B K L0, 1] denota al conjunto { z€ K/ |z|$l} ).
Sea x = (xl, x2,...) € ¢ . Entonces, 3 mo € N tal que
x = 0 Vm>mo . Sea A= |l xli . Haciendo d = ?\mo > 0,

tenemos que

-1 -1
x € £1(B_Co,«1) =of )¢z [0,1]
nzl n K ‘ ) 0(nzl n ( K ! )
Luego el conjunto M f'l(B Lo, 1] ) absorbe a x.

nz1ln K

Probaremos ahora que la sucesidn {fn} n> no es equi-
2
continua. Supongamos lo contrario. Como B IKLO' 1Je"VJ(o, K) ,
3Ue~VJ(O, I II¢ ) tal que fn(U) = B K[O,l] ’ Vn)l. Esto
4dltimo es equivalente a que, V nzl y V x€ U,
£ (0] <1 . (1)

Por otra parte, la vecindad U €"VJ(O, (] I|¢) podemos con-
siderarla como el conjunto U = { ye(b /1 y||¢ <E} para al-
gan € > 0.

Sea x = ( Xy x2,...) € U con x # 0. Entonces, 'xn|<8
V n > 1. Ahora, si algin xi es tal que 'Ixi|>1, tenemos qgue

Ifi(x)l = | ixi] > 1, lo que contradice (l). Supongamos enton-

ces que |x |1 , Vn}l. Dado que x # 0, 3k 21 tal



que ka | # 0. Luego,
ka|S1=D €l x 1€
Como £L1 , tenemos que
Ix1 £ &€ £ 1.
k

Utilizando la propiedad arguimediana de los numeros rea-
les, dme N tal que m Iexk|> 1 . Consideremos ahora la
sucesibn y = ( 0,...,ym,0,0,...) cuya e-mésima componente es
y = E.xk y el resto de las demds son nulas.

m

Es evidente que y € U. Por otra parte,
lfm(y)l = |me€x | > 1,
lo que también contradice (l). Concluimos entonces gue la su-
cesidn {f } no es equicontinua.
Ninz 1

Finalmente, por el corolario 4.2.1, deducimos que el es-
pacio ( (b . "¢ ) no es d-tonelado, pero si es d-infratone-
lado por ser un espacio bornoldgico.

Todo espacio localmente convexo Hausdorff puede consi-
derarse como un subespacic cerrado de algun espacio tonelado.
(ver [IQL Teorema 1.1 ). Luego, si queremos demostrar gue
un subespacio cerrado de un espacio dt (resp. di ) no es ne-
cesariamente de la misma clase, bastard con exhibir un ejem-

plo de un e.l.c.T,_, que no sea un espacio d-infratonelado.

2

Tal es el propdsito del ejemplo que sigue.

53
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EJEMPLO 3. Designemos con (E, T ) el espacio de Banach <,
del ejemplo anterior con la norma del supremo y sea (E,T')
el espacio ¢ con la topologia débil asociada, es decir, tal
o
t:ﬂ_ 1 3 .
que = o”(c  , £7) (donde L7= (c,)7).
Para cada n>»1, definimos la aplicacidn
g: (E,T')— (E,T)

n

X b— gn(x)= (xl,xz,...xn,0,0,...)

en donde x = (xl,xz,...xn

1eee) Y X. € K |
i
Es evidente que cada g es una aplicacidén lineal. Probe-
n
mos que es también continua. En efecto, sea n€ N fijo. Para
cada p > 1, consideremos ahora la aplicacién
£: (B, T —= (B, T)
definida por
fp(x) = (0,....0,xp,0,0....) + para cada x = (
X) 0 x2,...,xp,...) € E.
Es claro que cada fp es lineal y continua. Ademés,
n
g (x) = D, f(x) ., VxekE.
p=1 P
Resulta entonces que cada gn se escribe como una suma finita
de funciones continuas y es por tanto una aplicacibén conti-
nua.
La sucesidn {g es una sucesidén de aplicaciones
nfn>1

lineales y continuas de (E, ©') en (E, T ) con la propiedad

de que Vx € E, gn(x) —— X . Veamos que esto es asi.
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Sea x = ( xl,xz,...,xn,...) € E. Entonces,
" gn(x) - X "= " (xlox2r~'-lxn'0000---) - (xl'x2"°'xn'xn+l"")“
= “ (0,0,...,0,- X o4y xn+2,...) " = ;S9R Ixn+i|

Ahora, como X€E = co » entonces X —> 0 en K y luego, da-
do £€> 0, 3 p e N tal que

lxmlse ’ Vm}p.

POR tanto, si n2p,

(x) - x = sup [x <
" gn " ie IN' n+i| €
y luego g (x) —> x en (B, T ).
Sea B = { x€E/ IxI l} . Entonces la sucesifén

{gnl‘ es uniformemente ( o fuertemente) acotada sobre los
21

conjuntos acotados de (E, T'y.

En efecto, dado que los conjuntos acotados de (E, (vh )
son los mismos que los acotados de (E, T ), ( teorema de Mackey)
serd suficiente con probar que U gn(B) & B. Sean entonces,

n21l

ne Ny x=(X,Xx,...) €B. Luego Il x| g1l. Pero ,

2
" gn(x) " = II (xl'x2"°'lxn'0001---) “<
< (SR I<TRIN = I

'=D gn(x) € B .

Vemos entonces que g (B) & B , V n>1l, es decir, que
n

U gn(B) <= B. Por dltimo, dado que co RO es un espacio re-
>
n =1

!
: 4 ; }
flexivo, tenemos que T e T y luego la sucesibn {gn ns 1
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no es equicontinua ( puesto que (:1 ggl(B) = B ).

Se deduce del corolario 4.2.f’§ue el espacio (E, €') no
es d-infratonelado.
EJEMPLO 4. ( Un espacio dM que no es M ).

Sea (E, Il i) un espacio normado no separable. En E”consi-

deremos la familia @ dada por

G ={AEE'/ A es jb (E°,E) acotado y se-
parable.}

sea Te 1a topologia en E de la convergencia uniforme

sobre los elementos de O . Se tiene entonces que :

o (E,E) 4 Ce 4 TE E) = ﬁ*(E.E’)
(donde .JB*?E,E’) denota la topologia de la convergencia u-

niforme sobre los conjuntos Jb(E’,E) acotados ).

Notemos que T (E,E") = }5*(E, E°) por ser (E, Il | ) un
espacio bornolégico. Ahora,
1) (E, 'CG») es di. En efecto, sea H =nL";)1 Hn una parte acota-
da de (E; P (E; E)),y tal que, V n>l, ﬁnEE’es 'CG— e-
quicontinua. Siendo H_ una parte fﬁ(E’, E)-separable , te-
nemos que H también es ‘P (E°, E)-separable ( por ser reu-
nién numerable de partes separables ). Concluimos entonces
que H€ G- y luego H es equicontinua.

2) (E, Tq ) es un espacio dM ya que todo espacio di lo es.

3) La topologia Tg es estrictamente menos fina que la
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topologia ‘J (E,E”).

En efecto, en caso contrario se tendria que

Te= pP'CE, E)

lo que equivale a decir que toda parte f;(E; E) acotada de
E‘es separable. Ahora, el espacio (E-, ;»(E’,E)) es normado
y por tanto admite una sucesién {Bn} a3l fundamental de
conjuntos .fI(E:E) acotados, los cuales son también separa-
bles.

Siendo E’ = L)) B, resulta ser E” separable y luego
también E es separrall];l]é ( ver [11], Capitulo 4, §4.6. Teo-
rema 4.6-8 ). Esto contradice nuestra hipétesis de gue el
espacio (E, ?:l") no era separable.

Hemos encontrado entonces un espacio dM que no es M.
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CAPITULO 6

SUBESPACIOS DE CO-DIMENSION

CONTABLE EN ESPACIOS dt Y di

En el capitulo anterior mostramos que la propiedad de
un espacio localmente convexo de ser d-tonelado o d-infrato-
nelado no se mantenia generalmente para los subespacios de
los mismos.

Es nuestra intencifén en este capitulo analizar bajo qué
condiciones un subespacio preserva la propiedad de ser un es-

pacio dt o di.

1. SUBESPACIOS DE ESPACIOS 4d-TONELADOS.

LEMA 1. Sean (E, € ) un espacio dt y {Am una sucesién

} m>1
de partes de E tales que:
a) Am es un disco, Vm =1

b) A = A Vans1

m+l ’
c) Vxe E, 3m : A  absorbe a x.
Sea {A } una sucesibén de nimeros reales tales
njn2l
que 'an (o o} Yy supongamos que U es un disco en E tal que
Vm;l : U N 7\m A € "VN(O. T/ a ) - Entonces, se
mm
tiene que U €V( 0,T).

PRUEBA: Notemos en primer lugar que la condicién (c¢) de 1la



hipétesis equivale a decir que ngAm es absorbente en E.
m?2

Para probar el lema 1, construiremos un d-tonel © en

E tal que 1 g &« U . Por hipotesis,
3

UﬂkmAm€'\VJ(0. 'c/kmAm): vmzll

luego,
Vm;l, 3 Ume V (0, © ) disqueada tal que:

U N AR SUNA A = U

[. -]
sea © =mO]f UNAXA A, ) + Uy . Entonces © es
un d-tonel en E. En efecto, es facil ver que:

1) © es un disco.

2) © es cerrado en E .

3) Vm)l: (U{\')\mAm)+ U, GV(O,t). Probe-
mos entonces que

4) © es absorbente. En efecto, sea x € E. Como mglAm
es absorbente y ’)\nf fo o) ., tenemos que mkz)llmAm es también

absorbente . Luego,

3 o > 0: xe“mk;)l)mAm = mg,Jl ( o Ap By

== Am,>21: x€d %moAmo . Es decir, Imy>1

tal que 7\m Amo absorbe a x. Ahora, U, .absorbe x , luego
o

Mg

3)*-> 0: x€ )*-Um . En esta forma ,
o
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x € sup(d ')J' )(Umo.ﬂ "\moAmo) = sup( o ,l.l.. Y(UN 'AmOAmo)g

= sup ( o ,}L Y( U N kmAm ) para toda'm)mo . Por tanto,
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x € sup( o .}&)Qm(Uﬂ An B, ).
- 0

Por otra parte, sabemos que el conjunto

m, -1
M v
m=1 M mo—l
es absorbente en E, luego 38 > 0 tal que x € 8 ﬂ Um .
m= 1
Asi tenemos que,
mp-1
xe sup(o o o, 8 )[QOo(un N2 N () v =

= sw(d, p .S [N wna, 20 (Lhonag, ay
m/o

O sea que:
=

xesw(d,,8 )N (vNAp) =

w®
=sup(d:r'o(g)Q(Un'AmAm)+Um—

= sup( A ,pn, 800 .

Esto prueba que e

es absorbente.

Siendo © wun d-tonel en E, concluimos que © e"VJ(O,‘C)

vy luego l._e c '\/J(O, T ). Probemos ahora que 1 e = U.
3 3

En efecto, sea xe€ © . Dado que \é) 'AmAm absorbe x ,
m2 1

Como

SoA{>0y 3m'2ltalquexe A A, A,
o m, m,

1mf ® 3 My 2 Mg = d')‘m(') < Kmo => x € xmoAmo°
Dado que:
a
o =an( UNABR) +U SUN A A +20U , para
toda m» 1, se tiene que

xe O=UuN ‘AmoAmo + 2 Umo . Esto es,



X =g +h con g € UnkmoAmo

X =g+ hE€ )‘moAmo => h € A

yhe€ 20U . Luego,
Mg

A -g
o Mo

1=D h € AmoAmo'g‘=Dh€ )\moAmo_’AmAmo

(o]

= 2 A_A
My Mg o

Vemos entonces que,

he (2%, 8, )N 20 =

(o]

A = 2u.
={> h e 2(Up N 'Amo mo) &= 2U. Luego,

X=g+he€ U+ 2U = 3U .

Concluimos entonces que O & 3U, es decir, que

<)
3

demostracidén del lema 1.

La prueba del teorema siguiente puede consultarse en la

referencia [4] . Capitulo 2, §12, Teorema 1.

TEOREMA 1. (DIEUDONNE-SCHWARTZ). Sea F un espacio vectorial
y sea {En} ns1 una sucesibén de subespacios vectoriales de F

tales que En-s En+l V n>»1l y F= U En . Supongamos que

nz1l

=

( puesto que A_ A es un disco).
Mgy m

&< U, lo cual completa la

6l

cada espacio En estd provisto de una topologia localmente con-

vexa T y que ademés, V n > 1, la topologia inducida por

n

’Cn+1 sobre En es ’Cn

sea T 1a topologia localmente convexa la mds fina so-
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bre F tales que cada inyeccidn candnica jn: En C —F es
tn- T continua. Entonces, & induce T, sobre E
para cada n 2 1.

OBSERVACION. Bajo las condiciones del teorema 1 anterior,

se dice que F es el limite inductivo estricto de la sucesidn

njnx1

PROPOSICION 1. Sea (E, ¥ ) un e.l.c. d-tonelado y sea {En}n; .

una sucesidn creciente de subespacios vectoriales de E tales

que E = k>)l En . Entonces E es el limite inductivo estric-

to de la sucesidn {E }
n n).l

PRUEBA: V n>1l, sea (En ’ tn) el subespacio de ( E, T )

en donde 'Cn = 'C/E Yy tn+l = t/En+l . Mostrare-
n

n

En efecto, sea ee’cn=D39'et: e=Enne'

mos en primer lugar que tn-!-l/E = 't .
n

Siendo por hipétesis E t_:_En ’ Vn>,l » tenemos que:
n

+1

9=Enn(En+10 e') = Enﬂe" . donde
evle tn+l' Luego © etn-!—l/ Ep _y es tn\{'cn_,_l/gn .

Sea ahora © € T, . Entonces 3 Q"€ tn+1 tal

n+l/ En

que 6= e"'n En. Pero O"= e'n En+l , donde 8'€e T

Por lo tanto,

©=(08' NE,)NE = 8'NE €T,
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Luego, 'Cn_‘_l/ Ep 4 'Cn . Esto prueba que tn - trﬁ.l/En.

Sea A la topologia localmente convexa la mds fina so-
bre E tal que, V n31l la inyeccidn canédnica jn: Enc—-—a—E
es tn -"C' continua. Por el teorema 1, C' induce Tn
sobre E_para cada n3»l y (E, T' ) es el limite inductivo
estricto de la sucesidn {En} T1

n >

Vamos a probar ahora que &= C' , con lo cual que-
daréd demostrada la proposicidén 1.

Sea U € "‘VJ(O, T ) disqueada. Ahora, V nxl,

j;l(U) =UuNE €T _ (definicién de T ) .
Luego, cada j_ es tvn - € continua y por tanto TZL T .

Reciprocamente, sea U € "VV(O, T') disqueada. Entonces,

si An = n para cada n » 1, tenemos que ?\nf oo y a-

demés:

a) Un‘)\nEn=-UnEne“‘V(o, 'C/En), Vn>1.
b) E_ S E,. . Vo
c) E_ es un disco, Vn > 1.
4d) U E = E es absorbente.
n2l n

Siendo por hipotesis (E, ¢ ) un espacio dt, por el le-
v '
ma 1 resulta que U € (0, T ) y entonces, T4{LT . Esto
]
prueba que CT=T ]

PROPOSICION 2. Sean (E, T ) un espacio dt y F un subespacio
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cerrado de E, de codimensidn contable. Entonces F es d-tone-

lado.

PRUEBA: Sea {x } una sucesidn de vectores de E for--
njnzl

mando una base para un subespacio G complementario de F. Sea

‘E = =
L, =Fy E <{En‘_'1

= > para n>1 . Entonces, {En}

¢ Xp-1

es una sucesidn creciente de subespacios de E tales que E =

= UEe .

n2l I
Por la proposicién 1, E es el limite inductivo estricto

de los subespacios {En}, n > 1l. Siendo F cerrado, cada En es
también cerrado en E. (Ver [4] , Capitulo 3, élZ,Corolario
2).

Sea p : E —> F 1la proyeccibdn paralela a G. Entonces,
para cada n>»1, la restriccidn pn : En — F de p a En' es
continua por ser F cerrado y de codimensién finita en En .
Ver [4] .Capitulo 2, §10, Proposicién 4). Siendo E el 1i-
mite inductivo estricto de la sucesibn {En} ., conclui-

n>1l
mos entonces gque p es una aplicacién continua. Por tanto, F

tiene un complementario cerrado G en E y ademds F &= E/G .

Como la prop—iedad' de ser un espacio d-tonelado se man-
tiene cuando se pasa al cociente ( corolario 3.2.1), conclui-
mos que F es un espacio d-tonelado.

En caso de que F fuera un subespacio cerrado de E de co-

dimensién finita, es claro que F también seria un espacio dt
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puesto que, todo complementario algebraico G de F seria tam-
bién un complementario topolbégico, y luego tendriamos gque

F X E/G . (Ver [4_] » Capitulo 2, §10,Proposici6n 4 ).
LEMA 2. Sea (E, T ) un e.l.c tal que su dual E’es O (E;E)
secuencialmente completo. Si A es una parte disqueada y ce-
rrada de E tal que <A> es de codimensién contable en E,

entonces <A> es cerrado.

PRUEBA: Sea E = <A x donde {x )
> ® <{rn} nz1> - { n}n?.l
es una sucesién linealmente independiente en E. Construire-

mos gk € E7 tal que:

g (x; ) = & .

gk(a) =00VaeA-

Sea Br = P ( { A’ Xl, xz'...',ij{—l'xk.’.l”'.'xr } )l(r > k)
Entonces, B es un disco cerrado de E y xk¢ r B, . Por el

r
teorema de Hahn-Banach, 3 fre E” tal que

£0x ) =1y |fr(x()|<l . sz Br.

H

Consideremos la sucesibn {f . Mostraremos que

r}r>k

es una sucesiétn O  (E",E) de Cauchy. En efecto, sea

y €<a>0 <{xn}n>,1>.
Entonces,
n m
= A.a. + . ) donde a. € A,
Y i=21 i23 jZ=l-lu'jan . onde a;
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%n; € {xn}n;l . Jo5 € K. sean £ y fpe{fr}r>k.

Tenemos que:

n m
f = . £ s )+ £ .
e izz,"l’kl q(ai) j§l P 3Eq (%ns)
n m
£,(¥) =iz=:11 f,(a5) + jgjj.:]fp(xnj)
Luego,
n m
| £, - £,0 | =|i§lhi( fqla;) - £5(3;) +;,_J:{tj(fq(xnj ~£p (%p3) |

m

n
< . . ) |
< é’llﬁll ( lfq(al)l + 1 fp(al)l ) +J§|}Lj|(lfq(xnj)]+ | fp(xnj) 1)

n m
< AL . 1 + 1 .
£

Por tanto, cuando py @ — o . (y) - fp(y)l—-—» 0

| £q
y luego la sucesibn {fr} >k es o’ (E; E) de cauchy, pa-
ra toda k > 1.

Dado que por hipotesis, E° es o~ (E, E) secuencialmen-

te completo, entonces, para cada k>1, la sucesibn {fr}

r>k
converge a una UGnica gk € E°. Es decir,
g, = lim £, en (E°, o-(E", E)), pa-
r-»o
r>k ra cada k > 1.

Probaremos ahora que:

I
o

1) g (x3) xi

2) gk(a) = 0, VaeA,

En efecto,

l)Si i=kl
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(x:) = 1lim f (x.:) = 1lim f_(x,) = 1 uesto que f (x,)=
gk 1 r - l) r—eom T k P 4 r( k)
r>k r>k
=1 ’ r>%k .
Sea i # k. Como
0| (xy) | = |1im £ (x;) | = lim |fr(xy) | g Lim 1 =0
I'—»oo I = IT-=m® YT
r>k r>k
tenemos que gk(xi) = 0.
2) Sea a € A. Entonces,
0g|g ()] = |lim £ (a) | =1lim |£ (@) g lim 1 =0
k r r
X w00 I —o -0 r
r>k r>k
Luego, gk(a) =0 .
Finalmente, si probamos que <A > = M 9_1(0)
k21 k

entonces <A > es cerrado y el lema 2 guedard demostrado.
Ssea x € <A> . Entonces se tiene que

n

x = A .a, .,

1=1 1 1

con a,_, € A y ﬁi_ € K . Ahora, para k > 1,
i
n
g, (x) = 12;1 R 9 (a5) = 0.
- B 1

Luego, x € gkl(O) » Vk;l ={> x € ko g]: (0) . Por con-
siguiente, <A > &= mlg]:]'(o) .

Reciprocamente, sea

Supongamos que Yy ¢ <a>» .

y € E tal que

Entonces,
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n m
y = igi-: 'liai + Z }ijnj

donde a, € A, X € {xn}nal . ‘li ’ F"j € K y algin }lj# 0.

J
Siendo gk(y) = 0, Vk 2 1l, tenemos que para k 2 1,.
n m
g, (¥) =;L'l g (a) + ]Z;:L}ngk(x“j) =0

m
0 +J§}Lj Sknj = 0.

Por lo tanto, de la igualdad

m

jZ=:l)Lj Sknj = 0 , para toda k 2 1,

tenemos que }Lj =0, V j=1,2,...,n , 1lo que contradi-

ce la forma en que hemos elegido los uj . Concluimos enton-
M gt =

ces que y€ <A> , de donde g (0) & <a> .
k>217k

PROPOSICION 3. Sean (E,T ) dt y F & E de codimensién con-

table. Entonces F es un espacio dt.

PRUEBA: Por la proposicién 2 anterior tenemos que F es d-

tonelado. Luego serd suficiente en considerar el caso en que

F sea denso en E.

Sea U= {) U un d-tonel en F. Entonces,
21 n
n?

U = NV =M U =V (donde la clausura se
nzl n n21 0
considera con respecto a E} . Siendo F denso en E, UnSVJ(o,t)

Vn>,l.
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Dado que el dual E“de un espacio E d-tonelado es .o (E”,E)
secuencialmente completo ( proposicién 4.2.2 ), <U> es
cerrado ( lema 2) . Probemos ahora que U es absorbente.

En efecto, siendo U un tonel en F, tenemos que F =<U>

Ahora,
F= <u> < <g> = <>
pero, F = E , luego, E & <U> .
Siendo U absorbente, el conjunto V = ol U es un d-
n 2

tonel en E y por tanto V € "VJ(O, T ). Finalmente, dado que
Vv N F = U, tenemos que U es una vecindad de 0 en F . Esto

prueba que F es un espacio d-tonelado .

2. SUBESPACIOS DE ESPACIOS d-INFRATONELADOS.

LEMA 1. Sea (E, T ) un espacio di y sea {A una su-

m} mn>1
cesién de partes de E tales que:
a) Am es un disco, Vm >1.

b) A s A [ Vm 2,1 -
m m+l
c) VB S E acotado, 3 m>1 tal que Am absorbe a B.
Sea {'xn} n>1 una sucesidén de nimeros reales tales que
)n fm vy supongamos que U es un disco en E tal que Vm; 1,
u N lmAm GVJ( 0, ’C/’)mAm ). Entonces, U € "VJ(O, T).

PRUEBA: Para probar el lema i, construiremos un d-tonel bor-

nivoro © enE tal que 1 < U .
3



70
Por hipdtesis, U N A A GAVJ(O, 'C/x A ), luego,
mm m m

V m3l, 3 Un € 7\/;(’0, T ) disqueada tal que

U NAA =SUNAA = U.
(-]
Sea e = Q (u N kmAm) + Um) . Sabemos por

el lema 1.1 que © es un d-tonel en E. Probemos entonces
© es bornivoro.
Sea B S E acotado Utilizando la condicién (c) de la
hipdotesis tenemos que U A _ absorbe a By como QA _fo,
m2l m n

U 'AmAm también absorbe a B. Luego, J{ > 0 tal que

m21
= U =
B = 0(m;]'..’\mp‘m mkajl('ﬁ( 1m)Am
pero O('Amf (o y siendo {Am} n>1 una sucesién cre-

ciente, J m _>1 tal que B= A _ A .
o Mo mo

Por otra parte, 3}L> 0: B <& }"'Um de donde tenemos
o)

que

B = sup( £, r-) (Umo N 'XmoA ) S sup(d, J) (U N XmoAmo)

Mg

S sup( & , ) (UN AR, Vn >m.

mo-1
El conjunto Ol UmGVJ(O, T), luego 3 § >0 tal
mo-1 ™
que B &= § (% U. . Asi tenemos que:
m=1 M
s
' , c
B < sup(ol . pr .S)EQOo( UN AA )N L ]s

mo-].

= sup(a(,p.§) [ M (N AP N R (-U(\‘AmAm)] .

- m3 Mg m=1
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Por lo tanto,

B gsup(d,}b,tg)[mg (u N )‘mAm)]_C_

s sw( ,p ) [AACUNAA) +7T =

= sup( o , P ,§)6 . Concluimos entonces
que © es un d-tonel bornivoro.

Dado gue por hipc’:otesis, E es un espacio d-infratonelado
tenemos que © € V( 0, T ). La demostracién de que lges?V
es similar a la gue aparece en el lema 1.1 y por tanio la o-
mitiremos. Luego, U € "V( 0, ¥ ) lo que prueba el lema 1 .
PROPOSICION 1. Sean (E, € ) un e.l.c. di y {En} ny1 SN2
sucesibn creciente de subespacios vectoriales de E tales que
E = U E . Supongamos que V B < E acotado, 3 En tal que

n2ln
B<E, . Entonces, E es el limite inductivo estricto de 1la
sucesién {E }
nNin2l
PRUEBA: V n>1, sea (E_, %) el subespacio de E tal que
= T i = € . Por un
tn /En y hagamos también tn+l /En+1
razonamiento similar al empleado én la ‘demostracidén de la
proposicién 1.1 tenemos que ‘Cn+1/En = 't:n .
]
Sea entonces T 1la topologia localmente convexa la més
fina sobre E tal que v n2l, la inyeccidn candbnica jn:EnC_—-r-E
n

]
es T —'C' continua. Por el teorema 1.1, T induce tn

sobre En ’ V n2l vy (E, T') es el limite in\ductivo estricto



72

de la sucesién {En} N1l
’
Vamos a probar que T=T , con lo cual quedari de-
mostrada la proposicidn 1.
Sea Ue€ V (0, T ) disqueada. Entonces,
Vn)l, j'l(U)=Uf\E e T . Luego, ca-
n n

n
$
da j es T -7T continua y tenemos que TLT

n

Reciprocamente, sea U € "V’(o, 'C') disgueada y 'ln = n
Vn > 1. Luego, 7\n f (o) y ademés:
a) UNAE =UN Ene"\/"(o. TLE )
b) En = En+1
c) E, es un disco
d) VeckE acotado, 3 E tal que E absorbe B .

Dado que ( E, T ) es un espacio di, por el lema 1 con-
cluimos que ue’\f(o,t) y luego T'{T . Por lo tanto,

T=CT' .
COROLARIO 1. Sea (E, © ) un espacio di y sea F un subespa-
cio cerrado de E de codimensidén contable tal que, V B &< E
acotado se tiene que cod F < O . Entonces, F es tam-
<F V B>

bién un espacio di.

Prueba: Sea {xn} una sucesién en E formando una base
n>1l

para un subespacio complementario de F en E. Hagamos El = F,

= f—
En = <{En—l . xn—l‘> (n>=1). Es claro que En SE .+

Vn?l,yadem&s E = nkzlen .
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Sea B < E acotado. Vamos a mostrar que 3 k21 tal que

B &E .
k
En efecto, por hipétesis cod F =m € IN . Luego e-
<F U B>
xisten bl"”'bm vectores linealmente independientes de B

tales que b, € F , Vi=i,...om y <ruUB>=F @ <fp;,....0
Por otra parte, bi € Eni , i=1,..., m. Sea entonces k =

=max n. . Como la sucesidn {E } es creciente, tene-
. i nfn2l
l1€£is<m

mos due {bl,...,bm} == Ek . Por lo tanto,

B &S <FUB> EEk .

Por la proposicién 1, E es el limite inductivo estricto
de la sucesidn {En} y luego, por un razonamiento similar al
utilizado en la proposicién 1.2 y teniendo en cuenta de que
la propiedad de ser un espacio contablemente infratonelado se
mantiene cuando pasamos al cociente, concluimos que F es un
espacio contablemente infratonelado ( o di ).

Ssea (E, ¥) un e.l.c. y sea E° su dual topoldgico. Desig-
nemos con ET al conjunto { f: E—> K / f es lineal y se-
cuencialmente continua } . Notemos entonces que los elemen-
tos de ET estan dados por hiperplanos secuencialmente cerra-
dos de E.

LEMA 2. Sea ( E, T ) un e.l.c. tal que E°’=E' _ sea F A E

secuencialmente cerrado tal que V B & E acotado, F es de co-
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dimesidén finita en <FVU B> . Entonces F es cerrado.
PRUEBA: Sea { Xt o €A } un conjunto de vectores de E
los cuales son linealmente independientes y ademds, conjun-

tamente con F generan a E. Para cada & € A, definimos
He= F @® <{x: Pen, ps}>.
E a e i a E. Sea a
s claro que Hy es un hiperplano en S { n}n)l
una sucesifén en H , convergiendo a un elemento a de E. Lue-
o
go, existen un nimero finito de vectores xP',..., me ’(con
Ppm€ B) tales que
c - = .
{an}n>1 S F 4 <{xP. . ,xpm}>__Hd
Siendo F + <{xP",..., me}> secuencialmente cerra-

do, ao € Hy lo que prueba que Hy es secuencialmente ce-

rrado. Ahora, dado que por hipotesis E’= et , tenemos que Ho(

es un hiperplano cerrado de E.

Finalmente, en vista de que F =d@ H, . concluimos
que F es cerrado.
COROLARIO 2. Sea (E, € ) un e.l.c. tal que E’= E+. Sea F un
subespacio vectorial de E tal que V B.& E disco cerrado y
acotado, F N B es cerrado y ademds F -es de codimensién fini-
taen <FWUB?>» . Entonces, F es cerrado.
PRUEBA: Mostremos en primer lugar gque F es un subespacio se-
cuencialmente cerrado.

Sea {y una sucesidén en F convergiendo a un vec-
njyn2l ,
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tor y de E. Sea C = [ ( {yn}n>1 U {y} ) . Entonces, C es

un disco cerrado y acotado de E y luego F N C es cerrado por

<

Il 0o

[ N
. » c = 7
hipotesis. Dado que {yn} nyl = FNCy limy =y ., se
tiene que ye FNC=FNC & F . Por lo tanto, F es secuen-
cialmente cerrado.
Sea A = E acotado. Entonces, cod F <®- En efecto,

<F \V A>
sabemos gque

FAKFUA>AKF U T3> .
Ahora, por hipétesis F es de codimensién finita en<F V f—_'—(AT)>
y luego con mayor razén en <F U A D> . Se deduce del le-
ma 2 que F es cerrado.
LEMA 3. (VALDIVIA ). Sea (E, 'CE ) un e.l.c y sea G A E tal

gue codEG = 1. Designemos con 'CG la topologia relativa de

G , esto es, 'CG = tE/ G ¢+ Y sea U un disco cerrado y bor-
_'CE
nivoro en ( G, Tg/G ) tal que U es absorbente en E . En-
_8E
tonces, U es bornivoro en (E, Tg).

PRUEBA: Consideremos la coleccién "P = { B=E / B es un

disco cerrado y acotado } . V B G'P ., sea EB = <B>

provisto de la gauge ygB ., la cual es una norma. Sea también
para cada B e'P e 3y EB,C—-*- E la inyeccién canbnica y

denotemos con & la topologia final sobre E con respecto a
la familia de aplicaciones jB ( B.s"} ). Entonces,

1) T 4T .
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En efecto, sea W€ "VJ(O. 'CE) disqueada. Luego, V BJP

Jol>0: B = dW, o sea que, 3 >0 : 1B < W. Ahora,
o

siendo 1 Be¢ VJ(G, 'CgB) tenemos que W e “V(O,.'CgB)’. Por
ol ]

), Veep =D weVio, ).
)

=1 /5
lo tanto, 35 w) € Vo, 'C'gB

2) (E, T ) es bornolégico puesto que cada espacio (EB, th
es bornoldégico ( por ser normado) y (E, T ) es el limite in-
ductivo de tales espacios.
3) oL('CE)= VL('C).

En efecto, 'CEé'C=[>gL(‘t:) = oL( T g)- Sea AedL('CE),
entonces B = F_(A_)'t:E € ‘ﬁ . Sea Vv e‘VJ(o, T ) disqueada.

Luego,EBf\ vV = j'l(v)eV(o, T . Por lo tanto,
B

9')
I >0 : O(BEVf\‘B=I>30(>O: B 1ve= B egL('t:)
«

=> ne k().
4) Siendo (E,T) bornolégico y G de codimensidén finita en E,
tenemos que el espacio ( G, ©/G ) es también bornoldgico.
(Ver [5] , Teorema 3.5, Pagina 53 ).
5) ue W, Te).

En efecto, obc(t) = J«(CE)==I> ak( TLG) = oL(”CE/G)
pues los acotados en G.-para C/G y ' Ty/G son las trazas de
los acotados de E. Luego, como U es por hipotesis un Tg/G

bornivoro, U es también un T/G bornivoro y por tanto ,

ve Vo, Tmo).
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6) Consideremos los conjuntos U E Yy U'C . Siendo

- o A
'(:E<\'t: => U = U . Anhora,

i) Si U es absorbente, vamos a probar entonces que U

es un elemento del filtro A\/J(O. T).

l(U

En efecto, sea B e’ﬁ . Ahora, j;
=T
y luego U “ N Ep absorbe a B. Para ver esto, sea {bn} n31
una sucesidén contenida en B. Entonces, como cod G =1 , te-
E
nemos que E = G @ Kx_  , donde xj ¢ G ybn=gn+9\ X
con gneG, ‘kne K , Vn;l.
Dado que la suma directa G @ leo es topoldgica (por
ser codEG = 1) , las proyecciones
: — : E— Kx
p; = E G y P, o
son ambas continuas. Luego, Pp, ( {bn} nsl )= {gn} 1 es
acotado en ( G, 'CE/G) y U absorbe la sucesibn {gn} , O sea
T
gue 30(>0:gn€dsU,Vnzl==Dgn€0(U ,Vn)l.
= es acotado e
Por otra parte, p2( {bn} n;l) {.Anxo}nzl s acotado en
leo . luego, 3}#)0 : Ilnls}l- ’ Vn)l .
Siendo U absorbente, 3 P > 0 tal que )1xo€ F U .
Pero entonces, V n>2l
_ An Anp =T v
P\ nxO = TL—}LXO € }-\. P U = U
- V
luego, A X € P U . n>1l . Asi tenemos que :

b =g + ')‘nxoeﬂﬁz +P“ﬁ'C = (A +P)ﬁt

n
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para cada n>»1l. Es decir,

(2} S (L+p) T .

Vemos entonces gue toda sucesidn {b } contenida en B
n

. - -
es absorbida por U . Luego U absorbe a B, y por tanto,

It¥>0: TB=T°NE. com 18e Vo, Tg, ) tene-

. B°
- T

mos que U €~VJ( 0, T).

-T

El resultado anterior nos indica que U es un conjunto
T - bornivoro y luego también un 'CE - bornivoro ( pues
. -T
JL (T) = Od‘. ( 'CE). Finalmente, dado que U E=o g
concluimos que U es un conjunto g~ bornivoro.
=T
ii) Supongamos ahora que U no es absorbente. Sea X

T

un elemento de U T

con x_ € E\G vy seaC=I"(xo).
Entonces, U+C€"V)(O,'C).

En efecto, sean Be? y ‘{bn} &S B , donde Vnzl

n>1l

bn = gn + ?‘nxo .Como E= G @ IKxo y las proyeccio-

nes p, y P, son continuas (ver caso (i)), la suce519n {gn}nal
es acotada en G y también la sucesidn {ano} es acotada en
leo .
Ahora, U absorbe {g } ., es decir, 3o >0 tal que
nJnx>l
< o U . También, € absorbe la sucesién AX
{gn} n>1 o ' { n O}nzl
y luego 3}1>0 H Ikn I S}.&. ’ Vn 2:1. Por otra parte, x,€C

={> A X € A CESpC, Vn,)l. Asi tenemos que:
n o n
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Anxo}n)l g}xc‘:D{bn}n;l = olUu + pc =

& sup (c(.}b)( U+ C ). Por lo tanto, U + C absorbe B
y entonces U + C G"VJ(O, T ). En esta forma tenemos que U + C

es un conjunto T - bornivoro y luego un T . - vornivoro.

_T e
Ahora, dado que U E = ve> T E = C (puesto

=

que xo € U E ) .Entonces,

i - T -T
v+cs=T 2 + T E= 27 B,
~-Cg
De esto se sigue que 2 U es un conjunto tE - bornivo-
.

ro y luego U es también ’CE -bornivoro. Esto comple-

ta la demostracidén del lema 3.

PROPOSICION 2 . Sea (E,T ) un e.l.c di tal que E’= E*_ si
F es un subespacio de E tal que F es de codimensién contable
en E y ademds F es de codimensién finita en <FV B> para
toda parte acotada B de E, entonces F es d-infratonelado.
PRUEBA: Consideremos los casos siguientes:

CASO 1. F cerrado en E. Dado que codE'F = cod F = contable,

la conclusién de la proposicién 2 es inmediata del corolario

1.

CASO 2. F denso en E. Sea U = n U un d-tonel bornivoro
nzl n

en F. Entonces U ° & (VG E _ seac-= <7 E> . Mos-

traremos que:
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a) U E es bornivore en G.
b) G = E.
En efecto,
a) Sea B &< G acotado . Es claro que F G . Siendo B aco-
tado en G, tenemos que B es acotado en E y luego por hipé-

tesis, cod F < o=>3IM A KFUB> A ¢, en donde
<F U B>

dimM<O® y ademds B-= <FUB>=F+M A G. Por lo
tanto, existe un subespacio L = F + M 4 G tal que B= L =G.
Ahora, ﬁ—L=-ﬁ_Ef\L,codLF<0> y U SF es

bornivoro en F. Entonces, U L es absorbente en L puesto que

T Eoes absorbente en G = <U E>=21L . Luego por el le-
ma 3, el conjunto v es bornivoro en L.

Siendo B & L un conjunto acotado en L, U L absorbe a
B y por tanto, U ZFT también absorbe a B.
b) Dado que F &G y F es denso en E, serd suficiente con pro-
bar que G es un conjunto cerrado.
Sea B E un disco cerrado y acotado. Siendo U F bor-
nivoro en G= <U >, IAA>0: BNG = AT E. Anhora,
BNG = BNGNAT E

= (BNAT E)nae

(BNAAT Eyn(BNnea).

Como BN AT T es cerrado en AT E , tenemos que
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BN G es cerrado en A U E y luego es también cerrado en E.

Por el corolario 2 concluimos que G es cerrado en E.

seav={_)0 E. siendoF densoenE y U E

n»l B
resulta entonces que V es un d-tonel bornivoro de E y por tan-

=V,

to V S“Xf%O, T ) ( puesto que E es un espacio di ).

Por dltimo, dado que:

vnr=(0 T
n2l

Eyn r= m(U—nEf\F)

n nx1

=mU = U
nz1 1
tenemos U G’Win, t:F ) lo cual prueba que F es un espacio

d-infratonelado.
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CONCLUSION

Con la introduccidén de los espacios d-tonelados,d~infra-
tonelados y d-Mackey se generalizan las nociones clésicas de
espacios tonelados, infratonelados y de Mackey respectivamen-
te, enriqueciendo en esta forma la clase de los espacios lo-
calmente convexos.

Al analizar las propiedades de permanencia de estos nue-
vos espacios y las relaciones que se establecen entre ellos,
observamos que mantienen relaciones de los espacios que se ge-
neralizan. Por ejemplo,

1- Los productos, sumas directas y limites inductivos de fa-
milias arbitrarias de espacios dt, di y dM respectivamente,
continuan siendo espacios de la misma clase.

2- Los completamientos de espacios dt y dM son espacios dt
y dM respectivamente. Por otra parte, el completamiento de un
espacio di resulta ser un espacio dt, situacibn que ocurre
también con los espacios tonelados e infratonelados.

3- Los cocientes por subespacios cerrados de espacios dt, di
y dM mantienen esa propiedad.

4- Hemos mostrado que -un subespacio cerrado de un d-tonelado
( resp. d-infratonelado) no es necesariamente un espacio dt
(resp. di). Una situacidén similar se da con los espacios to-

nelados e infratonelados.
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5- Para una sucesidn- creciente {En} de subespacios de

n>1

un espacio d-tonelado E y tal gque E =nl§)lEn , se tiene que E
2

es el limite inductivo estricte-de la sucesidn . Un resultado

andlogo ocurre para los espacios tonelados.

Algunos teoremas fundamentales del An&lisis Funcional se
demuestran también para estos nuevos espacios localmente con-
vexos. Asi por ejemplo,

6- El teorema de Banach-Steinhaus. el cual se prueba en los
espacios tonelados, también lo demostramos para los espacios
d-tonelados.
7- Sea E un espacio d-tonelado. Entonces, su dual topoldgico
E° provisto de la topologia d4ébil ©O“(E”, E) es un espacio se-
micompleto. Este resultado es vdlido también ‘en los espacios
tonelados.
8- Sea (E, ® ) un e.l.c. casi-completo. Entonces,

(E, ©T)at <=> (E, T)ai.
Un teorema similar se demuestra para los espacios tonelados
e infratonelados.

No es nuestra intencidén destacar aqui todas las analo-
gias que se verifican entre los espacios tonelados, infratone-
lados y de Mackey vy sus respectivas generalizaciones, es de-

cir, los espacios d-tonelados,d-infratonelados y d-Mackey.

Sin embargo, conviene sefialar que en este trabajo quedan
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L . . .
aun por resolverse varias cuestiones de interés, algunas de las
cuales mencionaremos a continuacidn.

¢ Ser& un subespacio cerrado de un espacio dM un espacio

Si la pregunta anterior no tuviera una respuesta afirma-
tiva, entonces, ¢seré@n los subespacios de codimensidén finita o
numerable de espacios dM, también espacios dM ?

Sean E un e.l.c y E"su dual topoldgico. Se dice que
a) E posee la propiedad (C) si toda parte o (E",E) acotada
de E- es o©o-(E, E) relativamente contablemente compacta.

b) E tiene la propiedad (S) si E” es ©~ (E,; E) secuencialmen-
te completo.

M. Levin y S. Saxon [is] , mostraron que si M es un sub-
espacio de codimensidén numerable de un espacio de Mackey E, en-
tonces cualesquiera de las dos condiciones siguientes I o I1
son suficientes para gque M provisto de la topologia inducida
sea un espacio de Mackey.

I) M es cerrado en E y E tiene la propiedad (S)
II) M es separable, es denso en E y E tiene la propiedad (C).

¢ Podr& demostrarse un teorema.similar para los espacios

Hemos visto que el teorema de Banach-Steinhaus continua

siendo valido en los espacios d-tonelados. ¢ Podré demostrar-
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se el teorema de Banach-Steinhaus para los espacios d-infrato-
nelados y d-Mackey ?

¢ E1 dual topol6gico E“de un espacio E di (o dM ) provis-
to de la topologfa @’(E°, E ) ser& semi-completo ?

Sea X un espacio localmente convexo y designemos por
C(X) al espacio de todas las aplicaciones continuas sobre X
y con valores en R o € , provisto de la topologia compacta-
abierta. Es bien sabido que C(X) es un espacio localmente con-
vexo Hausdorff.

Con respecto al espacio C(X) nos planteamos las siguientes
cuestiones:

a) ¢ C(X) es dME==P X es dM

b) ¢ C(X) es dig==gp X es di

Es probable que las soluciones de los problemas que agqui

“J

")

exponemos sean muy f&ciles o resulten ser sumamente dificiles.
Sin embargo, consideramos que constituyen un reto al que espe-
ramos hacerle frente en un futuro no muy lejano y, para el cual
queremos invitar a todos a que nos acompanen en las investiga-
ciones de estos problemas que, sin duda alguna, serdn de benefi-
cio para la comunidad matem&tica de nuestro pafs -y del Universo

entero.
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