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SUMARIO

La presente investigacion pretende exteriorizar las herramientas matemdaticas
empleadas en la demostracion del Teorema de Gelfond-Schneider; presentando, al
mismo tiempo, el desarrollo histérico-matemdtico que fo genera. La misma la hemos
dividido en cuatro capitulos, los cuales se encuentran organizados de la siguiente
manera: En el capitulo n°l presentamos el desarrollo histérico-matemético que
produce el teorema de Gelfond-Schneider, el capitulo n°2 establece los conceptos
mateméticos necesarios para la solucidn del séptimo problema de Hilbert, en el
capitulo n°3 se presentan las pruebas de algunos resultados previos a la formulacién
de los 23 problemas de Hilbert y en el capitulo n°4 se exhiben las dos soluciones
dadas, de forma independiente, del séptimo problema.

SUMMARY

This research aims to externalize the mathematical tools used in the demostration
of the Gelfond-Schneider theorem, presenting at the same time, the historical and
mathematical development which generated it. This work has been divided into four
chapters, which are organized as follows: In the first chapter we present the historical
and mathematical development that produces the Gelfond-Schneider theorem; the
second chapter establishes: the mathematical concepts needed for the solution of
Hilbert’s seventh problem,; in the third chapter we present some previous results to
the formulation of the Hilbert’s 23 problems, and in the fourth chapter are exhibited
two independent solutions given to the Hilbert’s seventh problem.



INTRODUCCION

Sabemos que los nimeros reales pueden dividirse en racionales ¢ irracionales y
también que, en algunos casos, demostrar que cierto nimero es irracional no es tarea
facil de emprender; sin embargo otra que, posteriormente, ha llamado mas la
atencion ha sido la divisién en nimeros algebraicos y trascendentes. Los numeros
algebraicos son infinitos numerables y los trascendentes infinitos no numerables, por
ende se puede concluir que hay mas nimeros trascendentes que algebraicos; no
obstante generar nimeros trascendentes o demostrar la trascendencia de cierto

niimero, es ain mas complicado (al cabo de todo, primero tiene que ser irracional).

En 1900, en el Segundo Congreso Internacional de Matemdticos celebrado en
Paris; David Hilbert propone veintitrés problemas, que en su opinién deberian
ocuparse los matematicos durante ¢l siglo XX. En el séptimo problema conjeturd
que: “a” seria trascendente si @ es un nimero algebraico diferente de 0 6 1 y si § s

un némero algebraico irracional”; ademés proporcioné ejemplos como 2Y2.

En 1929, ¢l matemitico ruso Alexander Gelfond presentd un primer adelanto de
la solucién del séptimo problema de Hilbert, la diferencia radicé entomara f como
un mimero cuadritico imaginario irracional. Después, Kuzmin (1930) extiende este

resultado a los # irracionales reales cuadriticos. No fue hasta 1934 cuando, de forma



independiente, Gelfond y Theodor Schneider solucionan por completo el séptimo

problema de Hilbert; conocido hoy dia como teorema de Gelfond-Schoeider.

En vista de que el teorema de Gelfond-Schneider resuelve el séptimo problema
planteado por Hilbert y nos ayuda a demostrar, por ejemplo, que e es trascendente;
es de vital importancia reconocer y comprender los conceptos matematicos usados
en su demostracion, para poderlo emplear con confianza; de aqui que decidimos

realizar la presente investigacion.



CAPITULO N°1

EL ORIGEN DE LA TEORIA DE NUMEROS
TRASCENDENTES

La Teoria de Nameros Trascendentes es un érea de la Teoria de Numeros que es
formulada, con sus propios métodos, a partir del siglo XX; no obstante florece a
partir de fuentes diversas como los son: el problema clésico de la cuadratura del
circule, las investigaciones de Liouville y Cantor, las investigacién de Hermite
sobre la funcién exponencial y el séptimo problema de Hilbert (de su famosa lista
de 23 problemas de los cuales debfan ocuparse los mateméticos en el siglo XX).

En el presente capitulo presento el desarrollo-histérico matematico que suscita la
solucion del séptimo problema de Hilbert; el cual, posteriormente, serd conocido
como Teorema de Gelfond-Shneider. También se presenta la evolucion de la
Teorfa de Numero Trascendente, antes de la formulacion de los 23 problemas de

Hilbert; culminando con la enunciacién de estos fltimos y su estado actual.
1.1. Algunas fuentes de La Teoria de. Nameros Trascendentes.

Los principales problemas de la Teoria de Niimeros Trascendentes son probar la
itracionalidad, la independencia lincal, la trascendencia y la independencia

algebraica de ciertos nimeros. Unas cuantas definiciones serdn necesaria para



definir ¢l concepto de miimero trascendente, al tiempo que revisamos.sus fuentes de

origen.

Definicién 1.1: Sea D un anillo. La coleccién D[x], definida por:
Dlx)={Zfoaix'/neN ya; €D,¥i=0,..,n}

la llamaremos anillo de los polinomios sobre D en la indeterminada x.

Observacién 1.1: Algunas caracteristicas o propiedades que posee el anillo D son

conservadas por el anillo de polinomios D[x], como lo son:

1. Si D es conmutativo, entonces D[x] también los es.

2. Si 1eslaunidad de D, entonces | también es la unidad de D[x].

3. Si D es un dominio entero (D no tiene divisores de cero), entonces D[x]
también lo es.

4. Si D es un cuerpo, entonces D[x] es un Dominio Euclidiano y por ende es

vélido el algoritmo de la divisién en D[x].
Ejemplo 1.1,

1. Z[x] es el anillo de los polinomios en la indeterminada x con coeficientes
enteros..

2. Q[x].R([x], C[x] son anillos de polinomios en x con coeficientes racionales,
reales y complejos; respectivamente. Ademas; como @, R, C forman cada
uno un cuerpo, se tiene que Q[x}, R[x],C[x] son dominios euclidianos,

donde es vélido el algoritmo de la division.



Definicién 1.2: Sea p(x) =T a;x* € D[x]

1. Si a, # 0 diremos que d, es el coeficiente principal de p(x) y lo
denotaremos C(p); y que el grado de p(x) es n , ¢l cual denotaremos por

gr(@).

2. Diremos que un polinomio es una constante si ¢s de grado 0 o es el
polinomio cero.
Definicién 1.3: Un niimero complejo @ se dice que es rafiz de un polinomio

p(2) € Qlz], sip(a) =0.

El descubrimiento de los nimeros irracionales se le atribuye a los pitagéricos
hacia mediado del siglo V a.C; especificamente a Hipaso de Metaponto, quien
presumiblemente demostr6 que VZ era irracional usando aproximaciones
geométricas, Una prucba de la irracionalidad de V2 la encontramos en los
Elementos de Euclides, convirtiéndose esto en un teorema incipiente, junto con su

prueba, de la Teoria de Nuimeros Trascendentes. En la actualided hay muchas

pruebas de la irracionalidad de vZ , la que presentamos a continuacién nos ayudard
a comprender los argumentos empleados en la demostracién de la trascendencia de

clertos nUmeros.
Teorema L.1; El nimero +/Z no es racional.
Pruebs:

Supongamos que V2 € Q, es:decir vZ=Z . Donder,s € N* = {1,23,..}



Definamos dos sucesiones {a,} y {b.} en forma recurrente, mediante las

condiciones:
=0 a =1 ay =2a,1t+ay,—, n=2
By =1 by=1 by=2bp +bpy n22
Ahora consideremos los polinomios en Z{z] , definidos por
Py(2) = a3z® — b} , neN
Claramente
B(V2)ezZ y PBR(2)*0, paran>1
Esmés, paran > 1 se tiene que:
(.1 203 —bi= (D™ y 28510y — by 1by = (-1
Probemos esta Gltima afirmacién por induccién.
Paran = 1, obtenemos que:
202 -bi=2(1)-1=2-1=1=(-1*=(-1)'*!
2ay_1ay = by_yby = 28pa; — boby = 0—1(1) = -1 = (-1

Si suponemos que (1.1) es vilido para un particular n (Hipdtesis de Induccion,

H.I); se tiene que paran + 1:



2a%yy — Bas = 2Qans1-1 + Gnei-2)* = (brer-1 + bper-2)?
= 2(2a, +-8p.3)* — (2by, + by_4)?
= 2(44% + 4apany + ai.,) — (4bZ + 4bybyy + bZ_,)
= 4(2a}, — bp) + 4Q2anany — bpbny) + a3 — b3,)
= 4(—1)"*1 4+ 4(-1)"+ (—1)* porla HI
= (—D)"
= (~1)*¢-1)
= (—1)™*2
= (=10
De manera anloga;
28(n41)-18n+1 ~ bpi1)-1Dns1 = 2an@nsy — babnyy
= 2a,(2a, + @n-1) — bn(2by + bu-1)
= 2(2a}, - b3) + (2ap18p = bp-1bn)
&= 2(—1)*" + (—1)* porH.I
= (=)™ + ()™ + (-1)"

=(~ 1)n+'1



De (1.1) se-deduce que para todo n = 1,|B,(v2)| = 1.

En vista de la definicién de los P, y nuestra suposicién de que v2 = %, podemos

dar otra expresi6n para | P(vZ)|, a saber:
1= |B(V2)| = 12} - B3|
= |(V2an = ba)(VZay + by)|
= |(ani-2a)(ant + by}l
= lanT — bys (2255725)

De esta vltima igualdad podemos inferir que a,r—b,s es un entero

satisfaciendo:

32
0 < layr — b,s| = anr +bys

Por otro lado, {a,}y {b,} son estrictamente crecientes. Veamos esto para {a,}.
Por definicién; ag < ay a=1<2=aq, ypara nz=2
Unys — Gpn = 28(n41)-1 + Qas)2 —~An = 20n + A1 — Ay = An +Ap-1 >0

De forma andloga se prueba que {b,]} es estrictamente creciente para n = 2,
de donde se sigue que la sucesion {a,r + b,s} también es estrictamente creciente;

por lo tanto existe un entero i tal que

s? < azr+ bys
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Al considerar el polinomio auxiliar P;(z), obtenemos un entero agr — bys que

satisface la relacién:
0< Iaﬁr - bﬁSl <1

lo cual es imposible, pues no hay enteros entre 0 y 1. Asi nuestra suposicién inicial

es falsa y V2 es irracionat.o

Al suponer, en la demostracién anterior, que v2 = E € @Q; alegamos que V2 es

raiz de un polinomio de grado uno en Z[z]. Por ende, podemos adoptar la siguiente

definicién:

Definicién 1.4: Los nimeros irracionales son aquellos mimeros complejos que no

son raices de ningan polinomio de grado uno en Z[z].

El problema de ia cuadratura del circulo fue lo que dio origen en el siglo XIX a
las investigaciones sobre nimeros trascendentes; dicho problema lo encontramos
desde tiempos antiguos en el papiro Rhind, cuando ¢l escriba Ahmes hacia el afio
1650 a.C da una regla para construir un cuadrado de drea “casi” igual a la del

circulo.

La palabra “trascendente™ fue utilizada por primera vez por Euler o Leibniz;
algunos autores afirman que fue Leibriz quien la utilizo en 1704, otros como
Yandell (2002) afirman que fue Euler alrededor de 1740 quien conjeturo que tales

niimeros existian y los llamé “trascendentes”, ya que estos, segin el propio Euler,
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“trascienden al poder de los métodos algebraicos”. En este momento es oportuno

presentar la definicién de nimero algebraico y la de nimero trascendente.

Definicién 1.5: Un nimero a € € se dice que es algebraico, si existe un polinomio

p(x) € Z[x] no nulo tal que p(a) = 0.

Definicién 1.6: Los nimeros complejos que no son algebraicos se llaman

trascendentes,

Observacién 1.2, Al conjunto formado por los numeros algebraicos lo

denotaremos por @.

A continuacién presentamos una cronologia del estado de la Teoria de Numeros
Trascendente antes del reto de Hilbert, la prueba de algunos de estos

acontecimientos se presentan en el Capitulo N°3.

1.2.Estado de la Teoria de Nimeros Trascendemtes antes de los 23
problemas de Hilbert.

En 1727 el matemitico suizo Leonhard Paul Euler utilizé. por primera vez, de
forma escrita, el simbolo e para un namero y; posteriormente en 1737 demostré
que este es irracional. En 1748 publica Jntroductio in analysin infinitiorum y; entre
los hechos o resultados mas sobresalientes que encontramos en esta publicacion,

podemos mencionar:

o Prueba que e? es irracional, utilizando su expansién en fracciones continuas.
o Obtiene la relacion e = —1

o Deriva la formula e* = cos(x) + isen(x)
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o Calcula dieciocho digitosde e
o Formula una conjetura para nimeros trascendentes.
Conjetura de Euler: Para cualesquiera.ntimeros racionales @ # 1 y b;
b

_In
log.,b = e

es trascendente si'% no es racional.
Posteriormente excluye casos triviales como log;4

Recordemos la definicién modema de la funcién logaritmica, para obtener una

versién exponencial de esta conjetura.
Definicién 1.7: La funcién logaritmica con base a > 0, @ # 1, se define por
logsb=y siysélosi a*=b

Conjetura de Euler (Version Exponencial): Suponga que a y b son niimeros

racionales distintos de cero, tales que-
a?=b
Entonces, si # no es racional, debe ser trascendente.

En esta version se deduce que 2¥2 es irracional, pues en caso contrario V2 seria
trascendente; lo cual sabemos es falso, pues V2 es raiz del polinomio

p(x) = x¢ -2 € Z[x].
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Motivado por el problema de la cuadratura del circulo, Johann Lambert probé en

1766 que 7 es irracional. En 1815 Jospeh Fourier di6é una prucba alternativa de la

irracionalidad. de e, la cual se convertiia en fuente para los métodos de
demostracién empleados en la Teoria de NUmeros Trascendentes. Veamos esta

prucha,

Teorema 1.2: El nimero e es irracional.

Prueba:

Supongamos que -e =E,oon rseEZysz=1.

Como e = Ty . Si consideramos Zf::o';ul" , Se tiene que:

r s 1

s =0y

€s un nimero positivo; luego:

Denotemos esta tltima expresion por N. Al realizar algunas operaciones, se sigue

que:
N=s! (e D - ;%) = s! (Z?coi - E‘fx=0‘nl;.
= s (Zsny)

—etf 1 4 v ..
s'((s+1)!+(s+z)!+ )
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1 1 1

N=3% Gooe T Graeenein

& e

Envistadeque s = 1, s+1 2> 2; se sigue que:

1 1

— A —

5¥1-2' GrOG+D ~=
Asi,

1 1 1 1 1 1
N sTit GG+ GGG T " <ztmtst

=52 ()

> HCI0N

Luego,
N<1
De esta forma hemos obtenido un entero N con la propiedad
0<N<1
1o cual es imposible, por lo tanto e es.imacional.o

Aungque se habla especulado que los nimeros trascendentes existian, hasta 1844
no se habia exhibido un nimero que fuese de esta clase. Fue entonces cuando
Liouville demuestra que los nimeros algebraicos irracionales no podian

aproximarse a través de mimeros racionales, a menos que los denominadores de
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estos Gltimos fuesen muy grandes. De este hallazgo se sigue que si un ntmero
irracional puede aproximarse mediante mimeros racionales con denominadores
relativamente pequefios, este debe ser trascendente. Antes de presentar el teorema,

veamos una definicién y un teorema preliminar,

Definicién 1.8: Sea a¢@. Un polinomio f(x) en Z[x] se denomina un polinomio

minimo para a, si
gr(f) = minf{gr(g)/ g(x) € Zlx] — {0} y g(a) = 0}

Si el maximo comin divisor de los coeficientes de f es I, entonces f se

denomina ¢l polinomie minime para a.

Definicién 1.9: Sea f(x) € Z{x] el polinomio minimo para un nimero algebraico
a de grado n. Se dice entonces que a es un nimero algebraico de grado n o que el
grado del mimero algebraico a es n; y lo denotaremos por gr(a) = n, es decir,

gr(a) = gr(f).

Definicién 1.10: Sea D{x] un anillo de polinomios sobre un dominio entero D. Un
polinomio no constante f(x) € D[x] es irreducible sobre D, si siempre que

f(x) = g(x)h(x) con g(x), h(x) € D[x] , entonces gr(g) =06 gr(h) =0

Lema 1.1: Si f(x} € Z[x] es un polinomio minimo para un ndmero algebraico a,

entonces f(x) es irreducible en Q[x].
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Lema 1.2: Sea f(2) € Q[z] y-:- € Q. Entonces;

£ (8) = 0sii f(2) = (42— P)g (2 , para algin g(2) € Qlz].

Del lema anterior se deduce que si f(z) € Q[z] es irreducible de grado mayor

? ?
quel,f(q)%O VqEQ.f
Teorema 1.3; (Teorema de Liouville).

Supéngase que a es un nimero algebraico de grado d > 1. Entonces existe una

constante positiva c(a) tal que para todo niimero racional -s,

c p
<l
q¢ q

Prueba:

CASO REAL

SeanaelRy%EQ,q>0

Supongamos que 1 < Ia—%l. En vista de que q = lsetienequei-s 1; de donde

se sigue:
11
-—‘!"'<—Sl<|tl"'2
“ q q

Asf, si tomamos ¢ < 1, obtenemos la desigualdad,
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Supongamos ahora que Ia: - %l <1

Sea f(x) = agx® + a4 1x* ' 4+ a)x + apeZ(x] , ¢l polinomio minimo

para a.
d d-1
{r P P S
f(;) —adq—d+ad_1qd—_1-+m+a1;+ao

— 9ap*+ag_ 09+ +a1pq? ! taoq?
= d
q

Como f esirreducible y gr(f) = 2, por el lema 1.2. f (f) #0
Luego;,
| =
If (E)l T g
Donde |[N| 2 1, lo que implica que:

7=l G)

En vista de que f(a) = 0, podemos reescribir la desigualdad anterior comc

sigue:

2 Z<|f@-r @)



L8

Ya que aeR y, ¥y = f(x) es una funci6n diferenciable; por el Teorema del Valor

Medio existe ¢ entre @ y% tal que:

f@-£(5)=rea-F)

(1.3) [r@-r @) =1reif=-Y

Ahomcomoq)estéentrcay%,y |a-§1$1setieneque la—@|l<1. De

donde,

—a—-1f—¢<l—-a
a—-1<g<l+a

En vista de que f' es una funcién continua, y por lo tanto |f'| también lo es; por

el Teorema del Valor Extremo,
If (@)l < max{lf'(0)I/0 € [a - La +1])
Como f'(p) # 0, pues en caso contrario f (s) = (; se sigue que:

(1.4) max{|f'(@)|/0cla —La+ ]}=M>0
Luego (1.2), (1.3) y (1 .4) nos {leva a las desigualdades

1
@ @lfa-2|sula-E
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M——l
q q
Si en esta ocasién tomamos ¢ = min{1, M-}, completamos la prueba del

Teorema de Liouville para acR.

CASONQRE

Sea a=a+bi(b¢0)y£-'e@(q>0)

< @1 =1 50 2)+ ] [ +00 -] o -5

En este caso basta tomar ¢ = |im(a)|, para obtener la desigualdad de
Liouville.o
Corolarie 1.1: El nimero £ = $2_; 10™™ es trascendente.
Prucba:

Supongamos que £ € § y gr(£) = d.

Para aplicar el Teorema de Liouville debemos establecer que £ es. irracional, es

decir, d > 1. Veamos la expanstén decimal de £.

- 1 1 1 1
— - _
£= Z: 107" = 75 106 T 1000000 T 1000000000000000000000000 T
u:

=0.11 000 1.00000000000000000 1 000 ...00 1000 ...

3 ceros 17 ceros 95 ceros
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En vista de que la sucesién de los ceros consecutivos en la expansién decimal de
£ crece sin limite, esta. no_puede ser eventualmente periddica; por lo tanto £ debe

ser irracional.
Por el Teorema de Liouville, existe ¢ > 0 tal que:
c P
as sl
para todo racional qﬁ.

Vamos a construir una sucesion de nimeros racionales que se aproximen a £ y

que contradice la desigualdad (1.5). En efecto, para un entero positivo N, sea
N
= 107
n=1
Ya que ry tiene una expansion decimal finita, ry € @; el cual podemos definir
por

N = 2—: . donde py = 10M3IN_ 10 y g5 = 10M

Asi,

L

n=10""=2=01

=310 = o4 o= 014001=011
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3
S | 1 1
— "ﬂ[=_' — ———, == g =0.
T3 210 10+1'00+1000000 0.1 + 0.01 +0.000001 = 0.110001

Luego cada truncamiento de la expansion decimal de £ se da antes de cada

sucesidn de ceros.

Se tiene que

|£———| Zm""’ 210""1— z 107"

n=1 n=N41

En vista de que
T g 1070 = 100+ 4 10~ (V+2) 4 10-(N43)1
= (10~ )W+ 4 (10-1)N+2)!  (10-1)N+3) 4
Al compararla con la serie geométrica
T ey 107 = 10-(DE 4 10-(VDiT] 4 qo-{Wedie] .,
= (10—1)(N+1)! + (10-1)(N+1)l+1 + (10-—1)(N+1)l+2 + -

(N+1) (N+1)+1 1 Y (N+LH2
) IR ) I € N

{(N+1) n=1
=Ia(s) G

9

10

1 (40
= L_ﬂl_ =10 10-(N+1)
9
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Es evidente-que
Z 107 < Z 10"
n=N+1 a={(N+1)t
Lo que implica

le- j"—“’| <22 jo-ten
gul 9

Aplicando (1.5) y reemplazando gy = 10V se tiene

¢ <1_0 10-(V+D!

Gy)t 9

10?1!!’! < % 10—(N+1)!

‘ClO_dN! <1’£ 10-(N+1)|
De donde
0'< = < 104N+
10
c

Para N = d, dN! = (N + 1)1 < 0 y si N es relativamente grande obtenemos la
desigualdad

0<9<1
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Lo que es una comtradiccién. De donde nuestra suposicién de que £ es

algebraico es falsa; por lo tanto debe ser trascendente.o

En 1873 el matemético francés Charles Hermite demostrd que e es trascendente,
la demostracién aparece en su memoria titulada: “Sobre la funcién exponencial”,

publicada en Comptes Rendus (Vol 77), y en la misma utiliza la representacion en
. n“
série para ¢l nimero é” = X3
En 1874 el matemético alemé#n George Cantor demostré que la “mayoria” de los
numeros reales eran trascendentes. Veamos ana prueba de.este resultado.
Teorema 1.4: E! conjunto de los mimeros algebraicos es numerable.
Prueba:
Si a es algebraico, satisface alguna ecuacién polinomial de la forma
1.6) p(x)=ag+a;x+--+a,x" =0 nz1)
Donde p(x) €Z[x] y a, + 0.
A cada ecuaci6n de la forma (1.6) le podemos asociar el entero positivo
. lag] + |ap-al + - +lagl +n=m

Yaque la,| 2 1yn = 1, m 2 2 para cualquier ecuacién de la forma (1.6). Sea
J < N* x (N* — {1}) el conjunto de pares de enteros (n, m) para los cuales se da

(1.7) y definamos Py, ;) como sigue:
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Pinmy = (P(¥) = G0 + @y X+ -+ 2™ € E[x]/lapl + lan-1| + - + @] +n =m}

Es claro que P, ) es finito; por lo tanto

0= U Pinm)
(RR)E]

es numerable, por ser la unién numerable de conjuntos finitos, es decir, que el

conjunto de las ecuaciones polinomiales de la forma (1.6) es numerable.
De igual manera definamos para cada par de enteros (n,m) € J los conjuntos:
Amm) = [a:p(a:) =0yp(x) € P(n.m)}

Como todo polinomio de grado n no puede tener més de n raices, Agym) €5

finito para todo(n, m) € J; por consiguiente,

Q= U Anm)

(nm)e;f
es numerables
Corolarie 1.2: La “mayoria” de los nimeros reales son trascendentes.
Prucba:

Como el conjunto de todos ios nimeros reales no es numerable, se sigue que el
conjunto de los ntimeros reales trascendentes, R — @ ,no- es numerable y por lo

tanto, la “mayoria” de los mimeros reales son trascendentesc
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En 1882, Ferdinand von Lindemann usa la representacion en serie de e?, la
férmula de Euller y algunos resultados sobre niimeros algebraicos para probar que
im es trascendente y por lo tanto 7 también ¢s trascendente: incluse llego a probar
que e es trascendente cuando a es un niimero algebraico no nulo. Este idltimo

resultado se conoce como Teorema de Hermite-Lindemann.

En 1884, ¢l matemdtico alemén Car! Weierstras generaliza el Teorema de
Hermite-Lindemann al -probar que a,e®! + q;e% + -+ q;e™ es trascendente
siempre que a;, az, ... @; sean nimeros algebraicos no nulos y distintos, al tiempo

que a,, dz, ..., @; sean nimeros algebraicos no nulos.
1.3. Los 23 problemas de David Hilbert.

El 8 de agosto de 1900, enel Segundo Congreso Internacional de Matemdticos,
celebrado ea Paris, el matematico aleman David Hilbert planted, originaimente, 10
problemas sin resolver que &l pensaba marcarian el avance de la matemitica
durante el siglo XX. El articulo impreso de la conferencia de Hilbert contiene 23
problemas, asi como una serie de argumentos acerca de por qué los matematicos
deberian enfrentarse a éstos, procurando llegar a teorias que arrojasen luz sobre el
problema en cuestién, y sobtw; temas proximos. Entre tales argumentos esta el
problema de Ia braquistocrona de 1696, originalmente planteado por el matematico
Johann Bemouilli, que pregunta por la curva que une dos puntos en un plano
vertical y a lo largo de la cual una particula deslizaria desde un punto al otro en el
tiempo mas corto. Los mateméticos presentes en la conferencia; si bien sabian que

este problema habfa sido résuclto por varios matematicos, entre los cuales estaba el
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Inglés Issac Newton; también sabfan que este habia generado un variado conjunto
de problemas similares y que la teoria.en la cual se encuadraba el problema seguia

llena de vida,

Hilbert naci6 el 23 de enero de 1862 en Konigsberg, una pequeiia ciudad en la
Prusia Oriental. Ingreso en la Universidad de Kénigsberg -en 1880 y fue alli donde
tuvo comtacto con Hermann Minkowski, un prodigio en matematica; quien le
aconsejé no responder al discurso de Poincaré en el Primer Congreso Interacional
de Matemiticos celebrado en Zurich, en ¢l afio 1897, Minkowski le escribe a

Hilbert ¢l 5 de enero de 1900, lo siguiente:

“Mds atractive seria el intento de mirar al futuro, en otras palabras, de hacer una
caracterizacion de los problemas a los que los matemdticos deberian orientarse en
el fituro. Con esto, podrias tener a gente hablando de tu charla incluso durante
décadas a partir de ahora. Por supuesto, la profecia es realmente un asunto
dificil” (Ritdenberg y Zassenhaus, 1973; citado por Gray, 2003, p.70)

Siguiendo el consejo de su amigo Minkowski, Hilbert present6 los problemas
que desafiaron a la Matemdtica en los inicios del siglo XX; los cuales se describen,

brevemente, a continuacion:
1. El problema de Cantor del nimero cardinal del continuo.

Pide demostrar un teorema que se deriva de las investigaciones de Cantor sobre
los cardinales infinitos. Cantor habia probado en 1873 que el cardinal del conjunto
de los niimeros naturales era menor que el cardinal del conjunto de los nimeros

reales, ¢l contimuo denotado por ¢; postetiormente propone que el cardinal de cada
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subconjunto infinito de R es igual al de los mimeros naturales, o bien al del

continuo.

El teorema ¢n cuestién establece que el continuo de los mimeros reales es ¢l
conjunto infinito mas pequeiio estrictamente mayor que un conjunto numerable, por

tal razén al primer problema se le conoce como la Hipétesis del Continuo.

Entre 1939 y 1940, Kurt G6del demostr6 que la hipétesis del continuo no puede
refutarse en la teoria axiomatica de Zermelo-Frankel-Axioma de Eleccién, es decir,
que puede construirse una teoria de conjunto consistente donde la hipStesis del
continuo sea cierta: Por otro lado, entre 1963 y 1964 Paul Cohen demuestra que al
afiadir el contario de la hipétesis del continuo al sistema de Zermelo-Frankel-

Axioma de Eleccion; también puede construirse una teoria de conjunto consistente.
2. La compatibilidad de los axiomas de la Aritmética.

Pide demostrar que los axiomas de la Aritmética son consistentes, es decir, que
un nimero finito de pasos logicos basados en ellos no puede llevar a resultados

contradictorios.

En 1931, Gddel demuestra que tal como se formula habitualmente la aritmética

es incompleta e indecidible.
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3. Laigualdad de los volimenes de dos tetraedros de la misma base y la misma

altura.

Consiste en disponer de dos sdlidos de igual volumen, tal que ninguno de los dos
pueda dividirse en numero finito de piezas que puedan reordenarse para formar el

otro.

En 1902, un estudiante de Hilbert, Max Dehn, demostré que un tetracdro y un
cubo del mismo volumen no pueden fragmentarse y recomponerse de una forma
diferente de modo que cada uno de ellos se trasforme en el otro. Dehn menciona
en sus notas que Bricard en 1896 y Sforza en 1897 dieron ejemplos de poliedros
que no pueden transformarse uno en otro por corte y pegado, pero sus argumentos

eran insuficientes.
4. El problema de la linea recta como la distancia mAs corta entre dos puntos.

Los investigadores han encontrado este problema bastante vago, trata de manera
general de imaginarse geometrias desde puntos de vistas sugestivos que
permanezcan priximas a la geometria euclidea. Asi, el problema es un programa de
investigaci6n y Herbert Busemann contribuyd notablemente al desarrollo de este,

alrededor de 1966; seguido por Aleksei Pogorelov en 1973 y Z.1. Szabé en 1986.

5. El concepto de Lie de grupo.continuo de transformaciones sin la hiptesis de
la diferenciabilidad de las funciones que definen el grupo.
En este probléma Hilbert pregunta si la hipétesis de la diferenciabilidad de las

funciones que definen el grupo, por medio del cual Lie establece un sistema de
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axiomas geométricos, puede ser ignorada y posteriormente deducida de los demés

axiomas geométricos y del mismo concepto de grupo.

Andrew Gleason, Deane Montgomery y Leo Zippin; dieron soluciones

positivas en 1952.
6, Tratamiento matemdtico de los axiomas de la Fisica.

Plantea tratar por medio de axiomas, tal como se hizo con la geometria, aquellas
ciencias fisicas en las que las matemiticas juegan un papel importante. El
problema no ha sido resuelto del todo mateméticamente; sin embargo: La mecénica
clasica fue axiomatizada por Hamel en 1903, la termodinAmica por Carathéodory
en 1909, la relatividad especial por Robb 1914 y Carathéodory en 1924 (de forma
independiente), la teoria de la probabilidad fue axiomatizada por Kolmogorov en
1930 y la teorfa cudntica de campos fue axiomatizada por Wightman a finales de

los afios cincuenta del siglo XX
7. Irracionalidad y trascendencia de ciertos mimeros.

Hilbert sugiere una investigacién completa del hecho de que ciertas funciones
trascendentes especiales tomen valores algebraicos para ciertos argumentos
algebraicos. Pide una demostracién del hecho de que la expresién af | para una
base algebraica y un exponente-algebraico irracional representa siempre un nimero

trascendente o al menos un nimero irracional.
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En 1934, Alexander Gelfond y Theodor Schneider, de manera independiente,
solucionaron este séptimo problema. Al final del capitulo volveremos a hacer otros

comentarios de este problema y su solucion.

8. Problemas de nimeros primos.

Surge de un articulo de Riemann. El problema plantea demostrar que los ceros
de 1a funcidén G(s) definida por la serie

1 1
R

=1+ +

. 1 . . )
tienen todos parte real o excepto los bien conocidos ceros reales enteros negativos.

Si se estableciese esta demostracion, se estaria en condicién, segin Hilbert, de:
comprobar con mds exactitud Ia serie infinita de Riemann para el niimero de primos
por debajo de un mimero dado, alcanzar la solucién rigurosa del problema de
Goldbach, atacar la cuestién de si existe un nitmero infinito de pares de nimeros

primos que difieren en dos, etc.

Este problema, conocido como La hipdtesis de Riemann, ain no ha sido

resuelto.

9. Demostracién de la ley de reciprocidad mas general en cualquier campo de
numeros.

Pide un teorema de reciprocidad para potencias arbitrarias en cualquier campo

de nimeros.
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En 1927, Emil Artin conjetur6 un resultado que daba todas las leyes de
reciprocidad conocidas cuando se hacia explicito; el mismo que llevo a Kurt Hensel
a definir un simbolo residuo de norma generalizado y completar la solucién del 9

problema.
10. Determinacién de la resolubilidad de la ecuacidn diofintica.

Pide determinar en un nimero finito de operaciones si una ecuacion diofdntica
con cualquier niimero de incégnitas y con coeficientes numéricos enteros racionales

es resoluble en enteros racionales.

En 1970, Yuri Matiyasevich demostré que no existe un algoritmo para resolver

las ecuaciones diofénticas de este décimo problema.
11. Formas cuadréticas con coeficientes numéricos algebraicos cualesquiera.

Plantea resolver una ecuacién cuadritica dada con coeficientes numéricos
algebraicos en cualquier nimero de variables por niimeros enteros o fraccionarios
pertenccientes al dominio de racionalidad algebraico determinado por los

coeficientes.

Parcialmente resuelio: En 1930, Carl Siegel lo resuelve sobre los nimeros

enteros y, entre 1923 y 1924 Helmut Hasse lo hace sobre los ndmeros racionales.
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12. Extensién del teorema de Kronecker sobre campos abelianos a cualquier

dominio de racionalidad algebraico.

Los expertos han sefialado varios errores en la formulacién de este problema; no
obstante, lo importante es que ha generado un programa de investigacién que
permanece abierto; ya que depende del cuerpo algebraico particular con que se
inicie.

13. La imposibilidad de 1a solucién de la ecuacién general de 7° grado por medio
de funciones de sélo dos argumentos.

En este problema Hilbert plantea que la raiz de la ecuacién de séptimo grado es
una funcién de sus coeficientes que no pertenecen a la clase de funciones
susceptibles de construccién nomogréfica, es decir, que no pueden construirse por

un ndmero finito de inserciones de funciones de dos argumentos.

Resuelto en sentido negativo por Andrei Kolmogorov y su estudiante Vladimir

Amlo’d en 1957,
14. Demostracion de la finitud de ciertos sistemas completos de funciones.

Hilbert pide demostrar que todas las funciones relativamente enteras de
cualquier dominio de racionalidad dado constituye siempre un campo de integridad
finito. Asi pues, €l est interesado en saber si el anillo que forman las funciones

racionales tiene una base finita..

En 1962, Masayoshi Nagata produce un contracjemplo a lo planteado en este

problema.
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15. Fundamentaci6n rigurosa del cdlculo enumerativo de Schubert.
El problema consiste.en:

“Establecer rigurosamente y con una determinacion exacta de los limites de su
validez aquellos nimeros geométricos que Schubert en especial ha determinado
sobre la base del denominado principio de posicién especial, o conservacién del
ntimero, por medio del cdlculo enumerativo por él desarrollado” (Hilbert, 1900;
citado por Gray, 2003, p.294 y Yandell, 2002, p.269)

Una teorfa rigurosa se debe a Bartel Leendert van der Waerden en 1930, le sigue
André Weil en 1946 con la publicacién de su Fundamentos de la Geometria

Algebraica.
16. Problema de la topologia de curvas y superficies algebraica..

La primera parte del problema pregunta por el nimero de lazos que puede tener
una curva algebraica real de un grado dado, y cémo pueden estar dispuestos. La
segunda parte por ¢l oiimero méximo y la posicién de los ciclos limites de Poincaré

pata una ecuacién diferencial de primer orden, bajo ciertas condiciones.

Los mejores resultados sobre la topologia de curvas se deben a Ilia Itenberg y
Oleg Viro en 1996. De igual forma, encontramos resultados parciales para los
ciclos limites de flujos dados por polinomios debidos a Yuri Ilyashenko y Ecalle a

principios de los noventa.

17. Expresion de formas definidas por cuadrados.
Pide, esencialmente, demostrar que toda forma definida no puede expresarse

como un cociente-de sumas de cuadrados de formas.
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En 1927, Emil Artin y Otto Schreier resuelve el problema para campos cerrados
reales. La cota superior sobre ¢l nimero de formas requeridas se debe a.Pfister en

1967 y la solucién negativa en general se debe a Du Bois en el mismo aflo.
18. Construccion del espacio a partir de poliedros congruentes.
El problema se divide en tres partes, a saber:

i.  Determinar si el mémero de grupos cristalograficos en los espacios euclideos
de grandes dimensiones es finito.
ii. Determinar si se puede Ilenar el espacio con regiones fundamentales
idénticas que no estén asociadas con un grupo cristalografico.
iii. Determinar la manera mas eficiente de llenar el espacio con varios sélidos
regulares.
La primera parte fue resuelta en 1910 por Ludwig Bieberbach, la segunda fue
respondida afirmativamente en 1928 por K. Reinhardt en dimensién 3 y por Heesch
en 1932 en dimensién 2. La tercera sigue sin resolver; no obstante, hay una

respuesta elaborada por Thomas Hale en el 2000 que esté siendo revisada.

19.;Son siempre necesariamente analiticas las soluciones de problemas
regulares en el cilculo de variaciones?

En este problema Hilbert conjeturé que las soluciones de las denominadas

ecuaciones “lagrangianas” serian siempre regulares.

La solucién a esta conjetura la da el matematico Serge Bemnstein en 1904,

Desde entonces existen diversas variaciones de este problema, dependiendo del
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numero de ecuaciones o de variables involucradas; dando origen a un programa de

investigacion.
20. E] problema general de los valores de contomo.

Pide condiciones bajo las que una gran clase de ecuaciones tienen soluciones
particularmente regulares, y teoremas regulares que garanticen la existencia de

soluciones.

Por la generalidad del problema es considerado un programa de investigacion,
donde han intervenido un sin ndimero de matemaéticos ¢ incluso se ha fusionado con

¢l problema anterior.

21. Demostracion de la existencia de ecuaciones diferenciales lineales que tienen
prescrito un grupo menodrémico.

Pide demostrar que siempre existe una ecuacién diferencial lineal de la clase
fuchsiana, con puntos singulares y grupo monodrémico dado. Generalmente se
denomina el probiema de Riemann-Hilbert y fue resuclto en sentido negativo por

Anosov y Bolibruch en 1994,
22. Uniformizacién de relaciones analiticas por medio de funciones automorfas.

Poincaré habia demostrado que era posible uniformizar cualquier relacién
algebraica entre dos variables a través del uso de funciones automorfas de una

variable. A raiz de lo demostrado por Poincaré, Hilbert plantea lo siguiente:

“No estd demostrado si las dos funciones univaluadas de la nueva variable
puede escogerse de modo que, mientras esta variable recorre el dominio regular de

SISTEMA DE BIBLIOTECAS TE LA
VINIVFRSIDAD DE PANAMA
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dichas funciones, se alcanza y representan realmente todos los puntos regulares del
campo analitico dade” (Hilbert, 1900; citado por Gray, 2003, p.303)

Hilbert también pidi6é que el teorema de uniformizacién se extendiera a

funciones de tres o més variables.

Este problema fue resuelto por Jules Henri Poincaré y Paul Koebe, de manera

independiente, en 1907.
23. Desarrolio adicional de los métodos del calculo de variaciones.

Hilbert hace -una presentacién extensa de este “problema” y pide,
principalmente, desarroliar los métodos del cdlculo de variaciones; por ende ha sido

catalogado como un programa de investigacion.
1.4. El séptimo problema de Hilbert.

Ya se ha planteado en la seccién anterior que en el séptimo problema, en su
formulacién original, Hilbert pide hacer un estudio general de qué sucede cuando
ciertas funciones trascendentes toman valores algebraicos; él especula que si f(z)
es una funcibn trascendental, entonces f () es un niimero trascendente siempre que
@ sea un nimero algebraico no nulo. Esta interrogante surge de los problemas
resueltos por Hermite y Lindemann sobre la funcién exponencial; pero lo que se
convirtidé en imperative fue probar que 22 y e representaban nimeros

trascendentes o al menos nimeros irracionales y de manera general que:
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La expresién af, para una base algebraica y un exponente algebraico
irracional f representa siempre un nimero trascendente o al menos un ntumero

irracional,

Si comparamos la conjetura de Euler de 1748 con la de Hilbert de 1900 podemos
apreciar que la diferencia estriba en la naturaleza aritmética de los nameros en
consideracion.

En 1929 el alemén Carl Ludwig Siegel demostré que la funcién de Bessel Jo(x)
toma valores trascendentes para.argumentos algebraicos y en la prueba enuncia un
lema, lema de Siegel, que permite construir ciertas funciones auxiliares; afirmando
que tales funciones serian Gtiles, como en efecto lo fue, en la prueba del séptimo

problema.

La solucién de casos especiales del séptimo problema de Hilbert fue dada, por
primera vez, por ¢l Ruso Alexander Osipovich Gelfond en 1929 y aparecieron en
Comptes Rendu. Lo primero que prueba Gelfond es que e™ es trascendente y
seguidamente que 2¥-2 también los es, empleando resultados de 1914 de George

Pélya sobre funciones enteras.

La trascendencia del nimero de Hilbert, 2¥Z, fue probada en 1930 por el

matemitico ruso de nombre R.O. Kuzmin.

De forma independiente, la solucién general del séptimo problema fue dada por

Gelfond, el 1 de abril de 1934 y por un estudiante de Siegel, el alemin Theodor



Schneider, el 28 de mayo de 1934 y; a partir de la fecha se conoce como el

Teorema de Gelfond-Schneider.



CAPITULON°2

PRELIMINARES A ALGUNOS RESULTADOS
TRASCENDENTES

Una vez conocido el origen de la Teoria de Numeros Trascendentes; en este
capitulo se presentan las herramientas mateméticas necesarias para la solucién de
séptimo problema de Hilbert y para !a prueba de algunos resultados sobresalientes de

esta teoria, descritos en ¢l capitulo n°1.

2.1. Propiedades Elementales

Propiedad 2.1. Para enteros N = n 2 k = 1, se tiene que:

N1 i

@ (N+n)! — nl

®G2)+@ =03

Propiedad 2.2: Dados dos enteros cualesquiera, su suma y su diferencia tienen la

misma paridad,
Propiedad 2.3.Sea K,r € Z*, con r = 2; entonces existe un entero T, = Ty (K)
tal que paratodo T Ty, se tiene que:
‘ xwT
(4kTy? (16K77%7) <73
Prueba:
Sea T'> r166)° “Entonces:

39



(16)® < r(166)°® 1
(16)¢<T
[a6)f} <TT
a6y <77
Q. (16)T < T%
K® < r6k)® o« T
Ké<T
(K8 <TT
(KT <TT
22) KT<T%

3

3 T
(,.16}(2) <TT

3 .
23) r2ir o 7%
4K < r¥ = p20K)
AKT < (r3)T
(4KT)* < (OKT )16
(4KT)'® < (riskysr
(4KT)T < (riSX P < T

(AKT)* < T
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Q2.4 (4KT)* < T3

Luego por (2.1), (2.2), (2.3), y (2.4);

(4KT)? (16Kr2“§)r = (4KT)2(16)"KT (rz"%)r
T T T

< TETETETE

= T;ﬂ

2.2, Algunas Propiedades de los Polinomios.

Lema 2.1. Sea f(z) = IK_;cyz" € Z[2], para enteros j y k satisfaciendo
1 < j < k; pruebe que:

J k N-1 0 L N1 o

an(x):Z(NICN Z p =Z Ky, Z =
n=1 N=jf n=N—f ™

Prueba:

Dafr@D =YD+ 2@+ 2@+ + ()

= zzszCNZN—i + z’fJ:jN(N - 1)6'"2”“2
+ I NV = )N = 2)cpyz¥3 + -

+Zhy NN —2)(N = 2) ..(N — j + D)cyzV!

J k N-1 N-2 -3 N—
z z zV 2
dYra= ,.,Z,jmc" ((N —oitwepitwonyt e -D!)

n=1

= Zhes(Mew ZN4 %)
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Bhei @) = S0 1 (IN + = DY ewagny Zpiie gty
k=j¥1 N+j-1)~1 z"
=Xp= j ((N +=Dlens s zf.;zm.j— D-(+1)+1 ,.;)

—j+1 +(-1)—1 "
Z( 4 t+j- 1)'C!+j-lzu=l+(; —1)-(£1)+1 1

Reescribiendo
L=k—-j+1
N=l+(-1)
Ky=0+j-Dlaey
p=j+1
Se tiene que:
Ni~1
Zf"(Z) Z(K«, > ,)
n=1 =1 n=Ni—p+1
Lo que completa la prucba. 0

Lema 2.2: Sean g(i)_, h(z) € D|[z] , entonces
G@RED" = Y () g 4@
k=0

Prueba: (Por induccién).

Paran=1

Sean g(z) = ¥Moaixt y h(z) =Xj_,bax’ . Entonces
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g'@ =3I+ Vagx* vy R(2) =T + Dby, vt

(g@Dr(2)) = 9'(Dh(2) + g(2)H' (2)

-1 $~1
(g@Dh(2)) = Z (i+ 1)a‘+1x‘) h(2) + g(2) (Z(i + l)bmx‘)

= =
WD) = (Teg' (i + )y, x")(Ticobix')
+(ZRoax! )(Zi30 + Dbyyyx’)
= (ayby + byag) + (2a,by + 2a,by + 2b,ae)x + -

+(m + s)(@obmss + @1bmes_y + Qobmis_ze o +

Qns+sbo)
=y dxd
Donde d; = (j + 1) 2{:; a1
Por otra parte
IDh(@) = (ZEoaix* YTiobix')

= aoby + (aobi + a1bo)x + o+ (@obaes + arbpys—y + o+

n+s

an«rsbo)x
—-vnt
= ynts ijj

j=0

Donde G = z{___o aib,-*‘i



Luego
(DR = TG + Dejyqx!
=Z2 (U + D B abyaas) o
= z;n;g;-—l dx j
Por lo tanto,

@D = g'(h(z) + g(H' (2)
= (§)a*@n@) + (}) s(Iki ()
= Bheo (i) 94 IH2)

Supongamos que se tiene para » , Hipétesis de Induccién (H.I). Vedmoslo para

n+ 1.

En efecto:
(9@hE)™" = [(g@r@)"]
= [£r0(}) 5" *@H* )] PorHLL
= 2o () (s @R )

= Zreo (1) (6™ *+1()1*(2) + g™ (2)R**1(2))
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(6@h@)™"" = Tioo (i) 8" @14 (@) + Eio (i) g™ H@IH1(2)
=Yoo (i) 4™ @1 @ + 521 (, ") g" (R @)
= g™ @D+ Epes [(, © ) + ()] a7+ @R )

+g%(2)h™(2)
= "1 Dh@) +Zhas (U T 1) @R + g @R (2)
La tltima expresién se obtiene por (b), propiedad 2.1.
Finalmente se tiene que,

(g@n@)"" =53 (" 1) g @k
Lema 2.3. Sean a, j enteros positivos y £(z) = z/(z — a)/*! € Z[z] , entonces,
(@)f(2) = 3} ¢z

W, Ma)=0

Prueba: Parte (a)

f@=2(z-a)y"
=z E{“;:] (j ':; 1) zj+1—n(_a)n
=g [(j 4(; 1)zj+1 + (] "1' 1) i (—a) + (}"‘2" 1) 2/ 1(~a)?

+ (f '|3' 1) 22 (—a)® + -+ (.; I i) (_a)j+1]



46

f@=05 2+ (N2 + (Y251 ey 4
+ G 1' i) zi(—ayi*
r@=(1 )P+ (4 )1y s (1Y) 21 ap
L) ()

1@ =55 (o )L ) ey

Donde ¢, = (2 i1~ n) (—a)?*17", 10 que prueba la parte (a)

Si z = a se tiene que:

j
Zf"(a) = fi(a) + f2(a) + -+ fl(a)

Abora como f(2) = 2)(z — a)/*1. Al tomar g(2) =2/ y h(2) = (z — a)i*!,

porel lema2.2:
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i}

1 2 .
DM@ =Y (e t@rt@+ Y (2) g @nk@) + -
k=0

n=1 k=0

i
+Y () o+ @h@

k=0

j
> @ = (§) 8*@h6@) + () s@r @ + () g*@h(a)

n=1

+(3)g'@n @ + (%) glapr*(@) + -
+(!) g @h@ + () gr-*(ahi(a) + -
+ G) g(a)h/(a)

1@ = (5) i a—ay*1+(]) /G + 1)a ~ o)
+G) jG - 1al*(a—a)*1 + (i) jal G+ 1)a - a)/
+() G+ Dita- ) + -+ (§) iG - DG - 2) 1)~ ay*?

+{() G- 1¢-2) . 2laG + Da - @) +

+ G) a/{G + 1)jG —1) ... 21¢a — )

Por lo tanto;

¥ f(a) = on



OBSERVACION 2.1: El resultado del Lema 2.3 lo podemos generalizar, es
decir, si  f(2) =2P"1(z—-1)P(z—2)..(z—d), entonces; empleando
reiteradamente ¢l Teorema del Binomio de Newton se demuestra que:

(@+1)p-1
f@= Y o
N=p-1
Y utilizando el Lema 2.2 obtenemos que para t = 1,2,3, ..., d
P-1

Y =0

n=1

Lema 2.4, Dado f(2) = 27"Y(z — a)? = 271 cyz¥, donde a € Z*:

N=p-1
2p-1
D lenl = +ay
N=p-1

Prueba:

f@)=2"""(z—a)?

- s [+ Q)+ () o]
= (g) z2p-1 4 (’;) 22P%(~a) + (’2’) 2P 3(—a@)? 4 - + P-1(—g)?
= (;’) (-Q)E‘zp—l‘ + (P f 1) (—(1)1"‘129 + -4 ﬁ) (_a)zzp-z + (’(;) 22p-1

= (g) (—a)PzP-1 4+ (’1’) (~a)P12P 4t (p f 1) (—a)z?P-2 + (;) 22P-1
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Luego,

ENp-tlenl = Jcpab + oo+ + ez
=1Q) Carl+ () o] ++ ) o
oalenl = (B)a? + () a1 4+ (5) o
-2 (?) o

=(a+1)?o
— A\ =3P Py, —fF}PRn —
Lema25.Sea(z—-¢t)? =3} _, (n) (—=t)P""z" paraenteros t = 1,2,3, ..., d

Pruebe que:

@ max () cormff <5 o) = @or

n=0,1,...p
® T max{|() -o=n]}) < 2o
Prueba:

Parte (a).

w2 G) o} = max{|G) or ] )() o0r . |G o]}
= max {(ﬁ) t?, (71’) 1, (:)}
<37, (%)

Ahora del Binomio de Newton



Ce+3)? = Thy () x#-mym

Six=y=1
4
»=30)
n=0
Por lo tanto,
»
A Q) ol <oy (0) = @or
n=0
La parte (b) se deduce de (a)o

Lema 2.6: Sea P(z) € Z[z] y gr (P) = d. Entonces,

(-

es un ptimero racional, que puede escribirse con denominador b4,
Prueba:

Sea P(z) = 3¢_o 12" € Z[z], ry # 0y d par. Entonces,
3 d~1 d
J_ —ro+r1J_+r2 J_ +?'3 J_) +~°-+r¢_.1.(J§) +rd(J§_-)
a 7 a T Z a 3 d-1 ‘ d
.'P(—j%)=ro—rljg+rz( 5 -1 jg) +'"—f¢_1(j_) +fd(

Luego,

| Al
TR
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([ +7 (- f) =2+ 2m () +r2na( )

d

. . Z

= 27'0“"" 2?‘2%"‘ (B Zfd"'lz
b?

d d a_ d-2 4
210 + zng ok 20y 0 = 2rp(B)? + 2r2a(B)T* + - 4 214_3(a) 7 b + 214(a)?
Z

04
d-2 d+2 d d
_ 2rgd942r0a(0)4 1442y o(a) T () 2 +2rg(a)3(d)E
- = X eq
Por la propiedad 2.2
Si d es impar
- - 2 d-1
a a
p(‘/.;.).;.?(—‘[;) = 2ry, + ZTz(J;) + 4 Zra—x(J;)
d=a d=3 g-1
— 21o(b) 7 +2r;a(®) 7 +42ry 4(a) T

a-1
)z

d-1 dsl
_ 2rg(®)42raa(d)dd4-42rg_(a) 2 (B) T
- bd €EQ

De nuevo por la propiedad 2.2.0

2.3. Sumas Exponenciales Conjugadas Completas

Definicién 2.1: Conjugados

Sea a un mimero algebraico. Las raices del polinomio minimo para @ son
ilamados los conjugados de.a.
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Ejemplo 2.1:

@ =Vv1++v3 es algebraico, con polinomio minimo p(x) = x* —2x2 — 2.

Luego los conjugados de a; son:

a1=}1+\/§. a2=—}1+\/§. a3=i’—1+\/§.
a4=—i‘,—1+ﬁ

Definicion 2.2: Conjunto completo de conjugados.

Se dice que un conjunto finito de niimeros algebraicos S es ur conjunto completo
de conjugados si para todo & € S, S contiene todos los conjugados de « y en caso de
que a aparezca m-veces, lambién cada uno de sus conjugados debe aparecer m-veces.

Ejemplo 2.2;

{\/1 +V3,-V1+3,iv-1++3,—i¥-1+ \/5}, por ¢l ejemplo anterior es un
conjunto de conjugados, por lo tanto es un conjunto completo de conjugados.
Ejemplo 2.3:
{2v2,-2v2,2v3,-2V3} es un conjunto compieto de conjugados. Vemos que
2VZ, —Z\E son conjugados, con polinomio minimo p(x) = x2 — 8,y 2v3,—2V3
también son conjugados, con polinomio minimo g{x) = x2 —12.
Ejemplo 2.4
{2v2,~2v2, 2V3, ~2+/3, ~2vZ} no esun conjunto completo de.conjugudos. Vemos

que —2+/2 aparece dos veces, sin embargo su conjugado 2v2 sélo una vez.
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Definicién 2.3: Una suma finita de términos exponenciales e® + ¢% + ...+ %
se dice que es una suma exponencial conjugada completa si la coleccion de Jos.
exponentes {ay, @y, ..., a; } €s un conjunto completo de conjugados.

Lema 2.7: Sea py,p3, ..., P, T1,T2, ..., Ty NUmeros complejos distintos ¥y sea
71,72, Teoty, b, .., Ty Dameros complejos no nudos.  Si el producto

Clane®)QH ., tye™)

Es expandido e iguales términos exponenciales son combinados, entonces el

resultade es una expresion de la forma
Zgﬂ s,,e“’ﬂ,

para algin entero positivo N, distintos exponentes de la forma w, = g+ 1, ¥

niimeros ‘complejos s,, donde al menos uno de estos mimeros complejos s, es

distinto de cero.
Prueba:
Es-claro que:
@9 Cher 11e?OCHer tme ™) = E sstst, ntme?*

Sea H={py+1p /1<!<L1<m<M} Entonces H tiecne mis de un
elemento, luego podemos escribir
H = {a, @4, ., 0y}
Para distintos w, € Cyalgin N € N,
St s, =Xnt,; l,mtal que p; + T, = w,. Entonces podemos escribir (2.5)

<omo sigue.



B G S

=1 n=1
Donde al menos uno de los S, no es cero. Para probar esta afirmacién sea
pr=a+ib ,1=12,.., Ly considerernos:

{or o} © (o1 P20 1)
el subconjunto con parte real maxima, es decir,

Py =a+ib,1<k<K vy,
aza,l=12,..1L

Tomemos ahora b = max{b,,,1 <k < K}. Entonces para un [, 1 < ¢ <K,
pr, = a + ib es inico, pues en particular los p;, son distintos.

Si procedemos de forma andloga para {T,,..., Ty} se tiecne que hay un vinico
Tmg = € +id € [Ty s Ty} < (T, o T}

Ahora se tiene que w,, = Pr, + Tm, se obtiene de manera tnica de la suma de
P1,Y Tmy: pues si hay algin p, y algin 1,, distintos de 'p,.w Y Ty, Tespectivamente,

tal que w,, = p; +1,;, entonces
Re (p,w + Tm, ) = Re(p; + Tp)

im (plw + tma) = Im(pl + Tm)



sS

Lo cual contradice la condicién de parte real e imaginaria maxima de Piy Y Tmg-
De donde ¢+ ™™o tiene un coeficiente tnico s; oimg = Tiybmg » €l cual es distinto de
cero por hiptesis.o

Lema 2.8: El conjunto {a,, a, ..., a,} es un conjunto completo de conjugados si
y s6lo si el polinomio (z — a,)(z — a;) ... (z — &) tiene coeficientes racionales.

Prueba:

Sea {ay,ay,...,a,} un conjunto completo de conjugados. Reagrupemos los
conjuntos de conjugados

®Xq1, al‘z,u;al‘ul 3 X219, asy aZMz s sesiey [ R PIRY au,,,_

Sea fi(2) = (z—ay)(z — a2) ..(z — ayy, ). 1 = 1,2,...L. Entonces f; es el
polinomio minimo para el conjunto de conjugados {ay;, @z, .., @}, huego

fi(2) € Q[z]. Por lo tanto,

L
[[f@=c-we-a).c-a e
i=1

Supongamos ahora que
f@=(z-a)(z-a)..(z—a) € Q2]

Si algin o algunos a; son racionales, estos formardn un conjunte completo de

conjugados, digamos {a;/K +1<I< IL]. Entonces,

2.6) f@=0z—-a)z—ay)..(z—-ax) (z — ages) ..(z —ar)

a(z)
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Es claro que g(2) = (z —a,)(z — ) ... (z — ax) € Qfz]. Si g es.imeducible,
entonces es el polinomio minimo para ay,...,ax y por ende {ay,..,ax} es un
conjunto completo de conjugados. Luego {@,,..,ax}U{a;/K+1<1<L}esun
conjunto completo de conjugados.

Sig es reducible, entonces:
g=p}..p}
donde cada p; € Q[z] es irreducible y §; = 1. Por (2.6)
pi(D) = (z~a;)(z — ap) ... (z - a,KJ)
Se tiene que p; € Q[z] es el polinomio minimo para aj, s &p,, luego
{ajl, . e J,] es un conjunto completo de conjugados,

Como

]
[arl, s ax} = U U{dn, e ,agj_}

f=1u=1

Se tiene que {a;, ..., ax} es un conjunto.completo de conjugados, por ser la unién

de conjuntos completos de conjugados; y por la misma rzén
{ay, ..., ax} U {a;/K + 1 < I'< L} e3 un conjunto completo de conjugados.a

2.4, Polinomios Simétrices.

Antes de presentar algunos resultados sobre polinomios simétricos, es necesario

generalizar 1a definicién 1.1 a varias indeterminadas,
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Definicién 24: Sean L€Z*, i’ =(ny,n), ...n) y fi=(ny,ng . n0n)
elementosde N, Diremos que ii' < 1, si para la primera ! tal que n} # n; , se
tiene que n; < ny.

Observacién 2.2: Para cualesquiera 11, i’ € N%, se tiene que 1fi=W,f < ii',0
i’ <h, por lo tanto (N' <) estd totalmente ordenado. También por simple
inspeccion se tiene que para N, it', i’ € N ; sj

n<i'=i+i" </ +4"
Definicién 2.5: Llamaremos anillo de los polinomios sobre Q (3 Z) en las

indeterminadas z,, z,, ..., z,, y lo denotaremos Q[z,, 2, ...,z, ] (6 Z[z;, 25, ...,2,]) a

la coleccién

€4 L L2 ng
ny=0 *** zfn;o Cnyna..npZy 2y
Donde:

N zZ=1vi={1,2..,L0)
i) gezZtvl={1.2,..1L)
(i) 6w, ..ny € Q (0Z, respectivamente); ¥, 0 < n; < g
(iv) Sif(z.z...,2.)= 2:11:0 ,..E:tgo Ciny,np)Zyt 2L, OO Cleyne) % 0
r I
9(21.23, .2} = zgafo ...zﬁfﬂ bng, )21 20 Con By, ) # 0
Son elementos de Q{z,, z,, ..., 2 ] (6 Zz,,2,, ..., 2. ]), entonces f = g, siy
solo si, & =, VU= {1, ....L} ¥ Cny,inp) = bpny,np), YOS 1y < gy,

Vo< m <y
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Observacion 2.3: En algunos casos simplificaremos p(zy,2,,...,2,) por
simplemente p. y
P2, 23, 2) = X2 oKt 20 €ny,mp) 2y 215 POr p=XycxZ%, donde
Z8 =z . z/* parati = (ny,ny,..,n).

Definicién 2.6: Sea p(21,23,...,21) = I3t Lo Dk Lo €(ny.mp)Zy” 20" UN

polinomio no nulo en Q[24, 5, ..., . ]. Entonces,

(i)  Elmultigrado de p, denotado por mgr(p), esta.dado por
mgr{p) = max{(ny, ..,n.) € NL/ ¢ oy # 0}
(ii)  Elcocficiente principal de p, denotado por C(p), estd dado por
C@)=Cmgrmn €Q
(iii) El'monomio principal de p, denotado por M(p), ests dado por
M(p) = Zmar®@)
(iv)  El término principal de p, denotado por T(p), esta dado por
T() = C(P)M(p)

Definicién 2.7: Un polinomio f (2,23, ..., 2, ) € Q[zy, z,, ..., 2, ] es simétrico si
i (37(1); ---;zr(z.)) =f(zy, . 5)
Para todas las posibles permutaciones Z¢(y), ..., Zy(1); de las variables z,, ..., 2, .
Definicién 2.8: (Orden monomial en @[z4, 25, ..., 2. ])
', M

n; .
S amos que M = ¢z .zt y M'=¢'z" .. 2" son dos monomios en
upong, 1 L 1 1

Q@l2,.22, ..., 2 J.con 1a posibilidad de que todos o algunos de los exponentes son
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iguales. Se dice que el monomio M’ es menor que el monomio M ( 0 que M es
superior a M) y lo denotaremos M’ < M si: (nl,nj, ..., n}) < (ny,ng, ....n).
Definicién 2.9: Dadas las variables z,..,2,. Se definen los polinomios

04,02, -, 0y, € @[zy, 2, ..., 2, ] por:
0'1(31, ey ZL.) =24 + Z2 + -+ Zp

(24 s 2) S22y Y 2123+ o+ 212 4 223+ 2z o+ 22,

»

0.1(21‘- A sz) = 2‘{1}(-- Zr(1) - Zt(t)

<‘Fa)

0y(21,-021) = 2123 .. 2t

Observacién 2.4 De la definicién anterior se desprende que ; es un polinomio
simétrico para todo { =1, ..,L; y diremos que {4, ...,0,} son los polinomios

simétricos elementales de §@[z,, ..., z;].

Ejemplo 2.5: Dado el ordenamiento de monomios, M(g;) = z, .... z;; ya que de

la definicién 2.6.
mgr(oy) = (1, 0,0... O), mgr(o;) = (1,,1, 0,. .,0),..., mgr(a) =
-1 L-2

(zu 0...,0),..., mgr(c,) = (1,1,_ ...,1)

—-veces L-1 L-veces

Por lo tanto Mo)=2z .2y yC(o)=1.
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Lema 2.9: Para polinomios no nulos f, g € Q[2z1,2;,...,2.] .
mgr(fg) =mgr(f) + mgr(g) vy

C(fg) =C( (g

Prueba:
Supongamos que mgr{f) = iy mgr(g)} = i’ , es decir,

f—cZh + YienciZt  con G+ 0
g= cf'i,Z"" + Y GZI concl 20

Muitiplicando término a término, fg tiene un término no nulo
CyCprZ fi+h’
Todos los otros términos tienen multigrado de 1a forma.
N4+j,i+n'6i+j
Como i < fiy j < ', todos estos términos tienen muitigrado menor que fi + fi’
Luego
mgr{fg) — mgr(f)+mgr(g) y C(fg) = C(f)C(g)

Lema 2.10: Sca p(2,,2,, .., 2, ) un polinomio simétrico. Si M — cz;* ...z}’ es
el término principal de p, entonce

S <SSy €04

Prucba:
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Sea #i=(ny,n,,..,n,) el multigrado de M, como p es simétrico
M’ = czpl szl . Zrsy €8 un témino de p , de donde (ne(1y, e (z), - Tagy) ©5 €l
multigrado de algiin monomio no cero de p. Yaque (n,, ny, ..., 7y) &5 &l maximo de
los multigrado de todos.los monomios de p; (4, n,, ..., 0. ) es el méximo en N, para
todas las permutaciones no triviales, de donde,

nEny ;S SNE<m

Lema 2.11: T(01a)? ... of'") = Zfrt7at i lettat o, i
Prueba:
Del ejemplo 2.5 y el [ema 2.9, para enteros no negativos ny, ..., i,

mgr(aytay® ... ') =(ng+ny+--+ngny+ng+--+n,..,n0)y
Cloay? ..o} =1

Por lo tanto,
ny N ALy _ Rptazeetng nadngdee+ng ny,
T(o0;? .oy t) = z;+*™ EACHACARRE I 4
Teorema 2.1: Todo polinomio simétrico en @[z, 25, ..., z;, ], es un polinomio en
los polinomios simétricos elementales con coeficientes racionales. Esto es; si

p(z1, 22, ..., 2. ) € Ql2, 23, ..., 2. ] es un polinomio simétrico, entonces existe un

polinomio f con coeficientes racionales tal que:
p(21. 220+, 2, ) = (01,03, ...,0,)
Y mgr(f) < mgr(p)

Prueba:
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La prueba serd por inducci6n, en el multigrado del polinomio.

Un polinomio en @[z;,2,,..,z,] con multigrado (0,0,...,0)ests en @, y
Q < Q[oy, 03, ..., G 1.

Sea il = (ng,n,, ...,n) # (0,0,...,0) en N® y supongamos que el lema es valido
para todo polinomio simétrico con multigrado menor que 1.

Si p(£1.25..,2,) € Q[2,,25,....2,] es un polinomio simétrico tal que

mgr(p) = i, entonces

4
pP=cszt . 2+ Z cyZ®
#7<n

Donde ¢; # 0.
Consideremos
@7 p—cyort oy Lot e
Por el lema 2.11, T(csay" 202 2 .oy ™apt) = cxzi™ .. 2, el cual se

simplifica con el término superior de p.

- — NNz
Sip=cyot

0", 00 hay nada que probar. En caso contario (2.7) es
simétrico, ya que ambos términos en la diferencia son simétricos y
mgr(p—cyo, "™ ..of) < K.
Por la hipétesis de induccién

bt )

T ny -
P—cay .0t € Qloy, gy, .0, ]

Luego existe g(oy, 05, ...,0;) € Qoy, 05, ..., 0, ], tal que
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ny _

ot = g0y, 0, -, OL)

n.
p—cyo,t
ny—n n

p=g(04,0z,...,0.) + oyt 2oyt

p = f(all 02' vy GL)

Donde mgr(f} < mgr{p)o

Observacién 2.5: En vista de que en la prueba del teorema 2.1 no se lieg6 a dividir
entre los elementos de @, el teorema es valido si se reemplaza ¢ por Z.

El siguiente lema generaliza ¢l lema 2.6

Lema 2.12: Sea G(2) € Z[z] dado por G(z) =3}, a;z y; a,.a, .., las
raices de G(2). Sea P(z) un polinomio con coeficientes enteros. Entonces,

Plas) + Paz) + -+ P(ay)
¢s un nimero racional con denominador igual a a;87®).
Prueba:
Sea
P(xy, %2, . 2) = P(x1) + P(x2) + -+ P(x,)

Es claro que P es simétrico; entonces, por ¢l Teorema 2.1, podemos escribitlo en
término de los polinomios simétricos ¢lementales oy, @5, ..., 0p €0 X4, X3, ..., Xz} €5
decir

P(xy, X35 ..., %) = F(01,0%, ...,00)

Donde F es un polinomio con coeficientes enteros. Luego P(ay, &, ..., @) es un

polinomio en

(2.8) oyt ap + A, o+ aay bt @y aa, .., G



Ahora
G@)=azt +a, 21+ +a;z+ay

=a (z"' + %z"’l + ot ;"iz + :’—;)

=q; [li-i(z - a)

=a,(2b — (ay + ay + -+ @)zt

+a @z + araz + -+ @ ga@ )z 4 -
+(-Di(a,a; ...ap))
De donde (2.8) son los coeficientes de-%(? , los cuales son racionales. Por lo tanto
P(ay, @y, ..., ) = Play) + P(ay) + -+ Play)

es un nimero racional,

Ahora a;a,,a,ay, ..., a,a, son las raices de

z
ai 6 (a_) =zt t+a, 2" +aa, 28 + -+ ak g,
L

De donde los polinomios simétricos elementales en a,a,,a,ay, ..., a,a; son
enteros.

Si  p(x1,%z,..,x) es un polinomio simétrico homogéneo de grado
r < gr(P) = gr(P) con coeficientes enteros, entonces:

aip(ay, az ..., @) = pla;ay, a,as ., a0, )
Asi alp(a,,a,,...,a;) es-un entero.
Expresando P como una suma de polinomios homogéneos se llega a que:
4,9 P p(ay, ay. ..., @) € Z.
Por lo tanto, P(a,) + P(ay) + -+ Pla,) se puede eseribir como un nimero

racional con denominador a,97®.n
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Lema 2.13: Sea {a;j,a;,..,a;} un conjunto completo de conjugados y
P(xy, ..., x;) € Q[x,, ..., x;] un polinomio simétrico. Entonces P(ay, ..., ;) es una
combinacién lineal racional de los coeficientes de P.

Prueba:

Por el Teorema 2.1, P(x;, ..., x;) es un polinomio sobre @ en &3, ...,0;. Luego
P(ay, ..., @) es un polinomio en
2.9 ata; +ta,qa+qaz+ - ta .00 0

Ahoraporel Lema2.8, f(x) = (x — a)(x — @) ... (x —a;) € Q[x] y(2.9) son
sus coeficientes, los cuales estdn en €f. O

Lema 2.14: Si {yl, Y24 s y]} es un conjunto de mimeros algebraicos arbitrarios y
f(xl, Xz, ...,fr]) =a;x,+ a;x; + -+ ayx; € Z[x,_, Xz, ...,x]], Entonces

{f(rp12..7))/ 7y es conjugadodey, Vj=12,..,]}
es un conjunto completo de conjugados.

Prueba:

Por el lema 2.8, es suficiente probar que

p@= || (e-furee.n))eal
tjconjugado de y;
1=12,..4

Reescribiendo p(z) como

p(z) = l_[ ﬂ (z- f(r22 7))

Tjconjugado de yy \riconfugado dey,
j=2,..f '

Se tiene que
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h(z) = 1—1 (z - f(ru 12 ...,r,))

Ticonfugado de y,

es una funcién polinomial simétrica en los conjugados de y;. En efecto,
Si los conjugados de y, son ¥41,¥12, .- ¥1n} f(Tm Y2, m.}’]) =aytazyz+--+

a;y;: Entonces,

h(z) = (2 - f(Tn. T2 e .r,)) (z - f('rm,‘rz, ...,‘r]))

= l1li=1 (f-' — QT — 4Ty — alht)
y

=Tty — arysi)

=y~ oy + oy =+ (-1)"0,

Donde los a; son polinomios simétricos elementales de los conjugados de y; y por
ende todos son racionales, por lo tanto
h(z) € @[z, 73, .., 1]
Empleando ¢l mismo argumento para cada 1;,j = 2, ..., [ ; se tiene que
p(2) € Q2]
Porel Lema 2.8,
{f(rl, 12, ...,r,)/ t; esconjgadodey,Vj =12, ...,]}

s un conjunto completo de conjugados.o

Ejemplo 2.6.
{ﬁ,\ﬁ} s un conjunto de nimeros algebraicos.

Si f(xy1,x;) = 2x, + 3x; , entonces

{f(V2,¥3), f (=V2.3), f (VZ,~V3), f(-V2,—V3)}
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Viene.dado por {2v2 + 3v3,-2vZ + 3v3,2VZ - 33,-2VZ2 - 33} y
2vZ+3v3,-2vZ+3v32vZ2-3V3,-2vZ-3v3  ; es un conjunto de
conjugados, por ser los ceros del polinomio p(z) = z* = 70z% + 361, por lo tanto
es un conjunio completo de conjugados.

Lema 2.18: El producto de dos sumas exponenciales conjugadas completas es
una suma exponencial conjugada completa.

Prucba:
Sean et + €% +--+e® y ePr4 eP2 4 ...+ ePM dos sumas exponenciales
conjugadas completas. Es claro que:

(210) ("t te® +--+e® Y efr+efrttefM) =T 14 eWthm

lsmsM

Si aplicamos el Lema 2.14 al polinomio f(xy, x;) = x; + x,, se tiene que
[y +Bn:1slsSL,1<sm< M)

es un conjunto completo de conjugados; por lo tanto, (2.10) es una suma exponencial
conjugada completa.o

En las tres secciones que siguen se presentan resultados del dlgebra y del analisis
complejo que necesitaremos para pruebas subsiguientes; algunos solo seran
enunciados, en vista de que la mayoria de la literatura que trats de estos temas,

presentan las pruebas completas y claras de-estos hechos.
2.5. Algunos resultados del Algebra Lineal

Las pruebas de los dos siguientes Lemas pueden encontrase, por ejemplo, en

Burgos, 2000, paginas 81 y 102.



Lema 2.16: Considérese cualquier sistema de ecuaciones lineales que sea

homogéneo.

011X + Q%2 + -+ a1pX, = 0
.11
Qn1 Xy + Anp Xz + o Qupxy =0

Entonces, (2.11) tendré alguna solucion no nula si, y s6lo si; det[a;;] = 0
Lema 2.17: (Determinante de Vandermonde)

Si x,, X3, ... X, Son Mimeros, entonces:

I 1 1. 1

Xy X X3 vee X = l_I(xj —X')
H (]

P2 aat Pk B ot S v an] I

Lema 2.18:(Lema de Siegel 1929)
Sea

A11% + X3+ caquxy =0

2.12)

Ap1X1 + Apy3X2 + 2 Qunxy = 0
M ecuaciones en N incégnitas tal que:
0<M<N,
AGun €Z; 1smsM 1<sn<sN y
lamnl <A, A€Z

Entonces existe una solucién no trivial (x1, %5,...., xx) € Z¥ tal que:



69

M
Ixal <1+ (NA)R-R , n=12,..N

Prueba:

Escribamos

Xy + -+ A Xy = Ym m=12,.. .M
Es: decir,
Ay xy + Q12X+ Aiyxy = Y3
(2.13)

Xy + ApzXz + o Ay Xy = Yy

Aslacada X = (x1,%;, ..., xx), (2.13) loenviaa ¥ = (y4, y,, ..., ¥n)

Seaq € Z*

Si N=2, entonces en el cuadrado bidimensional de vértices
(—4.9).(4.9).(9.—q) y(~q,—q) hay 2q + 1 enterosenelejex y 2q + 1 enteros
en el eje y; por lo tanto hay (2¢ + 1) reticulos enteros.

Si N = 3, hay (2g + 1)° reticulos enteros

De manera general, para N arbitrario; hay (2¢ + 1)" reticulos enteros en el cubo

N — dimensional, para |x,| < q. Luego los correspondientes valores y,, satisfacen

N
Y
n=1

Asi, si las coordenadas de.los puntos reticulares X estan en el rango de (2q + 1)¥;

N
Vil = < ) lamnllxal < Nag
n=1

las coordenadas correspondientes de los puntos reticulares Y estin entre 2NAg + 1
valores: 0,+1,12,..., #NAq. Luego, los puntos reticulares Y tienen a los mds

(2NAq + 1)™ localizaciones; por lo tanto se tiene que
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2.14) (2q+ 1)¥ > (2NAq + )M

Para demostrar esta dltima afirmacién escojase un entero ¢ tal que 24 es el tnico
entero par on el intervalo de longitud 2 definido por
@.15) (NAYN — 1< 2q < (NA)NH + 1

La primera parte de la desigualdad (2.15) implica que:

(NA)*W—1<2q

(NAYR <2g +1
(NAYM < 2g+ 1)V M
De donde se sigue que;
. M
(2NAg + )™ = (NAY¥ (Zq + N—‘A)
< (NAM(2q +1)™
S Qe+ DY M2q+1)M
=(2q+1)"

Como X recorre los (2 + 1)¥ puntos reticulares definido por |x,| <gq, los
correspondientes puntos reticulares Y no son todos distintos, es decir, que existe por
lo menos un punto Y correspondiente a

X' = (x1, ... ) y X" = (i, ... x5

Entonces,

X" = (x; — xt, ., xy —x)) dalasolucién no trivial a (2.12)

Ademas

N
b~ x| S |l + x| < ¢+ g = 20 < (NAFF + 10
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Ejemplo 2.7:

Sean DK, T.r,s €Z*,s<r

Paracada k., ttalque 1S Kk £ Ky 0 <t < T —1; consideremos
(2.16) D-1 01 Re[(m + ni)t)rionsk(P-1-m)(_1)kny =0
(2.17) o Tnzs Inl(m + ni)JremskP-1-m)(_q)fny = 0

Entonces (2.16) y (2.17) dan lugar a KT ecuaciones, respectivamente, con
coeficientes enteros en D? variables x,,,, desconocidas; es decir, que obtenemos un
sistema homogéneo en 2KT ecuaciones en D? incognitas con coeficientes enteros.

Paracadam,ntalque0 sm< D~ 1, 0 <n <D - 1setienc que

t

lim+ ni)t| = Z (3) m*?(ni)°| < 2¢m*n®
v

Como (m + ni)* tiene t + 1 términos, de los cuales no més d¢ ";—1 son complejos

t+1
[Re(m + ni)f| < -—;— (2mn)*

Luego

|Re(m + ni)trkmsk(P-1-m)(_1yim| < E:—1‘(Zmn)‘r"’“s"("““"’
T41 .o 12 \T,.KD,.K(D—1-D)
5 (2D ' rXPr
< ,[E}. (2D2)T yKPp—K

<2 @py)yTrke
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I Re(m + ni)tr‘kmsk’(b-l-m)(—‘_l)lml < 4!}1_ Q DZ,)TI'KD
< 2(T + 1)(2D*)TykD

< (T + 1)(2D)*"rkd

De manera anloga se tiene que:
[Fm(m + ni)trémsk@-1-m)(1)%n| < (T + 1)(2D)?"r¥P € Z
Si 2KT < D?, por el Lema de Siegel existe una soluci6n no trivial

. 2
(%00 vvs Xo(D-1) X107 +++2 X1(D-1)r v+ » X(D=1)0s - x(D-l)(D—1)) ez’

Tal que:
) 2KT
(%mnl < 1+ (D*(T + 1)(2D)*Tr¥P)D*=2kT
2.5. Algunos resultados de La Teoria de Ndmeros Algebraicos

Definicién 2.10. Un nimero algebraico a se dice que es un entero algebraico si
su polinomio minimo es ménico.

Definicién 2.11. Sea [Q(8): @] = n y a = T= ;6 = r(6) € Q(6)

Si 64,0,, ...,8;, son los conjugados de 8. Entonces los mimeros a; = r(Gj),

j =1,..,n; son llamados los conjugados de -« en Q(8).

Lema 2.19. Sean a,f numeros algebraicos en Q(9), [Q(6):Q]=h;

a = 4,z ..., @y B = Py, Bzs-... B los conjugados de @ y f en Q(0),

respectivamente,  Entonces los conjugados de a4+ f y af en Q(6) son,
respectivamente:

s+ P ..an + By y @ Bys e s AP
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Prucba:
Como a, i € Q(F); los podemos expresar como Sigue
a—Ligcb =r@)y B I3 bo' =s(6)
Sean r(x) = Xt cixt, s(x) = LI bixt € Qlxly 64,8, ..., 8, los conjugados
de @ con polinomio minimo p(x). Por ¢l algoritmo de la division en Qfx],

r(x)s(x) = q(Op{x) +t(x) con0sgr{t)sh-1

En vistade que para 1 < § < h, p(8)) = 0; sc ticue que

ayfy = r(6)s(6;) = t(6))

Por lo tanto, @, son ks conjugados de af en 6), j = 1,2, .., 4
Por otro lado,

a+B=r(0)+5(0) = D e + T b6t = The +b)0'  y

a + B =1(6) +s(8) = T} (e, + b)éf.a

La prueba de los siguientc lemas s¢ puede encontrar, por cjemplo, en Pollar &
Diamond, 1998,

Lema 2.20. Si a es un nmero algebraico, entonces existe un entero positivor tal
que ra ¢s un eatero algebraico.

Lema 221: Si ay.@..,0, €@ . entonces existc un emtero algebraico
6 € Q(ay, az, ..., @) tal que Qlay, a3, ... a) = Q(6).

Definicidn 2.12. 51 (Q(6): Q] = ny 1. az;-..., @, Uba base para Q(F). Entonces

¢l discriminante del conjurtto &, &3, ..., &, estd definido por:
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Al @z, . a) = [l
donde |af| es ef detorminante

1 .1 b
ay a3 ..4p

al al..al

&j,i = 1,2,...n son los conjugados de a; en Q(8).

Lema 2.22. Si {Q(6):Q] = h. Entonces existe una base para Q(6) compuesta
por enteros algebraicos £, Ba, ..., B tal que todo entero algebraico cn Q(8) se puede
expresar de forma Gnica como a, B, + a,f; + - + ayfly;dondea; € L,i = 1,2,..h.
Ademés A[f,, 8. ... B) € Z — {0}

Definicién 2.13. Si [Q(0):Q) = & y @ ¢s un nimerv algebraico en Q(6). La
norma de a en Q@) denotada por Ngey(@) estd definida por Ngy(a) =

a;a;y .. &y Doode a; (f = 1,2,.. k) son los conjugados de a en Q(A).

Lema 2.23. Si[Q(8):Q] = hy @, B ndmeros algebraico en Q(8), entonces:

i) NeelaB) = (No@ (@) (Now)(F))
ii) Nggla)=0siystlosia=0
iii) 3« es un entero algebraico, emtonces Ngay(a) € Z

iv) i @ es racional, entonces Nggey(a) = a®



Lema224: Scaf € Qdegradoh. Consideremos p ecnaciones ¢n ¢ incognitas,

con O0<p<q.

“l.l{i + ‘11252 + et aiqfq- =0
(218)
&gy + “pzfz ot apely=0
Donde a;; son enteros algebraicos en (8) tal que fja; | < A;para A 21,

i=12,..m; j=12,..¢9
Entonces existe una constante positiva ¢ que depende de Q(8) ¢ independiente de

los ay;, py q tal que (2.18) tiene una solucion no trivial £;,{,, ... 54 en enteros
algebraicos en Q(6); tal gue:
HEh < ¢ + c(cqa)T? k=124
Prucba:
Sea B,z ... fr una base de cntcros algebraicos para Q(R), la cual estd

garantizada por ¢} Lema 2.22,

Si @ ¢s un entero algebraico cn (@), enionces
(2.19) e=gby+ @B+ tanbn HEE i=12,...h

Denotemos los conjugados de a y 85 (f = 1, ..., h) en Q(8), respectivamente,

porx:

a=atal,..ab

B] = B}'sza “elﬂjh
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Tomando conjugados en (2.19), por ¢l Lema 2.19 se tiene que:
at = g Sl + g8} + - + gnfih

a? = g,f} + gof3 + -+ gufE
i

at = gft + 9267 + -+ guBR

Por el lema 2.22, |8] # 0; por lo tanio podemos resolver estas ceuaciones para
los g; como una combinacién lincal de los a' cuyos coeficientes dependen

unicamente de la base.

Lucgo,
(2.20) lg)| < edlal  j=12,..,4

Donde la constante positiva ¢; depende de Q(6), pero es independicnte de a,

Si (2.18) tiene una solucién en enteros algebraicos en Q(8), los podemos escribir

DO Figue:

(2.21) & = Zhu1 XBy §=12,..,q x; €L
Luego (2.18) la podi{amos reducir a

@.22) Eliané = Lhrom(Ziag xyhy) = T D1 aubyx = 0

k=12,..,p
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El problema se reduce en hallar cateros x;; que satisfagan (2.22). Ahora log
enieros algebraicos @y ff; pucden expresarse en ¥rmino de la basc de enteros

algebraicos, €5 decir;
2.23) apBy = I ey Br

Dondek=1,...pii =L, qf=1,...h y My €L,
Reescribiendo (2.22),
2 Eha Erca My XigBy = 0 k=12,..p

Como 105 B, son lincalmente independiente sobre los nimeros racionales.
224) S mypay =0 k=L..pir=1..h4

Sec ticnen ph ocuaciones en gh incoguitas x;; y en vista de que 0 <p < g,
0 < ph < gh.

A partir de (2.23), obtenemos de (2.20),

[l < collesBl < crllaxiNIB/N

= CIA npjll

< Czﬂ
Donde c; 2.¢; |8/l ¥/ = 1.2, ... h: tal que.c,4 € Z*
Ahora podemos aplicar el Lema de Siegel a (2.24), ¢s decir, que existe una solucién

ng trivial de (2.24) tal que:

P
I‘xul < 1+ (qhc A)R=PR = 1 + (heyqA)T—P

Luego de (2.21)
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Wl < maxfBl) [1 + (hergar® 7]

<c+ c(ch)iE;
Doade ¢ > méax{hcy, Al ). 1 = 1,2,..., h; ademss, es claro que ¢ depende del
cuerpo Q(8) y es independiente de a;;,p ¥ ¢
Como &l menos une de 103 x;; no ¢s nulo, se sigue de (2.21) que &l menos uno de

los §;es una solucién no nula ya que los §; son ¢ —linealmente independientes. o

Ejemplo 2.8:
Sean «, B nimeros algebraicos, con @ # 0,1y £ € Q y consideremos:

(2.25) Diar Z5 (1 4 g)teCrbMbtoans, =

Doadea=0,1,...n—-1,b=12,..,m.

Resscribiendo (2,25),
T ZL 3+ gi)e(etoonyt(efrosn) g = o
(2:26) By Baa (i + B ()2 (r) P8y = 0
Donde y = af,

Sea @ € Q y supongamos que ¥ € § tal que a, 8,y € Q(8). Ademss como 1,8
son lincatmente independicutes, 1os { + § son distintos. Luego de (2.26) se obticnen
mn ccunciones lineales en ¢® incognitas & cuyos cocficientes son ndmeros

algebraicos distintos en Q(8), de la forma (i + 8)* (@) (y)’®.
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Escojamos m,n,q de-tal forma que ¢ > 4m?, g? sea méltiplo de 2m, n = z%;-y
q un cuadrado perfecto; entonces, es claro que mn < g2, Procedamos a acotar los
cocficientes-de (2.26).

1+ BN @P P = [£io (i) 122 U8 aby?

= [t + GE5 T UBY + gyt * R GBY + o+ (B 0y
En esta ultima expresion aparecen monomios ¢n @, 8, y ¥ con grado a ko sumo
ib+jbtasgm+gmi+n—l=n—-1+2mg<n+22mg

Por ¢ Lema 2.20, existe un entero ¢, > 0 tal que: o,a. ¢y, ¢,y son enteros

algebraicos; tuego,
227 el 4+ jB) Py a=01,.,m-1Lb=12,.,m

Son enteros algebraicos.

Por otro lado, ya que ii + J8R < Nil| + I/NIAY < g + qllBN = q(1 + NAH). St
ez = méx{lafl, lyll, 1 + N1}, entonces para cada entero algebraico en (2.27) y sus
conjugados s¢ tiene la siguiente cota.

[ 3™ + jBY%atyt® | 5 o™ (gey)Medt P
< ™M (g )i ™
= (c162)"[(c162)* ™} g?

= (6362)"[(er¢2)*™[*(vZmn)"



[P0 4 jB)°ar | < (erca)™(ere,P™ P (VZm) 1
< (g )M {(e1e ™" (V2m )nn%
= [(clcz)‘Zm-l-l]u(‘fzm)"n%

n
= cin2

Donde ¢3 = (6,6, ™ WZm y es claro que ¢y, ¢}, Gz, 11t son indcpendientes de n,
Ahora podemos aplicar ¢l Lema 2.24 a (2.25), con A = cfn?. Lucgo, existe una
solucion no trivial de enteros algebraicos &y tal que

T

I§ell < e +< [C(Zmn)cgn%

n
= ¢+ 2¢imnePnz

< 3cimncln?
< 3c34“q;‘n%
< 3"(c?)r 4P en
= cfn?
Donde ¢ = 12¢2¢, y €8 claro que es independicnte de n.
Definicién 2.14. Sca @ un namero algebraico de grado d con polinomio minimo
p(x) = Tho¢xf € Z{x). Sc define la akura de «, denotada por x(a), como la
altura de su polinomio minimo; es decir,

x(a) = x(p) = max{icl, ¢zl --, legl}
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Lema 2.25: Sea a un niinero algebraice de grado d con polinomio minimo
p(x) — £f.0¢x/ € Zlx] . Entonces los nimeros 1.a,a?, ..., a1 son lincalmente
independientes sobre @, Ademds, para cada entero n,n 2 d, la cantidad a™ puede
expresarse como una combinacion lincal racional de 1,4, a2, ...,a%9"1 . Esto es,
existcn nlmeros racionales ¢g n, C1ns -1 €41, tal que

an = Co'n + C['na + Cg‘nafz + i + cd-i_nadhl y

ptled

o1 {legal} = (1 + x(a))

y ademas cada mumero racional c¢;, puede expresarse como una fraccion con
denominador igual a ¢7+1~¢
Lema 2.26: Sean §8, fi;, ..., B € @(&), donde @ ¢s un entero algebraico de grado
d y altura x(8). Siparacadal =1,2, ..,4,
By =1 + 120 + -+ 1,01
Con ryy € Q, talque |ry| < By, j = 1.2, ..., d; para alguna coustante B;. Entonces

Bifz =11+ 10+ 41091 y

17 € @, satisfaciendo

di
max {In]} < d*B,B; ... B.(2%(8))

Miés ain, si den(8)) denota ¢} minimo comin miltiplo de los denominadores de
los coeficientes racionales 1y, 17, ., Tia; entonces cada nimero racional 1y pueds
expresarse con denominador de 1a forma

den(B,)den(B;) ..den(g;)



82

2.7. Algunos resnltados del Andlisis Compleje.

Los siguientes resultados del andlisis complejo pueden zer consultados en
Chwrchill & Brown, 2004,

Lema 2.27. Si una funcién es analltica en un puato, admite derivadas de todo
orden: en ese punto y las dexivadas son funciones analiticas en ese punio.

Lema 2.28, (Principio del Mddulo Méximo)

Si f(z) es analitica en un dominio D v en su frontera €, donde C es una curva
cerrada simple, entonces }f(z)] alcanza su méximo en la frontera €, ¥ 10 en su
interior, a no ser que f(z) sea constante,

Lema 2.29. Una funcién f analitica en z, tienc un cero de orden men 2 si, ¥
s6lo si, existe vna funcion g, analitica y no nulaen 2, tal que £ (z) = (z — 2)"g(z)

Definicién 2.15. Sea F una funcién y R € R*. Definimos el conjunto

Z(F.R)={zeC:F(z)=0,1z] s R}
con la condicion de que, si zy € Z(F,R) ¢s un cero de F con multiplicidad m,
entonces z, aparece m veces encl conjunko Z(F, R). El cardinal del conjumto Z(F, R)
lo denoteremos por card(z (F. R)).
Lemaa 238, Sca F una funcién entera y supdngase que existe un.niimero real k tal

Que para todo niimero real suficientementic grande R,
e R*
gllgg{li"(z)l} ={Flgse

Si existe un € > 0 y una sucesion crecicmte no acotada de nineros reales

Rl- R2r e ml que
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RE*€ < card(Z(F.R)),

paatodon =12, .. ;'entonces,F es idénticamente nuls.



CAPITULLO N* 3

ALGUNOS RESULTADOS TRASCENDENTES, PREVIOS A LA
SOLUCION DEL SEFTIMO PROBLEMA DE HILBERT

Tal como lo anunciamos en el capitilo n°l, esta seccidn esth dedicada a
presentar las pruebas de algunos resuliados previos a la formulackin de los 23
problemas de Hilbert'y a.la solucién del séptimo problema planteado por €1

3.1. Irracienalidad de potcacias de € y su trascendencin.

Teorema 3.1. e® cs irracional para todo entero a > 1.

Prucba:
Supongamos que e = j:- € Q, ¢atonces
r—se*=10
@n r-sEme = rs(TNR LA I pn S+ B S ) = 0,
Np ek
Sea f(z2)=2""Yz-a) = X,,,p_l enzZ¥ € (2], por la parte (a) de) Lema 2.3

Al muldiplicar (3.1) por Z3%L , Nl cy, se tione que
rE Moy =sE52 (Niey 508 m) +sIR L (M ENhp D)

2p-1 a®
+s TP (Mew Bnn
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Por ¢l Lema 2.1 y la parte (b) del Lema 2.3;

2p=-1 ¢ N-1 a
> (mc,., > ;‘-,-) =0

K=p-1 #=N-=p+1
Luego,
B2 rEL Moy =s (Tt (M ZN 2 L) +
B, (Mow S5 s))
Definamos:
Pp(z) = E,?;;'.I (N (o ZN-PE I) Polinomio de aproximacién

T(2) = Zibt, (Mlcw En) . Cola de la serie

Podemos reescribir (3.2) como sigue
2p-1
r Z Nlcy = sPy(a) + sT,(a)
N=p-1
Asf;

Ir SV N = 7 @) = 57, o)

Vamos a obtener una cota superior para 7,{(a)
@) = It (Mey Zaw)

ahti

= zx_p-l (N Yoy Lpwo: vy



$ap-1 2p-1 Ntan+N
Zi=p-1 (N! Cw Zn=o (u+N)l) Z=p-1 ( ¥ Zaco Guyniy, (n+N )}t

nata®
= Tyepet (Cn Znwd grei

= Tiots (ona™ Eima )
< St (ewa Iine D) por (a), propiedad 2.1.
Asf;
7@ = [E3%t (ena® S0 )]
= |Z¥o (ena®e®)]
< era®1g2Pt |
< e%q?t iﬁ;‘.ilc,]
=e%a® Y1+a)’, porciLoma24
= e*a?Pa”l(1 + a)*
= e“i[aa(l +a)]?
= K [;°
Donde K, =% y K,=a*(1+a).

Concluimos que:
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|r2:."=;1_1 Nicy ~sPy(a)| = |57, (a)l < sK,K,P

(3.3) Ir EN_,,_ Nlcy = sF,(a)| < sk K,P
El lado izquierdo de la desigualdad anterior es un entero positivo que tiene comg

factor a (p — 1)1. En efecto;
Sabemos que f(z) = E:.’.’__:_l cnz" € Z[z], porende cy € Z.

Asf,

rE Nlcy €

y, evidentemente tiene a (p — 1)! como factor.

Por otro lado,

Ppla) = T4 (N1 ey SN2 S

= 3 (MenZhte)

=plc, ) = -+ P+ Dlcpss zn-o e @+ 2)cps2 znzo —+

p~1

an
+(2p - cypy Py
n=0 )

G4 P@=ploy + P+ Dyl +al + P +2)cyy, [1 +a+§] o

+(@2p —Dlczp-1

l)l



y también tiene como factor a (p — 1)!
Por lo tanto,
2p-1
r Z Nley ~ sP,(a)

N=p-1

€s un entero que tiene como factor a (p — 1)!

Al dividir (3.3) entre (p — 1)!, obtenemos la desigualdad:

r 2p— KF
35 |—(p_1)l E i Noy = o ° ?,,(a)] < sky g

cuyo lado izquierdo sigue siendo un entero; es més, es distinto de cero. Para ver

esta afirmacién probaremos que:

(3.6) G%I—)IZ?;Z?_I Nicy - (ﬁﬁ?p(a) Z Omod p

Por (34)

§

- I)!."Pp(a) =0modp

Sin embargo,

Zp-1
r

Z N'cy E0modp
@ 1)!~=p—1

Pues en caso contrario, al escoger un primo p tal que p > max{a, r} se tendria

que si;
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2/ (Go I a Nen )
Eatonces, como p > v

P/lcp-1+ Pep + (P + DIPCpes + -+ (2p — 1)(2p — 2) . P2

Luego,
P/cp—1
Y en vista de-que
lep-1} = 12%] # 0
Sc tiene que

pla
Lo cual cs imposible, pues p > a. As{ completamos la prucba de (3.6)
Come p ¢s arbitrario, al escoger un p relativamente grande, es decir p — oo, 3¢
tendria en vista de que K, y K; no dependen de p y de (3.6) que:

Pp—-1

0 T Zm @<
<@_1)Iu=pr1 RS ik

Lo cual s imposible, pues no hay enteros entre 0 y t; luego aucstra suposicién

cs falsa y e® tiene que-ser imacional.o



Corelario 3.1: Para todo timero raciopal & distinto de oero, € s iracional.
Prueba:
Supongamos que 37 € @ po nulo tal que,

. ] . a
¥ € Q, s decir, eF=§; PqE2,q%0

Sin pérdida de generalidades, supongames que a = 1. Lucgo,

eg = (e“)é = E

Elevando a ta potencia b.

e = (g)b EQ

Lo que contradice el Teorema anterior; por lo tanto nuestra suposicién es falsa y
€¥ es irracionalo

Teorema 3.2. El nmero ¢ es trascendente.

Prucba:

Supongamos quee es algebraico, entonces existen emteros ry, 7y, ... rq con
g # otal que

3.7 ot+hetnet++red=g
Construyamos un polinomio %, (z) tal que;
P, (1) scaproxime a e

P,(2) seaproximea e?
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F(d)  seaproximea e
Para tal efecto, definamos:
f@ =2z~ 1)~ 2P..(z-df"
Rescribiéndolo-(ver observacion 2.1)
(d+1)p-1

f@@)= Z " cyz¥
N=p-1

Multipliquemos (3.7) por Xg'f,ﬁ'i_‘ Nlcy

@s1)p=1 (d+1)p-1 d+i)p—1
% z Nicy +1,8 Z Nlcy +-+rge8 Z Nicy =0
Napel Nap=l Nap—-1

3.8) 1, SIS NLey + 16 et Ntoy + -+ rae Tk *Ntey =0
N=p N h

=p-1 =p—1
Pora 1<t sd
fasdp~1 (de1dp—1 x-pt‘" {de1)p—1 Nol o
ef Z Nicy = Z (N[CFZ"-‘-!')"" Z (Nl("pg Z ;E)
Nep—1 Napri ) n=d. Nepnl acN-p+1
(+1)p—1
+Ein (N'cn}?:m “)
Porel lema 2.1

pe1 @etdp=i it SN
S-S (oo 5.2

nml NEp=L AEN=p+1
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De nueve por la observacion 2.1, para ¢t = 1,23, ....d; ¢l término medio se

anula. Por lo tanto:
{(#+1)p—1 {#+13p-1 N_Pt"' {a+1)p-1 @ ¢
et Nligy = Nlcy -— |+ (Ni Cn —)
= ?p (t) + 7;;(‘)
Donde

— -’ “ . - 4 -
Fpl2) = ::;2’; : (NI cnIok :l—!) , Polinomio de aproximacién

#
(@) = T 021 (Nl oy Bean =) . Cola de la serie

Reescribiendo (3.8)
(d+1)p-1
fo ) Nloy+r(B1) + (D) + - +ra(B(d) + () = 0
Nap—1
@+1)p=-1
T Z Nt Cy + rl?p(l} + 4 rd?p(d) = —r,?;(l) et = T’a?;,(d)
N=p—1
G99 ro Tuct ™ N oy + Bday nPp() = = B nBp(E)

Procediendo como o hicimos ea (3.3), se demuestra que el lado izquierdo de
(3.9) es un entero que ticue como factor a (p — 1)1, asi que al dividir entre este
factor y tomar valor absoluto a ambos miembros de la igualdad, (3.9) se recscribe

COI0.
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(a+1p-1
To

d d
L L3
[ - Nicy + ..,........_:p(t) =| .._..__g‘(t)l
-1 ,Zl v ;(p—l)! ’ cZ:'(P—l)! P

Tal como lo hicimos para obtemer una cota superior para T,(a) en la

demostracién del teorema 3.1, para t = 1,2,3, ..., d se tiene que

(3.10) |7%,(6)] < eftl@rvp-1 gl InL1e )

Por definicién
[@)=2zP"1z-1)P(z-2) ..(z-d)P
= I - O

- z(d‘l-l)l}-l

N
N=p-1 ©NZ

Por el Lema 2.5.

d
lewl < [ [z <12y
=1

Ahora podemos seguir acotando lg;’ |
7 ©] 5 efe @Dt ZEE ey
< eft@+Or-1(dp 4+ 1{(2d)%)?

< €%t @I 1P (24P

Asipaal <t <d



lg; (t)l» < gdglde)p-1 d"[(2d)"]’

= efd-1d@+DP[(2d)*]P

8d a2 d
=—(ad*P[(2d)* P
= f,_d: 4zzdd2¢]p

#1200 g2)4
= —[d*Q2a")°pF

[

= Kyk? Ky =T y Ky = d*(2d%)*

Luego,

GI) [ R N ey + T g B O] = [EL 55 %)
< Ky (Teatnl g

Para p > max{ry, 1.2.,.,,d}

@12) ?_m 2y W Nicy £ omodp
En efecto, como g > 1p
z(dﬂ)p-l Niew
: Nwp=1
Si :74 ( ey )

/-1 + Py + -+ ({d + Dp= 1} . pecgersp-1]
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Se tienc que,
P/Cp-1
Y en vista de que
d
lept] = 11727 Pl = [ [ ev
tel
Se concluye que

p/t?
Paraglgint = 1,2,...,d
Entonces,
p/t

Lo cual es imposible, pues p > t. Asl completamos la prucba de (3.12)

Por otro lado
d "
p/(;ma(t))
Por lo tanto;
~i—Wiwws.: +i—~f‘-—? ®
R

Es un entero distinto de cero
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Como p e3 arbitrario, al escoger un p relativamente grande, es decir p — o, s¢
tendria en vista de que X; y K; no dependen de py de (3.11) que:

(d+1)p=1 d
Ta Te |
0< Moo + — P ()] <1
’@—1)! nZ; N Zm(p—-n! P (2)

el
Lo cual es imposiblen

Teorcema 3.3, Para todo niunéro racional % distinte de cero, eﬁ ¢s irmcional.

La demostracién es andloga a la del Teorema 3.1, por lo cual no seremos tan

detallistas en la prucba.

Prucba:

Seay € Q~{0} y a=J§.

Supongamos que¢® =~ € Q. Entonces,

r—se®*=90
Multiplicando por r — se™ ¥ e ticne que
(r—se)r—se%)=0

s+ri~rse*—ise " =0

(3.13) (s*+13) ~rse®* —rse % =0

F(2) =20 1(z~ Pz + a)P
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£(z) = 274 {ba* ~ )P
- -2
Gad)  f(2) = 20 '(bz? - a]?
=27 2o (R} bz ()"
=22 [(B) 02207 + () -1 (-a) + 4 C;) (-]

= (g) pPz3P-1 4 (11’) BP1(—g)z30~3 4 o (:) (~a)PzP-1

(3.15) f(z2)= (ﬂ) (~a)?zP-1 + ({) (~a)P-tpzrtl 4 ('g ) (~a)?P~3p3zP¥3 1 ...

+ c) bPzP-t

f() = B35k ez® € 2]

Multiplicando (3.13) por  Tal"; Nlcy
(.16) (s2 + r) T Nlcy — rse® T Ny — rse™? Ty Nley =0

Parat =a,—a

3p-1 -1 i SO oo,
ecnétﬁlc,- Z (H!cg;m)-l-";l(ﬂlcn Z ﬁ)

Nap~1

dp-1 Ll
+Enap-t (N Yon Ditan's



Porel Lema 2.1

@1 DD = B (Wrew B2y

al

Parat = a,—a ; por¢l Lema 2.2

TP = £+ PR + - )

=@ -0t [p (2~ 3)] + 2bpz2 [p (¢2 - %)]M

+320 () 160 (o (¢ -] ..

pyE

+ Z (P 1) [tp-l]@-l-lﬂ [ _ ,_) ]

De donde:

(3.18) E,,_l ff(t)=0 pan t=q,—a

Por jo tanto,

31 "’l’t,‘ ap-1 o o
of Z Nicy = ;_l(m""";ﬁ)"'l;‘(""";ﬁ)

=Fp(t) + (1)

Roescribiendo (3.13)

(2 + T3 T Moy ~ s (Po(@) + )} — rs(r( —a) + J(~a)}=0



(s* +r) IV Nlcy — s (:P p(@) + 7, p(_“)) =TS (:1;,(.:) + 3;’(—“))

Acotemos |T,(a) + Tp(—a)|
Procediendo como lo hicimos para acotar 7,(a)

%@ + B < %@ + [H(-a)|
< e’ Ei’i}‘_ wenl +em%aq?? E:’:;l.ll‘-'u'
= %@ g + P + % a + b|® por (3.15)
= a@% g + bIP(e% + &™)
Igual gue en ¢l worema 3.1, sc demusstra que

@- l)I:P (z) € Z[z]

p3P=1{gd4r? »IP-1
Sea W= [FERTI Ny = (B () + B(-a)

0 <N =222 (7, (@) + 7 (~a))

s Bl gt 4 plP (e + 6

= [0Prs} [(%)%{SH)] la + b (ez\fé + e_’]g)

 b(p-1M

|r.c|(eﬂ!§+.er"[g (p’)’|{§)%|’|a+b|’
= J%) -
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sz
{(p=-1)l

3.19) 0<N=<K,

Por el Lema 2.6, N es un entero, asi que al escoger un p relativamente grande, es
decir p - oo, se tendria en vista de que K; y K; no dependen de p y'de (3.19) que:

0<N<«<1

Lo cual es, nucvamente, imposiblen
Corolario 3.2. El ntmero 7 c3 irracional.

Prueba: Supongamos que ® es racional, es decir & m%. Por ¢l Teorema 3.3.

e@ &s irracional; pero,

BE = D) gt oy

Luege nuesira suposicion es.falsa y & es irracionalg
3.2, El tcorema de Lindemann-Weicrstrass,
Teorema 3.4. (Caso especial de] Teoretna de Lindemann-Weierstrass)

Sean oy, @y, .., ay OGmeros algebraicos no pulos y  distidos, donde
{a;.az, .-, an} s w conjunto completo de comjugados. Supongamos que
Ba: 1. .1 Pag son cnteros no nulos tal que si ay ¥ @; son conjugados, se ticne que

ﬂi = ﬂj. Entonces

{3.20) Bo +XN-, Bme™ 0



101

Supongamos que

M
fo+ D Bre®e =0
m=1
Como {ay, a3, ..., ay } es un conjunto completo de cenjugados, introduzcamos
un cambio de variable para agrupar conjuntos de conjugados.
@19, 0920 000y A1 pgy

34, A322, -, aznz

Fpgs Apzs s UMy

Donde {a;y, 3. ..., Gy, } s un conjunio de conjugados, { = 1,2,..., L.
De acuerdo con nuestro reordenamicnto §; denota los coeficientes

fu=Bp— "= ﬂzm

Asf sc ticne que

@3.21) fo + Ef‘:iﬂz(zziu e%im) =@



i02

(3:22) fi(2) = (2 - ay)(z ~ ap) .. (2= ayy,)

Ya que {ay, @3, ..., G1py, } €3 un conjunto completo de conjugados, por ¢l Lema

2.8

¢23) fi(2) € Q{z]
Entonces existe d; € Z tal que:

(3.29) d:fi(2) € Z{z]
Definamos el polinomio auxiliar

f(2) = (dyd; - d V2P A@PLEI .. [£,(2)] € 2(z]

= zf,‘;;‘_)f “leyz® Ver observacién 2.1
Es claro que
cp-1 = 2y, o dpaya; L ay)? b

¢p—y #* 0, porque los ap, son distintosde cero, m=1,...,. M

Porel Lema 2.1
(325) IE@) = S (N ey B b epen =
Aplicando, reitcradamente, ¢l Lema 2.2; sc tiencque para @ € {a,. az, ..., &y )

(3.26) M@= 0
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. +ap-1
Multiplicando {3.21) por —ﬂ%}ﬁiﬂ,xﬁme que:

Mol Niey | EWLT Niey z‘: 2’“”" o
(- 1) - L7\4&

327 ZoTLONT Moy + STl £ TPV Moy ) (BN, e%m) = 0

Abora para cada @ € {1, @z, ..., Gy } = (@1, ) @ypeys e Cpgo oo Rpag, )

H+1)p-1 (M+1)p-1 N-p M1)p~1 -1
« a® a"
€ Nicy= Nic, erd B3 Mex —
nt i n!
n=0 N

Nap=1 Nup-1. np—1 naNepsl

M+1)p—1 a
+2§,.,,.’f (N! €y Xn=nsy

Por (3.25) y (3.26)
{M+1)p-1 {M+1}p-1 N-p ™ (M+1)p-1 »
e* z Nlgy= Z (Mcnz—l)+ Z (Ic‘!c,,z:—!)
N=p-1 N=p=-1 R=0 Nup=1 naN
= p(a) + :Gl(“)
Donde

Fp(2) = Tjper et (N ley Xnop :“) Polinomio de aproximacién

(@)= .5,';;1’:" (N cn X nE ),Cola de la serie

Reescribiendo (3.27)
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ﬁo ‘(‘“'l).ﬁ-l 1 L My K .

Luego

1p-1 _Nic My Pplawm) Tp(aim)
(3:28) fo NS r T S 4 B B (Tl ) = - By A (T, B

Para N = p — 1, la suma interior en %, (z) es vacia y por lo tanto s igual a cero;
lo que implica que

Pplz) = TP (N! cn Zz;’,’%) =plcy+ P+ Dy (142)

+P+ D epua (142 +2)+ - e 202}

De donde

1

(3:29) L

Polz] € Zfz]

Como gr(P,) =Mp—1 y ay, ap,..., a1y, son los ceros de £;(z) € @[z]; por

Lema 2.12 y (3.29)

M
l Pp () _ % €Q
— 13 g Mp-1
La -1 4
Reescribiendo (3.28)
M+1)p—-1 Nic aft M Hp@m)
(3.30) ﬂo ~=;-_)r z’:ﬁi“-l- f=1 le 'pl.1 = _2{;1 ﬂ[( ':11 (p-l)l)

Multiplicando (3.30) por DM = (d,d, ..d )P € Z



105

(M+1)p-1

o 3 S ena 3)” -5 pom (5 o)

Yaque-‘%E Z, se tiene que

-1 NI Mp
631 N =DM ERL 0P T 4 Tl afdi(3) €2
Reescribiendo (3.31)
-1 NI Mp
O3 N= oDy + (A0 S 5t i (2)”)

Como p/a, para cada ! , entonces p divide al entero contenido en el paréntesis
de (3.32)

Por hipétesis S # 0, luego si escogemos p > méx{|Bol, D, |c,-1|} se tiene que
BoDMPc,_, es un entero distinto de cero y no divisible entre p; por lo tanto p no

divide a N. Ahora podemos seguir reescribiendo (3.31) como sigue.

i My
T (@)
N= -Zﬁ‘pm (m=t(; - 1)!)

te1

Nl =

(auu)
)

i=t

Por la desigualdad triangular y en vista de que N es-distinto de cero.

(3.33) 0<N< E%a‘], (z:;; 1 ]B;D”sz(amll)

=L -
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Empleando los mismos argumentos para acotar J,(a) en el teorema 3.1;
obtenemos que
(3.34) |7 (@)] < e®lal®™+0p-1 00 0P|

Paratodo a € {ap az; ..., Ay }

Modificando, ligeramente, los argumentos de la prueba del Lema 2.5

P
A (G carlsiary ()= rar

n=0
Y, en vista de que
M (M+1)p—1
f(2) = DPzr-1 l_[(z —q)f = Z ez
i=1 N=p-1
Obtenemos

M
lewt < 07 [ izl < DP(22)4y?
i=1

Donde 1 = méx{|a,|, ..., |ayi}

Ahora podemos seguir acotando |T,(a}|, para todo « € {a,, a3, ..., ay }. De
(3.34).
[Tp(a)| < e2aM+VP-1(Mp + 1)DP ((22)M)P
= )M+ UP-IMPDP((2A))P , Mp+1<MP

|73(a)| = L AP P MPDP (2P
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%

i

'(ZMZZM)"(ZMD)”

|3

 (@A)M)P(amMD)?

I
2

K;?

A
Donde K; = eT y K, = AMD(2A)M

Sea B = max{|B, |, |B2l. ... |8}, entonces de (3.33):

L My
, [8:0*P T, (i) | (D*K,)P
o<~s;(2—(p e | < BMi -——(p_:)!

m=1

Como BMK; y DMK, son constantes independientes de p, concluimos que para
un p suficientemente grande
0<|N|<1
Lo cual es imposible, por lo tanto:

M
B + Z Brne® % 0

m=1
Teorema 3.5. (Lindemann-Weierstrass)
Sean a, a;, ay, ..., ay M + 1 nimeros algebraicos distintos. Entonces,
e%, e, .., e
Son lisealmente independientes sobre los nimeros algebraicos, esto es, si

Bo. By, -, Py son nimeros algebraicos no todos nulos, entonces;

2#::0 Pme®n %0
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Antes de presentar la prueba, un ejemplo sencillo nos puede ilustrar los detalles
de la misma.

Ejemplo3.1:

Consideremos los nlimeros algebraicos ap = V2, a, = V3,8, = V5,8, = —V7.

El Teorema de Lindemann-Weiestrass nos garantiza que

(3.35) VEeVZ —7e® 2 0

Vamos a emplear el Teorema 3.4, para verificar (3.5).
Supongamos que

(3.36) VEeVZ —y7e® = 0

Multipliquemos (3.36) por expresiones anélogas, reemplazando ay y @y por sus

conjugados en todas las posibles combinaciones.
(\fge‘fi - \ﬁeﬁ) (\@e"ﬁ - \ﬁe‘@) (\fge‘"i - ﬁe"ﬁ) (\@e"ﬁ - ﬁe‘ﬁ) =0
Luego
144 + 35722 + 35¢2V% 4 35¢723 + 3523 — 1235 VI3
—~12vV35e¥2-8 — 12v35¢ ~VE+3 . 124352+ = ¢
Factorizando

337 144 + 35(e"2Z + 27 4 £77%5 4 ¢25)

~12V35(e VIV 4 V8 4 o~VERE 4 VEH) m g
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Si no fuese por el coeficiente irracional ~12v35 , aplicariamos el Teorema 3.4

y laigualdad anterior no podria darse; por ende (3.35) quedaria verificado.
Observemos que

B_Zﬁ“l' eZ'/i + e-Zﬁ + e‘Zﬁ' e-ﬁ-«l:? + eﬁ-ﬁ + e-'/i'hfi + eﬁ"'\ﬁ

Son sumas exponenciales conjugadas completas

Multipliquemos (3.37) por una expresién andloga, reemplazando ~12v35 por su

conjugado 12V35

[144 4 35(e 22 4 €277 4 725 4 £23)
- 12@&-&-& +eVZV3 4 p~V2H3 eﬁ*ﬁ)] [144
+ 35(e'2'/i +e22 723 4 ez‘fi)
+12V35(e V23 4 V23 4 ¢ VI 4 eV7H3)| = ¢
Luego
5476 + 1225¢~+Z 4+ 1225¢*Z 4 1225e~4V3 4 1225¢43
~2590e~2V2-2¥3 _ 2590¢2V2-2V8 _ 2590¢-2VE+2/3
~2590e2V2+2V3 = g

Factorizando
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5476 + ‘1225(e“"5 FeME o tEy e“’?)
_zsgo(e;zﬁ;zﬁ + e2VI-2Y3 | -2V242VE 4 2VEE) -

Por el Teorema 3.4, la igualdad anterior no puede darse; por lo tanto (3.35)

queda verificado

Prueba del Teoremsa de Lindemann-Weierstrass.

Supongamos que existen ndmeros algebraicos no todos nulos, tales que:

(3.38) =0 Bme®™ = 0

Multiplicando (3.38) por expresiones anélogas, reemplazando cada a,, por sus

conjugados en todas las posibles combinaciones.
(BoePe + BiePr + - + ByePM) = 0
Pm conjugado de ay,
m=0,1,..M

Si cada @y, tiene grado ny,, el producto en (3.38) estd compuesto de [[H.onm
factores.

En vista de la simetria con respecto a los conjugados, después de multiplicar y

factorizar los coeficientes comunes se llega a:
(3-39) koEg + klEl + o kLEL =0

Donde los k;son combinaciones lineales enteras de productos de los fy, y E; sor

sumas exponenciales conjugadas completas; para0 S IS L y0<sm < M.
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Por el Lema 2.7 No todos los k; son nulos. Sin pérdida de generalidades, asumamos
que todos los &; son distintos de cero,

Ahora transformamos los coeficientes en enteros, multiplicando (3.39) por
expresiones andlogas, reemplazando cada &; por sus conjugados en todas las
posibles combinaciones.

(Yoo + NE 4+ +7, E) =0

yiconfugado de k;
!=°|11-L

Al expandir este producto y factorizar coeficientes comunes, obtenemos:
(3.“0) 6050 + 8151 + -+ 6]5] =0

Donde los &; son polinomios simétricos en los B, y sus conjugados, con
coeficientes enteros; ademés los &, son productos de los E;. Por ef Lema 2.13 fos 5
son niimeros racionales y por ¢l Lema 2.7 no todos se-anulan.

Sin pérdida de generalidades podemos asumir que todos los &; son enteros
distintos de cero, en caso contrario se eliminan los términos nulos y se multiplica
por ¢l minimo comun méltiplo de los denominadores de los &;.

Por el Lema 2.I5 g son sumas exponenciales conjugadas completas, de tal
manera que en los exponentes se puede tomar conjugados dos a dos y llevar (3.40)
a las condiciones del segundo término del lado izquierdo de (3,20).

Para que (3.40) retina todas las condiciones de (3.20) es necesario que para

algin k, & = e® = 1. Supongamos que &, # 1, Vk.
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Consideremos £, = e +.e"2 + -+ €%/, donde v, v,,...,¥, son nimeros
algebraicos no nulos y constituyen un conjunto de conjugados.

Sea gp=e" +e7 " +---+e7%. Esclaro que g5 es una suma exponencial
conjugada completa.

Por el Lema 2.15, £5¢, también es una suma exponencial conjugada completa.

Esta suma contiene al menos J veces %, por ende:
g6 =] +&
donde &y es alguna suma exponencial conjugada completa.

Como para cada k; # k7, los exponentes que aparecen en &, son distintos de
los que aparecen en &,; se tiene que para k # 0, £5¢, no contiene ningiin término

e®. Multiplicando (3.40) por &}, obtenemos
341) J60 + 8p8y +8,8)" + 8,67 + -+ 86 =0

Donde los 8, son enteros no nulos y cada £ es una suma exponencial conjugada
completa sin término e, por ende /8, es el Unico termino libre de factores
exponenciales.

Por el Teorema 3.4, (3.41) es distinto de cero y por lo tanto (3.38) tambiéno

Corolario 3.3: (Teorema de Hermite-Lindemann)

El nimero e es trascendente para cualquier nimero algebraico a distinto de
cero.

Prueba:

Sea o € § — {0}, y supongamos que €€ es algebraico; es decir,
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e =g

Para algiin niimero algebraico f, obviamente distinto de cero.
Si B, € Q — {0}, entorices

Bie® = BB
=P8+ Bie* =0
Boeo‘l' 313“ =0

Lo cual contradice ¢l Teorema 3.5, pues 0, @ son nimeros algebraicos distintos y
Bo = —P1B.F1 son no nulos. Luego e® es trascendenten

Corolario 3.4: El nimero 7 s trascendente.

Prueba.

Supongamos que m es algebraico. Como el producto de dos mimeros

algebraicos es.algebraico, se tiene que

in € Q ~ {0}

En vista del corolario 3.3:

¢€s trascendente, lo cual es totalmente- falso; por lo tanto 7 es trascendente.
Corolario 3.5: Si « € @ —~ {0,1}, entonces loga es trascendente.
Prueba:
Supongamos que. loga es algebraico. Como. loga # 0, pues a #-1; por el
corolario 3.3 ¢'°9% = @ es trascendente, lo que nos lleva a una contradiccion.

Luego nuestra suposicion es falsa y loga es trascendente.o
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El siguiente corolario nos permite generar niimeros trascendentes, tanto como lo
deseemos.
Corolario 3.6: Se ag,@y,...,ay M + 1 mimeros aigebraicos distintos y no

nulos. Entonces para.mimeros algebraicos no nulos fg, £, ..., S ; €l nimero

M
2. P
m=0

es trascendente.
Prueba:

Supongamos lo contrario, es decir,

M
Z Pme™™ = ~fy,1 €Q - {0}
m=0

Entonces.
M+l
Z ﬁmeam = O
m=0
Donde ay 1 =0 y por lo tanto, ag, @y, ..., @y, Tpg41. SOn Mimeros algebraicos
distintos y e%0,e®1,...,e®™ no son lincalmente independientes sobre {; lo que
contradice el Teorema 3.5. Luego nuestra suposicién es falsa y

5 pue

m=

es trascendenten
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3.3. Irracionalidad de e™

Teorems.}.6: e¥ es irracional
Prueba:

"Supongamos que:

Como e > 1,setieneques < r
Sea

(3.41) D=2VKT € Z, donde T > r(16K)°

Consideremos el polinomio no nulo

b-1 D-1
plx,y) = Z Z Gmax"y" € 2z, ]

m=0 m=0

Donde ., son las soluciones enteras no nulas que garantiza el Lema de Siegel
en del sistema del ejemplo 2.7 del Capitulo N°2.
Para 0<sm<D-10<sn<D-1

Sabemos que
2KTY
lamal < 1+ (D*(T + 1)(2D)* r¥P)oT=arv,

2KT

D2-2KT 1

Y por (3.41)

Luego
[mnl <1 +.(D3(T + 1)(2D)*" r*P)

Como |pmal, (DX(T + 1)(2D)?7r¥P) € Z*; se tiene que



116

|amal < (D*(T + 1) (2D)*Tr¥0)

< 4KT (T + 1) [2(2VRT)] " r26VRT

31
< 4KT(T + 1) (16K T)Tr2KiT2

1
3, T2

< (4KTY(4KTY(16KT)T (rzxi)

< (4KT)2(16KT)T (r“‘%)r

3, T

< (4KT)?16TKT (rm) Y

Por la propiedad 2.3.
|Qmp| < TETSTETE TT
De donde
(342) méx{lapm,|} < THST

Sea f(z) = p(e?,e’) . Entonces
f@.= AL TR ()™ ()"
3.43) f (z2) = Eg;:}.’ zg;g amne(m+nl)x

Luego,

3449 Fi(2) = oL Bo by (m +ini)feOmtnl)z 0<t<T—1
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Ahora si evaluamos las derivadas de f en z = k&, k = 1,2, ...,K; y en vista de

X
que e*" = G) y ™ = (-1)¥ , obtenemos que

(3.45) FoCem) = T2 5023 ama(m 4 n)* (2) T (-1 = pyy

Para 1<k<K, 0<t<T-1
Multiplicando (3.45) por s*(°~1), Jlegamos a la siguiente igualdad
(3.46) D T2_d(m + ni)trimskO-1-m)(_1)kng = ck(D-1)p

Para 1<k<K, 0<t=sT-l

En vista de que en las KT ecuaciones en (3.46) aparecen involucrados niimeros

compkjos, obtenemos las siguientes 2KT ecuaciones
Re(Z2zb 2R25(m + ni)tr*msk@-1-m) (—1)kng ) = Re(s*P-Vp,, ), v
Im(555 S2Z30m + ni)trmskO-1-m (1) ) = n(skO-Dp,, )

Lo que equivale a

b X023 Rel(m + ni)trimsk®@-i-m)(_q)img . = sk®@~DRe(p, ;)

D24 3223 bm[(m + ni)t]rimskO-1-m)(_qymg | — kO-Dim(p, )

Para 1<k<K, 0<t<T-l

En virtud del ejemplo 2.7.

D-1D~1
Z Re[(m + ni)* Jrimsh@-1-m)(_1ykmg =0

m=0 n=0
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D-1D-1 .
Z Z Im[(m + Rt Jrimsk@-1-m(_ykng o

m=0n=0
Luego f(z) = p(e?, e¥?), satisface la siguiente condicién
fétkn) =0 k=12,...K t=012..,T-1

Yaque p(x,y) + 0, f(2) # 0. Luego la serie de potencia para f(z) centrada en

z = km tiene al menos, un coeficiente no nulo. Sea M el entero m4s pequedio tal que
fM(kom) # 0 1<k, <K
Asi, Mdepende del pardmetro Ky M > T

De (3.44)

D-1 D-1
M) = Z Z Amn (m-+ ni)Me(Hn02

me=0.n=0
Al evaluar f™ en ko se tiene que

FHCkgm) = E25 T2 G + ) (2) 7 (= 1)pon

Multiplicando la previa identidad por s%(°~1) se tiene que,
s*o DM (kom) = ZRL ZRS Gma(m +niM () amstoP=1-m) (g ykon
= 252 2828 an [E10 (A} M miy=1] phamsto@-1-m) _gyon
= Ay, + iBy,

De donde
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347 sko@-D M (ko) = Ay, + iBy, € Z(H)

Por el Lema 2.29, podemos considerar la funcién analitica

_ £(2)
(3.48) 6(2) = GG e

Como f es analitica, podeinos expresarla como una serie de potencia centrada en

z = kyr, es decir,

£ =Y % g

n=0
= Lnem f_____s:::x) (z— kom)"
= (z— kom)M 35,y —2= fn(W) (z = kga)¥

De donde

f(z) z: f"(koﬂ) (z - kon,)n_u
=M

{z-kom)™

_ MG | MY em) 1y 242 0m)
ToM drrr (2 kom)' + o= (2 — ko) -
Luego por (3.48)
; fM ko) | Y2 (kom)
” _ 1
6 11:,[“(2 k) T TS A
kKo,

M4+ 2( )
L (mf;f (z — kom)? +

En particular para z = ko7 se tiene que
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" M+1
: o T Com)  fMT (o) R
G(kon)mlksxl (kom — kem)™ = —ri—+ M+ 1) (komt — ko)
k»ky
M+2(k 3]
L) (ko = kom)? + -

Luego
4 kom) = MIG (ko) [ [ (ko — bem)™
15ksK
kxky
Por (3.47)
s e O Mg = [s#0@-DmrG ko) [ o — k™
1<kSK
knky
Es un entero positivo.

Aborasi 0.1R > K, entonces 0.9R < R — K= y, por el Principio del Médulo
Méximo

If(2ig
min (IR — kn|}M
15ksK

£ (Dl
= [R-K]KM

16 (kom)| < }rglg (16@)I} = maxl6(2)le <
z|<R

Ir@)lx

< osnkm

Para seguir acotando el lado derecho de la desigualdad anterior, haremeos uso de
(3.43), el grado del polinomio y el valor de. R.

En vista de que
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le("“"“)nl =e™R <« e(D—l)R < e2bR
Por (3.43)

If(Dlr < D*max{lam,l}e?PR

< (4KT)TISTe4RVET  Por (342)

< T3 TSTe*RET  porla propiedad 2.3

T
Tic TLST4RVET o T1.5625T ,4RVKT

< TI.GTe4R\!K_T
= @16TlogT 44RVKT
Asi,
(3.49) ur(z)lR < el.ﬁTlog‘reQRJﬁ

Como {A| = |s"("'1)f M (kmrr)[2 es un entero positivo, pues k, < K; se tiene
que:
log|Al = log|s¥ P~V M (I\ton')l2

= 2log|s* @1 M (kom))|

= 2log

s¥O@-DM1 G (ko) TTasksic (ko — k)™
Retky

<2 [togs"“’-” + logM™ + 1og|G{kom)] + log [1sksx|m(k — ko)l“]
‘ k+ky

< 2[logs*®-D + logM™ +1og|G(kom)| + Klog(Km)™]

< 2[K(D - Dlogs + MiogM + log ((Eli) + MKlog(Km)]
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loglAl < 2[K(D — Dlogs + MlogM + log|f(z)|, — KMlog(0.9R)
+KMlog(Kn))

Ahora por (3.49)

log|Al < 2[K(D — 1)logs + MlogM + log,(e’*"m"" e‘“’”‘_f)

—KMlog(0.9R) + KMlog(Kn)]

(.50 log|A| < 2[K(D — 1)logs + MlogM + 1.6TlogT + 4RVKT
—KMlog(0.9R) + KMlog(Kn)]
Si tomamos R = %\fﬁ.l( =24 y T>mix [r((“)(z‘))s,(Z&i)"'sz, (241!)12}

se tiene que

K(D — 1)lags = 24(2v24T - 1)logs

< 24(2v24T)logT
< 2(24)iTilogM
= 2[(24)3]:THlogM

B 1 1
< 2TiTzlogM

1 .1
< ZMiMzilogM
= 2MlogM
De donde

(3.51) K(D = 1)logs < 2MlogM

Por otro lado
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(3.52) KMiog(Kn) = 24Mlog(24r)
= 2(12)Mlog(24r)
= 2Mlog(24n)'?

< 2MlogM

(3.53) 4RVRT = 4 VMV2aT

- [ o]
< 2M(12)

< 2Mlog(24m)3?

< 2MlogM
Ademés, es claro que
(3.54) MlogM < 2MlogM
3.55) 1.6TlogT < 2MlogM

Ahora por (3.51), (3.52), (3.53), 3.54) y (3.55),

loglA| < 2[2MlogM + 2MiogM + ZMlogM + 2MlogM
- 10
+2MlogM — 24Mlog ((0.9) ©) m);
log|Al < 2{2MlogM + 2MlogM + 2MlogM + 2MlogM

+2MlogM — 24Mlog (M3 )]



124

loglA| < 2[10MlogM — 12MlogM)
(3.56) loglAl < ~4MlogM

Asi si se cumplen las condiciones impuestas a R,K,T y D =2YZ4T es un

entero; por (3.56)
loglAl < —4MilogM
< —4TlogT < 0
Luego
0<|Al<1

Lo cual es imposible y; por lo tanto nuestra suposicion es falsa y asi

es irracional.o



CAPITULON’ 4

PRUEBAS DEL TEOREMA DE GELFOND-SCHNEIDER

El presente capitulo presenta las soluciones dadas, independientemente, por
Gelfond 'y Schneider en 1934 del séptimo problema planteado por Hilbert, en el
Segundo Congreso Internacional de Matemiticos de 1900. Primeramente

formulémoslo como se conoce en la actualidad.
4.1. Teorema de Gelfond-Schneider.

Damos dos formulaciones equivalentes al teorema que resuelve el séptimo
problema de Hilbert.

Teorema 4.1. Si a y f son nimeros algebraicoscona #0,a # 1, ysi f ¢ @,
entonces algiin valor de af es trascendente.

Teorema 4.2. Si a 'y y son niimeros algebraicos no nulos y si & # 1, entonces

lo . _
u;: s racional o trascendente.

Prueba de la equivalencia.

El Teorema 4.1 implicael eorema 4.2.
Supongamos que ﬁ=%:—:— es irracional algebraico, entonces y = af es

trascendente por el Teorema 4.1; contradiciendo la hipGtesis del Teorema 4.2.

125



126

El Teorema 4.2 implica el Teorema 4.1

Supongamos que ¥ = aes-un nimero algebraico distinto de cero, entonces f es
racional o trascendente por el Teorema 4.2, contradiciendo la hipétesis del teorema
4.10

4.2. Prueba de Gelfond

Seaa,f€P;cona+01ypeqQ.
Supongamos.que y = af = ¢#(28%) ¢ §y 0 € § tal que:

a,P.y € Q(6) con [Q(6):Q] = h
Seam = 2h + 3.. Escojamos g > 4m? de tal forma que g% sea multiplo de 2m,

n =-_:,%y q un cuadrado perfecto. Entonces, es claroquen > gymn<q®=t.
‘Sea
p(xy) =TL, T, &iyxly’

Donde los ;; son enteros algebraicos en el cuerpo @(8) que se obtienen de la

soluci6n del sistema (2.25) del ejemplo 2.8.

Definamos fa funcién entera,
@.n F(2) = p(e*.ef%)
= Zhi ey @' (e*Y
— _Ef.'tz}':f & je(!'l-ﬂf)z

Laa — esima derivada de f viene dada por,
“4.2) fe@) =%, 2}=1fﬁ (i + B)reti+snz

Del ejemplo 2.8, sabemos que



127

LR
"'] 2mR-mn

4.3) ﬂfqﬂ <c+c [c(Zmn)cg'ni
= ¢ + 2c2mncln:
< 3c2mncinz
< 3c*4cin?
< 3r (cz)“4“c;‘n%
= cPn¥
Donde ¢ es la constante del Lema 2.24, y
@4y ¢, =12c%;,, ¢3 = (,6)™™2m, c; = max{llall llyll.1+ 8l
4.5) fi(blloge)) =0 a=01,..n—-1b=12..m
Ahora bien, fI(b(loga)) no se anula para todos los valores de
a=01.,t—1;b=12,..,m . Para demostrar esta afirmacién podemos, sin
pérdida de generalidades, fijar b = 1 y suponer lo contrario, es decir:

fe(loga) =0 a=01.2,...t—1

Luego

q9 q
ZZ £ (L + Bj)selteNioga = ¢
=1 j=1

Como los §; no son todos nulos y en vista dé que tenemos t ecuaciones en ¢
incognitas, por el lema 2.16,

D = det|(¢ + pj)*e+FNioue| = g

Donde
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g1+f)ioga e(1428)oga  {etqplloga

D= (1 + p)elithlioga (1 4 2p)e(1+28Moga | (g 4 gf)ela4qblioge

7('1 + p)c-xe(uﬁJba‘a '(L...jzﬂ)c-te('uzp)loga (g +q ﬁ);-] el@+abioga

= det|(i +j8)"| T1stsq e+ /PV1000
15j5q

En vista de que e(+/8)08¢ & 0,4, §; se tiene que
detl(i+jB)| =0
Pero esta ultima expresién es el determinante de Vandermonde y por el Lema
2.17, se anula si
i+jp=0+fp
para algunos i,j,£',f' distintos; lo cual es imposible pues - fserla racional,
contradiciendo la hipdtesis; por lo tanto, existe un entero p2n y B, con
1< B <m;tal que
4.6) fo(b(loga)) =0 y # = fP(B(loga)) # 0
Paraa=01;...p~1Lb=123,..,m
De paso (4.6) revela que f(2) no es idénticamente nula.
Por el Lema 2.20, existe un entero ¢4 tal que
aa of, oy
son enteros algebraicos en Q(6), y en vista de que los £;; también estdn en Q(8),
procediendo como en ¢l ejemplo 2.8, llegamos a que

il
es un entero algebraico en Q(8).

Como g < n < p setiene que



129

p

p+2mq . p42mp _  142myp —
¢ < = ("™ = cg

G
Donde ¢ = ¢j**™ y ¢, , m son independientes de p y n.

Es claro que cfp también es un entero algebraico en @(8), luego por el lema 2.24
1< [Now(cEr)| = |(Newor(D)) (Newor@)| = c&"|Notar (@)l
De donde

@7 [Nor @) = (c2)™ y
es claro que h es independiente de n y p.

Por (4.6)

u=fP(B(loga)) =T, T3 &,(1 + jB)Pat®y/® £ 0
Luego, de (4.3) y (4.4)

“38) Neeh < a2 poax {161l Uz + 5B1IP. Nall®, Ny 145}

15/sq
Comogq <n < py q% =t = 2mn < 2", para n.suficientemente grande; se tiene
que:
llull < 2"e3ni (ge)P ey
< (2¢,ck+2m)Pp3qP
En vista de que ¢* = 2mn, ¢° = (VZmn)" = (VZm)'nf < (\Qﬁ)ppg; se sigue

que
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6l < (2cect*#mv2m)" pipt
= (2c4c}*¥™V2m) p*
“.9) llell = p? Ce = 2¢,c3*¥™V2m
Por (4.6), 1a funcién entera £(2) = p(e?, e#?) tiene ceros de orden al menos p en
los puntos z = b(loga), para b = 1,2, ..., m; luego por el lema 2.29, existe una
funcién G analftica y no nula en dichos puntos tal que,

rox 12
4.10) G(z) = (z-loga)?(z-2iloga)P..(z-mioga)?

Ademds, por ser f entera

f(@) = £, T8 (7 _ progaye

a=0

= Daup !a(i:f“) (z ~ Bloga)®

= (z - Bloga)? L3, 7229 (;  Bloga)e-P

@ f%(Bloga) _
(z—Bloga)® = z?=p e (z — Bloga)*?

fP(Bloga)
PHlicpsm(Bloga—bloga)®P
b

G(Bloga) =

f?(Bloga) = p! G(Bloga) IM1sssm((8 ~ b)loga)”
Entonces

@11 4 = p!G(Bloga) mmm((s. ~ b)loga)”

Si escogemos R =‘£- [loga|, entonces(para n suficientemente grande):
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4 =P L3
- llogal = ;- |logal = ;- |logal

q-z
(zm)(29)

llogal
=9

= ~|logal

> ml|logal

> Bllogal

Luego, por el Principio del M6dulo Méximo, para R = % Jlogal,

6(Bloga)] < max(IG(N) = |6(2)x < [f@)la H"T”

min {[Eltogal - b(toga)

Ir(z)lx
=R
I%Iloaal-m(loaa)l

< @i
|§uoaa|]-1m(zoga)|

- U@k
%I!osal-mllogall

= Irls
ltogal™?|5—m|
De donde
‘ i (2)in
4.12 Gl <
) I ( )IR Ilogal"‘PLLml
Por otro lado,

lexp(z(i + i8))| < explz(i + jB)I
< exp {2 |togal(q + 918D}

='exp{p(1 + 8 )llogal}
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exp{p(1 + |BDllogal} = eP(1+|ADliogal

= ('e-(lﬂﬁl)itosal)"
= cF
De (4.1) y !a desigualdad anterior
If @l < gcinic
< 2"cpcPni

n
< chfcg nz

E

=cpn
Ahora podemos seguir acotando (4.12),

Ir(is
|GK(Z) las
Ilogal!“"fg—m|

c"pg

<
(E—-m) |lo ga|TP

<. Bt
(&)™ ogarme

_ ™

= ltogal™P

Ahora de (4.11),

lul = p! |G (Bloga)|

picfrs(8)"™

¢, = e(t+|ADitogal

q% = 2mn < 2", ngrande

P
n‘?,i‘s"‘((B - b)loga) |

(g = 2C4C7

2 ps . — hlP P
S Sapaie (15538 =67 ) (T oger)

<plclpt (%)mp (n%’:t;w - 'bl"’)

2
2¢° PUCS P >n
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P
lul < (cszm(Zm)% (l'l;r?:;lﬂ ‘“)) ot "g'(%m

=g (B

<c) p"pg (713)"‘1’

Donde ¢y = cszm(Zm)?( b=y IB -~ bl) y claramente es independiente de n y p.
Luego, de Ja desigualdad anterior y (4.9),
Naw ()| < o™ 52 (cZp)"™
= (coch ™) p™ T prh-?
= Cfopﬂazl‘lpph-p
= cropp(a rzh.—a)pph-p
= cfop-mvh-p
@13)  |Nooy®)| = cop™?
Donde ¢,0 = coc~1y claramente es independiente de n y p.
Ahora de (4.7) y (4.13),

(c8)" < INo@y@)| < Fop?



De donde
cfop? > (cf )_p
cfo (‘-'g.)p >p?
(Ciofg )p > pP
co¢s > p
En vista de que c;q.cs, b son independientes de n y p, la Gitima desigualdad
contradice el hecho de que p > n y n lo podemos escoger arbitrariamente grande;

por lo tanito nuestra suposicion es falsa y algiin valor de af debe ser trascendente.0
4.3, Prueba de Schuneider
Seaa,f €@ ;cona+01yfe Q.
Supongamos que y = af = e#48% € {y ¢ € G tal que:
af.y € §(8) con [Q(6): Q] =~
Escojamos un entero positivo q tal que
Dy = wfff?q':’ Yy D= \/ﬁq;

son enteros (basta tomar ¢ = Zhp?)
Sea
P(x.y) = Zpico Znto Smnx™y"
Donde &, € Z

Definamos la funcién entera
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4.14) f(2) = p(z,ellos3)
Tal que
4.15) fa+bp)=20 0<sab<gqg

Veamos que tal funcién estd bien definida y cumple (4.15); lo que se reduce a
encontrar los enteros apropiados &m,. En efecto,
f(a +bB) = p(a+ bp,elosmiareh)
= Tmino Zno émn(a + bp)melosx(asbhm

?.-;1;: -s; Emnla + bBY™ m(ap)

Para que se dé (4.15), se tendria que:
4.16) TotyPrlig 4 b)Y aey ™ § =0 paa0<ab<gqg
m=0 =0 ma

coeficientes  incognitas
Tenemos g2 ecuaciones lineales en D, D, incégnitas con coeficientes algebraicos.
En vista de que @, 8,y € Q(8), los podemos representar' como sigue:
a=p,0)=TJcf donde c;€Q
B=pg(8) =% b8" donde b EQ
Y =p,(8) =T} w;0' donde w, €Q
Es claro que para 0 < a,b < q, f(a + bf) € Q(86); por lo tanto
4.17 f(a+bB)=E, + E;6 + -+ Ep6"1
Donde Ey, E,, ..., Ej dependen del par(a, b)

Ahora (4.16) lo podemos reescribir como sigue
@18  EPE (a4 bps(®) Ra®)™ () G = 0

Al desarrollar esta Gltima expresién y emplear el Lema 2.25, observamos que

SISTEMA DE BIBLIOTECAS DE LA
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E; = Ef(a,b) = T o0 Tots wi(m,n,a,b) &y,
Donde cada coeficiente wy(m, n, a,b) es la suma de D, D, términos racionales de
la forma r(m,n,a,b).
En vista de que 1,8,87, ...,6"! son @ ~linealmente independientes; para cada
par(a,b)talque 0 <a,b <q

f(a+bﬂ)=0 o Ei=E==E=0

De donde obtenemos un sistema homogéneo de hq? ecuaciones lineales en D, D,
incognitas tal que D; D, = 2hq? > hq?.
Vamos a encontrar-una cota para los coeficientes w;(m, n, a,b). Para tal efecto,

consideremos los coeficientes en (4.18), es decir, para cada par (a,b) vamos a

considerar:
nbd
@.19) (a+b0s(®) " (pa(8))™ (my ®))
Con 0s<m<D -1, 0<n<D,~-1, O0<ab<<yg

Aplicando el Lema 2.26 a (4.19), se tiene que si
Bi=p==Pm=a+ b(Pp(e))
Bras = Bmrz =+ = Brnyn = (pa(8))”
)
Bmsns1 = Binsnsz = = = fmean = (py(6))
Entonces, paral = 12,...,m
h-1

a+b(pg(8))=a+b ) b =(a+bby)+bb8 +bb,0% + -+ bby_ 0"
=0
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Como
a+bby<q+ Qx(pﬁ;) < 2qx(p3) y bbb <qu(pp)lsish-1

Podemostomar B, = 2qx(pp), I=12,..,m

Paml=m+1,m+2,..m+n;envistadeque a = pa(0) = T} c;6¢

Podemos tomar B, = h"(x(pa))q(Zx(G))hq pues |¢f] < x(p,)

De manera anfloga, paral = m+ n+ 1,m + n + 2, ..., m + 2n; podemos tomar
B, = 1 (x(py))" (2(8))"

Ahora, en vista de que para cada

0<m=D-10<n=sD,-10<gL4ab<g;

(a + bpﬁ-“{ﬂ))ml (paf®))™ (pr(o))nb =1y + 1,0 + - + 1,01

Con 1 = 5(m,n, a, b). De nuevo por ¢l Lema 2.26
m n
max ([} < A7 (20x(pg))” (h*(x(pa))"(22@))™ )

(2 ()" (202)™. ) (2(0))" ™"

De donde

max(Irl) < h#*322+295:20) (x(pg)) " (42e)"™ (x(py))" (2(0))" 22+

1sfsh
Ahora (4.18) puede tomar la forma

Dy—10;-1
F@+bB)= Y D (5 410+ + 10" Yy = 0

m=0) n=l
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Con

max (I [} < ¢ [2he {pg) 2x(00)"] " [12(2x0))*]” [l Yax @) ]

15j5A

— 01,02 D, D2q
=c;'c gy

Donde,
¢ = 2h(pg)(2x(6))", c, = h2(21(8))™", 3 = h2x () % (p, ) (2x(8))™"
Reescribiendo ¢ como e'°#9

max ([, n, 0, B[} < ¢ 2% (e89) 5™

< cioﬂqﬂx (e IOQQ)Dt chz Cgﬂz

= cﬁ"’"’)b‘ 3P €y =Cr1e, €5=Ca03
Asi,
4.20) foax {lrGm,n, a,b)|} < Lrétosadr+aP: g, = max{c,, cs}
Al muitiplicar (4.17) por

5=M.C.M. .{Den G ))D‘] M. C.M.{Den(pa(8)) ™7} M.C. M. {Den (» (a))“D’]
Donde la abreviatura Den significa denominadores de, obtenemos:
@21) Sf(a+bf)=A,+A,0 4+ A,08"1
s un entero algebraico en Q(8) y como en (4.17), al compararlo con (4.18),

Dy-10;-1
A = A(a,b) = Z Z ty(m,n,a,b)émp

m=0 r=0
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Donde cada coeficiente ¢;(m, n, a, b) es un entero que resulta de la suma de D, D,
términos de la forma 81(m, n,a,b)
Por (4.20), se tiene que
@.22) |t,(m, n, @, b)| < D D,8cL208D+ P
< DD, 5D2(togq)+qD: c:; (togq)+qD:
= D,D,¢ 7‘lla(loa«a)m!?a
Ahora, para cada par (a, b), igualamos los A,, A, ..., A4 a cero, es decir:
Aa,b) = Tpg To2o! ty(m,n, @, B)Emn = 0 y
obtenemos un sistema homogéneo de hg? ecuaciones lineales con coeficientes

enteros en D, D, incdgnitas con
D1D2 > hqz Y |tj (m, na, b)l < Dl Dz C;kaogq)*q‘b
Por el lema de Siegel existe una solucién no nula.de enteros &, tal que

2
423 [Emnl< 1+ [a)1 Dy)? C,?z(EOﬂQ)'HIDz]ZM:—M’ =1+ (D, D) c;:&(togq)-tqp,
Como q es relativamente grande, podemos sin pérdida de generalidades reescribir

(4.23) como sigue

mal <1+ (DyD,)?c72100 a5

=1+ 4h2q4c.f’(m“)cfp’
: 3
qiiogq qz
= 14 4h%e*o0r ()7 (o)

3 3
3 3 qilog qZlogg
< (4h2)qilogq(e4)qz!ogq (c;liﬁ) 9 (c;f‘fﬁ)
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Asi

(4.24) §mnl < cg%“’”"

Por lo anterior, tenemos que

P Y) = Tty Tnty' EmaX™y" 2
f(2) = p(z,el092)7)
Estén bien definidos, ademas:
fla+bB) -0 1<a,b<yg

Para seguir trabajando, debemos asegurarnos de que f no es idénticamente nula.
Para tal efecto, vamos a demostrar que si: p € € — {0}; entonces f(z, e°?) £ 0 para
todo polinomio no nulo p(x, y) € Z[x,y].

Prueba: Sea

(425) P(Y) = TmiZs TnZo fonx™y" € Zx, 3]
no nuio, y supongamos que
(4.26) f(z,efP?)=0, Vvze(
Reescribiendo (4.25)
P(5,Y) = Zmzo Pm() ™ donde P (¥) = EnZy Emn ¥ € Z[Y]

Asi
p(%,y) = po(¥) +p1(¥)x +--+ ppl_l(y)xoi‘l y
Po(¥) = §o0 + Eo1¥ + =+ + Epp, 1y P

p1(y) =0+ &y + -+ Eup, o yP
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Po-1(¥) = & -1 + Ep-11¥ + + + E, -0, -1) Y 21
Luego hay un nimero finito de valores y,, (D, — 1)(D; — 1), para los cuales la
funcién
gx) =p(x.y) =0
LOS.J’O tal qucpm(yl)) =0; m=12,.., Dl -1
Sea y, tal que pp(¥o) # 0; m=1,2,..,D; — 1. Entonces p(x,¥,) € Z[x].

Envistadeque p # 0,51z, =

-l

G(z) = p(z,e7%) = p(z,¢)
= Zmlo ZnZo Gmnz™e"
=po(e) + p1(€)z + po(2)z* + -+ + pp, _;(e)2™?
Es no nula, pues de lo contrario,
Pm(e) =0 m=01,..,D;—-1

Lo que es imposible, pues e es trascendente; por lo tanto

@27 G(z) = p(z,eP%) € C[z] no es nulo.
Abhora, para cada entero k;
2mik) _ 2mik
6 (2 +%5%) = (2 + 5%, e2%)
- ik pzo+2mik
P (z., += ef )

- o+ 5 )

=0
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Luego el polinomio G tiene infinitos ceros, lo que contradice (4.27); por lo tanto,
nuestra suposicion es falsa y f(z,e#*) # 0.

Al igual que en la prueba de Gelfond, se necesita un valor no nulo que dependa
de la funcién f que nos lleve a una contradiccién. Para encontrar tal valor fijemos ¢

en (4.15) y apliquemos el lema 2.30 a la funcién auxiliar f definida por Schneider
en (4.14).

Por el Principio del Médulo Méximo y la desigualdad triangular

Iflr = mg%[DIDzmax{'lfmDlzlbxebzllogallzl]
3
= Dlnzcgfw’gqﬁbleoz"ﬂgﬂlﬂ

3
<D, chg'floaq eD1logR gDzllogalR
< e®
Donde la desigualdad anterior es vélida para k > 1 y R suficientemente grande,
3
ya que Dy, Dy, c37°9% no dependen de R.
En vista de que f no es idénticamente nula, el lema 2.30 implica que para una

escogencia de € > 0 y todo nimero real R > q relativamente grande; f no puede

tener més que R**€ ceros en Z(F,R). Més concretamente, si tomamos k =

+ I

y

™
0
P

428) card(Z(F,R)) < Rz
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Ahora, si f se anula en todos los puntos z = a + bf, donde a,b son enteros
positivos; podemos, én vista dé que 1+ |f]|> 1 es fijo, tomar un R>q

relativamente grande-tal que

R(1+18D =R
Y en donde

card(Z(f,R)) = R? pues S €Q
Lo que contradice (4.28); por lo tanto muestra suposicién en falsa y exister
enteros positivos-a*; b* tal que f(a* + b°8) # 0.
Ahora, si escogemos Q = min{a*, b*} se tiene que
fla+b8) =0 0<a<@ 0=<b<@Q

Mientras que existe un par de enteros (a’,b*), satisfaciendo 0 < a* < Q,
0 € b* < Q;dondea” o b*esigual aQ,tal que
fla*+b°B)#0
Tal comeo se hizo para llegar a (4.21),
(429) p=8"f(a" +b°B) = A} + 430 + -+ A}0"1
Es un entero algebraico en Q(6) y;
max {|4j|} < D, D8 max{}f . ymax{|ty(m, n, a*, b*)[}

1sfsh

3
< Dfozz(3-)o,:ogowzqc;floacc?;(loya)mbz

2
< Df D% ( 5*)P1iogQ+D;Q C;ﬁ'logq c?n(loaQ)-rQDz
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Procediendo como lo hicimos para llegar a (4.24), obtenemos que
3
@30 max{|4]]} < o0
Sea 8; = 8,8,,...,8; los conjugados de 8; entonces por ¢l lema 2.23
@31 Ngoy() = TTi.q fA5 + 436, + - + 4308 ') e Z - {0}
Finalmente, vamos a probar que | Ng(g) ()| nos lleva a 1a contradiccién esperada.
En efecto,

|Ngeoy ()] =143 + A38 + - + A70" Y IR ,)45 + 436, + - + 4360

4.32) |No@y(] = 18°F(a” + b I T, |45 + A0, + -+ A;607|
Ahora, para 2 < i < d ; por la desigualdad triangular y (4.30)

|45 + 436, + -+ 436" < b max (|4° [} max(1, (6,1, .., 19,1}

3
< cf: togQ
Por lo tanto,.
2 h-1 3
@4.33) BolA7 + 436, + - + 43007 < (cﬁf‘““’) < cfy e

Para acotar €l otro factor de (4.32), definamos la funcién entera

8°f(2) ‘
Hg;o noo;;(z ~ (a + bp))

G(2)=

Luego,

18°f(@* + b*B)| = 1G(a" +b*B)I TI2-3 1351 (a’ — a) + (b* — b)]
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Dado que a <Q y b< Q, para R>Q(1+ 8D, la*+b°B| <R y; por el
Principio del Médulo Méaximo

16°f(a* + b*B)] < |G1R TE=5 TTEsl(a® — @) + (b ~ b)B]

18 fln -1 pQ@-17,.« ._
[N~ arop], Moo Iozol(a” = a) + (5° = by
Ahona,
16*flx = I 5° 3ot 23;-01 Eren zm(e(toya)z)nl
3
< J,DIDZnglogq |Z|gl |e(toga)z|::’
3
< §* D,D, ano‘m‘RD‘ ('elke(Ioga)IR)Dl

De nuevo, procediendo como lo hicimos para llegar a (4.24) vy en vista de que

R>Q >qsellegaa

4.34) 18° flg < cilosk+a?R
Por otro lado, es claro que
@35) I - @) + (b° - bYBl < (01 + 18D)°

Ademés, ya que R > Q(1+(B81) y e + bBI < Q(1 + |B1); para z = R, se sigue

que

(436) IS TR ( — (a + b8))|, 2 ML TS (R — (a + b)),

>@R-001+18D)%

Ahora, si tomamos R = Q1+€ + Q(1 + |B]) se tiene por (4.35) y (4.36) que:
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“|(a"-a)+(b°-b)B|
| o ,,:o(z—(a+bp))|

< (@ +18D0~)"

= (@ + 1gpe=sione)”

Luego, para una constante apropiada ¢,

A N3 “Me-a)+ (BBl _  -eqZlogo
: <
437 -Tl:[m:o M(x—- (a+bﬁ))| R =

Asi, por (4.34) y'(4.37) se‘tiene que

(4.38) la.f(a‘ + b’ﬂ)l < cfznoﬂk*qik -8@12090

Si escogemos q, ¢ indirectamente @ lo suficientemente grande se tendré que
Q*€ > Q(1+ 18D, lo cual implica que R < 2Q** y; la desigualdad (4.38) la

podemos reescribir como sigue,
16°F(a* +b° )] < ¢ 42109(20‘")+¢=(20”’) -eezloyo
<c (1+s)QilogQ+Qf*‘—s0’loaQ
Si fijamos ¢ -—--;- y combinamos (4.33) con la desigualdad previa, se tiene por

(4.32) que:

: 7 -Qzloyoi-Q’—Q’lon
4.39) |NQ(9)0!)| < Cfl logQ

En vista de que podemos tomar ¢,, lo suficientemente grande, (4.39) lo podemos

reescribir como sigue:
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3
Q2l0gQ+Q2~2Q2i0gQ
(4.40) [Ny < ey :

Como escogimos ¢ y Q lo suficientemente grande, ¢l témmino negativo
—%QzlogQ domina el crecimiento lento del término positivo leogQ + @3; por lo
tanto, para una seleccién de q lo suficientemente grande,

0 < |Ng@oy 0| <1

Obteniendo la contradiecion esperadan

4.4. Corolarios del Teorema de Getfond-Schueider.

Corolario 4.1. (Teorema de Gelfond-1929) e* es trascendente.

Prueba:

Supongamos que @ = e” es algebraico, y tomemos f = {. Es claro que £ es
algebraico y ademés no es racional; luego por el Teorema de Gelfond-Schneider
(Teorema 4.1)

af = (e") =ei" = -1

es trascendente, lo cual es obviamente falso. Por lo tanto nuestra suposicion es falsa
y e® es trascendente.0

Corolario 4.2. (Teorema de Kuzmin-1930) 2VZ es trascendente

Prueba:

Supongamos que . = 2V2 es algebraico y, tomemos & = 2. Ya que

log2¥?

log2 vz
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es irracional; por el Teorema de Gelfond-Schneider (Teorema 4.2) V2 es
trascendente, lo cual es falso. Se sigue, por lo tanto, que 2% s trascendente.o

Por ¢l teorema de Gelfond-Schneider podemos seguir obteniendo mas nimeros

logr
log10

trascendentes como: (para cualquier namero racional positivo r que no sea una

potencia de 10), ﬁﬁ, i, ...
4.5. Diferencias y similitudes en las soluciones de¢l séptimo problema de Hilbert
Los métodos empleadas por Gelfond y Schaeider tienen mucho en comiin, a saber:

1. Asumen que af es algebraico.

2. Construyen una funcién auxiliar, empleando el lema de Siegel, con un gran
nimero de ceros en cierto disco.

3. Prueban que existe un mimero algebraico no nulo que dependen de la funcién
¥; que el mismo nos lleva a una contradiccién al emplear, principalmente, el

principio del médulo méximo.

La diferencia de las pruebas estriba, en las técnicas empleadas para recorrer los
pasos descritos en el parrafo anterior. Mientras Gelfond construye la funcién auxiliar
(@) = p(e*.ef%) , la cual tiene ceros de multiplicidad relativamente grande y
dependen de un solo pardmetro (multiplos enteros de loga); Schaeider construye la
funcién  f(2z) = p(z,€(999)%) con ceros de multiplicidad uno y los mismos
dependen de dos pardmetros enteros (a + bf). En la prueba de Gelfond la funcién

auxiliar se garantiza mis expeditamente que en la de Schneider. Otra diferencia
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notable esté en la obtencién del nimero algebraico u # 0, el cual como apreciamos
es mas complejo de deducir en.la prueba de Schneider.

Es importante sefialar, que la prueba que presentamos de Gelfond es una sintesis
de las pruebas presentadas por Niven (1985), Siegel (1949) y Gelfond (1960);
mientras gue para la prueba de Schneider, decidimos seguir la ofrecida por Burger y
Tubbs (2010), misma que se deduce de la prueba del Teorema de Michel
Waldschmidt.

Para terminar, resaltamos que las diferencias, técnicas, de las pruebas que
presentamos se mantienen en la versién de Fel’dman y Nesterenko (1998), Siegel
(1949) y Hilbert’s Seventh Problem: Solutions and extensions; mientras que las dos
ultimas emplean el determinante de Vandermonde, en ambas pruebas, en la técnica

empleada para encontrar el nimero algebraico distinto de cero.



CONCLUSIONES

Los problemas planteados por Hilbert, en el segundo Congreso celebrado en
Paris, motivaron que un sinnimero de mateméticos dedicardn sus esfuerzos a
resolverlos; a tal punto que aquel que resolviese uno de estos problemas entraba a lo
que se denomind: “la clase de honor de la comunided matemética”. La historia de
estos problemas y su solucibn trae consigo el desarrollo de la Matemética del sigio
XX; ya que su proponente recoge en ellos, pricticamente, la totalidad de la
matemstica de aquel entonces. La mayoria fueron resueltos, pero tal como se lo
propuso Hilbert; el 4rea en los cuales se encuadran sigue lleno de vida y reflejan las
insospechadas relaciones entre las ramas de la Matemética. As{, por ejemplo, vimos
que la solucién del séptimo problema establece la relacién entre la teoria de nlimero
algebraica, el dlgebra lineal, la teoria de polinomios, ¢l anilisis complejo y claro estd
la teorfa de nuimeros trascendentes. Podemos decir que se cumplié la profecfa de
Minkowski en su carta a Hilbert.

La Teoria de Nimeros Trascendentes florece a partir de fuentes diversas y algunas
de estas de tiempos antiguos; sin embargo, es a partir del Teorema de Liouville
(1844) que se logra obtener el primer nimero trascendente concreto. Posteriormente,
Hermite (1873) y Lindemann (1882) demuestran, respectivamente, la trascendencia
de e y m. Seguidamente el teorema de Hermite-Lindemann y su generalizacién,

Teorema de Lindemann-Weierstrass (1884), permiti¢ generar mds y mds aéimeros

150
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trascendentes. Esta generacion de niimeros trascendentes contimio con las soluciones
del séptimo problema de Hilbert en 1934,

Las soluciones del séptimo problema de Hilbert tienen. mucho en comiin en sus
métodos, pero las técnicas empleadas para recorrerlo son diferentes; por ende,
pedemos concluir que este problema fue solucionado, de forma independiente, por
Gelfond (Rusia) y Schneider (Alemania) y de aquf que se conozca como Teorema de

Gelfond-Schneide.



RECOMENDACIONES

Entre las principales recomendaciones tenemos:

¢ Realizar con mayor detenimiento, una investigacién de cada uno de los
problemas planteados por Hilbert y las soluciones dadas a estos.

e Presentar y comparar diferentes pruebas de algunos teoremas presentados en
esta investigacion; por ejemplo, del Teorema de Lindemann-Weiestrass.

* Estudiar a profundidad el desarrollo histérico-matemdtico de la Teoria de
Numeres Trascendentes.

e Ahondar en el Teorema de Michel Waldschmidt y en el trabajo de Alan Baker
de 1966; de los cuales se puede obtener, como corolario, el Teorema de

Gelfond-Schneider.
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