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INTRODDCCION 

Los indices para Reticulados de Banach fueron definidos 

por P. Dodds [2] en 1977, inspirado en la teoría de indices 

para Espacios de Fünciones Banach desarrollada por J.. J. Gro-

bler [4] en 1975. 

Nuestro objetivo fundamental es el estudio de estos índi-

ces tal como los presentó Dodds. 

Empezamos nuestro estudio con los Espacios de Riesz Nor-

mados o Reticulados de Banach, prestando especial atención a 

las condiciones necesarias y suficientes para continuidad de 

la norme con respecto al orden, resultados que presentamos en 

el Capitulo II. 

Para facilitar la escritura, denotamos con "p" la norma 

de Riesz y con "La" los reticulados normados. 

Para cumplir nuestro objetivo, es de suma importancia el 

estudio de los operadores lineales sobre un Espacio de Riesz. 

Interesados más que nada en aquellos operadores que constitu-

yen en conjunto un Espacio de Riesz, dirigimos nuestra atención 

al espacio de los operadores lineales orden acotados sobre un 

espacio de Riesz L que toman valores en un espacio de Riesz 

Dedekind completo M. Este conjunto lo denotamos con ti3 (L,M) 

y constituye un espacio de Riesz Dedekind completo. Este re-

sultado y otros se encuentran demostrados en el Capitulo III, 

y nos permiten describir lo que sucede en el espacio de las 

funcionales lineales orden acotadas sobre un espacio de Riesz, 
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tema que se desarrolla en el Capitulo IV. Además, se definen 

aqui los espacios norma dual y norma bidual de un espacio de 

Riesz Normado, y se concluye que éstos constituyen reticulados 

de Banach Dedekind completos. 

Enkel Capitulo V presentamos los indices para Reticulados 

de Banach como fueron definidos por Dodds [2]. Nuestra expo-

sición sigue los lineamientos descritos por W. K. Vietsh en su 

tesis doctoral [8], y abarca la mayoria de las propiedades de 

estos indices. Concluimos con los espacios L -abstractos, los 

espacios M-abstractos y algunos casos particulares de éstos, 

como ejImplos para establecer sus indice. 

El tapitulo I es de carácter preliminar, en el que hemos 

resumido las definiciones y propiedades de los espacios de Riesz 

que se Utilizan en el desarrollo del trabajo. Fundamentalmen-

te adoptaremos la notación utilizada en [8], y la mayoría de 

sus resúltados pueden encontrarse en [1] y [6]. 

La teoria de los indices tiene gran incidencia en el es-

tudio de los operadores compactos. Después de finalizado es-

te trabajo, estamos en la disposición de continuar nuestras 

investigaciones en el tema antes mencionado. 



CAPITULO I 

ESPACIOS DE RIESZ. GENERALIDADES. 

DEFINICION 1.1: (Espacio de Riesz) 

Un espacio vectorial real ordenado (L,<) es llamado Es-

pacio de Riesz o Reticulado Vectorial si para todo par (f,g) 

de elementos •de L, el supremo sup(f,g) con respecto al orden 

parcial, es un elemento de L. 

Notación: sup(f,g) =: fv g 

inf(f,g) =: fng 

En adelante consideraremos a L como un espacio de Riesz. 

DEFINICION 1.2: (Conjunto Orden Acotado) 

Sean f,g elementos de L tales que f<g. Entonces el con-

junto: 

(f,g) = heL: f<hcg I 

es llamado intervalo respecto al orden, que en adelante llama-

remos simplemente intervalo. 

Un,subconjunto A de L se [dice Orden Acotado si A está 

contenido en algón intervalo de L± 
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DEFINICION 1.3: (Elemento Positivo y Cono Positivo) 

Unlelemento f de L se dice Positivo si f) O. Denotare-

mos por L+ el conjunto de todos los elementos positivos de L, 

y lo llamaremos el Cono Positivo de L. 

DEF/NICION 1.4: (Parte Positiva, Parte Negativa y Módulo) 

Sea f, un elemento de L. Llamaremos la Parte Positiva de 

f al elemento f O de L; la Parte Negativa de f al elemento 

(-f) y O de L; y Módulo de f al elemento f y (-f) de L. 

Notación: f+ 
	

f O 

f-  =t  (-f)v O 

I f I 
	

f 	(-f) 

En el siguiente teorema enunciaremos algunas de las identi-

dades y desigualdades más utilizadas en los Espacios de Riesz. 

TEOREMA 1.4: Sean f,g,h elementos de L. Entonces: 

a) (fvg) +h = (f + h)v (g + h) 

b) (fAg) + h = (f + 	A (g + 

c) -(fA g) r- (-f) y (-g) 
U) 	kf V kg = k 	gl para k en R+ 

e) kf A kg = k (f A g) para k en R+ 

f) f + g= 	v 	+ (f Ag) 

gl 	1f - g = (tv g) - (f AgY 
h) 	I (tY h) - (I; h) 1 	I - gl 
1) 	(f A h) 	(gAh) I 	if - 41 
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j) 11f 1 	IglICI f 	gICI f l 	Igl 
k) f (g + 	(f Ag) + (fA h) para ,f,g,h en L+ 

1) 	IfICf  + gi + 

DEFINICION 1.6: (Elementos Disjuntos y Complemento Disjunto) 

Dos elementos f,g de L se dicen Disjuntos si Ifinigl = 0, 

propiedad que denotaremos: fig. 

Una sucesión í fn: n 1 len L se dice disjunta si para 

todo m n se tiene fm  Lf n 
El Complemento Disjunto de un subconjunto no vacío A de L 

es el conjunto: 

Ad  =.( fe L: fig para todo ge A) 

TEOREMA '1.7: (Propiedad de la Descomposición Dominada) 

Sea u en L .tal que 04 u C• v. con v. en L+ para i=1 	n; 

entonceSexisteu—en L+ para i1, 	n tal que 

u =>• u3 uicvi  para todo i=1 	n. 
4.1 1  

TEOREMA 1.8: (Propiedad de la Interpolación de Riesz) 

Sean u.,v. en L+ para 	 y j=1 	m tales que 

= 

Entonces existe una doble sucesión finita ()g..: i=1, 	n y ij 
en L tales que 

1. 	trJ 
v. = 

para i=1, 	 

para j=1 	m. 

j=1 	m) 
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DEFINICION 1.9: (Homomorfismo de Riesz y Aplicación Lineal 

Positiva) Sean L,M dos espacios de Riesz. La aplicación 

lineal T de L en M es llamada Homomorfismo de Riesz si 

T(fA g) = TfA Tg para todo f,g en L. 

La' aplicación lineal T de L en M se dice Positiva si 

Tu) 0 en M para todo u en L+. 

Claramente todo homomorfismo de Riesz es positivo. 

DEFINICION 1.10: (Sucesión Creciente y Sucesión Decreciente) 

La sucesión 	n=1,2,...1 en L se dice Creciente si 

f14 2 <f3 4 ... y se denota frit' Y Decreciente si f1 f 2 
que denotaremos 

Si la sucesión fnt tiene supremo f en L, escribiremos 

fntf. Análogamente, si fnt tiene infimo f en L, escribiremos 

fnlf. 

DEFINICION 1.11: (Red Dirigida a la Derecha y Red Dirigida a 

la Izquierda) La red 1ft: tettll de L se dice Dirigida 

a la Derecha si para cada par de indices t11t2  existe un indi- 

ce t3  tal que ft vft4 ft  (y se-denota ftt), y Dirigida a la 
1 2 3 

Izquierda si para cada par de indices t1 y t2 existe un indice 

t3 tal que f 4 f, Al 	(y se denota Ç t1 t2 
Si'la red f t tiene supremo f en L escribiremos fttf. 

Análogamente, si si ftt tiene intimo f en L escribiremos ftlf. 

DEFINICION 1.12: (Elpacio de Riesz Arquimediano) 
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El espacio de Riesz L es llamado Arquimediano si para to-

do elemento u en L+ y para todo natural n se tiene: 

nu O ab u = o. 

DEFINICION 1.13: (Sucesión Orden Convergente) 

La sucesión len: n=1,2,...) en L se dice Orden Convergen-

te a f en L (y se denota fn—+f), si existe una sucesión un10 

en L tal que If - 	un  para todo natural n. 

DEFINICION 1.14: (Subespacio de Riesz) 

El subespacio lineal Li  de L se llama Subespacio de Riesz 

de L si para todo par de elementos f,g en L1 se tiene que fvg 

pertenece a L1. 

DEFINICION 1.15: (Ideal) 

El subespacio lineal I de L se dice que es un Ideal en L 

si para todo elemento f de L y para todo elemento g de I que 

verifiquen Ifiligl se tiene que f pertenece a I. 

DEFINICION 1.16: (Banda) 

El ideal K en L se dice que es una Banda en L si para to-

do subconjunto A de E con supremo en L, se tiene que sup A 

pertenece a K. 

En el siguiente teorema se da una caracterización de ban-

da, muy ttil para trabajar con redes. 
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TEOREMA 1.17: Un ideal K en L es una banda si y solo si para 

toda red 0<fttf en L con ft elemento de K para todo t, se 

tiene _pie f pertenece a K. 

DEFINICION 1.18: •(Ideal y Banda Generados por un Subeonjunto) 

Si D es un subconjunto no vacio de L, denotaremos por ID  

el menor ideal que contiene a D. El ideal I recibe el nombre 

de Ideal Generado por D. Si D es un subconjunto de L con un 

tnico elemento f, entonces ID  recibe el nombre de Ideal Prin-

cipal Generado por f.. 

Análogamente, denotaremos por 1D la menor banda que con-

tiene alD que llamaremos Banda Generada por D. Y si D = {f} 

entonces KD recibe el nombre de Banda Principal Generada por f. 

Ejemplo: Se prueba fácilmente que KI  = KD  para todo 

subconjánto no vacio D en L. 

DEFINICION 1.19: (Orden Base y Orden Base Disjunta) 

ElconjuntoD={ft'- t<It}} se dice que es una Orden 

Base de L si KD = L. 

Una orden base {ft: te ItIl de L se dice que es una Or-

den Base Disjunta si todos sus elementos ft son mutuamente 

disjuntes. 

DEFINICION 1.20: (Sistema Disjunto Maximal) 

Una orden, base disjunta de L, 1ft: telt{}, recibe el 

nombre de Sistema Disjunto Maximal de L si verifica la siguien- 



te propiedad: 	f 	Vtelti =1> f - O. 

TEOREMA 1.21: Todo espacio de Riesz L que contiene por lo me-

nos un elemento no nulo, tiene un sistema disjunto maximal. 

DEPINICION 1.22: (Banda de Proyección) 

La: banda K en L recibe el nombre de Banda de Proyección 

si L es suma directa de K y Ka. 

DEPINICION 1.23: (Propiedad de Proyección y Propiedad de Pro-

yección"Principal) El espacio de Riesz L se dice que tiene la 

Propiedad de Proyección si toda banda en L es banda de proyec-

ción. Y se dice que L tiene la Propiedad de Proyección Prin-

cipal si toda banda principal en L es una banda de proyección. 

Observación: Dada una banda de proyección K en L, cada 

elemento f en L puede ser escrito de una tnica manera como 

f = f + f2  con fi  en K y f2  en Ka. Los elementos f1 y f2 re-
ciben el nombre de componentes,  de f en K y Kd respectivamente. 

TEOREMA 1.24: La banda K en L es una banda de proyección si y 

solo sir para cada elemento u de 1:1" se tiene que 

ul  = suptv: ve K, 04 v4 ut 

u2  = suptw: %ve 	ocw1u1 

existen y son las componentes de u en K y Kd respectivamente. 

DEFINICION 1.25: (Orden Proyección) 
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Sea n una banda de proyección. Definiremos la aplicación 

PK : L--+K por .PKf = f1 para todo elemento f de L, donde 

fI es la componente de f en K. 

La aplicación lineal PK recibe el nombre de Orden Proyec-

ción del, L sobre K.. 

Se tienen entonces para PK las siguientes propiedades: 

a) PK e  P1( = PK 
b) 0‘ PKu‘ u para todo u en L+ 

c) P /K = Id (aplicación identidad) 

d) P 	= O (aplicación nula). {0,1 

Revisemos ahora una clasificación de los espacios de Riesz 

en relación a la existencia del supremo de distintos tipos de 

conjuntos. 

DEFINICION 1.26: (Espacio Dedekind Completo) 

El espacio de Riesz L se dice que es Dedekind Completo si 

todo subconjunto no vacio de L acotado superiormente tiene su-

premo, o equivalentemente, si toda red dirigida a la derecha 

y orden' acotada de L tiene supremo. 

DEFINICION 1.27: (Espacio Dedekind e-completo) 

EL espacio de Riesz L se dice que es Dedekind «'-completo 

si todo' subconjunto no vacío Y contable de L acotado superior-

mente- tiene supremo, o equivalentemente, si toda sucesión cre-

ciente y orden acotada de L tiene supremo. 
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DEFINICION 1.28: (Espacio Orden Separable) 

El espacio de Riesz L se dice que es Orden Separable si 

todo subconjunto no vacío de L que posea supremo, contiene por 

lo menos un subconjunto contable con el mismo supremo. 

DEFINICION 1.29: (Espacio Super Dedekind Completo) 

El espacio de Riesz L se dice que es Super Dedekind Com-

pleto si es Dedekind Completo y Orden Separable. 

Teniendo en cuenta todas estas definiciones se tiene la 

siguiente cadena de implicaciones (cuya demostración no pre-

sentaremos por no ser parte de nuestro objetivo). 

TEOREMA 1.30: Sea L un espacio de Riesz. Dadas las condicio- 

nes: (a) L es Super Dedekind Completo 

(b) L es Dedekind Completo 

(ol) L es Dedekind os -completo 

(c2) L tiene la propiedad de proyección 

(d) L tiene la propiedad de proyección principal 

(e) L es Arquimediano 

se tienen las siguientes implicaciones: 

(a) ====0› (b) 	 (d)~=t. (e) 
1(c2)  

DEFINICION 1.31: (Limite Superior y Limite Inferior de una Su-

cesión en un Espacio de Riesz) Sea 1;11 una sucesión en el es- 
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pacio de Riesz L, tal que gn = suplfk: k>nl existe para 
todo natural n. Obviamente gil), y en el caso que Inf gn  exis- 
ta se definirá éste como el Limite Superior de 1;11  Y se de- 
notará: 	 Inf gn  = hm sup fn. 

Análogamente, si 1fnI es una sucesión en el espacio de 

Riesz L tal que hn = inftfk: 	ny existe para todo natural 
n, se tiene hni. Y en el caso en que Sup hn  exista se defini-

rá éste como el Limite Inferior de 1fn1, y se denotará: 

Sup hn  = hm inf fn. 

TEOREMA 1.32: Sea L un espacio de Riesz Dedekind o' -completo 

Y Ifni una sucesión orden acotada en L. Entonces hm sup fn y 
hm inf fn existen en L. 

DEMOSTRACION: 

Siendo tn1orden  acotada, Ign1 también lo es. (Donde 

1%11 es la sucesión definida anteriormente). As!, Ign1 es una 

sucesión decreciente y orden acotada en un espacio de Riesz 

Dedekind er-completo. Entonces existe el infimo de IgnI, es 
decir, existe lim sup fn. 

Análogamente, khnl es una sucesión creciente y orden aco-

tada en un espacio de Riesz Dedekind O'-completo. Luego existe 

el supremo de thnl, es decir, existe hin inf fn. 

TEOREMA I. 33: Sea L un espacio de Riesz y fn una sucesión 

en L. Si existe f en L tal que f = hm sup fn = hm inf fn, 

entonces 	.f 
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DEMOSTRACION: 

Teniendo en cuenta las definiciones anteriores para {gn} 
Y Ihnl se tiene que 	hntf === 0%1f - hni0 

gni f 	° gn 	f 0. 
Por otro lado, para todo natural n se tiene: 

fnc gn ==4 (f 	fn)-  = (fn 	f)+‘ gn 	f  
hn< fn 	(f fn)+4 f  

As!, 

i f 	fnl = (f 	fn)+ 	(f 	fnr< lf - hn) + (gn  - f) 1 O. 
Lo que demuestra que  

TEOREMA 1.34: Reciprocamente al teorema anterior, si el espa- 

cio de Riesz L es Dedekind o'-completo y 	es una sucesión 

en L tal que fn--wf entonces f = hm sup fn  = hm inf fn. 
DEMOSTRACION: 

Como fn--+f, existe una sucesión lun1 contenida en L tal 

que unt° y if - fnIC uncul  para todo natural n. De donde 

f - u1C fnC f + ul. 

As!, Ifn} es una sucesión orden acotada en un espacio De-

dekind oLcompleto, y por teorema 1.32 se tiene que hm sup fn  

y hm inf fn existen en L. 

Además, notemos que: 	hnc gnc un  + f I f 

gn> hn> f - un  t f. 

De donde se obtiene: gn 	y hn  t f. 

Por lo tanto, f = Hm sup fn  = hm inf fn. 



CAPITULO II 

ESPACIOS DE RIESZ NORMADOS 

DEPINICON 11.1: (Norma de Riesz y Espacio de Riesz Normado) 

Si p es una norma sobre el espacio de Riesz L tal que 

p(f)‘ p(g) siempre que ifidgi, entonces p es llamada una Nor-

ma de Riesz sobre L. 

El espacio de Riesz L, provisto de una norma de Riesz p 

es llamado Espacio de Riesz Normado y lo denotaremos por L. 

DEPINICION 11.2: (Reticulado de Banach) 

El espacio de Riesz normado L es llamado un Reticulado 

de Banach si L es norma completo; esto es, si toda sucesión 

norma Cauchy en L tiene norma limite. 

TEOREMA 11.3: Sea L un espacio de Riesz normado. Entonces 

para todo elemento f en Lp, se tiene: p(f) = 1)(10. 

DEMOSTRACION: Inmediata. Se deduce de: Ifi = uf II. 

TEOREMA 11.4: Todo espacio de Riesz normado es Arquimediano. 
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DEMOSTRACION: 

Sean x,y en L+ tales que para todo natural n se tiene: 

ny< x. Entonces np(y)S P(z), para todo natural n. Siendo 

espacio de Riesz Arquimediano, p(y) = O, de donde y = O. 

DEFINICION 11.5: (Norma d-orden Continua y Norma Orden Con-

tinua) La norma p se dice que es aLorden Continua si para 

toda sucesión (un} en Lp  se tiene que p(un) 1  O siempre que 
un l 0; y se dice que es Orden Continua si para toda red tutl 
en Lp  se tiene que p(u) ; O siempre que ut i O. 

TEOREMA 11.6: Sea L un espacio de Riesz normado. Si fnt 
en Lp  y p(f - fn)--1-0 cuando n--.00, entonces f = sup fn. 

DEMOSTRACION: 

Fijado n, para m)n, como fnt se tiene que fm> fn  y 

flpfn  = fn. Asi, de la desigualdad: 

OS fn.- tNfn  = Iffpfn  - fAfni< ifm  - fl, 

se obtiene: p(fn  - fAfn)4 p(fm  - f)--.0 cuando m--.03. 

Luego, p(fn  - fAfn) - 	fn< f. 

Por otro lado, si g es otra cota superior de Ifnl, enton-

ces fvg = g para todo natural n. Y de la desigualdad: 

O 	fvg - g = I fvg - fnv gl4 if - 

obtenemos: 	p (fvg - g) = O 	f g. 

DEFINICION 11.7: (Red p-Cauchy) 

Una red iftl en Lp  (espacio de Riesz normado), dirigida 



P(ftv  
Adémás,.f I tn  
Sea ahora f 

y asi: 
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a la derecha es llamada Red p-Cauchy si para cada f:>0 existe 

un indiCe to tal que P ( ft - Ito)  < 	siempre que ft) fto - 

LEMA 1118: 

(a) Si ft t es una red p-Cauchy en el espacio de Riesz 

normado L y O E» 0 en R, entonces existe una sucesión 

tft 1 en tftl creciente, tal que p(ftvft  - ft  ) < En  para 

todo n y todo t. Y ademas, cualquier cota superior de 

es cota superior de tftl. 

(b) Si toda sucesión creciente orden acotada y p-Cauchy 

en el elpacio de Riesz normado Lp, tiene norma limite, enton-

ces toda red dirigida a la derecha, orden acotada y p-Cauchy 

\ tiene un supremo f, y en este caso ift1 contiene una su-

cesión 1ftn1  tal que f
tn

t f; y finalmente, P(f - ft/ t O. 

DEMOSTRACION: 

(a) Seaft  t p-Cauchy y En  I O. Entonces para todo natu-

ral n eaiste f' tn 
en tft1 tal que p(ft  - 	) < En  siempre 

que  t tn  
Sean 

con ft , en 
ft ) Ç 1 ft > qv ft ' 1 1 2 2 1 
Iftl para todo natural n. 

, ft

n

> 
n n-1 

Entonces: 

Pfft 	ftri)  <En siempre que ft.) n 
Luego, para n,t arbitrarios exiete to  tal que: 

ft ftvftn ftn' 

f tn - ft )4  P(ft 	f)< In n 	o 	ti 	• 

por construcción. 

una cota superior de Ift i . De la desigualdad: 

Iftn} 
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fvf - f = fvf vf - f vf<f vf t tn 	tn 	t tn - 
ftn' 

se obtiene: 

p(ftvf - f) = O, de donde ft‘ f. 

(b) 	Sea ftt orden acotada y p-Cauchy, y sea tn I O una 

sucesión de números positivos. Entonces por (a), existe t f 
n
1 

en Iftl creciente tal que p(fift  - ft  ) < 621  para todo n,t. 

Así, para mi)n siendo ftnt , se tiene: 

P(ftm - ftn) 	P(ftV ft - ftn)  < In' m n 
Tomando E>o, como Emt  O existen tal que para todo m> N, 

P(ft 	ftw)< /N m 	
Con lo que se prueba que ift

n 
ma Cauchy, además de ser creciente y orden acotada. Luego, 

por hipótesis, existe f en L tal que: 

P( f - ft  )-4.0 cuando 

Aplicando el teorema 11.6, f = sup ft  ; y por (a), f = sup Ç. 

Finalmente, de p(f - ft  ) 10 se deduce que p(f - ft) O. 

TEOREMA 11.9: Sea L un espacio de Riesz normado. Entonces 

las siguientes condiciones son equivalentes: 

(a) L es super Dedekind completo y p es orden continua. 

(b) L es Dedekind OJ-completo y p es Q'-orden continua. 
• 

(c) Cada sucesión creciente orden acotada en L tiene 

norma limite. 

DEMOSTRACION: 

(a)==.(b) Inmediata por definición. 

(b)-1(c) Sea 1fn una sucesión orden acotada y crecien-

te en L. Por ser L Dedekind 0J-completo, existe f en L tal 

es nor- 



L y fijemos ut en lut Entonces existe vt en 
o 
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que Siendo p '-orden continua se tiene entonces de 

(f - fn) 1 0 que p(f - fn) 1 O. Así, 1fn1 tiene norma limite. 

(c)==e(a) Sea ft1 orden acotada en L. Entonces 1ft‘ 

es una red p-Cauchy. De lo contrario existiera una sucesión 

en 1f t1 creciente sin norma limite. En efecto: supongamos 

que f t no es p-Cauchy. Entonces existe 1)0 tal que para 

todo t se tiene put  _ ft,) >e,  siempre que ft,) ft. Esco- 

giendo cualquier sucesión creciente en Iftl, por ejemplo 

se tiene para todo natural n: 

p(ft  - ft  1>6 	siempre que m? n. 

Es decir, 1ft} no es norma Cauchy y por lo tanto no tiene 

norma limite. Lo que contradice la hipótesis. 

Tenemos entonces que (f t} es orden acotada, dirigida a la 

derecha y p-Cauchy. Por lema II.8(b), existe f sup ft  en 

L y además, existe tftl en Ift} tal quetnI  f. Asi, Lp  es f  
super Dedekind completo. 

Probaremos ahora que p es orden continua. Sea ut1 O en 

1utl tal que 

Definamos pa-

en L 

esión twtI 

en lwt1 tal que wt  I ut  . Asi, por hipótesis y aplicando teo- 

rema 11.6, p(ut  - wt  )--.0 cuando 
o 

de donde se obtiene p(ut) 1 O. 

Claramente 

ra todo t: 

Siendo L 

VtIlUtAU4.< Ut  . 
'o 'o 

u
to

> vt1 O en Lp, con tvt1 en Iutli. 

wt  = ut  - vt. Entonces, 04wt1 u
to o 

super Dedekind completo, existe una suc 

Es decir, p(vtn) 1 O 
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TEOREMA 11.10: Sea L un reticulado de Banach. Si p es orden 

continua entonces L es super Dedekind completo. 

DEMOSTRACION: 

Sea 1ftl una red dirigida a la derecha y orden acotada en 
L 	Demostraremos que existe el supremo detf,  y además que tl 

contiene una sucesión con el mismo supremo. 

Sean: 	G = .1gELp: ft<g, Vti 

Go  = {g - ft: g I G, ft € iftll . 

Veamos que G0 1 0: 

Luego Go1 

II) Sea u en Lp  una cota inferior de Go. Entonces, para 

todo t y todo elemento g en G, u‘g - ft, de donde (g - u) 
pertenece a G. Fijemos goen G. Siendo (go  - u) elemento de G, 

ucgo - u - ft  para todo t, de donde (go  - 2u) pertenece a G. 
Continuando la inducción obtenemos que (go  - nu) pertenece a 

G para todo natural n. Asi, nu4 go  - f t  para todo t,n. Lue-
go, fijando to: nu‘go - fto 

para todo natural n. Como Lp 
es Arquimediano, 1160. 

Probado asi que Go  1 O, por ser p orden continua se tiene 

que p(g - ft) 1 O. Esto prueba que Ift1 es p-Cauchy. En efec-

to: sea e,>0, como p(g - ft) 1 O, existen gasto  tales que 

Siendo 04gft  - f t < go  - f p(go  - f
to

)< 6 • 	 siempre que 
o 

siempre 

i) 	Si gi  - fti, g2  - ft2 pertenecen a Go, siendo f tt ' 
existe ft  en {ft1 tal quef).fvf . As!, tomando 

o to tl t2 
g = ging2  en Lp, se tiene que g pertenece a G y ademas: 

g 	fto( (g 	ft1)^(g - ft2) ' 
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se tiene que p(ft  - f t  )<& 	siempre que f t) fto

. 
o 	 o 

Es decir, Iftl es p-Cauchy. 

Por ser,L un reticulado de Banach y por lema II.B(b), exis- 

te f ella. tal que f = sup ft. Y además, existe lf 
rli en 1f tl P 	 t 

con el mismo supremo. 

Hemos probado asi que L es super Dedekind completo. P 

TEOREMAII.11: Sea L un espacio de Riesz .normado. Entonces 

son equivalentes las siguientes condiciones.: 

(a) Toda sucesión creciente orden acotada en L es una 

sucesión norma Cauchy. 

(b) Toda sucesión disjunta orden acotada en L+ converge 
a cero en norma. 

(0 Sea lun 'Una sucesión orden acotada, en L+ y sea k un 

flamero natural. Si Inf lun: nemi = o para todo conjunto 

I de k flaneros naturales, entonces lun.} converge a cero en 

norma. 

DEMOSTRACION: 

(a) 	(b) Sea inn1 una sudesión disjunta y orden acotada 
en Lp. Definamos su  = tu.. Claramente snt , y además Isnl 1  
es orden acotada. En efecto: sea n-un natural arbitrario, 

entonces sn = Eu.< \:/ u1  • y siendo {un} orden acotada, exis- 3. 	1st  

te u eNL+ tal que snC 
Asil, por la condición (a), Isni es una sucesión p-Cauchy. 

Entonces para todo 6>0, existe un natural N tal que para n)/1 

se tiene que p(sn 	 Es decir, p(un)< 6 . Lo que 
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prueba que p(u)-->0 cuando 

(b)==e(c) Sea tun1 una sucesión orden acotada en L. 

Inducción sobre k: 

Para k=1. Supongamos Inf lun: nEI1= O para todo con-
junto unitario I de N. Entonces, para todo n un  = O y tri- 
vialmente p(u)—'O cuando n 	. 

Para k=2. Supongamos Inf (un: n E II = O para todo sub- 

conjunto I de N de cardinal dos. Entonces tunl es una sucesión 
disjunta y por la condición (b), p(u)-0 cuando n-4.4o. 

Supongamos ahora que si Inf (un: n I} = O para todo 

conjunto I de k números naturales, entonces p(un)_t0  cuando 

n--=0o. Probaremos que se obtiene lo mismo para k+1. 

Supongamos entonces Inf 'un: net' = o para todo con- 

junto I de k+1 números naturales. Como lunI es orden acotada, 
existe u en L+ tal que u <u para todo n. Consideremos la 

sucesión Ivnl definida de la siguiente manera: 

v1 = O 

vn = (un - ntlu. - u/n)+ 

Claramente ívn1 es orden acotada. Veamos que es disjunta: 

sean m,n números naturales y supongamos m<n. Entonces obte- 

nemos las siguientes desigualdades: 

vn < (un - num)+ 

vm < (um  - u/m)+< (um  - un/m) 4.  

C (um - unIn) 4.  

= n-1(num - un)+ 

(num - un) + 
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De donde: 	4 	Vm 	(Un  - ItUm) +A (11Um  - Un) + 

= (un - num) +A (un - num
) -= O. 

Asi , por la condición lb) siendo ivn1 sucesión orden acotada 
y disj unta en L+F  p (vn) 	O cuando n P 
	 (1) 

Definimos ahora: 

w1 o 

wn 	un A n tu. .4 1  
Entonces 1wn1 es una sucesión orden acotada en L. Sea: 

I = In(1),n(2),...,n(k)I 

un conjunto de k ntmeros naturales y supongamos n(1) el ele- 

mento más pequeño de I. Si n(1)=1, wIE 	n II, luego: 

Ij = 0. 

Si n(1)01, 	O < Inf twn: nE II = 1, 1*In(i) 
< %.,Sun(i) An(1)u1  

<n(1)Z( 7,.un(i) Aui) = 0; 

pues Inf un: nEII= O para todo conjunto / de k+1 ntmeros 

naturales. Por hipótesis de inducción, siendo lyn} sucesión 

orden acotada en L+ tal que inf wn: n(11.= O para cualquier 

conjunto I de k ntmeros naturales, se tiene que: 

p (wn) 	O cuando n—flc. 	 (2) 
Observemos ahora lo siguiente: 

04 un = un - [(ntu. + u/n)A un] + [un^ (nru.1  + u/n)] 

= [(un - 	• 	- u/n) V 0] + [un A (n tu. + u/n) • 1.,‘• 1. 
• vn + unA n tu. + un u/n 

< vn + W + u/n 

De donde obtenemos: p(un) < p(v) + p(w) + p(u)/n; y apli- 
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cando (1) y (2), p(un)-->0 cuando n-+00. 

(c)==+(a) Demostración por reducción al absurdo. Supon- 

gamos que existe una sucesión lun1 orden acotada y creciente 

en L tal que no es norma Cauchy. Entonces existe 6> O tal que 

para todo natural n, p(un+1  - un)› 6 . Como {un} es orden aco-

tada, existen f,g en Lp  tales que f‘un ‘g para todo n. 

Pongamos u = g - Ey°, y escojamos k en N tal que: 

p(u/k)< 1/2 6. 

Sea vn = (un+1 - un - u/k)+ para todo n. Nótese que leal es 

una sucesión orden acotada en L. 

Consideremos ahora el conjunto I = n(1),n(2) , 	n(k)1 

de k ntmeros naturales, y supongamos n(1)<n(2)< ...<n(k) 

Entonces: 

O < :pun(i).4.1  - un()) 

un(1)+1 	un(1) 	un(2)+1 	un(2) 4- ***-1. un(k)+1 	un(k) 

= un(k)+1 - un(1)  + [(un(1)+1 - un(2) ) + (u (2) +1 - un(a)) + 
(un(k-1)+1 - un(k) )] 

donde para todo i=1 ,,,,, k-1 se tiene un(i)+1 - un(i+1) < O, 

pues n (i) +11 n (i+1) . Así, 

O 4 	(un(i)÷).  - un(i) ) 	un(k)+1  - un(1) 	u. 
Luego, 	kInf { un (i)+1  - un (i)  : i=1 	k} :1 u. 

Tenemos entonces que existe n(i0  ) en I tal que 

u 	 - u/k O • n(i0)+1 
Es decir, existe n(i0) en 

ca que Inf{vn: n I } = O. Y por 

cluye que p(vn)—• O cuando n~0. 

n(10) 
I tal que = O. Lo que impli- 

o 
la condición (c),  se con- 
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Observemos ahora lo siguiente: 

0 15,-  un+1  - un = (un+1 - un + u/k) - u/k 

= (un+1 - u )V u/k - u/k + (u n+1 - u ) A u/k 
= v 	-E (u n+1 - un) A u/k 

4 vn + u/k. 

P(un+1 - un) c  p (vn) + p(u/k) 

de donde P(un+1 'un) 	cuando n-no • Lo que contradice 

que u,j no es norma Cauchy. 

TEOREMA: 11.12: Sea L un reticulado de Eanach. Entonces la 

norma pes orden continua si y solo si Cada sucesión orden aco- 

tada y diajunta en 1,4-  converge a cero en norma. 

DEMOSTRACION: 

Se, deduce de los resultados anteriores. Consideremos las 

siguientes condiciones: 

(a) p es orden continua. 

(h.) p es orden continua y Lp  es super Dedekind completo. 

(c) Toda sucesión creciente orden acotada en L tiene 

norma limite. 

(o) Toda Sucesión creciente orden acotada es sucesión 

norma dauchy. 

(é) Toda sucesión orden acotada y disjunta en L+ conver- 

ge a cero en norma. 

Entonces se tienen las siguientes equivalencias: 

(a).-+(b) por teorema II.10 

(b).1~(c) por teorema 11.9 

Luego, 
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(c)*-0(d) por serL un reticulado de Banach 

(d)~(e) por teorema 11.11 

Lo que demuestra el teorema. 



CAPITULO III 

OPERADORES LINEALES ORDEN ACOTADOS 

DEFINICION 111.1: (Operador Lineal Orden Acotado) 

Sean L,M espacios de Riesz. El operador lineal T de L 

en M se.' llamará Orden Acotado si la imagen por T de cualquier 

subconjünto orden acotado de L es un subconjunto orden acotado 

de M. El operador T se dirá positivo si Tu) O para todo u en 

el cono positivo de L. 

LEMA 111.2: Sean L,M espacios de Riesz, y sea T una aplicación 

de L+ en M tal que: 

(a) T(u + v) = Tu + Tv para todo u,v en 1.*. 

Iba T(ku) =.kTu paro iodo u en L. y todo número real k?„0. 

Entonces T se extiende a un operador lineal T* de L en M. Más 

aún, sí' para todo u en 1.4.,Tu pertenece a M*  entonces T se ex-

tiende 2a un óperador, linea/ positivo. 

DEMOSTRACION: 

Definamos T* de L en M por; 

T*f = Te+  - Tf-. 
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(i) Primeramente veamos que T* está bien definida. Es 

decir, T* no depende de la representación de f por diferencia 

de dos funciones' positivas. En efecto: sean f1,f2 ) O en L 

tales que f = fl  - E. Entonces, siendo fl  - E2  = 	- f 

se tiene que f1  +f- =f+ +f2' Luego: 

Tg1 + Tf - = T(f1  + f) = T(f+ + f 2) = Tf+ + Tf2 ' 
de dondt: Tf1 - Tf2 = Tf+ - Tf = T*f. 

(ii) T*/L+  = T. En efecto: sea u en L+, entonces u+ = u 

y u-  =-1  O. Y claramente, T*u = Tu. 

(ni) T* es un operador lineal: 

Aditividad: sean f,g en L; entonces 

f + g = (f+ - f-) + (g+ - g-) = (f+ + g+) -(f  + g-) 

con 	(f+ 	9+),(f-  + g-)) O. 

Luego: 	T*(f + g) = T( +  + g+) - T(f-  + g-) 

= Tf+ - Tf - + Tg+ - Tg - = T*f + T*g. 

HoMogeneidad: sean f en L.1: k en R. 
Para k> O: T*(kf) = T(kf)+ - T(kf) = k(Tf+ - Tf ) = kT*f. 

Para k<0: T*(kf) = T*I-(-kf)] = TI-(-kf)1+  - 

= T(-kf) -  - T(Tkf)+  = -IT*(-kf)] 

= kT*f. 

Además, si T es positiVa, como T*/L+  = T, evidentemente 

T* es positivo. 

TEOREMAIIII,3: (Dtscompbsiciówde Jordan) 

Se. M un espacio de Riesz Dedekind completo, y considere-

mos un operador lineal T del espacio de Riesz L en M. Entonces 
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las siguientes condiciones son equivalentes: 

(a) Existen operadores lineales positivos Ti,T2  de L en 

M tales que T = Ti  - T2. 

(b), T es orden acotada. 

(c)' Para todo u en L+, el conjunto (TV: O 1 v <ul 

es acotado superiormente en M. 

DEMOSTRACION: 

(a)=;1(b) Sean T1'T2 operadores lineales positivos de L 

en M tales que T = T1 - T2' y sean f,g en L tales que f <g. 

Para todo h en If,gI , se tiene lo siguiente: 

Tlf - T2  g < Th = T1h - T2h < Tig - T2f • "- 
Luego, T es orden acotada. 

(b) 1(o) Trivial. 

(c)ac> (a) Supongamos que para todo u en L+, el conjunto 

íTv: ti<v<ul• es acotado superiormente en M. Como M es De- 

dekind completo, existe sup(Tv: 0<v<u} para todo u en 1.1- . 

Definaiws entonces la aplicación S de T..+ en M por: 

Su = sup {Tv: -0 v ul 

Veamos que S verifica las condiciones del Lema 

(á) Sean u1,u2  en .L+. Entonces: 

Sui  = suptTwi: O < <uil 

Su2  = sup trw2: O w2  u2 } 

S (ui  + u2) = sup1Tw: O w <ui  + u2} 

Tomando vi  = wnui  y v2  = w - vi  , se tiene O< vi< ui  y 

o 4 v2  4 u2. En efecto: 

O < :gnu/ < (u1  + u2)Auj c ui, de donde O< v < u • l' 
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O < w - umul  =w» (-w)v(-u1) = Ov(w - ul) < 0vu2  = u2, de 
donde O< v2 <u2. Asi, para todo O < w <ui  + u2  se tiene-

Tw = T(vi  + v2) = Tvi  + Tv2  con 01 vl  < ul, 0<v2 <u2  
‘SuplTwi: O cwi 	+ suplTw2: 

= Su].  + Su2. 

Por lo tanto, S(121  + u2) 	Su].  + Su2. 	 (*) 
Por otro lado, sean O< wislui, OCw2 11122. Entonces 

O 	wi  + w2  < uI  + u2 '-- 	Y Twl 	Tw2 = T(wl 	w2) 	S(ul 	u2).  
Por lo tanto, Su].  + Su2 C  S(ul  + u2). 	 (**) 

De?(*) y ("), $(111  + u2) = sui  + Si12. 

(b) Sean u en L+ y k>0. Claramente S(ku) = kSu. 

Luego por Lema 111.2, existe el operador lineal T1  exten- 

sión de 11S a todo L , y además positivo por serio S. 

Definiendo T2 = TI - T 	es claro que T2 es un operador 

lineal. Veamos que es positivo. En efecto: para todo u en L+, 
TIu = Su> Tu. Luego: T2u = (T1  - T)u.> O. Lo que concluye 
la demostración. 

Notación:  El espacio vectorial real de todos los operado- 

res lineales orden acotados del espacio de Riesz L en el espa- 

cio de Riesz Dedekind completo M, lo denotaremos állb (L,M). 
Y él espacio th(L,01) de todas las funcionales lineales 

orden acotadas sobre L, lo denotaremos Ir. 

El :operador nulo de L en M lo denotaremos por O, y escri- 

biremos T>0 si T en 1.115 (L,M) es positivo. 

Si Tiara S,T en Zeb(L,M) definimos: S41T si y solo si 

T - SZ1 9, entonces ue: u  es un orden parcial y JCb(L,M) es un 

O  w2‘-u21 
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espacio vectorial ordenado. 

TEOREMA 111.4: (Riesz-Kantorovitch) 

Sea L un espacio de Riesz y M un espacio de Riesz Dedekind 

completo. Entonces el espacio vectorial ordenado th(L,M) de 

todos los operadores lineales orden acotados de L en M, es un 

espacio 4e Riesz Dedekind completo. 

DEMOSTRAC1ON: 

Para probar que el espacio vectorial ordenado ;(L,M) es 

un espacio de Riesz, es suficiente probar que Ti-  = Tv0 perte-
nece a bElp (L,M) siempre que T pertenece a Iba". 

Sea T un operador en 1113 (L,M). De la demostración del teo-

rema 111,3, existe un operador lineal Su de L+ en M tal que: 

Su = supITV: O<V‘u} 
para todo u en L+ y que puede ser extendido al operador lineal 

positivo T1 de L en M. Demostraremos que T1 = T+ 

(i) T1 es cota superior de 111,01 . En efecto, es claro 

que T1l?..10; y además, para todo u en 1.1": T1u2hTu. 

(ii) T1 es la mínima cota superior de @1,01 . En efecto, 
sea T* otra cota superior de {T.01 y sea u en 1.1". Para todo 
ven L+ con 04;vdlu , Tu< T*v T*u , pues T*) O. Luego, 

T1u T*u. 

Ahora, para probar que óris (L,M) es Dedekind completo, sea 

tTs / una red dirigida a ia derecha y orden acotada en  

Demostraremos que existe sup Ts. COMO tTsis es orden acotada, 

existe X en b (1.„M) tal que Ts,4 X para todo s. Entonces, 
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para todo u en L', Tu  Xu para todo s. Asl, por ser M un 
espacio Dedekind completo, para todo u en 1.1-  existe: 

sup I Tsu: s ks}1 

Definimos la aplicación T* : 	por: 
T*u = sup Tsu: 5£ 141 

Veamos que T* verifica las condiciones del lema 111.2: 

(a) Sean u,v elementos de 14+. 

T*(u + v) = sup íTs (u + v): s elsli 
T*u = sup ITsu: s E Is}1 

T*v = sup ITsv: s {sil 

Como Tit, para todo s,t en tsl, existe x en isl tal que: 

Tx 	Tsv Tt  . 
Luego, 	 Tsu‘Tu x 

Tsv c  Txv , 
de dondé: 	 Tu + Tsv Tx (u + v) 
Y por lo tanto: 	T*u + T*v < T*(u + v) 
Por otro lado, para todo s en 151, 

Ts 	+ v) = Tu + Tv 

< T*u + T*v 
Luego, 	 T*(u + v) < T*u + T*v 

(b) Sea u en L y k?... O. Claramente, T*(ku) = kT*u . 

Luego por el lema 111.2, existe un operador lineal T de L en M 
tal que T/L+  = T*. Es decir, Tu = sup 1Tsu: s Isli para 
todo u en L+. 

Próbaremos ahora que T = sup Ts  . 
(i) 	Tes cota 'superior de ITsY. En efecto: para todo 
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u en L+, Tu > Tu para todo s. Luego, (T - Ts)u > O para 
todo s. Es decir, T > Ts  para todo s. 

(ji) Sea T0  otra cota superior de tTs‘, entonces T u< T u s 	o 
para todo s y todo u en L+. Luego, Tu .0 Tou para todo u en 
L+, lo que prueba que 11.‘ To. 

Por lo tanto, existe sup T5, lo que concluye la demostra- 

ción. 

TEOREMA 111.5: Sea L un espacio de Riesz y sea M un espacio 

de Riesz Dedekind completo. Entonces se tienen las siguientes 

afirmaciones para todo u en L+: 

(a) IT 1(u) = sup t Tf: IfI(ul para todo Ten  

(b) (TI  v T2) (u) = SupjT1v + T2 (u - y) : 0.5v‘ul para 

todo T1,T2  en julo (L,M). 

(c) (Ti" T2) (u) = inf T1v + T2 (u - y) : O 	u/ para 

todo T1 ' T2 en  

(d) Si T e• s una red dirigida a la derecha y orden aco-

tada en JIIII (L,M), entonces (supTs) (u) = sup I Tsu: s {s}1 . 

(e) Si ITs1 e• s una red dirigida a la izquierda y orden 
acotada en Jrulb  (L,M) , entonces (infTs) (u) = inf 1 Tsu: s Isg . 

DEMOSTRACION: 

(a) Sea T en 4(L,M); por propiedades de espacio de 

Riesz, I TI = 2T+  -• T . Aplicando un resultado obtenido en la 

demostración del teorema 111.4, 

T+u = sup TY: 041 y 1‹.1u / . 

Luego: • 
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ITI (u) 	2sup 1 Tv: O v 	- Tu = sup1 2Tv: 06 v ‘u 1 - Tu 

sup 1 T(2v - u): O 1v (ul 

sup 	Tw: -u C, w u1 

= sup 1 Tw: 	[lo. . 

(b) Sean T1,T2  en ib  (L,M) ; por propiedades de espacio 

de Riesz, l'IV T2  = 12  + (T1  - T2 ) +. Y aplicando la identidad: 

= sud.  Tv:OSvu1 , 
se tiene: 

(T1V T23u = T20. + sup 1(T - 12)v: 0‘ v u 

	

= sup T2u + (11  - T2)v: 	v‘ u 1 

= sup 1T1v + T2  (u - 'i): O v ‘u 1 . 

(c) Análogo a (b), utilizando: 

TIA T2  = 	+ T2  - (TiV 12) . 

(d) En la demostración del teorema 111.4 obtuvimos 

sup I Tsu: s 6.1s11 = (sup Ts) u , 

para toda red IT51 dirigida a la derecha y orden acotada en 

Lb(L,M).. 

(e) Sea 1Ts1 una red dirigida a la izquierda y orden aco-
tada en ib(L,r4) . Entonces 1.-T5i es una 'red dirigida a la de-

recha y orden acotada en stb  (L,M) . Luegó por (d): 

	

IsuP(.-Ts)1u = sup (:-Tsr)u: s 	. 

De donde utilizando propiedades de supremo e infimo, se obtie- 

ne: 	(inf Ts) u .= inf Tsu: s ts}1 . 

COROLARIO 111.6: Bajo las mismas condiciones del teorema 111.5, 

resulta: 	 I tu I ‘.. I Tlu , para todo u€ Lt  
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DEMOSTRACION: 

Evidentemente, Tu 	sup ITv: 	 ITiu 

1(-u) 	sup{Tv: -uv‘u} = ITju . 

Luego, I Tul = (Tu)V (-Tu) = (Tu)V [T(-u)1 41. 'T'u . 

TEOREMA 111.7: Sea L un espacio de Riesz y sea M un espacio 

de Riesz Dedekind completo. Entonces para cada u en C, se 

tienen las siguientes afirmaciones: 

(a)IÇITu1I:ne IN, u = 	1 u.E.Li" V i=1 , 	nit ITiu , 
para todo Ten  

(b) 	 ne N, u =flu1  u1eL-1  Vi=1 , 	n1 

1(11111 A IT21)u , 
para todo TT2 en b(L,M). 

DEMOSTRACION: 

(a) Sean T en gb(L,M) y u en L-1, y pongamos: 
Au  =1211Tuil : n N, u = 	u. L-1  V i=1 	n1 . 

44.1 	 LSI 3. 1 

(1) Primeramente veamos que Au es una red dirigida 

a la derecha: en efecto, sean tliTu.1,:E:Iliv,1 en Au. Enton- 
1 	

3.

ces, u = 21:u. = 	y por el teorema de la Interpolación 
e.s1 	1  oi 

	

de Riesz, existe una doble sucesión w 	en 

Y 	= 	- 4= 13 	vi 	i 17 1 
De las siguientes desigualdades: 

= tiT(CwWIC na til iTYST*1 

	

LSI 	4V1 	 13 

I TVi I 	 I T 	I 	ITwi I 
se sigue que Au es dirigida a la derecha. 

(ji) ITiu es cota superior de Au. En efecto, sea 
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u = Zu. conu.en L+ para todo i1, 	n. Entonces: 

Tul 	 (corolario 111.6) 

= 

= ITIu . 

(iii) ITIu es la minima cota superior de Au. En efecto: 

siendo Au un conjunto dirigido a la derecha y acotado superior-

mente en el espacio de Riesz Dedekind completo M, existe el 

supremo de Au. Probaremos que ITIu = sup Au . Sea s otra 

cota superior de Au; entonces nTu.I < s para todo conjun- tas 	3. 
to (112  ,,,,, u1.11 en L+ con u = 	. 

Ahora bien, sea v en L tal que Ivl ( u. Entonces: 

Tv = T(v+  - v-) = Tv+  - 	C ITv+I + ITv-  I( I Tv+I + I Tv-  I + 

+ T(u - Iv1)1 

= De donde: 	Tv = 	Tw I con w 	v+E L+  1 ..• 	1 
W2  = 	L+  

w2 	(u - 	L+, 

pues Ivl..112. Además, w + w2  + w = u. Luego 21111w, perte- 

nece a Au, y por lo tanto: 

Tv 	iTwil 

Y esto es para todo Tv con IvI41u, luego: 

sup 1 Tv: 	ul = ITlus. 
(b) Sean u en 1.+, T2,T2  en ¿th(L,m) y pongamos: 

Bu 	 : nE1N, u =ru,  uiE L+  

(i) Veamos que Bu es dirigida a la izquierda. Sean 

jui: i1 ..... 	j=1 	ml sucesiones en L+  tales que =  

u = 	= 21v. I., 1 4,1  3 
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Pongamos T = I TI  - I T2I . Entonces T pertenece a elk  (L,M) . 

= tw .“1 k Y Por (a) existe 1 mk: k1, 	pl. en 1,1-  tal que u 

11 r Tu.1 V 21:1 Tv .1 -C >E I Tm I 
41 . 

1  ,,, 	i 	.4 	7 	.1,, 	k • 
Asi, 	- :1;1 TWki -'1. (-211Tuil ) A (- tITW .1 ) 9 	.th 	 4Wh 	7 
—I> I Ti I + I T2I-u - Zr7,1Tmk1 (- ( IT11 u + IT2  lu - t ¡Tul ) 

h (I Tii u + I T2  I u - 1:1 Tvi  I ) 
1/2 ( IT11 u + I T21 ü - 17-7  I TWkl ) .,C. k ( ITII u + I T2I u - 'iliTuil ) 

A. 11 ( iTil u + I T21 u - 1: I Tvil ) 

'1>  E.35( iTil wk  + IT2  Iwk  - I TmkI) C 4;1/2  ( IT2  I ui  + I T2  lui  — 
kIll 

~ A (Ei 35  " I 1-7  ' 4. I  T !v .- . S 	 'ni 	1 	3 	2 ...,3 	Tv3 

Zr7IT21 wk  A 1721 wk  ,‘. .21 IT1  I ui  A I T2  I ui) A (E: 'Tal v j  A 
da* 

1T21 v.). 
Asi, hemos encontrado una sucesión finita mit' en 1,4" tal que 
u = Illm k y verificando la desigualdad anterior; es decir, „.,  
Bu es dirigida a la izquierda. 

1 ii) Veamos ahora que inf Bu = 1 FT21 A IT2I ) u. En 
;le W, uie 	= u} 

35 411'21 ui  - I T21 u11 : n e N. 
" u. 	+ 7-   u. = u 

u • = u} 

•=t, 

efecto: 
= inf 

0 
int 1 	¡Ti! 	T2  I ui: 
tITilui  + 1/2 ±1T2lui  

42,1  'ti 

= ½IT1Iu + 151T2 IU 	 I T2I uir : n€ IN, uiC sup htIIT1Iuj — 
1*. 

= 41T11? + 1/2 I T21u  
= 	( I Ti  I 9k I T21)u. 

- :5! ftT11 —• 1T211, 11 por (e) 

DEFINICION 111.8: (Operador Lineal O'-orden Continuo) 

El operador lineel orden acotado T del espacio de Riesz 
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L en el espacio de Riesz Dedekind completo M se dice que es 
Ci-orden Continuo si un10 en L, implica Tun 	en M. 

Notación:  El conjunto de todos los operadores lineales 

orden acotados 19-orden continuos del espacio de Riesz L en el 

espacio Ue Riesz Dedekind completo M se denotará por á:n (L,M), 

y el conjunto 1(L,R) de todas, las funcionales lineales 0'-or-

den continuas sobre L se denotará por L. 

TEOREMA 111.9: Sea L un espacio de Riesz y sea M un espacio 

de Riesz Dedekind completo. Entonces tc (L,M) es una banda en 
b (L ,M). 

DEMOSTRACION: 

(i) 2ec (L,M) es subespacio de Riesz de áeb(L,M). Sea T 

un elemento de cen4L,M): basta verificar que T-1  pertenece a 

(L,M) 	En efecto, c 	" 
Claramente, IT+unl 

riormente por O. 

existe 	inqiii-unl 

todo natural ny todo 

tiene: 	v - un  

O 

es una sucesión 

Asi, por ser 

en M. 	Veamos 

elemento 

u1  - un 
u1  - un 

I 

consideremos la 'sucesión 	unlo 	en L. 

decreciente y acotada infe-

M un espacio Dedekind completo, 

que 	infIT.Fun} = 0: 	para 

v de L tal que 	0.<,v‘u1, se 

""---> O 4-5 (V - un  )\/0 	u1 - un 
c v + ( (-un) V (-v) ] 

u1 - un 
—'="1 0.S.y - unAvC u1 - un . 

Luego, T(v - Untv)C  slip Tyq: 0.‘w‘u1  - unl = T-1- (u1  - un) 
=st) Tv - T(unA v)4 	- Ttun  
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 	?uc T+u1 - Tv + T(usAv) s. 

Siendo Pun1 O se tiene: vA un  I v AO - O 	:.T(us,\ 

Luego, 	O 	inf 4T+us  ,C 1fru1  - Tv 

Y esto es para todo y en L tal que O e v ui; luego: 

O 	inf T+us 	T+ui  - sup Tv: O c, v_c ui  I = o. 

Hemos probado asi que T+  pertenece a  

(n) 	gic  (L,M) es un ideal en £s  (L,M) . Sean T en 4 (L,M) 
y S en 	(L,M) tales que I S „C I TI. Demostraremos que $ per- 

tenece a 	(L,M) . Para esto, consideremos us4 O. Por (i), 

I 

 

TI pertenece a te  (L,M) lo que implica que ITiun O,  y de 

las desigualdades: O S+us 	IS 'un 	I T jun 
0-CS-us 	IS lus  < ITlus, 

se sigue que S+un—B- O y Su --= O. Es decir, S+ y S per-

tenecen a 4 (L,M) , luego S S+  - S-  es un elemento de ris  (L,M) . 

13s  (L,M) es una banda en ctis  (L ,M) . Sea I Ts} una red 

en is  (L,M) tal que O C.,Ts  T en s (L,M) . Demostraremos que Z 

T pertenece a 1s  (L,M) 	Sea entonces unto;  Siendo T O se 

tiene que 1Tusl en una sucesión decreciente y acotada infe-

riormente por cero en M, espacio de Riesz Dedekind completo. 

Entonces existe inf Tun } en M. Veamos que i.nf 1 Tus  I = O 

Nótese que para todo natural n q todo s { s} se tiene que 

Ts  (u1  - un) 	T (u1  - un)  pues OcP5, T para todo s, y ade- 

más u1 - un O para todo natural n. Luego: 

O 4 Tus  „C. Tu1  - Tsui  + 

Pero T pertenece a eta  (L,M) , de donde :se obtiene: 

C 	inf Tus} „CTu1. - Tsui  para todo se] sl. 
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Lo que implica: 

O < inf 1 Turl }C Tul  - sup Tsul: 5E. 1 	= O (por teorema 
111.5(d)) 

De esta forma probamos que T pertenece a  



v lul 

(b) tu(v) = O siempre que ulv. 

DEMOSTRACION: 

Sean u en 	y dp en Larl. 

T : L 	definida por Tv 

Claramente T está bien definida pues 0.>0 y vAnu 

implican IDO:Anu)41Cpv para todo natural n. Luego, 

Consideremos la aplicación 

= limt(vAnu). mmeo 
VI 

CAPITULO IV 

FUNCIONALES LINEALES SOBRE ESPACIOS DE RIESZ 

En el capítulo anterior vimos entre otras cosas que para 

toda funcional ten Ls , y para todo elemento u en L+: 

clp+u = sup tv: 

101 u 	sup 45 v : 

Lm+ y Nos interesa ahora caracterizar <10(11-1) y 4>(1111) con 4) en  

u en L. 

LEMA IV.1: Sea L un espacio de Riesz. Entonces para todo ele-

mento u en L+ y toda funcional positiva cl) en Ls, existe tu 
en Ls  tal que: 

(a) 	0 clu  ch y Cku  (u) 	u. 
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lim4)(v^nu) cpv . 
11~ 

Veamos que se cumplen las condiciones del lema 111.2. 

Sean v,w elementos de L+ y k una constante no negativa. 

(i) 	T (v + w) = lim (1)( (v + w)". nu] 

< limi)[(vnnu) + (w "nu)] 
.4•CO 

lim[ cID (v nu) + cp (wn nu) = Tv + Tw • 
n-hco 

Por otro lado, 

Tv + Tw = lim (v nu) + lim <ID (w nu) ft+e 
nl_..coimcip[(vn.nu) + (wAnu)l 

lim 	tv nu) + (wAmu)] 
na~m 

< nlimiroCk ( V -I- Vi) (n + m)u] = T(v + w) • 

(ji) T (kv) = lim 4D(kvAnu) = klim41(vn nk-1u) 
n+o, 	 4~0 

= klim Ch(vn mu) = kTv . m-lare 
Luego por el teorema 111.4, existe una funcional 

tal que 4O11/L+  = T. Además: 
cbu : L—b.R+  

(a) 0‘ <Pu(v) 	Tv...C. CPv para todo ven L+, y 

$'u (U) = Tu = 	cl)(un nu) = 	= tu (pues u nu = u) • 
11-040 

Por lo tanto, 04 4>u< (1) y (Pu(u) = (Pu 

(b) Sea y un elemento de L tal que v_L u. Entonces: 

(vi " u = O 
v 	u = O 

v-̂  u = O 

u = O 
ap 

n v"u=0 

Luego, uv = uv+  - uy' = Tv+  - Tv-  = Hm (v+Anu) 

hm (V—A mi) n. co 
lim 4:1 [n(n-1v+ u) - n(n lv 	u)] = lim4)(0) = O. - - 
n+e 
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TEOREMA IV.2: (Fórmulas de Namioka) 

Sea L un espacio de Riesz. Entonces para todo elemento 

u de L y toda funcional positiva CP de L se tienen las siguien-

tes identidades: 

(a) 4'(u4) = Tatx 	kpu: 	o c. 	11) 
(b) CID(1u1) = m¿mCi.  14)111: 1+1c. 

DEMOSTRACION: 

Sean u en L y CID en 1,41  tal que CP 2...0. 

(a) Para u+ en L+, consideremos la aplicación cPu+ defi- 
nida en el lema IV.2. Entonces: 

Cr)u+01) = 15u+(u+) - IPu+(u-) = CPu+, pues uti_ u-. 

As!, siendo 01 Su+ .1cID , se tiene •u+ (u) = CI>u+  como ele- 
mento de 	cpu: O< < } . Por otro lado, para toda funcio- 

nal de L tal que o< kpc , yuc Out, Por lo tanto, 

	

12u+  = máx I pu: o < c 	. 

	

(14 Para u+,u- en L+, consideremos 	 definidas 

en el lema IV.2. Sea 	= cpu+ - 	Entonces: 

	

4)ou  = I 4jo (u+  - u-) 1  = I 4)u-1u+ 	CPu+u- 	COu-u+  +  
= 140u+  + CPu-  1 = IcPJupJ = cp(Iui). 

Veamos que 1 To  11 . En efecto: sea y en L+; demostraremos 
que 	1 yo  v dc, v. Para este fin, escojamos w en L tal que 

IwIc v. Entonces: 

Pow  = tu+w °u-w  = l'u+w+ CI)u+ 	CI)u-w+ c/3u-w  

= 4)u+w+ Cpu-w- (1)u+w-   
Cl)w+  + COw-  - (C1Du+w-  +  

< town < 4w . 
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Luego, sup 1- 43o w: iwi‘ y ‘ dpv. Lo que implica 14)01=‘<tv-
Por lo tanto, siendo 14101.5.,  0 , se tiene que: 

1410121 = ciD(IuDE {1kPul: itpic4DI 
Por otro' lado, como para toda funcional T en I,' tal que 
se tiene IYuIC I Ti u ‘ ITI ( ¡u I ) 	d)( lui) , se concluye que 

00(1u1) =BISRIIIP)11:11111‘4:1 1 

DEFINICIÓN IV.3: (Funcional Lineal Orden Continua) 

La funcional  lineal orden acotada 4) en el espacio de Riesz 

L se llamará Orden Continua si inf 1 110(ut) 1 = 0 siempre que 
ut i O. 

El qconjunto de todas las funcionales orden acotadas y or-

den continuas sobre t lo denotaremos por L71. Claramente 

está contenido en L. Más atn, se puede probar que 14 es una 

banda en 1.". (Análogamente a la demostración del teorema 111.9) 

DEFINICION IV.4: (Ideal Nulo y Banda de Soporte) 

Para cada funcional 4) de L , definimos el conjunto: 
NI= 	fEL: 	11)01(1f1) = 0 1. 

Entonces: 

(11 N. es un ideal en L. 
un. Para el caso en que 114 es orden continua, se sigue 

fácilmente que N4., es una. banda en U. 

(iii) No=N1 , = N n olw 
El idea). )44> es llamado ideal Nulo de 0 . El complemento 

disjuntó c4,= "p1d  del ideal nuip de 4, es llamado la Ban- 
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da de Soporte de 	. Es decir, 

04, = 	L: fig, 	f N411. 

TEOREMA IV.5: Sea L un espacio de Riesz Dedekind completo y 

sean CP ,441 L. Entonces + .1- 4) 	si y solo si Ccp  n c = 01. 
DENOSTRACION: 

Sea uc.C,fl Cy y supongamos que CIDLY . Entonces, 

1+1A 11131u+ 	inf 	1+Iv + 	ItP1(u+  - y) : O < v u+  1= 0. 

Luego, para cualquier E > O existe E  tal que 0< v 4 u+, y ade- 
mas: 	+ 19)1(11+  - y )< E. . Asi, para todo natural n 
existe 104 vn<u+: 	1+1v 	1,11 (u+ - y ) < 1/2n  . 	(*) 

Como L es Dedekind completo, existe y = hm sup vn. Sea 

gn = sup vk  : k > n I. Entonces gn  v, de donde 1+Ign  1+1v. 

	

Por otro lado, sea GN  = sup vk: n < k 	Entonces 

GN  qn, de donde 1+IGN  t 14>ign. Luego: 

O< 141gn 	1.1% ,< hm  ICID 1 tvk  = lim ±IckIvk 

	

C. limf I/2k  =1/2n-1 	(por (*)) 

	

«MI 
	 , 

De donde, 	Ichigni 0; y por lo tanto, 	11)iv = 0. Lo que prue- 

ba que y pertenece a No. 

Ahora bien, O< y4u+  con u+.< lul y u elemento del ideal 

Con Cy; lo que implica que u+  pertenece a con cg„ y por lo 

tanto vl también. Luego siendo y elemento de N4) , se tiene que 

041im inf vn < hm sup vn = "v = O. Es decir, y—. - O, 

de donde: 	14/1(u+  - vn) --+>1411u+. Pero 114)1(u+  - yn 
por (*) luego 11 /4p1 u+  = O. Asi, se deduce que u+  pertenece a 

NO 9, y obtenemos u+  = O. 
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De la misma forma se demuestra que u-  = O; concluyendo 

entonces que u = O para todo elemento u de Ccpn C,4). Es de-

cir, ConCy = ¿Ol. 

Reciprocamente, supongamos que Con Cy = 01 y sea u ele-

mento de L+. Como L es Dedekind completo y 4),4) pertenecen 

a L, se tiene que Nn;  y N4)  son bandas. Más aún, Ncp y Ny son 

bandas de proyección. Luego: 	L = NqS Co 	(1) 
Y 

L = NS C. 	(2) 

Por (1) y teorema 1.24, existen u11u2 ?: 0 tales que: 

U =U1  + u2  con 111E. No y u2  e co. 
Veamos ahora que c4, está contenido en Ny . En efecto, 

sea f elemento de Co . Entonces, existen fi  en No y f 2  en Co 

tales que f = fl  + f2 . De la desigualdad, 

I f2 1 ‘ II  I +  I f1iA l f21 ' 
como f2  se obtiene que If2ICIfI  con f £9) que es ideal. 

Luego, f 2  Co; y asi, f2  = O. Por lo tanto, f = f1€ N. 

Análogamente se demuestra que C o está contenido en N. 

Tenemos entonces: O 4112  4 u con ul  6 No y u2  = (11 - u1) 

en N. ni, para todo elemento u en L+ se tiene: 

14)1^1:plu = inf 1141v + IPilu  - vf : 04 v Cu }C itqui  + 
+ itl(u - u1) = O. 

Sea ahora f un elemento de L. Considerando: 

11>IAIY1f = 141 A Nv1(f+  - f-) 	14D1A111)1f+  - 11,1A 141f-, 
se concluye que ICIDló !Pi = O; es decir, 

DEF/NICION /V.6: (Funcional Lineal Estrictamente Positiva) 
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Una funcional lineal (ID sobre el espacio de Riesz L se 

dirá que es Estrictamente Positiva si <Pu> O siempre que 

u> O. En otras palabras, d'ID es estrictamente positiva si y 

solo si N.=  10/. 

DERINICION IV.7: (Propiedad de Egoroff) 

El espacio de Riesz L se dice que tiene la Propiedad de 

Egoroff si para todo elemento u de L+ y toda doble sucesión 
n,k=1,2,..4 en L+ tal que u> un,k1 C1 ' existe una su- 

cesi6n nI tal que: 

(ii vn4 O en L 

(iif Para todo natural n, existe k(n) en N tal que: 

vn> un,k (n)  . 

TEOREMMV.8: Sea L Un espacio de Riesz Dedekind completo y 

sea dp una funcional lineal estrictamente positiva sobre L. 

Entonces L es super Dedekind completo. Si además cl> es

den continua, entonces L tiene la propiedad de Egoroff Y cip es 

orden continua. 

DEMOSTRACION: 

Primeramente, veamos' que,  L el Dedekind completo. Suponga- 
mos entonces que luti es una red en 	dirigida a la derecha y 

orden acotada. Consideramos la red {40(ut)} en R. Entonces, 

siendo 140(ut)1 dirigida,a la derecha y Urden acotada, existe 

11 = Sup 4101) (ut)1. Por definición de supremo, podemos escoger 

entonces una sucesión 14o(dt,)} contenida en 1lliqut)1 tal que: 
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olmut.) > r - un, 	ne N. 

con ut 

Sean ahora u > tl 
u , , u > u ,v t 	t2 	t2 1 

lutl, para todo natural n. 

ut  u,v ut
n-1 

Entonces lut I es una su- 

u
ti  

cesión creciente contenida en lut1 (que es orden acotada), Y 

En efecto, 

>(ut' ) > 	- 1/m > e - 	. 
as-completo y lut  sucesión cre-

ciente y orden acotada en L+, existe u en L tal que ut t U. 
Probaremos que ut t u, con lo cual concluimos la demostra- 

ción de ser L super Dedekind completo. Como 	u, basta u nt 
Supongamos que utiu; en- mostrar que ut4 u para todo t. 

tonces existe t* tal que ut*V u> u, de donde v = ut*V u - u>0. 
Como u tn.1.  u para todo n, 

ut* - ut> ut* - u 	 ut*v ut  - ut  > v > 0 n   
n 	n 

=el, Cli›(at*v ut  ) - 410(ut  ) >,:- 4>(v) > 0, 
n 	n 

para todo natural n. As!, por ser Al= sup 1 Isp(ut  )1 , existe 
n 

n* en N tal que 4>(ut  ) > II-  ( 011p(ut*V ut  ) - 4140(ut  )1. 

De donde, (IP(ut*V ut ) > D" . 
n* 

Siendo I ut l una red dirigida a la derecha, existe ut' tal 

que uti," > ut*v ut ' de donde: 4)(ut')> Y ' lo cual es una 
n* 

contradicción. Luego, ut4 u para todo t. 

Supongamos ahora ue IIID es una funcional lineal estricta-

mente positiva y Dhs -orden continua. Veamos primero que 41) es 

orden continua. Sea entonces kut} una red tal que ut1 0. 

Por ser L super Dedekind completo, existe 1-ut I contenida en 

1-ut l tal que (-ut )t O. Pero it) es 14P-orden continua, luego 

además 	I,(ut  ).1 t ?II  • 
V E ) 0, 3 m al. cHut 

Por ser L un espacio Dedekind 
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13(ut  )1 O, lo que implica que l'ut i 0. 

Para probar que L tiene la propiedad de Egoroff, sean u 

en L+  y lun,k1  una doble sucesión en L+ tal que u 1.intic i 0. 
Como un,k 1  o y 4> es C:-orden continua, se tiene 4,(un,k) 1 0. 

Luego, para todo natural n existe k(n) tal que 01,(un,k(n))‹  2-1? 

Sea 	vn  = suptumik(m) : mi>n 1 , entonces vn 4 y por 

ser L super Dedekind completo, existe v = hm sup un,k(n)* 
(Teorema 1.32). Luego vn v, de donde 1.5vn dpv. 

Sea 	VI(  = sup tum,k(m): nImSN1. Entonces VN t vn, 
y 4)VN t Ovn. Luego: 

u O :Cobvn  = hm 4> VN  hm 119 ( tinumik (ni)  ) 	lim 2::2--
„, 

  = 

Asi, 4017,1 o ...,4ov = o 	= o pues No. 101. Por lo 

tanto, vnl O con v > n 	u  n,k(n)  para todo n, lo que concluye 

la demostración. 

DEFINICION IV.9: 

El espacio Lfl  se dice que Separa los Puntos del espacio 

de Riesz L si para todo elemento f de L no nulo, existe una 

funcional CID de LZ tal que IlDf 0 O. 

TEOREMA IV.10: Sea L un espacio de Riesz Dedekind completo y 

supongamos que LN  separa los puntos de L. Entonces existe una 

colección de bandas IKs1 en L tal que L es la banda generada 

por (..)1K51 y Ks  n R. = 2 101 para todo s1 	s2. Más eón, cada 
1  

Ks es un espacio de Riesz super Dedekind completo con la pro- 

piedad de Egoroff y cada Ks  posee una funcional lineal estric- 
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tamente positiva y orden continua. 

DEMOSTRACION: 

Como LZ contiene al menos un elemento no nulo (pues 1.7, 

separa los puntos de L), 1271  tiene un sistema disjunto maximal; 

esto es, existe una colección {4,s} en L17 tal que cps 1 cb
s2 1 

para si  O s2 , y además si 4) es tal que 4,14>s  para todo s, 
se tiene que CID = O. 

Denotemos la banda de soporte de 4D5  por Ks. Es decir, 
Ks  = 

(1) Para todo s se tiene que 1440s1 es una funcional li-

neal estrictamente positiva sobre Ks. En efecto, sea u en Ks 
u> O. Es claro que 1415iu>0. Supongamos ICDslu = O, enton-

ces u pertenece a N . Pero N I  es banda de proyección, luego 4s   

L = N„. s. De aqui que u = O, lo que contradice que u> O. 91s  
Por lo tanto, 14>51 u> O. 

(2) Ks  es un espacio de Riesz Dedekind completo (pues Ks  

es banda de LLY kilos ' es una funcional lineal estrictamente 

positiva y orden continua sobre Ks. Aplicando el teorema n.8, 

se tiene que Ks  es un espacio de Riesz super Dedekind completo 

con la propiedad de Egoroff. 

(3) Como 10110 s es un sistema disjunto en LN, por teorema 
IV.5, {Ks} es una colección de conjuntos tales que K nK =10Y 

51 52 
para 51 # 52.  

(4) Veamos por tltimo que L = K donde K es la banda ge-

nerada por li/Ksi. Siendo K banda de proyección, L = K 1 Kd. 

Supongamos L O K, lo que implica Kd  O 101. Luego, existe fo 
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en Kd tal que fo # 0. Como LN  separa los puntos de L, existe 

una funcional 	en Ir tal que clDfo # O. Definamos 

tp: L 	R por 

9if  = t(PIffif)  
donde P es la proyección de orden de L en Kd. Claramente, Ku 
4) está bien definida y es lineal. Además, como Irn  es una 

banda en L'", O ‘15Kdf f 	OC I CIDIPKdf) 1 	14)1(PKdf) < 14'I 
e=9 jPPKd I cIti • 

Así, 	L'un. Observemos que: 

(1) 	O, pues existe fo 	O tal que 4J f0 = 4f0 	O. 

P± $, para todo s. En efecto: sean se.Isl y u 

en L+. Entonces: 

(I LH^ ricPsDu = inf{1(4)1v+ I cips i(u - y): 04v‘ul 

< ILPIIPKu) + ItP51 (PKdu) 

pues u eL = 1<S xd ene u = PKu + PKdu con O PKu u y 

PKdu = u - PKu. 

Probaremos que K C Nw  y Kdc N . Sea f en K tal que 

f 	O. rEntonces f no pertenece a Kd y por lo tanto tpf = O. 

Ahora, para todo g: g141f1, como K es ideal, g pertenece a K y 

y g = O. Es decir, IPIIfJ = O. Lo que implica que f pertene-

ce a Ny. 

Por otro lado, sea h no nulo de d. Como L = K e Kd = 

= N,_
t 
 e I(s y X está contenido en K, se tiene que h pertene-
s 

ce a 	. 

De esta forma, se concluye que ITI(PKu) + 411(PKdu) = O. 

De alli ¡que t-P-L 41:3s  para todo se. Ish y así, 	= o por ser 
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It151 un sistema disjunto maximal. Pero 'IP O O, luego no es 
posible L # K . 

Hemos probado así que existe una colección 1%1 de bandas 
en L tales que K n K =101 con si  O s2 , cada Una espacio de si  s2  
Riesz super Dedekind completo y con la propiedad de Egoroff y 

conteniendo una funcional lineal orden continua estrictamente 

positiva. Además, L es la banda generada por UlKsl. 

DEFINICION IV.11: (Espacio Dor:fa Dual de L) 

Sea L un espacio de Riesz normado. El espacio L* de to-

das las funcionales lineales norma acotadas sobre L es llama-

do el Espacio Norma Dual de L. El espacio L* es Banach con 

la norma p* : L*--“1 definida por: 

p* (.) = sup11411: p(f)‘ 

TEOREMA IV.12: Sea L un espacio de Riesz normado. Entonces 
L* es un reticulado de Banach Dedekind completo. 

DEMOSTRACION: 

(i) Veamos que p* es una norma de Riesz sobre L. En 

efecto, sean 9,01)EL* tales que 'LC 141 . Entonces para todo 
elemento. f de L se tiene: 

14(f)1 	IYI(Ifi) 	 = st113111Pg: Igi 4ifil = P* ( 01)P(f), 
de donde: 	supflpfl: p(f)‘ 11 	p*($). Así, p*(4))4113*(0)- 

(ii) Probemos ahora que L* está contenido en L. Sea en-

tonces 4  un elemento de L*'y sean ii,veL+  tales que v< u. 
(Utilizaremos el teorema 
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Notemos que 	opv‘10):71 = p(v)Ictdv/p-(v)]j c p(v)p*(131) 

pltUP*(4)). 

Luego el conjunto (dkv: 0‘vC.u1 es acotado superiormente, 

lo que implica que clp as orden acotada. 

(iii) Por tltimo demostraremos que L* es un ideal en C. 

Sean 4c  L, 	 17p  tales que IpI  4 1 . De la desigualdad: 

N-Pfl c 1*(,)P(f) 
para todo elemento f de Lp, se tiene que p*(Y) es acotada. 

Asi, siendo L* ideal en un espacio de Riesz Dedekind com-

pleto, se sigue que L* es un espacio de Riesz Dedekind comple-

to y máa atn, L* es un reticulado de Banach con la norma de 

Riesz p*1. Lo que concluye la demostración. 

DEFINICION IV.13: (Espacio Norma Bidual de L) 

Sea L un espacio de Riesz normado. El espacio L** de 

todas las funcionales lineales norma acotadas sobre L* es lla-

mado el Espacio Norma Bidual de L. 

Como resultado directo del teorema IV.12, se sigue que 

L** es un reticulado de Banach Dedekind completo. 

Observación: Sea f un elemento de L y definamos la fun-

cional I" : L*—É por f"(410) = O(f). Considerando la 

aplicaciÓn que a cada f le asocia f , se tiene que L está 

contenido algebraica e isométricamente en L**. 



CAPITULO V 

INDICES PARA RETICULADOS DE BANACH 

En el capitulo II, probamos que dado un reticulado de Ba-

nach L con norma orden continua 'y una sucesión lun1 orden 

acotada y disjunta enL+ se tiene que Ipun es convergente a P' 
cero en R. Considerando lo anterior, veamos las siguientes 

definiciones para reticulados de Banach. 

DEFINICION V.1: (Propiedad de la t q-descomposición) 

El reticulado de Banach L se dice que tiene la Propie-

dad de la 1 -descomposición (1<q ve) si para toda sucesión 
lunl orden acotada y disjunta de Lp  se tiene que Ipunl es un 
elemento de ¿q• (Recordemos que t se define como sigue: 

= 	Xn) a : pptne:1<col , I< q <co 

1,1= (x)R: (xn) es acotada / ) 

Observación: Todo reticulado de Banach tiene la propie-

dad de la 460-descomposición. (Ver teorema 11.11) 

TEOREMA V.2: Sea L un.reticuladó ce nanach con la propiedad 
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de la 1 -descomposición. Si rIbq entonces L también posee 

la propiedad de la r-descomposición. 

DEMOSTRACION: 

Siendo r>q se tiene que 1 .c tr, luego si 1un1 es una 
sucesión disjunta y orden acotada en Lp, Ipunt 	tr. Y por 

lo tanto, L tiene la propiedad de la /r-descomposición. 

TEOREMA V.3: 	Sea L un reticulado de Banach con la propie- 

dad de la / -descomposición para algún q<c0. Entonces la 

norma p es orden continua. 

DEMOSTRACION: 

Sea q<co tal que LP  tiene la propiedad de la I -descom-
posición. Entonces ipunf pertenece a t para toda sucesión 
iunl orden acotada y disjunta en 1..÷. Probaremos que pu n--m 0. n-no 
En efecto, como flpunlq<c0 se tiene que limipu lq = O, n_no  n 

DEFINICION V.4: (Propiedad de la 1g-composición) 
El reticulado de Banach LP  se dice que tiene la Propie- 

dad de la 	-composición (1q), si se tiene que 

suptp(Z-r-anun): m=1,2,...1 <00 , 

siempre que 1%1 es una sucesión en 1. -I-  y lunl es una sucesión 

disjunta en Lp  con pusl para todo n., 

Observación: Todo reticulado de Banach tiene la propie- 

nn 
de donde hm pu = O. n 

Por lo tanto, (un} converge a cero en norma que equivale 
a decir que la norma p es orden continua. 
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n dad de la 11-composición. En efecto, sean lanle J..+  Y 1%1 1  

una sucesión disjunta en L+ tal que pla<l para todo n. As!, P 	n"- m de la desigualdad: 	p(5T:a u )4<, 5T:a pu < 5::a , se obtie- n" n n 	n" n n -- 	n 
ne que suplp(tan  un '.- < )} 	supltan  1 <ad . ,., 	 „.,  

TEOREMA V.5: 	Sea LP  un reticulado de Banach con la propie- 

dad de la 1 -composición. Si r‘q entonces L también tiene q 	 P 
la propiedad de la Ir-composición. 

DEMOSTRACION: 

Siendo r‘q se tiene que tr  tri, luego para toda suce- 
sión de números tan} en 	y toda sucesión disjunta lurl en 
L; 	r  con pu Cl,n 1, se tiene que suplp(51a u )1 <00 por tener Inas 	n n 
L la propiedad de la I -composición. As!, L tiene la pro-

piedad de la Ir-composición. 

TEOREMA V.6: Sea L un reticulado de Banach y sean 1( q,r400 

tales que 1/q + 1/r = 1 (admitiendo 1/00= O). Entonces las 

siguientes condiciones son equivalentes: 
(a) L tiene la propiedad de la / -descomposici6n. 
(b) L* tiene la propiedad de la /r-compos1ci6n. 

(Donde L* es el espacio norma dual de L .) 

DEMOSTRACION: 

Caso 1: q =00. Entonces r 1,.y como todo reticulado 

de Banach tiene, la propiedad de la 11.rdescomposición y la 
propiedad de la 11-composición, se tiene que L y L* tienen 

ambas prdpiedades. 
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Caso 2: q<40). 

(a) 	(b) Escojamos qcop arbitrario, y supongamos que 
L tiene la propiedad de la / -descomposición. Entonces la 

norma p es orden continua y por el teorema 11.10 L es super-

Dedekind, completo. 

Seailan14 	y sea 1. (Pml sucesión de elementos positivos 

y disjuntos de L* con p*(4)m)(.1 para todo n. Entonces 4)n 
es una funcional orden continua para todo n. En efecto: sea 

m fijo y 4) = 4) m. Además, tomemos ut40 en Lp  y 6).0. Como 

p es orden continua, put40 y luego existe t' tal que Put f< E • 
Observemos que Siendo p*(4))(1 se tiene que: 

IP*  ( ) 	esup I olv 	pv 11 — sup{Icpw I : pw 	} ca . As i, 
existe t tal que 04out,e{14pwl: pw41:6} . De donde existe t' 
tal que 01)ut,....56 . Porto tanto infl4putl = 0. 

Con L Dedekind completo y 10n sucesión disjunta de 

funcionales orden continuas de L*, podemos aplicar el teorema 

IV.5 que afirma que la sucesión de las bandas de soporte ICA, 
asociadas a la sucesión 14?ml es tal que Cfl  CA, - {0} para 

Ivn vm 
n Ø m. Y en estas condiciones se tiene además que C ÇN 

cr'n 
para n T. 

Sea 0..<,u EL = C, 6 N 	y sea u la componente de u en 
P 45n cPn 

C s  para todo n. Claramente 1un1 es una sucesión de elemen-

tos positivos de L (por teorema 1.24) y además orden acotada 

por u. »amos que IumI ea disjunta: sean n nt: como C s  9Pn  
está contenido en bi s  se tiene que unEN,i, y por lo tanto, 

(Recordar que C s  = (El s. )d). 4-Pm 	01% un.J_ um. 
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Asi, {un} es una sucesión orden acotada y disjunta en L+. 

Como por. hipótesis L tiene la propiedad de la t -descomposi-

ci6n, punI es un elemento de isq. 

Observemos ahora lo siguiente: 

O s p* (an  4n) = anp* n) an  —o tb,  p* I an  tipn) q 	cf'D   anq  < c0 

tp*(an4n)}6 
Siendo tpunl 	Ip*(an4n)} 1r  con 1/q + 1/r 

1 < q <co , se tiene que punp* ( an n  ) e ti; lo que implica 
que 72-pu,,p* (an4n) = Ir< 	. 

nal " 
rn 

Para cada rn., 1 tenemos ( a4 )u = =annu 
rus' 

= 7"—a
nn

un nsl 
(por ser run  la componente de la banda de soporte de 

Por rotro lado, para todo natural n: 4n  (un  /pun  )< p*(41n) 
Luego se obtiene: 

(.;antn)11 < Zp* (an n)pun  
nal  + 

Y esto para un elemento u de L arbitrario. 

Podemos entonces concluir que para todo f eL existe 

rf  R tal que para todo m >1 se tiene: 

I (ta antn)f  I 5 Ilf" nue 

Aplicando el teorema de Banach-Steinhaus del acotamiento uni-

forme, se tiene que existe Irot IR tal que para todo 01 y pa-

ra todo É S. L : I( tian4n)f I 	to. Luego, existe IsnoS. R tal 

que para .todo m) 1: p*(ani,n) ( 110  • 
Por lo tanto, sup(p* ( 	an  4n)) 	< t:0 . Asi, L* tiene 

n•a 

la propiedad de la 1-c0mp0sició1, 
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(b)===. (a) Dupongamos que L* tiene la propiedad de la 

1r-c0mp0sición para algún r> 1. Sea lunluna sucesión orden 

acotada de elementos positivos y disjuntos en L y sea ueL 

tal que para todo natural n, O un‘ u. Demostraremos que 

Ipun1 pertenece a 
1+ Sea jan1E.ir  y escojamos una sucesiónen L*+ tal que 14)111 

p*(119 n) 1;1 para todo n, y tal que tipn(un)), pun  - 1/2nan  tam-

bién para cada n. 

Recordemos que cada elemento de L se identifica con un 

,elemento4de L**. Luego, {u\ es una sucesión disjunta de ele-

mentos de L** y además cada un resulta ser una funcional orden 

continua ¡sobre L. Como L* es Dedekind completo, por teorema 

IV.5 se tiene que las bandas de soporte icu 1 en L* son tales 

que C C1C 	= 101 para m n. 

	

n 	p 

n m 
Para cada n, sea 4)n  la componente de cipn  en Cu  . Enton-

ces lyn} es una sucesión de elementos positivos y disjuntos 

de L1 y tal que p*(4)n) ( p*(illn) < 1, para todo n. Y además: 

lin(un) 	lln(un)) pun  - 1/2nan  
para todo natural n. 

Veamos ahora las siguientes desigualdades: 

an  yn  (11 n) > " a pu - 1/2n para todo n, -nn 
de donde Se obtiene para qadasm).1: 

tan  pun  Ilan.yn(un) + itl/t 
ALI 	 nal nl. 

an n.(un.) + 1 
I; 

tan  4)n  (U) + 1 

P (L1)1311 ta 	) 
nal n n 
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Perp recordemos que L* tiene la propiedad de la 1r-cora-

posición y siendo tan  1.1-  y I4pn1 sucesión disjunta en L*+ 
 r 

con p*(1.11 n) C. 1 para todo n, se tiene: 

sup p*(t;any n) = 111  < 00 
00 

Luego, 	21:a pu 4 1 + Vpu < 00 , n n 
obteniendo asi que lanpunl pertenece a 11, donde lanICtr  
con l/r + 1/q = 1 y r>1; lo que implica que Ipunleia, con-

cluyendo la demostración. 

LEMA V.7t Sea L un reticulado de Banach con la propiedad de 

la I -composición, 1S;q400. Entonces existe una constante 

positiva M tal que para cualquier sucesión finita y disjunta 

lui: i=1 ..... n1 en 1. se tiene 

Mt t(pu.)ql liq  si q # 
P( 	Ui) <  

M máxipui: i=1 ..... n 1 si q = cC) 

DEMOSTRACION: 

Escojamos q arbitrario (“q (eo), y sea L un reticulado 

de Banach con la propiedad de la lq comPosición. 

Caso 1: q #c0. Definamos: 

M = fp(nu.): neN, fui: i=1 	n1 es una 1.1  1 
sucesión disjunta en L+ con [t(pui) cil.<_ 11 

Probaremos que Mg  está acatado Superiormente y que M = sup Mg  

resuelve 'el problema. 

En primer lugar, consideremos la aplicación 

s : 	L+ 	R Ú 101 P 
definida por: 
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sg.(v) = supfp(tui): ne N, I ui: i=1 ,...,n1 es una sucesión 
disillntaenl+ eenf t(pn.) gil/g‘ij 

(recordando que Iv  es el ideal principal generado por v en Lp). 

Se sigue entonces, por propiedad de ideales y teorema 

1.7, lafliguientes-afirmaciones: 

(i) 0 s (v)5 s (w) siempre que OS v.‘.w. 

(ji) s (v + w) c s (v) + s (w) para todo v,w en L. P.  
Supongamos ahora que Mg  no está acotado superiormente. 

Entonces para cualquier natural n) 1, existe una sucesión fi- 

nita y disjunta tul: 	en L; tal que: 
f tn) (111/9 c  1 	( f:nn)> n.  (pul 	 Ial i 

Seann un  tn 7 	vn = tni2n+1ptn para cada n> 1. Enton- 
ces la suCesión 1.11n1 en L+ es tal que para todo n: 

(a) ui pertenece a I , i=1 	m; Y P( aton4) > n, de vn 	 ni 
donde se obtiene que sq(vn) > n. 

1/211+1 ‹ (b) pvn  = 

Considerando la sucesión ISn1 de las sumas parciales 

Sn  = 	vi, como p(Sn.  - 5n-1) = pvn  < 1/2n  , se tiene que t5n1 

es una sucesión norma Cauchy en el reticulado de Banach Lp; 
luego ISn1 tiene norma limite. Sea ve  tal norma limite. 

Entonces vo = sup Sn por teorema 11.6. Veamos que 5q (v0)3=00. 

En efecto siendo v v para todo n, si suponemos que o n 
sq  (v0  ) =k Occ , se iendria k = sq  (vo r  ) 	sq(vn) > n para to- 

do natural; n, lo cual es absurdo. Asi, de sq(vo) = 	se se ob- 

tiene una Sucesión disjunta 	i=1, 	r(1)1 en 1 tal que ve  
(PW )C11 liq  < 1/2  y p( f w.) > 2. 

Lal 
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Sea,  (.5> O suficientemente pequeño tal que: 

g (pwi.) ci  + (Spv0) (11 lig < 1/2 

13(1(wi - 81,0) +1 > 2 

Considerando la desigualdad: 

g(wi 	lavo)+  + (J'yo  - w0) +  ) 35Svo, donde wo=suplwi:1 i r(1)}, 
se tiene que: 

no 	 rol 
S 	(47. 1/2 61,  )t + S (Sil —47 ) 1- 	S [ 	NT. —1/2 81,o) 1-  + (SIT 	) q 	o 	q oo 	 o o 

e co 

De donde; sg1  (w. - 35gv0) -/-  = 00 para algún ici 1 	r(1)} , o 

sq(Svo - wo) -/-  = 00 . 

Es decir y scl1  (w. ) = 00 para algún 	.,r (1) , o bien 
s (Sv -  cl 0 

Si se tiene que sq  (w.) = 00 para algún 	,r (1)} , sin pér- 

dida de generalidad podemos suponer i=r (1). Luego, se obtiene 
+ il i=r(1)+1 ..... r (2)1 en 1w 	tal 

22 	y p ( fi w.)> 2. Por otro lado, si emo 1 
todo i=1 ..... r (1) , entonces sq(Svo -.-  

redefinimos la sucesión i wi:i=1 	r(1)} de 

la siguiente manera: 	j= ( . - 8v). 4.  para i=1, 	r(l)-1 

= (Evo 
; Claramente, { 	, r (1)1 es una sucesión disjunta en iv

o 
y utilizando las condiciones (*) y (**) , se obtiene: 

rol £(2. y 	P ( 	) 7 1.  Lai (P1771 	 ,=1 1 

(Esta última desigualdad se obtiene de lo siguiente: 

( * ) 

* * ) 

una sucesión disjunta w 

que 	E (pwl)q11/q  < 1/ - 
r(1) 

s cl1  (w.) < co para 

y en este caso, 

p(wr(l) - evaí > 1.) 

que s q"(1)  ) = a,„ lo que r 

p 4 ) > P (E:Hw ) > 
Además, w±:1=1, 	(1)I. es tal 
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permite continuar el proceso anterior. 

Hemos construido entonces una sucesión 1 
	

} en 
L+ tal que para n=0,1,.., se tiene: 

(i)wr(n)+1,wr(n)+2 	wr(n+1) son elementos disjuntos 

del cono positivo del ideal principal generado por wr(n) . 
(ji) 

(iii)  

(iv)  

(Nota: 

5q
(w

r(n+1)
) =00 

n+1. 

r(0) 

1/2n+1.  

= 	0). 

ly is  nrimM 

p(ilrw.) > urca». 1  
se entenderá 

Definamos ahora la sucesión lui:i=1,2,...1 en L+ de la 
siguiente manera.: 	. ui wi 

ur(n) = 

Entonces: 

para i#r(n), 

O para n=1,2„.. 

(a) luil es gna sucesión disjunta. En efecto, basta ob- 

(b) Inil 

observemos que 

inmediatamente 

elementos disjuntos de 	wr(n+1) 
tiene que wr(n-1)+1r(n)+j = O 

(n-luoiu+i.)4cir]rl,cr(n E  

)+l: efecto; 

flnecti:r 1   

2. 
para n fijo, se obtiene de la condición (iii) 

anterior, 

servar que siendo wr(n)+1 

w 	para n=0,1,... , se 
r(n) 

para n=1,2,... , r(n-1)+14 

es tal cine 

(n+1). 

.±a (pu•) c1)1/cl-c: 1/2 + 1/22  +  
Vil 2. 

Luego, citando n--+co, resulta: 

Ctl(puini/c1  < 	112n  < 1. 
1•51 	 45( 

Por ultimo, consideremos la sucesión luiipui:i=1,2,...1 

en L. Como pui< 1 para 1=1,24 .„ , se tiene que 

uiipui 	ujipui  = ((pui)(pui)) (uipuinuipuil < 
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< ((pu.)(Pu.)) -1(u.i.u.) = O para todo i # j; j 
y además, p(ui/pui) = 1 para todo i=1,2 	 

Resumiendo los dos últimos resultados, 1pui:i=1,2,...1 

es una sucesión en tg+  y lui/pui:i=1,2,...1 es una sucesión 

disjunta en Lp  con p(ui/pui) = 1 para todo i. Por ser L 

un reticulado de Banach con la propiedad de la 	- compo- 

sición, existe una constante K tal que 

p(:±:cui.) c K Caz, 

para todo natural m. Luego, para todo n se tiene: 
gas 

...111•1•1 P(t 
no 

K 	N)  = P( Wi))  PI wi) 	P(wr(n+1) 1> n; obtenien- 

do una contradicción. Por lo tanto, M está acotado superior-

mente. 

Sea M = su p Mg, y consideremos una sucesión  

en L disjunta arbitraria. Pongamos S = ME:(pu.)glitcl  
1/ 

En- 

tonces 	[p(/S)]] q  = 1, con lui/S:1=1 ..... n1 suce- 

sión disjunta en L. Por definición de Mg, se tiene que 

P(:t(-ti/S)) 	M, es decir, p(tui) 	MS = M(21:(pu.)q] l/q, 
3. 

lo cual concluye la demostración en el caso q #oz> . 

Caso 2: q r•CO . Se definen ahora: 

M = fp(tu.): na N, 	 es upa sucesión disjunta ‹.7.1 
en + con máxIpu :i=1 	n1 C 11 , y 

5q(V) = suplpd u.): ne U, lui:i=l . 	n1 es una sucesión • 
disjunta en 	Con máxIpui:i=1 ..... 	C. 11. 

En forma análoga al caso anterior, se concluye que exis-

te una constante M tal que M = sup Mg  y que: 



pf tu) M máxIoul:i=1 	 

para toda sucesión finita y disjunta 1 Ui  f 1=1 	n1 en L. 

LEMA V.84 Sea Lp  un reticulado de Banach y sea  
una sucesión disjunta en L. Entonces existe una sucesión 

disjunta ui: i=1 	n1 en Lp  tal que pul para todo i, 
y 	p* 	c 1 + tcPiui  . 

DEMOSTRACION: 

Para todo i 	..... n1 se tiene que 

o* 1Di  = supli<Dif : pf C 11. 

Asi, para todo &> O existe fe  en L tal que pfe  C 1 y 

P*CDi Ej<lcIW. Luego para 6= 21+1),  existe vi  en L+ 

tal que pviC 1 Y 

p*cDi  - 2-(1+l)  < 	. 	 (1) 
Como {ctoi: i=1 ..... n } es una sucesión disjunta, para cualquier 

j 0i se tiene 	(t• ".4.)v. 	O. 	Es decir, 
inf 111Piv + 	4 1(v 	- y): OC vl vi 	= O 	Vi 0 i.  

Lo que implica que para cualquier 	j 0 i, existe 	0(mi  c vi  
en L 	tal que 

3w. 	 _ wi)  < 11-22- (n+2) .  < 2-(i+2) (2)  
De donde,, para cualquier 	j # i4 

(3)  
Definamos ahora los vectores: 

smow.: Joily+ J=1 ..... n. 3 
Entonces la sucesión lui! 	 en,L+ verifica las siguien- 

tes propiedades: 
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n1 
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(i) 	u. 1.1.1 	para todo j # i. En efecto; sea j # i. 

Entonces: 	i#j} wi  
suplwi: 5.0j > wi  

 	(wi - 	i#ji)+ • (w -i 
(wi  - 	(.0j1) + (1' - )3  

t.* u. 	(w. - w.) 
u. C (w. - w.)+ = (w. - w.) 

w+0 C. u1..nuj 	(w i- wj) " (w. - .) - = O. 3 

 

(ji) pui  c 1 para todo i=1 	n. En efecto; sea i un 
elemento " de 	, 	ni. Entonces para todo 5 # i se tiene: 

w j  -~=4,  j#i 1 wi  vi  
u. 4. v. 3. 
pui  < pyi  ..c 1. 

(iii) 	p* chi 	1 + t-  Ch. Ir.. En efecto; para 
tas 	 ,, 
= (wi  - sup 	#3.1)+  
= (w. 	suptwi  :jOil)V O = wi  + 

wi 
> wi  - 	:j#i > wi  - 

Y aplicando la funcional chi,. se obtiene: 

4)iwi 4kwi Ycliwj 
> ( 	1v - 2- (1+2)) - 	 Jf1 n—I2—(11+2) 

> cpivi 	(1.+2) 	27 (11+2) 

p* chi  - 	(1+1.1 	2-  (i+2) _ 2-(n+2) 

• P*44)i 
Por lo tanto, 	STIi> - t.:re  (Pi  

> trcPi - 1. 
Lll 

(por 2 y 3) 

(por 1) 

(-supiwi:jOil )V (-wi) 
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Hemos obtenido entonces una sucesión lui: i=1,...,n1 

disjuntaenL4- talquepu.<1para todo i, y que verifica 1-- 
la desigualdad: +P*4)•<1 	 Lo que concluye la 

demostración. 

TEOREMA V.9: Sea L un reticulado de Banach y sean 1 c,q,r‘a) 

tales que 1/q + l/r = 1. Entonces las siguientes condiciones 

son equivalentes: 

(a) L tiene la propiedad de la 1-composición. 
(b) L* tiene la propiedad de la 1X-de500mposi0i61. 

DEMOSTRACION: 

Caso 1: q = 1. Entonces r =CO, y como todo reticulado 

de Banach tiene la propiedad de la -11-composición y la pro-

piedad de la .L-descomposición, se tiene que L y L* tienen 

ambas propiedades. 

Caso 2: q> 1. 

(a) —4(b) Escojamos q> 1 arbitrario, y supongamos que 

Lp  tiene la propiedad de la lig-composición. Sea SChi : 	11 

una sucesión disjunta y orden acotada en L*+. Probaremos que 

eennelementOdelor,dernostrandoweLielDi es alp 

un elemento de 	para toda sucesión lail en 

Sea entonces hl" una sucesión en .14 y sea 

gl;aic1)1/14  si q 000 
K = 

si q =c0. 

Fijemos el natural n, y consideremos la sucesión disjunta 

i=1 ..... n1 en L*+. Por el lema V.8, existe una suce- 



cp( 	a.u.) 
t., 1 

(p*40)p(ta.u.) 
tc, 

(p*dp)m(± (p(a.u.) 

(p*O)M máx1p(aiui) 

Regresando a la desigualdad (*), 

ta•p*clp• < 1 

sión disjunta 1Uit i=1 	ni en L, tal que pui‘ 1 

i=1 	Y 	a4 P* 	< 1 + 	 (a. cP.)u. uz, 1 1 1 
< 1 + ).. 	cip (ai  )ui  
= 1 + cip (t.  a .u. ) ,., a 

donde cfri < 	para todo i=1,...,n. 
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para todo 

(*) 

Por otro lado, siendo L un reticulado de Banach con la 

propiedad de la JqPomr,osicíón,  aplicando el lema V.7, existe 

una constante M tal que para cualquier sucesión finita y dis- 
+ junta en  L, en particular para taiui: i=1 ..... 111, se tiene: 

ni  1 1 1ap

si q Ocio 

M máx1p(a1ui): i=1, 	n/ si q =  

Mdl(p(a.u.)]cilliq 
t.z, 	1 1 

< 1 + 

Luego, 	t°1 aiPle¿Pi <c°  • 

1q11/q 
si q#c0 

:1=1 	n} 
si q=co 

(p*O)MR. 

	

(b) 	>(a) Sea ahora r <cO , y supongamos que L* tiene 

la propiedad de la Ir-descomposición. Sean lail una sucesión 

en 	y 	una sucesión disjunta en L con pu  1 para todo 

i=1,2,...1  Como cada elemento de LP  se identifica con una fun-

cional lineal orden continua de L*,  consideremos la sucesión 
N disjuntal liad ahora en (L*) . Siendo L* Dedekind completo, p n 	 e 

del teorema IV.5 podemos concluir que la sucesión de las ban-

das de soporte 1Cil acociada a la sucesión luiles tal que 
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Ci 	101 para i # j. Sea 4) un elemento de L*+  y denote- 

mos por chi  la componente de 4) en la banda de soporte de ui. 

Entonces lchi: i=12,...1 es una sucesión disjunta y orden 

acotada de L*+. Como por hipótesis, L* tiene la propiedad de 

la Ir-descomposición, p*Ipil pertenece a 

Por otro lado, como ja pertenece a 1+  y pul para 

todo i, se tiene que ír(aiui)1 también pertenece a r. Luego, 

I(P*Chi)p(aiu1)1 es un elemento de J. Sea entonces: 1 
ct (p*CID i) p (a jui) = R < CO 
&ti 

Para un natural m arbitrario tenemos, 
411. 	 a. 

= 2t.1 11 < 	 R ts, 
el resultado anterior, se ha obtenido para un ele-

mento di)jde L*+ 

funcional y de L*, existe una constante positiva R Y  tal que 

141(11;aiui)1 	R y . 

Aplicando el teorema de Banach-Steinhaus, existe una constante 

R tal que 

< R 

para todo natural m; lo que prueba que L tiene la propiedad 

de la 1J-composición. 

DEFINICION V.10: (Indicé Superior e Indice Inferior de un Re-

ticuladoqde Banach)- El Indice Superior 69 del Reticulado de 

Banach ' L°P  es definido por: 

= infíq: Lp  tiene la propiedad de la 11i-descomposición'. 

El Indice Inferior Sp  del Reticulado de Banach Lp, es de- 

0(Ijaiui) 
o 

Notemos que 

arbitrario. Se sigue entondes que para cada 
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finido por: 

S = suplq: L tiene la propiedad de la JJ -composición1. 

TEOREMA V.11: Sea L un reticulado de Banach. Entonces: P 
(a) 	Si dim(L ) < 00 , se tiene V" = 1 y S =00. P P 	P 
(b) Si dim(L ) =c0, se tiene 145 4 G-1  4 00. P P P 

DEMOSTRACION: 

(a) Si dim(L )<c0 , entonces L tiene las propiedades 

de la -t-descomposición y de la 1-composición para todo 

1.6 q ‘c0. (Basta observar que dada una sucesión disjunta en 
Lp, ésta tiene un número finito de términos no nulos.) En es-

tas condiciones, IV = 1 y S =00. 
(b) Supongamos ahora que dim(Lp) =c0 y que &ID < S. 

Entonces existen números reales q,r tales que, 

1 %cqcrCSa3. 

De los teoremas V.2 y V.5, se sigue que L tiene las propie-

dades de la St -descomposición y de la r-composición. 
Sea s = q/(4-1); entonces 1/q + 1/s = 1, y existen su- 

cesiones txn y lyni en 	y 1+  • respectivamente, tales que 
/;;
co  

Icnyn  = 0100 . (Obsérvese que 	1,r). 

Siendo dim(L*) = dim(L ) =00, se puede escoger una suce- 
sión 	loianl en 1,111+  con p*CPn  = 1 para todo n. (Ver 

(61, teorema 26.10). 

Como L tiene la propiedad de la 1 -descomposión, apli-

cando el teorema V.6, se tiene que L* tiene la propiedad de 

la jjs-composición. Mi, para cada natural m se tiene que 
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rn 

P*( ;;Yncn) 
donde K1 = suplp*(Lynoio n): m=1,2,...1. 

Puesto que para cada n, 	= 1, podemos escoger una 

sucesión lunl en Lp tal que pun¢ 1 y 	nun> S para todo n. 

Por los teoremas V.3 y 11.10, L es un reticulado de Ba- P 
nach Dedekind completo. Además, cada diPri  es orden continua 

por serlo p (ver demostración del teorema V.6); y aplicando 

el teorema IV.S, existe una sucesión ICnI en L de bandas de 

soporte asociada a 	tal que Cnn Cm  = 101 para nOm. Deno- 

temos por vn  la componente de un  en Cn. Asimismo como vimos 

en la demostración del teorema IV.S, se tiene que Ivnl es una 

sucesión disjunta en L. Además, ívnl es tal que 010nvn > 

y pvn‘ 1 para todo n. 

Como L tiene la propiedad de la Ir-composición, existe 

una constante 1<2 tal que para cada natural m se tiene: 

p(txn  vn  ) K2. nsi   

Considerando la desigualdad: 

cpv ¢ (p*c1,) (pv), 

para toda funcional cl> de P  y todo elemento v de L+, se tie-

ne que para todo natural ra: 
+ 

St:xnyn  < 	xnynci,n  (vn) =,2;;;Ym clon(xnvn) 
( P*It7Yn  /lbn :1 )1“vn) 1In - 
4 151112' 

Luego, 	 Z.kr;Ifn  < 2141(2 , 

lo que no es posible. Concluyendo entonces que 

1 
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Observación: La propiedad anterior dei los indices S , 
P P 

es la que da los nombres de indice inferior e indice superior 
respectivamente. 

TEOREMA V.12: Sea L un reticulado de Banach, y denotemos su 

norma dual por Lp*; es decir, L = L. Entonces: p* 	P 
(i) 1/S + 	1 P*  

(ii) 1/(1.,  +1/S 	1. P*  
DEMOSTRACION: 

(i) Caso 1: S = 1. Trivial. 

Caso 2: Sp  > 1. Sea lxni una sucesión creciente de 

números reales tal que 14.xn}Sp. De esta forma, L tiene la 
propiedad de la 	-composición para todo n. Consideremos xn  
la sucesión lynl en al+  tal que l/xn  + l/yn  = 1 para todo n. 

Entonces, L * tiene la propiedad de la 1 -descomposición pa-

ra todo n. Probemos que yn 4015)*  . Para tal fin, supongamos 
que inflyn: n=15 2,...1 >Olp*. Entonces existen números rea-
les rr2 tales que yn> r1 > r2  > O-1 *  para todo n; de p 
donde, Lp*  tiene la propiedad de la r -descomposición para 
i=1,2.seas.=r./(r.-1) para i=1,2. Así, L tiene la 

propiedad de la le -composición para 1=1,2; y además, se s. 
obtiene 52> 1>xn  para todo n. Esto implica que 52> Sp, 

lo cual es una contradicción. Luego, ynIS*  ; y aplicando 
limite a la igualdad l/xn  + l/yn  = 1, se concluye que 

1/Sp  -+ 1/C *  M 	= 1. P 
(ii) Se demuestra en forma análoga. 
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Para concluir, analicemos ahora algunos ejemplos: 

EJEMPLO V.13: (Los Espacios L -abstractoé) 

Un reticulado de Banach L de dimensión infinita es un 

espacio L -abstracto, I< q <co , si 

[p(u + vng = (pu)g + (pv) cl 

para cualesquiera elementos disjuntos u,v en L. 

Se sigue de esta definición que para toda sucesión finita 

y disjunta lui: i=1, 	111 en el cono positivo de un espacio 

L -abstracto, se tiene 

[P(74uing  = g;(Pui)g- 
Los espacios L -abstractos tienen la propiedad de la 	- 

descomposición y de la 	-composición. En efecto, sea L un 

espacio L -abstracto y consideremos una sucesión disjunta y 

orden acotada tunI en L+ Sea ueL tal que un< u para todo 

natural n. Entonces para m fijo tenemos 

II:(PUn)q  = [1:1(Un)]q  
net 	a 

De donde se obtiene que tpunle -kr  

Por otro lado, consideremos 	una sucesión disjunta en 
+ L tal que pun< 1 para todo n, y kanl una sucesión en I+. P 

	

	 4 co 
Sea K = 7:-  ag. Fijando m se tiene 

n' n 
[p ( t anun  )1 g =it [p (anu) ) g_c ta  ,( K. 

nn 	 An 
Luego, suplp( 	anun): 

Hemos probado de esta manera que Lp  tiene las propiedades 

de la 1-descomposición y de la t -composición. Luego, 

cyp<q <Sp. Pero Sp  45; por lo tanto C11, = Sp  = q. 

(Pu) g. 
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Observación: Un espacio L -abstracto no puede ser un 

Lr-abstracto para q 5&  r. 

EJEMPLO V.14: Sea (X,A.,p) un espacio de medida O-. -f inita don-

de el proceso de extensión de Carathéodory ha sido aplicado a 

JI. 	Denotaremos por Jt • (x4,0 para 1 q <cc. el conjunto de las 

funciones p-medibles f sobre X a valor real ja-casi en todas 

partes (donde las funciones que son iguales JI-casi en todas 

partes han side, identificadas) , tales que I f lq es una función 

Lebesgue integrable. 

Si definimos la función 

(X,».) --> R 
por 	 IIflIq  = (S I f I cldp.) 

se tiene que I II es una norma de Riesz sobre giu (X,p) consi-

derando el orden usual: 

f g 4.0 f (x) g (x) )L-c.t.p. 

De esta forma, t, (• X,J0 resulta ser un reticulado de Banach. 

(Ver (7], proposición V.1.6) . 

Probaremos que el reticulado de Banach 	(X,)•L) es un es- 

pacio L -abstracto. En efecto, sean f , g L+ (• x,pu 

flg. Consideremos loa siguientes conjuntos: 

A =1 xa X: f(x) > O A glx)> O/ = 0 

B =1 x,E. X:1 f (x) > Q A g (x) = O 1 

C =xEX: f (x) 	g (x) 	} 1  

D = 	a X: f(x) .= O A g (x) = o). 

Asi, X = A B ()CU D siendo A,B,C,D conjdntos medibles disjun- 

tales que 
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tos. Además, O 	 O 
f(f + g)q = f(f 	g)q + f(f + g)q + l(f + g)q + 	g) q  
X 	 A 	 B 	 C 

= S fq + 5g4  = Sfq + S gq. 
B C 	X 	X 

= • Mg' 
Concluimos entoncee que ' y (x,4 es un espacio Lq abstrac- t  

to, y por consiguiente, sus índices son O" = S = q. 
0 1 	11 cl 

EJEMPLO V.15: (Los Espacios M-abstractos) 

Un reticulado de Banach L de dimensión infinita es un 

espacio M-abstracto si 

p(uvv) = máx{purPv} 

para todo u,v4L 

Se obtiene de la definición que 

11$(u.) = máxtpui: 1=1, 	nl 
1  

para toda sucesión finita y disjunta 1113:: 1=1 	ni en el co- 

no positivo de un espacio M-abstracto. 

Los espacios ±4-abstractos tienen la propiedad de la 1 - 
(1 

composición para cualquier 14q.4. En efecto, sean {un} una 

sucesión disjunta en Lp  tal que pun4 1 para todo n, y 1%1 una 

sucesión en 1. Consideremos el número K tal que an41( pa-

ra todo n. Para un natural m 

P0:117r anund =Máxip(anún): 	 máxtan: n1, 	ml 4 K. 

De allí que suptp(tanun).; 

Se tiene entonces que S • = CD y por lo tanto,  

Por lo tanto, If + 
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EJEMPLO V.16: Sea (X,Aql.) un espacio de medida como en el 

ejemplo V.14. Denotaremos por a'15,(X,)i) el conjunto de las 

funciones )S-medibles sobre X a valor realpt-c.t.p (donde las 

funciones que son iguales).4-c.t.p. han sido identificadas), 

que son esencialmente acotadas. 

,f,015 (X,11) provisto con el orden usual y con la norma 

II Lo: f.,0,(x 	R 
definida por: 

Iflm= infIM: if(x)I<Mpl-c.t.p./ 

es un reticulado de Banach. (Ver (71, proposición V.2.2). 

El reticulado de Banach dlump(X,)µ) es un espacio M-abstrac- 

to. 	En efecto, sean f,g E il:(X,)k) • Entonces: 

neo„,4 ofvg L 

IjgL 	II fvg IL 

Por otro lado, 

(f v g)x = máx 	be) 	(x)} 

Luego, 	 op le  

EJEMPLO V.17: 	Consideremos 

< 	II f Vg Lo • 

máxl Ilf IIIg 	• kif< 

de todas las 

máxiIit Lag 110,} 

< máx(II f L, 	11.1 

f v g 

el conjunto C[0,11 

funciones continuas a valor real sobre el intervalo [0,11. 

El espacio C[0,11 con el orden usual y la norma 

1 1m: C[0,11---Et 

definida por 	1f lim = suplif(x)l: x [0,111, 

constituye un reticulado de Banach. Más aón, se prueba fácil-

mente que C[0,11 es un espacio 14-abstracto. 
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CONCLUSIONES 

No podemos dejar de resaltar resultados que han consti-

tuido los eslabones para alcanzar el estudio de los indices 

para Reticulados de Banach. 

En primer lugar, una condición necesaria para que un Re-

ticulado de Banach sea Super Dedekind completo, es la conti-

nuidad de su norma (teorema II.10). De manera inmediata, se 

deduce que. si  un reticulado de Banach tiene la propiedad de la 

£q-descomposición para algén q <a>, entonces es Super Dedekind 

completo. Notemos que-dentro de la clasificación que existe 

en los espacios de Riesz, los espacios Super Dedekind comple-

tos son los que inician la cadena de implicaciones presentadas 

en el teorema 1.30. 

El teorema 11.12 nos da una caracterización en los reti-

culados de Banach con norma orden continua, la cual sirve de 

base para definir la propiedad de la / -descomposición (defi-

nición V.1). 

El concepto de banda (definición 1.16) resulta ser muy 

valioso, y en este sentido se. prueba en el teorema 111.9 que 

el conjunto Cc  de todas la funcionales lineales orden acota-

dasye-ordencontinuas sobre el espacio de Riesz L, es una ban- 

da en 	(el espacio de todas las funcionales lineales orden 

acotadas sobre L). Análogamente se deduce que cr el conjun-

to de las funcionales lineales orden acotadas y orden continuas 

sobre L también es una banda en r. 
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El teorema IV.S brinda una condición necesaria y suficien-

te para que dos funcionales lineales orden acotadas y orden 

continuas sean disjuntás en un espacio de Riesz Dedekind com-

pleto. Este resultado ha sido clave en repetidas demostracio-

nes posteriores. 

Vale también mencionar el teorema IV.8, rico en resulta-

dos, que entre otras cosas afirma que para que un espacio de 

Riesz Dedekind completo sea orden separable, basta la existen-

cia de una funcional estrictamente positiva sobre @I. 

Al desarrollar la teoría de índices para un reticulado de 

Banach Lp, nos interesamos en encontrar la relación que existe 

entre éstos y los de su espacio norma dual L9, ' (que estableci-

mos en el teorema IV.12 como un reticulado de Banach Dedekind 

completo). Así, se obtienen los teoremas V.6 y V.9 en rela-

ción a las propiedades de la t, -descomposición y de la I'r-cern-, 

posición (donde 1/q + l/r = 1) en un reticulado de Banach y 

su norma dual. Estos dos resultados son los que establecen 

las fórmulas de los índices: 1/0•Qp  + l/sp* 	1 

1/S, + 1Rn *  1 

demostradas en el teorema V.12. 

En los ejemplos vistos al final del Capítulo V, resalta 

el hecho de que los Indices para los espacios L -abstractos 

coinciden con el nómero q (1(q(p). Y es que en efecto, los 

índices en los reticulados de Banach están desempeñando un rol 

parecido al de los nómeros q en los espacios Lq-abstractos. 

De modo que los resultados que, se conocen en estos espacios, 
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sujetos a condiciones del námero q, pueden ser generalizados 

a reticulados de Banach utilizando los indices. 

Por ejemplo, un clásico teorema de H.R. Pitt, que esta-

blece que cualquier operador lineal acotado de I en r es 

compacto si l‘r<p <00, motivó las investigaciones de los 

indices en relación a los operadores compactos. (Ver (81, sec-

ción 12). 
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