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INTRODUCCION

Los 1ndices para Reticulados de Banach fueron definidos
por P. Dodds [2] en 1977, inspirado en la teorla de indices
para Espacios de Funciones Banach desarrollada por J.. J. Gro-
bler [4] en 1975.

Nuestro objetivo fundamental es el estudio de estos indi-
ces tal.como los presentd Dodds.

Empezamos nuestro estudio con los Espacios de Riesz Nor-
mados o Reticulados de Banach, prestando especial atencién a
las condiciones necesarias Yy suficientes para continuidad de
la norma con respecto al orden, resultados que presentamos en
el Capitulo II,

Para facilitar la escritura, denotamos con "p" la norma
de Riesz y con "Lp“ los reticulados normados.

Para cumplir nuestro objetivo, es de suma importancia el
estudio de los operadores lineales sobre un Espacio de Riesz.
Interesados mas que nada en aquellos operadores que constitu-
yen en conjunto un Espacio de Riesz, dirigimos nuestra atencién
al espacio de los operadores lineales orden acotados sobre un
espacio de Riesz L que toman valores en un espacio de Riesz
Dedekind. completo M. Este conjunto lo denotamos con ib(L,M)
y constituye un espacio de Riesz Dedekind completo. Este re-
sultado y otros se encuentran demostrados en el Capltulo III,

¥ nos permiten describir lo que sucede en el espacio de las

funcionales lineales orden acotadas sobre un espacio de Riesz,



vii
tema que se desarrolla en el Capltulo IV. Ademds, se definen
aqul los espacios norma dual y norma bidual de un espacio de
Riesz Normado, y se concluye que éstos constituyen reticulados
de Banach Dedekind completos,

En jel Capitulo V presentamos los indices para Reticulados
de Banach como fueron definidos por Dodds [2]. Nuestra expo-
sicidn sigue los lineamientos descritos por W. K. Vietsh en su
tesis doctoral [8), y abarca la mayoria de las propiedades de
estos indices. Concluimos con los espacios Lq-abstractos, los
espacios M-abstractos y algunos casos particulares de éstos,
como ejeémplos para establecer sus Indices.

El lCapitulo I es de carActer preliminar, en el que hemos
resumidd las definiciones y propiedades de los espacios de Riesz
que se utilizan en el desarrollo del trabajo. Fundamentalmen-
te adoptaremos la notacidn utilizada en [8], vy la mayoria de
sus resultados pueden encontrarse en [1] y [©].

La teorla de los indices tiene gran incidencia en el es-
tudio de los operadores compactos., Después de finalizado es-
te trabajo, estamos en la disposicién de continuar nuestras

investigaciones en el tema antes mencionado.



CAPITULO 1

ESPACIOS DE RIESZ. GENERALIDADES.

DEFINICION I.1: ({Espacio de Riesz)

Un' espacio wvectorial real ordenado {L,< ) es llamado Es-
pacio de Riesz o Reticulado Vectorial si para todo par (f,qg)
de elementos de L, el supremo sup(f,g) con respecto al orden
parcial, es un elemento de L.

Notacidn: sup({f,g} =: fv g

inf{f,qg) =: fA g

En adelante consideraremos a L:como un espacico de Riesz.
DEFINICION I.2: ({Conjunto Orden Acotado)

Sean f,g elementos de L tales que -f<g. Entonces el con-
junto:

(f£,9} ={ hel: fghgg}

es llamado intervalo respecto al orden, que en adelante llama-
remos simplemente intervalo.

Un'subconjunto A de L 8¢ .dice Orden Acotado si A esta

contenido en algln intervalo de L.



DEFINICION I.3: (Elemento Positive y Cono Positivo)
Un'elemento £ de L se dice Positivo si £ 0. Denotare-
. L+ . )
mes por L el conjunto de todos los elementos positivos de L,

Y lo llamaremos el Cono Positivo de L.

DEFINICION I.4: (Parte Positiva, Parte Negativa y Mddulo)
Sea £ un elemento de L. Llamaremos la Parte Positiva de
f al elemento fv 0 de L; la Parte Negativa de f al elemento
(-f) v 0 de L; y Mdbdulo de £ al elemento fv (=f) de L.
Notacién: f+ =: fwvo
£f =+ (-f)vo

|£] =2 £v (-f)

En el siguiente teorema enunciaremos algunas de las identi-

dades y desiqualdades mads utilizadas en los Espacios de Riesz.

TEOREMA I1.4: Sean f,g,h elementos de L. Entonces:

a) (fvg) +h (f + h)v (g + h)

b) (fAg) + h (£ + h)A (g + h)
¢c) =-(fAaq) = (-f)v (-g)

d) kfvkg = k(fyg) para k en R

e) kfA kg

k(fA g) para k en R
f) £+ g=(fvg) + (£AQ)

9) |£-g|=(Evg) - (£AQ)

h) |(fvh) - (gvh) | < |f - gl

i) J(fAn) - (gAR | < |£ - gl



|15l - e <l et al<lE] + g
k) £A(g + h) g (f/\g) + (EAh) para £,9,h en LY
L Jelgie + gl + (JE[ A9

DEFINICION I.6: (Elementos Disjuntos y Complemento Disjunto)

Dos elementos f,g de L se dicen Disjuntos si [f|a|g! = O,
propiedad que denotaremos: flg,

Una sucesibn-{fﬁ: nyl }en L se dice disjunta si para
todo m # n se tiene £ L f_,

m- ' n

El Complemento Disjunto de un subconjunto no vaclo A de L

es el conjunto:

={f€L.: flg para todeo ge A}.

TEOREMA 'I.7: (Propiedad de la Descomposicidén Dominada)
Sea u en L tal que 0gug z:v con v, en Lt para i=1,...,n;
entonces existe u, -en L para i=1,...,n tal que

n

u = ;ui -y u, vy para-todo i=l,...,n,
TEQREMA .I.8: (Propiedad de la Interpolacién de Riesz)

Sean ui,vj en.L+ para i=1,...,n y j=1,...,m tales que

Su = v

['E 1] L]

Entonces existe una doble sucesién finita [wij: i=l,...,n Yy
j=1,...,m} en LY tales que
u, = Zwij para i=1,...,n

v_j =" Zw para j=1,...,m,
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DEFINICION I.9: (Homomorfismo de Riesz y Aplicaciédn Lineal
Positiva) Sean L,M dos espacios de Riesz. La aplicacién
lineal T de L en M es llamada Homomorfismo de Riesz si
T(fAg) = TEATg para todo £,9 en L.
La'aplicacidén lineal T de L en M se dice Positiva si
Tu2 0 en M para todo u en Lt

Claramente todo homomorfismo de Riesz es -positivo.

DEFINICION I.10: (Sucesidn Creciente y Sucesidn Decreciente)
La sucesién {fn: n=1,2,...} en L se dice Creciente si
flg f'2<_f34 ... y se denota fn[, y Decreciente si f1> f2> e
que denotaremos fn[.
Si. la sucesién fnt tiene supremo f en L, escribiremos
fn'f' Andlogamente, si f | tiene infimo f en L, escribiremos

fnl £.

DEFINICION I.1ll: (Red Dirigida a la Derecha y Red Dirigida a
la: Izquierda) La red {ft: te{tr}-de L se dice Dirigida
a la Derecha si para cada par de indices t;,t, existe un indi-
ce t, tal que £ _v£f_g<f_  (y se.denota £,.}), y Dirigida a la
3 = tl t2 t3 t
Izquierda si para cada par de 1lndices t, ¥ t2 existe un 1lndice
t, tal gue ftftﬁtf‘ftz (y se denota ftl)‘
Si'la red ft[ tiene supreme f en L escribiremos ftTf.

Andlogamente, si ftl tiene infimo f en L escribiremos f | f.

DEFINICION I.12: (Espacio de Riesz Arquimediano)
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El espacio de Riesz L es llamado Arquimediano si para to-
do elemento u en LY Y para todo natural n se tiene:

nig0==bu = Q,

DEFINICION I.13: (Sucesién Orden Convergente)
La sucesiédn [fn: n=1,2,...} en L se dice Orden Convergen-
te a £ en L (y se denota £,—f), si existe una sucesién unlo

en L tal que lf - fnlg:un para todo natural n.

DEFINICION I.14: (Subespacio de Riesz)
El subespacio lineal L) de L se llama Subespacio de Riesz
de L si para todo par de elementos f,g en L, se tiene que fvg

pertenece a L.

DEFINICION I.15: (Ideal)
El subespacio lineal I de L se dice que es un Ideal en L
si para todo elemento f de L y para todo elemento g de I que

verifiquen |£|¢/g| se tiene que f pertenece a I.

DEFINICION I.16: (Banda)
El ideal K en L se dice que es una Banda en L si para to-
do subconjunto A de K con supremo en L, se tiene que sup A

pertenece a K.

En el siguiente teorema se da una caracterizacidn de ban-

da, muy %til para trabajar con redes.
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TEOREMA .I.17: Un ideal K en L es una banda si y solo si para
toda red O0¢< ftTf en L con ft elemento de K para todo t, se

tiene _ae f pertenece a K.

DEFINICION I.18: (Ideal y Banda Generados por un Subconjunto)

Si D es un subconjunto no vaclo de L, denotaremos por I,
el menor ideal gque contiene a D. El ideal I, recibe el nombre
de Ideal Generado por D. Si D es un subconjunto de L con un
inico elemento £, entonces ID recibe .1 nombre de Ideal Prin-
cipal Generado por f£.

Andlogamente, denotaremos por_KD la menor banda que con-
tiene aiD que llamaremos Banda Generada por D. Y si D = {f}
entonces KD recibe el nombre de Banda Principal Generada por f.

Ejemplo: Se prueba facilmente que K; = K, para todo

D
subconjunto no vacio D en L.

DEFINICION I.1l9: (Orden Base y Orden Base Disjunta)

El conjunto D = {ft: te{t}} se dice que es una Orden
Base de L si Ky = L.

Una orden base {ft: te»{tf} de L se dice gue es una Or-

den Base Disjunta si todos sus. elementos ft son mutuamente

disjuntgs.

DEFINICION I.20: (Sistema Disjunto Maximal)
Una orden base disjunta de L, {ft: te{t}}, recibe el

nombre de Sistema Disjunto Maximal de L si verifica la siguien-



te propiedad: £ELE,. Yeelti=bf = 0,

TEOREMA T.21: Todo espacio de Riesz L que contiene por lo me-

nos un elemento no nulo, tiene un sistema disjunto maximal.

DEFINICION I.22: (Banda de Proyeccién)
La'banda K en L recibe el nombre de Banda de Proyeccién

si L es.suma directa de K y Kd.

DEFINICION I.23: (Propiedad de Proyeccidén y Propiedad de Pro-
yeccidn’Principal) El espacio de Riesz L se dice que tiene la
Propiedad de Proyeccién si toda banda en L es banda de proyec-
cién. Y se dice que L .tiene la Propiedad de Proyeccidbn Prin-

cipal si toda banda principal en L es una banda de proyeccién.

Observacién: Dada una banda de proyeccién X en L, cada

elemento £ en L puede ser escrito de una Ynica manera como
f = fl + f2 con f1 en K y f2 en Kd. Los elementos fl Yy f2 re-

Ciben el nombre de componentes de f en X y Kd respectivamente.

TEOREMA I.24: La banda X en L es una banda de proyecciédn si y

. + .
solo sitpara cada elemento u de L se tiene que

u; = sup{v: veX, 0<svgu}

sup|w: w(-‘.Kd, Oswgu}
d

uy

existen y son las componentes de u en X y X respectivamente.

DEFINICION I.25: (Orden Proyeccién)
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Sea K una banda de proyeccién. Definiremos la aplicacién
Pr + L—K por .PKf = fl para todo elemento f de L, donde
fl es la componente de f en K.

La. aplicacién lineal Py recibe el nombre de Orden Proyec-
cién de; L sobre K.

Se tienen entonces para PK las siguientes propiedades:

a) PK e PK =’PK

b) O£ P_,ugu para todo u en L+

K
c) PK/K

Id (aplicacidn identidad)

8 (aplicacién nula).

4 Pioy

Revisemos ahora una clasificacién de los espacios de Riesz
en relacién a la existencia del supremo de distintos tipos de

conjuntos.

DEFINICION I.26: (Espacio Dedekind Completo)

El espacio de Riesz L se dice que es Dedekind Completo si
todo subconjunto no vaclo de L acotado superiormente tiene su-
premo, © equivalentemente, si toda red dirigida a la derecha

Yy ordenr acotada de L tiene supremo.

DEFINICION I.27: (Espacio Dedekind ¢'-completo)

El. espacio de Riesz L se dice que es Dedekind ¢’-completo
si todo subconjunto no vaclo ¥ contable de L acotado superior-
mente tiene supremo, © equivalentemente, si toda sucesidn cre-

ciente y orden acotada de L tiene supremo.



DEFINICION I.28: (Espacio Orden Separable)
El espacio de Riesz L se dice que es Orden Separable si
todo subconjunto no vacio de L que posea supremo, contiene por

lo menos un subconjunto contable con el mismo supremo.

DEFINICION I.29: (Espacio Super Dedekind Completo)
El espacio de Riesz L se dice que es Super Dedekind Com-

Pleto si es Dedekind Completo y Orden Separable.

Teniendo en cuenta todas estas definiciones se tiene la
siguiente cadena de implicaciones (cuya demostracidn no pre-

sentaremos por no ser parte de nuestro objetivo).

TEOREMA I.30: Sea L un espacio de Riesz. Dadas las condicio-
nes: (a) L es Super Dedekind Completo

(b) L es Dedekind Completo

jcl) L es Dedekind ¢’ -completo
(cz) L tiene la propiedad de proyeccidén
(d) L tiene la propiedad de proyeccidn principal

(e} L es Arquimediano

se tienen las siguientes implicaciones:

,###P(°1)=a§§¢
(a) === (b) (d) ==p ()
Qﬁ**a(c2)="#’

DEFINICION I.31: (Limite Superior y Limite Inferior de una Su-

cesién en un Espacio de Riesz) Sea {f } una sucesién en el es-
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pacio de Riesz L, tal que 9y = supifk: k:an} existe para
todo natural n. Obviamente gni, Yy en el caso que Inf 9, exis-
ta se definird éste como el Limite Superior de {fn} y se de-
notara: Inf 9, = lim sup fn’

Analogamente, si \fn} es una sucesioén en el espacio de
Riesz L tal que h_ = inf{fk: k»n} existe para todo natural
n, se tiene h {. Y en el caso en que Sup h, exista se defini-
r& éste como el Limite Inferior de {fn}, y se denotara:

Sup hn = lim inf fn'

TEOREMA I.32: Sea L un espacio de Riesz Dedekind ¢’'-completo
y {f_} una sucesidn orden acotada en L. Entonces lim sup £, Y
lim inf fn exXisten en L.
DEMOSTRACION:

Siendo {fn} orden acotada, {g } también lo es. (Donde
{g,} es la sucesidn definida anteriormente). Aasi, {g,} es una
sucesidén decreciente y orden acotada en un espacio de Riesz
Dedekind o’-completo. Eﬁtonces existe el infimo de {g_ }, es
decir, existe lim sup fn.

Analogamente, {hn} es una sucesidn creciente y orden aco-
tada en un espacio de Riesz Dedekind ¢’-completo. Luego existe

el supremo de {hn], es decir, existe lim inf £,-

TEOREMA I.33: Sea L un espacio de Riesz y fn una sucesidn
en L. Si existe f en L tal que f = lim sup £, = lim inf fn'

entonces fn—r f.
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DEMOSTRACION:
Teniendo en cuenta las definiciones anteriores para {g}
y {h } se tiene que h tf—>0<f - h |0
g4 f = 0<g, - flo.
Por otro lado, para todo natural n se tiene:
- - + -
£ €9, — (£ -£) = (£, - £) ¢ 9, - ¢
+
h < £ == (£-£f) < £-h.
Asl,
+ -
|£ - £l = (£~ £) + (£-£) € (E-h) + (g, - £)}0.

Lo gque demuestra gque fn——'f.

TEOREMA I.34: Reclprocamente al teorema anterior, si el espa-
cio de Riesz L es Dedekind o’-completo y {fn} es una sucesidn
en L tal que fnﬂmrf entonces f = lim sup fn = lim inf £ -
DEMOSTRACION:

Como fn——*f, existe una sucesién {un} contenida en L tal
que u 0 y |£ - fnlg u < u; para todo natural n. De donde
£ -ulgfngf-+ur

Asi, {fn} es una sucesidédn orden acotada en un espacio De-
dekind o’-completo, y por teorema I.32 se tiene gue lim sup fn
y lim inf f existen en L.

Ademas, notemos que: h <g,cu + £ | £

g,>h.>f - u, t £.
De donde se obtiene: g |f y h £,

Por lo tanto, £ = lim sup fn = lim inf fn.



CAPITULO II

ESPACIOS DE RIESZ NORMADOS

DEFINICON II.1l: (Norma de Riesz y Espacio de Riesz Normado)

Si p es una norma sobre el espacio de Riesz L tal que
p{f)< plg) siempre que |f|¢|g|., entonces p es llamada una Nor-
ma de Riesz sobre L.

El espacio de Riesz L, provisto de una norma de Riesz p
es llamado Espacio de Riesz Normado y lo denotaremos por Lp.
DEFINICION II.2: (Reticulado de Banach)

El espacio de Riesz normado Lp es llamadoe un Reticulado

de Banach si LP es norma completo; esto es, si toda sucesidn

norma Cauchy en LP tiene norma limite.

TEOREMA II.3: Sea LP un espacio de Riesz normado. Entonces
para todo elemento £ en Lp, se tiene: pl(f) = p(|£]).

DEMOSTRACION: Inmediata. Se deduce de: |f| = |[£[].

TEOREMA II.4: Todo espacio de Riesz normado es Arguimediano.
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DEMOSTRACION:
Sean x,y en L; tales que para todo natural n se tiene:
ny < x. Entonces np(y)< p(x), para todo natural n. Siendo R

espacio de Riesz Arquimediano, p(y) = 0, de donde y = 0.

DEFINICION II.5: (Norma ¢-orden Continua y Norma Orden Con-
tinua) La norma p se dice que es ¢-orden Continua si para

toda sucesién {u } en L, se tiene que p(u )| 0 siempre que

p
unl 0; y se dice que es Orden Continua si para toda red {ut}

en LP se tiene que p(ut)l 0 siempre que ut] 0.

TEOREMA II.6: Sea L, un espacio de Riesz normado. Si £ 1
en Lp y p(f - fn)-—-o cuando n—a, entonces £ = sup fn'
DEMOSTRACION:

Fijado n, para m>n, como fn‘ se tiene que f >f y
fmf\fn = fn. Asl, de la desigualdad:

0< £ - Enf = |£0f - £af | < |£ - £,

se obtiene: p(fx_l - fafnlg p(f, - £)—0 cuando m—»cw0.
Luego, p(fn - fAfn) = () == fn‘ £.

Por otro lado, si g es otra cota superior de {fn}, enton-

ces fvg =g para todo natural n. Y de la desigualdad:

0<fvg - g = |fvg - £yglclt - £ |,

0= £¢qg.

obtenemos: p(fvg - g)

DEFINICION II.7: (Red p-Cauchy)

Una red {ft} en LP (espacio de Riesz normado), dirigida
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a la derecha es 'llamada Red p-Cauchy si para cada £>0.existe
un indii‘:e'to tal que p(ft - Ito)<$£ siempre gue ft> fto.
LEMA II.8:

(a) Si'ft' €s una red p-Cauchy en el espacio de Riesz
normado LP y Os;Enl 0 en R, entonces existe una sucesidn
{ftn} en {ft} creciente, tal que p(fefftn - ftn) < g, para
todo n y todo t. Y ademds, cualguier cota superior de {ft }

n
es cota superior de {ft}.

(b) Si toda sucesidn creciente orden acotada y p-Cauchy

en el eSpacio de Riesz normado L_, tiene norma limite, enton-

P
ces toda red dirigida a la derecha, orden acotada y p-Cauchy

{ft} tiene un supremo f, y en este caso {ft} contiene una su-

cesién {ft } tal que £, { £; y finalmente, p(f - £, 0.
n n
DEMOSTRACION:

(a) Sea ftt p~Cauchy y E'nl 0. Entonces para todo natu-

ral n eaiste fén en {ft} tal que p(f_ - fén ) £ &n siempre
gue ft> f;:'
n

Sean f S £l , £ S Ef!'vE , ..., £ 3 E£!VvE ‘
17 hT T Y " ta thel
con £, en {ft} para todo natural n. Entonces:
n

p(f, ~ ftﬁ)'< £, siempre que f£.> fkn.
Luego, para n,t arbitrarios existe t, tal que:

fté> ftyftn> ftn'
y asl: p(fevffn - ft Yg p(ft ft Y< £

n o n n
Ademas, ' f_ 1 por construccidn.
n

Sea ahora f una cota superior de‘{ft} . De la desigualdad:
n
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t t
se obtiene:

0<sfvE - £ = ftvftvf - £V féftvft _£_ .,
n n n

p(ftvf - f) = 0, de donde ft‘<~ £.
(b) Sea ftt orden acotada y p-Cauchy, y sea &nl 0 una
sucesién de nimeros positivos. Entonces por (a), existe {ft}
n
en ‘ft} creciente tal que p(ftv ftn - ftn) < En para todo n,t.
Asi, para m3»n siendo ft r Se tiene:
n
plf, -~ f ) =plEvE -f )< £ .
t tn tm tn tn n
Tomando £>0, como §_| 0 existe N tal que para todo m} N,
p(ftm - ftN)<: EN <§&. Con lo que se prueba que iftj €s nor-
ma Cauchy, ademas de ser creciente y orden acotada. Luego,
por hipdtesis, existe £ en LP tal que:
p(f - £, )— 0 cuando n—-co.
n
Aplicando el teorema II.6, £ = sup ft } ypor (a), £ = sup ft’
n

Finalmente, de p(f - £, ) 10 se deduce que pl{f - ft)l 0.
n

TECREMA II.9: Sea Lp un espacio de Riesz normado. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) LP e8 super Dedekind completo y p es orden continua.
(b) Lp es Dedekind &’-completo y p es ?’-orden continua.
(c) Cada sucesidn creciente orden acotada en Lp tiene
norma limite.
DEMOSTRACION:
(a)==> (b) Inmediata por definicién.

(b) == (c) Sea {fn} una sucesidn orden acotada y crecien-

te en L. Por ser L, Dedekind ¢’-completo, existe f en L, tal
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que fnT f. Siendo p @’-orden continua se tiene entonces de
(f-£)}0 que p(f-¢£) lo. ast, {£,} tiene norma 1imite.

(c) =2 (a) Sea ftf orden acotada en Lp. Entonces {ft}
es una red p-Cauchy. De lo contrario existiera una sucesién
en {ft} creciente sin norma limite. En efecto: supongamos
que ‘lft} no es p-Cauchy. Entonces existe { >0 tal que para

todo t se tiene pl(f_ - ft,)>Ea siempre que f,.,> f . Esco-

giendo cualquier sucesién creciente en ﬂft}, por ejemplo {ft} ,

se tiene para todo natural n: i
p(ftnl - ftm) >t siempre que m} n.

Es decir, {ft} no es norma Cauchy y por lo tanto no tiene

norma 1imite.n Lo que contradice la hipdtesis.

Tenemos entonces que {ft} es orden acotada, dirigida a la
derecha y p-Cauchy. Por lema 1I1.8(b), existe £ = sup ft en
Lp y ademads, existe {ftl en {ft} tal que ftnt £. Asli, Lp es
super Dedekind completo.

Probaremos ahora que p es orden continua. Sea utl 0 en
L, Y fijemos uto en {ut}. Entonces existe v, en {ut} tal que

vegu A < U
Claramente u, 2 vtl 0 en Lp' con {vt} en {ut\. Definamos pa-

o

ra todo t: W, = uto - vt. Entonces, 0<% wtt uto en Lp.

Siendo Lp super Dedekind completo, existe una sucesidn {wt}
n

en {wt} tal que We t u, . Asl, por hipdtesis y aplicando teo-

n o

rema II.6, p(l.'lt - W, })—0 cuando n-—w. Es decir, p(vt )l 0
o n n

de donde se obtiene p(ut)l 0.
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TEOREMA II.10: Sea Lp un reticulado de Banach. Si p es orden
continua entonces Lp es super Dedekind completo.

DEMOSTRACION:

sea {f.} una red dirigida a la derecha y orden acotada en
Lp. Demostraremos que existe el supremo de {ft}, y ademas que
[ft} contiene una sucesién con el mismo supremo.
Sean: G = {geLpz f.< 9, Vt)
G, = {g - f,: ge&G, fte_{ftﬂ
Veamos que G, | 0:
i) si 9, - ftl, g, - ft2 pertenecen a Go' siendo ftf .

existe fto en {ft} tal que fté; £, v £, . Asl, tomando

1 2

g = gAg, en L, se tiene que g pertenece a G y ademds:

P
g - ftoé (g - ftl} Al(g - ftz).
Luego Gol .

ii) Sea u en Lp una cota inferior de Go’ Entonces, para
todo t y todo elemento gen G, ugg - ft' de donde (g - u)
pertenece a G. Fijemos g.en G. Siendo (go - u) elemento de G,
ugg, - u- ft para todo t, de donde (go ~ 2u)} pertenece a G.
Continuande la induccién obtenemos que (g, — nu) pertenece a
G para todo natural n. Aasli, nu<g, - ft para todo t,n. Lue-
go, fijando ty: nugg, - fto para tode natural n. Como L
es Arguimedianc, u<0.

Probado asl que Gol 0, por ser p orden continua se tiene
que plg - ft)l 0. Esto prueba que {ft} es p-Cauchy. En efec-
to: sea £>0, como plg - ft)l 0, existen Jort, tales que

Plg, =~ fto)< £ . Siendo o<t - fto.g 9, ~ fto Siempre que
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ft> fto, se tiene que ,p(ft - fto}<:& siempre gue ft> fto.
Es decir,_{ft} es p-Cauchy.
Porserlb un reticulado de Banach y por lema II.8(b), exis-
te £ en-;LP tal que f = sup ft' Y ademds, existe {fté en {ft}
con el mismo supremo.

Hemos probado asl gue L_ es super Dedekind completo.

P

TEOREMA! IT.11: Sea Lp un espacio de Riesz .normado. Entonces
son equivalentes las siguientes condiciones:

(a) Toda sucesidn creciente orden acotada en Lp es una
sucesidn norma Cauchy.

(bj Toda sucesidn disjunta orden acotada en L; converge
a cero en norma.

(c) Sea 1un} una sucesidén orden acotada en L; y sea k un
ntmero natural. Si Inf {u : n€I}=o para todo conjunto
I de k ndmeros naturales, entonces {un} converge a cero en
norma.

DEMOSTRACION :

(a) ==p(b) sSea {u } una sucesién disjunta y orden acotada
en L;. Definamos s, = é;qi. Claramente snf , Y ademas {sn}
es orden acotada. En efecto: sea n-un natural arbitrario,
entonces s = guié \z‘u—i: y siendo {u } orden acotada, exis-
te u enqL; tal gue S € u.

Asl, por la condicién (a), {s | es una sucesién p-Cauchy.

Entonces para todo £>0, existe un natural N tal que para n3 N

se tiene que p(s, —-sn_1)<.& . Es decir, p(uﬁ}<‘& . Lo que
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prueba que p(un)—b 0 cuando n-—ao.
(b) == (c) Sea {u ]} una sucesién orden acotada en L;.

Induccidn sobre k:

Para k=1. Supongamos Inf {u: nel}=0 para todo con-

junto unitario I de N. Entonces, para todo n u =0 y tri-
vialmente p(un)—-o cuando n—wo,

Para k=2, Supongamos Inf {un: ne I} = 0 para todo sub-
conjunto I de N de cardinal dos. Entonces {un} es una sucesidn
disjunta y por la condicién (b), p(un)—bo cuando n—s¢0,

Supongamos ahora que si Inf {un: neIl =0 para todo
conjunto I de k nlmeros naturales, entonces p(un) — 0 cuando
n—w. Probaremos gue se cobtiene lo mismo para k+1.

Supongamos entonces Inf {u n’ nG.I} = 0 para todo con-
junto I de k+1 nimeros naturales. Como {u } es orden acotada,

existe u en L; tal que u gu para todo n. Consideremos la

n""h
sucesién {v } definida de la siguiente manera:
vy =0

+

vy = lu, - n.;ui - u/n)
Claramente ivn} es orden acotada. Veamos que es disjunta:
sean m,n nimeros naturales y supongamos m<n. Entonces obte-
nemos las siguientes desigualdades:

+

Vv, € (un - num)

v, € (0 - u/m) ¥ (u - u /m"

m S Yy £ Mg T Yy

+
€ (u, - u /n)

_ =1 - +
=n (num un)
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De donde: 0 g V. AV (u_ - ) TA ¢ -u)”
e do 3 £ vpnvy g (g - nu nu, - u
— - + — -= 0.
= (un num) N (un num)
Asi, por la condicidén (b), siendo {v } sucesi¢n orden acotada
Y disjunta en L;, p(v )0 cuando n-—ew. (1)
Definimos ahora:

wy = 0
a-1
wo=u A ngui
EntoncCes {wn} es una sucesién orden acotada en L;. Sea:
I={n(l),n(2),...,n}
un conjunto de k némeros naturales y supongamos n(l) el ele-

mento m&s pequefio de I. Si n(l)=1, wye {w : ne&I}, luego:

Inf{wn: ne I} =0,

Si n(1)#1, 0< Inf{ws: ner}-= A% (1)
< Py An) Fuy
%n(l)g'( {-\‘un(j)/\ui) = 0;

pues Inf { u,: nG.I} = 0 para todo conjunto I de k+l1 némeros
naturales. Por hipdtesis de induccidn, siendo {wn} sucesidn
orden acotada en L; tal que Inf{w.: ne€I}=0 para cualquier
conjunto I de k ntimeros naturales, se tiene que:
p(wn)—*o cuando n—a. (2)
Observemos ahora lo siguiente:

0g u =u - [(n‘i:uiﬁ u/n)Au. ] + [un/\(n:Z:ui + u/n)]

= [(1.1n - niui - u/n)v 0] + [un/\ (niui + u/n)]

(31]

1
v, + unAntui + u Au/n

LRl ]

évn+ wn+u/n

De donde obtenemos: p(un) < p(vn) + p(wn) + p(u)/n; y apli-
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cando (1) y (2), p(un)-—-ro cuando n-»co.
(c)=(a) Demostracidén por reducciédn al absurdo. Supon-
gamos que existe una sucesiodn {un} orden acotada y creciente
en Lp tal que no es norma Cauchy. Entonces existe §> 0 tal que

para todo natural n, p(u - u)>¢& . Como {u} es orden aco-

n+l
tada, existen f,g en Lp tales que f <u.<g para todo n.
Pongamos u =g - £330, y escojamos k en N tal que:
plu/k) < 5¢.

Sea v_ = (u - u - u/x)* para todo n. Notese que {v } es
una sucesidn orden acotada en L;.

Consideremos ahora el conjunto I ={n(1) ,N(2) ,...,n(k)}
de k nimeros naturales, y supongamos n(l)< n(2)g ...< n(k).
Entonces:
0€ 2 (u,(5)41 = Yn(y)

+ u

= Y+l T Ya) n(kx)+1 = “n(x)

*llup e " Y2 Y s T Yg)!
+...+ (u

= Yh0a04+1 T YD)

n(k-1}+1 ~ Yn(x)’!

donde para todo i=l,...,k-1 se tiene un(i)+1 - un(i+1)<0,

pues n(i)+1 g n(i+l). Asi,

0< ,Z,‘“n(i)ﬂ S Uhiy) € Yhxy+1 T Ynq1) € U

- : .= $ -
Luego, kInf{un(i)+1 LAY i 1,...,](} u

Tenemos entonces que existe n(io) en I tal que

Unii )+l ~ Ualig T u/k £ 0.

Es decir, existe n(io) en I tal que v = 0. Lo gque impli-

n(io)
ca que Inf{vn: nerl } = 0. Y por la condicién (c¢c), se con-

cluye que p(vn)—-O cuando n—»®.
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Observemos ahora 1o siguiente:

0 £ LIS (un+1 -u, ¥ u/k) - u/k
= (u 4 =~ ultvu/k - u/k + (un+1 - u tnu/k
= vn-+ (un+1 - un)f\u/k
£ v, + u/k.

Luego, Plu,,, ~ v < plvy)) + plu/k)

de donde p(un+1 —*un)-—v0~ cuando n—o@, Lo que contradice

gue {un} no es norma Cauchy.

TEOREMA. II1.12: Sea LP un reticulado de Banach. Entonces la
norma p' es orden continua si y solo si cada sucesidn orden aco-
tada ¥ disjunta en L; converge a cero en norma.
DEMOSTRACION:

Se’ deduce de los resultados anteriores. Consideremos las
siguientes condiciones:

(a} p es orden continua.

(B) p es orden continua y L_ es super Dedekind completo.

|34

(c} Toda sucesidn creciente orden acotada en Lp tiene

norma limite.

(d) Toda sucesidn creciente orden acotada es sucesién

norma Cauchy.
(é) Toda sucesidn orden acotada y disjunta en L; conver-
ge & Cero €n norma.
Entonces se tienen las siguientes equivalencias:
(a) &= (b) por teorema II.10

(b) 4= (c) por teorema II.9



23
(c) &= (d) porseer un reticulado de Banach
(d) == (e) por teorema II.1ll

Lo que demuestra el teorema.



CAPITULO IIX

OPERADORES LINEALES ORDEN ACOTADOS

DEFINICION IIX.l: (Operador Lineal Orden Acotado)

Sean L,M espacios de Riesz. El operador lineal T de L
en M se:llamard Orden Acotado si la imagen por T de cualguier
subconjuinto orden acotado de L es un subconjunto orden acotado
de M. EI operador T se dird positivo si Tu» 0 para todo u en

el cono positivo de L.

LEMA IIT.2: Sean L,M espacios de Riesz, y sea T una aplicacidn
de Lt en M tal que:

(a) T(u +v) = Tu + v para todo u,v en L*.

(b) T(ku) =-kXTu para todo u en Lt Yy todo nutmero real k30.
Entonces T se extiende a un operador lineal T* de L en M, Mas
adn, si para todo u en L+}Tu pertenece a M’ entonces T se ex-
tiende ‘a un operador lineal positivo.

DEMOSTRACION:
Deéfinamos T* de L en M pors

r*f = Pe¥ - TE,
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(1) Primeramente veamos gue T* estd bien definida. Es
decir, T* no depende de la representacién de f por diferencia
de dos funciones positivas. En efecto: sean fl,fz) 0 en L
tales que f = £, - f,. Entonces, siendo f, - f, = £t - £
se tiene que f; # £= £+ f,. Luego:

Tf

+ TE = T(F + £) (" + £,) = pet 4+ o

1

de donde: Tf; - Tf, = oet - TET = e,

(1i) T*/L+ = T. En efecto: sea u en L+, entonces u+ =u

2 L

Yy u

"

' 0. Y claramente, T*u = Tu.
(iii) T* es un operador lineal:

Aditividad: sean f,g en L; entonces

f£+g=( =€)+ (g" =g) = (£F+g") - (£ +97),
con (f+ + g+):(f- +g)20.

Luego: T*(f + g) et + g+) - T(f + g )

oet - vt + vgt - mgT = prf 4 Tag.

Hoimogeneidad: sean £ en L.y k en R.

Para k> 0: T*(kf) = T(kf)T ~ P(k£)” = k(ret - T£T) = xPre.

Para k< 0: T*(kf) = T*[~(=kf)] = Tl-(~k£)]F = T[~(-k£)]™

P(-k£)" - T(-kf)”*

-[T* (-k£) ]

~{=k)T*f = kT*f.
Ademds, si T es positivo, como:T*/L+ = T, evidentemente

T* es positivo.

TEOREMA:III.3: (Descomposicién. de Jordan)
Sew M un espacio de Riesz Dedekind completo, y considere-

mos un operador lineal T del espacio de Riesz L en M. Entonces
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las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Existen operadores lineales positivos Ti'TZ de L en
M tales que T = T, = T,

(b, T es orden acotada.

(cy Para tode u en L+, el conjunto {Tv: 0€17$11}
es acotado superiormente en M.

DEMOSTRACION:

(a)=p» (b) Sean Tqy:T, operadores lineales positivos de L
en M tales que T =T, - T,, y sean f,g en L tales que £<g.
Para todo h en [f,g], se tiene lo siguiente:

T,f - T,g € Th = T;h - T,h € Tyg - T,E.

Luego, T es orden acotada.

(b) = (¢) 'Trivial.

(c)=b(a) Supongamos que para todo u en L+, el conjunto
{Tv: 0gvgu}l es acotado superiormente en M. Como M es De-
dekind completo, existe sup{'rv: 0 vgu} para todo u en L+.
Definamus entonces la aplicacidén S de',L+ en M por:

Su = sup{Tv: ogv<ul .

Veamos que S verifica las condiciones del Lema III.2:

{(a) Sean U, U, en-L+. Entonces:

Su

1 sup{‘l‘wlz Oswl “‘"‘ul}
Su, = sup{Twz':: 0$w2,$u2}'
S{uy + u,) = supiTw: Osweu, + uz}
Tomando vy = w‘t\ul y Vy=w=-v,, se tiene 0g Vi€, Y
0LV, g, En efecto:

0g Wl\ul < (1.1:l + uz)/\ul < Yy de donde 0<Z£ MEAST
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0 w - WAL, =W+ (~w)v (-ulj = 0viw - u_lj <€ 0Vu2 =u,, de

donde 0< vzguz. Asl, para todo Oswsul + u, se tiene:

Tw = ':i‘.'(v1 + v2) = Tvl + 'I'v2 con Osvlgul, 0$V2$l12
€ & . .
<€ sup{Twl. nglgul} + suplTw,z. Oswzsuz}
= $u1 + Suz.
Por lo tanto, S(u, + u2) <€ Su, + Su,. (*)

Por otro lado, sean 0<% wlgul, 0$w2;§u2. Entonces
OSWI +w2su1+u2 Y 'I'w1+'I'w2 =T(w1+w2)< S(ul +u2).

Por lo tanto, Sul + Su2 < S(ul + u (**)

AR

(b) Sean u en L7 Y k>»0. Claramente S(ku) = kSu.

De'(*) y (*¥*), (S(ul + u2) = Su

Luego por Lema III.2, existe el operador lineal Tl exten-
8idén de S a todo L, y ademds positivo por serlo S.

Definiendo T2 = Tl -7 es claroc que T, es un operador
lineal. Veamos que es positivo. En efecto: para todo u en L+,
Tlu = Su > Tu. Luego: Tzu = (Tl - T)u 2> 0. Lo que concluye
la demostracidn.

Notacidn: El espacio vectorlal real de todos los operado-
res lineales orden acotados del espacio de Riesz L en el espa-
cio de Riesz Dedekind completo M, lo dendtaremos Ef,b(L,M) .

Y él espacio ib(L,lR) de todas las funcionales lineales
orden acotadas sobre L, lo denotaremos L™,

El .operador nulo de L en M lo denotaremos por 0, y escri-
biremos T2>0 si T en ib(L-,M) es positivo.

Si para S,T en Eﬂb(L.M) definimos: ST si y solo si

T - S20, entonces "¢ " es un.orden parcial y cf-b(L,M) es un
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espacio vectorial ordenado.

TEOREMA ‘IXI.4: (Riesz-Kantorovitch)

Sea L un espacio de Riesz y M un espacio de Riesz Dedekind
completo. Entonces el espacio vectorial ordenado cﬁb(L,M) de
todos los operadores lineales orden acotados de L en M, es un
espacio .de Riesz Dedekind completo.

DEMOSTRACION:

Para probar que el espacio vectorial ordenado ib(L,M) es
un espaqio de Riesz, es suficiente probar que ™ = Tvo perte-
nece a &b(L,M) siempre que T pertenece a Ef.b (L,M).

Sea T un operador en ib(L,M) . De la demostracidén del teo-
rema III.3, existe un operador lineal Su de L+ en M tal que:

Su = sup{Tv: Oé’véu]’
para todo u en Lt Y que puede ser extendido al operador lineal
positivo T, de L en M. Demostraremos que T, = T+,

(1) T, es cota superior de {T,O} . En efecto, es claro
que T1_>, 0; y ademds, para todo u en A T;u> Tu.

(ii) T, es la minima cota superior de {T,O} . En efecto,
sea T* otra cota superior de {T.O} Y Sea u en L¥. para todo
v en L+ con O0gvgu , Tvg T*V L T*u , pues T*2 0. Luego,
Tlu &£ T*u.

Ahora, para probar que ;b (L,M) es Dedekind completo, sea
{TS} una; red dirigida a la derecha y orden acotada en ib(L,M) .
Demostraremos que existe sup Ts’ Como {TS‘; es orden acotada,

existe ¥ en ;ﬁb (L.M) tal gque ,Tsé X para todo s. Entonces,
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para todo u en Lt, Tsu;g Xu para todo s. Asi, por ser M un
espacio Dedekind completo, para todo u en L+ existe:

sup { T,u: se {st}
Definimos la aplicacidn T* : L+——-rM por:
T*u = sup { T,u: SE {sit
Vearmos que T* verifica las condiciones del lema- III.2:
(a) Sean u,v elementos de L+.

T*{u + v) = supiTs(u + Vv): se{s}}

T*u = sup iTs'u: S E {SH

T*v = sup {T_v: s¢€ {s}}
Como it, para todo s,t en {s}, existe x en {s} tal que:

Tx.> Tsv Tt .

Luego, Tsu £ Txu

Ttv £ Txv ’
de dondé: Tsu + Ttv £ Tx (u +v) .
Y por lo tanto: T*u + T*v £ T*(u + v) .

Por otro lado, para todo s en {si,

Tl3 (u + v) T,u + TV
£ T*u + T*v ,
Luego, T*(u + v) £ T*uy + T*v .

(b) Sea u en L* ¥ k2 0. Claramente, T*(ku) = kT*u .
Luego por el lema III.2, existe un operador lineal T de L en M
tal que T/L+ = T*., Es decir, Tu = sup {Tsu: s € {s}} para
todo u en L+.

Probaremos ahora gque T = sup 'I!s .

(1) T es cota superior de {Ts}. En efecto: para todo
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u en L+, Tu 2 T ,u para todo s. Luego, (T - Ts)u 2> 0 para
todo s. Es decir, T > Ts para todo s.
(ii}) Sea T_ otra cota superior de {Ts}, entonces T ug T u
para tode s y todo u en L+. Luego, Tu Tou para todo u en
L+, lo que prueba gque Tg To.

Por lo tanto, existe sup Ts,lo que concluye la demostra-

cidn.

TEOREMA III.5: Sea L un espacio de Riesz y sea M un espacio
de Riesz Dedekind completo. Entonces se tienen las siguientes
afirmaciones para todo u en L :

(a) |T|(u) = sup { Tf: |f|<u} para todo T en Sﬁb(L,M).

(b) (Tlv T,) (1) Sup{Tlv + Tylu = v): Osvgu} para

todo T]_,T2 en ib(L,M).

(c) (T;AT,)(0) inf {Tlv + Tylu = v): OSVSU} para
todo T,,T, en &, (L,M).

(@) Ssi {TS} es una red dirigida a la dexrecha y orden aco—
tada en Ib(L,M), entonces (supT.) (u) = sup{TSu: se{s}} .

(e) si {T } es una red dirigida a la izquierda y orden
acotada en ib(L,M) , entonces (infTS) (u}) = inf{Tsuz se{s}}.
DEMOSTRACION:

(a) Sea T en ﬁ%(L,M); por propiedades de espacio de
Riesz, |T|= 2t% - T . Aplicando un resultado obtenido en la

demostracién del teorema III.4,

rtu

sup-lTv: OSLV5;u} .

Luego:
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[Tl(u) = 2sup{ Tv: O0<vgu} - Tu = sup{ 2Tv: 0Og¢vgul - Tu

= sup{ T(2v - u): 0<v éu}
= sup { Tw: —ugwgu}
= sup { Tw: |wiga} .
{b) Sean T,,T, en ;ftb(L,M); por propiedades de espacio
de Riesz, T,VT, =T, * (T, - T,)7. Y aplicando la identidad:
v = sup{Tv: OSVSu} '

se tiene:n

(T,V Ty)u = Ty + sup{ (T} = T,)v: ogvgu}

It

sup{Tzu + ('1!1 - ‘1‘2)v: o< véu}

n

sup{'rlv + T2(u - Vv): OSVgu}.
{(c) Andlogo a {b), utilizando:
{d) En la demostracidn del teorema III.4 obtuvimos

(‘1‘1\/ T2)

sup{'l'su: SE,{S}]; = (sup T )u ,
para toda red {T s} dirigida a la derecha y orden acotada en
£ @,m..

(e) Sea {TS} una red dirigida a la izguierda y orden aco-
tada en Beb(L,M) . Entonces {-TS} es una red dirigida a la de-
recha y orden acotada en dfb(L,M) . Luego por {(d):

[sup(-T,)]u = sup { (=T )u: s G.{s-}} .
De donde utilizando propiedades de supremo e infimo, se obtie-

ne: (inf T )u.= inf { Tsu: S€ {s}} .

COROLARIOQ III.6: Bajo las mismas condiciones del teorema III.S,

resulta: | Tu [.$ |T[u , para todo ue L,
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DEMOSTRACION:

Evidentemente, Tu sup{Tv: —ugvgu}= |T|u
T(-u) £ sup{Tv: -u.SvSu} = |1lu .

Luego, |Tul = (Tu)V (-Tu) = (Tu)}v [T(-u}] < |T|u .

TEOREMA III.7: Sea L un espacio de Riesz y sea M un espacio
de Riesz Dedekind completo. Entonces para cada u en L+, se
tienen las siguientes afirmaciones:
n
+ .

@ {3 2.4Tul: nem, w=3"u, uwer' Vi=1,....n}f 7|0,

para todo T en ib(L,M) .

n
+ .

(b) {Z|T1|u1A|T2|ui: nemw, u -;ui, u,EL v1=1'“”n}

NEARNE AT

Lt

para todo T,,T, en £b(L,M).

1772

DEMOSTRACION:

(a) Sean T en Sf {(L,M) vy u en ¥ . Y pongamos:
{Z|Tu| n N,u=;ui, uieL Vi--l,...,n}.

(i} Primeramente veamos que Au es una red dirigida
a la derecha: en efecto, sean t'Tu |, ZITV | en Au. Enton-

ces, 2 u, = S v Y por el teorema de la Interpolacién

[T 34

de Riesz, existe una doble sucesidn {w } en L :

.=Zw Yy vy Zw .

LEL

De las siguientes de31gualdades.

SMLARD WD mIED b s E

bl vy | ';IT(Z"ij ) < Zt'“"

se sigue gue Au es dirigida a la derecha.

ul

(ii} |T|u es cota superior de Au. En efecto, sea
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1]
+ .
u = 2 u; <on u; en L para todo i=1l,...,n. Entonces:

Rl

Z:|Tuil < gIT]ui {corolario III.6)
= |T|(iui)
= |T|u .
(iii) |T|u es la minima cota superior de Au. En efecto:

siendo Au un conjunto dirigido a la derecha y acotado superior-

mente en el espacio de Riesz Dedekind completo M, existe el

supremo de Au. Probaremos Qque |T|u = sup Au . Sea s otra

cota superior de Au; entonces ;i;TuiLg s para todo conjun-
1]

to {u;,...,u} en L” con u = ;ui .

Ahora bien, sea v en L tal que |v|{g u. Entonces:

Tv = T(vh - v7) = v - T g [ o+ T Ig bt 4 (v ]+

+ |7 - fvh| .

3
De donde: Tv = ZITwiI con w, = viert
=i
e ot
W2 =v €L
+
wy = (u -~ Iviyer™,
3
pues |{v|< u. Ademads, wy + w, + w3 = u. Luego > Tw, perte-
- [E3Y

nece a Au, y por lo tanto:
Tv £ i]wil < s .
Y esto es para todo Tv con |v|g<u, luego:
sup{'l‘v: Iv|€ u} = |T|u < s.
(b} Sean u en L+, Tl,'.l'2 en &Pb(L,M) Y pongamos:
Bu ={:Z[|Tl|ui/\ ITZIui] : nelN, u =¥ui, u € Lt Vl}
{i}) Veamos que Bu es dirigida a la izquierda. Sean

{ui: i=1,...,n},{vj: j=1,...,m} sucesiones en L' tales que
b1l

u=Zui=;vj .

vl
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Pongamos T = |T1| - |T | Entonces T pertenece a &.F (L,M).

Por (a) existei Wy 3 k= 1,...,p} en L tal que u = iw vy
S Iay v Z|Tv | < Zlmkl

Asi, —Zlkal (=~ iITu i) A (-Z|Tv 1

= |Tilu + | T,|u - ZlTw o < (1ylu + |7, |u - ZlTu i)
AT du+ |T,]u - ZITv.I)

» Je :]

= 50T lu+ [Tl -2 |Tw]) < %07 u + [T,]u -ilTu.“

ATyl u + [ Tylu -iITvJI)

I -3
—= 3 nlryjw + [T, - 17 ] < [is(u lug + 1T, -
= |Tug)d1 A tZ!s(lT1|v + ATylvy - oy
— ZITllkaszlwk < Z!T lug AlT, 1) A (er 1v5 A
ITzlvj).

Asl, hemos encontradc una. sucesidn finita {wk} en LV ta1 que

u = i wk y verificando la desigualdad anterior; es decir,

W

Bu es dJ.rJ.gJ.da a la izquierda.
{ii) Veamos ahora que inf Bu = (|T il AlTyl)u. En

efecto: inf {ZIT |u /\|T |u t neMN, ieL 3 iu = u}

=)

mf{ggmllui + kngzlui -k §||T1| u; - |T2|u |
u.e L+": Zu = u}

[

15|T1|u + %IT2|u - sup{ %§||Tl|u |‘I‘2|u | nNEMN, u.€L :

S-u, = u}

=g

I
=
™
2

%|T1|1F.1 + %|Ty|u - % |‘|.T1| - |‘1'2||, u por (a)
(J; | ia | Tyl ru .

DEFINICION III.8: (Operador Lineal ¢’~orden Continuo)

El operador lineal orden acotado T del espacio de Riesz
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L en el iespacio de Riesz Dedekind completo M se dice que es
G”-orden Continuo si unlo en L, implica Tu,—+0 en M.
Notacidén: El conjunto de todos los operadores lineales
orden acotados ¥'-orden continucs del espacio de Riesz L en el
espacio de Riesz Dedekind completo M se denotard por £c (L,M),
y el conjunto a‘ic (L,R)} de todas.las funciocnales lineales ¢'-or-

den continuas sobre L se denotard por L:.

TEOREMA III.%: Sea L un espacio de Riesz y sea M un espacio
de Riesz Dedekind completo. Entonces Eﬂc {L,M) es una banda en
&Pb(L,M)ur.
DEMOSTRACION:

(1) xc(L,M) es subespacio de Riesz de ib(L,M). Sea T
un elemento de cfd(L,M); basta verificar que Tt pertenece a
£C(L,M),. En efecto, consideremos la sucesidn unlo en L.
Claramente, {T+un} es una sucesidn decreciente y acotada infe-
riormente por 0. Asl, por ser M un espacio Dedekind completo,
existe inf{T"'un,} en M. Veamos que inf {T+un} = 0: para
todo natural n y todo elemento v de L tal que 0¢ v,(_ul, se

i : v - -
tiene u, £ Yy u

n
= 0 £ (v -uwlVosg u - u

ey ) £ Vv + [(-un)v (=v)]

Oﬁ'ul - u

éul-un

— OSv-unAv.g u, -u, .

Luego, T(v - un/\v).g sup{"l‘w: 0..<.,w$u1 - un} = T+(u:l - un)
+ +
— TV - T(u AV) L Tuy - Tl

UNIVERSIDAD DE PANAMA

BIBLIOTECA




36

== 1 € Ty, - v+ Tl AV) .
Siendo hunlo se tiene: vAunlvAO = 0.=———b'1‘(un/\ V) —=0.
Luego, 0 € inf { T+un} < T+u1 - TV .
Y estoc es para todo v en L tal que Ogvgul; luego:

0 ¢ inf 1T+un}g '1‘+u1 - supi'llv: Ogvgul} =0 .
Hemos probado asl que t pertenece a &FCI(L,M) .

(i1) L (@1 es un ideal en F_(x,m). sean T en L_(z,m)
y S en £b (L,M) tales que |S|<|T|. Demostraremos que S per-
tenece a ic (L,M). Para esto, consideremos un}o. Por (i),
| T | pertenece a &c(L,M) lo que implica gque I'I‘]un——-— 0; y ge
las desigualdades: ogs*'un £ |S|url < |'1'|url

0<sTu, < Islu, < ITlu,,

se sigue que S+un-—-0 Vg S-un——— 0. Es decir, st y § per-
tenecen 'a £C(L,M), luego S = s¥ - 8~ es un elemento de cfc (L,M).

(iii) ;E.C(L,M) es una banda en ‘i’b (L,M). Sea '{Ts} una red
en Bﬁc(L,M) tal queé OgTsz en Sgb(L,M). Demostraremos que
T pertenece a éﬁc (L,M). Sea entonces un‘o; Siendo T >0, se
tiene que {Tun} en una sucesidn decreciente y acotada infe-
riormente por cero en M, espacio de Riesz Dedekind completo.
Entonces existe inf iTun} en M. Veamos que inf {Tun} =0 .
Nétese que para todo natural n y todo sé {s} se tiene que
Ts (ul - un) < T(ul - un)', pues - 0g Ts,gT para todo s, y ade-

mas u, - un} 0 para todo natural n. Luego:

0<% "I'un < Tul, - T,S'ul + Tsun- .

Pero Ts’ pertenece a ‘f’i: (L,M), de donde se obtiene:

0 € inf{Tu } € Tu, - T_u, para todo seis}.
“n 1 s1
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Lo que implica:

0 £ inf{Tu}é Tu -sup{Tu: se.{s”=0 (por teorema
n 1 s°1
III.S(d))

De esta forma probamos que T pertenece a Eﬁc(L,M) .



CAPITULO IV

FUNCIONALES LINEALES SOBRE ESPACIOS DE RIESZ

En el capitulo anterior vimos entre otras cosas que para
toda funcional ¢ en L”, y para todo elemento u en Lt
<.’P+u = sup{cpv: Oévgu}
|Plu = sup{Pv: Ivlgu} .
Nos interesa ahora caracterizar $(u¥) y b(|ul) con ¢ en ot ¥

u en L.

LEMA IV.l: Sea L un espacic de Riesz. Entonces para todo ele-
mento u en ¥ y toda funcional positiva $ en LV, existe q'>u

en L tal que:

(a) 0< P <P v dytw) = du.

(b) un(v) = 0 siempre que ulwv,
DEMOSTRACION :

Sean u en LV ¢ &d en Y. Cconsideremos la aplicacién
?: LY—s RY definida por Tv = limp(vanu).

Claramente T estd bien definida pues $ 20 y vAnu < v,

implican ¢ (vAnu) { $v para todo natural n. Luego,



Veamos gue se
Sean v,w elementos

(1) T(v + w)

Por otro lado,

']1._1.0124) (vanu) £ v .
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cumplen las condiciones del lema III.2.

+ .
de L y k una constante no negativa.

lim [ (v + w)A nul
=D

5}3304:*[ (vAnu) + (wAnu)l

lim{P(vAnu) + $(wAnu)] = Tv + Tw .
n=sco

Tv + Tw = lim$(vAnu) + lim$ (wAnu)

n=-—an T 00

= r}3}‘155941*[(vx\nu) + {(wAnu))

= limP[{(vAnu) + {(wamu)]
NN -

€ limPl(v + WA (D + m)u] = T{v + W)
M D

(i) T(v) = limdkvAnu) = klind (vA nkla)
= klimd(vA mu) = kTv .
TP = OO
Luego por el teorema III.4, existe una funcional Clbu : L—vR+

tal que qau/L"' = T.

Ademds:

{a) o< ¢’u(v) = Tvg Pv para todo v en L+, y

$, () = Tu = Lim ¢

(uAU) = %imﬂdbu = Pu

{pues uAnu = u).

Por lo tanto, Ogcbuécb y Cbu(u) = Pu .

(b) Sea v un elemento de L tal gue vlu. Entonces:

v+/\u=
[viAnu = Q=== |
VAus

n-lv"'/\ u

1

nvAu

Luego, cbuv = ¢’uv+ - t.buv" =yt Loy =

e ~-1_+ _ -1 - - 14
-]'.‘fgq:v[n(n v Au) - nnvAuw) %ﬂq:(o;

0
0

0

1]
lim (v+/\ nu) -
Nty

lim (v A nu)
A=pad

0.
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TEOREMA IV.2: (Fb6rmulas de Namioka)
Sea L un espacio de Riesz. Entonces para todo elemento
U de L y toda funcional positiva ¢ de L. se tienen las siguien-
tes identidades:
(a) b @) = max {Wa: o0<vg o}
(b)  dlu]) = max{ |Yul: |9 ¢}
DEMOSTRACION:
Sean u en L y Pen I tal que ¢ 0.
(a) Para u’ en L+, consideremos la aplicacién cbu-l- defi-
nida en el lema IV.2. Entonces:
Cbu.l.(u) = CPu.,.(u"') - ¢Ju+(u") = Put, pues vl u”.
Asi, siendo 0¢ Cbu.;.(cb . se tiene ¢>u+(u) = ®u’  como ele-
mento de {kPu: 0<€ ‘«P(C‘)} . Por otro lado, para toda funcio-
nal de L tal que 0<Y¥Ygd , Yug ¢>u+. Por lo tanto,
fut = max § Yu: ocygdl} .
(b) Para u ,u” en LY, consideremos CIDu_,.,cI:Ju.. definidas
en el lema IV.2. Sea Y = CPu+ - Cbu_. Entonces:
[Woul = [ Pota* = [ = [Ppu® - P u” - Put + P a|
= [Pu* + P = [ Piun] = dliup.
Veamos que I‘Pol‘s ¢ . En efecto: sea v en LT; demostraremos
que |‘Po|v < dv. Prara este fin, escojamos w en L tal que
|wlg v. Entonces:
lPow = C|3u+w = ct:)u"w = <:Pu-l-w-l- = <'ibu-l-wﬂ - Cpu_w+ + d'-:‘l.l"'w-
= b+ D v - (P v+ D)
< dw' + dw - (Pw + P __w)
< fUwl) < Ppv .
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Luego, sup Jl Pow:  [wig v}g dv. Lo que implica l'~|Jo|v L.
Por lo tanto, siendo |LP0|~§¢ , se tiene que:
|Woul = Pupe {Igul: P s}
Por otro lado, como para toda funcional Y en I® tal que IY|s®,
se tiene |Yu|l< I¥lu < |9|(lun) € P(jul), se concluye que

©lul) = max{|Pul: |V ¢}

DEFINICION IV.3: (Funcional Lineal Orden Continua)

La »funcional lineal orden acotada qD en el espacio de Riesz
L se llamard Orden Continua si inf |(P(ut)| = 0 siempre que
utl 0.

El rconjunto de todas las funcionales orden acotadas y or-
den continuas sobre L lo denotaremos por LY. Claramente Ly
estd contenido en Lz. Mis atn, se puede probar que L: es una

banda en LY. (Andlogamente a la demostracidn del teorema III.9)

DEFINICION IV.4: (Ideal Nulo y Banda de Soporte)
Para cada funcional ¢ de L , definimos el conjunto:
Ny ={ £€1:  [PlIE]) =0}
Entonces:
(i) Ng es un ideal en L.
(ii} Para el caso en que ¢ es orden continua, se sigue
facilmente que N4 es una banda en L. |
(iii) Ng= Nlcbl’ = Nqa,,ﬂ Ny -
El'ideal Ng es llamado Ideal Nulo de ¢ . E1 complemento

disjuntd Cgy = (N;P)'d del ideal nulo de ¢, es llamado la Ban-
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da de Soporte de C[D . Es decir,

Cg = {geL: flg, VfEN‘p}-

TEOREMA IV.5: Sea L un espacio de Riesz Dedekind completo y
sean ¢ P L. Entonces $ LY siy solo si CupN Cy = {05,
DEMOSTRACION:

Sea ueCyMN Cy y supongamos que $LY . Entonces,

[Pl A Wls® = inf { |bjv + Yl - v): ogvgut}=o.

Luego, para cualquier £>0 existe Ve tal que 0g Ve € u+, y ade-
mds: |I;<1:3|vE + \|I‘{-‘|(u+ - v )<E& . Asi, para todo natural n
existe 0gvogu s |dlv + |YWlw - v )< 1727, (*)

Comc L es Dedekind completo, existe v = lim sup v, ©Sea
g, = sup {vk: k:}n}. Entonces gnl v, de donde |¢3|gnl [biv.

Por otro lado, sea GN = sup{vk: nék.{-N}. Entonces

GNT g,+ de donde |¢’,IGN t |¢>|gn. Luego:
. N N
0< I1Pig, = lim|Plg; < Lin {$I> vy = Lim 3 I v
Kzh - Keh
£ lim ”'1/2“ = 17271, (por (*)}
De donde, |¢>|gn1 0; ¥y por lo tanto, |d>|v = 0. Lo gue prue-
ba que v pertenece a Ng.
Ahora bien, 0< v<ut con u+_.<__ |u] v u elemento del ideal
Cq,ﬂ Cy: 1o que implica que ut pertenece a Cq,ﬂ Cy, Y por lo
tanto v, cambién. Luego siendo v elemento de N¢ , se tiene que
0< lim inf v, £ lim sup v, = v = 0. Es decir, V,—>V = 0;
de donde: Y| (u* - v.) —>¥[u*. Pero |¥|(* - v )—0

por (*) 1luego |¥YIu® = 0. Asi, se deduce que u¥ pertenece a

Nq,n Cys ¥ obtenemos u' = 0.
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De la misma forma se demuestra que u = 0; concluyendo
entonces que u = 0 para todo elemento u de CyNCy. Es de-
cir, CgpNCy = jo}.
Reciprocamente, supongamos que CgpNCy = {0} y sea u ele-
mento de LY. Como L es Dedekind completo y ¢, pertenecen

a L:, se tiene que N, y Ng son bandas. Mas aun, N¢ y Ny son

1

bandas de proyeccién. Luego: L
Y

N$ & Cop (1)
L =Ny® Cy. (2)
Por (1) y teorema I.24, existen ul,uzz.o tales que:
u = uy +u, con Ule-Ncp ¥ uzecd,.

Veamos ahora gque Cep esta contenido en Ng. En efecto,
sea f elemento de C¢ . Entonces, existen £.l en Nq) ¥y f2 en Cy
tales que £ = f1 + f2. De la desigualdad,

FAPRHER AL AY
como f1_|_f2 se obtiene que lleglfl con feECH que es ideal.
Luego, fze.c¢; y asli, f2 = 0. Por lo tanto, f = fle Ny.

Andlogamente se demuestra que Cy estd contenido en N -

Tenemos entonces: Oﬁuléu con w, €Ny u, = (u-~ ul)
en Ny. Asl, para todo elemento u en LY se tiene: ‘
0 |O|A[YP|lu = inf {|¢|v + |Ylju - v|: o< v<u }4 M?Iu:l +

+ ¥l - up) = 0.

Sea ahora £ un elemento de L. Considerando:

IPIalyle = |PIA[YIE -~ £7) = [D|alple" - |[P]AIPIE,

se concluye que |P[AlY|=0: es decir,

DEFINICION 1IV.6: (Funcicnal Lineal Estrictamente Positiva)
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Una funcional lineal ¢ sobre el espacioc de Riesz L se

dird que es Estrictamente Positiva si ¢u>0 siempre que
u>0. En otras palabras, dD e8 estrictamente positiva si y

solo si Ng = {0}.

DEFINICION IV.7: (Propiedad de Egoroff}

El espacio de Riesz L se dice gue tiene la Propiedad de
Egoroff 'si para todo elemento u de Lt y toda doble sucesidn
{un'k: n,k=1,2,.43} en 1LV tal que u).un'ki 0, existe una su-
cesidn {ivn} tal que:

(i) vnl 0 en L

(ii} Para todo natural n, existe k(n}) en N tal que:

Yn2 un,k(n') *

TEOREMA: IV.8: Sea L un espacio de Riesz Dedekind completo y
sea ¢ una funcional lineal estrictamente positiva sobre L.
Entonces L es super Dedekind completo. Si ademas ¢ es © -or-
den continua, entonces L tiene la propiedad de Egoroff y & es
orden continua.
DEMOSTRACION:
Primeramente, veamos que L es Dedekind completo. Suponga-~

mos entonces que_?ut} e€s una red en L+’difigida a la derecha y
orden acotada. Consideremos la red {<#(ut)} en R. Entonces,
siendo {‘P(ut)} dirigida-a la ‘derecha y 'orden acotada, existe

Y= sup {‘b(ut)}. Por definicién de supremo, podemos escoger

entonces una sucesibn-{cb(ﬁt')} contenida en {fP(ut)} tal que:
i
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¢>(ut.) > ¥ - 1/n, ne N.
n

Sean ahora u,_ » u_, , u_3» u_,v u P T PP VAR v
LSS L TS S Y2t taa
con utne {ut}, para todo natural n. Entonces {utn} es una su=-

cesidén creciente contenida en iut} (que es orden acotada), y
ademéas {<b(ut )}r ¥ . En efecto,

Ve>o,3m;1: F, 1> Plu,)> ¥ - 1/m >F-¢ .
Por ser L un espacio Dedzkind G“-coﬁpleto y ju, } sucesién cre-
ciente y orden acotada en L+, existe u en L tal que u, 1 u.

Probaremos gque ut1 u, con lo cual concluimes la dgmostra-
cidén de ser L super Dedekind completo. Como u, T u, basta
mostrar que utéll para todo t. Supongamos quen ut#\n en-

tonces existe t* tal que u,4Vu>u, de donde v = u ,vu - u>0.

Como u £ £ u para todo n,
n

Uiy — utn> Upg = U m=p U,V utn - utn> v >0
= Py ) - Pag) > bw > o,
para todo natural n. Asi, por ser ¥ = sup {(P(ut )} , existe
n
n* en N tal que L‘ID(ut ) > ¥ - [¢>(ut*v u, ) - c:b(ut )],
n* x n*

De donde, d)(ut*v utn*) > ¥ .

n

Siendo {ut} una red dirigida a la derecha, existe u,, tal
que U, > U,V utn*‘ de donde: ‘«'P(ut.)> ¥ , lo cual es una
contradiccidn. Luego, u.£ u para todo t.

Supongamos ahora ue c|> es una funcional lineal estricta-
mente positiva y O°-orden continua. Veamos primero que CID es
orden continua. Sea entonces {ut} una red tal que ut¢ 0.

Por ser L super Dedekind completo, existe { —u, } contenida en

n
{-ut} tal que (-utn)| 0. Pero ¢> es (P-orden continua, luego
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$lu, )l 0, lo que implica que d:'utl 0.
n
Para probar que L tiene la propiedad de Egoroff, sean u
en L+ Yy {u } una doble sucesién en L tal que u>»u l 0.
n'k nfkl.
G)- y +
Como up £ 0y ¢ es orden continua, se tiene Cb(un'k) £ 0.
Luego, para todo natural n existe k(n) tal que ¢>(un k(n))< 27"
Sea v = sup{um'k(m) : m:)n} ,» entonces v_| y por
ser L super Dedekind completo, existe v = lim sup U k(o)
{(Teorema I.32). Luego vnl v, de donde f:bvn! $v.
Sea Vg = supi"m,k(m)’ nsmsN} . Entonces Vg t A
y dDVNT v, . Luego:
N N
- * ] : bt 11 - "1'1+1
ogdpvn = lim <va-.<. lim < ( Z;_“um'k(m)) £ lim Zmz =2 .
Asi, <Pvn4 0 ~pPv = 0 ==pv =0 pues Ng = {0} Por lo
tanto, vnl 0 con Vi >'un,k(n) para todo n, lo gue concluye

la demostraciédn.

DEFINICION IV.9:

El espacio LYy se dice gue Separa los Puntos del espacio
de Riesz L si para todo elemento £ de L no nulo, existe una

funcional & de LY tal que ¢f # 0.

TEOREMA IV.10: Sea L un espacio de Riesz Dedekind completo y
supongamos que L: separa los puntos de L. Entonces existe una
coleccidn de bandas {K_]} en L tal que L es la banda generada
por LJ{KS} y stﬂ K32 = {0} para todo s; # s,. Mas aln, cada
Ks es un espacio de Riesz super Dedekind completo con la pro-

piedad de Egoroff y cada Ks posee una funcional lineal estric-—
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tamente positiva y orden continua.
DEMOSTRACION:

Como L'I;‘ contiene al menos un elemento no nulo {pues L'I‘_;

separa los puntos de L}, E; tiene un sistema disjunto maximal;
y . nt

esto es, existe una coleccién {¢_} en LY tal que ¢, 1 4752
para s, # s,, y ademas si ¢ es tal que ¢l ¢, para todo s,
se tiene que ¢ = 0.

Denotemos la banda de soporte de CPS por K_. Es decir,

- d

KS = N¢b.

{1} Para todo s se tiene gque |¢b5| es una funcional 1i-
neal estrictamente positiva sobre Ks‘ En efecto, sea u en L
u>0. Es claro que |¢P_lu>0. Supongamos |¢Js|u = 0, enton-

ces u pertenece a q¢ . Pero N¢ es banda de proyeccidn, luego

L = Q$s ® K;. De aqzi que u = g, lo que contradice que u) 0.
Por lo tanto, |¢Jslu> 0.

(2) K  es un espacio de Riesz Dedekind completo {pues K,
es banda de L), y |¢,| es una funcional lineal estrictamente
positiva y orden continua sobre Ky . aplicando el teorema IV.8,
se tiene que K, es un espacio de Riesz super Dedekind completo
con la propiedad de Egoroff.

(3} Como {qbs} es un sistema disjunto en L:, por teorema
Iv.5, {Ks} es una coleccion de conjuntos tales que KS{IK32={0}
para s, # S,-

{4) Veamos por dltimo gque L = K donde K es la banda ge-
nerada por LJ{KS}. Siendo K banda de proyeccién, L = K @ K9,

Supongamos L # K, lo que implica Kd ¥ {0}. Luego, existe fo
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en Kd

tdl que £ # 0. Como L'I‘l’ separa los puntos de L, existe
una funcional ¢ en L; tal que cpfo # 0.. Definamos
Y: L—> R por
Y = Plryat)
donde Prq es la proyeccién de orden de L en Kd. Claramente,
W estd bien definida y es lineal. Ademds, como er‘; es una
banda en L%, 0<Paf<f ==> 0<| P(Peaf) | < |PI(P af) < IP[£
I |¢PKd ,-<-. lcpl .
asi, Y € L7. Observemos que:
(i) Y # 0, pues existe £, # 0 tal que Pf_ = CIDfO # 0.
(ii) qJJ_d)s, para todo s. En efecto: sean se{s} y u

+
en L . Entonces:

Y 1Ald |

invf{ (Plv + | (Psl(u - v): Oévgu}
€ Vi + [Pl ppgu)

. d _ :
pues uEL—KGK.mpu—PKu+PKdu €on O.SPKu.Qu Y

Ideu = u - Pyu.

Probaremos que KgN,{, ¥ Kd_C_N . Sea f en K tal que

f # 0. .Entonces f no pertenece a Kd

y por lo tanto Yf = 0.
Ahora, para todo g: |g[<ifl, como Kes ideal, g pertenece a K y
Wg = 0. Es decir, [PII£] = 0. Lo que implica que f pertene-
ce a Nq,.
Por otro lado, sed H no nulo de Kd. Como L = XK & Kd =
= Nq)s ® ",Ks y K_ estd contenido en K, se tiene que h pertene-
ce a N‘Ps.
De esta forma, se concluye que |*P|(PKu) + ]cpsI(PKdu) = 0.

De alll que Y.L C]Js para todo s€ {sy; y asl, Y = 0 por ser
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{P.} un sistema disjunto maximal. Pero'W# 0, luego no es
posible L # K .
Hemos probado asl que existe una coleccién {Ké} de bandas
en L tales que K_NK_={0} con s, # s, cada una espacio de
Sy s, 1 2
Riesz super Dedekind completo y con la propiedad de Egoroff y

conteniendo una funcional lineal orden continua estrictamente

positiva. Ademds, L es la banda generada por U{Ks}.

DEFINICION IV.1ll: (Espacio Norma Dual de LP)
Sea‘Lp un espacio de Riesz normado. El espacio L; de to-

das las funcionales lineales norma acotadas sobre Lp es llama-

do el Espacio Norma Dual de Lp. El espacio L; es Banach con

la norma p¥* : L;-a-R definida por:

p¥(P) = sup{|dfl: p(£)<1].

TEOREMA IV.12: Sea Lp un espacio de Riesz normado. Entonces
L; es un reticulado de Banach Dedekind completo.
DEMOSTRACION:

(i) Veamos que p* es una norma de Riesz sobre L;. En
efecto, sean qJJDeI% tales que |¥|< |$¥| . Entonces para todo
elemento £ de Lp se tlene:

IWEN < YICIED < 1plCIE1) = sup{dg: |9 < I£|} = p*(diptf),
de donde: sup{|VE|: p(£)< 1} g p*(D). Asi, p*(¥)g<p*(P).
(ii) Probemos ahora que—Ls estd contenido en L;. Sea en-

tonces CID un elemento de L;"y sean u,veLt tales que v£u.,

(Utilizaremos el teorema III.3)
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Notemos que  ®vg |Pv| = p(v)|dIv/ipv) ]| ¢ Pv)p* (P)
< plu)p*(d).
Luego el conjunte {diwv: 0gvgu}l es acotado superiormente,
lo que implica que ¢ ‘es orden acotada.
(i¥i) Por %ltimo demostraremos gque LE es un ideal en ﬂ;.
Sean cbeL;, Ll—"eL'; tales que |§|< |{d| . De la desigualdad:
[WEl < p*(P)rp(e)
para todo elemento f de Ly, se tiene que p*(Y) es acotada.
Asl, siendo LE ideal en un espacio de Riesz Dedekind com-
pleto, se sigue que L; es un espacio de Riesz Dedekind comple-~

to y mas; adn, L; es un reticulado de Banach con la norma de

Riesz p*. Lo que concluye la demostracidn.

DEFINICION IV.13: (Espacio Norma Bidual de Lp)

Sea Lp un espacio de Riesz normado. El espacio LE* de
todas las funcionales lineales norma acotadas sobre L; es 1lla-
mado el 'Espacio Norma Bidual de Lp.

Como resultado directo del teorema IV.12, se sigue que

L;* es un reticulado de Banach Dedekind completo.

Observacidn: Sea £ un elemento de Lp y definamos la fun-
cional f£" : L;—-R por f£"(¢) = P(f). Considerando la
aplicacién que a cada £ le asocia £ , se tiene que L, esta

contenido algebraica e isométricamente en LS*.



CAPITULO V

INDICES PARA RETICULADOS DE BANACH

En el capltulo II, probamos que dado un reticulado de Ba-
nach Lp con norma Oorden continua 'y una sucesidn {un} orden
acotada y disjunta en L;, se tiene que {pun} es convergente a
cero en R. Considerando lo anterior, veamos las siguientes

definiciones para reticulados de Banach.

DEFINICION V.1: (Propiedad de la L q-descomposicibn)

El reticulado de Banach LP se dice que tiene la Propie-
dad de la .E.q-descomposicibn (lL<qg £ o) si para toda sucesidn
{u,} orden acotada y disjunta de L; se tiene que {pun} es un
elemento ‘de lq. (Recordemos que Eq se define como sigue:

Lo = {per: Y1%1% w0}, 1<a <o

q
L= {(xn)ea: (x ) es acotada } )

Observacidn: Todo reticulado de Banach tiene la propie-

dad de la J_-descomposicién. (Ver teorema II.11)

TECREMA V.2: Sea BP un, reticuladé ae psanach con la propiedad
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de la ﬂ,q—descomposicibn. Si r » q entonces Lp también posee
la propiedad de la lr-descomposicibn.

DEMOSTRACION:

Siendo r » g se tiene que J.qt;_ L., luego si {u } es una

sucesidn disjunta y orden acotada en L;, {pun} I3 2&' Y por

lo tanto, Lp tiene la propiedad de la lr-descomposicibn.

TEOREMA V.3: Sea Lp un reticulado de Banach con la propie-
dad de la lq—descomPOSicibn para algdn gq<o¥, Entonces la
norma p es orden continua.

DEMOSTRACION:

Sea g<o0 tal que L. tiene la propiedad de la lq-descom-

P
posicidn. Entonces {pun} pertenece a Lﬁ para toda sucesién

‘s +
{un} orden acotada y disjunta en Lp' Probaremos que punjczoo.

En efecto, como i |pu |q¢:oo se tiene que lim|pu |q =0,
Nzl n N-re n

de donde :&iﬂ pu = 0.

Por lo tanto, {un} converge a cerc en norma gque equivale

a decir que la norma p es orden continua,

DEFINICION V.4: (Propiedad de la Eq—composicién)
El reticulado de Banach Lp se dice que tiene la Propie-

dad de la -Q»q-composicién (lgqggeo), si se tiene que

m
sup{p(Zanun) : m=1,2,.. } <00,

LLET]

siempre que {an} €S una sucesidn en lq+ Y {un} €s una sucesién

disjunta en L; con pu g1 para todo n.

Observacién: Todo reticulado de Banach tiene la propie-
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dad de 1la .Q.l-compos’icibn. En efecto, sean {an}e 11’ y {un}
+
P

(1] m m
de la desigualdad: p(%anun) £ nZhanp‘un £ Zan , se obtie-

LET

una sucesién disjunta en L_ tal que pu < 1 para todo n. Aasi,

T m
ne que sup{p(nZanun)} < sup{Zan} <o .
£ LT

TEOREMA V.5: Sea LP un reticulado de Banach con la propie-
dad de la lq-composicié:n. Si rg4q entonces Lp también tiene
la propiedad de 1la .P.r-composicién.

DEMOSTRACION:

Siendo r £q se tiene que 'E'r & .E;q, luego para toda suce-
sidn de ntmeros {an} en -Q.: y toda sucesidn disjunta {un} en
L; con pu_< 1, se tiene que s&?\p(%'anun)} <& por tener
L. la propiedad de la lq-composicibn. Asi, LP tiene la pro-

P
piedad de la .ﬂ.r-composicibn.

TEOREMA V.6: Sea Lp un reticulado de Banach y sean 1€ gq,rga
tales que 1/q + 1/r = 1 (admitiendo 1/ = Q). Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Lp tiene la propiedad de la -['.,q-descomposicibn.

(b) L; tiene la propiedad de la lr—composicibn.
(Donde LE es el espacic norma dual de Lp.»)
DEMOSTRAC.;ION:

Caso 1: g =@, Entonces r = 1, .y como todo reticulado
de Banach tiene la propiedad de la Y -descomposicién y 1la
propiedad de la .ﬂ-l-compos_icibn, se tiene que LP Yy LB tienen

ambas propiedades.
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Caso 2: g«

(a) —=b(b) Escojamos q <& arbitrario, Y sSupongamos que
Lp tiene. la propiedad de la ﬁ.,q-descomposicibn. Entonces 1la

norma p es orden continua y por el teorema II.10 Lp es super-
Dedekind completo. |

Sea'ian}(-, 1:. Yy sea {qbn} sucesién de elementos positivos
y disjuntos de LB con p*( ¢n)g 1 para todo n. Entonces Cbn
es una funcional orden continua para todo n. En efecto: sea
m fijoy P= Cbm. Ademas, tomemos u }0 en L, ¥ £>0. Como
p es orden continua, putlo y luego existe t' tal que pu.,<§ .
Observemos que siendo p*(P) <1 se tiene que:

Ep*(P) = Esup{|dv|: pv.gl} = sup{ldpw|: pwugg} <& . Asi,
existe t' tal que CIJut.é.“cl:w]: pwE g} - De donde existe t'
tal que ®u,,<E. Por lo tanto inf{du} = 0.

Con 'Lp Dedekind completo y {CPn} sucesidn disjunta de
funcionales orden continuas de L;, podemos aplicar el teorema
IV.S que afirma gue la sucesidn de las bandas de soporte {C ]-

n

asociadas a la sucesién {dpn} es tal que C-:[D N c<|> = {0} para

,_ n m
n #m. Y en estas condiciones se tiene ademds que C, & N
Py P
para n # m.
Sea 0guel =¢C ©ON sea u_ la componente de u en

C¢ para todo n. Claramente iun} es una sucesidn de elemen-
n

tos positivos de L (por teorema 1.24) y ademds orden acotada

P
por u. Véamos que {un} es disjunta: sean n # m; como Cg

n
esta contenido en N 'Se tiene que u_ e N y por lo tanto,

P N
; d

u lu. {(Recordar que C = (N, )7).
n<- "m b ¢Lm
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Asi, {u } es una sucesidn orden acotada y disjunta en L..
Como por. hipdtesis Lp tiene la propiedad de 1la -Q.q-descomposi—
cién, {pt}n} es un elemento de 4 .

q
Observemos ahora lo siguiente:

o [z )
. = (s q. g
0O p*la ¢ ) anp*(dbn)g a, => ;p*(andpn) < Z‘m a_* <
- {p*(anq:'n)}e‘ ‘E’r’
Siendo {pun} & l-q, {p*(anqbn)} € ‘R’r con 1/qg + 1/r = 1,
1< g €w, se tiene que {punp*(anqbn)} e -Qr.lg lo gque implica
que LEY Punp* (anq)n) = }{'(CC) *

m m
Para cada m3 1 tenemos (Zancpn)u =2 _a $u

nzy n=xi

=3 =Py,
(por seriu  la componente de la banda de soporte de an) .
Por otro lado, para todo natural n: Cpn(un/pun)g p*(CPn) .

Luego se obtiene:

m m
*
(nzmanq;’n)u < nZﬂp (ancbn)puns X .
Y esto para un elemento u de L; arbitrario,

Podemos entonces concluir gue para todo £ E.Lp existe

B"fe‘.R tal que para todo m»1 se tiene:

)
|t§an¢)n)fl € xlf'

Aplicando el teorema de Banach-Steinhaus del acotamiento uni-

forme, se tiene que existe ¥ ot-: R tal que para todo m> 1 y pa-

ra todo fELP: l(ﬂiﬂan\én)f[ £ ¥4 Luego, existe K‘oe R tal
que para !todo m» 1: p*(%a-?nqbn‘)» < ¥,-

Por lo tanto, s_up{p’!(nz‘lantbn)} € ¥, <©. Basi, L; tiene

la propiedad de 1la L

p-composicidn.
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(b) = (a) Supongamos que LE tiene la propiedad de la

-lr-composicibn para algdn r>1. Sea {un} una sucesidn orden

acotada de elementos positivos y disjuntos en Lp Yy sea ueLP

tal que para todo natural n, 0 u_<£ u. Demostraremos que

n"‘-.

{pun’( pertenece a -P.q.

Sea_{an}-e Jz.; Yy escojamos una sucesién {c])n} en L;"' tal que
p*(Cbn) <1 para todo n, y tal que ¢n(un)> pu, - 1/2“‘aLI_l tam-
bién para cada n.

Recordemos que cada elemento de Lp se identifica con un

€elemento ide L;*. Luego, {un} es una sucesidén disjunta de ele-

mentos de LS* y ademds cada u resulta ser una funcional orden

continua isobre LE. Como L; es Dedekind completo, por teorema

IV.5 se tiene que las bandas de soporte {Cu } en LS son tales
n

que C NCc = {o} para m # n.

n m

Para cada n, sea Y  la componente de ¢>n en C, . Enton-
n

ces wn} es una sucesién de elementos positivos y disjuntos
de L; y tal que p*(\Pn) < p*(an) € 1, para todo n. Y ademas:
n
klJn[un) = cl:n(un)} pu, ~ 1/27a,
para todo natural n.
Veamos ahora las siguientes desigualdades:
a, q-'n(un) P a pa. - 172" para todo n,
de donde jse obtiene para cadamp» 1:

m La] m
25 2nPYp € -3 Ynluy) * 2 12"

< 3 2 ¥nlug) + 1
£ .i.an‘yn(u) + 1

azy

<p(u)'p’f‘(ﬂZ:':an\Pn) + 1.
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Pero recordemos que LE tiene la propiedad de 1la lr-com—
posicién y siendo { an}e. l: y [Lpn} sucesién disjunta en L;"'
con p*(\Hn) 4 1 para todo n, se tiene:
[1a]
su *( a } = <O,
mp P*(3_a, ¢, 4
Luego, Zanpun £1+ ¥pu<oQ ,
=y .
obteniendo asi que {a_pu } pertenece a 4, donae ta tedl
n"'n 17 n r
con 1/r + 1/g = 1y r>1; 1lo que implica que {pu }e & , con-

cluyende la demostraciédn.

LEMA V.7r Sea Lp un reticulade de Banach con la propiedad de

la -P—q—composicién. 14 g £0. Entonces existe una constante

positiva M tal que para cualquier sucesién finita y disjunta
. ot

{ui. 1-1,...,n} en Lp se tiene

{M["il(pui)qllfq si q # O

p(2_u)<

V31

M maxipui: i=1,...,n} sigq=w
DEMOSTRACION:
Escojamos q arbitrario (1 g o), y sea Lp un reticulado
de Banach con la propiedad de la l.q—composicibn.
Caso 1: g #c0. Definamos:
Mq = {p(;:ui): neN, {’ui: i=1,...,n"i es una
sucesién disjunta en L; con [§(pui)q]1/q:§ 1}
Probaremos que Mq estd acodtado superiormente y que M = sup Mq
resuelve ‘el problema.
En primer lugar, consideremos la aplicacién
8yt L;—-»RU‘{ao}
definida por:
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sq.(v) = sup~{p(::ui): ne NN, Hui: i=1,...,ln} s una sucesidn
disjunta en I: con [i (pui)ql llqg 1}
(recordando que I, es el ideal principal generado por v en Lp).
Se sigue entonces, por propiedad de ideales y teorema
I.7, lass'siguientes-afirmaciones:
(1) O0¢ Sq (v) g Sq (w) siempre que 0g vgw.
(i1) sq(v + W) £ sq(v,) + sq(w) para todo v,w en A

P

Supongamos ahora que M_ no estd acotado superiormente.

q
Entonces para cualquier natural n>» 1, existe una sucesién fi-
nita y disjunta {u?: 1.s'igm} en L; tal que:

[.‘i‘(pl-lri’)qll/q €1 vy ,p(‘;u?) > n.
Sean t_ = éu? y v, = tn/2n+1ptn para cada h» 1. Enton-

ces la sucesién {vn} en L; es tal que para todo n:

(a) ug pertenece a Iv’ i=l,...,m; vy p(:n;lu?) > n, de
donde se obtiene que sq(vn!)1 > n.

(b) pv, = 17271 < 1727,

Considerando la sucesién { Sn} de las sumas parciales
s, = ivi, como 'p{S, - S, ;) = pv < 1/2" , se tiene gue {sn}
es una sucesidén norma Cauchy en el reticulado de Banach Lp;
luego {Sn} tiene norma limite. Séa v, tal norma limite.
Entonces v, = sup S, por teorema II.6. Veamos que Sq (vg) =
En efecto siendo vé; v, Ppara todo n, si suponemos que
SqiVo) =k #0, se tendria k = Sqlv) > sgtv) > n para to-
do natural n, lo cual es absurdo. Asi, de sqgvo) = , se ob-

tiene una sucesidn disjunta {wiz i=1,...,r(1)} en I: tal que

9 ' o
(S w2 y piEe > 2.

ITT)
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Sea' &> 0 suficientemente pequefio tal que:

ik

[ (pw 19+ dpv )N < 12 (*)

PI3 w; - Sv)¥1> 2 (**)

Considerando la desigualdad:

if(w 'k8v0)+ + (Svo - w0)+'; %Sbo, donde wo=sup1wi:1 i r(lﬁ,

+ %1

se tiene. gque:

L4 11] ro

_ - o *
So8qwirbv )T + s (v v )T 5 s 1T twi-nbv )t (Sv v )t
==a3.
+ .
De donde’ sq(wi - %gvo) =ad para algidn 1€{1,...,r(1)}, o
_ + _
sq(SVO - wo) =ao ,
Es deciry sq(wi) =00 para algén ieil,...mrtl)}, o bien
+
- = CO
sq(Svo wo) .
Si se tiene que sq(wi) = para algun ie{l,.v.,rtl)}, sin pér-

dida de generalidad podemos suponer i=r(l). Luego, se obtiene

una suce316n disjunta {w i=r(1)+1,...,r(2)} en I; tal
r(l)
que [Z(pw )q]I/q< 1/2 Yy p(Zw })> 2. Por otro lado, si

[E oY et

e , - *t .
Sthi)'<°° para todo i=1,...,r{(l}), entecnces sq(3vo ; wo) o0

Yy en este caso, redefinimos ‘la sucesidén {wi:i=1,...,r(1)} de

la siguiente manera: ﬁiv= (w; -»8V‘W+’ para i=l,...,r(l1)-1
Claramente, {ﬁi:isl,m..,r(l)} €s una sucesidén disjunta én I: :

o
y utilizando las condicieones (*) y (**), se obtiene:

L<h] Ly L)
[Z(pw )q]”-q‘-a!s Y p(gwin 1.
(Esta 4ltima desigualdad se gbtiene de lo siguiente:
n ey o=l -4
PUZ W) > p(S8) > 2= plu, g, - Svt> 10
Ademas, {§i=1=1,..w,r(1)} es tal que sq(aftl)) =, lo que
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permite c¢ontinuar el proceso anterior.

Hemos construido entonces una sucesidn {wi:1=1,2,;..} en
+ : - <
LP tal que para n=0,1,... se tiene:

(i) wr(n)+1'wr(n)+2""'wr(n+1) son elementos disjuntos
del cono positivo del ideal principal generado por Wy (n)
=0

(ii) Sq(wr(n+1)) .

(111) (3 (pw. )91/ ¢ 172041,

Ll 2] i

(iv) p(EZw.) > n+l.
Lefinke

(Nota: se entenderda r(0) = 0).

Definamos ahora la sucesién iui:i=1,2,...} en L; de la
siguiente manera: u; = w; para i#r(n), n=1,2,...

ur(n) = 0 para n=1,2,...

Entonces:

(a) {ui} es una sucesién disjunta. En efecto, basta ob-
servar que siendo wr(n)+1"“’wr(n+1) elementos disjuntos de
+

Iwr(n) para n=0,1,... , se tiene que wr(n-1)+i"wr(n)+j

para n=1,2,... , r(n~1)+l<r(n-1)+igr(n), rin)+l1 £ r(n)+jgrin+d.

= Q

(b) iui} es tal que [éz;(pui)qllfq < 1. En efecto;
observemos que para n fijo, se obtiene de la condicidn (iii)
inmediatamente anterior,

.[‘t‘:'(pui)%”‘l.:; 1/2 + 1722 « ... + 172",
Luego, cuando n-—-=w, resulta:

00 o
'[gtpui)qllfq < Z..*ljzn < 1.
Por nltimo, consideremos la sucesién {ui/pui:i=1,2,...}

en L;. Como pui<$l para i=1,2,... , se tiene que

= -1
u,/pu; A uj/puj = [(pui)(puj)] [uipuj/\ujpui] <
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-1 _ . .
< [(pui)(puj)] (uif\uj) = 0 para todo i # j;
y ademas, p(ui/pui) = 1 para todo i=1,2,....
Resumiendo los dos &ltimos resultados, {pui:i=l,2,...}
es una sucesidn en jL; Yy 1ui/pui:i=l,2,...‘ es una sucesiédn

disjunta en L; con p(ui/pui) = 1 para todo i. Por ser Lp

un reticulado de Banach con la propiedad de la Qq— cCompo-

sicidn, existe una constante K tal que
m

P(Zul) ¢ K <o,
L3

para todo natural m. Luego, para todo n se tiene:

[(UTD]

K> p(Z_uy) = p(Z_w;)> pow,) = plw

}) > n; obtenien-
wEFLn)e i wnfing ri 1 ) !

rin+i

do una contradiccidn., Por lo tanto, Mq estid acotado superior-

mente.

Sea M = sup Mq, y consideremos una sucesidn {ui:i=1,...,n}
n -
en L; disjunta arbitraria. Pongamos § = | ? (pui)q]I/q. En-
- L 1]

tonces [:i:[p(ui/S)Jqllfq = 1, con {ui/S:i=1,...,n} suce-

sién disjunta en L;. Por definicidn de Mq, se tiene que
it . ) " .
P[;(ui/S)] £ M, es decir, p(g_ui) < MS = M[;(pui)q]]./q'

lo cual concluye la demostracién en el caso g #<@ .

Casolz: q =@ . 8Se definen ahora:
M, = {p(%g;ui)z ne 8, {u,:i=1,...,n} es una sucesién disjunta
enﬁh; con méx{pui:i=1,...,n} 'Y 1} r Y
sq(v) = sup{p(%ijui): ne N, {ui:i=1,...,n} es una sucesién
disjunta en I: con max{pu,:i=1,...,n} ¢ 1}.
En forma andloga al caso anterior, se concluye que exis-

te una constante M tal que M = sup Mq Yy que:
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L3

P(2"u;) ¢ M maxipu,:i=1,...,n}
1

para toda sucesién finita y disjunta {ui:' i=

LEMA V.8: Sea L un reticulado de Banach y sea {¢,:i=1,. ..,n}
una sucesidén disjunta en L;+. Entonces existe una sucesién
disjunta,iui: i=l,.,.,n} en L; tal que pu; §1 para todo i,
Y Zprdy <l by .
DEMOSTRACION:
Para todo i€ {1,...,n} se tiene que

p*P; = sup{ld,fl: pEga].
Asl, para todo £ > 0 existe f, en Lp tal que pf. <1 ¥
p*q;i -8B < |¢>ifs|. Luego para £ = 2-(i+1), existe v; en L;
tal que pv;€1 vy

prey; - 27 o dv (1)
Como {cpi: i=1,...,n} es una sucesidn disjunta, para cualquier

0. Es decir,

H

j # i se 'tiene ((:[:9:.| Aoy
inf {P v + O tv; - vz 0cvev =0 Vi #i.
Lo que implica que para cualquier j # i, existe 0¢ Wi €Vy
en L, tal que
o 2=2,= (042) o = (1+2)

cbjwi + P ¥ - w) <92 < 2 . (2)

De donde, para cualquier j # i:
wr o p—lo={n+2)

< ;cbjwi < n T2 . (3)

Definamos ahora los vectores:

W,
J 1

e} L ‘+ --
u; = (wi - s,up_{wj: 3#1}) Vi=1,...,n.
Entonces :].a sucesion {ui: 'i=;l-,...~_,n} en«L; verifica las siguien-

tes propiedades:
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(1) ui..Lu:.l para todo j # i. En efecto; sea j # i.

Entonces: supiwj: iaé‘j} > Wy
sup'iwi: it} » w,
. NI ; +
(wi - sup{wj. 1#3&) £ (wi - wj)
sl t _ +
(wj - sup_iwi. 19&]%) £ (w:-l w;)
u, ¢ (w, - w.fl~
= 1 1 ]
+ -_
uj £ (wj - wi) = (wi - wj)
=_$ - + - - -
0 < ujA Ly £ (wy wj) ~ wy wj) 0.

(ii) Pu. g 1 para todo i=1,...,n. En efecto; sea i un
elementorde { 1,...,n}. Entonces para todo j # i se tiene:

OSWj — W, - suplle: ]%1}gwi$vi

(iii) tp* d; <1+ td‘,).u'. . En efecto; para iE\_l,...,n}:
u, = (w, - sup{wjzj,;ei})*
= (wi - Sup{wj:j%i})\/ 0 =w, + (-sup{wjzj_%i})v (=w;)
=W, - supiwj':j%i}/\wi
>w - sup{wjzj%iibwi - ,,;wj'
Y aplicando la funcional Cbi,‘ se obtiene:

Piug > Pywy - 2 Py
. L L
> (Cbivi - 2~ (342)y. gn 1,=Hn+2) (por 2 y 3)
S ‘1’1"1 - 12-(i+2) -2 (n+2)

S p* Cbi g (i+1) _ ,-(i*2) _ 2-(n+2) (por 1)

2 p*Q; - 27,
ol ﬁ. ‘ 3 r-i
Por lo tanto, ;-‘-Piui.é -;P* $; - ‘Z,, 2
> ;P'*Cpi - 1.
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Hemos obtenido entonces una sucesién {ui: i=1,...,n}
disjunta en L; tal que P, < 1l para todo i, y que verifica

n

la desigualdad: z:jp*qu £ 1+ zi;Cpiui. Lo que concluye la

L=

demostracién.

TEOREMA V.9: Sea Lp un reticulado de Banach y sean 1<q,rgw
tales que 1/g + 1/r = 1. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) Lp tiene la propiedad de la Lq-composicién.

(b) LE’; tiene la propiedad de la lr-descomposicién.
DEMOSTRACION:

Caso 1: q = 1. Entonces r =00, y como todo reticulado
de Banach tiene la propiedad de 1la -Qvl-composicién Yy la pro-
piedad de 1la J&;descomposicién, se tiene que LP Y LE tienen
ambas propiedades.

Caso 2: g»> 1.

(a) =—=>(b) Escojamos g>1 arbitrario, y supongamos que
Lp tiene la propiedad de la -!»q—composicibn. Sea {Cbi: 1?1}
una sucesidn disjunta y orden acotada en L;+. Probaremos que

{p*dbi} es un elemento de b _, demostrando que {aip*qpi} es

r'
un elemento de -2:1 para toda sucesidn {a;} en .ﬁ,;
Sea entonces {ai} una sucesidn en .Q,; Yy sea
(S-a, 91/ 55 g
X = 221 1
sup{ai=i=1,2,...} si g =0,
Fijemos el natural n, y consideremos la sucesidén disjunta

{ai CPJ._: i=1,...,n} en L;+. Por el lema V.8, existe una suce-~
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sidén disjunta {uii i=1,...,n} en L; tal que pu; £ 1 para todo
= * -
i=1,...,n , y gaip ¢=i 1 +;(ai¢i)ui

<0
<1+L(ai¢)ui

x-T]

=14+ @ (iaiui) (*)

¥ 51

LA

donde ¢>ié $ para todo i=1,...,n.

Por ' otro lado, siendo LP un reticulado de Banach con la
propiedad de la lq—composicién, aplicando el lema V.7, existe
una constante M tal que para cualquier sucesidn finita y dis-

. o+ . . .
Junta en Lp’ en particular para {a 1=1,...,n}, se tlene:

A" -
11
{M[;:[p‘(aiuinqllfq si g #

M m&x{p(a,u;): i=1,...,n} si q =0 .

s

1]
p(2. a;u.)¢
tf-.-l‘ 1

Regresando a la desigualdad (*),

> agprd; < 1+ P(3agu;)

) tey

< 1+ (p*$)p(2_aju,)

(A
. n
1+ (p*d))M[Z[p(aiui)]q]l/q
< b si gq#®©
1+ (p*¢p )M m&xip(aiui):1=1,:..,n}
si q=@
€ 1+ (p*d)MK.
<
Luego, %aip*cpi{oo .

(b) ==p(a) Sea ahora r <00 , y supongamos que LE tiene
la propiedad de la J-ur—descomposicibn. Sean {ai} una sucesidn
en -ﬁz Yy {ui} una sucesidn disjunta en L;‘con pu, £ 1 para todo
i=1,2,..., Como cada elemento de Lp se identifica con una fun-
cional lineal orden continua de L;*,consideremos la sucesidn

. - ; N . : B
disjuntal {ui} ahora en (L;)n. Siendo LE Dedekind completo,

del teorema IV.5 podemos concluir que la sucesidén de las ban-

das de soporte §C.t{ acociada a la sucesidn ju.tes tal que
i i
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Ciﬂ Cj =, {0} para i # j. Sea ¢ un elemento de L+t y denote-
mos por ‘¢ . la componente de ¢ en la banda de soporte de u; .
Entonces {C[Di: i=1;2-,...} es una sucesidn disjunta y orden
acotada de L;+. Como por hipédtesis, LE tiene la propiedad de
la lr—descomposicibn,‘{p*cpi} pertenece a -Lr.

Por otrec 1lado, como {ai} pertenece a .l; ¥y puig.l para
todo i, rse tiene que{piaiui)} también pertenece a .l;. Luego,
{(p*cbi)p(aiui)i es un elemento de .i;. Sea entonces:

- =)
* . =
‘;.(p $,lplau;) = R<O.
Para un natural m arbitrario tenemos,
; = - *
¢’(§ai?i) §¢i(aiui) < Zm (p*$plau) < R .
Notemos que el resultado anterior, se ha obtenido para un ele-
mento ¢ de L;+ arbitraric. Se sigue entonces que para cada
funcional Y de L;+, existe una constante positiva R? tal que
[}
|W(>_a;u;)| < Ry .
Aplicando el teorema de Banach-Steinhaus, existe una constante
R tal que
p(gaiui) < R
para todo natural m; 1lo gque prueba que Lp tiene la propiedad

de 1la iq-composicibn.

DEFINICION V.10: (Indice Superior e Indice Inferior de un Re-

ticulado:de Banach) El Indice Superior 65 del Reticulado de

Banach Lg, es definido por:

G; = inf{q: Ly tiene la propiedad de la Jq-descomposiciOn}.
El Indice Inferior Sp del Reticulado de Banach Lp' es de-
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finido por:

Sp = sup{q: Lp tiene la propiedad de la ~Lq-composicibn}.

TEOREMA V.11l: Sea Lp un reticulado de Banach. Entonces:

(a) Si dim(Lp)<OO  se tiene G‘B =1 vy Sp =0,

(b) Si dim(Lp) =0, se tiene li\Sp < Gi'? o,
DEMOSTRACION:

(a) sSi dim(Lp)<c0 + entonces Lp tiene las propiedades
de la ~Lq-descomposicibn y de la lh-composicibn para todo
1< q <<0. (Basta observar que dada una sucesién disjunta en
Lp, ésta tiene un ndmero £finito de términos no nulos.) En es-—

p
(b) Supongamos ahora que dim(Lp) =00 y que o-’p< S

tas condiciones, ¢L =1 vy Sp =0,

p.
Entonces existen ntmeros reales q,r tales que.
1. £ < r<s_<€aad,
6% q < P

De los teoremas V.2 y V.5, se sigue que L_ tiene las propie-

p
dades de la .Qq-descomposicibn y de la ~1r-composicibn.

Sea s = q/{(g-1); entonces 1l/q + 1/s = 1, y existen su-~

: + +
czs:l.ones ixn} Y {yn} en 'o’r y -Qas
> X ¥, = . (Obsérvese que lq < “Q'r) .

respectivamente, tales que
Lis 3|

Siendo dim(L;) = dim(Lp)==d3, se puede escoger una suce-
sidén disjunta {CPn} en L;+ con [_)*Cbn = 1 para todo n. (Ver
{6], teorema 26.10)}.

Como Lp tiene la propiedad Qe la jh-descomposibn, apli-

cando el teorema V.6, se tiene que L; tiene la propiedad de

la -ﬂ%-composicibn. Asl, para cada natural m se tiene que -
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oy

donde Kl = sup"'p*(;ynd;n): m=1,2,.

Puesto que para cada n, p*cpn =

+
P

Por los teoremas V.3 y II.10, Lp es un reticulado de Ba-

i
* =
P*(Z_y ¢ ) € K
1, podemos escoger una
sucesidn {un} en L tal que pu, € l ¥y cpnun) % para todo n.
nach Dedekind completo. Ademas, cada ¢?n es orden continua
por serlo p (ver demostracidn del teorema V.6); vy aplicando
el teorema IV.5, existe una sucesibn{cn} en L, de bandas de

soporte asociada a {¢>n} tal que C Nc = {ol para n#m. Deno-

temos por v la componente de u_ en Cn' Asimismo como vimos

n

en la demostracidn del teorema IV.5, se tiene que {vn} es una
. - +

sucesidn disjunta en Lp. Ademas, {vn} es tal que qbnvn>»%

Y pv,€1 para todo=n.

Como Lp tiene la propiedad de la -Qk-composicibn, existe

una constante K, tal que para cada natural m se tiene:

p(ixnvn) < K.

n=y
Considerando la desigualdad:

Pv £ (p*P) (pV),
para toda funcional ‘P de L;+ y todo elemento v de L;, se tie-

ne gue para tode natural m:

*si_xnyn <Z_xy Ppvy) =5 yﬂ"’ (x_v )

asi n'"nn
< P*.(ai:yncpn)p(ixnvn)
£ KK, .
Luego, i'xn’yn 24 ZKELKQ '

Ney
lo que no es posible. Concluyendo entonces que

l1£8, < .
p £ 0p €©
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Observacidn: La propiedad anterior .de los indices Sp,o%

es la que da los nombres de indice inferior e indice superior

respectivamente,

TEOREMA V.12: Sea Lp un reticulado de Banach, y denotemos su
norma dual por Lp*; es decir, Lp* = L;. Entonces:
i 1/ + 1 =
(1) 1/8, + /oY =1
] 1l + 1/8 = 1.
(ii) /de / p*

DEMOSTRACION.:
(i} Caso 1l: Sp = 1. Trivial.
Caso 2: Sp > 1. Sea {xn} una sucesiédn creciente de

ntimeros reales tal que lé.xnfsp. De esta forma, Ly tiene la

propiedad de la l& -composicidén para todo n. Consideremos
n
la sucesidn {yn} en R' tal que ll'xn + 1/yn = 1 para todo n.

Entonces, Lp* tiene la propiedad de 1la l& ~descomposicidén pa-
n
ra todo n. Probemos que yn;G;*. Para tal fin, supongamos

que inf{yn: n=1,2,...} > C}E*. Entonces existen ntmeros rea-
les ryr¥, tales gue yn> ry> ry > o—b* para todo n; de

donde, Lp* tiene la propiedad de 1la ‘j& -descomposicidn para
i

i=1,2. Sea 5; = ri/(ri-l) para i=1,2. Asi, Lp tiene la

propiedad de la Jg -composicidn. para i=1ﬁ2; y ademds, se
i

obtiene S,> 8> X, Ppara todo n. Esto implica que $,> SP,

lo cual es una contradiccién. Luego, yn;ag*; y aplicando

limite a la igualdad 1/xn + llyn = 1, se concluye que
S_ -+ 1/ = 1,
1/ pt /G;*

(ii) Se demuestra en forma aniloga.
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Para concluir, analicemos ahora algunos ejemplos:

EJEMPLO V.13: (Los Espacios Lq—abstractos)

Un reticulado de Banach Lp de dimensién infinita es un

espacio Lq—abstracto, 1€ gc, si
lpu + 1% = Epu? + (pv)9
para cualesquiera elementos disjuntos u,v en L;.

Se sigue de esta definicidn que para toda sucesidn finita
y disjunta {ui: i=1,...,n} en el cono positivo de un espacio
Lq-abstracto, se tiene

(p(S-u19 = 3 (puy 9.

Los espacios Lq—abstractos tienen la propiedad de la 'lq-
descomposicidn y de la-.Lq-composicibn. En efecto, sea Lp un
espacio Lq-abstracto y consideremos una sucesidn disjunta y
orden acotada {un}gen L+. Sea uG.LP tal gque un< u para todo

P
natural n. Entonces para m fijo tenemos

- q = q q
2. tpup)® = [p(3u)1® g (pu) =,
De donde se obtiene que {pun}e Lq.
Por otro lado, consideremos {uﬁ} una sucesién disjunta en
+ . +
Lp tal gue punstl para todo n, y {an} una sucesion en'lq.
o
— q L3 . -
K = . F do tie
Sea :;;an ijan mmse iene m
9 - }Z:? ‘119 '2:: g
[p(:anun)_l CEY [P(anun” € et a < K.
Luego, sup{p(éi;énpn)z m=1,2,...}«:a3.
Hemos probado de esta manera que Lp tiene las propiedades

de la lh-descomposicibn y de la 1§—composicibn. Luego,

. P . . lo tant =8 = dg.
oﬂpgqgsp ero Spéd‘;, por lo tanto O"p p q
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Observacidn: Un espacio Lq-abstracto no puede ser un

L -abstracto para q # r.

EJEMPLO V.14: Sea (X,\,)) un espacio de medida O°~finita don-
de el proceso de extensidn de Carathéodory ha sido aplicado a
M. Denotaremos por i,q(x,/u.} para 1€ g <. el conjunto de las
funciones M-medibles f sobre X a valor real p-casi en todas
partes (donde las funciones que son iquales -casi en todas
partes han sido identificadas)}, tales que ]flq es una funcién
Lebesgue integrable.

Si definimos la funcién

i “q : iq(X,}L}v—b R
por |ﬁ1h = (jlftiHJlfq:
se tiene que l“q es una norma de Riesz sobre itq(XﬂFJ consi-
derando el orden usual:
fE<Temf(x)gglx) M~c.t.p.

De esta forma, j:q(XﬂPJ resulta ser un reticulado de Banach.
(ver [7], proposicidén V.1.6).

Probaremos que el reticulado de Banach é%;thJ es un es-
pacio Lq—abstracto. En efecto, sean f}ge.L;(X,pJ tales que
flg. Consideremos los siguientes conjuntos:

A={xex: £(XI>0A g(x)>0} =9

o}

C={xex: £(x) =0 Ag(x) o0}

B={xex: £(x)>0 A g(x)

D={xex: £ix) = 0 A glx) = 0}

Asl, X = AUBUCUD siendo A,B,C,D conjuntos medibles disjun-
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0 0
f(y@,q+ fig+ a9+ ((£+qd+ f(f/t/g)q
A B C D

[£9+ fg9= (f9+ [g9
B C X X

tos. Ademas,

fie+ @9
X

Por lo tanto, [f + guq = "fuq + Hgnq.
q g q

Concluimos entonces que Bo,q(x,)J.) es un espacio Lq-abstrac—

to, y por consiguiente, sus indices son 6‘;1 = S“ = g.
q

EJEMPLO V.15: (Los Espacios M-abstractos)

Un reticulado de Banach Lp de dimensidn infinita es un
espacio M-abstracto si

pluvv) = max{pu,pv}

para todo u,ve.L;.

Se obtiene de la definicidén que
[1]
p(‘Z‘lui) = max{pui: 1=1,...,n}

para toda sucesién finita y disjunta {ui: i=1,...,n} en el co-
no positivo de un espacio M-abstracto.

Los espacios M-abstractos tienen la propiedad de la lq—
composicidn para cualquier 1€£q .€o0. En efecto, sean {un} una

+
P

. + . .
sucesidn en lm. Consideremos el nimero K tal que ansK pa-

sucesién disjunta en L tal que pu < 1 para todo n, y {an} una

ra todo n, Para un natural m fijo,.

P(i;lanun‘)' = 'méX{p(anl:ln) s n=l, ... ,m}é méx{a n=1’_._’m} £ K.

n:
De allil que sup{p(ianun); m=_1,2,-..-.} < 00,

Se tiene entonces que Sp =00 y por lo tanto, G-’P =00,
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EJEMPLO V.16: Sea (X;FhFJ un espacio de medida como en el
ejemplo v.14. Denotaremos por 1i;JX,A) el conjunto de las
funciones M.-medibles sobre X a valor real p-c.t.p (donde las
funciones que son iguales u-c.t.p. han sido identificadas),
que son esencialmente acotadas.
as,ootx,).z.) provisto con el orden usual y con la norma
Il EoplXp)— R
definida por:
Il = inf{m: |£(x)) <M p-c.t.p.}
es un reticulado de Banach. (Ver (7], proposicién V.2.2).
El reticulado de Banach &w (X,}k) es un espacio M-abstrac-
to. En efecto, sean £f£,9 € Sﬁ;tx,}x) . Entonces:
o< heval) maxf{lls | gl } < Eva .
lall < NEVa ® °°
Por otro lado,
(Evg)x = max{f(x),g()} < max{h | faf_}
bl fva | < max{lf ] da )} -
Luego, S“Q = G;'|°
EJEMPLO V.17: Consideremos el conjunto C[0,1] de todas las
funciones continuas a valor real sobre el intervalo [0,1].
El espacio C[0,1] con el orden usual y la norma
I lg: clo,1}—r
definida por Ifll, = sup{ |f(x)|= X € [0,1]}.
constituye un reticulado de Banach. MaAs a¥n, se prueba facil-

mente que C[0,1] es un espacio M-abstracto.
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CONCLUSIONES

No podemos dejar de resaltar resultados que han consti-
tuido los eslabones para alcanzar el estudio de los indices
para Reticulados de Banach.

En primer lugar, una condicién necesaria para que un Re-
ticulado de Banach sea Super Dedekind completo, es la conti-
nuidad de su norma (teorema II.10). De manera inmediata, se
deduce que. s1 un reticulado de Banach tiene la propiedad de la
Qa-descomposicién para algdn q (¢, entonces es Super Dedekind
completo. Notemos que.dentro de la clasificacidn que existe
en los espaclos de Riesz, los espacios Super Dedekind comple-
tos son los que inician la cadena de implicaciones presentadas
en el teorema 1.30.

El teorema II.12 nos da una caracterizacién en los reti-
culados de Banach c¢on norma orden continua, la cual sirve de
base para definir la propiedad de la lq-descomposicibn (defi-
nicién v.1).

El concepto de banda (definicidn 1.16) resulta ser muy
valioso, y en este sentido se prueba en el teorema III.9 que
el conjunto i’:: de todas la funciomales lineales orden acota-
das y ¢~orden continuas sobre €l espacio de Riesz L, es una ban-~
da en &" (el espacio de todas las funcionales lineales orden
acotadas sobre L). Andlogamente. se deduce que «ﬁz, el conjun-~
to de las funcionales lineales. orden acotadas y orden continuas

nN
sobre L también es una banda en Ji.
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El teorema IV.5 brinda una condicidn necesaria y suficien-
te para que dos funcionales lineales ordén acotadas y orden
continuas sean disjuntas en un espacio de Riesz Dedekind com-
pleto. Este resultado ha sido clave en repetidas demostracio-
nes posteriores.

Vale también mencionar el teorema IV.8, rico en resulta-
dos, que entre otras cosas afirma que para que un espacio de
Riesz Dedekind completo sea orden separable, basta la existen=-
cia de una funcional estrictamente positiva sobre él.

Al desarrollar la teorla de indices para un reticulado de
Banach Lp, nos interesamos en encontrar la relacidn que existe
entre éstos y los de su espacio norma dual L;'(que estableci-
mos en el teorema IV.12 como un reticulado de Banach Dedekind
completo). Asl, se obtienen los teoremas V.6 y V.9 en rela-
cidén a las propiedades de la Rb—descomposicibn y de la ﬂi—cemﬁ
posicidn (donde '1/q + 1/r = 1) en un reticulado de Banach y
su norma dual. Estos dos resultados son los que establecen
las formulas de los indices: 1/5&) + 1/sp* =1

1/Sp + 1/0‘13* =1
demostradas en el teorema V.12.

En los ejemplos vistos al final del Capltulo Vv, resalta
el hecho de que los indices para los espacios Lq—abstractos
coinciden con el nlmero g (1 ggw). Y es que en efecto, los
indices en los reticulados de Banach estdn desempeiandc un rol
parecido al de los ndmeros q en. los espacios Lq—abstractos.

De modo que los resultados gque se conocen -€n estos espacios,
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sujetos a condiciones del nlmero g, puedén ser generalizados
a reticulados de Banach utilizando los indices.

Por ejemplo, un clasico teorema de H.R. Pitt, que esta-
blece que cualquier operador lineal acotado de.lp en 1& es
compacto si 1 r<p <oo, motivd las investigaciones de los
indices en relacidén a los operadores compactos. (Ver [8], sec-

cidn 12).



[1]

(2]

[3]

[4]

[5]

(6]

[7]

[8]

77

BIBLIOGRAFIA

ALIPRANTIS, CHARALAMBOS Y BURKINSHAW, 0. "Locally Solid
Riesz Spaces", Academic Press, New York, 1978.

DODDS, PETER. "Indices for Banach Lattices", Indag.
Math. 39 (Proc. Netherl. Acad. S.C. A80), 73-86,
1977.

DUHOUX, M. Y ROJO, JORGE. "Espacios de Riesz", Notas de
Seminario, Universidad Técnica del Estado, Chile,
1980.

GROBLER, JACOBUS J. "Indices for Banach Function Spaces",
Math. Zeitschr. 145, 99-109, 1975.

HORVATH, JOHN. "Topological Vector Spaces and Distribu-
tions", Volume I, Addison-Wesley, U.S.A., 1966,
LUXEMBURG, W.A.J. Y ZAANEN, A.C. "Riesz Spaces I", North

Holland Publishing Company, Amsterdam,. 1971.

ROJO, JORGE. "Teorla de la Medida", Notas del curso de
Teorla de la Medida, Universidad de Panamd, 1983.

VIETSH, W.X. "Abstract Kernel Operators and Compact Ope-

rators", Thesis, University of Leiden, 1979.



