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El propésito principal del presente trabajo es el estu-
dio del "Teorema de Representacién de Riesz" de la manera
mds general posible. Para ello, en el primer capitulo se
presentan las generalidades necesarias sobre la teoria de la
medida, medidas signadas, la descomposicién de Hahn, las
variaciones de una medida signada, la descomposicién de Jor-
dén y el conjunto de las medidas signadas finitas con su es-
tructura de reticulado de Banach.

En el segundo capitulo, se presentan aquellos resulta-
dos topoldgicos sobre los espacios localmente compactos que
nos permiten estudiar las medidas de Baire y de Borel as{
como el importante concepto de la regularidad, establecién-
dose que toda medida de Baire es regular y que dada una me-
dida de Baire siempre existe una medida regular de Borel que
la extiende. Para ello se definen los contents y se presen-
tan sus propiedades y luego en términos de los contents se
define la medida regular de Borel que extiende a la medida
de Baire dada. Pero para poder seguir la demostracién de
Jarcov 8 sobre el Teorema de Riesz, para espacios compac-
tos es necesaria la nocién topolégica de la disconexidad
extremal, por lo cual también a inicios del segundo capitulo
definimos este concepto y demostramos que: "Un espacio topo-
l8gico es extremalmente disconexo si y sélo si su compacti-
ficado de Stone-Cech lo es". Ya con este fundamento trazado
damos la demostracién del Teorema de Riesz para espacios
topolégicos compactos.

Siguiendo la idea de obtener el teorema de representa-
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cién de Riesz para espacios topoldégicos mds generales, en el
tercer capitulo se presenta el importante concepto de la
completacién de una medida. Se definen y se detallan las
relaciones que existen entre las topologias T:c' i:st y'?:oo
definidas sobre lzb(x) con (X,T) un espacio topolégico com-
Pletamente regular. Después de estos resultados se presenta
la demostracién del teorema de Riesz para espacios completa-
mente regulares al igual que dos corolarios que de la misma
se desprenden. Finalmente, para concluir el capftulo se ob-
tiene la clé&sica demostracién del teorema de Riesz para es-
pacios topolégicos localmente compactos, como consecuencia
de la demostraciédn dada para los espacios completamente regu-

lares.
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I PRELIMINARES

En lo que.Siguedgt indicard una o - 4lgebra fija de par-
tes de un conjunto X y las medidas se supondran definidas
sobre’gz. Por simplicidad y costumbre a los elementos de

se les denomina sub-conjuntos medibles de X.

1.1 Medidas Signadas

Recordemos que por M(X) o simplemente por M se indica

al conjunto

M= {}L &L_*' [O,m] / - es medida}

y que M posee las siguientes propiedades:

1. Para toda }L, yeM: (L +V)e M,

2. Para toda J- €My para todo X 20 : o JLEM
es decir, M es estable por adicién y multiplicacidédn por esca-

lares no negativos. Ademds,

3. M no es un espacio vectorial sobre R, pués la multi-
plicacidén por -1 nos da funciones de conjuntos a valores ne-

gativos.

Definicidén 1.1: Definamos en M la relacidn < de la

siguiente manera: /.L €Y ,siy sélo si,
}L(A) € Y(A) para tédo A?ﬁ).
Se prueba sin dificultad gue £ es una relacién de orden
en M, es decir que (M,() es un conjunto parcialmente orde-

nado.



Enunciaremos en forma de proposicién otras propiedades

que tiene la relacidn de orden < sobre M.

Proposicidén 1.1: (M, €) es un reticulado; es decir,

para toda M, Y € M existen pVvy,

’L A VY en M, mds aldn para todo A GJ;-.

1. (P.V\’ )(a) = sup{}&(B) + V(A-B) / Be,Q, BC_:A}

2. (}»Aw) )(A) = inf {)u.(B) + V(A-B) / Be}L, Bc_:A}
3-(pAV)+(rVV)=}L+V

A continuacién presentaremos un resultado que describe

una propiedad de completitud del orden del reticulado (M, <).

L .. —
Proposicién 1.2: Sea (’-‘-n)n>l C M tal que }Ln \<}*‘n+l
para todo n 2 1, entonces la funcidn

de conjunto:
},L :} E—— [0,00] definida por:

\Y ch;-: /L(A)

es una medida.. M&s ain /L: sup }Ln.
n>1

Lim Ln(A)
n—+Q0 /

Como menciondramos antes, al multiplicar medidas por
-1, obtenemos funciones de conjuntos a valores negativos.
Por esta razén es deseable considerar funciones de conjuntos
O~ - aditivas que también toman valores reales extendidos
negativos,

Para distinguir de una medida una tal funcién de con-
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juntos 0¥ - aditiva, usualmente se le refiere por "Medida Sig-

nada”. En forma precisa.

Definicidén 1.2: Una funcién de conjunto

}L :5}_———-»-§

es una medida signada si:

a. Toma a lo més uno de los valores +9 y - o0

b. }L(ﬂ) =0

c. fLes 0’ - aditiva, esto es:

Si (An)n;l es una sucesién disjunta de9. )

entonces

w2 - i K.

o
n=1 n=1
Observemos que si IU- es una medida signada y (An)nzl
es una sucesién disjunta de{SL tal que:

(00]

Jy \UJ a)

n=1

< 0

o)
entonces zz: I}L(An)l es convergente en R.
n=1

Observemos también que:

1. Cada medida es una medida signada.
2., Cada medida signada es finitamente aditiva..

Los siguientes resultados nos dicen que las medidas sig-

nadas se comportan como .las medidas.



Proposicién 1.3: Sean H‘:9°——_—>'ﬁ una medida signada

yAG9., tal que I}A(A)|<°0. Sea

B Gf}— tal que B & A, entonces

’

)| <y p(a-p) = p@ - pe),
es decir cada medida signada es sustractiva sobre conjuntos
de medida finita.
Una inmediata y (til conclusién de la proposicién ante-

rior es la siguiente:

Si A€ 9.. posee un subconjunto B de medida signada

infinita entonces A posee medida signada infinita.

Por dltimo, las propiedades usuales de continuidad de

medidas son heredadas por las medidas signadas.

Proposicién 1.4: Sea fL::Qu‘———“*-ﬁ una medida signada

y sea (An) una sucesién deS).

nz2l
Entonces:

a. Ap f' As EiﬂD}L(Ah) = )*(A)

b. A \ Ay fL(Ak) es finito para al menos un k,

t Li (A ) = (a).
entonces ni.inm}l n /J..



1.2 Conjuntos Positivos, Conjuntos Negativos

En esta seccidn introduciremos un nuevo tipo de conjun-
to medible, el cual tiene propiedades muy importantes Y juega
un papel fundamental en el desarrollo de la teoria de.la

medida.

Definicidn 1.3: Sean )A, 1 QL — R una medida signada

y A Sjl. entonces:

1. A es positivo (A 2 0) si

}L(A M E) 2 0, para todo E € QL

2. A es negativo (A € 0) si

}.L(A N E) € 0, para todo E 69..

De la definicién anterior se tienen las siguientes ob-

servaciornes:

a. A es positivo si y sbélo si, para todo sub-conjunto me-

dible B de A se tiene que F.(B) 2 0.

b. A es negativo, si y sélo si, para todo subconjunto

medible B de A se tiene que }'A-(B) S 0.

Ejemplos y Propiedades

1. 20 v <0

En efecto

}L(ﬂ NE) = ’.L(ﬂ) = 0, para todo Eeﬁb



2. SiA>0yBCA, B e} , entonces. B

\Y
o

3. SiAS 0y BCA, 869., , entonces B £ 0

4, La unién de cualquiera sucesién de conjuntos positi-

vos es positivo.

5. La unién de cualquiera sucesiédn de conjuntos nega-

tivos es negativo.

Proposicidén 1.5: Sea }x:jl ——— R una medida signada
y E 69. tal.que }L(E)) 0. Enton-

ces existe A G}L.tal que

A2 0, A Ey }L(A):> o
La demostracién de la proposicidén anterior hace fuerte
uso del Lema de Zorn.
Similarmente se puede enunciar una proposicién para

conjuntos negativos.

1.3 La Descomposicién de Hahn

Procederemos ahora a dar la definicién de lo que se en-
tiende por una descomposicién de Hahn utilizando fuertemente

la nocién de conjuntos positivos y negativos.

Definicién 1.4: Sea fL:SL'———*- R una medida signada.
Una descomposicién de Hahn para X,

respecto de/¢., es un par (A, B), donde A, B son tales que:



1. A‘nB

I
R

2. AURB

]
»

Podemos observar que si (A, B) es una descomposicidén
de Hahn de X ‘con respecto a.f_ entonces (B, A) es descompo-
sicién de Hahn de X con respecto a -F..

Una descomposicién de Hahn con respecto a una medida
signada siempre existe y es esencialmen:e uUnica, como lo ve-

remos én la siguiente proposicién.

Proposicién 1.6: Sea fL:J},———*Vﬁ una medida signada.

Entonces X posee una descomposicidén
de Hahn con respecto a‘fy, es decir existen A y B en sl.
tales que

a. ANB=2g
b. A U B=X
c. A2 0yBKO

méds adn, si (A, B) y (Al' Bl) son descomposiciones de Hahn

para X, con respecto a )1A entonces

1. }*-(A AsAl) fL(B C;Bl) =0

2. fL(E N A) }L(E N Al)

3. }L (ENB) = }b(E F\Bl)

para todo E €£l_



-9 -

1.4 Las Variaciones de una Medida éignada

En esta seccién presentaremos tres medidas sobre‘SL

gue se desprenden de una medida signada.

Proposicién 1.7: 'Sea (A, B) una descomposicién de

Hahn de X con respecto a una medida
signada }L:SL—_—*-E'

Sean:

}L+ : SL-——+—R

}L(A N E)

}L+ (E)

}1- (E)
l).,Ll(E)

- : —=R
Ipl s g—R

-}_L(B N E)

M(E N A)- M(E N B) =
Pt (E) + o " (E)
Entonces }L+,}L- y |}&| son medidas sobreja_.

Las medidas f&+, fL- y |/L| se denominan la variacién
positiva, la variacidn negativa y la variacidén total respec-
tivamente, de la medida signada}L .

Observemos gue las medidas fL+, fL-, Y Ifkl son inde-~-
pendientes de la descomposicién de Hahn de X, respecto alA,.

En efécfo,_sea (Al, B,) otra descomposicién de Hahn de

X respecto a/;,, y sean }I*,}; ,Ijll las medidas corres-

pondientes a la descomposicidn (A,, B,), entonces para cada
E:?ﬁL:
Pt ey = panNeE = p@a; NE =K (B
= p = (3 =K

P (E)

}L.(B M E) = —I.,I.(Bl N E).=}I-(E)
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luego

T N T Y

Definicién 1.5: Una medida signada }L :9_—" R

es una medida signada finita si

I}.L;(E)I < 00 para todo E e}.

Observemos de inmediato que /4. es una medida signada

finita, si y sélo si, I}A.(x)|<oo

Definicién 1.6: Una medida signada )L :9 — R es
O” - finita si existe una sucesién dis-

junta (Ep)n 2 1 de 9,, tal que:

@.
X = nL=)1 E. Y |f"(E)n | <® para todo n > 1.

1.5 La Descomposicidn de Jordan.

Sean ;/,L :9,—>ﬁ una medida signada y (A, B) una des-

composicién de Hahn respecto de );. , entonces para todo E€9.:

}-k(E) =, /J.(E N X)

}ME N. (A U B))

(E N A) + (E N B)
P P

fl

pE QR - [- pENB]

+
= (E) -} (E)
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luego

popt P
Esta identidad es conocida como la "Descomposicidn de

Jordan" de la medida signada);.

Propiedades: Para todo E ?}L:

-+

1. }.L (E) Q},L(A)
2. /L' (E) S-}L(B)

Suporgamos que existen conjuntos medibles El Yy E2 tales
que

)J,+ (E)) = B~ (E,) =

entonces por las propiedades anteriores:

H(a) = y - }L(B) =
es dgéir
p(a) = .y JAB) = -

lo que no es posible pues }L es una medida signada; en con-

secuencia al menos una de las medidas}k'+ y }+7 debe ser

finita. Es decir, la descomposicién de Jordan:
PR

nos dice que cada medida signada es la diferencia de dos

medidas, al menos una de las cuales es una medida finita.

Las siguientes son dtiles expresiones para una medida

signada.



- 12 _

Proposicién 1.8: Sea I :5}-——*’@ una medida sig-

nada, entonces para cada E ﬁﬁL se

tiene:

S;up{j.L(F) /F€9~, F E}
Sup{-}L(F)/FGQ_, F o E}

|_l
L ]
~F
3]
il

N
>
I
o
it

3. /'L‘ (E) = Sup{Zl}k(Fi)l / ('Fi)E} disjunta

finitay (UF; € E }

4. }L+/\)1,_=0.

1.6 El Reticulado de Banach M (X) de -las medidas signadas

finitas.

Se sabe gue el conjunto de todas las medidas signadas
sobre’gL no forman un espacio vectorial sobre R: puesto que
si }Ll toma el valor - y rLZ toma el valor + @ , entonces
}LI + }Lz no tiene sentido. Pero lo que es cierto es que
existe un subconjunto del conjunto de las medidas signadas

gue es un espacio vectorial, el cual es:

MS (X) = {/)- :}_——* ﬁ./,» es una medida signada finita }

A continuacidén presentaremos las propiedades mé&s impor-

tantes del conjunto Mg (X).
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Propiedades:

1. si M € M, (X), entonces |}L(A)|<OO para todo A-€}’L.

2, Sea )JLQMs (X), entonces por la descomposicidén de
Jordan = }x+ - }J-- donde al menos una de las
medidas }1+ y }.L_ deke ser finita. Pero como }.\,
es finita se tiene que /J-"' y },l,— son finitas.

Asi pues};."', }.L,_ €M, (X).

3. Para cada}xe M, (X)), |/u|= }A_+ . T

Asi para cada A 6}

|l 2 = }x* (a) + p7 (a)
por lo tanto
I}.LIGMS (X).

4, Si }x,y e M (X) y d € R entonces
(}-4.+ \))eMS (x) vy o(l.,‘,e'MS (x)

por consiguiente Mg (X) con la suma y el producto escalar es

un espacio vectorial sobre R.

5. La relacién < dada por:
Js¥Y, 8iy sélosi, M(A) <Y (A) para todo A e}
es una relacién de orden parcial sobre Mg (X), mds adn

M, (X) es un reticulado vectorial, y

(VYY) (F) .Sup{)u(B) +Y(F-B) / BeQ, B‘;F}

(LKAY)(F) = Ing {}u (B) +V (F-B) / B€ d, ng}
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6. Para cada }Le Ms (X)

Sup{}L(B) /BEQ, BS
Sup{-)L(B) / 56:9,,

N
m
—
i

(}p\/O) (F)

)J.+ (F)

F}= K~ (F)

w
IN

(-).LVO) (F)

por consiguiente

[pl= p7e p”

(PVO)+(-PVO)=F\/FﬁJ

En lo que sigue definiremos una norma sobre Mg (X) y

probaremos que (M_ (X), .l ) es un reticulado de Banach.

Proposicidén 1.9: La funcidn

bl s Mg (x) —= g"
Wpel = 1l (x).
es una norma sobre M, (X), es decir (M, (X), H.l ) es un

espacio normado: m&s ain M (X) es un reticulado normado.

Demostracidn:

i) Como I}LI(X)'Z-O para cada MLeM_ (X), se tiene

que lpll > 0. Por otro lado, para cada A€ ( :

I}.A-_('A)lg Il @)y < [p] ) = Il

Por lo tanto “}L“ = 0, si y sélo si, }1 =0

ii) Para cada pteM, (X) y para cada o € R
Hogp = ] ) = IHCTRT x))

iii) Sean o y € M (X).
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Tp+y b= [p+ vV XIS IR+ 1V])EX).
O sea
Ip +vh<CIpl + I x)
= [l (x) + Iy | (x)
= ll}kll + Ayl .
Asi
||H+V‘||<||}-Lll + Iy
iv) Sean P,\)eMs (X) tales que I}LISIYI entonces
ll).bnel}»ul(x)SI\)l(x)= Ny i
Proposicién 1.10: (M (X), I.)l , <€) es un reticulado.

de Banach.

Demostracién: Para ésta solo resta probar que Ms (X)
es un espacio completo para la norma
definida anteriormente,

En efecto, sea (}Ln) una sucesién de Cauchy en
n>1

M_ (X). Es necesario probar que existe/L € Mg (X) tal que:

s
lim Il}{n - fbl] =0

n->Qo

Sea € > 0, como (an) es de Cauchy, existe un
nz1l

K> 0 tal que para todo n, m mayores que K se cumple:

Ifn-Mnl<t.

Luego para todo A perteneciente a-gl se tendrda:
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|)J,n (A) = p a)] g U.Ln '}'Lm' (a)

<lpn = pnl

=l p,

< €&

(=)

o |

Lo anterior nos muestra que para todo A € QL

(/“n (A)) es una sucesién de Cauchy en R. Por la com-
: nz2l

pletitud de R, existe lim W (A), v Aeﬁ.
n—qoo

Asi pues podemos definir la siguiente funcién de conjun-
tos
= }——’- R, dada por:
VaelQ : (&) = lim (a).
I Ak

Probamos a continuacidén que ll.e Ms (x).

1, Como (}ln (a)) . es de Cauchy entonces es aco-
n3

tada, de donde |p(a)|<® , VacQ

Por (&) si n—»0 tendremos que:

lp, @) - p@)| <& Vnxx (%)

2. \ (ﬂ) = lim (‘ﬂ) =0
P o
3. ).L. es (- - aditiva.

Sea (A ) una sucesidén disjunta deg, y sea
n nal

A = U An‘ entonces ‘tendremos lo siguiente:
nl
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p p
21 (P B -py (Ai))|<iz=:'il};k A - o @

P
sj.:Z:LI}Lk-}LnI (3;)

S{py - pnl @
<Pk -}'Ln"
<€ 'Vp21'Vn>k*
Por lo tanto:
P
|§l (p By) = pa| <€y, (x2x)

como p, (A= pu, ( \J an = 20 p @)

n21l n n>1

existe un n, tal que:

P
l}ik (A) - E Fx (Ai)|<E , Vp;nl (mxmx)

luego de (®%x), (®==) y (mm==2) obtenemos:
P
P
IfL(A) - iZJl}”Ai)'éI}”A) - Px (A)l +I)‘Lk (a) - igl)*k(Ai’l +

p
+|i§l(/uk () - )| <ot
para todo p 2 n,, por consiguiente:

ILL(A) = 2 }L(An).

n>1l
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Asgi pues }x € M (X) por (1), (2) y (3).

4. De (=) y la caracterizacidén de }L+'tenemos:

()An -y)*(x) = Sup{}*n (A)= p(n) / Aeﬂ,}<6

(J n -}.L)- (x) <&, Vn3 K.

por lo tanto:

P g = B0 = (P = T sp - )7x) < 2,
Vn} K

de donde finalmente se obtiene:

||/.1n-}1.ll—->- 0.

Concluimos asi que M_ (X) es completo.



CAPITULO II



- 20 -

II. MEDIDAS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS LOCALMENTE COMPACTOS

2.1 Espacios Localmente Compactos

A través de este capitulo (X,T ) denotard un espacio
topolégico localmente compacto y T,. Sdélo se presentard con
cierto rigor aquellos resultados imprescindibles para el es-
tudio del- teorema de representacién de Riesz.

Kx denotard la familia de los conjuntos compactos en X,
mientras que co denotard la sub-familia de KX constituida
por los conjuntos Gy, es decir aquellos conjuntos compactos
que se pueden expresar como la interseccidén de una familia

contable de abiertos de X.

Proposicidn 2.1: Si C es un conjunto compacto en X y

U, V son abiertos tales que,
C S UU V, entonces existen compactos D y E tales que:

DEU EESV vy C=DUE,

Demostracién: Como U y V son conjuntos abiertos y C

es un compacto entonces los conjuntos
C'\ Uy C\ V son cerrados y por estar contenidos en C
resultan compactos.
Ahora bien C \ Uy C \ V son disjuntos ya que
C S UU V por hipétesis y como X es T, existen conjuntos
abiertos disjuntos U1 3% v1 que los contienen respectivamente.
Designemos D = C \ U, YE= Cc\ V,- Es claro que E y

D son conjuntos compactos. Probaremos que D es una parte
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de U y que E estd contenido en V. En efecto:

Si x es un elemento de D entonces x pertenece a C pero
no a Ul' luego x no pertenece a C \ U de donde x pertenece
a Uy por ello D& U, Similarmente se verifica Que EC V.,

Por otro lado U; NV, = @ nos permite escribir
DUE= (C\U;) U (C\vy) =cCc\(y; N Vi) =¢C

con lo cual concluimos la demostracidn.

Definicidn 2.1: Una parte A de X es acotada si existe

un conjunto compacto C en X tal que

A es una parte de C.

Observaciones: Recordemos que un espacio topoldgico

(X,T) es localmente compacto si y sdélo
si cada punto de X tiene una vecindad compacta. Que (X,T)
es localmente compacto si y sélo si todo punto de X admite
un sistema fundamental de vecindades compactas. Ahora bien,
para todo elemento en X, el conjunto de vecindades abiertas
es claramente un sistema fundamental de vecindades para dicho
elemento y lo mismo sucede con las vecindades cerradas.
Sea

{" = {V / V€ Y)(X,’C ), Vv cerrada} y designemos

{‘ ={v NV, /v ey , V€ ix,T) compacta} .

Sea U GY'?(x\, € ) entonces existe Ve { tal que
X € V& U pero también existe V, una vecindad compacta de
X en X. Luego x € VN Vo € V& U, lo cual muestra Que t’*

también es un sistema fundamental de vecindades de X. Es
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decir que un espacio topolégico (X, T) es localmente compac-
to 8i y 86lo si todo punto de X admite un sistema fundamental
de vecindades compactas.

Sea .ahora K un sub-conjunto compacto de X, una vecindad
de K es un conjunto V de X que tiene la propiedad de ser
vecindad de cada punto de K.

Si K es un compacto en X, existe uma vecindad V de K
que es compacta. En efecto: Sea U una vecindad arbitraria
de K, entonces para todo X de K, U es vecindad de x, es decir

para todo X de K existe W una vecindad compacta de x tal

x’

que: X € W, & U. Es claro que la familia {W } es un
x x XxeK

cubrimiento de K, el cual es compacto, de donde existen ele-

mentos X,, X,, ..., x, en K tal que:

n n
KQ( }wog_l )W & U, por lo cual si se designa a

3

V = Wx se tiene que V es una vecindad compacta de K.
i=1 i

Lo anterior nos permite la siguiente afirmacidn:
Si C es un compacto de X y U es un abierto de X que contiene
a C entonces U podemos asumirlo acotado, pues de no serlo
razonamos de la siguiente manera:
C compacto implica que existe V una vecindad compacta de C,
esto es C €V, pero por hipétesis C & U, luego CES U N V°,
donde V° denota el interior topolégico de V. Ahora bien
tenemos que:

ceunvlgyv

Luego siempre se puede encontrar un abierto acotado que
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contiene a C.

Definic¢ién 2.2: Un sub-conjunto A de X es O”- acotado

si y sélo 8i A es una parte de la

unién de una familia contable de compactos de X.

Definicién 2.3: Un sub-conjunto A de X es o~ -compacto

si y sélo si A se puede expresar como

la unién de una familia contable de conjuntos compactos de X.

Proposicién 2.2: Sea C un compacto de X y U un abierto

gque lo contiene. Entonces existen
conjuntos Co y Uo en X tales que: Co es un compacto (}8,

Uo es un abierto o- -compacto que verifican la relacidn:

 oumy =
C_UO_COG.U.

Demostracién: Sin pérdida de generalidad podemos asu-

mir que U es un abierto acotado ya que
X es localmente compacto.
Consideremos el cerrado X\ U el cual es disjunto del
compacto C. Entonces por el lema de Urysohn existe una fun-
cién f contfnua sobre X con valores en [0, 1] tal que:

f es nula sobre C y vale 1 sobre X \ U.

Definamos cC = { x € X

. £(x) € 1/2 }

U = { x €e X : f(x) <1/2 }

o
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Es claro que C © Uo c C° < U. Como ademés

. 1.1
= (ﬁ\ {x € X : f(x) < 5 + 4 } entonces C° es un

nx1l
conjunto (38 ya que {x € X : f(x) <'% + % } es abierto en X

para todo valor de n en los naturales por ser f contfnua.
Similarmente C° es cerrado por ser la pre-imagen por una
funcién continua de un cerrado de (R, T,).
Por otro lado
J°=U{x€x:f(x)€%-l—n}
n21 2

significa que U° es un abierto ¢~ - compacto pues

U. = {x €X : f(x) € % -4 } es un cerrado contenido
n on

en U para todo nimero natural n. Como U es acotado también

los Un lo son, mds aun los conjuntos Un son compactos. Por

la misma razén Co resulta ser un conjunto compacto.

Definicién 2.4: Sea (X,T) un espacio topoldgico. X es

extremalmente disconexo si y solamente

si todo abierto de X tiene clausura abierta.

Lema 2.1: Sea (X,T ) un espacio topoldgico y A un sub-
conjunto abierto de X y B un subconjunto
cualquiera de X. Entonces la relaciéSn ANBS AN B es

védlida.
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Demostracién: Sea x un elemento cualquiera de AN B

entonces, X pertenece a A y también a B,
por lo cual toda vecindad W de x corta a B y existe una
vecindad V de x contenida en A ya que A es abierto, Tomemos
W NV, entonces W N V es una vecindad de x contenida en A y
que corta a B, Luego WMN V interseca a A N B es decir
(WNv) N (ANB) # § de donde concluimos que WN(A N B) ¥ @4,

Como W es cualquier vecindad de x entonces x pertenece a

A N B.

Proposicién 2.3: Sea (X,7T) un espacio topolégico com-

pletamente regular., Entonces son

equivalentes las siguientes afirmaciones:
a) (X,T) es extremalmente disconexo.

b) (P X, 'CP ) es extremalmente disconexo.
donde P X denota el compactificado de Stone-Cech de X y 'Cp

la correspondiente topologia en PX.

Demostracién: Supongamos que }’:x es extremalmente
disconexo y sea U un abierto de X, entonces existe
un abierto V en P X tal que U = VM X. Como Px es extremal-
mente disconexo Vt’ es un abierto de PX y como X es denso

(A

en Px entonces X © = )B X, por lo cual:
TP -T2 N px = TN Y—C’; por el lema 2.1 tendremos que:

TPNXP S TAXP = T e donde TPS TP y asi
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T 5%

Vzpﬂx‘—:-ﬁtpﬂ)c:ﬁ esdecirvtpﬂxg . =

Por otro lado th N X es cerrado en X 'y ademds

U=VNX=VPN X, asi que TS TANX =

De ® y #% concluimos que T% = TN X de donde T

T
es abierto en X ya que VCP es abierto en PX. Asi pues
(X, T) es extremalmente disconexo si ﬁx lo es.

Reciprocamente supongamos que X es extremalmente dis-
conexo y sea A un abierto de Px, entonces C = AN X es un
abierto de X, que por hipétesis es extremalmente disconexo,
luego C es abierto y cerrado en X, més aln el complemento
en X de C también es abierto y cerrado.

Como X = C U Cx C podemos definir una funcidn f conti-

nua sobre X, con valores en [0, 1] tal que:

£ @ ={o} vy £((C, 3 = {1}

Asi pues C = g1 {0} y Cx g =(£-11 (o)

esto es

Cy Cx C son nidcleos de funciones contfnuas.

Ahora bien C N Cx C = § entonces la clausura en Px
de estos conjuntos también es disjunta, mds aun como
X =CU Cx C y X es denso en PX entonces PX se puede es-
cribir como la unidn de las respectivas clausuras de C vy
Cx C en F)X, es decir:

- BX _PX ____?X
PX =C UC’F ¢ = C UCx €, de donde concluimos que:



PX

(Cx c ) el cual es un abierto de ﬁx.

— PX —p*
Probaremos ahora que A =C

=

X

En efecto:

__pX px ——— PX

€ =AMN X entonces C =3 x <iPXnx
——P¥ _— PX ____ fX
pero EPXNy caPXnx cazpfX . xpX

luego E:,KPX.
Por otro lado A =‘AﬂPx =Aﬂff’xgﬁpxﬂi’px

px _—P*

— p*

Por lo tanto X PX.C; C y asi-se obtiene la igualdad

—_pX
pero ANX = C

X
x px -P TS z PX .
A =C Yy por consiguiente A es abierto y cerrado

en P X es decir P X es extremalmente disconexo.

2.2 Conjuntos de Baire. Conijuntos de Borel.

Definicidn 2.5: Sea (X, T) un espacio topoldgico local-

mente compacto y T2. Los conjuntos de
Baire en X son los elementos del ¢ -anillo generado por los
compactos Gg de X, en tanto que los conjuntos de Borel de X
son los elementos del ¢° -anillo generado por la familia de
los compactos de X. Denotaremos estos o -anillos por So y
S respectivamente. En otros términos:

So = o~ -anillo '(Co): S = 0 -anillo (Kx).



Proposicién 2.4: Sea Q:{f'l( [2 +©)) /aeR, feﬁ(x)}

donde ¥ (X) o también ;(X, R) denota

el conjunto de las funciones continuas sobre X con valores
. a . .
en R, Indiquemos B° el o--anillo generado en X por la fami-

lia () . Entonces S, estd contenido en Bg.

Demostracién; Bastard con probar que C° es una parte

de Bg. En efecto:

Sea K un compacto (3: en X, Existe una sucesién de abier-
tos (@)i) en X tal que K es la interseccién de dicha
i1l
familia. Para todo i21l definamos K, = Cxoi, es inmedia-
to que para todo i21, KN K, = gy Ki es cerrado en X. Por
el lema de Uryshon para todo i3> 1 existe una funcidn contfnua

fi y definida sobre todo X y con valores en el intervalo

Co, 1] tales que:

£, (k) ={1} v £ (x) ={o}.

Definamos ahora las funciones g; ¢ X—> R por:

g; =£; A 2 ! con lo cual tendremos:
Vxex : "'gi (x)]] €27 y como Z € 1 es una serie numé-
' izl

rica, positiva y convergente entonces por el M-test de

Waierstrassiil 9 (x) converge uniformemente a una funcidén
izl )

continua g.

1 (0) = K, En efecto, si x € K

Probaremos ahora que g~
entonces para todo i';i 9; (x) = 0 pues £, (x) = 0 por lo

cual g (x) = 0 y por ello K estd contenido en g-l ({o}).
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1 ({0}) entonces g (x) = 0

Por otro lado tomemos x en g
de donde g; (x) =0 Vi?lyasi £; (x) =0 Viyir ¥ POT
ello x € K, esta Ultima afirmacién queda confirmada por el
siguiente hecho:

x=xux°=xu<Uch.:)=xu(U X )

is1 * i1 ?
siendo todos 1los Ki disjuntos con K y como ademds las fi
toman el valor 1 sobre cada Ki Yy cero sobre K, entonces si
g (x) = 0, x € K.

Por lo tanto queda probado que todo subconjunto compacto
y C}s en X es el cero de una funcién continua, esto es
c QBzypor ello Sog Bg.

o

Definicidén 2.6: Sea (X,T) un espacio topoldégico y A

una parte de X. A es un conjunto Fq.
si y sélo si existe una sucesién de cerrados en X cuya unidn

es igual con A.

Proposicién 2.5: Sea A un subconjunto de X abierto,

6” -acotado y Fy entonces A pertenece

Demostracién: Como A es o” -acotado, existe

(r} _ Sre s Uy,

Siendo A un F_ , 4{F Sc?T :A
o 3{'Jm;1 nS 1

C

asi pues A = k ) (Knr\Fm). Sea C_
nm>1l '

"
=

o
i,
+1y

a.
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Como A = \\_/) (Cn o) entonces <,

S A siendo C
nm=1l m= 2 n

’ lm

’

compactos para todo m y n existen compactos GS Dn m tales
’

= = i i j
que Cn,m Dn,m vy Dn,m A, es decir existe un conjunto de

. ' . . A C
Baire Dn,m gue verifica la propiedad cn,m'— Dn,m

D S A. Ya que la familia {C } cubre a A, tam-
n,m a LBy el '
’ ‘e

bién la familia {D } es tal que k\_/) D =Ay
n.em nmz21 n,mplr M

asi A es un conjunto de Baire.

Proposicidén 2.6: Sea (X,T) espacio topoldgico local-

mente compacto, Tz y ¢~ -acotado enton-

ces si £ es continua en X, f es Baire medible y en consecuen-
a

Demostracién: Sea £ continua de X en R, sea c € R

consideramos el conjunto A dado por:
A ={xeX : £ (%) D c}= U £l [c +%, —[).
nx2l
Tenemos lo siguiente: A es abierto, Fo y ademds
0 -acotaao pues el espacio X lo es; por el teorema anterior
A es un conjunto de Baire y asi concluimos que f es

S° - medible.,

Corolario 2.1: Si (X,T) es compacto entonces S, = B_.
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Observacién: Hemos introducido el concepto de conjuntos

de Baire como los elementos del o~ -anillo,
generado por los, compactos GQ del espacio topoldgico X, pero
parece concebible que existan conjuntos compactos en la clase
‘de Baire gue no sean Gt . Probaremos a continuacién que esto

no es posible, por lo tanto:

Proposicidén 2.7: Todo Compacto de Baire es un C%S'

Demostracién: Sea C un compacto de Baire, Existe una

sucesién de compactos (is, digamos
{Cn} >.1, tal que C pertenece al ¢” -anillo generado por dicha
suce:fgn. Como todo compacto es el nicleo de una aplicacién
continua, ver proposicién 2.4, entonces para todo n21l, exis-
te una funcidén fne¢(x) : Vx ex, 0K fn(x) <1 y tal que
f;l {0} = C_ . A partir de esto dltimo construimos una

pseudo-métrica en X como sigue:

Si x e y son puntos arbitrarios de X definimos:

a(x, y) = 42:1 1 |f (x) - £ (y)]. Entonces es evidente
, nl!™n n
nzl 2

que:

i) dlx; x) =0 Vxex

ii) ada(x, y) d(y, x) Vx, y e X

iii) 0 <d(x, y) €d(x, z) +d(z, y), Vx, vy, z e X

Definimos ahora una relacién de equivalencia en X por:
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x sy s8iysélosi 4 (x, y) = 0.

Sea z el conjunto cociente asi construido y T la suryec-
cidén candénica de X sobre Z, por lo cual T(x) denotard la

dnica clase en Z que contiene a x.
Ahora bien si T(xl) = T(yl) y T(xz) = T(yz)
entonces:

d(xl, x2)1< d(xl, yl) + d(yl, y2) + d(yz, xz)

= d(yl, Y,) =

Por la simetria de la aplicacién d resulta también gque
d(yl, yz) < d(xl, xz) por lo cual = nos dice que si

X, EY,, X, =Y, entonces d(xl, x2) = d(yl, yz). Por 1lo
anterior si 81 =T(x)) y €, = T(xz) no habré ambigiiedad al

definir F (511,6 2) = d(x,, x,) con lo cual obtenemos una

métrica en 2Z.

Ademds si re!R"'y E ={€/f(€,f,o) <r}

o

entonces si & _ = T(x,), r1(E) = {x e X : dlxg,

x) < r}

lo que significa que T es continua.

Probaremos ahora que si un conjunto de X es la imagen
inversa por T de algﬁn conjunto de Z debe contener a todos
los elementos relacionados, m&s precisamente:

Si AS X, A= T™1(B) con BE z entonces

x€A, y=x c=>ye€A. En efecto: x € A implica que

T(x) € B, pero y = x implica que T(x) = T(y) luego T(y) € B
esto es y € T-l(B) O sea y pertenece a A. M&s ailn los con-

juntos C, = f;l( {O} ) tienen dicha propiedad, es decir:
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si.xl € Cn, X, = Xy entonces x, € Cn‘ En efecto:
d(xl, xz) = 0 implica que £ (xl) = f (xz) = 0 de donde
x, pertenece a C_. (o)

Ademds la familia de las imagenes inversas bajo T de

conjuntos de Z es un 0”-anillo en X pues si:

{ = {T"l (B) / B& Z} entonces:
i) si {B } es una coleccién numerable de partes
n n>l
-

de Z entonces ) T-l(Bn) - U B,)
n>1 nzl

. -1 -1 =1
11)  TTH(B\TT(B,) = TTU(B, \ B,) , VB, B,eP(2)

Como ademds C pertenece al O~-anillo generado por los
compactos Cn, se sigue entonces gque existe M un sub-conjunto
de Z tal que 7"1(") = c de acuerdo con (). Asi que
T (771 (M)) = =7T (C) es un compacto en Z pues C es com-
pacto y T es continua. M es adem&s cerrado pues en todo es-
pacio métrico los compactos son cerrados, pero mds que eso
es un conjunto (33' propiedad esta propia de los cerrados en

espacios métricos, por lo cual existe una sucesidén

{[}n} de abierto de Z tales que [ = (ﬁ\ [&n.
nyl nzl

Definamos V n>1, Un = T-l(An).

entonces C = (.\ [J_. En efecto:
n
n>l

N 17, = n(;l rlan =1t N A =Tt -c.

nz2l nzl
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Luego C es un conjunto (}8 en X. Concluimos asi pues

que todo .compacto perteneciente a la clase de Baire es un

conjunto (;s.

Definicidn 2.7: Sea (X,T) un espacio topoldgico y EL

un o -anillo de partes de X. Una me-

dida sobre_gl es una funcién J- definida de la siguiente

maneraz:

/U. ﬂ,-'—"" Lo, +oo] tal que:

1.

2.

fl—(ﬁ)' =0

Si {An} es una sucesidén disjunta de elementos
ne€N

de_jl tal que \~) An pertenece a 51. entonces:
n21l

lLL( nkzj_l A) = Z /J-(An), es decir I_,L,es conta-

n>1

blemente aditiva,

Observaciones:

l.

Cuando Q,= So ¥ }L(K)<°° para todo K pertenecien-

te a Co se dice que fL es una medida de Baire.

Cuando 9_{= Sy para K€ K, }L(k)<CD diremos

quelx,es una medida de Borel y a los elementos de

gl,se le llamard conjuntos de Borel.

3. A la terna (X,jl,}L’ se le llama espacio de medida.



2.3 Medidas Regulares

Trabajaremos .a continuacidén con un o~ -anillo genérico
§ y una medidazfl, la cual serd una medida de Borel en el

caso en que § = S o una medida de Baire en el caso en que

m

= S .

Con [L indicamos a C, 0 a K.

Definicién 2.8: Un conjunto E en § es exteriormente

regular con respecto a la medida}k si

}. (a)

Andlogamente, el conjunto E € § es interiormente regular

se verifica que:

(/1]

}1(3) = Inf {FL(U) / EES U €

si se cumple:
J(E) = sup {Fk(c) /CccE, ceC } (b)

Un conjunto E € S es regular si se verifican simult&nea-

mente las condiciones (a) y (b).

Observaciones: En lo que sigue usaremos la notacidn

siguiente:
U= {wet/@es}. Uo={(De”c / Oes_}

Fécilmente se verifica que:
a) Si E€ § A F(E) = ={>E es ext-regular.

b) siE= () A, fea) <o A eU=DE es ext-

n1

regular, por proposicién 1.4.

UNIVERSIDAD DE PANAMA |

BIBLIOTECA |
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Dualmente se tienen las propiedades siguientes:

al) sieed A }L(E) = 0 =>E es interiormente
regular.
b') SiE = k~) (Bn)' B, € K, ={> E es interiormente

n>1

regular por proposicién 1.4.

Proposicidén 2.8: La clase de todas las uniones disjun-

tas y finitas de diferencias propias
deQKx (resp..de Co) es un anillo.
El 0 -anillo generado por esta clase coincide con la

clase de Borel (resp. con la clase de Baire).

Proposicién 2.9:

a) Si cada conjunto en KX es exteriormente regular
entonces también es exteriormente regular la dife-

rencia propia de cualquier par de conjuntos de Kx'

b) Si todo conjunto acotado en LL es interiormente
regular, también lo serd la diferencia de dos con-

juntos cualquiera en K . Donde W denota U o

bien LLO

Demostracién: Sean C y D dos conjuntos cualesgquiera en

Kx tales que D & C. Siendo C ext-

regular entonces V £> 0, existe un conjunto abierto

U tal que: III(U) < }'.'L(c) +§ , CCSU. Puestoque CE U
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entonces C\ D & U \ D pero U \ D pertenece a U vy se

tiene por otro lado que:

P(UND) - [i(c\D) = Wl(u\D) \ (c\D)]
F F F

)1 (U C)

F.(U) - P.(c)
gt

y asi C\ D es un conjunto exteriormente regular.

Para la segunda parte del teorema, sea U un conjunto
acotado en Cl tal que C & U,

U \ D pertenece a [I y es acotado y por hipétesis es
interiormente regular, luego para todo € > 0 existe un con-
junto E en la clase de los compactos tal que: E & U\ D
y )’.'L(U\D) -& < JA(E).

Como C\D=‘Cﬁ(U\D)anEyCﬂEer.

Tendremos lo siguiente:

peyp) - GicnEe) = Kltcyp) \ (c NE)]

)._L[(C\ D) \ EJ]

IN

p. C(uwD) \ E)

}1 (U\ D) - FL(E)
[

N

Por lo tanto C\ D es interiormente regular.
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Proposicidén 2.10: La unidén finita y disjunta de con-

juntos interiormente regulares de

medida finita es un conjunto interiormente regular.

Demostracidén: Si {El' Eyy eee, E } es una clase

finita y disjunta de conjuntos interior-
mente regulares, entonces para £ > 0 y para todo i=1l,... n

existe un conjunto Ci perteneciente a C tal que:

[
C s
o

..l.

n
Seac=i_L)lci y E =

i=1
Entonces C & E
n n n e
per = pUJep- i;.l)xml) < iZ:lW.(cl) =)

n

de donde E = L_) E es un conjunto interiormente regular.
i=1

Proposicidn 2.11:

a) La unién de una sucesidén de conjuntos exteriormente

regulares es ext-regular.

b) La unidén de una sucesidn creciente de conjuntos in-

teriormente regulares es un conjunto interiormente

regular.
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Demostracidn: {El} una sucesién cualquiera de
i>1

conjuntos ext-regulares entonces V £> 0

y para todo i =1, 2, ... existe un conjunto Ui ea tal que:

- - &
p(uy) - IL(Ei) <? ; E. < U,

Si F(E‘) =00 => E es ext-regular.
Supongamos ‘JF.(E') < © entonces V i>1 F(Ei) <

y en consecuencia F(Ui)<oo . As{ pues:

).L(U) - FL(E) - Ei))

1>l

P
Z}: P(U\E)

g — - —
igl [fuy) }.L(Ei)] <g
Para la parte (b) sea {Ei} g una sucesidén creciente
izl

de conjuntos interiormente regulares y sea E = Ul E,
Y

entonces: E(E) = lim )L(E ). Sea EeRY tal que F.(E)>&.
i—»

Sea i 2 1 tal que €<F~('Ei); siendo E; int-regular Hcief
tal que C; C E, & E luego £<F(Ci) < F.(E), por lo cual

‘concluimos que E es interiormente regular.
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Proposicidén 2.12:

a) La interseccién de una sucesién de conjuntos int-

regular de medida finita es interior-regular.

b) La interseccién de una sucesién decreciente de con-

juntos ext-regular es un conjunto exterior-regular.

Demostracién:

a) Sea<(Ei) una sucesién de conjuntos int-regular
i1

de medida finita. Sea E=1{ | E,.
X 51
i21l

Ve>o, Vi1, existe C; eC : C, € E; vy

FL'(fEi) - [L(C,i) < 5/21, sea (C = i(;l Ci entonces

CcE.

F,(E\C)
P. M E\mc)

F;(E) - F(lc)

il izl
R s Y, ]

1 (Ei\ ci))

IU'
Z(()- c;Nge
5 }.LE /-L L 4

y asi E = (~\ E; es int-regular.
iz21

b) Si. {Ei}' eS una sucesidén decreciente de conjuntos
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exterior-regular. de medida finita y E = m Ey
i21

entonces FL(E) = lim "(Ei). sea ¢ € RY tal que
i—»oo}*

F(E) < ¢ entonces existe una i>1 tal

P(E) < P(Ei) < C; como E, es exterior-regular,
existe U € u tal que E; e Uy },UU)(C. As{ pues
existe Uel|: EG Uy v - P(E) < C y por ello

E es exterior-regular.

Proposicién 2.13: Las siguientes afirmaciones son equi-

valentes.
a) Todo conjunto C €[_ es exterior-regular.

b) Todo conjunto acotado en ll es interior-regular.

Demostracidn: (a => b).

Sea U eﬁ un conjunto acotado, es decir

tal que existe c€[_ tal que UE C.

C \ U es un compacto que pertenece a S.

Ve>o0,dveld :crugv vy p(v)-)I(C\ U) < &

Como U=C\N(C\ UY2C\ VvV y C\ V es compacto

entonces la relacidn:

F(U) - FL.(C\V)

}'L[(U\ (c\ V]

F.[U N (cc U ]

filion c U wnw]

fl (un v)
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< F[V\ (c\ v
= p.[(vn c¢) U (v u]

}'L(V\ - }I(c -v) £ &

muestra que U'elL acotado es interior-regular.

Probaremos ahora que : (b ==C>a). Esto es, suponemos
que todo abierto perteneciente a S que sea acotado es inte-
riormente regular y probaremos que todo C € Ef es exterior-
mente regular.

sea c eCy £€>0. Ssea U un acotado en L—,L tal que C & U,

Ahora bien U\ C es un acotado perteneciente a (.
Por la hipétesis (b) existe un D€ _C- tal que:
DE (U\C) vy F(U\c) - FL(D)<'€

Como C = U\N(U\VNC) & (U\D) e U , las relaciones:

[NICAS-PANCNE P.[(U\C)\D] = fwc) - /TL(D) <&

muestran que. C es exterior-regular.

Proposicién 2.14: Cualquiera de las condiciones (a) y

(b) del Teorema anterior es equiva-

lente a la reqularidad de }1 .

Demostracidén: Supongamos que tenemos la condicidn -(a),

por ende (b) pues son equivalentes, veri-

ficaremos que }L es regular, seguiremos los siguientes pasos:

i) Si Eq € S y es acotado entonces Eo es regular,

ii) Vs € §, s es 1a unién de una familia creciente de
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acotados contenidos en S. En efecto:

(i) Ssea E; & §, E, acotado. Existe CoeC tal que

Eo g;Cb, Denotemos por Dif al conjunto siguiente:

Dif = {_E/E és unidén finita de diferencias propias disjuntas
de elementos de‘f}.

Sabemos que S = 0° -anillo (C) = o”-anillo (Dif).

Ahora bien Eqy €(S A Co) = o’-anillo (Dif)AC_ que de-

notaremos por O”-anillo (Dif A.Co) donde

o~ -anillo (Dif) A ¢y ={ANCy /Acc-anillo (Dif)}

Dif A‘Co es un anillo, y ademds si H pertenece a

n
Dif ANC,, H = I: U (A.\ B,)N C que equivale a
0 inl i i 0

n
H_ [(Ai M Cy) \ B; ] donde A,, B, ¢ [ tales que

{A.\‘B

. } es dinjunta y C_€ C.
i ilisa o

Las hipétesis implican que Ai\ B, es regular as{ como

también {LAifW Co)\>B.} es una sucesidén finita de con-
ign

juntos regulares, luego su unién es regular, luego H es
regular.

Por otro lado la familia de los compactos es exterior-
mente regular asi como la familia de los compactos es inte-
riormente regular y constituyen clases monétonas; es decir,
son familias estables por uniones crecientes y respectiva-
mente intersecciones decrecientes.

Consideramos ahora la clase monétona generada por
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Dif A Cov esta clase coincide con el O”-anillo generado por
Dif A Cy, ya que Dif A Co es un anillo.

Por las proposiciones 2.8 y 2.9 los elementos del
0”-anillo (Dif A Co) son todos regulares; en particular E,
es regular.

Consideramos ahora la familia B siguiente:

B ={ W, A [A_ acotado perteneciente a 5}

nzl

B es un o~ -anillo (estable por uniones numerables y por
diferencias, con la propiedad de dque EQB y por ello
S = or-anillo (L) B y asi todo elemento de S es la unidén
de una familia numerable de acotados crecientes de S.

Probemos ahora que ;L es regular.

Sea E € § entonces E = \_) A_ con A_ acotado de
n>1 P n

- - .
SyAay _An+1' Por (i) A es regular para todo n>1.

La proposicidén 2.13 implica que E es regular o sea ;L

es regular.

Proposicidén 2.15: "Toda medida de Baire es regular".

Demostracién: Bastard con probar que los compactos son

interiormente regulares respecto a}L .
Sea C un compacto en X, }L una medida de Baire sobre X.
Existe f €¢(X) tal que C = £L { 0} ). Ademds existe un
abierto acotado U1 en X que contiene a C. Consideremos el
cerrado X\ U,, por el lema de Urysohn existe g e‘ﬁ(x) tal

que 0  g(x) €1 Vxex y ademds
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g (x\u)) = {1}, ¢ (c) = {o}.
Seah=fvyg, hel(x) yc=hn?t(f{o})

SeanU2={xex:h (x)<1/2}

U ={x € X : h (x) <1/n}

entonces C = (ﬁ\ Un'
n>1l
Por lo tanto todo compacto se puede escribir como inter-
seccién de abiertos de medida finita, ya que todos los

Un o Ul Yy Ul es acotado y por ello de medida finita.

Asi pues, }L(C) = lim )lﬂJ), pero en general
' n
n--Q

() SInf{JA(UO) : C guoeu}

< Inf “A(Un) :ne N}= Jue)

pues los compactos son interiormente regulares:; por el teore-

ma anterior‘}L es regular.

Proposicién 2.16: Sea }L una medida de Baire en X,

entonces:
. ‘ . ® .\ _ , . u
i) Vcer.).L (c)-Inf{/.L(UO).c;UOc 0
ii) Vuel, U acotado

P-* (u) = sup {}l(co) 1 U2c, € So}

Demostracidén: Verificamos la proposicién (i).

Se sabe que:

),\," (C) = Inf “uE) :c S E eso}
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Tomemos & > 0, existe E; € S, tal que CS Eg Y

0

}.L(Eo) -},L!(C) € €/2. siendo E, € S5, Ey es regular respec-

to a la medida/L , pues /;, es medida de Baire, Asi pues

existe Uo- € [.Lo tal que E0 c U'o y se cumple que:

).L(Uo) - /J.(Eo) < &2,

Como C & Eog U, entonces C o Uy Y ademds:

};(UO) - )u.’(c) = M(Up) - /,A,(Eo) + RAEQ) —}L‘(c)s &,
con lo cual queda prohada la proposicién (i).
Veamos ahora la segunda afirmacidén de la proposicidn.
Sea U Gll, acotado. Existe un compacto C en X que con-
tiene a U, y como C\ U es un compacto, por lo probado en
(i) para todo nimero real positivo § , existe V en uo tal

que C\USV y (V) - }L!(C\ UI<E.

Por otro lado existe K un compacto GS en X tal que
C\VE K& U, pues C\V es un compacto contenido en U,
ademds p*(U) - uFcrvige y p¥w) - K € € luego

K*(U) = sup {I.L(K) : KeCy, K& U}.

Proposicidén 2.17: Sea )). una medida de Borel y Y su
restriccidn a Sg, entonces cualquie-

ra de las siguientes condiciones implica la regularidad
de,.L.
=VE .
(a) J(c) =V*c), VC ek,

(b) P (0 =V*w), YUel, v acotado.
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Ademds si dos medidas regulares de Borel coinciden sobre

S0 entonces ellas son iguales.

Demostracidn: Probaremos que todo compacto es exterior-

mente regular y por ende }J. resulta ser
regular,
s =y* v
ea C € Ky y asumamos que },L(c) = (c). £> o0,
existe Uje€ Llo tal que Y (UO) -\)’E (c)<E&, donde c & Ugy-
Como U, € uo < W entonces: }L(Uo) - }L(C) < & con

cs Uy, por lo cual C es exteriormente regular.

Por otro lado si U es un abierto y acotado de LL Y
admitimos que }l(U) =v* (U), entonces: V £> 0, existe
C €Cyp, CEU y V* (1) - ph(c)<E. Asi pues
/LL(U) - }L(C)(G pues C € Co&E C, por lo tanto todo abierto
y acotado U es interiormente regular y esto significa que
}L es regular,

Reciprocamente, supongamos que‘}b es regular y sea
C € Ky ¥ €> 0, como }L es regular entonces C es exteriormente
regular, de donde existe U € u. acotado tal que: C&< U vy
}A(U) - }A(C)<€. Ahora bien C &€ U implica que existe
Uy € L{o tal que C S U, & U con la condicién }A(Uo) - /.L(C) <&

por lo cual:

(€)= Ing {p_(uo) : cguoeuo} = Inf {\)(Uo) . C guo}

=V* ().

Ahora bien si U es un abierto acotado, siendol.A.. regular
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U es interiormente regular, luego para todo £ > 0 existe
Ce€KytalqueCGUYy }.L(U) - p(C) <f. Pero CES U implica
que existe un compacto Gg Co’tal que: C &S CO_C_'-'-. U vy

/.‘L(U) - /.A.(CO)<E,, de donde se concluye que

P (U) = Sup {.)..L(Co) 1 Cy SU }
= Sup { Y(Cy) 1 CoE U }
=v* ()

Finalmente, si }'Ll y }12 son dos medidas regulares de
Borel en X tales que }Ll/so =Y = PZ/SO tendremos 1lo

siguiente: Para todo compacto C : }11(C) =\)* (C) = )"LZ (C)

y también, para todo abierto y acotado U:
/“"1 (u) =\?' (U) = }"'2 (U). Luego si E pertenece a S

se cumplird que:

-}1‘1 (E)

Sup {}"1 (C) :CEEVyC compacto}

-
N

= E y C compacto }

Sup{)u.2 (c)
= I’LZ (E).

Proposicidén 2.18: Sea /,L una medida de Borel en X y

sea }’(O = }‘/So. Son equivalentes

los enunciados siguientes:

cej\'/*:

(& ) Para todo compacto C ,

(P) V.-uell, U acotado, Ue/\}(:
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(£ Vses,se-/\-/&:

Demostracidn:

1) (0(‘==Dt' ). ComoS=o-‘(Kx) ysiendo-/\'/bt:

una '0~-dlgebra entonces Kxg S ‘;-/\-},Lf

2) (P ={> « ). SeaCeryEeSO.

Como )’B ®(c) = Inf {}10 (U) : CES T e uo}entonces

para todo &€ > 0, existe ug euo acotado tal que:

CSUyy MU, - }.».g (c)< &

Como U0 es medible por hipdétesis, entonces:
Fo*® 2 FyREnuy + FoREnu
2 K ®Eno + f ®En )
luego M) ®(E) + €2 PFT (ENC) + o *ENUY +
Hy e 0wy )

ya que &2}"*:(Uo\ c) 2 /"‘oi(Eﬂ(Uo\ c))

Asi pues:

fo*® v+ 62 fyFEne + f * [E N {uSu(yy, N cc)}]
= fo feno + Py *encS

/“'0 %(E) 2 #0 ®ENC + /"'0 ®EN CC) lo cual significa

que cualquier C € Ky pertenece a -/\-/"0*.
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2.4 Contents

El propdésito de esta seccién es probar cémo a partir

de funciones mds primitivas se pueden obtener medidas de

Borel regulares.

Definicién 2.9: Definimos un content como una funcidén

de conjuntos definida sobre la clase

Ky de todos 'los compactos de X, la cual es:

a)

b)

c)

da)

no negativa y finita
mondtona
aditiva

sub-aditiva: esto es A : Kx —— RY  ser4 content
si:

a) Vcexg, : 0 A(c) <@

b) §i C; S C, entonces A(C,) € A(C,), C,,C, € K,
¢) Si Cl' C2 € KX : Cl M C2 = @ entonces:

?\(clu c,) = ’)\(cl) + A(C,)

d) 5i.Cy, C, € Ky, A(C; U Cy) AC)) + A(C,)

Obsérvese que: A (@) =. A(BU g) = A(F) + A(@)

entonces A(@) = 0, 1lo cual significa que todo content se

anula en .

El lineamiento general de nuestro objetivo serd el

siguiente:
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En términos de un content A dado definiremos una fun-
cién de conjuntos '}\! sobre la clase de los borelianos abier-
tos y luego en términos de ’A¥ definiremos una medida exte-
rior /.L‘ sobre la clase de los conjuntos O -acotados. Des-
pués de esto, usando los conocimientos previamente estable-
cidos sobre la }L* - mesurabilidad obtendremos de la medida
exterior )L! una medida fL la cual resultard ser una medida

regular dé Borel.

Definicidén 2.10: E1l inner-content 1! inducido por un
content A es la funcién de conjuntos

definida para Uel| por:

’A! (U) = Sup {?\(c) : U= Cer}

Proposicidén 2.19: El inner-content }* inducido por
un content A tiene las siguientes

propiedades:

-
I
(o]

2. siu, U, el yuyesu, : Q\‘ (U)) € A, (Uy)

3. Si {u =, disjunta: A _( U‘)=Z)\(U)
: {n}n,;l u ‘ngl n n>1 ® 0

4, Ssi {Un} =W : ’Xi « U u) < 2. ’)\‘ (u)

n2l n21 n>2l
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Demostracidn:

1. Es obvio gue A! (g) =0

2, Sea U, U, € L[ : U&= U,, si C es un compacto conte-

nido en U;, C S U, y como A(C) € Q% (U,)

= 27 se

sigue que: A (U;) = Sup {X(C) : C = Ul} < ii(uz)

=
3. Si Ul' U2 son borelianos abiertos y C es un compacto
contenido en U, U U, entonces por la proposicidén
2.1 existen compactos El = Uz; E2 = U2 tales ge:
Como A(C) € A(E}) + A(E) K AJU;) + AJU,)
se sigue que:

7\! (u; U U,) = sup {A(c)} S A, (U) + 7\‘ (u,)

por lo cual ')\‘ es sub-aditiva, por induccién matemd-

tica se prueba que 'A! es finitivamente suk-aditiva.
Si {Ui} es una sucesidén de conjuntos en u y C
izl

es un compacto tal C& U U; entonces por la compacidad de
i>1 b

C existe un entero positivo n tal que C & U U.

n
j+ Se sigue
i=1

entonces que:

‘00
(u) € Z')\! (U;) y por

x im]l

n n
Aer € A U vy € 222
i=1 i=1

cuanto
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[0 @)
Ay ¢ \J v = Sup_{?\(c)}g iZﬂx, (U;).

izl
Se sigue que ’7\‘ es contablemente sub-aditiva.

Supongamos ahora que U y V son dos abiertos disjuntos
de H_ y sean C y D dos compactos tales que C & Uy D& V,
como C y D son disjuntos y ademds C U D &= U U V se tiene

que:

A(C) + A(D) = A(cUD) K A

> (UU V) y en consecuencia:

A, (U) +%, (V) = sup {A(C)‘} +sup (A} € A, (WU V.

La sub-aditividad de ')\! implicard ahora la aditividad
y asi por induccién matemdtica, se prueba que ?\! es finita-

mente aditiva.

Si {Ui} es una sucesidén disjunta de {J| entonces
izl
N n
3\* « U U;) 2 A, ( U u;) = Z )\‘ (U) y como esto es
izl i=1 i=1

vdlido para cualguier n entonces:

A, (U v > 20 (Uy).

i31 i1 *
Como ya se probd que X* es contablemente sub-aditiva

entonces se concluye que 7\* (U Ui) = Z: ')\* (Ui), donde
i>1 i1

UnU1=¢,i#j-
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Definicidén 2.11: Sea ‘A un content y )\! el inner-
content inducido por A
Se puede definir una funcién de conjuntos }L‘ sobre el

‘@”-anillo de todos los conjuntos O -acotados por:

}__L! (E) = Inf {)\!_(U) / E &S UGU}. Esta funcién es
llamada la medida exterior inducida por el content A . El
dominio de definicidén de las medidas exteriores es todo parte
de X, pero en el siguiente teorema esta terminologia es justi-

ficada, puesto que }L satisface todas las propiedades de una

medida exterior.

Proposicién 2.20: }L’ es una medida exterior.

Demostracidén:

1. )J-" (#) = 0, en efecto ﬂgﬂeﬂ_ y )\! (@) =0
de alli que:

P2(@) = 1Ing {7\* v /8 = Ue&}=o

2. Sean E y F dos conjuntos O -acotados tales que

ESF. si Uell es tal que F & U entonces

EC F&E Uy como }.Li (E) < 9\!. (U) se sigue que
}x’, (E) € Inf {}\! \(U)} = },L" (F).
3. Si {Ei} es una sucesidén de conjuntos ¢ -aco-
: i>1

tados.

si 31 /}Li (E;) = 0 es inmediato que
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)u."(u E) S 2, p*

(E;).
izl 121}'L 1
si Vi, ,J.‘ (E;) <@ entonces

Ve> o, Ju, el : E; Uy y

g (u;) - }A.* (E,) < 6/21, de donde se sigue que:

\‘! <
st ik)JlEi)g)\!(, U E) €25 A, (0 €25 pBE)+e

i21l i>1 i>21

Por 1o cual:

pE U B g 2 K® (k).

i>1 * i1

Observacidn: Sea (X,T ) espacio topolégico, S un

o”-anillo de partes de X y /J. una medida

sobre S entonces:

Si )\L" : P(x)—> [0,0] dada por P‘(A) =Inf{z },L(An)}

n21

SiA &S U A~ donde A €-S.
nz2l

Ahora, /.L.“ (A) = ©© si no existen tales cubrimientos.
W ot Q('x) —(o, ©] dado por

W(A) = Inf {}L(B) +tAES B € § } , 81 no existen tales
super conjuntos entonces W(A) = 00 .,

Se puede verificar f&cilmente que }.L! = W,
Sea A un content en X. Definamos ’-L' : 1 (x) — [0, ®]

por.)J.’(E) = Inf {')\’ (U) : ES U eu} , @ en otro caso.
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Entonces ).L* es la llamada medida exterior generada por el
content A . Probaremos que en efecto }.L* es una medida ex-

terior.

i) P.‘(m=0pues¢<; gell vy A, ®) =0

ii) Sean E, F e’)(x) tales que EC F.

Si )U.’(F) = o entonces es inmediato que }.L‘(E) ~<~}L*(F).
Supongamos gque }.A.!(F) < y sea U € LL tal que F & U entonces

E ¢ U, por lo cual /J.’(E) < 7\*(U) y de esto se deduce que:
F 3 ) _ F 3
pEEL me{d0 s reu} - uFe).

iii) Sea {An} € Px) tal que Vn> 1 p¥@a )<

y sea £ > 0.

Entonces V n>1, existe u, € U, tal que A S U vy
. ® &
ademds A_(U ) A + e

como U a_= U Uneu,fL*(UAn)S)\*(U u_)

nxl n>1l n>2l n>1

pero’ A, ( U)<Z R(U)<Z ®a )+ & por lo
* éfgl n \132]. *'n \1121.)L n

cual /..l* es suk-aditiva.

Proposicién 2.21: Si 'A‘ es un inner-content y }L* es

la medida exterior inducida por el
content A , entonces }L‘(U) = A aE(U) para todo Ue U vy

ademés: },L! (c®) € AlCc) € /.L*(C)_, Vce K, (donde c® denota

el interior topoldégico de C).
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Demostracién: Si U € |J , entonces la relacién

uUSvuell implica que fL‘(U) <A (U

si vell yuUESvV entonces k’(U) < Q!(V) y as{i:

>\!(U) £ Inf{)\! (v) /u&sv eﬁ} que es igual a H.‘(U),
por lo tanto:

Vuel : ,L’(.U) = A (U

¥ sicer,yue{l ycSuU, entonces Alc) € A (V)

por definicidén y por lo tanto:
. L E
A(C) < Inf {)\‘ (U)} = p* (©.

Ahora si C € KX y D € KX : D;-CO_C_ C entonces

A(D) € A(C) por la monotomfa de A. Luego ’.,L!(Co) =A!(Co)
A g(Cp) = Sup {’)\(D) / D;co} < A(C).

Concluimos asi que: }L!(Co) S AC)< }L!(C) .

Proposicién 2.22: Si )L‘ es la medida exterior inducida
por un content 2 , entonces un conjun-

to O° -acotado E es )-L! -~ mesurable si y solamente si:
Vuel - V" (U) > P*! (U N.E) +f‘! (u N E)

=
Demostracidén: Si E es un conjunto }'L - medible enton-

ces la tesis es inmediata.
Supongamos que: Vue u :}L‘(U)}}A‘(U N E) +}L!(U N )
y verifiquemos que E es }A.’ - medible.

Sea A ep(x‘) , Probaremos que:
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pE@) > }x‘ (A N E) + }).’(A N %)

Si }L‘XA) = 0 se cumple la desigualdad trivialmente.
Supongamos gue ).L‘('A) <@,

Sea U €u tal que A & U, entonces de las relaciones:
A% () = )-L"(U) > }A*(U N E) + }A*(,U N E€)
> P*a n e+ p*a 0 S
se deduce que: ‘I.L"‘(A) = Inf {}\i(u) :AC U € ﬂ}?

~>)A‘(A N E) + }L’(An ES).

Luego E es }k! - medible.

Proposicién 2.23: Si }L* es la medida exterior inducida

por un content A\, entonces la fun-
cién de conjuntos f& definida para todo Boreliano E por
}L(E) = }L‘(ﬁ) es una medida regular de Borel, llamada la me-

dida de Borel inducida por N\ .

Demostracidén: Probaremos primeramente que cada conjun-

to compacto (y por lo tanto cada Borelia-
no) es }L‘ - medible, de lo cual se desprenderd inmediatamente
que )L es una medida sobre la clase de los. Borelianos.

Por la proposicién 2.22, serd suficiente con probar que:
}J.’(U)}}A,*(U(\C) + },L*(Uncc), VUel , cek,.

Sea D un subconjunto compacto de U N c® y sea E un
subconjunto compacto de U N Dc, observemos Que estos conjun-

tos U N c© y un p° pertenecen a‘l.
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Como D N E=@yD U ES U se sigue que:

}x’(u) = AU 2A(DUE) = A(D) + A(E) més atn:

p*(u) > (D) + Sup {9\(‘3)} A + A_(U N p)

A (D) + }»L"(U'm D°)
2 A + M¥u N oo
De esto dltimo se deduce que:
fx*'(u) > )\L"v(u N c) + sup {A(D)}
2 PRuno+ A un c®)

= "L“(U N C) + },L!(U N Cc), por lo tanto,

C es )u,’ - medible y asi K, &85 S-/\-Iu."*, por lo cual:

= :
}* /S es una medida.
Para probar que /J.(C) <o V C, observemos que existe

un compacto F_ tal que C& F, (por proposicién 2.2).

Por lo cual MU(c) = }).*(C) < pFE) € A(E) <o

Luego /LL es una medida de Borel.

Ahora la regularidad de I,L se obtiene de las relaciones:

Inf { A0 /CQUGU}

/w(c) = /u*(_c)

me { hF¥w) /S ve | }

Inf{f}-(U)/Cchu}
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2.5 Contents Regulares

Definicidn 2.12: Un content A es regular si para todo

compacto C.

A(C) = Inf {7\(D) :C_C’-_'-DOC_:DGKX}

Proposicidn 2.24: Ssi }1. es la medida de Borel inducida
por un content regular A , entonces
/U-‘(C) = A(c) para todo compacto C.

Demostracidn: Si C e Ky, 3&>0, db € Ky 1 C S DO

y A(D) - A(c) <&, por la regularidad
de A .

Se sigue de la proposicidn 2.21 que:
A =, .0 i
(C)S/L(C)S}L (D7) € A(D) £ € + A(C) vy asi:

Ac) = /.L(c) Vce Ky -

Proposicién 2.25: Si },L es una medida regular de Borel
y si para todo compacto C definimos
A(c) = }L(C); entonces A es un content regular y la medida

inducida por A coincide con }L .

Demostracidén: Es claro que & es un content,

Siendo u regular, Vcek, Ve>o,
existe Uell tal quec & Uy I.L(U) - pery <&

0

Sea D € Ky CE D & D& U entonces:
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A (D) = }J.(D) g}.;.(u) < }L(c) + & =A() +¢,
por lo tanto: A(D) - A(C) €& y asi:

A(C) = Inf {?\(D) :ce e o QU} lo que prueba la
regularidad de A.
Si P' es la medida de Borel inducida por A entonces

}l(c) = () = pic) Ve ek

S }l =)L , por proposicién 2.17.

Proposicién 2.26: Si }lo es una medida de Baire y si

para todo compacto C definimos:

A(C) = Inf {Fo (u) /cSu_ e uo}

Entonces A es un content regular.

Demostracidn: Es fé&cil verificar que A es no nega-

tivo, finito y monétona.
Sean C y D conjuritos compactos y U0 Y Vo abiertos de

SO, tales que: C & UO, D &= VO' entonces:
cunsit(u, U v el vy ast:

AlcU D) }.&O(Uo U v, < on(Uo) + Ho(vo)
Luego A (C U D) < Inf {}AO(UO)} + Inf {}Lo (vo)}

= A(C) + A(D).
Asi pues A es sub-aditiva.
Supongamos ahora que C‘'y D son compactos disjuntos en-

tonces existen conjuntos disjuntos Uy © Llo' Vo € Llo'



N

tales que: € & U,, D & V,.

Ssic UD &S Wy € LLO entonces :

A(C) + ALK Po (Uy N W) + }).0 (Vo N wo)s }10 (W,),
asi pues

Al(C) + A(D). £ Inf {FO(WO)} = A(C U D) y como se probd
la sub-aditividad, entonces se tiene que ‘A es finitamente
aditiva. *
Para probar la regularidad de A , sea

C €K, y &£>0, de la definicién de A, existe Ug € uoz

X
C S Uyy ’A(Uo) = ac) <€

Si D es un compacto tal que C &S D0 S p & Uy entonces
A(D) € f@o‘(Uo‘)g A(c) + E.

.« A(C) = Inf {‘A(D) :ce e D, D€ Kx} esto es )

es regular.

2.6 Generacidén de Medidas de Borel.

Proposicidén 2.27: Si }10 es una medida de Baire, exis-

te una Unica medida regular de Borel

J- tal que: K/ s, = Mo

Demostracién: Sea A(C) = Inf {}Lo (Uy) : CSUje uo}
entonces A es un content regular.

SeaJ}L la medida regular de Borel inducida por A .



- 63 -

Entonces }L(C) = A(c) Vce Ky, por la proposicién 2.24.

Como }Lo es regular por ser Baire, entonces
Alc) = }lo (c) y por ello }L(C) = /10 (c) lo que prueba la
existencia de }L.

La unicidad de‘}L es consecuencia de la proposicidén 2.17.

Proposicién 2.28: Sean (x,'cl) y (Y,'t:z) espacios topo-
logicos, T un homeomorfismo de X en Y,

f* una medida regular de Borel en X. Entonces:

l. Si A es un boreliano de Y entonces T-l(A) es un bore-

liano de X.

2. Si definimos ;)(A) = }L(T-I(A)) entonces FL es una

medida regular de Borel en Y.

Demostracién: Indicaremos Sx Yy SY las clases de Borel

en X e Y respectivamente. Probaremos en
primer lugar dque: T-l(SY) = Sy.
Como T es un homeomorfismo las inclusiones
-1 . .
Ky & T (SY) Yy K& T(Sx) nos proporciona que:
S

x S T-l(sy.)' y también Sy & T(Sx) . Luego efectivamente

-1
T (SY) = Sx.
Veamos ahora que Tfl(SY) es un O° -anillo.

a, Evidentemente @ pertenece a T'l(sY)

b. Si By, B, pertenecen a T'lisy) entonces T(Bl) y

ll
T(BZ) pertenecen a Sy. Siendo T un homeomorfismo
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T(Bl)\J T(BZ) = T(BlLJ BZ) y como S, es O--anillo

L -1
T(gllJ BZ) pertenece a SY es decir 81\J B, €T (SY).

Similarmente se prueba que T-l(SY) es estable por
diferencias y por uniones contables.
Consideremos ahora, ;l: sy, — [0, @] dada por:
Vae Sy ¢ P.(A) = }-L(T-l(A)). Prokaremos que P. es una

medida regular. En efecto

/’1(m = /um'l(m) = p@ =0

Si {An} es una sucesidén disjunta de elementos de Sy
ne€emwN

tal que su unién es un elemento de S tendremos que:

Yl

~ -1 .. o~
( A) = (T (k,) A )) por definicidn de
}l Jsgl n }L nzl n P'

1

}L( U (T-l"(An))) por propiedad de T
n>21

>, P (T‘l(An)) Pues | es medida
n=21

n§1 /’l(An) por la definicién de fL .

A 3 Y .
Luego }L es una medida en Y., Probaremos a continuacién

que fl es regular, es decir que:

a) (@) Sup{}L(C)/AQCGKy} Vaes,

b) }L(A)

Sea A € S

Inf {}1((9) /Ag(Detzn SY},VAGSY

Y

regular en X tendremos que:

entonces T 1 (A) € 'sy y como ’L es una medida
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/u(T"l(A)) Sup {}J.(K) ;i) 2K € Kx} o sea

Sup {I.:.(T'l(c)) JA2cC e Ky}

jl(A)

pues para todo K € KX ¢ K = T'l(C) con C e'KY por ser T un
homeomorfismo.
De modo similar se prueba (b) lo que es consecuencia de

la regularidad de‘fL y de que T es un homeomorfismo de X a Y.

Proposicidén 2.29: Sean (X,?:l), (Y,ij) espacios topo-
1l6gicos y T un homeomorfismo de
X en Y. Consideremos ademds A un content en X.
Si definimos A : K, — [0, ®[ por:
Vc e Ky ¢ "A(c) = A(T7L(C)) entonces A es un content en Y
llamado el content inducido por A y por T.
Ademds si fL! es la medida exterior en X asociada a A\

y definimos W :§2(Y) —— [0, ®©] por

Va GED(Y) t W (h) = /f' (T™1(A)) entonces W es una medida

exterior y si v* es la medida exterior inducida por A enton-

ces V¥ = W.

Demostracién: Sea C € K, entonces T™1(C) es un compac-
to en X y como A es un content en X se

tiene que:

Awc) = A i)y <o y Al(c)> 0.

Tomemos C, y C, dos compactos disjuntos de Y entonces
también son disjuntos los compactos T'l(Cl) y T-l(Cz) por

lo cual
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- , -1 . -1 -1
’)«(cl V) cz) = A(T (clu cz)) = A(T (cl) UuT (Cz”

y como A\ es aditiva entonces:
-1 -1 -1 -1,
A(TTT(CUT (Cy)) = A(TT7(Cy)) + A(T (c,))

= A(Cy) + A(C,).
es decir A\ es aditiva.
Por otro lado si C1 y C2 son compactos en Y tales que
entonces: T-l(Cl) o= T_l(Cz) de donde

c., = C

1 2

- -1 -1 -
J\(Cl) = A(T (Cl))QX(T (Cy)) = A (Cy).

Analogamente se prueba que Ssi C, v C2 son compactos de

Y no necesariamente disjuntos entonces:

R(clu CZ)S 3\(C1) + —)-\(CZ), con lo que terminamos de
verificar que ‘A es un content en Y.

Sea H* la medida exterior generada por A vy
W : P (y) — [0,0] dada por W(A) = }-&’ (vt (a)) para
parte A de Y. Probaremos que W es una medida exterior en Y.

En efecto:
1. W(p) = F!(T-l(ﬂ)) - P‘(ﬂ) =0

2. Si Ay B son sub-conjuntos de Y tales que A& B
entonces T~1(a) € t71(B) y asi:

/.L!(T"I(A))S /LL!(T-J'(B)) de donde por definicién
W(A) £ W(B).

3. Sea {A } una familia de partes de Y.
n newN

Sabemos que ol W, A ) = U T-l(An)
n>1 ng1l
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y como /U..! es medida exterior tendremos:

_ ® -1
W ( k}JlAn) = p T U a)

/u.*( U T’l(An))

n n>1 n21l
€2 pEer )
n21
= ngl W(An)
Luego W es o~ - sub-aditiva.
Por (1), (2) y (3) tenemos que W es una medida exyerior

tal como deseabamos probar.

Finalmente verificaremos que si v® es la medida exte-

rior inducida por el content A entonces v® = W. En efecto,

probaremos en primera instancia que:

A (T-l‘(U)'), Vue®P(y), U o--acotado

‘)\!(U) =

’)\!(U)

Sup{i(c) :cSu, ce KY}

Sup{ At L)) s cSuU, ce KY}

Sup { At L)) : i) € T-l(U)}

= A, (v~ (u)).

]
<

Estamos listos ahora para verificar que W

Inf{kg (U) : AS Ueu}

vE (a) =

© si no existe U € || tal que A& U,

si v¥(a) = , ho existe U€ uY tal que A & U.

Luegio tampoco existe un conjunto Ul en UX tal que
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T-l(A) = U,, por lo cual }L‘(T-l(A)) =00 y asi vE(A) = W(a).

Supongamos que

v¥(a)

Inf‘{ AW RS Ul )

= Inf {_i‘(T-l(U) : Tla) € T'l(u)}

}A‘(T-I(A))

W (A)

con lo cual terminamos la demostracidn.

Proposicién 2.30: Sea T : X ——» Y un homeomorfismo

entre los espacios topolégicos
(X,T:l) y (Y,?:z). Consideremos tamiién un content A en X
y por consiguiente debido a la proposicidén 2.29 consideremos
el content A inducido sobre Y por T en términos de A. Si
}4 y V son las medidas regulares de Borel generadas por A

Yy A respectivamente entonces:

. — -1‘
VB e Sy : VI(B) ‘}*(T (B)).

La demostracién es consecuencia directa de las proposi-

ciones 2.28 y 2.29 respectivamente.
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2.7 El Teorema de Representacidn de Riesz para Espacios

Topoldgicos Compactos.

Proposicién 2.31: Sea (X,’g.,fb ) un espacio de medida.
Entonces existe una funcidén h en

LIKI}LI) tal que:

}A(E) .thdUM , VEeQ

Ih(x)|

V x ¢ x.

]
[

Demostracidn: Aceptaremos la versidn general del Teore-

ma de Radon-Nikodfn en la -demostracién
que a continuacién presentamos.
Sabemos gque /L es absolutamente contfinua respecto a
lle, luego por el teorema general de Radon-Nikod{n, existe

g €L, lfkl ) tal que:

)L(E) = jE g dIFJ VE GJQ_

Definamos

. 1
Y I}AI(E)3> 0 : Ag(g) = -TTETEET_ gE g leJ

Sea r > 0 y consideremos A_ = {x~€ X : |gx)| < r}-€ji,

— . .
Sea (Ej) ___9L una particién de A_, entonces

Ar=Lj)Ej
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4? PEH € ; ij g dlpl ;ijrSE. aipl

J

=Zr| l(E-)
PR

€r |’J-|'(Ar)

entonces I’-ll(Ar) Sr (i@,

Si r €1 entonces l}-LI(Ar) = 0.

Luego I}Al(Al) =|,~L|{x € X : |g(x)| <l} =0
de donde

lagtx) |21 l}.\l - casi en todas partes.

Observemos ahora que:

) 1 : _ (e

| Pelad] - Wﬂlh“'*‘d = TprE <1

Luego

V IMNE)> 0, A(g)e[-1,1] =5

Demostraremos a continuacidén que g(x) € S |P¢ - casi en
todas partes, lo cual indicaremos

g(x) € 8§, 'l‘” - c.t.p.

CS es un abierto de R y mds aun CS = U An
nz1

donde A =B [o,, T,], bola cerrada de centro o € Cs

y radio r,

Sea En=g-l(An) ={xex |a(x) - O(nl.g rn}

Vn>1.

o

probaremos que | P‘“En) =

Supongamos que existe n > 1 tal que 'f"‘HEn) > 0.
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Entonces por lo prokado en la primera parte

Ap (g) € s pero:
n

|En(g) - o

nl I—,‘l:[%'ﬁ:yggdlpl -—Iﬁ-ﬁ-E—ySE o(ndlp.ll

n
n,

1
—_— (g - o) du}k|l
TeI(E) f n
A E
r IRI(E)) _
l,..q(En) = Th

Luego AE (g) € An c CS, lo cual contradice lo de-
n

mostrado anteriormente. Por lo tanto:

ILE ) = 0, Vn y por ello:
Ik UE) =0

Ahora U E = {XGX: lg(x)]| > 1}
n>1

es decir I}LI( {x € X : g(x) # l}) =0
Llamemos B = { X € X : g(x) # l}

y definamos

gi(x) si xe€ X\ B

h(x)

1 81 Xx € B

entonces h = g |}L| - c.t.p.

y claramente |h(x) | =1 Vxex.



- 72 =

Teorema 2.1: "Sea (X, T) un espacio topoldégico compacto.
Si F es una forma lineal continua sobre
& (X), entonces existe una dnica medida regular de Borel p

sobre X tal que:
F(f)=$ £ a : Ve Qx)
X I ¢

Ademds /& es una medida positiva si y sélo si F > 0.
Mds aun la aplicacién que a cada forma lineal continua sobre
Q(X) asocia la medida regular de Bore1,¢ , establece un
isomorfismo isométrico entre Z:(X)' yMéX) donde C,(X)l es
el norma dual de ¢'(x) yxjiéx) es el conjunto de las medidas
reg. de Borel, signadas, finitas sobre X, provisto de la

norma de la variacidn total."

Demostracién: Establecemos en primer lugar,el reque-

rido isomorfismo isométrico, para ello

definimos:

v P eng) : Fﬁ : (;,(x) —— R dada por

Fﬂ_(f)=sxfd’1. Vel

Verificamos a continuacién que: V }-L € Mﬁ(x), F/,_ es

lineal y continua.

i) Es claro que f£. € (;(X) => £ eot(lu), es decir
que toda funcidn continua sobre X es fk-integrable,

luego: F estd bien definida y ademds
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F/_._(o(fl+ﬁf2)=§x(o(fl+ p ) dp

il

Sx & £, d)u + Lpfz 4 pe

d)x £, dp +;>sz du

F(fl) + F(f'z)

ii) V}-L € J‘Ls(x) : FP’ es continua pues:

[ cap

<

VEe lf,(x) : |Ff,, (f)l = fx llf"ood};,

= £y I}Ll(x) < o

Luego Fl“ es acotada. Siendo F}_,_ lineal y acotada en-
tonces F)"‘ es contfinua.

Estamos en condiciones ahora de definir la aplicacidn
J : J/Ls(x)——- € (X) dada por

V}LG Ms(x) : J (/U-) = F,,. la cual afirmamos que es un isomor-

fismo isométrico.

1. J es lineal
En efecto, sean }1,'\) € MS(X); f e (’:(x).

Si f = XA donde .A es un conjunto I.L +Y - medible entonces

fx £a (L eVY) = (x’x’A Ap+y) = fAJ(/mU)

= (/.1+Y) (A) = }L(A) +VY (A) = fA.d/'L + (A ay

—
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gx'x" P {x ¥a v

[x £ df‘ + J; fdy

Fp (£) + Fy (£) = J([) (£) + IV (£)

n
En consecuencia si f = zz: A x , donde los A. son
h i A, i
i=1 i
conjuntos P.+ Y - mendibles, se tendrd también que:

Viee B : JOp+V) () = J() (£) + 3V (£).

Siendo el resultado vé&lido para funciones escaleras 1lo
serd evidentemente para funciones integrables, luego J es
un homomorfismo.

De modo similar se verifica que:

VEel(X) : J(AR) (£) = 2 J(W) (£) de donde

V}1€%(x),V’)\eR:J(A}.L)=AJ(}.L). Hemos veri-
ficado asi que J es lineal de ;ng) en ¢(X).
Ahora bien, dada}xe,Jiéx) podemos elegir m € Ll(lfkl)
tal que m(x)| =1 VxeXxy (B) = r' md ||
| | M s M

para todo boreliano B, de acuerdo al teorema de Radén-Niko-

din, luego:
Facporll = el =sup {Fu(f) /£ B e (x) )

= (ploo = Juld

Luego J preserva las normas. Siendo J lineal e isome-
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tria se deduce inmediatamente.-que J es inyectiva. Ademés

como J es acotada resulta ser continua.

Sean}le\M:“(X),/.LZO y f.€¢(x), f 2 0, entonces
J(ri (£) =F}* (£) =f fd}&} 0, luego J 2 0.
X

Reciprocamente si J 2 0 entonces v F-GLAAéX).
/.120, J(M)2>0 esto es Vst €¢(X) : £2 0 implica
J(R) (£) 2 0. Sea A €./\_I£" como XAZ 0 entonces

J(}J.) (5§A) = jA df.u. = ,J.(A)2 0, por lo cual P;O.

Resta demostrar que J es un operador sobreyectivo, 1lo
cual quedard probado si se muestra que para cada forma
lineal positiva F, € ¢(x)', existe una medida regular de
Borel /L en\ﬁdéx) tal que J(}L) =F) = ?H_.

Consideremos ahora el espacio topoldgico discreto

S

(x, p(X))y pasemos al compactificado de Stone-Cech de S,

S (X, p(x)), el cual es extremalmente disconexo, esto es,

cada subconjunto abierto de )B S tiene clausura abjerta.

La identidad i : S — X es continua, luego puede ex-
tenderse continuamente a una aplicacién # : Ps — X la
cual nos permite definir la aplicacién lineal:

T : ¢(X) —_ 'ﬂ(ﬁS‘) dada por:

T(f) = £ o @, V£ e &(X)
T es una inmersidén isométrica.

En efecto: Es inmediato que T es lineal, ademids:

||T (f)” = ||f o ﬂﬂ

Sup {lf(ﬂ (s :s e ps}
Sup {If(x)| / x € x}

(E4 P
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Asi pues T es un embebimiento isométrico para la corres-

pondiente norma del supremo y tal que: T(1) = 1 , en efecto:

Vs e ps; T(1) (s) = 1 (a(s)) =1 = 1 (s).
Por otro lado como Fl es una forma lineal y continua
sobre ‘(;(X) V% ;(X) es un sub-espacio de ﬁ,(ps), de acuerdo

con el teorema de Han-Banach se puede extender F1 a una forma

FZ’ sobre & (PS) tal que:
IE, | = §FL ) A Fy (T (£)) = F(£), Ve el(x)
pues se estd identificando a & (X) como sub-espacio de & (Bs)

a través de la inmersién T,

Ademds F) (1) = F(T (4)) = F; (1) = |[F, || = |[F,|

de donde se sigue que F, 2 0.

Consideremos ahora ;{ la clase de todos los sub-conjun-

tos de gs qgue son abiertos y cerrados, esto es:
- {Ag S/ Aec N c }
R p Cos N ST,y

j% es un ilgebra de conjuntos; en efecto, ;2 es estable
por diferencias y por uniones y contiene a PS.

Veamos:

i) Sean A, A, 61% . Entonces A, y A, son abiertos y

cerrados.

C
A\ A, = (A~l N Aj)e pues A,

s ps

c c
Aj € 'C.FS ademds (A, M Aj)e Cotps pues A, € co’CPS y
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o]

A,

€ COQ?PS‘ Similarmente se prueba que:
i1) Va, a,eR; ;U aneR

Luego efectivamente ?{ es estable por uniones y
diferencias. Por lo tanto ?Q es un algebra definida sobre
PS pues es un anillo que contiene al espacio ps.

Ademds:

Va GR : XA € ¢ (PS), en efecto, se tiene lo siguiente:

Xp 1 pS — R.
ﬂa si {1,0}c O°
AsileDao0t®

Sea d)e?:us' entonces i%(d)) ={
A® si 1¢OA0€®

LPS si {0, 1}€O

luego efectivamente 'J(A € l‘;(}s), Va €Q , por lo cual pode-

mos definir correctamente la aplicacién:
\'L:Q —[0,) dada por Y| (A) = F, (%)
Se verificard a continuacidén que YL es una medida.

1. N = Fz(Xg) =F, (&) =0

2. Si Ay, A,, ..., A es una sucesién de elementos

de ;{ mutuamente disjuntos, entonces:

n n n

l<ign

n
= 12:"1 Y((Ai)



- 78 =

Sea ahora la sucesién {Ai} E’R tal que: los Ai son
izl

disjuntos y ademdés | A, = A€ R
i>1

Siendo A GQ_ , entonces por la definicién de R; A es
cerrado, y siendo PS compacto resulta que A es compacto,

luego: Por ser {A} un cubrimiento abierto de A.
izl

311, i,, +.., i tales que A = U A, vy por ello:
J= J

na = IL(1=U1 Ay) = rl(u A,

rk(A , v ademés

Vi:l:ij A, = #; por lo cual YL(U ;) = 2. (A,) asi

i21l izl

pues Y‘L’es ¢” - aditiva.
Como PS pertenece aR y Tl(ps) = Fz(xps) = Fz('ﬂ)

= ||F2 | resulta que Y’L es una medida finita tal como se
definié. Sea U (p\ ) la g~ -4lgebra generada por R y conside-
remos la restriccién de la medida exterior YL! a U(R ), dada

por:

VM eu (R) :YL*(M)=Inf{ )lYl(A)/ACR ve U Ai}
i

i21l
Yl* es finita por serlo l't evidentemente y por el teorema de
Carathéodory, Y‘L* es una medida sobre U (R).

Probaremos a continuacién que YL* es una medida de Baire.,

i) v (R) = P_ps)
Sea A € R entonces A€ ‘CPS Ncg 'CPS, entonces

XA € {;(PS) Yy por ello xA es B (S) - medible.
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Sea LDG‘CUS :1e@®, 0¢0O

Xgl((D) = A€ p (ps); luego R S PO(PS) y en consecuencia
u(R) & potps).

Por otro lado sea f € ﬁ(PS, R) vy sea ¢ € R y definamos

Cp={seps/fs) <c+i} Vaecm

Vnenw, Cnetps y siendo pS extremalmente disconexo

Enetps ﬂ Cotps Yy por ende En€Q luego
C

{sePS/f(s)Sc} =M {s e.pS/f(s)<C+%};ml_f

n>1 n21l

por otro lado:
L_-n={s eF)S / f(s)< c +%}C_:_{>seﬁ;s / f(s) € ¢ +%}

as{ pues l——_—-ng {S€PS/f(s)§c+%} luego

(M C,e M {s GPS/f(s) sc+%}= {seﬁS/f(s)gc}

n>1 n>21l

Por lo tanto: {s ePS / £(s) £ c‘} es U(R ) - medible,

luego PO(PS) S u(R) pues Bo (PS) es la menor &lgebra sobre
PS que hace que C(ps) Q"L. Donde TIL indica el conjunto
de las funciones de PS en R que son medibles.

As{ pues queda demostrado que: U (R) = PO (PS) Yy en
consecuencia Y\! es una medida de Baire. De acuerdo con la

proposicién 2.15, T[* es regular.
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Probaremos ahora que:

. 4
Veielps) : F, (f) =sz £an
Puesto que si f fuera a valores complejos tendriamos
£, d;t* + i 5 £, drz.*
ps ps
nos basta considerar sélo funciones a valores reales, esto es

£ e G(ps, R).

Sea [a, b] un intervalo en R que contiene a f (Ps) y

f=1f, +1if, ypor ello SPsfdrl*=j

sea £ >0. Consideremos la particién de [a, b] dada por:
Y = 2 < yl Cosole Y, = b tal que Yy - yi41€€ V«i=1,2,...,n
y definamos los conjuntos

B, = f-l((yi_l, yi] ), Vi=1,2, ..., n

Los conjuntos Bi son disjuntos y pertenecen a U (Q) Yy
ademds cubren a ps.

Como Yl* es una medida regular:

: , 3 % &
Vi=1,2,...,n 3Vietps-n URI/B;S VY, , rl (vi)srl (By) + =
n
y ademds f(s) £ y; +8& Vs e V. vya que yS/‘-: U By, también
i=1
i

n
Fs c U V., pues B, = V'i y siendo ps compacto, por el teo-
i=1 ‘

rema de particién de la unidad:

v i=1,2,+..,n Bhiee;(ﬁs)"/ h, <V, Z h; = ‘ﬂ esto es

1¢ien

n
) € . = ;
Sop (h;) = Vi,' 0<h, (s)<£1, 1§ hy(s) =1 Vs GPS.
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ComoApS es compacto y Sop(hi) es un cerrado resulta que
Sop(hi) es compacto y de Sop(hi) c V, con V; abierto tendre-
mos que: V., contiene una vecindad del‘Sop(hi) que pertenece
aR. Asf que F,(h;) < !’(’('vi)-. En efecto:

Siendo (PS,TZPS) compacto, es loc. compacto y como
Sop(hi) e V., existen un abierto 0 -compacto U, Y un compacto

G-&, Eo tales que:. Sop(hi)Q U, el = Vi' de acuerdo a la

proposicién 2.2.
Por otro lado U, s abierto en.ps, el cual es extremal-
mente disconexo, entonces ﬁo es abierto en PS. Ademds se ve-

rifican las relaciones:

-
Sop (hi); U, & U, Coc_:_ A

Asi pues ﬁo es una vecindad del Sop(hi) perteneciente

a R.

Ahora bien Yl(ﬁo) = F,(X_ ) y como h; € X_ entonces

Yo Yo

siendo F, 2> 0.se tiene que Fz(hi)ag F, (X ). Concluimos

Yo
pues que:

F.(h,) S F (% ) = N(T) = N®0.) < N¥w.)
2 i 2 xﬁo Yk o ‘[ o} ‘\ i

tal como deseabamos verificar.

Veamos ahora que Fz(f) = IP £ dl’(!, Ve 33‘(58)-
' S

n n

n
F.(£) = F.(( 2 h,)£)
2 2 a1 ign

ahora bien:
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n n
iZ=.':I.P2((Yi+ €)h;)= iZ=_;L(yi+ e)F,(h;)= i§L(( lal+y;+ € )F,(h;))- lal |F, |

< lz;i (la) + ' +€)“‘(§(Vi*) - "FZH [a)
n
< izi[(lal +yi—£+2€)(l’lf(Bi) + %’)] - | Fo || tal
n
< 2 (yi-e)YL*(Bi) +2€’ZTC‘(Bi)+% 2 (la} +yi+E)

i=1 ign ign

n
.MB

[
1
[

SB (y;- €10 % 2€[ 7, | +elal + % e )
i

SBi(yi-G)dQ* + E(2 | Fy | + lal + Ibl +&)

(W
=

fan® +e(2 |F + lal + |bl +€)
o2 an =2

(=
I
=

N
.M:’

JPS f drt" +&(2 Fol+ lal + Ibl +€&)

As{ pues F,(£) < S £an®, Vi eQps) ()

S

por lo tanto F (-f)(f - fan*
2 bs R

£fan*
s T

-F, (f£) € - g

p

F, (f)2g fdr(" (p)

Fs
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De (X)y (B) F, (f)=S ferx V £eQ(ps)
S

p

Corolario 2.1: V F (!gb(x),too)' , B!rkeMs(PX)

tal que:

F (f) = gp fd,,L ,erﬁ.b(x).
X

Sea F : f;(PX, R) — R definida de la manera
siguiente:
vge(g(ﬁx) : F (g) =F (g / X)
entonces F es lineal 'y contf{nua y por el teorema de Riesz

para compactos.
B!rxegM,s(Px). F(f) = Sfx f d},;, Vv fe‘@(}‘:x)

entonces F(f) = J

F

En efecto: sea fer,’b(x) y £ su extensién a ﬁx.

-b
de/J~ er¢ (X)

F(£)=°F (£ / X) =F (£f), perof(f)=5 fa
]bx f

L V£e b(x):r(ﬂ:j Faw.

uego ﬁ. Fx /.L



CAPITULO III
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III. EL TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ PARA ESPACIOS

TOPOLOGICOS COMPLETAMENTE REGULARES.

Desarrollaremos en este capitulo el Teorema de Represen-
tacién de Riesz tomando como base-un espacio topoldégico,
(X,?S), completamente regular. Las medidas serdn definidas
sobre-las O~ -41gebras de Baire y de Borel, las cuales son
generadas por los compactos‘<38 Yy los compactos, respectiva-
mente.

Como una aplicacién de este teorema se deducird el cono-
cido teorema de representacién de Riesz para espacios topolé-

gicos localmente compactos.

3.1 Completacidén de una Medida.

Proposicidén 3.1: Si M es una medida sobre un o~ -anillo

,A/, entonces:

)L:{E ANEEA, NS A MA)

es un o -anillo, y la funcién }A(E A N)

0}

fL(E) es una medida

completa sobre/z;» .

Demostracién: Probaremos en primer lugar las relacio-

nes siguientes:

Si E GA, NE A G/S, y fL(A‘)‘V = 0 entonces

M

a) EUN = (E\ A) & [a N (EuN)]

L}
(s3]

b) EAN= (E\ A) U [A N (Ean)]
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C
{(E\A) N[a.n (EUN)]} U {(E Nna% yulan (EUN)]‘}

=
"

=
|

= {ECUA v A¢ u(EUN)© }ﬁ {[(E NaS ] N[EN Acip (EUN)]}

M=xN {[(EUA) N € va)y] N (EUN)}

=
n

(EuA) N (EuUN)
M = EUN

Similarmente se verifica (b).

Las relaciones (a) y (b) nos dicen que la clase/?/

puede describirse también como sigue:

A ={Bw /Eeh ,Ncae), A(R) = 0}, ademds (a) y (b)
implican que/f, es estable por uniones contables y por dife-

rencias simétricas, luego/i es un g--anillo.
$i Ey A N, = E, A N, con Ei§A, , N, € A, para

i =1, 2, entonces E, AN E, =N A N,, en efecto.

1
Sea x € (E; A E,) entonces x € (E; \ E,) U (E, \ E,)
Si x €(E; \ E,) entonces x € E) A X ¢ E, y como

E, AN, = E, A N, se tendrd lo siguiente:
Si x € (E} A N,) entonces x €(E; \ N,) U (N, \ E;) por

lo cual x €(E, \ N,) implica x ¢ N, .

Por otro lado x € (F..2 AN Nz) implica

x € (E; \ N,) U(N,\ E,). x ¢ E, nos a4 x € (N, \ E,) de

donde x € N?‘

Asi x € (N, \ N;) es decir x ¢ (N A Ny)¥.
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Ahora 8i x ¢ (El FaX Nl) entonces x € El implica x € !31
puesto que x ¢ (E; & N,) entonces x € (E, A N,) de donde

x ¢ N, yasixe(NzANl)u

3 % .
De Yy se obtiene E, A E, & N A N,.

Similarmente se verifica la inclusién reciproca.

De todo lo anterior se deduce también gque
}'L(El A E2) = }L(Nl YA N2) =0
por lo cual }J‘(El\ E2) = ,J.(Ez\ El) =0
por lo tanto )‘L(El ) EZ) = }.L(El N Ez) y como
E, N E, & E, & E; U E, entonces
)L(Ez) = }l(El) = }L(Elf\ E2) = }L(El\J E2)

Resulta entonces sin ambiguedad la definicién de F

2

por: /.1_(EU N) = }-L(E A N) = /.l(E).

F resulta ser asi una medida que extiende a }.k . La
completitud de F\. se sigue del hecho de qu,e/S, contiene
todos los conjuntos nulos respecto de/u .

Ademés }'l es regular de Borel si /LL lo es.

3.2 Topologias sobre & P(x)

Definicidén 3.1: Sea f : X —> R una funcién. £ es

nula al infinito si para todo ¢(.> 0

existe un compacto K tal que:
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[£(x)|]< € para todo x perteneciente a X \ K.

Denotaremos con\}&o al conjunto de todas las funciones
acotadas de X en R que son nulas al infinito.

\L{oo representard en lo sucesivo a la coleccidédn de fun-
ciones de o due tienen soporte compacto..

-Como en lo anterior K, denota la coleccién de los com-

pactos de X,

3.2.1 Las Topologias t:c Yy Tyt

Para cada compacto K de X definamos la aplica-

cién P, : G (X)—— R : P_ (£f) = Sup | £(x) |
k 2; k xeK|

Afirmamos que Pk es una semi-norma, en efecto:

a. P () =0

k

b. Sean Xe€R, fel(X) :

P (A £) = sup |X£(x)]| = sup [X|[£(x)| = |x] sup |£(x)]=Ix] P, (£).
xe K X €K X €K

c. Sif, gel(X)

P, (f + g) = Sup [£(x) + g(x)]

- Sup [£(x)]| + Sup |g(x)]
X €K X €K

X €K

Py (£) + Py (g)

Por (a), (b) y (c) concluimos que para cada compacto K
de X, la Pk correspondiente es una seminorma,

La familia de seminormas {Pk} define una unica
‘ K€K
X
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topologia lineal localmente convexa sobre C(X) que llamare-
mos T:c, T ©s la topologia de la convergencia compacta o
la topologia compacta abierta sobre ("o’ (x).

Si en lugar de la coleccién de los compactos de X con-
sideramos la familia de los sub-conjuntos finitos B de X, y
de igual forma definimos:

(£) = Sup |f (x)]

Py : G(X)—R: Vielx), p
X €B

B

Resulta que PB es una seminorma.

La familia de seminormas P B finito induce
Bl Bex, '

una topologia sobre C(X) llamada ts que es la topologia de
la convergencia puntual.
Evidentemente, todo. conjunto finito de X es compacto,

s ! .
luego ?:s T,

3.2.2 La Topologia ’cst

Probaremos a continuacién que T /éb (X) esté

generada por otra familia de seminormas, como sigue:
Denotemos con jw(X) = {f t: X—R / f es acotada}
Ve Im‘(x)l, Pp : ﬁb.(x)“ — R definida por:
VielPwx), pp (£) = [f¢ly = sup |£(x) . P (x) |
x

nos provee de una familia de seminormas. De dicha familia

seleccionaremos la siguiente parte: {Pw}lp M
€

o
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la cual resulta ser dirigida a derecha, en efecto:

Sean \Pl,&pz pertenecientes a\Mo entonces v § 2
pertenece también a ‘Mo y ademds:

Py (£) = Sup [£(x). @(x)| € sup [£(x). (P Vv P,)(x)] =

\Pl x€eX xeX

P (£)
Pive

Por lo tanto P_ £ P P £ P
P17 Pver T W T 9 v,

Llamaremos ts a la topologia lineal localmente convexa

t
determinada sobre &b(x,) por la familia {P‘P}

ve Mo
Debemos observar que l "oo: QOO(X)——» R dada por
Ve e/?m(x) O = Sup f£(x) define una norma, denota-
®  xex

remos con tm la correspondiente topologia lineal metrizable

sobre Xm(x) .

Nota: Por simplicidad de notacién seguiremos escribiendo

’cs'tc'tst Y To Para referirnos también a las topo-

logias inducidas sobre ‘@b(x).

Probaremos a continuacién que tc Yy too son generadas

por las familias de seminormas '{P\p}we‘u y {P‘?}W X (X)
(- 7.3 € P58

respectivamente.
En cada caso denotemos por T 1la topologia generada por
la respectiva familia de seminormas.

Vk e Ky ’XK ¢t X —> R, la funcién caracteristica de K

pertenece a ‘M—od y asi tcé T
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Por otro lado, cada ¢ perteneciente a \M.,”tiene soporte
compacto, luego podemos asociarle la seminorma Peoplyg)

y por ello T < 'Cc. Asi pues gueda probado que T, es defi-

nida por la familia {pq, }%M
' -7

Notemos ahora que T: X— R : T (x) =1 es una fun-

cidén acotada y que : para toda f en ﬁb(xi :

P, (f) = Sup [f(x)]| = f luego P, =

,, sup [£00] = [ £lg, tuego 2, =l I
Asi pues 'Cm €T

Reciprocamente, todas las seminormas Py con kpeﬂm(x)
son Tg -continuas, entonces T € T,, por lo tanto gueda veri-

ficado que Ty estd definida por la familia {P ¢}Lp e Lo (X).

Proposicién 3.2: Sea (X,T) un espacio topolégico com-

pletamente regular, entonces:

8. Te &Tst € Tq» on especial T, es Hausddorff.

b, Te=Tst 51 y'solamente si la unién de toda suce-

cién de compacto en X es relativamente compacto.

c. 'Cst y 't'm definen los mismos conjuntos acotados

sobre \c’b (xX).

da. 'Cc Yy tst coinciden sobre todo tst -acotado' de

&P x).

e. tst =Ty si y solamente si X es compacto.
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Demostracidn:

a. Como -M»oo(;\M.o; im(){) y ademds "Cc es generada

por (P‘P}‘PeMoo ’t’st es generado por {PLP}\PG.M.o

y too es generada por {P“P}\Peloo (X), entonces se
verifica Cc €T € ’Z,‘m. Como ademé&s la fami-

lia {1 } arant
i {,PW W&M-o es separante, entonces Cst es

Hausdorff.

b. Supongamos primero que toda unidén contable de com-
pactos de X es relativamente compacto.

Sea

LPQMO, Sop(p ) = {xex:lt.p(x)|;£ O}g.-ng)l{xe X:.IiP(x)|>%}

y como UJ {xex : lkp(x)|>%} es un compacto por
nx1l

hipdtesis entonces sop () es compacto y asi

M(;’:’,M o Por lo cual ’Cc)’cst, pero por (a) se

concluye que tc = ’Cst‘

Supongamos ahora que existe una sucesién de compactos

en X cuya uniédn no es relativamente compacto y que dicha

— X

sucesién {K } = K., es creciente.
n>21

El hecho de que () K no es un compacto implica que
n>l

ningdn compacto de X cubre a |_J K, por lo cual para cada
n21l

compacto L de X, existe un elemento x, € ( U Kn)\ L.
n21

Sea NL el menor natural tal que xLe KNL.
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Por el lema de Urysohn, existe unha funcién fLeﬁb(X)

nula sobre L y tal que fL(xL) = N Se ha encontrado asi una

L.
red {fL} o la cual converge a cero segin
L €Kx

i

Ce

En efecto, dada una vecindad V de cero respecto de’C'c,

existe un compacto K en X tal que si € > 0 entonces:

Vv, ={fe€,b(X)

R
{f € ¢b(x)

P, (£)<E}

Sup |f(x)|<€}
X €K

pero entonces para todo compacto L en X que contenga a K ten-

dremos 10 siguiente:

P, (f.) = Sup [£, (x)] € Sup (£, (x)] =0 <§& luego
KL XGKIL I xGLlL I

. kK C s
Vie Ky :t K= 1, £, € Ve' PK lo cual significa que

{fL} es residual en toda vecindad de cero o sea:
' LeKX

CTe
£ (&)
Definamos (P : X —> R como sigue:
1 si x € K,
Vxex: WY(x) = 1/n si xGKn\ Kn-—l' n> 2
| o si xex\.\J k_
: n21

Entonces Y es una funcién nula al infinito, pues para
todo £> 0, existe un natural n tal que 1/n <€ y por ello
nos bastard con elegir el compacto K = Kn para que

| (x)] <€ para todo x perteneciente a X \ Kn.

Consideramos ahora
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Py (£) = Sup Je (x) @ ()| > |pixy) £,x)| = 2
x€X
lo cual vale para todo compacto L en X, asi pues {fL} es
una red en Gb(x) gque no converge a cero con respecto a la
topologia tst' pero esto contradice la hipétesis inicial en

la que aceptamos que ’Cc = T luego es falso suponer que

st’
la unién de cualquier sucesién de compactos en X no sea rela-

tivamente compacto si T_ = (I

c. Probaremos que tst y too definen los mismos acota-

dos sobre cb (x).

Puesto que 'C»stg To ©s inmediato que todo
T -acotado es T, -acotado, asi que sélo resta verificar la
relacién reciproca.
Supongamos que B & ﬁb(x) nozes ’C’Q -acotado, entonces

existe £ € B tal que ||f || > n para todo natural n.
n n oo

Sea (Kn)n> 1 una sucesién de compactos en X, creciente

=

tal que Sup |f .(x)|> n? y tomemos (P tal como se definié
x €Kn N

en (b), entonces:

Po (£) = Sup |£ (x) @(x)] > 1 sup |£ xV| > n, Vnen
n xex' n x€ex n

por lo cual B no puede ser "C'-st -acotado.
d. Probaremos en esta seccién que ’Cc y tst son topo-

logfas que coinciden sobre cualquier parte de

¢b(x) tst -acotada. Haremos la prueba en tres pasos.
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1. Probaremos que toda red Cq -acotado y 'Cc -con-
vergente a cero es también tst -convergente a

cero. En efecto, sea {fq} -C-ﬁ»b(x.), una red
o€D

"Coo-acotada y t’st -convergente a cero.

SeaPeR_"' tal que “fo( “oo < F V « €D.
SeaO#LPG:Mo tal que @ | <§ ,§ e R
Siendo P nula al infinito, para todo natural n existe

un compacto Kn en X tal que:

| (x) | g% para cualquier x que pertenece a X \ K .

Por hipétesis {fd} converge a cero segun ,t’c' luego

LeD
para todo natural n, existe of en D tal que si: o > o

1 i e
entonces PKn(fq) < £ es decir:

1
sup |[f_ (x)|<=.
xexnl i n

Asi pues, para cada natural n tendremos:

Py (f) = [£,9 |, = )Scli:pxlf'o((x) @ (x) |

= Mé&x Sup fo((x) P (x) ,Sup fq(x)up(x) }
xeKn xt-:X\Kn

< Méx {s/n, P/n }‘: t/n

donde { = Méx {§.p}

Luego {fq }«ebconverge a cero segin ’Cs.t'

2. Toda red 'Z_’,C -convergente y (g -acotado converge

segun rCst y al mismo limite.
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Sea {rfo( }o(eD una red Tgy-acotada tal que existe f en

C‘b(x) de modo que: f _’Ec__)_ £

T
Entonces {fe( -~ f } es 'Cm-acotada. Y fq- f -—c.-@ por

T Tse

st O y asi f.o(——--f.

(1) £, - £

3. Como ’Cc € T_, se tiene que 'Cc/ B £ tst/ B,

st

sélo resta verificar que Gst/ B Q / B.

Sea x e By U=VN B una vecindad de x segin tst/B
y aceptemos simulténeamente que U no es vecincad de x segin
’CC/B. Entonces para toda vecindad W de x segin T_,
W N B # U, por lo cual para cada ’Cc ~ vecindad W de x,

existe X € WN B tal que X ¢ U, esto es el punto x,, no per-

tenece a Vv, V W e Vd(x,"Cc).

Pero (xw) es una red contenida en B y por
weY’(x,‘Cc)

ello acotada que converge a x segin ?:c' por (2) dicha red

es también t:st ~ convergente a x. Pero esto dltimo signi-
fica que {xw} es residual en cada T_, - vecindad de x,

por lo cual debe ser residual en V, hecho este contradictorio
con la construccién de dicha red. Luego es falso suponer

que U no sea vecindad de x segin tc / B, Esto nos permite

que’ r)(x, ’cét/ B) € V’(x, T /B yast T / Bﬁtc/ B.

e. Habiendo verificado (a), (b), (c) y (d), estamos
listos para verificar que:
'C“st = too si y solamente si X es compacto.

En efecto:
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Si X es compacto no solamente se cumple la igualdad

tst = € sino que se verifica T = Tgt =Ceo + Pues

‘XX = ﬂ serfa una funcién con soporte compacto y como

P, =|| ll, genera a Too, entonces T, €T, pero por (a)
i = =7 3
T &gy £ Too Luego concluimos que T = T, =T, si
X es compacto.
ty
Reciprocamente, supongamos ’Cst =0Cgp - En estas condi-

ciones por- (4) 'Cc Y Ty coinciden sobre B, donde:
B = {fe&b(x) s £l € 1}.

Como B es Typ- acotado y 'C'c £ T, entonces B es
'Cc - acotado, por lo cual B se puede absorber por cualquier

vecindad de 0 en la topologia ’Cc, esto es:

JKeKy ;3€>0: Ev, N BSB
€<1 K

Por otra parte, V absorbe B, luego existe f> 0,

. < .
B gfvpk es decir || £ | < Pri () Veen

Probaremos que X = K.

Supongamos que K & X y sea X, € X\ K, entonces como
K es un compacto en un espacio completamente regular, por
el Lema de Urysohn, existe getb(X) : g(K) = {0},
g (xo) = 1, y ademés:

Vxex: 0 € glx) £ 1.

Luego g € (&‘,Vp ) N B, pero .entonces:
k

1=|qgf < 2 P,(g) = 0, lo cual es contradictorio, de donde

necesariamente X = K, luego X es compacto.
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3.3 El Teorema de Riesz para Espacios Topoldgicos Comple-

tamente Regulares.

Teorema 3.1: "Sea (X, T) un espacio topoldégico c.r., y

sea 'Cst la topologia estricta sobre
Cb(x). Entonces para cada forma lineal continua F sobre

C;b(x) existe una Unica medida regular de Borel }.1_ tal que:

F(£) = S £ap |, VeerPix).
o %

Ademds la aplicacién J :[fpb(X') , tst]' —_— M(X)

tal que J(F) = ,,L , €8 un isomorfismo",

Demostracién: Sea /.L una medida regular de Borel en X.

La aplicacién F definida por:

F}.., :‘Gb(x) — R tal que:

VeelPm) - FIJ_(f) = S £ap
X

es lineal y't:st -~ continua, en efecto, para demostrar la
continuidad podemos suponer que }L(X) = 1 y que /1.2 0, pues
de no ser se puede siempre considerar la descomposicién de
Jordén M= f}f" - }.L_ donde claro }'.L+ 2 0 vy /LL" 2 0.

Por la regularidad de}x , existe una sucesién de compac-
tos {Kn}n;l en X tal que:

1

4n+1

Vazl pix) 2 pex - L+, o sea Pk > 1 -
4

Definamos ahora la funcién P como sigue:
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1

on si xeKn\ K n-~1

@ : X—>= R dada por P(x) =

0 si x¢a=J K,

n>1
Tenemos lo siguiente:
kP es nula al infinito y ademds medible respeto de}_L .
En efecto, es inmediato que Y es nula al infinito, por
otro lado, escojamos (¥ = (-, a) G’CIR' entonces:

rﬂ si a<o0

i
>
«
-
v
I
o

WY-1((c0, a))

donde suponemos Kg = @, asi pues Y es medible,
Estamos ahora listos para verificar que F}L es

'C‘,st - continua, veamos primero que P.(X\ A) = 0.

PURNR) = fX) - pA) € KD - piky) Vaz1

1
&)A(x) -1 + 4n+l
= 1
4n+l
es decir : V 1
que: n>1, }J(X\ A) £ ]
4

por lo tanto, )J. (X\ A) = 0.

Ahora bien; para toda funcién f perteneciente a Qb(x)

IF,L (£)| =| Sx £ d),\,| < SA [£¢] . %—d};.

1
. ‘e d
< 25 SKn\ K_ I£ -] ¢ P

n>1 -1
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1

P (f) g — d
A4 1K N Ki 1 0¢ M

o)
\%

Py, (£) 2. 2° (K_\ K_ )
¥ nS1 "Ln— n-1

Y/

Py (£) 2. 2" (2729-D,
n>1l

Hemos obtenido as{i la desigualdad |F,_,,] & Py donde
P“7 es una de las seminormas que definen la topologia tst
lo que significa que Fl“' es Cst -continua como queriamos
verificar,

Siendo Fl“' una forma lineal y contfinua definida sobre

Cb(x) podemos considerar la aplicacién:

J :M(x)——»[Cb(x), tst] dada por:

V}Le.M(x)-: J ()u) = Fu .

J es evidentemente lineal, probaremos que es también

biyectiva,
Sea Fe[ﬁb(x)'t‘st:l . Como 'C'stg ’Cm existe una dnica

/J.. G;MJS(px) tal que:

F (f) = f d)I para toda feﬁb(x) de acuerdo con el

b
corolario del teorema de Riesz para espacios compactos.,
Afirmamos que |F|(Px.) = Sup {l)-Ll(K) : K € Kx}
Por reduccién al absurdo, supongamos que tal igualdad
no es cierta.

Existe entonces un & > 0 tal que IFLI (BX \ K) > 4¢
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para todo compacto K en X.

Dado un compacto Ko en X, podemos asumir por la regula-
ridad de }1 que existe un compacto L eﬁ‘PX \ Ko tal que
|i1](L§>'6 y también que existe un abierto V en pX A\ K, que
contiene a L tal que: Iill(v \" L) é’l}ll(L)~- €.

como PX es normal, existe una aplicacidén g continua

sobre PX, con valores en [0, 1] tal que:

g(r) = {1} y g(px\ 1) = {0}

denotemos fk £ g / X, entonces:

a) |.F(fk)|=|fxg'dFl=|ILdFL+SV\ g‘d,ll

L

2[R - gy

> €

La red £ obtenida asi converge a cero segin
k k €K -

la topologia T _ pues, f, (x) = 0, V xeKk.
c k

En efecto:

Sea KO un compacto en X, y sea Vk una vecindad sub-
o

bdsica de tc dada por:

k

b
v =¢f € (X)/ P (f) <1
o = {retPm | p <)

Para todo compacto K en X gque contenga a Ko se tiene 1lo

siguiente:

P (f

X ) = Sup |fk(x)| =0 <1, entonces f, € V, .

k k k
o x€K, o

Por otro lado como 0 £ fk.g,ﬂ entonces f, es tanracotada

k
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y converge a cero segun la topologia T:c, entonces por el

teorema (2.10.4 ) Jarcov, resulta que {fk} converge
k €K
x

a - in T ..
cero segin st

t
Como F € [ﬁb(x),tst] entonces {F(f )

X converge

k€:Kx

a cero en R, lo cual contradice la conclusiédn (a) anterior,

luego sélo puede ocurrir que:
|/1|F(X) = Sup{lp(k)l : kﬁKx} de acuerdo con lo cual

existe una sucesidén de compactos {kn} en X tales que si
nzl

A= nL>)l K, entonces IF.I (FX\ A) = 0 y asi:

P(FX\ a) = 0.

Sea }L: le - }12 la descomposicién de Jordé&n de }L.
Sean ;Il' iIZ las completaciones de }11 Y }12 respectivamente.

A
Entonces todos los conjuntos Borelianos sobre X son ij

-medibles para j = 1, 2.
~ .
Entonces /1j~= Fj// X estd bien definida.

Notemos ahora que ‘P.= }11 - }Lz es una medida regular

de Borel sobre X tal que:

F(f) = SFX ?dF ‘= f ?‘dF. + L’f‘ df, VeelPx).

X\ A

o2 oF

o =

Asi pues J es suryectiva.
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Para verificar la inyectividad de J sean F y }L como
estdn considerados anteriormente y sea YL una medida regular

de Borel en X tal que:

F(f) = ff drl‘ Vs ﬁ,b(x), entonces:
X

TL: P(f:x)———-—az dada por: I'_L(B) = Yl(B N X) es una medida

regular de Borel.

Como 'd-=( g an, V P(x) ent n="n
fpxg Iz xg n ge‘c, entonces u rl
y en particular /u(x) = Yl(K) para todo compacto K en X, pues

todo compacto de X lo es también en ?X, por lo cual f1= Q

de acuerdo con la proposicién 2.17.

Concluimos asi que J : M(X)——-’-—[&,b (X),tst] es

un isomorfismo.

3.4 Teorema de Representacidén de Riesz para Espacios Topoldé-

gicos localmente compactados.

El propésito de esta secciédn es obtener el teorema de
representacién de Riesz para espacios topolégicos localmente
compactos como consecuencia.de la demostracidén presentada

para espacios completamente regulares.

Proposicidén 3.3: Sea (X,T) un espacio topolégico lo-

calmente compacto y designemos por

(Xoo , Ty su compactificado de Alexandroff, entonces:
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1. VKer, Vve\f(K,'C) i 3U€‘(J(K,’C) compacta tal

que U & v,

2. Si k € Ky, DeT , k €, entonces existe una fun-
cién f continua sobre X y con valores en [0, 1]

tal que £(K) = {1} vy £(O°) = {0} .

3. Si k € Ky entonces existe f erc(X)'taL que

£(K) = {1}.

Demostracidn:

1. Sea K un compacto en X y V una vecindad gde K.
Tomemos un punto "a" perteneciente a K, entonces V es una
vecindad de a. Como (X,T) es localmente compacto, existe
una vecindad de a que designamos por Wa la cual es compacta
y estd contenida en V.

Consideremos asi la coleccién f = {Wi / a eK } donde

i

W

s Gdenota el interior topolégico de W,. Es claro que {'

constituye un cubrimiento abierto de K, que es un conjunto
compacto, luego existe una cantidad finita de puntos de K,

digamos a,;, a,, ..., @ tales gue:

a._

n
ks U w;. = W, < V.
J= J j=1 7]

Para concluir la primera afirmacién del teorema basta

n

con tomar U = (ija el cual es un conjunto compacto por
=1 7j

ser unién finita.de conjuntos:compactos.

2. Sea K un compacto en X, entonces K es también un
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compacto en Xgo, por lo cual K es un conjunto cerrado segin
Cw- Por otro lado como OeT implica que Qe , por 1o
tanto O es un cerrado de Xoo. Como K &) entonces

K N Q')c = @. Siendo Xon compacto es también normal, luego
existe, de acuerdo con el lema de Urysohn, una funcién £ con-
tf{nua sobre X, y valores en [0, 1] tal que

£ (k) ={1}, £ (O% ={o}.

Tomemos finalmente f / X = g : X— [0, 1lles claro

que g (K) = {1} Yy g (‘CXLD) = {0}
3. Sea K-un compacto en X, K # X. Sea a un punto de
X\ K entonces K y '{a} son cerrados disjuntos de X, €l cual
. . ® F ;
es normal; por lo tanto existen abiertos 1Y @2 en Xq

tales que:
@’1‘ N @§= p, xe (A} ac3.

En estas condiciones LDl = @’1‘ N X pertenece a C Y
es un abierto propio, ademds @1 es una vecindad de K en X.
Por (1) existe una vecindad U de K que es compacta y est4
contenida en "'Dl Y en consecuencia existe un abierto LD en

X tal que:
Kedhcuve LDl donde () es un abierto propio de X.

Aplicando (2) existe una funcidén continua f definida

sobre X y con valores en [0, 1] tal que:
{1}y £ (CXLD) = {0}

Afirmamos que sop (f) es compacto. En efecto:

£ (K)

sop (f) = {xeX : £(x) # 0} & OS U luego sop (f) es

compacto.
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Proposicién 3.4: Sea (X,T) un espacio topoldégico com-

pletamente regular, entonces el con-
junto de las funciones continuas sobre X de soporte compacto
constituyen un ideal del Conjunto de las funciones continuas

y acotadas definidas sobre X, esto es l;c(x) es un ideal de

CPx).

Demostracién: Es claro que la funcién nula tiene sopor-

te compacto pues @ es compacto, y que si
f, g son funciones continuas y de soporte compacto entonces

f-g también es continua y tiene soporte compacto.

Sea f € lfab(x) Yy g€ {:C(X), demostraremos que

f.gc(:ic(x). En efecto: f.g cﬁb(x)! sea S = sop (g) entonces:
T={xex ¢ £ (x) .g(x)#O}C_Z_ S

Luego T = sop (f.g) €S y por ello es compacto.
As{ pues f-geé’c(x) y por lo tanto CC(X) es un ideal de
% Px).

Proposicién 3.5: Sea (X,T ) un espacio topolégico com-

pletamente regular. Entonces una
funcién p definida sobre X y con valores en R es nula al
infinito si y solamente si para todo & > 0 el conjunto

{x €X : Ikp(x)|>8} es relativamente compacto, es decir:
@: X —R

ge M, FDVe> o : xex 7 WHISE] ¢ Ky
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Demostraciédn: Sea \PSMO y-£€> 0, entonces existe

Ke € Kx : |Jex)|<E, V x € X\ K, luego

M= {’xex : IkP(x)Ize}C_Z_K y por ello es compacto.

Reciprocamente si V&> 0, {xeX : TP(x)]|> €} GKX

entonces VY £€>0, 3K : {x€x : I\P(x)IZE}e Kx tal que:

Vxex\K: [@x)I<€ y por ello ’~P€Mo.

Proposicién 3.6: Sea (X,T) un espacio topoldgico lo-

calmente compacto. Entonces t,’,c(x)

b
es 'Cst - denso en ¢ (X).

Demostracién: Sea f € ﬁb(x), entonces existe un niimero

real positivo d tal que:
sup {If(x)l : xex} < 4.
Sean (p una funcidén nula al infinito definida sobre X
y 8 un nimero real positivo, entonces existe un compacto

K en X tal que: |P(x)| < %, ¥xex \ K. Luego tendremos:

l£ x) . @ (x)] = |£ ()] . |\P(x)|<d-.%=8, VxeX\K

por lo cual también f . es nula al infinito.

Sea £ > 0 y consideremos K = {x€X : [f(x) \.P(X”)E},
entonces por el teorema anterior, K es compacto. Como (X,T)
es localmente compacto existe de acuerdo al teorema de Uryshon
una funcién g a soporte compacto y valores en [0, 1] tal
que g (K) = {l}. Sea h = £ . g, entonces h es continua.

Afirmamos que h pertenece a Bp (f, €). En efecto, calcule-
¥

mos Pg (f = h).
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Pp (£ -~ h) = Sup {[£f(x) - h(x) (x) |
@ sup, { | lewol)
= Sup {Inp(x)l g0l (1 - gt )<e
x€X

Luego 'h pertenece a Bp (£,¢).
¥

Adem&s siendo Cc(x) un ideal de Cb(x), gel;'c(x) y
b .
f€¢ (X) entonces f . geCc(X)' As{ pues h pertenece a

By (£,€ )N (X); es decir, todo disco con centro pertene-
v

. b
cier.e a § (X) corta a {_(X), lo que significa precisamen-

te que @c(x) es "C;'st - denso en C}b(x).

Proposicidén 3.7: Sea (E,T) un espacio lineal topolé-

gico Hausdorff. Sea I un sub-espacio
T-denso de E y sean E' y F' los espacios duales respectiva-
mente, entonces para f perteneciente a F' definimos la apli-

cacién lineal f por: ¥ : E — K tal que:

VxeE:F (x)

lim f (x_,) donde X
% x {q}a(eD
es una red en F convergente a x.

Luego @ : E' — F'! definida por:

Vr£e E' : (p(f) = f / F es un isomorfismo lineal.

Demostracidén: Verificaremos en primera instancia que

f estd bien definida, en efecto:

Sean {xq} y {YP} , dos redes en F que convergen
de D peD

a un punto x en E. Probaremos que lim f(x,) = lim f(y?).
X ’ .
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Como xo( —t—» Xy YP —1-;—» X entonces X,,( - YP -——E—P- 0.

Como f es lineal f(xy - YP) = f (xy) -f Cyp), ademds:

%}g f(xy - yp) = 0 pues f es contf{nua sobre F. Pero
lim f£(xy - y,) = lim (£f(x,) - £(y,)) = 1im £(x ) - 1lim f(y,)
P « P ap (£ (xg Yp X « p Yp
Luego lim f(x_ - ) =0
J 'd¢ « yP
es decir:

lim f(xy) = 1lim £(y,).
& « P p

Probaremos ahora que f es lineal.

Sean X e v pertenecientes a E, {xq}

v {Y '
€ D (% }peD
redes en F convergentes a X e y, respectivamente.

]
{xd + %J(d,P ) € DxD es una red en F T-convergente

a X +y, por lo cual:

f (x+y) = i;? £ (xa+ yp) = &fm [f (x“) + f(yp)]
Lin [£ex) + £lyp)] = Lim £(xg) + ls.m flyp) = E(x) + E(y).

Similarmente se verifica que si A es un escalar y X es

cualquier vector en E, entonces:

Veamos ahora que f es contfinua, para lo cual basta con
probar la continuidad en cero.
1 ]
Consideremos ahora ¢ : E — F dada por:

v £E€E Y(£f) = £ / F, entonces:

i) @ es inyectiva.
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En efecto, sea f € E tal que @Y(f) = © .
Como © =0 y entonces @Y(f) = ©® implica que £ / F =¢@
de donde f = © y asi ¢ es inyectiva.

l -
ii) Sea f € F entonces f € E .
W(f) = f / F = f luego § es suryectiva.

De i) y ii) se concluye que (¢ es un isomorfismo.

Observacién: Probaremos que si £ : F —» K es una

aplicacién lineal, F es un sub-espacio

de E y f como anteriormente se ha definido entonces

En efecto, f / F : F — K es la restriccién de f a F.

Sea x € F entonces (f / F) (x) = fF(x) = f(x).
, [~
Sea x € E, existe {xa(}qu tal que x, — X,
£(x,) = E(x) —— E.(x) Fo(x,) = £lx,) —— £(x)
xy) = Eplx, p(x) pero E_(x,) = £(xy) ——> x

entonces fF(x) = f(x) pues el espacio es un T,.

Corolario 3.1: Sea (X,T ) un espacio topoldégico local-

mente compacto, entonces:

[¢.0. 2, /gc(x)]' =[ePm, T, |

La demostracién es consecuencia inmediata de los dos

teoremas anteriores.
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Teorema 3.3: Sea (X,T) un espacio topoldgico local-

mente compacto, entonces:

[\'éc(X),., tst/gcm] | =[CC‘X)"COOJ

Demostracién: Sabemos que ’Cc < ?:st €T sobre

ePx).

Ademés, como Z;C(X) = l;; bx) podemos considerar sobre

%.(X) la topologfa inducida por T ,_,, esto es:

tst / ac(x) y pasemos al dual [(‘:c(x),'Cst /¢c(x)] .
Puesto que tstg Cm entonces tst /{;c(x)g C/ & (XD

por lo cual [&c(x),tst /lic(x{l';[cc(x), 'Cm/‘@c(X)]l

Probaremos la inclusién reciproca, sea Fe[\gc(x),'(‘,/cc(x)]
Como F es Te-continua sobre t}’,c(x), existe co> 0 tal que:

|F (f)lgco "f”oo para toda f € ) _(X).

Sea K un compacto en X, definimos (p : X —> R por:

C si x €
o K

P (x) =
0 si x€ X\ K
evidentemente (P es nula al infinito. Sea fe ﬁc(x) y Sea
C ex soporte de f. Consideremos H= [ U K entonces H es
un compacto, como X es localmente compacto existe una fun-
cién g continua sobre X con valores en (o, 1] tal que
g (H) =1, g (%) = 0, es claroque f = f . g

Ahora:
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Py (£) = Py (£ g) = Sup “f(x).gwx).w(xn}

= Sup {lw(x)l} sup |£(x) gi(x)]
x6X x€eX

= Sup {hp(x)l} Sup If(x) g(x)]|

xeX xel

= Cc_ Sup [£(x) g(x)]
xel

collfliy » V £ (x)

2 |F (£)]

Luego F es ’Cst /{;C(X) -continua. Asi pues se obtiene

que:
[c.®, Tu/gom]sfe ., /o]

y en conclusién que:

[gc(x),’cst /CC(X)] | =[};c(x), t:m/cc(x\)] |

Corolario 3.2: Sea (X,T) un espacio topolégico local-

mente compacto, entonces:

[t;c(x),?:aé]'sz Mx).

1 . {
Demostracidén: [6C(X) rtoo] ;[C <X, tst /G c:(X):l

por el teorema 3.3,ademés,de acuerdo al

corolario 3.1 se tiene que:

'v -
[ﬁ‘c(X),tst /Cc‘(X)] g‘[ﬂbb(}(),tst] y por el teorema 3.1
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se tiene .demostrado que: [Lf,b(x) 'tst] ! = M.(X). Luego
finalmente [ﬁc (x), 'Cm] = M(X) .

Sea (X,T) un espacio topolégico completamente regular
y # una familia de compactos en X dirigida en forma creciente
por inclusién y tal que dicha familia cubre a X. Sea ademés
't% la {'-topologia,localmente convexa y T, sobre §(X) deter-
minada por la familia de seminormas provenientes de la fami-
lia de compactos f‘.

Sea S € £ y definamos la aplicacién Rg por :
Rg : G(X) ——> L (s) : RS(£) = £/ s.

Ry es T:t"t:un continua y lineal y tal que

N(RS) N(PS). En efecto:

si B {g el(s) : all,<1 } entonces:

r-1 (B

s )

1 | Rg (£) ||°0<1}

{£eqm)
{£ et sup [£(0)] < 1}

= Bl"PS € {10,’Cr)

donde B,, p denota la bola unitaria en ¢ (X) respecto a 1la
S

seminorma P, luego RS es continua. Obviamente R, es lineal,

S

verifiquemos que el niicleo de Rs coincide con el nicleo de PS.

£feNRI<FDRAE) = 0D £ /5 =0
£/5s =0<sup £(x) = o<F=P>r (£) = 0

X€ES

Ps(f)4=Df € N(Pg).
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Adenmds R es suryectiva pues si g € {(S) entonces por el
teorema de extensidén de Titze, existe g € @(FX) tal que
g/ S =g .con ||9|Lo = "g“o° . Como Rs(§ / X) = g se con-

cluye que efectivamente R_ es suryectiva.

s
Siendo Ry lineal, N(Rs) es un sub-espacio vectorial de
1$(X) Yy podemos asi considerar el espacio vectorial cociente

€ (x) /N (Rs), y definamos
h: & x) /N(Rs) —— R por:

Ve+nNRg : [£4+8RD] = Pg(£), entonces || |  es una

norma. En efecto:

i) I I estd bien definida pues si f = g entonces

f ~-ge N(Rs) = N(PS) de donde P, (f - g) = O,

S

luego:

0 < [Pg(£f) - Ps(g)l € Pg(f -g) =0

de donde Ps(f) = Ps(g).

ii) si £+ N | = o<H>P (£) = 0 H>E e N(Pg)

iii) || Acs +N(PS))" =l2g + mpg) | = P (X £)
=2l ]
iv) [ (£ + N ) + (g + N[ = [ £+ 9+ Mg |

= Ps(f + g)

< Ps(f) + Pglg)

[£+8 (P + | g+N(Pg) |

Luego | | es norma en & (X) /N(PS) = &(X) / N(Rg).
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Consideremos ahora el diagrama:

R

6 (x) — S G (s)

A\

G(x) / N(pg)

R
S

donde W (f) = f + N(PS) es la suryeccidédn candnica.

N
Rg (f + N(Pg)) = Rg(£).
Probemos ahora que P es 'tf - T continua.
Consideremos Bl,"n = {f + N(PS) / Rs(f) €1 }
¢ -1z ) ={r & / @) en,, |
S I \ - 100

{regmx) /£ +mpy) B, "}

{felx) v/ P () € 1}

es decir que Lp-l(Bl, 0 1) o= By, p s luego (p es continua.
S
Verificaremos ahora que RS es una isometria.

he /sl

I Rgte + meg)) Iy = [ Rg(E) I

sup |£(x)]|
XE€ES

P (£)

I £+ wceg) |
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a . .
R es también suryectiva; en efecto:

Sea £ € [ (S) como R, es suryectiva existe

S
f e (X) tal que £ /s = f, asi que:

P - - -
Ry (£ + N(B,)) =Ry (£) = £ /5 = 1.

Observemos ahora que N(PS) es un sub-espacio cerrado de
($(X), Ty ). En estas condiciones el dual de
(%(X) / N(Pg), tlt ) se identifica con el polar de N(Pg)
donde 'C‘t es la topologfa cociente inducida por tt sobre

%(X) / N(Pg); es decir:

(% (X) / N(Bg), Ty )= N(pg)°.

Por otro lado N(PS)OE (& (x), Ty )) por lo cual:
(% (X) / N(Bg), Ty ) S N(PgI°E (G(x), Ty )'

Pero T definida. sobre L‘},(X) / N(PS) es menos fina
gue t'x luego:

] '
(@ (X) / N(Pg), Ty ) S (G(X) / N(Pg), Ty )

N(Pg)°
S (¢, Ty
como (6 (X) / N(Bg), Ty 4 )= (6(s), tps)'

Podemos suponer que (@(S), (o p )! es un sub-espacio de
S

{
(& (x), ’C'a, ) via los isomorfismos.

Probemos ahora que:
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(f,(x),'tt)' = U (%(s), T )' para esto es suficien-
set Ps

te probar que para cada h € (% (X), 'C’t)' existe un S elemento

de ¥ tal que h pertenece a (G (s),T, )'. En efecto:
S

Sea h € (% (X), 'Ct)' entonces: h_l(Bk o, 1] ) e VJ(O, Ty )
por consiguiente existe V € VJ(O, Ty¢) tal que:
vEnt, [0, 1]).

Como t es una familia creciente existen S € )f' yA>o0

tales que:

T = aB, [0, 1] c_:vgh‘l(}:«‘K Lo, 1])

S

Luego:

0 '
he [h‘l(B[K (o, 1] )] c vl e r°c¥(s)

'
) .

Asi pues h € (¥(s), T,
S

Teorema 3.4: (‘Q(X),"Ct)' puede identificarse con el sub-

espacio de M(P X) de todas las medidas

que tienen su soporte contenido en algdin S €{' .

Demostracién: Sea F €(§(X),'C't)'. Como
(8(x),T¢) "= U‘Q,(S)' existe
Set

Sg € t tal que F € ¢(SF)' . Por el teorema de representacidn
de Riesz para espacios compactos podemos considerar la medida
regular de Borel )"LF que representa a F, por medio de la cual

definimos la aplicacién ﬂF como sigue:
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By : B(Fxr-——-»ta
A -—""bF(A) = }*F (A N sF)-

ﬂF resulta ser asi una medida regular de Borel sobre
PX pues }LF'es medida regular de Borel.
Ahora bien el soporte de 0F estd contenido en Sgp, en

efecto:

ﬁF.(CS_F)' = /UF (#) = 0, por lo cual:

CSF & (%{,é? tales que B, (@) = 0, luego

— c —
sop(#y) = Q'Ct{d) / 8.(D) = 0} = sg.
Definamos ahora # de la siguiente manera:
g : (tg(‘,x-),”dt)' — M(Px)

F—-——>-6(F)=6F

entonces # es lineal e inyectiva, en efecto:

' .
Sean F,, F, € .(ﬁ»(x),tg) , existen S, y S en

1 2
tales que:
) 1 . . .
F, € C(SFl) y Fp € &(SFZ), y como t s dirigida

podemos asumir que SF = Sp

de donde (s
L " G (Sp

' €e(s. )
1 \‘; Fy

por lo cual (F, + F,) € Y;(SFZ) .

Por el Teorema de representaciédn de Riesz para espacios

compactos existe una dYnica medida regular de Borel

}L evht(SFz) que representa a F; + F,. Pero si M,
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representa a Fl y }Lz representa Fz entonces por la unicidad
popatpe
'Luego @ (F; + F,) =@ (F;) + @ (F,), y similarmente se

verifica la homogeneidad de f, y asi # es lineal.

Por la forma como se ha definido # ella resulta inyec-
tiva.
Veamos que @ es suryectiva.

Consideremos W ={}‘-€ \M,(F X) / 356{', Sopp(}k) S s }

sed ,.A.€W y S,, un elemento de f gque contiene al soporte

/Lk

de}L . Existe F}L en el dual de 'G(P X) tal que:

F#(f)=fprd,“ Viel(px)

Sea g € C,(X) y g ei}(lb X) una extensién de g / S Defina-

B

mos F como sigue:

F: %(X) —> R

f — ?dr. =Fl_‘_(f)
pX

asi F e (G(x), Ty, FGC(S}L)' y ¢ (F) = j.



CONCLUSIONES
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Entre los resultados méds importantes que obtuvimos.en

este trabajo podemos mencionar los siguientes:

1.

Haciendo uso de la compactificacién de Stone-Cech
para espacios discretos, la consecuente propiedad
de disconexidad extremal y el teorema de Hanh-
Banach se obtuvo una demostracién del teorema de
representacién de Riesz para espacios topoldgicos
compactos:; esto es, se probd que si (X,T) e€s un
compacto entonces el dual (% (X),Tew)' de &(X)
es isométricamente isomorfo al espacio¢h&s(x) de
las medidas signadas finitas y regulares de Borel

sobre X.

Como consecuencia de lo anterior se obtuvo una
identificacién entre el dual (€,b(X),”Cco)' de
¢b(x) consM.s(PX) donde X es un espacio topoldgico
completamente regular y PX es su compactificado de

Stone-Cech.

Estudiadas las topologfas compacta abierta ?:c'

la estricta T:st y la topologfia Tq o de la conver-
gencia uniforme sobre l’,b(x) , con X un completamente
regular, y las relaciones existentes entre ellas;

se probd el teorema de Riesz para espacios comple-
tamente regulares; esto es, si (X,T) es un espacio
topolégico completamente regular, existe un isomor-
fismo entre (ﬁ,‘b(x),t‘st). y.M.s(X) dada por la

ecuacidn:
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F (f) = S £fd
x

Tomando en consideracidén el hecho de que en un
espacio topoldgico localmente compacto el conjunto
de las funciones continuas de soporte compacto es
2:st - denso en el conjunto de las funciones conti-

nuas y acotadas se probdé que:

6. 0,Te) =M, 0

o sea el clédsico teorema de representacién de
Riesz para espacios topolégicos localmente compac-

tos.

Haciendo uso de algunos aspectos de la teoria de
la dualidad se probd si (X, T ) es completamente
regular y t’ es un sistema de sub-conjuntos compac-
tos de X dirigido en forma creciente por inclusién
y si sobre ¥ (X) se considera la correspondiente

{'- topologia entonces:

(6x),Tp)' = U, (8(S), T )
se

Basados en la descomposicién anterior se probé que
para espacios completamente regulares

. » 3 K]
(Y&(X),T:t) se puede identificar con el sub-
espacio de \MS(P X) constituido por aquellas medidas

que tienen su soporte contenido en algin elemento

de f .



- 123 -

Como producto de nuestro trabajo planteamos las siguien-

tes posibles lineas de continuacién del mismo:

1.

Estudiar en que otros tipos de espacios topolégicos

es vdlido el teorema de representacién de Riesz.

Estudiar el teorema de representacidén de Riesz para

medida producto.

Estudiar el teorema de representacién de Riesz para

medidas de Radén.

Estudiar el problema de la categorizacién del teo-

rema de representacién de Riesz.
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