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INTRODUCCION



Ta teoria de bornologia surge en el Andlisis Funcional
como un desarrollo sistemdtico del estudio del acotamiento de
funcionales lineales. Su técnica consiste en estructurar la
nocidn de parte acotada en un conjunto, axiomatizando las pro-
piedades mds comunes que poseen los ejemplos mds remarcables
( por ejemplo las partes acotadas de un espacio métrice ).
Lsta teoria permite el desarrcllo de numerosas propiedades de
las funcionales lineales en un marco donde el concepto de aco-
tamiento sustituye con éxito aguel de continuidad. Iste es el
caso, poer ejemplc, de la teoria de Distribuciones,

Nuestro trabajo pretende entre otreos, dar las bases de
esta teoria y examinar con cierta minuciosidad la comparacidn
entre convergencia bornoldgica y convergencia topeldgica, apli-
cando estos conceptos a los espacios bornoldégicos completos.

Numeroscs ejemplos y contraejemplos son presentados.

El esqguema qgue hemos seguido es el siguiente :

Fn el Capitule I, introducimes los conceptos de bornolo-
gia, espacio lineal bornoldgice y aplicacidén lineal acotada.
Ademds presentames varios ejemplos notables entre los cuales
figuran : la bornologia de Vonn Neumann de un espacic lineal
topoldgico, la bornologia compacta en los espacios lineales to-
polégicos y otros.

Finalizamos este capftule comparando la estructura de losg
espacios bornoldgicos convexeos con la estructura topoldgica

( Proposicidn 1.8.1 ).
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2l Capftulo II lo hemos dedicado 2l estudio de la con-
vergencia bornoldgica de sucesiones y filtro. Ademds, esta-
blecemos una relacidén entre la convergencia bornoldgica y
la convergencia topoldgica. Seguidamente caracterizamos los
espacios lineales bornoldgicos separados mediante la conver-
gencia bornoldgica.

Finalmente, estudlamos los conceptos de Mackey-Continui-
dad y Mackey-Continuidad Secuencial e inmediatamente caracte-
rizaros 1ags funciones lineazalies acotadas mediante dichos con-
ceptos.

El Capltulo III 1o iniciamos mostrando que en general
i1z convergencia bornoldgica no es topologizable. ILuego, in-
troducimos el concepto de parte bornoldgicamente cerrada en
un espacio lineal bornolégico y estudiamos ciertas propieda-
des de la topologia de la b-cerraduraz ¢(E) de un e.l.b. 1.

lonciuimos este capftule con una interesante caracteri-
zacidén de las sucesiones T (E) -convergentes, mediante el
concepto de sucesidnes Mackey-convergentes.

kn el Cap{tuio IV nos proponemos estudiar los espacios
bornoldgicos completos. Para este, estudiamos primeramente
ilos discos completantes en un espacio lineal bornoldégico pa-
ra luego definir el concepto de espacio bornoldgico convexo
completo, Se establece un isomorfismo bornoldgico entre K"
vy espacio lineal bornoldgico sevarado de dimensidn n.

- : N ~ * -
Ademis, asocclamos a todo espaclo lineal bornclogicoe se-
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parado un espacio bornoldgico convexo complete E, algebriica-
mente idéntico a E y con la propiedad " toda aplicacidn li-
neal acotada de un e.b.c. completo ¥ en E es lineal acotada
de I en Eg .

Se muestra que la condicidn de completitud bornolégica
es una condicidn mucho mads débil que la condicidén de comple-
titud usual en los espacios lineales topoldgicos.

Finalmente, establecemos una relacidn entre la completi-
tud y la Mackey-completitud en los espacios bornoldgicos

p-convexos { C«<p = 1 ).



CAPITULO I

BORNOLOG 1A, CONSTRUCCIONZS FUNDAMENTALES Y

EJEMPLOS NOTABLES



1. NOCION DE BCRNOLOGIA

Definicidn 1.1.1: Sea ¥ un conjunto y‘ﬁ una familia de par-
tes de X. Se dice gue 35 €8 una bornolo-
gia sobre X, si verifica los tres axiomas siguientes :
(B-1) P es un recubrimiento de X,
(B—2):@ es hereditario por inclusidn.

(B-3)P es estable por reunidn finita.

Un par (X,}S) formado por un conjuntc X y una bornologia
j% sobre X, se denomina " Conjunto Bornoldgico ", Los elemen-

tos de ﬁ; son entonces llamados losgs acotados de X.

Detfinicidn 1.1.2: Sean (X,ﬁ%) un conjunto bornoldgico v B,

una sub-familia de B . Se dice gque B, es

base de B si para todo Ac<B , existe BB, : AGB.

'

Definicidn 1.1.3%: Sea X un conjunto y‘ﬁ o una familia de par-
tes de X, Se dice que ;? o ©s base de bor-
nologia sobre X, si :
i) Eﬂo es un recubrimiento de X.
ii) Toda reunidn finita de elementos de J%O esti conte-

nida en un elemento de P, .

Proposicidén 1.1.1: Sean X un conjunto y X 5, una base de bor-
nologia sobre X, entonces la familia
P o= {a=x /3Bep, : Ac;B]

es una bornologia sobre X de base B, .



Temostracién: [5 es una bornologia sobre X. En efecto

(B-1) x = UBZTI{JACK
B¢Dho Aep

(B-2) Sean A,BCX : 4€R , BS4, entonces existe B'e B,
tal que ACB' HB'E;EB.-_. : BCB' 3 BeR
(B-3) Sean AT""’AnE;B , entonces para todo i=1,...,n;
existe B,€ho * A;& B,
0 3B%¢ B, : ?)1 6 C @1 B,C B' ') Q Aieﬁ
= 1= 1=

Ademés es clarc que B o es base de .

Lv)

Proposicidn 1.1.2: Sean (X,ﬁﬁ) NG (Y,\ﬁﬂ) dos conjuntos bor-
noldgicos. Entonces la familia

-J"?rI = { 4xB / AP vy BeR']

es base de bornologia sobre XxY.

Demostracidn:
X = A v Y= WLJB , luego
LEP BER'
Xx¥ = (Jax \J B= Jaxs
LEH BED! AXBE Ry

[= ]
ii) Sean A xBy, A2XB261311 , entonces

4,%B, | AxB, @ Al Ay X By B,
Por lo tanto, 33;I es base de bornoclogia sobre XxY y en
=]
congecuencia ﬁl‘I = { DCYXxY / 3 AJ{B&:BI.I : D‘;AXB] es una

bornologia sobre XxY , llamada " La Bornologla Producto ".

Proposicidn 1.1.%: Sea (X,ﬁ)) un conjunto bornolégico tal que



B admite una base contable _‘Bo = (Bn)' Sea }5' = ('Br‘l); don-

Q
d ™ [ - n . ! i A
e para cada n=2 1, Bn UBi’ entonces :ﬁo también es base

de "B y ademis es creciente.

Demostracidn: Sea A€ B, entonces existe B ¢B : ACB
Q
: Ng
B : ! = B.
3B, €R! + AC B C B = B,
! ' . '
= 3 Bnue:g)o : AC;Bno

Luego, ﬁg' es base de J y ademds claramente creciente.
° .

Definicidn 1,1.4: Sea (X,ﬁ) un conjunto bornoldgico. Se di-
ce que B es a base contable, si ;B admite
por base a una sucesidn de acotados. Podemos entonces suponer

esta sucesidn creciente (Proposicidn 1.1.3%).

Ejemplo 1.1.1: Sean £ un e.l. sobre Ky p : E—>R una semi-

norma sobre ¥, entonces 3
:B = {Bp[O,E] /£>0) ; donde Bp[O,E] ={xe¢E / p(x) £¢€}
Q

es base de bormologla sobre E, Fn efecto :
i) Sea x€E, entonces
w1 p(x) = 0 ; xespﬁhsj, YE>Q
si p(x) > 0 xeB fo, p(x) +£], con £>0

Luego, x € L J B_[0,¢é] y en consecuencia @ = |_JB_[0,£]
E>o P exo P

ii) UB[O E]CB [0,£]; con £ = mix £

i=1 1£i€n

Por lo tanto, JE: es base de bornologla sobre E y luego
Q

ﬁE = {AQE / 3&£€>0 1 AC BP[O,E]} es la bornologla sobre E



generada por ﬁ
Q

Observemos ademds que la bornologia :BE es tal que :

1) ¥ A,BE]}E T A+ BEJE)E . FIn efecto

4,BEP .3 dE >0 Ang[o,EJ y BQBp[O,EE]

= 3E=E,+£,50 1 4 + BC Bp[O,E] , es decir, A+BE[
2) v AE]SE, VI3ieK; AA€R, . En efecto
Sean A€Pp ¥ A €K, entonces existe £, >0
T €20 :p(x) £€4, Vxe4
Tuego, si A= 0, p{Ax) = 0= xeBp[O,E] , Y0 y si
A# 0, p(Gx) = /3/p(x) = £o/7/ ) ax €8 [0, &/4/]
Por lo tanto,3f'=E&/1/: A(;Bp[o,g'] , €3 decir, A4 6V|E

: Ang[o,en]

3) V A€BL 5 e(A)€R, . En efecto
A€R, 03 €20 & 4 ng[o,s] , luego
y € e(d) ) y=2x, con JA/ £ 1y X€A
= p(y) = pAx) = /3/p(x) £&:}y€Bp[O.£] .

Por lo tanto, e(A)ejg -

4) ¥ A'EJ?)E ’ C(A)éﬁE . En efecto
aepy 0 3620 2 ACB (0,6} ) 3€>0 & <(4) € B, [0,¢€]

—) c(A)E:}'}E .

Observemos gue en el case particular E =K y p

=/ /

(valor absolute), obtenemos la bornologia
Py = {acr /3850 : aCB [0,€]}; denominada la borno-

logia usual sobre K. Ademas, es claro que podemos suponer £

resulta contable,

racional y en consecuencia B
~ o



2. APLICACICH®ES ACOTADAS

Definicidén 1.2,1: Sean (X,B ), (¥,B') dos conjuntos bornold-
gicos y £ + X —— Y una aplicacidn de X
en Y. 3Se dice que f es acotada, s3i la imagen directa por f

de todo acctade de ¥ es un acotado de Y.

Zjemplo 1.2.7:
i) Sea (X,B ) un conjunto bornolégico. La aplicacidn
Iy + X— X {idéntica) es acotada.

ii) Sean (X, ) , (Y,B3') v (Z2,B') tres conjuntos bornoléd-
gicos, y f : X— Y , g + Y—2 dos aplicaciones
acotadas, Entonces la aplicacidén compuesta
g of : X—>a7g es acotada,

&Zn efecto :
LeP o £(a) € B
= a(£(4)) € B"
> {gof)(a)eBP"
T gof es acotada.

Definicidén 1.2.2: Sean X un conjunto,:ﬂ y}ados bornologlas
scbre X. OSe dice quejﬁ'es m4as fina que}zo
quej% es menos fina que:ﬁi, si la aplicacidn Iy :(Xp) — (X,B)

es acotada, =2s decir, si ]3 c F& .
|

Observacidén: La relacién " es mas fina que " sobre la fami-
lia de todas las bornologias sobre un conjunto

X es una relacidén de orden.



Cefinicidn 1.2.3: Sean (X,ﬁ ) ¥ (¥, B') dos conjuntos borno-
16gicos, y £ : X——Y una aplicacidn de X
en Y. Se dicc que f es un isomorfismo bornoldgico si f es

. X X
biyectiva y tante f come su inversa f son acotadas.

Ljemplo 1.2.2:
i) Sean (X{ﬁ )y {Y,B ) dos conjuntos bornolégicos, y
f : ¥——Y un isomorfismo bornoldgico; entonces f
cs tambien un isomorfismo bornolégice evidentemente.
ii) Sea (X, B ) un conjunto bornoldgico. La aplicacidn
idéntica de X en ¥ es claramente un isomorfismo bor-

nolégico.
4., BORNOLOGIA LINEAL Y CONVEXA

Teorema 1.3%3.71: Sea £ un e.l. sobreFK,jj una bornocleogia sobre E
yﬁ%(la bornologfa usual sobre K (Ejemplo 1.1.1),
Tntonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1):B verifica i) ¥ A, B €B + A+ B € B
i) YACH ,VIeK : YA€ D
iii) Y A €pB e(A) S
2) Las aplicaciones § : Ex E—LE y w : K x E——E
definidas por (x,y)r— x+y ¥ (A,x) > Ax

gon acotadas.

Cemostracidn:

1) 092) AxBE¢RBxP L) AeB . BePB
) A+Be€P



—) ¢ (4 x B) s
> @ es acotada,
AX BEBxBCHACR, Be
pEP AR B
— Ja>0 Ag%[a,a]me(:s)ejs
Luego,W’(Ehﬁgd]x:e(B) ={J)e(B)g;de(B) (nues
1A=«
Ae(B)C we(B), V )/ =)
dhora como ¥ (4 x Ble W (%K@ﬂ]x e(B)) resulta que
T (4 x B)Ejg y en consecuencia If es acotada,
2) =2 1)
i) 4, BEP ) A x BEPxPR D #(4xB) =4+ BeB
1i1) A€ , A€ D ALER LA ) n tad
ii P ¥ AEB {ﬂ]e]_:sjK vy como § es acotada,
entonces Y({Ajx 4) =24 ¢B .,
iii) AELB ¥ BK[G’1]€Ek’ luego siendo $ acotada resulta

aue ‘QJ(B]JKEO,‘!JX A) =2y = e(4) € :B

1Al
Definicidén 1.3.1: Sea E un e.l. sobre K yB una bornologia
sobre E. B se dice lineal si verifica
(1) o (2) del Teorema 1.3.1. El par (E{ﬁ ) se denomina

" espacio linal bornoldgico " y se anota (e.l.b.).

Gbservacidn: Sea T un e.l. sobre K,:B una familia de partes
equilibradas de © que verifica (i), (ii) y (iii)
del Teorema 1.3.1 y que ademis es hereditario por inclusiodn,
entonceslﬁ es necesariamente estable por reunidn finita,
En efecto:
A, B&€RB ) 4 y B son equilibrados y por consi-

guiente contienen al cero de E, luego A U EC A + B ¥ oen



consecuencia A U B Eﬁ

Definicidn 1.%.2: Sea (E{ﬁ ) un e.l.b.. Se dice que B es
una bornologia convexa, si es estable por
paso a la cdpsula convexa, es decir si para todo A €ER : c(A)
es un elemento de JB . s claro gue 33 es entonces estable
por paso a la cdpsula disqueada, pues [ (4) = c(e(a)).
Llamaremos espacio lineal bornoldgico convexo o simple-
mente espacio bornoldgico convexo (e.b.c.) a todo e.l.b. E,ﬁ),

donde la bornologia lineal 33 eS8 convexa.
4, APLICACION LINEAL ACOTADA

Definicidn 1.4.7: Sean (E,}}) y (F,R') dos e.1.b. y  una
aplicacidn de Z en F. Se dice gque f es
una aplicacidn lineal acotada si f es a la vez lineal y aco-

tada,.

Zjemplo 1.4.7: La aplicacidn compuesta de dos aplicaciones
lineales acotadas es lineal acotada, y la

aplicacidn idéntica de todo e.l.b. es lineal acotada.

Definicidn 1.4.2: Sean (E,}B) v (F,}?) dos e.1l.b. vy £ una
aplicacidn de T en F. Se dice que f es

un isomorfismo bornoldgico entre los espacios lineales borno-

logicos (E,ﬁ;) y (F,R') si f es un isomorfismo bormolégico de

conjuntos y lineal.

Definicidn 1.4.%: Sean (E,j}) un e.1l.b.. Dlamaremos

forma lineal acotada sobre ¥ a toda apli-



cacidén lineal acotada f : E— K, donde K es el cuerpo de es-
calares provisto de su bornologia usual definida por el valor

abscluto.
5. ISJEMPLOS DE BORNOLOGIAS LINEALES Y CONVEXAS.
1.5.1: Bornclogia definida por una semi-norma (Ejemplo 1.1.1)

1.5.2: Bornologia definida por una familia de semi-normas.

Sea E un e.1l. socktre Ky [T = (pi)ieI una familia de

semi-normas sokre E. Fntconces la familia

B o= {308 /o

It

¢
ﬂ%ﬁx Py E>{JJ es base de una borno-

Finito

logia convexa sobre T.
En efecto:

i) Sea x€ 3, entonces si p = max Py ¥ £ >0 se tiene qgue
feJeg

fiwm YO

(x} < Bp [0,p(x) +£]eﬁ vy en consecuencia

=lJA
AeB, )
i1) sean B_[0,&] , B [0,6,] donde p = mdx p_;
| p). ) iEJ| L
D = max pii I, <l (finitos).
E LeT,
Sea p = max p; ¥ & = max {¢ £ lentonces

LGJ;UJ;
[0 E]UB [o £l < B [0,é] , en efecto

xeB 0, £]UB [0, 8]

p(x) = max p (x) ¢ o nlx) = max p;(x) = g,
€3 €7,

pi(X).‘ 1 ¥V ied o pi(x)__ . V ie J,

pi(x) < €,Yieq U JcI (finito)

p(x) = max p,{x)< &

eIVl
x€B [0,¢]

ﬂﬂﬂﬂﬂ



Por lo tanto, B es base de tornologia sobre ¥ y en
o]

consecuencia la bornologia generada por ]3 es

{ﬁCE/EQ,J-:I. T = t,],prna.};p
J Finito p 1eJ
Ze pruerz sin dificultsd gue 33, es lineal. 4demds,
AE‘BL——}HEH =‘ma‘.’}{ Dy o £>0 ¢ £ < B [C t]
ifegc I
JFI:T‘IL‘{’CI

3e(s) C B [D,E._} (cues B [D,éj €3 Cconvexo)
!.\_J’.1
l >C(f‘1)eﬁ

rFor lotanto, B es una bornelozia convexa sobre &,

1.5.%: La bornologia de Von Neumann.
Sea (5,7 ) un e.l.t.. Una parte 4 de 7 se dice T - aco-
tada si para toda V€ \((D,'C), V absorbe A, es decir, si
v ovev (0, 3),0d>0 1 ACA, T /A/3« 3 o atn si ¥ UEW (W ba-
se de ‘q’!ﬂ(O,E Y),34>C 1 ACAU, ¥ /i1/2 & ; en particular, si
los elementos de \/\/ son “odos eguilibrados, entonces 4 es 7T -
acotado si ¥ L‘QW/,E[awD : ASAL,
La familia B (T) ={ ACLY / A es T - acota"ﬂ} es una bor-
nologia lineal sobre Y. ¥n efecto:
(B=1) ¥ x€ & {X}E:B(Z), pues toda vecindad de O es ab-
zorbente, Luego j?) (T ) es un recubrizmiento de =,
(B-2) Sean Ay é_geﬁ(Z) v ‘fEVEG,E)(equil.}, entonces
V absorbe A, y Ay:)f]d,}q))(}mf‘:'o{i'f,\ hoC Q¥
A4 = mde o >0 A A, E &V
3 4,UA,€B(T ).

(B~3) Zz evidente que}}(Z) es hereditario por inclusidn.
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(L-1) Sean A, BE}3(E) v VE E-tO,EZ) (equil.), entonces
V absorbe A v B
2 1x,0,50 1 Az oV y B ay
= 3 A, >0 1 A+ B (dqpq)V
) Ja=dp)>0 1 4 + BS oV
- L+ BEPR).
(L-2) Sean A€ B (T),A€K y Ve V(0,7 ) equilibraca,
entonces
V absorbe AL) J o> 0 @ AC &V
MY Ja>0: 3AaC (1) VE/1/«7
D dd'= /1400 ¢ JAC AV
() Meﬁ(z).
(L=-3) Sea A€ P)(Z) y VeE \«‘P(O,?j) equilibrada, entonces
V absorbe A T3 1420 ¢+ A& dV (con «V equilibrada)
[ 340 2 e(a)s oY
©) e(A) e B (@,
Ademds, si (¥, T ) es localmente convexo, entonces }3(2}
es una bornologia convexa sobre T,
“n efecto: Sean A€ P (T) y V€ V(0,T) convexa, entonces
E{d)O /A o o AC;'AVj (con AV convexa)
[ {3000 2 JA/ 2 Y o) )V]
[ C(A)€;3 (T)

1.5.4: La bornologia equicontinua:
Sean (£,7T), (7, T") dos e.l.t. y consideremos el con-
junte L(Z,F) = {f t m—=>F / f es lineal y continua} . Una

parte H de L(E,F) se dice equicontinua si para toda vecindad



12

. -1 -4 -

VEYV(O, T  H (V) = Mf (Ve ¥V{(0,T)
fer ~ |

Podemos suponer evidentemente V€ W (Whase de Y (0,T') ,

Ta familia H = {HQL(E,F) / H es equicontinua} es una
bornologla lineal sobre L(E,F}, llamada " la bornologia equi-
continua de L(.?-l,F)”. tdemds, si F es localmente convexo, en-
tonces ﬁ es convexa.

Fn efecto:

(B-1) Claramente §{ es un recubrimiento de L(T,F), pues
todo elemento d4e L(E,F) es continua y luego equicontinua, es
decir, para todo L€ L(E,F);{f}éﬁy en consecuencia
u(E,F) = UH

HeH
(3-2}) Sean Hy € (ff , HEC; L{E,F) : H2(__: H, , entonces
- iy L !
YVE S(0,T") H, (V) € V(0, C)
7 y _.,—{ = -{ -1
) ¥ve ¥Y(o,T") 4, (v) € (0,T ) »pues H1(V)g_ HE(V)
) 1, ¢ H
~ | -4 Yo
(3-3) iy, €4 D vveV(o,T) : I(DeVY(,7)
-1 e
E-[2(V)E\'(O,C)
) . | T’-{ Ea
) Vve{(o,t) : Hj(‘ur)U;iz(V)ﬁ\’(O,_C)

Ahora, H}{(V) UH;(V) - (E-HUHz)-‘(V), en efecto:

_ e xl . - .

:>=:€:11(V) J 112(\.?) —y xef ' (V), Vf€n1 o x €f (V), Vf€:12

) xef(V), VieH, UL,
: -{
= ze P (1)
f/\ -_— "{ .I’H -
Tuego VYV V€ V(0,T') (HjUHZ) (Vv e V(0,T ), es decir,
(L-1) Sean Hy, H,y€ {;f v V,W 6'3[(0,‘(;’) (W equil.) :W4+WCV,

entonces H;‘ (W), H; (W) € v"(o, G )
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ﬁf%wfm$mewam

-4
.' C T T T . - Fal .
Pero a ﬂ HO'(9) ©(H,+ H,) (V); en efecto:
11 EH1 + H2 :j = Uy o+ U, , con U, £ H1 . uQE:H2 , LUCZO
-.-’ - -- - 1,7 T -y
x € il ('f‘-'}ﬂng‘ (W) uq(x,.l €W, uz(x}é Wy ¥oug €, u, € H,
cj)u1(x) + ug(x)e'd + WSV
AN .
—) (u,r + ug,(x,e Vv
—Sulx)ev, ¥ UEH1 + H2
} x € nu"(V)
uEH+H
Lucgo (PL| + {9] V)E Vﬂo,'z) ¥ Cn o oonscecuencis
i, + H, € o

(=2} Secan Hf_ﬂ{ , AEE v VE *{’(o,z:') ecuilibrada, enton-

sl A# 0O, (A:{)'f(vj =ﬂ\'1u'('. Vo= ll’"tu'{'-f}evfo,c)
U< H AtieH
A= 0y A= Jolef,
(-3 Hefl oV veﬁe,c') equil. ; 3:"(‘-;}6‘(%3,@
thora: z*(v]g;(. ()Y (V en efecto:
X €H (V) O3 :{éug{u-'(v) ) u(x)€vV, ¥ ues
) ¥V A/ <1 ; Au(x)€AVCV, ¥ ueH  (V equil.)
e IS WA ¥ oue s : x€{A ?:1)-1(\?)
) v A/S Vv ead o xev ()
) ¥ vﬁr {)H = e(H) : xév_‘f('\f)
v S eﬁe-(H) cx € vion
qxeﬂvW\=mmWw3

Vt@m \
Luego (eo(if)) (V)E‘?( ,< ) y en consecucncia e(H) € {{.

(C-1) Supongamos gue F es loc., convexo.



luego

ks

[LA—
-

- _ )
H(V)C( () (V); en efecto: x€ H (V) thu(x) €V, ¥ ueH,
1

Sean HE;H , VEV(C,T'") disco, entonces

H
Ghi()EV y ek 1 2 /d/=1; n €H, 1= 1,...,n
= 13 i i=1

= u(x)€V, ¥ uel"(H)

= xeNuhn) = @)™

weH) -

Luego como al(vye Y(0,T), se tiene que
(rey'me v,z

1.5.5:

), es decir {j(H)Eﬁ{y'luego c(H) ¢ ﬂ .
partes

La btornologia compacta de un espacio lineal topoldgico

Sean (¥, ) un e.t. Hausdorff y‘}% la familia de las
n efecto

relativamente conmpactas de X. Entonces
1) B es una tornologia sobre X,
YC

(B=1) 7 x¢

X : {x} es compacto y {x]
y en

consecuencia
(R=2) Sean

[#
{x{ , luego {x] E:EC
=M/ aeB]
A,BC X AC 2y B¢ ﬁ , entonces
AC ®, con =
-

compacto
A compacto,

eg decir, A ELBC
(2-3) A’Bg}g[:}ﬂijBC; AU®, con AUR compacto
C

para;Bc.

[_>ALJB es compacto, es decir, AWIB E}%
:3aa’ﬁ&= {KCQ X / K es compaoto] , entonces ﬁ&es una hbase

¥ =

tn efecto, claramente ?&,Q;J% ; ademas si ﬂ_E}a:, entoces
KE’}‘{/X vy AC K.

Luego ﬁk es base de P_ .

2) La bornologia compacta de un e.l.t. Hausdorff es lineal.
In efecto ;

c
:B se denomina la " bornologia compacta de (X, T) " .
C
; sea (E,7 )Jun e.l.t

a3
Ld -

ausdorff y‘}% su bornolo-

14
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gia compacta
(L-1) Sean 4A,B E_ﬁc , entonces A,BE HX, luego
A xB=4%XDB es un compacto de E x £ provisto de
la bornologia producto. Luego A + B es compacto pues la a-
plicacidn + : © x E ~—E : (x,y)~—x + vy es continua y
como A + BC A + B resulta que A + Be:Bc.
(L-2) Sean.ﬁﬁj%;yjlélK. Ta aplicacidén fq: E—E defini-
da por f3(x) = 2Ax es continua; luego siendo X com-
pacto también lo es f)(l)= A4 = XA, es decir, )A.G}%.
(L-3) AEJ’:E: ) A€ Kx. Sea D = %[0,1] , €8 claro gue D

es compacto, luege D x A es un compacto de K x £ y

siendo . K x E—% : (A,x) ~—kx continua, resulta que
(D x &) = [Zx /A<, xE.K} iL%}E = e(A) es compacto.
274

Ahora como e(4) © e(A),entonces e(A) & e(A) v luego e(4)
egs compacto de E y en consecuenciag e(A)EJ%.
4) }% es de Kolmogoroff, esto es, para cada A T E ;

Aej% {—) Toda sucesidn (an) de A es elemento de:ﬁc .

En efecto :

E:j] es evidente.

ij) Supongamos gque toda sucesidn (an) de A pertenece
zaj% . Debemos mostrar que A es relativamente compacto, es de-
cir, que toda sucesidn de A posee una sub-sucesidn conver-
gente (Dieudoné Pag. 63).

Supougamcs yue A no es relativamente compacte, entonces
existe una sucesidn ae A que no admite sub-sucesidn conver-

gente., Sea (an) ésta sucesidn. Luego;



a_ } < A a
(a,)C & € (a,) € P,
(Y C = L8, / n>1]} es compacto
) toda sucesidén de C admite una sub-suceidn con-
vrgente,
L) (an) admite una sub-sucesidén convergente
Luego , necesariamente A es relativamente compacto, es
decir, A€TR.
SO
Tor lo tanto,tﬁ es de Kolmogoroff.
. C -
1.5.6 La bornologia de los discos compactos en un esnacio

lineal topoldgico.

Sea (3, ) un e.l.t. Hausdorff; un disco compacto

16

en % es un conjunto compacto y absolutamente convexo (disco).

.
Sea Tﬂ {ACE / 4ZB; B disco compacto} , entonces J}
es una bornologla convexa sobre . En efecto:

{1) Sea ac i y consideremos su capsula disqueada

™ {a}) =ixa / /1/ = 1}; entonces | (‘ai) = A(Dxlal),
donde D = BK@,1]. Como D es compacto en K vy {a}es compacto

en T, resulta que D x{alcompacto en K x ©. Luego rx{a})
es compacto en ¥y en consecuencia o= k?%ﬁ
(7} Bean A, C sub-conjuntos de E tal qﬁg ACC y C Ej%
entonces existe B disco compacto de [ tal gue

AZCCB AL BT YA &“ﬁd
(3) A€:Bd_ ) 1B disco compacto : A B

Luego, para todo A& K ; 2 AC-AB, con AB disco compacto

= ared,



(4) A e}i[

") IR disco compacto : A %< B
FYe(A) e(B) = B pues B es equilibrado
L-de(a) € D
(S)A&:ﬁCﬂl £) 3B disco compacto : 4 & B
CIH(WE [7(B) = B
) € B
(6) A, B i} 31 C, D discos compactos : A C, BSD
T A+ BCC + D
thora como C + D = +(C x D) ¥y C x D compacto en E x 3
resulta gue C + D es compacto en E. Ademds es claro que
C + D es un disco, luego A + B & Jid .
En resumen ?ﬂ es una bornelogia convexa sobre &, deno-

minada " la bornologia de los discos compactos de (&, ) ",

., ”’ . s = : ]

Observac1on:j% es mas fina gue }% , €sto es, jﬁa — }a: :
en efecto: ¥V ACKE;

Ae]ad ) 1B disco compacto: ASEB

=) A es relativamente compacto
) A€ .
e

t.5.7. ZIn general la bornologia ?3 rno es convexa,
-4
En efecto: consideremos el espacio
L= [x = (xn) /ﬂznoz 1+t n3 nOI:j X, = C)} , provisto de la

o
norma // x // = % /xn/, X = (xn) y consideremos los vecto-

res e = (0, ¢,...0, 1, 0,...). Es claro que (en>n121 es una
n
bage para & .
: 3n 2n
Para cada n> 1, pongamos X, = en/2 y 2, = 2 X, s €n-

17



18

tonces //zn// = 22n//xn// = 22n.¢/23n = 1/2n-—>O, luego
A = {zn / n:;1} L IO} es compacto.

—_ hoo
Consideremos]ﬂ(A); para cada nxz1 Sea Y, = 5 2lxi ,
n e
g veoi L 2d Tt
entonces = ;.. 27X. = /. _t/2T0 25Tx, o= t/27 .z, con
In e 1 4&! / 1 (= / i

i 1721 = (2%21)/2% <1, es decir, (v )eTm e M) .
" bor otra parte, para todo p3 1 :
/1Y pep = Inl/ //;i: 2'x.// = //i otie. 127t/
//):; e1/22i// /701728, 1%, L, 172%P 0,07/

P
s 1/2°% = 173 - 1/3.2°P
: 7]
Luego %E&)// Ynep = y,// = 1/3, es decir, (yn) no es

1

il

// // - Cauchy; pero entonces ninguna sub-sucesidn (yn ) de
K

(yn) puede ser // // - Cauchy, pues

Lin // Ingn = Vo, //= bim /] Vpap = ¥n /1 = 1/3 ¥ luego (y, )
no es // // - Cauchy. Se sigue que (yn) no admite sub-suce-
siones convergente (de existir serfan // // - Cauchy).
Por lo tanteo, | (4) no es compacte, es decir, | (4) ¢ j%c
Hemos probado asi quej% no es convexa., FEste misme ejem-
plo nog permite probar que la bornologia de los discos com-

pactos_ﬁg es en general estrictamente mAds fina que la bornolo-

gia compacta B » esto es : :%& = :Bc

En efecto : 8i 4 = {zn / n31}lJ10]} del ejemplo anterior,

entonces A.# R®.; pues si asi fuera existirfia BC ® disco com-
Jd

nacto tal que AC B; pero entonces (ﬂ(AJ 3B (B es cerrado
pues E es Tz). Entonces rq(A) es relativamente compacto lo

oue es Iimposible.



1.5.8. La bornologia precompacta en los e.l.t.
Sea (E,Z ) un e.l.t. y pongamos
]BP = {AC_'_: E / A precompacto]} , entonces :BP es una bornologia
lineal scobre =. En efecto:
1) :D)P es una bornelogia sobre E.
(B-1) Toda parte finita de ¥ es vrecompacto, luego :E)P es
un recubrimiento de E.
(B-2) Sean A,BC K ; B ej?)P.}A\l;_B, entonces si UéVf(O,T;T),
existen X,,...,x € Z: BC_:_I_:J(xi + V)
= A C U(x + V), es decir, A €-:BP .
(B-3) Sean A4, B 6’9 entonces si V& \'/(o, Z ) existen

XyyoeensX yq,...,y € E tales que

n’

AC U(X + V); B U(y + V)
2 ‘XUB < U(X + V) U U(y + V) o bien hacien-
dU 21 + X.«|,.-.,Zn = Xn; Zn+.a| = y1,...,Zn+m = ym

ntm
Iuego AUB = | J(z, + V)
k=
) aUB € Po
por lo tanto :ﬁp es una bornologia sobre E.
2) ',Ep es lineal. _
(L-1) Sean A,B EJ&P , entonces s5i V € V/(O,E) y wev(o,T)

.
7

I
Yireaos I € ACU(X + W) y B& U(y + W)
J=1
luegp A + BC U(x +N)+ U(y3+.\f)
J=4

U(x +yj+f.'."+w)C_:_in(xi+yj + V)

son tales que W + W V existen XiseeasX

LuegoA+B{}3

(L~2) Sean Aéﬁp y A €K, entonces:

19
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i A = 0 es evidente que A4 € jﬁp .
Supongamos cue A £ Oy sea V EVTO,ZZ 1 luego también

1

1/3?’6'7?0,?3) y enconsecuencia
8 oo , - =, . M -
AGJ%P =) 1Xqseee,x €2 1 4 C H(Ki + 1/A7V)
:}HK1,...,KDGE P AAC O1(7\xi + V)
l__
Y€ By
(L-%) Sea Afzf% , entonces si Vf&‘VQO,?Z) equilibrada,
existen zy,. ..,z €8 1 AC L (x, + V), luego
I i_.{ 1
7 ]
f(4) T o(Y0x, + 1))
11
= P({ Xi / i = 1"..’1,1} + 1'])
ze(i) + e(V) = e(M) + V, con M = {x1 ""KnI
Ahora e(lM) es precompacto; en efecto
n
e(¥) = LrJ\M - fx.1
RS RN S [GPIFN
Pero e({xi}) {1xi / /A7 5;1} = D{xi} 1 con D=%Jﬁ,ﬂ

fxi(D) donde fxi: K— £52—2%, cue

eg lineal y continua. Luego siendo D precomvacto en
K resulta gque fxi(D) = e({xiﬁ) es compacto en E y en
P Ll
consecuencia tambien lo es e(M) = }?{e(fxij) .
Luego €(M) + V es precompacto y también lo es
e(A) e(M) + V, es decir e(A)E jBP
Observacidn: La bornologia de Von Newmann de (E,7 )es
menos fina que la bornologia precompacta.

n efecto: sSean Af;ﬁ s v G‘VXO,ZZ) equilibrada, entonces
b4

T i I . N Ll
Aefﬁp[:)JXi’”"Xne B AC H(Ki + V)
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1.5.9. En un e.l.c., Hausdorff la bornologia precompacta
eg convexa, =-n efecto: sean V, WE'YEO,KT) disqueadas
tales que W + W&V, entonces
,QE}% i) 3&1,...,an€'ﬁ : AT {a Ly peee,a, 3o+ W
Tuego 7(a) =[7¢ {81""’an} + W)
= {31,...,3 j) o+ W)
Fq 1,...,a ) + W .
Sean u : KT x 20— Yiz=(A, ,...,AH,XT,...,XH)M‘-*E_

1

A x
vy p. ¢ K* x Bn——ﬂ-Y(l) X E(l) ( =K x E): zh_qpi(z) (3

,Xi)

-

A

Claramente p. es continua para todo i = 1,...,n; ademds ci

j—

v iKxF E—*:: (A,x)~x, v @5 continua.
L

Luego u()1,...,)n,x1,...,xn): - Xy = )1x1 + ...+2nxn

F(Apoe)) + eeor v(Gx)

v{ pT(z) b oeuat v(pn(z))

(v o ;1) (z) + ... (v o pn) (z)

(v o Dy + et VO pn) {(z)
fs decir, u=v 0o p; + .. + VO D, due es continua, luego
siende D = Blb,1] compacto en K* y {a 1}X jx...x{a ]compacto
K
en L™ resulta que I x {a }x...x{an} =3 compacto en K x En
(Tizhonoff), luego u(D x [a1jx...xiaA) =Ei %ai/ (21,...,3n€ZD}
T T}
= [({ Q1,...,an]) es
compacto en E ¥y en consecuencla precompacto,es decir, existen
o b qﬂ'l 3
bq,...,b € & tal que rﬂ({a1,...,aﬂ§) }J(bj + W); luego
A 5 + W + W) b, + ¥V L) €
¢ )CU ) JU1( )y ) e,
.5. 10, Ta bornolopla compacta de un egpaclic de Banach eg con-

VEXAG .,
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Hemos visto que en general la bornologlia compacta no
=8 convexa aun cuando el espacio sea normado. Sin embargo
28to es clerto para un espacic de EBanach . ¥Xn efecto:
coro ~ 8 un espacio métrico completo, basta hacer ver quef?i}
=8 preccmpacto y completo.para todo A €;Ec.

Sea A precompacto, entonces | (A) es precompacto y luego
(%) es precompacto.

Ademds [ (A) es completo por ser cerrado en un completo.

Por lo tanto, [ (&) es compacto, es decir, [ (4) e;ﬁ
¢

6. CONSTRUCCIONES FUNLAMBENTALLS DE BORNOLOGIAS.
Bornologias Iniciales
Teorema 1.6.1: 3ea I un conjunto no vacio de indices, (Xi{ﬁi)
una familia de conjuntos bornoldgicos, ¥ un
conjunto, Para todo 1€ I sea u, s X~wm+Ki una aplicacidn y
J% = [AQ;X /¥ oie T ui(A)é«ﬁi} . Entonces:
i) }% es una bornologfa sobre X. ZEsta bornologia sobre X
es la mencs fina que hace acotadas las aplicaciones u; -
i 31 para “zdo i€ I, (Ki,I " es un e.l.b. (resp. e.b.c.),
X e.l. ¥ la avlicacidn Uy lineal, entonces la bornolo-
giaj% es una bornologia lineal {resp. convexa) sobre X.
Jemostracidn:
i)}% es una bornologia sobre ¥; en efecto:
(B=1) x ¢ X3 ¥ 115 u(ix;) = {yi'keﬁ'i y Y€K
) ix}eﬁr, ¥ xeX
o x = U{x)=lUazx

e Y AcB,
(B-2) Sean A€R , BCX : BCA, entonces V 1€T; ui(,-x)eﬁi
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D v iel ; ui(B) € jﬁi (pues ui(B)q_ui(A))
) B« }BI .
(B-3) A, Azéﬁrc} VoieT; u(ay), u;(Ay)ep,
Y ¥V 1i€TI; ui(A1)LJ ui(A2)€}3i
) ¥ ieI; ui(A1UA2)€ﬁ)i
) A LA, € p -
pdemids para todo 1 €I, u. : X —X. es acotada por de-

i
finicidn de R,
Mostremos ahora gue I% es la bornologia menos fina sobre
X que hace acotadas las aplicaciones u; i osea }3 otra borno-
logia sobre ¥ tal que V i¢I, u, es B - B, acotada, enton-
ces Aeﬁ ) ui(A)eﬁi, ¥ieI [ B E}J"}: .
ii) Supongamos ahora gue para todo 1¢ I; (xi,jgi) es un

e.l.b. (resn. e.b.c.); ¥ un e.l. ¥y u, una aplicacidn
lineal., Entonces:
}% es una bornologia lineal, en efecto:

(L-1) A1,A2EJBI:§ ¥ i€ Iy ui(A1), ui(A2) eﬁi

— ¥V 1¢1I; ui(A1) + ui(Az) = ui(A1+A2) {E

Ay + A2eﬁl .
(L-2) Sean Béj%, AeX, entonces ¥V 1¢1; g (B) ¢ ﬁ’i

di

. ¥ ielI; u; (B) € By
) vV ieTl; w(ABeP .
r;}\ 3\36}51.

(1-3) Sean Bfiﬁry Je K : /A/< 1, entonces
VieI; u (B)ep, ) Vie TI; ﬂui(B)é}%i

= U)ui(B)eﬁ;i, ¥ 1i€I

RIS



! ¥ 1€ T1; u; AB)e B,
= l(/)tL/'Jﬁt ) ﬁl
Supongamos ahora que para todo i€ 17, ﬁ’i g8 convexa;
entonces B€}E€:> V ieI; u.l(B)t'J:S.l CJ)V 1e71; c(u;(3)) éﬁi'
nero ui(c(B)) = c(ui(B)), en efecto: sea y'eui(c(B}), entonces
existe un x€c(B) ¢+ v = u. (x), ¥V ie1l
o, :
, AX, 3 X. €3, A, >0 = U, A.x.
e I P L I ] o=y (s Agxy)
=y g}jui(xj),ViEI;xjeB, A0
= vyec(uy(B))

Luego Para tOdO l EI; u(C(B))eﬁ Yy €Tl ConsecuenCia
C B -

Jefinicidn 1.6.1 : lLa bornologiaﬁﬁlsobre X definida por el

Teorema 1.6.1 se denomina " bornologia

inicial sobre X respecto a las aplicaciones uy ",

Cbservacidn: Una avlicacidn u : Y—X de un conjunto bornold-
gico Y sobre X provisto de la bornologia inicial
respecto a las aplicaciones u; es acotada si sllo si para to-
do 1€ 1; u, o u es acotada. En efecto: si u es acotada, en-
tonces evidentemente u; © u es acotada ( comp. de acotada ).
Reciprocamente, supongamos u; ou acotada y sea AGPI,
entonces (ui 0 u)(A)Eﬁ)i = ui(u(A)€JBi{:j u(A)e}%, luego u

es acotada.

Base de la bornologia inicial.

Utilizando las notaciones del Teorema 1.6.1, para cada

ST sean (B, = {u'(a) / aep,]

24
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E1 conjur_to?% = Iq ui-1 (\35 j_) ¢g base do la bornologia ini-

2ial sobre X respecto a las aplicaciones U - 'm efecto:

Bl = BEu;(jﬁi),VieI
V¥ 1e I,_}Aiejgi . B = ui1(£9
=y VisL, dAjepy s ouy (B) & 4y
T ¥V i€ I; uy (B)ejsi
oy Re B,
Lueszo }% . ﬁI

Ademde, A€BT ¥ ieI; u, (4)< }jl

I 1 -
—_ Tz PR v . i —
5 ¥V o1& I *Bié\pi Py (4) Bi
- . . N _J]

) ¥ 1e I3 33, €P, ¢ ACu (B,)
A MYul'(B) €3

Per * 1 ~ 2

Por lo tanto, B c3 base de la bornologzia inicial sobre
J o

XL rosvpecto a las aplicaciones u, -

CJasos Particulares de Bornologfa Iniciales.

1.- Bornologia Producto: Sean (Ki,}Bi)iE ; una familia de con-

juntos bornoldgicos, X = I % el
1=
conjunto producto de los Xi. Para todo 1€ ] sea Di:X__*'“i

la proyeccidn candnica. ILlamaremos bornelogia producto sobre

¥ 3 la borrologfa inicial sobre X respecto a las proyecciones
Se dice sue X nrovisto de la bornologia producto, es el
producto bornoldgico de los (Xi,jﬁi).

Proposicidn 1.6.1 : La bornologia producto sobre un conjunto

X admite por base a la familia
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3 ={s =i5Bi /Viel, B, e_jji}

Temostracidén:  Sea :B la bornologia producto sobre ¥. Clara-

mente ﬁot:]fi puesto que si B = E?l , con Bifﬁ.l,

¥ i€ I, entonces pi(B) = Biéﬁi , ¥ 1€ 1, luego BB .
Por otra parte, A€R ¥ ielI, pi(ﬁ.)éﬁi. Paongamos

4, = pi(A) y B = ﬂe J%i ; con ‘ﬁ*ié.?’i s V 1€ I, entonces existe
i

Chservacidn: 3i los (X.,%B.). . san e,1.b., X el e i
& ( l,ﬁl)lt I , 1 espacio
producta; las proyecciones pi:X——*Xi son en-
tonces lineales. Luego en virtud del Teorema 1.6.1, la bor-
nologia nroducto es lineal (resn. convexa si los (X. L)
g ! ( P ( 1’,5 1)16 T

Son €.b.C. ).

2.- La bornologia inducida : sub-espacios bornoldgicas.

Sean (X,st) un conjunte bornoldgico, YC X v u:¥ — X
la inyeccidn candnica, Llamaremos bornologia inducida por
(X,ﬁ,) sobre Y, a la bornologia inicial sobre Y respecta a
la inyeccidn candnica u,

Anotamos .J‘?’Y = {ﬁ.; Y / Aeﬁ} a la bornologia inducida.
Se dice que (Y,}?JY) es un sub-conjunto barnoldgico de (X,ﬁ ).

Si (X,Jf_’)) es un e.l.,b., la bornologia inducida es enton-

ces lineal y se dice que Y es un sub-espacic bornoldgico de X.

Cbservacidén: Una base de la bornologia inducida PYes la fa-

ailia P ={aNY / aeP},donde B es base
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de P . En efecto : claramente ]5_3@ ﬁ)Y. Ademds,
3€Ry 0 BCY; BeR ) BC Y, 34¢P,  BCA
= BCANY, 4P .

%.- Bornologla generada por una familia de vartes.
i e “na familia de bornologfas
sobre X. Para cada i€ I, sea Uy la aplicacidn idéntica de X

en (K,:& i)'

Llamaremos interseccidn de las bornologiasi&i, a la bor-

Sea X un conjunto y (}51)

nologfa inicial sobre X respecto a las aplicaciones u. -

Anotamos ﬁn ={agx / aeB, viel} = B,
iel

S X esun e,l. ¥ lasi% i lineales (reso. convexas); la
bornoloegfia interseccidn de las 35 ; €5 lineal (resp. convexa)
en virtud del Teorema 1.6.1.

Sea X un conjunte (resov., un e.l.), % una familia de
partes de X. Llamaremos bornologia generada por (¢(resp. bor-
nologfa lineal; resp. bornologia convexa generada vor ) a
la interseccidn de todas las bornologias sobre X que contie-
nen (7 (resvp. de todas las bornologfas lineales; resp. con-

. ~
vyexas sobre X gque contienen .

Cbservacifn: Siempre existe una bornologia sobre X contenien=-
do a (7 ; esta es por ejemplo la bornologfa
P(X) y s1 X es un e.l., es inmediato que P(X) es lineal y

convexa.

4,- Limites proyectivos bornoldgico.
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Sistema proyectivos bornolégicos:

Sea I un conjunto ordenado por la relacién (<) y fil-
)iéfj
de conjuntos tal que para cada i.EI.(Xi,jsi) es un conjunto

)iﬁ:j
tema proyectivo de conjuntos bornolégicos, si para todo i £

trante a derecha, Sea (Xi, u un sistema proyectivo

1]

bornoldgico. Se dice que el sistema (Xi' u €S un sis-

ij

la aplicacidn U g f X.———?Xi es acotada, De igual forma si

37
los (Xi':B i) son e.l.b. (resp. e.b.c.) se dice que el sis-
tema (Xi, uij)i£=j es un sistema proyectivo de e.l.b. (resp.

e.b.c.) si las aplicaciones uij son lineales acotadas.
Bornologia limite proyectivo:

bornoldgicos (resp. de e.l.b.: resp. de e.b.c.) y X el con-

Sean (Xi, u un sistema proyectivo de conjuntos

ij71i <]

).

junto (resp. el e.l.) limite proyectivo del sistema (Xi' Us 5
Para cada 1€1 sea u; : X —= X, la proyeccidn candnica de X
en Xi. Llamaremos bornologia 1limite proyectivo sobre X de
las bornologias_ﬁ N sobre Xi, a la bornologia inicial sobre
X respectoc a las proyecciones Us -

Se dice que X provisto de la bornologfa 1{mite proyecti-

vo de las }3 ; es el limite proyectivo bornoldégico del siste-

ma proyectivo bornolégico (Xi’ uij)ié-j y s8e anota:
lim
X =gy Ky ugg).

Bornologias Finales,
Teorema 1.6.2 : Sea I un conjunto no vacio, (Xi’jii)iG.I
una familia de conjuntos bornologicos, X

un conjunto y para todo i€ 1 u; s Xi———'X una aplicacidén de
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o T 4 ~ .
Xi en X. Cea B la bornologia sobre X generada por
Z = _J ui('ﬁ;). tntonces :
1el C
i} Za borrolegia es la bernclogia sobre X, la mds Tina

(con mencs acotados) cde todas las bernolegilas sobre X que
hacen acotadas las aplicacicnes Us .

ii) 81 X es un e.l. ¥ (xi, jﬁ una familia de e.l.b.

i)ie 1

(respectivamente e.b.c.) y para cada 1€ 1, u; @ X, —= X
lineal, entonces la bornologia lineal (resp. convexa) sobre
d:

L generada por f , €5 la mids fina de t las boernologias

)
W
{0

lineales sobre X (resp. convexa sobre X) que hacen acotadas

las aplicaciones Uy

Demostracidn: 21 Teorema 1.6.2 resulta inmediato de las de-
finiciones y Teocrema 1.6.1 .,

»

Lefinicidn '.6.2 : ILa bornologia j5 construida en el

Teorema 1.6.2 (i) (resp.(ii)) se llama
la bornologia final (resp. la bornologia lineal final; resp.
.

la bornologia convexa firnal) sobre X respecto a las arnlica-

ciones u,.
.

Chservacidn: Una aplicacidn u : X —— Y de X provisto ce la
bornologia final sobre un conjunto bornoldgico
Y es acotada si y s8lo si para todo i€ I, u o L, es acotada.
Xn efecto: si u es acotada, entonces es claro que u o U
gs acotada.

Reciprocamente, supongamos QlLe u o u, €5 acotada y sea

}_J

AEJE: , entonces existe B € | J u;(ﬁ;) : A C B.
i 1"



) u(a) Coulu, (8)) =(aou, }(B) €]

o o

uege u(A}EiB ¥ e&n ¢onsecuencia u es acotada,

lasos Particulares de Bornologfa Final

1.~ Bornoclogia Cuociente: Sean (X,R ) un conjunto boernoldgico
v
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y Y X—-—Y una suryeccidn de X so-

tre un coniunto Y, Llamaremos bornclogfa imagen de:ﬁ pefed N
@ la bornologia sobre Y final respecto a la aplicacidn \ .
Zs decir, la bornolcgia generada por Q Qﬁ >

21 (X,}}) es un e.l.b., (resp. e.z.c.), ¥ un e.l. ¥y Y
lineal, entonces la bornoleogfa imagen z2s lineal {resp. con-
VEXA).

Suponganos ahora que Y es un conjunto cuociente de X vor
una relacidn de squivalencia arbitraria, w designa entonces
la suryeccidn candnica de X sobre Y. Se dice entonces zue Y
proviste de de la bornologfa imagen de B por ) es un cuo-
ciente bornoldgico de (X,}B) v que Q (35) es la bornclogia
cucciente de FB nara la relacidn de eguivalesncia considerada,

51 X es un e,l.b. {(resp. e.b.c.) I; F un sub-espacio li-
nzal de B y Y = =/F, 2ntonces la tornologia imagen de Jﬁ es
lineal (resp. convexa) puss la suryeccifén candnica es lineal

v aplicando el Teorema 1.0.2.

2.~ Limites Inductivos 3ornoldgicos

1

listema Inductivo Bornoldgico: Sea I un conjunto no vacio
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de Indices ordenados por la relacidn (<) y filtrante a de-
recha, Sea (Xi’ vji) un sistema inductive de conjuntos tal
que para todo i€ 1, (Xi,}5i) sea un conjunto bornoldzico. Se

dice gue el sistema (Xi’ V..) es un sistema inductivo de con-

Jji
juntos bornoldgicos si para i< J; la aplicacidn vji: Xi--*—?}(lj
es acotada.

Si los (Xi, ?)i) son e.,l.b, (resp. e.b.c.) y las aplica-

ciones vji lineales acotadas, entonces se dice que el siste-

ma (Xi’ vji) es un sistema inductivo de e.l.b. (resp. e.bv.c.).

)

tema inductivo de conjun-

Eornologia Limite Inductive: Sean (X. un sis-
[} l’

Viili ¢
tos bornoldgicos, X el limite inductivo de dicho sistema y
para todo 1€ v, : X,—X la aplicacidn candnica. Llanma-
remos bornologia limite inductive sobre X de las bornologias
EB ;0 2 la vornologia final sobre X respecto a las aplicacio-
nes v, .

Si (Xi’ vji) es un sistema de e.l.bt, (resp. de e.b.c.):
la bornologia limite inductivo es entonces necesariamente
una bornologia lineal (resp. convexa) (Teorema 1.6.2.).

Se dice gue el conjunto X provisto de la bornologia li-

mite inductive es " el limite inductive bornolégico " del

.) o simplemente " el 1{-

sistema inductivo bornoldgico (X, Vg

mite inductivo bornoldgico de los Xi ¥y anotamos:

_ lim
s ACTTIASEY
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%,- Sumas Directas Bornoldgicas: Sean I un conjunto no vacio

de indices y (E‘)iG.I una
familia de e.l.b., £ el e.l., suma directa de los Ei (E = & Ei)
ieT

ara cada ie B 1a bornologfa de ®,, v, : B,.— 7 in-
¥ P i I‘J‘l 1 ornologia 0 V5 i & la in

yeccidn candnica de Ei en &, es decir, para todo x € Ei

0 si k i
vilx) = (x)y ¢ g+ donde x = [x R
Llamaremos bornologfa suma directa de las bornologias

%, ala btornologia lineal sobre I final respecto a las a-

.

plicaciones V. Es decir, la bornologia generada por lH) vi(%g
te1 Y
4

Anotamos ﬁS® la bornologia suma directa de los o
o
Se dice que Z vrovisto de la bornologia suma directa es

la suma directa bornoldgica de los Ei.

hal P A Z . w i7 4 -
Proposicidn 1.6.3 : Sean (di,jE i)ié ; wna familia de espa

cios lineales bornoldgicos, T = & E, el
ie1?t
espacio lineal suma directa de los E;. Para todo 1 €1 sea
v, t B —Ela inyeccidn canénica,Jﬂz base de}%i formada de
acotados equilibrados. Entornces

o
Eﬂo ::{ @& B, /] § £ Jc1y J finito, Biej5i] es base de la
Y €I

bornologfa suma directa de los E,.
Nemostracidn. :
i) ]3 , €s un recubrimiento de E. En efecto :

z = (Xi)iéle E ) 1§ # s 1, J finito : x; =0 si i%J



ii)

1ii)
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y ¥ 1€J; {xi}éﬁi
) v i €J; e({xig)ﬁzﬁz
= 2 €8, oal)ef,
luego T = k_Ejﬁu
Sean A y C € B, , entonces existen J, J' C I no vacfos y

. . Q
finitos tales gue 4 =@ B, yC =@ B!, con ai,BiejSi

i1edg 1 iegr t
luego, A + C = [ (x ) o+ (y Y/ (x. )cl% JBl (yi}ieé J'B.l}

1l

[ =
(2

& (3,
L1EJUJ!

xéB.sii&J;x=Osii¢J
xi+y)/
&B' si 1LJ';y =0 si lng'

1 y 1 t . _ T 3 ]
(xi+yi)/ x,+y; € B,+B! si ieJuUdr; x;+y;=0 si 14JVJd }

] 1 °
+Bi)’ con B1+Bi E:E)i

Por lo tanto, A + C 6},‘)

Sean A = @ B. &ﬁo vy A€K, entonces

1€d
5 Ax,=0 si 1£J ‘ﬁ

A= {Alxy) 7 (x) € &} -

= +a AB, (-_:E) (pues ;\Bitﬁi{)

Nasta aquf hemos probado que BO es base de una bornolo-

cfa lineal :B' sobre ©T.

Observemos que ademds todo elemento A de }50 es equili-

brado. En efectc : Sea 1¢lK : /]1/<1, entonces

AA =

e} ;\BlC & B, = A
i€Jd i€ J

Mostremos ahora que ﬁ' = }5@
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a) ¥ 1i€l; v, s Ei_——fE es :ﬁi- 33' acotada, en efecto
Q
B€P o vi(3) = B By € B
ie 1ij
1 . - - - " ' 4
b) -‘E('B(; JE’; s, en efecto : J?)@ por definicidn de bornologia
final es la mis fina que hace acotadas las inyecciones ca-

nénicas Ve

c) \}5'(:::5@’ en efecto : & Bi e]go

i €7
=) Vviel, B, =v,(3,)€ iLE)I 71 (PG By
28 Lrtode

EZ? jﬁocg;}g@ E:? JB'C::]&;

“or lo tanto 35' = 3333

Zrovosicidn 1.6.3 : Sean (E1,}31) Ng (Ez, }52) dos e.l.b., en-
tonces la aplicacidn

u : ZxE——E, ¥ E, 2 (x1, x2)4~——+x1 + X, es un isomorfis-

P
mo bornoldgico.
Demostracion : Claramente u es lineal y biyectiva, ademds si
=] =]
331 N }52 son bases de acotados equilibrados
o =]
ie :51 yﬁz resvp., sienda ﬁ’o =[B1 © 82 / B1é \EV‘ Bzéﬁzj
base de la bornalogia suma directa :B@ y
JB - { B1XB2 / B1EJ31A Bzéiﬁz_l bagse de la bornolagia pro-
iucto j3II se tiene que
L = - e
v B,xB, ej} : u(3,x3,) = B, + 3, = B, & B, eﬁo y
-1
VB @3,€R, u (B, @®3,) =BxB, € B

Por lo tanto, u es un iscmorfismo bornalégica.



Relacidn entre la bornologfa suma directa y la bornologia
~reducto.

Sean (Ei)ie ; una familia de e.l.b. y E = IT 3, el espa-

1 €1

cio producto bornoldgico. Sea F = @ E, la suma directa
i€rI

hornoldgica de los X,

i k1l espacio lineal F es un sub-esva-

clo de Z.
Sobre F la hornologia suma directa es siempre mds fina

que la bornoclogia inducida por %. EZn efecto :

[+] [+]
& By Ba ( Pg vase de B

[+ [+
= ® B, =IL3,¢€Dp (B g vase de B )
i 1€l I
Luego como @ B. C F resulta que & B, eﬁm
i€g 17T ieg 1 £
Por 1o tanto .j5q§;;}5F .

Nocidn de suplementos bornoldgicos.

Sea = un e.l.b.; M y N dos subespacics linealesg de Z
tales que % = M @ N (suma directa algebrdica de My N). My
N con la bornologia inducida son e.l.b.. Se dice que My N
son suplementos bornoldgicos sobre Z si E es la suma directa
bornoldgica de los e.l.b. M y N. Para ésto es suficiente que
una de las dos proyeccliones Py ° Z—M o Py © 5 —N gea a-
cotada . Entonces las dos proyecciones gon acotadas; en efec-
to : 81 E es la suma directa hornoldgica de M y N , como una
base de la bornologfa de E esti formada por conjuntos de 1la

forma A @ B , con A acotado de M y B accotade de N, resulta que
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Dy ¥ Py Son acotadas, Reciprocamente si una de las proyeccio-

nes es acotada, por ejemplo Py entonces Py = I ~-0p donde I

M
£s la identidad de E, luego Py ©s también acotada.
Sea entonces C un acotado de & pN(C) NS pM(C) son aco-
tados respectivamente en N y M, luego C = pN(C)-Q pM(C) es un
acotado en la bornologia suma directa y en consecuencia la
bornologia de & es mds fina que la bornologia suma directa.
Ademds es evidente que la bornclogfa suma directa es mis
fina aue la bornologia de %, puesto gque la suma de dos acota-

dos de . es un acotado de E,

Por lo tanto, las dos bornologias son idénticas.

T “SPACICS LINEALES BCRNCLCGICOS SEPARADOS.
Cefinicidn 1.7.1 : Un e.l.b. (E,J}) se dice separado (o zue
la bornologia J} es separada) si el Uni-
co subespacio acotado de E es el trivial "[C}».
Troposicidn 1.7.1 : Sean I un conjunto de indice no vacio,
(Xi, J&.i)ié [ una familia de e.l.b. se=
varados, X un €.,l. y para cada 1€1I, REE X———+Xi una aplica-
2i0n lineal . Entonces la bornologia inicial de X respecto a
las aplicaciones u; es separada si y sélo si para cada x €X,
x #0; Ji€l :qﬁx)#O.
Jemostracidn : Supongamos gue la bornologia inicial respecto
a las aplicaciones u; €s separada y sea x€X,
X # 0, entonces Kx no es acotada sobre X
)y 1i€l : ui(Kx) = K ui(x)ﬁf.;Bi
= JierT ui(x) £ C



Reciprocamente, supongameos que para cada x&€X, x £ 0,
existe 1 €1 : ui(x) # 0 y sea A un subespacio lineal acotado
de X. TLuego para todo i€ I; ui(A) es un subespacio lineal
acotado de X; y en consecuencia para todo i€ I; ui(A) = 0,

luesgo A = {O i(por Hip.), es decir, X es separado.

Cerolario 1.7.1' :

a) Todo producto de espacics lineales bornoldgicos se-
parados es geparado.

b) Todo subespacio bornoldgico de un e.l.b., separado
eg separado,

c¢) Toda interseccidén 22 bornologlias lineales separadas
es geparada.

d) Todo limite proyective de espacios lineales bornold-
gicos separados es separado.

Proposicién 1.7.2 ¢ Sea E = iii(Ei, vji) un limite inducti-
vo bornoldgico de e.l.b. separados. Si
las aplicaciones vji son inyectivas, entonces ¥ es sgeparado.
Demostracidn: Supongamos que las aplicaciones vji son linea-
les e inyectivas, luego para cada i en I, A
es lineal e inyectiva.
Para cada i€ 1 sea C; el cero de E,, luego para cada
i€T, el lnico subespacio acotado de E; es {Oi} y siendo v;
lineal e inyectiva resulta que para cada i€ I; v,({0,}) ={OE‘

con {Ow1 elemento de 35 , €s decir, el inico subespacic aco-

tado de X es [OE} ; Por consiguiente E es gseparado.
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7. UBTRUCTURA DI LOS ESPACIOS BORMCLO!
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] 4 o

Ahora AC B : |, = LBOZ’EA; ademas si {7AA / Ae U, )éfK}
es una base de la bornologia de V., N. de EA N'g }% es la borno-

logfa limite inductivo, entonces ella estd generada por

‘1A 7 aeld, Al

Luego :ﬁ ]5

Zn resimen (Z, B) es el 1imite inductivo bornolégico del

sistema inductive bornocldgico (EA’ fBA) es decir,

ACH?
lim

(2, B) = — (5,, [g,)

¥s claro cue cada (E&, SA) es semi-normado. Sin embargo

9]

i (2, p) es separado; los (EA,Q 1] son normados pues para ca-
ia L€ ; er‘ﬁA = 5/ a A(X) = Oi es un subespacio li-

- . i -
neal acotado de E y Ker ﬁ A C A.QJB ; luego sienda (M,JS) se

caradeo resulta que Xer SA = {O} , es decir, SA(X) = 0 [ x=0.

Corolario 1.8.1' : Todo e.b.c. a base numerable es limite in-
ductivo de una sucesidn de espacio semi-

normados, y si E es separado él es limite inductivo de una su-

cesidn de espacios normados.

Temostracidén: Basta observar gue j3 admite una hase contable

formada por discos de Z.



CAPITULC II

CONVERGENCIA BORNOLOQGICA



'. SUCESIONES M-CONVIRGHNTZIS

hefinicidn 2.1.1

Sean (K, B) un e.l.b., (xn)n una suce-

2
. . 3 - — .

sién de Z. Se dice que (xn) converge bor-
nolodogicamente al 0 de ¥, si existe un BE}B (equilibrada) y
una sucesidn (AIQ de escalares tendiendo a 0O tal gue
X €A B, Yn>=1,.
n € AnBs >

M . ,
Se anota X, —— 0 en honor a G. W. Mackey guien fué el

nrimerc en estudiar sistemdticamente esta nocidn de convergen-

cia en el afio de 1942,

Se dice que (xn) converge bornoldgicamente a un punto
M I

x de &, si X, =X — 0 ¥y se anota X, — ~X.

Tyun icidn 2.1.1 - o T 1.b saif

Proposicicon 2.1.1 ¢ Sean (&, un e.l.b., (x ) una suceeion
en L. “ntoneces las siguientes afirmacio-

nwes sen eguivalentes:

i) (Xq) converge bornecldgicamente al O de F.

N - +- »

ii) 3BeP (equil.) y & )CR ,o<nJo : X €« B, ¥ nx!

1ii 3BeER guil.) tal que ¥V £>0; N(&£) » 1ix_€ £B, ¥ n2N(E)
Si }3 es convexa, las afirmaciones anteriores son equiva-

lentes a la afirmacidn siguiente:

iv) 3 Be P (disco) tal me (xn)(; Fg (EB es el espacio genera-
do por Bly EjB(xn)-_—+O ( gB es la jauge de B).

Demostracidn:

(1) O (i1)
Por (i) EBeﬁ(equil.) ¥ ()n) C K A7——0: X, €A.B,

¥ni1, Como BE;B , entonces e(B)Eﬁ (equil.) ¥y B & e(B).
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Luego x € Rn B ')n ¢{B), ¥ nx
Parz caia n =1, ses Jn = /‘Rn /sy entonces es claro que
Cf CR ¥y C{ ———> U
Afemds, x € dn e(3), ¥ nel. ~n efecto
i gy =0 DA, =0 3AB=(0) D x = o x € e,
¥ n»l

ci An £ O, como /,]n /'éjn se tiene )ne(B)Q;Jne(B) de Aonde
g = ‘

x, € & 3), ¥ nxl.
Consideremos zhora la siguiente zsucczidn
A, = Zup {4/ mnx1j
o, = cun(id, / nsty-o,)
O*J\:n = Zup ([dn / ny -;10:1""’0{1’1-1})
Claramente (O(H)EIR+, =, J Oy como én:édn, ¥ on oz
se tiens que x € c{ne(E), ¥on o
Tor 1o tanto,se tiene (ii).
(1 — (iii)
Zor (ii), A1 “e'ﬁ (2quil.) v (X )FI% Ay J Xne”XnB’ ¥nol.
Sea £ >0, como X [/ O, INCE) 21 e E, ¥ nzMN{E& )

e

pe donde xnéfxqﬁfg SR, YV uxI(& )
Tuego, f}ﬁe}ﬂ(equil.) tal que V& >0, IN(E )z : x, € CE,
T ona (¢ ).
(1i1) B (1)
“or (iii)}ﬂBEJB(equil.) tal aque

FeE>0, AN(E ) 21 : x € ¢ B, ¥n»N(& ). Para cada n 5 1

- _ .l & ':;' .o -
&, = Inf 2 / xne 633 v An £n + 1/n

Olzramente (:)n) es una sucesidn de escalares tal que



)n“——iO y ¥, € )lnB, ¥nsl.

Supongamos zhora que J?J es convexa.
(iv) = (i), en efecto : por {(iv) 1Be B (disco) t.g.

(x, ) Z5 ¥ SB(xn)——?O

Sara cada n > 1, sea ;\n = gE(xn) + 1/n: claramente ]n~—+o

y ademds como gB(xn) = Inf [_P>O / X, € j’B} ,
19>0: X, € fB3 v 0 4.98()(“) + 1/n.

Luego xne F nC( gB(Xn) + 1/n =)‘nB, ¥ on

(113 {iv)

W

Tor (ii}, 3“6}}. (equil.) vy (*J(n)C ®'; O(n L C t.g. x € B,

¥ nxl.

ihora, como ©, = UA B se tiene que x_ € X RS ¥, Yny1l vy
B N n n B

a

ademas ‘g?(xq) = Inffp>0 / X, € N2 3}5*9(“———) 0.

i

Provosgicidn 2.1.2 : Sean (E,}B) un e.l.b., (xq); (yn) suce=-

siones en E; (A, )C K; x,vy€E v Jex,

entonces
7
1) Xn-m-I—f—) b M
. ) Xg # Yy~ X+ 7

M
2) x, My x 3 -x, —-X

2) ﬂn—+Ai:}Vx€E;2nx—l>2x

42
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M
) X, - y,—¥X -y

5) X, —x I ¥ 3 €K :)Xn-——m—ﬂ Ax

6) X —3 X

r ) Ap ¥y — X

An— 2 |

Yemostracidn:

(1)
xn._i, x HBXEﬁ (equil.) ¥ (O(;KI)C_ r* o{i J 0: xn—xédin,V nxt

. +
7,y cotave (eauil.) v @RISR &F [/ 0y, - yediBT, ¥ nyd

thora, B = B* + B/e€ R ( enuil.).

X
Para cada nyl, sea o, = Méxio(

, o(lj’li ; es claro gue ("(n)gﬁ+;“n/c

2 - X X X
Ademss X, X € a{n B QO(HB

y,-veE &7 B C B
T g - = - - X y =
Luego, x, + ¥ (x + y) = (xn xX) + (yn y) € O(H(B + 37) = A, B

Por lo tanto'xn + ynL’ x + Y

(2)

xni.,x 33Be R (eguil.) vy (O(n)(;_!f{+; &, J 0 X, =X Ea(nB, ¥n21
3B (equil.) y (dn)glﬁ+; X, J 0 :-xn+X€6¥1(-—B),Vn7,‘f
(:}313&_‘}3 (egquil.) ¥y (O(n)(;ﬁ{+; X, J 0 :—xn—(—x)édnB,Vn;‘f

(3)

Supongzmos que ﬂn—-——-)A ¥y XE€ &,
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wara cada ny 1, sead_ =1 - A, claramente L —C; (dn)QJK

Sea B = o{{x}]) 2 3¢ P (equil.), ademis A ¥ - Ax = (;\n -J)x:%x&a{nB

For lo tanto }\nx 1, AX.

(4)
. ) M M
Supongamos que X —— X Y Yp——Y

I
— Yy > -y

M
) Xt (*yn)-l—“->x + (-y)
. M
— X, = ¥, /X~y

(5)

. M
Supongamos gue XX ¥ Ae K

03 18eR v (o, ) E B 01 x - X €A B, ¥V noxl

Sea O(n = }0(,,1; es claro gque (dq)c Ky dy—0

ademds Ax, - Ax = Alx, -~ x) € dBy ¥ 121

Por lo tanto, )nxnum—; Ay
(6)

[4 o . ~
X, ——>x 9 13,6 B (equil.) y (dn)glK;o(r;-—? Oix, ~x €A By, ¥ onzl,

Para cada n» 1, sea d :]pdq. Claramente (JH)C!K; d,—0
ademés ')n(xn-x)ﬁ}é{n&l = cgan Yooy

Por otre lado, puesto que )n_“_’ A ¥ X€T se tiene que
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A x —adx, luego 38,€ B (equil.), y (& ")CE; « '—a0

tal que 2 x - dx = (A, - A)x €a 'B,, ¥V ny ! (*')

o
rara cada n 3y 1, sea én = MAx [/Jn/, /,9(;1/},
Claramente ({n) C K; fn——sO, ademis
}n(xn - X)€ énB1g_ £, B4y Y01 por (*) vy
(A, = A)x Ed;le(;'__ £,3,, ¥ m 31 por (*)

Sea B =3, + B, € P (eguil, ),

luego oKy " ox = )nxn— ’)nx + )nx - Ax

zﬂn(xn—x) +(2n-))xc-_£nB,Vne1

Por lo tanto, annh—M—«) Ax.
“roposicidn 2.1.%3 : Sean (E,ﬁ) un e,l.b., (xn)f;E, entonces
x,—— 0 = (x )€B .
.. M - . - .
Demostracidn : xn—l>0 = iBeB (equil.) y (An)QIR+, O<,]nf-_‘|,;]n‘/0

tal gue X c 'AHB, Y¥n>l.

) x, € A, 3CB, V¥ nx1
0 (x, )C B

—3 (xn)é}% .



46

Observacién : FEl reciproco de la Propesicidén 2.1.3 es falso.
“n efecto: Fn el e,l.b. ( R, BR) la sucesidn
(xn = 1) es acotada puesto que existe 2 >0 : (xn)§;£ID,2], sin
embargo no converge a 0 bornolégicamente, pues si asi fuera
existiria B € Bp (equil.) y ()n)C;_gR+, Ay 4 02 x, €A B, ¥V nyi;
lc que es impesible puestc que B es un intervale centrade en el
origen.
Proposicidn 2.1.4 : Sean (%Z,B), (F,Jy) dos e.l.b.,, f : E—F
una aplicacidn lineal acotada y (xn) una
sucesidén en E tal que x-#—M~»O =) f(xn)~—ﬁLﬁO.
Demostracidn :
xn——lﬁ‘—NJE:) iBe B (equil.) y O<') J 0 : X, €A By ¥V onxy
) f(x Y €7 f(B), Va1 con £(B) € B (equil.)

) f(xn)—-—-?o en F.
2., FILTROS M-CONVERGENTES

Definicidn 2.2.1

Sea (E,ja) un e.1.9., F un filtroc scbre ¥,
Se dice gue F converge bornolégicamente a

O si existe BER: {AB / A€K, A # 0]C F y anotamos ¥ 0.

Si F es bage de filtro sobre E, entonces
—Jlao si y sflo si F ——ﬂ—ﬁo donde F eg el filtro generadc
por Fo'

Se dice que F converge bornoldgicamente a un punto x de E
si la base de filtro F - x converge bornclégicamente a2 0. Es
decir, F-—m—>x € Esi F -x ~—Mﬁ 0 sl fr:J& ﬁ—£L+O.

Proposicidn 2.2.1 : Sea (E,j5) un e.l.b., A.EJ5 (equil.), en=-

tonces la familia H,= {RA/) e, } £ O} es
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una base de filtro sobre £ bornoldgicamente convergente a 0.
temostracidn : ﬂA £ § puesto que A€H,, ademds @ & ﬂA puesto
tue VAEK A# Cy 2A £ 8.

Sean %44, A4 €4, y A& = uin{/A/, A,/ |

Sea J€fK, d# 0 talwe /J/ =& T J/)/ =§%§= 7%[* 1,

entonces §,ACA 3 JAC A, 4, andlogamente JACC A4, luego

Proposicidn 2.2.2 : Sean (E,J5) un e.l.b., (xn) una sucesidn
en By F el filtro de Ffrechet ascciado a

K

(x_). ZEntonces : xn-lro o S N

n
Lemostracidn : Surongamos gue xn—-M——;O y sea ¥ = '”F'O dgnde
1 _ A ™ . _ N
go= {A_n / neN] ; A, = {Xm / nsmy

Sea A €K, # ©, entonces como xn—-——?ﬂ—)o existe BEJE; (equil.)
O<}n/0:xné)nB,Vn;;‘l.
Ahora, O <]n[ 09 Bno>,1 : n;nOC) ',]ng/)/]; luego
Vnyn, [ Anf3/ &1 — AntAB
) anAB, Vinzng
3 Anog AB ) DBEF

Es decir {)B / A€EK, A £ O} C ¥ y en consecuencia
F—o0,
Reciprocamente, P10 - 3B'Eﬁ: {AB' JAEE, X # O}GF,
entonces existe B = e(B')Eﬁ (equil.) : HB /A€ K, A £ O}(;_F.
Sea £ >0, entonces ¢B € {)B / AEK, A A O_}C_';_F
3n031 2 A, & €3

o]
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Q3n031 P X, € ¢B, ¥ nyn,
X ——ELﬁO
n
“roposicién 2.2.3 : Sean (¥,B) un e.l.b., F un filtro sobre
¥ tal gue F ——ﬂ+>o, entonces existe B
tal que B € F (es decir, BNF # ¢).

Ta demostracidn es inmediata de la Lefinicidn 2.72.1.

Yefinicidn 2.2.2 ¢ Sean (E,}ﬁ) un e.l.b., & una narte de %,
Se dice gue A es bornivoro si para todo

3¢B , A absorbe B. ZIs decir, si V BeR, 14>0 : BCJa, ¥/ /24

“ronosicidn 2.2.4 : Sean (E,JB) un e.l.b. y
¢ = [ACE / & es bornivero] , entonces
G es un Ifiltro sobre i,
Demostracidn : (laramente G es no vacfic vy # < G. Ademds si
Ayy A2€G v BEJB , entonces existen
oys &,20 1 BSAA,, ¥ /[ D/ 20488 Rhyy ¥ /ﬂ/aa\’2
RCUa Nay), ¥ /272 néx fy, dp)
i, (1A, €G
También si A € G, CCE : ACC y B¢, entonces
J4>0 : BCOACAC, ¥V /1/24 3 cea,
Por lo tanto, G es un filtro scobre = y se denomina el fil-

tro de los bornivorcs de E.

Proposicion 2.2.5 : Sean (E,B) un e.l.b. y G el filtro de
los bornivoros de E, entconces :

5150 siy sélo si BNG # 7.



I
e

P

. Ld .
2mossraclion @0 Surorngemos 1us f

=0, ensoncess a7 £ e

.

virsuad de 12 Tronosicidr 5,7 0%
B S Lem o § e - H ks -
3 wld P LJI’ CO Ry N E N S B )

Reciprocamente : 2€ B2 [7) DeR A 365

- [ N A SN LI - v m iyt t
Jeen XS, AF T oy D'ER, ountonees T 0t E |
L e
T 2 ~ahoorhe 4/ Dt
- ;’ ool Uil D S -

—\ o~ FR ¢ T = T e
DR ¥ OO _,f'\ ST AE Y o AF ;

s

B St - Y- Lo
roposicidn 2.2.6 ¢ Zear (,F) boun e, i,
1
- S . ' -
P :[_' Jo® Tiitro zcore o Ml
~ o - L - 1 T
v 3 el filtro “e los borrivoros de T, srtonces
o G
A O T I
- -LIJ-IJ
-
- Lo * [ I o

Peg., o dpeR(equil) 0B /0 Fled O

26610 dad>o s B4, lusgo A EF ¥y en comgncusnsla

Necisrocamense, 4€[lie /7€ j[J y BEp (saull.]

. ~ L L o . . .o e I I
—) L€ dg ruesto gue By o7 0 {(Fropegicidn 2.2.1)
- . - [ .
(i SR I ) £ g S A
— - /].C b AD 7 go e
T ARC A, Y G jo L.} 4 absorve FOICY A&7 ¥ en consecusn-

v Lo otanto Go= ﬂ{F - S]l} ’

2.,2.7 ¢+ Zearn Lo, B ) ur e.1,b., AT, &2,
- - Ed . . ” -
srtoness; ¥ 2o Limite bornelorsico de un

Tiltro de & sl v s36lc 51 ¢ es Lilmite borroldglco 4 una sucs-
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Cemostracidén : Sea F un filtro sobre A tal que F ——M—-px, en=-
tonces F - x ——1-30 j— dBep (equil.) tal que
[AB / 0 # i€ BKiCF = x.
ahora {iB / C #AeK| < P(A) - x = P(A - x)
Para cada n >»1, sea }n = 1/n, entonces ﬁntA - X.
Sea y, € ],B, ¥ n»1, entonces (yn)QA - x, Luego existe

_ . - : M
3€B(equil.); 0<A /O :y €2B, Vnz1, es decir, y, —-0,

entonces ¥y + X »X con y, + X €A - X+ X =A ¥y en consecuen-
cia existe la sucesion (xn =¥, + X) en A : xn“ﬁ“’ X.
- M
Heclprocamente, sean (xn)gA DX, XY Fo=[Fn/n ;‘I],

donde Fn ={Xm / m),n}

M M
xn——ax r:) xn-x-~—¥0

1:> HBEﬁ(equil.); O:‘O(n VAROIE X, - X€ B, V nat.
Sea Ae¢K, A# C, como J<4,_ J O ﬂno>,1 : nan g4 €/1/
(- Bn 21 :nzno(:;xn-xeAB]
i HnO;T : P, - xC)B

%. RIZLACION ENTRE CCNVIRGENCIA BORNCLOGICA Y TOPOLCGICA.

Sea (%, ) un e,l.t,, se dird por abuso del lenguaje que
una sucesidn (xn) de puntos de % converge bornoldgicamente a
un punto x de E, si converge bornoldgicamente a x sobre el eg-

vacio E provisto de la bornologia de Von Neumann .
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—

‘roncsicidr 20300 1 Sean (7,0 an e llt. v (xn) una sucosién
'\I T

Tue xn-“élﬁ G. Imton-

-
[
=

Y
—+
]
9]
-
03]
Il
ot
- —

ces anz—+ﬁh

Temoairacidén i tuc X ——— 3, entonces cxiste B € BiT)
L a

Y [5 3 Y - a - - T
L) FEXG, j:ﬂ:}o-!t.i.xqrt;g ¥ o)
Len Ve ‘-ﬁa, Z ), “ntences cxisbte 400 ¢ BTAY

e T :{f> Tor o 3CV

= 4 w1 s o« e J(f;; TV, ¥ oy

Observacicn @0 w1 reclizroco de la Twoposiclidn 2.%.1 es falac

. - o , .
moerfceto @ osen I =10,1:CR v ¥ = RT =TT
i

A -

(3T ) o5 un e.l.ot, donde € o3 la tepelogia wroducito v

(..,T ;) .- uwna familia de e.l.t. donde T, = . 3¢ .
i - - e Ry
riemds es clare suc (,€ ) o3 lecalmeonic comverc puansio
que zara todo 1e€l, (s, 7.) lo 2o.

Tarbifn =xiste ura biyoccidn

2!
|
[
L)
~
[
N
—~
~—
+
—
It
~
—

RO B T T S ' y W O p .
leade 5 ={% = (A) /A 7 Cad, J +oo
Cetinames akhora = @ i —3 o

Ty, X1 1 —nl

(i) = ”/?i

n

Tostrarenes gue la suczaida (?{q) cenvorse ternolosicamente

kl

L
i T

2 0 y no bornolégicarente sctre E,

Yo 3

T efecto, sea §e V(0,7 ), entonces existe ¥ # 021, ¥

7oleJ; Wi€e¥{(0, & .} tal zue Igi Wic;ﬁ, fonde Wis sl LeTsJ.



Por otro lado, como Yi€I . ¢ (i) = (erll) €5
(1) i Ci1 ~ . . o
Xn=1/2n_'_'"_?o’ lueeog SlJ={l1’ooo' lpjy sz,oo-'
) i,

R R += ~ = ™.
existe Ny » 1 tal que x 1/,]Il € \.lk, v nxN..

max !
Sea N =2 {Nk}, entonces x € wik, ¥neN, k= 1,...,p

S e w, Voasy, vier ¥ o
n Wi > N, i (nues Wy =R, ¥ 1 &J)

z T fa:
|—_‘>th IT i; &%, Y ny XN
[:) X, -—LO sobre =.

- 5 M on .

sSupongamos anera que xp—;o sobre %, entonces existe
—_—

y Yglx) 0

= E(Ai)iEI P ACE =R (disco)}, ¥ ieI tal que

2eP(Z) (disco) : (x )C 2,

BC 4 = T1 4, (disco) : (x)C ¥, ¥y {(x ) —D
ieT i A gﬁx n

- E(dn)G’R+,qn/ 0 tal que x_ € «_ A, ¥ n 31

I xr(li)eo(nai, YVn>t, Viel

) 1/1(11)5%%, Voinyl, ¥iel

- 1e1£i) (Jhyr ¥ m21, Viel

) O_jﬁi(‘l)é"(nlr(li),Vn,,‘l,Vlel

= o 59Ai(1) < Inf{o(n)(’l)f (Infc:(’)ggl) = 0. }\Si)
- in(1)=Oi:>1€f’Ai,Vf)O,Vi€I — > e

52

P

(pues Vv 1 €I, Ai es un intervalo centrado en el origen).
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un 2.L.t. metrizeble (l.c. o

bi
O
]
O
[
'_.
[gH
’_-
s
i
o
-l
.
[ &P
o
W
&
Pl
2
-
LS

no;, (xn} una sucesidn de nuntos de i,

o
[
=
[
D
o]
*»0
b
Ty

L
-

2
-

Jemostracidn @0 dea 4 {x_) ¥ SUTONfAmos qQue xq—¥£—+0.
L

v

Lea (V) unz zucezidn fundamental de cre-

Clente de vecindades exuilibradas da2 3, “ntonces :

Ty vonew, JA >0 ACA V. (1)

o0

8= (0 =i
R
n - i

Dozramente t‘€\ﬁ-(5 I (eguil.), ademas nucsto nue

i

4 /N _ = /X —= + 00, YEXD; I OLEM : A}/i?nf\1/f , 7 nx}

’ L - E
. AC 4V ¥ n oz 1 o

H < T e r H Ay ., oy PR L
or otros lado, T} &4 ¥V es una vecindzd de 7Y, entonces

E
|__|
-
1
p
=
.
=
....q-\-‘:
N
By
2
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xnevm, ¥V nyN(e) .:)xne AanQEB, Yy (g )
) x, € €B, ¥ nyN(¢)
Por lo tanto, existe 3¢ B (%) (equil.) : ¥V ¢£>0, IN(€ )1

Uil
tal que an (B, Y nri(g )}, es decir, xnf-i;+0.

“roposicidn 2.%.% : Sean (E,// //)} un espacio de Banach Y B,
su bornologlia compacta.

1) 91 (xn) eg una sucegidn en E tal que x,—0 en (E,// //},
entonces xn-—ia 0 en (2, B. ).

2) 81 4im (E) = @, entonces\ﬁ no es la tornologia de V. X.
de ninguna topologia lineal sobre 4,

Demostraciin

1) foro x 0 en (>,// //), ocdemos escoger una sucesidn (Xn)
tal cque //xn//fcxn y A, / 0. TLuego Yo = xn/V¥; es tal gue

11l = %ol ] V& = Yay /1yl ] i, ¢ Xy 10

Luego y,— O y en consecuencia 4 ={y,  / n y 11U{0] es
compacto =n E y siendo (E,// //) Banach resulta que f:fg) = B
es un disco compacto de X,

Ademds x, = VAo %, /VA;, = V@7, € WA AC Vap (4)

3 §aleg) W ¥ na
= G5lx) — 0

Por lo tanto xn——E—50 en (E, ﬁ%)

2) Supongamos que j% es la bornologia de Von Neumann de clerta
topologfa lineal sobre ¥, es decir, B, = B (T).
Consideremos la bola unitaria B = 3, //[0,1] ae (E,// //),

entonces B€ B, , en efecto; supongamos aue 3 & j%.=‘P (), en-
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tonces B ¢ B(T) O IveY(0,%) (equil.) : ¥ ny 1, Bct nv.

Luego, para cadany 1, 4 b € 3B : bn/n & v (%)

Ahora //bn/VﬁY/ - //bn//{/ VA £1/V4 —0, es decir,
bn/Vﬁ-—aO en (=,// //), entonces por{1); bn/Vﬁ 4,0 en (E,J%)
¥ en consecuencia (bn/Vﬁ)é j% = P (%), luezo V absorbe (bn/Vﬁ)

es decir, existe « 70 : bn/‘."ﬁé)V, Y/ A/ 2 X
— b € VAV, ¥/ 1/ 2 «

w— b €nV, V n1 :VE >« ———);——

(*
Por lo tanto B EjS vy luego B = B compacto lo que implica-
ria que dim (2) < @ {(contradice la Hip) y en consecuencia\ﬁ_no

es la bornologfa de V. Y. de ninguna topologia lineal sobre T,

Usaremos ashora la convergencia bornoldgica para dar otras

propledades de los espacios lineales bornoldgicos separados.

Troposicidn 2.3.4 : Sea (E,ﬁ;) un e,l.b., entonces las siguien-
teg afirmaciones son eguivalentes :
i) (I, B ) es separado
ii) Toda sucesidn bornoldgicamente convergente sobre = tiene 1li-
mite Unico.
i1i) Ninguna recta de T es acotada.
Demostracidn :

(1) E:) (1ii) Supongamos que (E,P ) es separado y que existe

una recta de E acotada, Sea I &sta recta;



L :2z2 =y +Ax, 1¢kK, x,y€=, x £ 0, entonces

LA

acotade de ¥, luego siendo T separado, resulta gue Kx = JO}

y luego x = 0 —— ——
e pos
113)75 (1) Supongamos que ninguna recta de T es acctada y F
no separado, entonces existe H subespacio de F
tal que € A I £ 10} ; luego existe x e Hd; x £ O.
Conglderemos la recta L : z = Ax, A£iK, entonces KxCH y
en consecuencia Kx € p —— ——
Hl'p.
(i1) ) (iii) Supongamos la unicidad del 1{mite bornoléeico
¥y que existe una recta L : 2z = X; X€F, x £ 0
acotada. Tntonces existe EE}’;: Ex CB C} ¥ nyl, nx&€3

[:j xel/nB, ¥ nz1,
a : Bl . - 1‘,’[ ~
¢ dzelr, la sucesion (Xn = x) de I, es tal que X, —0C ¥
1M
xn-*Lq x, entonces x = 0 5 o
i b
(iii1) 3 (ii) Suporngamos que ninguna recta de F es acotada y
que existe una sucesidn (xn) de = tal que
[ - b - [«
X, — X €Ly X -=3y€Z, conx £y tq(xn—xn}:(f}]——-r X=¥
Mostraremos ahcra que la sucesidn nula (yn = 0) converge

bornoldgicamente Unicamente al vector O de E. En efecto; su-~

nengamos aque existe yel, y £ 0 tal que yn,_ﬂ;,y, entonces

56

Tx = Kx + ¥y +{-y] =L + [-y} s £8 declr, Xx es un subespacio

existe B€3 (equil.) y (7 n)G;Bf, QH_J O : y-y, = y€X_ B, ¥ nyl.

Ahora como A J Cy, IN21 : 0 €3, <1, ¥ n2 N, luego
7z = o(yEd?int_d\B, ¥ n»N Ky CdB

1/AKy = KyCB €PR

Luege(x, X, = 0} x-y = 0D x =y — 3y
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Por lo tanto, toda sucesidén bornolégicamente convergente

en E tiene 1imite dnico.
A, BORNOLOGTAS TOPCLOGICAS Y TCPCLCGIAS BORNCLOGICAS.

Definicidn 2.4.1 : Sean E un e.l. sobre un cuerpo K, B una
bornologia lineal sobre E y & una topolo-
zia lineal sobre £. Se dice que‘ﬁ y ¢ son compatibles si
R C;Jﬁt)donde‘ﬁwles la bornolegla de V. N. de T,
Se dice también que 3 es compatible con Z o bien que ¢

es compatible con B .

Troposicidn 2.4.1 : Seaﬁ una bornelegla lineal sobre un e.l.
5, entonces existe sobre ¥ una lUnica to-
nologfa lineal compatible con B , la méds fina entre todas las
topologfas lineales compatibles con R .
Temostracidén : Sea 176 = {Z/Ctop. lineal sobre © :PE;S(Z)}
Enton;es :
) ]I’p;é # , en efecto; seca ACE (B -bornfvoro equilibrado),
entoncas,ﬁ = {]A / 0 £ RéIK] constituye un sistema funda-
mental de vecindades tara una topologia lineal © sobre ©.
Ademés, si « A 6;4 , entonces
Beﬁ@ﬂﬂﬁﬂ( BC 24 (A p-bornivero)
) 13€K : BC A/ (4 &)
D 3B es T -acotado [) B € L),

Es decir, z‘ykﬁ son compatibles y en consecuenciafﬂ%# @.

2) Sea T = Sup T, luego 7 como supremun de una familia de
ze g
topologfas lineales sobre E, es una topologfa lineal sobre



58

; ademds ¥ BC X : B- Co—acotado &) B-T -—acotado, ¥ T E@B.
By G , son compatibles,
En efecto, Bep ) BER(T ), ¥ NI
Y B es < ,~acotado > Be P(&)-
Luego Jgg__ﬁ(z), es decir, By Z , son compatibles, Ade-

mis es claroc que Z, es més fina que toda & € ];3

hotacidn : La topclogla Z, la indicaremos por t B . Asi
Py tP son compatibles, es decir, il _}B(tj%)
31 par (Z,tB ) se indica por : t¥, t3 se denomina la

torologla lineal asociada con la bornologia B .

Proposicidn 2.4.2 : Sea (T, %) un €.1.t., entonces Jb(Z’)
es lineal,

Demostracidn : Ver “jempnlo 1.5.3
Anotamos al e.l.b. (Z, P(&)) por DE.

Cbservacidn : Sea (E,ﬁ) un e,l.b., entonces t< es un e.l.t.
y luego btE es un e.l.b. tal que : BS bt p

Diremps que B es topoldgica o gue (E,p) gs un e.l.b. to-
poldgico si B = btj:s , €8 decir, B = btE (igualdad bornoldgi-
ca).

Sea (E, 2 ) un e.l.t.,, entonces bZ es un e.l.b. y tbE es
un e,l.t., tal zue 2Qtb 7.

Diremos que Z es bornoldgica o que (E,& ) es un e.l.t.
bornclégico si & = tbz, es decir, si @ = tbE (igualdad topo-

18gica).



5. MACKEY - CCNTINUIDAD,

59

cefinicidn 2.5.1 : Sean (E,J}T) Vs (F,EBF) dos e.l.t.,, fiE—TF

-

una aplicacidn de ¥ en F. Tntonces

a2) T es secuencialmente M-continua si sélo si ¥ (x )C =R
n ¥

¥ x €3 xnu—p}_ax f(xn) L>f(x).

b) f es M-continua siy s8lo si VF filtro sobre EZ, ¥V x€

7k O HEF ) P 2(x).

Proposicién 2.5.1 : Sean (2, By, (F, Py) dos e.l.b., ¥

f : E—F wuna aplicacidn lineal de =

11

en
i) f es M-ccontinua.

ii) f es acctada.

semcstracidn

i) ) ii) Sean AERL ¥ JTO = {HA / 0 #AeK }, entonces

i

T oy 23 ) o) =0

P

) ]BejsF : 2B/ 0 #2ek} & f(}ﬁjo)

) 3B€ By : BEL(TF)
) JA€K, A4 0 £(24) = Ar(A)CE
) J7€K, v# 0 @ £(A)_ /BB,

) f(a)ePp O f es acotada.
M

ii) 'Z> i) Sean J un filtro sobre T y x<¢E talque F — x,

entonces F -x —— O

JieB. : [Aa /0 ,ézeJK}g’f:;
Sea B = f(4), entonces B E:EF per (ii)

—
Jea A€, A # 0, entonces A4 € F ~x

', entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes



Ty Aa€ (F ) —r(x) O S(F ) = 2 (v).

Trovosicidn CL.5.2 1 Zean (% B30, (7, B.) dos 2ulio., ¥

) Hi
, -
Lo oo ouna agpilepcicn Lineal Se L,
e . . R U
en i, 3§ ce (og decir gi T3, = 2u B ),
L

Lmtonces

i
o

waciones son egquivalontog o

Vo e gecuenciamlmente M-contirnua,

2y 81 (v.) es una sucesiin en U F-convergznie a ‘i, entoncos

X_)) &5 acotaia en &,
M
JE (Xn} 23 una sucesidn acotada on ¥, cnionces (f(xr)} es

y

acotada sn I,

3} i =35 m=continua,

) L ocg oacotada.

crostraclon r Jor la Frooosgicicn

VI3 2y ctea (koL x_—= 0, entonces vor (1) -

1 (":'"-Lt_l_'_.j __j_-’r (_/‘i f: R

facra o/ T E:§ 321 A<, ¥y, Lunco

Dl U 61U €8

Por loo tanto (f(xq]} 25 acotada en I,
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2)C} 3) Sea D

(xn) una sucesidén acotada en E y supongamos

gque A

(f(xn)) no es acotada en F. Como (F,BF)
es topoldgico, existe una topologia lineal T sobre F tal que

18 B (2.

Luego, J V € {(O, ¢ ) (equil.) tal gue Y m 21 : ACGEVE V

':PszT,HanD:f(xn)&"mV (%)
Por otro lado, como (xq) es acotada; (xn ) también lo es,
: 3l
luego x, /v I, 0 o (f()crl /VB)) es acotada (wor 2)
m H

&I
3 3420 @ fx, /VE)€ AV, Ym21, V /2/5d

ot}
) 3420 : £(x, YEAVE V, ¥V o »1
“'m
Sean mo,‘;,T LI S Vr_u'o, entonces si mym, se tiene que

f(xn)e*ﬁ?‘ﬁﬁ\}’:mv,‘frﬂ;mo _—
m (%)

Luego A = (f(xn)) € ﬁF
2) ) 1) Sea (xn)gE : xn—i{-} 0, entonces existe B€By (equil)
y 4, L 0 x €d B, ¥ ny!
) I3€p, (equil.) y of /O ¢ £(x ) €4 _£(B), V ny 1
Probaremos que f(B) es acotado en F. Supongamas Jue no

lo es, entonces siendo (E‘,ﬁF) topoldgico, existe una topolo-

3]

fa lineal ¥ sobre F compatible conﬁF tal que existe

' 6\/-(0,'6) (equil.) y %al gque V no absorbe f(B), es decir,

f(BY@m V, ¥ m»1, luego para cada m 31, Ebmé B tal que

£(b ) gm ¥, ¥my1. (%)
Ahora, (bm)(;BeﬁE —) (bm) EJ}E, luego por (3)

(f(bm)) G.BF vy en consecuencia V absorbe (f(bm))IIl y» es decir,
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existe n y1 : i(bm)e_n V, ¥ non

Luego f(b )em V, V myn ‘r(**)i
Por lo tanto, f(B) es un acotado de P y tal que
f(xn)é_dnf(a), ¥ nyt = f(xn)~—EL*O, es decir, f es secuen=-
cialrente M-continua,
5) T2 3) Sea (x )T E acotada, luego (f(x )) es acotada en F
por hipdtesis.
3)[) 5) Sea A€P. ¥ supongamos que f{(4) no es acotada en F,
entonces como (F,JgF) es topoldgico existe una topo-
logia lineal T sobre F compatible con_ﬁF y existe V’GV?O,K‘)
(equil.) tal ~ue f(A) & nV, ¥ n»1, entonces ¥ nx1, Han‘eA
tal gue f(an) & nv } ()
Por otro lado, (an)gA&“‘BE — (.an)tsﬁE (é} (f(an))éﬁF
— V absorbe (f(an))

— n, 1 3 f(an)é nv, ¥ noyn, —> e
(***)

TLuego f(A) es necesariamente acotado y en consecuencia f

es acotada,

Cbservacidn : Si la bornologia JBF de F no es topoldgica, en-
tonces la M-continuidad secuencial no es gufi-
ciente para caracterizar las aplicaciones linealeg accotadas.
“n efecto : consideremos un espacio (E,// //) de Banach
de dimensidn infinita y sea B la bornologia convexa sobre E
definida por las partes r.compactas @e E{(Ejemplo 1.5.5), ella
no es la bornologia de V, N, de ninguna topologla lineal sebre

» pues T es de dimensidn infinita ( Proposicidén 2.3.3 ) .
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Consideremos la identidad i : (E,\ﬁ// //) (=, B¢ )y
entonces :
1) 1 no es acotada, en efecto : sea B = B// //[0,1] , enton-

ces si i(B)Ej% , existe A€R, disco compacto : BGA
thera, A compacto y B cerrado = B compacto
= dim F < o —

Luego 1 no es acotada.

) i no es -continua, en efecto : por Proposicidn 2.5.1 i

no es M-continua pues 1 no es acotada.

W
R

i eg ['=szsecuencialmente continua, en efecto : zea (xn) una
sucesidn en (8,// //) tal que //xn// — 0 y sea An J C
/Jxnl] €0y

Sea A = {XP/VAn / n 31}LJ{OL entonces ¥ = [ (A) es com-

zacto pues vara cada n » 1 se tiene que

/1% /NFB] ] = /%, /] ] TR = //x,//. VIR [ VARVIE = //x,//¥F6/2n
= (//x,// [An) VAR €100 = VAR —— O
Luego 4 = | x /TAA / n » 1} {0} es compacta y siendo

(,// //) de Banach, resulta gue K = [ (A) es compacto.
Sea ahora « = Vin, entonces « / 0 y ademés
X, = VTﬁ/?Tﬁ.xn = CXn.1.xn/VTH €A K, con dﬁ L Oy K_Gj%.

Por lo tanto, xn——ﬁﬂ O en (T, B.), es decir i(xn)—iiq 0

Luego i es M-secuencialmente continua.
En particular J% no es topoldgica pues sl asi fuera sien-
do i : (E,// //)— (E,\ﬁc) M-secuencialmente continua debe-

ria ser M-continua lo gue no es posible por (2) (Prop. 2.5.2).



CAPITULC III

TCPCLOGIZACION D LA CCRKVERGENCIA BORNCLOGICA



1. TCPOLCGIZACICY DX LA M-CCONVERGENCIA

Es interesante y Gtil saber si la convergencia e lMackey
ce topologizable, es Zecir, si dado un e.l.b. B }, saber
o1 necesarizmente existe una topologifa T sobre T tal cue el
conjunto de filtros (resp. sucesiones) convergentes en el sen-
Liio de Fackey es exactamente el conjunto de filtro (resn. su-

ceaiones) convergentes en el sentido de € . Ta resnuesta en

ral 28 negativa, De maneéra precisa tenemcs el siguiesnte

1R
&

mzaaltar

rovosicién 3.1,1 1 Sea (£,B) un e.l.b. . Para que la con-
vergegcia en el sentido de lMackey (vpzra
“i’+ros) =ea tovologizable, es necesario y suficiente nue

{-vp) sca simple, es decir, que (Z,fi) contenga un borniyvcro

Semoatracidn @ Cupongamos gue la M-convergencia (rzr: Siliros
es tonologizable, 25 decir, gue 2xiste ina to-

zolecgia T sobre I tal gue el conjunto de filtros T - ~2onver-

£5 sobre £ &g exactamente 21 conjunte Ae filtircs “.-con-

[

s
)
ot

versentes sokre =,
Tonsid T a2l filtro 1 D s bornivoras de =, es
i ideremos 21 filtro de las partes btorn ,

{A&;E / A es bornivoro en ﬁ} Sabemos que

)
o
o
I!
L
)
I

I
1]

o
ﬂ{.’F / ¥ es filtro sobre E tal zue J“-T‘—a-O}
Ahora, cada filtro ¥ M-convergente a 0, es T -convergen=-
te a 0; luego & es & -convergente a O y en consecuencia 3 es

Y—convergente a 0.
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Il 3

w A

-ATa

Luc=~o

<y
;=

o Nl

2ma

lc tantc, e BEINR (Freoposicidn 2,2.5).

r . oo ~ N . - r N .
Iprocamente, 8€a 4 un bornlvore ccotade de To(aue po-

noner cuuilibrade),

gamos o= (AL JA# D, A& H] o entonces
glemento de U 23 qulliorado,

elemento de U 23 a2bzorvente (pues szon bornivoros).

1

cada A4 € I, Jui €l AL+ KA C i, en efecto
AL € D, como Ae‘ﬁ ;o4 o+ A &jilluero slendc A4 bor-
A3 0 (A + 4) C ALY v oen concecunncii dliidh AR,

ine scbre s ouna Unica tonolosiz lineal T tal

—

fundamental de vecindades de D,

o
)
o
—
[
—
ol
e
oy

Z, ¢ntonces

L
A
——
T
H..
L
M
T
-
i1
~1

I
=
fal
}__J
15
fal
3
—
—
jor
o]
nv

o 12

Lo

-

P - P b e e RPN
Cteervacidn o La topolosls Toconstrulds en la Frooposziciin

antericr, tl2ne las Sigulsntes oro

nreudo - retrizaclea,
o Lo Lo 2 . U P R,
efzcte 1(:Kn)A /oo :} (Lsernivero acctade) és un

Tuniamental de vecindadez de O y ez contable, luego

sfcete + (,T 5 T, I ¥ eel, a # 2, 30# Ciaog A4

T
LI



- (‘::,j}_}) es

B)Si(E{ﬁ) es separadeo y existe un acotado Lornivoro de E, en-

4]

egarado.

tonces (2,7 ) es metrizable.

Resulta aplicando 1) y 2).

[

La bornologfa de Von Neumann de (2,T) es B

“n efecto

CeREITIN0 : ¢ S oA (pues 4¢ 5(0,T))
DCcel (oues 24 B )
rcceiprocamente, C ) Y 31>0 : CC 34 (4 bornivoro)
=) C€ R (T) (A 4ep@)

(93
N

(7, T) es un e.l.t. localmente acotado, es decir, V¥ X €I,

Y 5 ablerto; x_€ G, 3 B abierto acotado tal gue x £ BCG.

n otras palabras, cada tunto de ¥ admite una base de vecinda-

ces acotadas en efecto; basta observar que {23 / A# O,}efK}
es un sistema fundamental de vecindades abiertas y acotadas
e O en (Z,C) ( 2 es el interior de A) vy que ¥V x €T3

23_+ x / C#A€K es un sistema fundamental de vecindades a-

tiertas y acotadas de x.

roposicidn 3.1.2 : Zean (7,T) un e.l.t. v R (%) su borno-
logfa de Von Neumann. Sea F un filtro
sobre Z. =ntonces : ¥ X € E Jf——Ea X = $‘—5fo:

-+

emostracibén ¢ Si x = C, entonces
j;*;LaO s [}A /] O £A¢€ 1&}(;_3«4 rara algan
A€ B(T).
Sea VEV{‘(O,‘C), entonces 34>0 1 & ACV, lucgo V€F pues-
to que oA ETF .

66
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I d . " »
asi, §(0,T)C 7 o equivalentemente F —“>0
Iy R

six 40 Folx o Fox —ho
e
= F - x £ 0
OF —Cax
Definicidn 3.1,1 : Se dice que un e.l.t. (E, T ) verifica la

condicién de iiackey para filiros (resp.
rara sucesiones) si todo filtro (resp. toda sucesidn) conver-
gente 2 C en el sentido topoldgico,converge a 0 en el sentido
Ae Yacrey, es decir, es M-convergente a O con resvecto a la

bornclozia de Von YNeumann de (%,T ).

“rovosicidn 3.1.% : Tos tnicos e.l.t. que verifican la con-

dicidén de convergencia de jfackey rnar

filtros son los e,l.t. localmente acotadoes.
Serostracidn @ Sean (T, ) un e.l.t. ¥ 55(23) su bornologfa
de Von Weumann. Supongamos que (B, T ) veri-
fica la condicidén de Mackey para filiros, entonces para todo
fitrg J' sobre £ : F %90 3 3?-5-»0, en particular como
Wf(o,t )—%_50; se tiene que WFUE,C )-3£+O, lueco existe
€B(T) 1124 /0 42K} T Y(0,T).
idemds como A Eﬁ(t); ¥V E‘{/EO,C), 123>0 : JACV, es de-
cir, (Z,T ) es localmente acotado.
Reciprocamente, sea (E,¢) un e.l.t. localmente acotado,
entonces existe A(—.‘}i’;(z): AEY{\O,'C )
sea JF un filtro sobre ¥ : fF_,:G__,O (& Y’A(O,C:)éF)
Luego ¥ 0 #A€K, 7 AEVﬁ(O,C & :F'
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— {;«A/O%Jéﬁ(}
O -0

PARTES BCRNOLOGICAMIZNTE CZRRADAS

Tefinicidn 3.2.1 : Sea (E,j}) un €.1.b.. Una parte A de E
se dice bornoldgicamente cerrada o
“ackey-cerrada (b-cerrada o M-cerrada) si ¥ (xn)sucesién en

L

Ly ¥ X ET xn—i'—rx T x€A4.

“roposicidn 3.2.1 : Sea (Z,P) un e.b.c. y AL, entonces :
A es b-cerrado siysolo si ¥ B£p (disco)

tal cue AfWTB es cerrado en .g.

Lemostracidn : Sean B un disco acotado en T y x€ A FTEB

entonces

I L
i> x,—fax oy (x)Ca
- X €A {pues A es b-cerrado)
Luego, xe‘Ar]xB Yy eén consecuencia AITEB es cerrado en
M

Reciorocamente sean (x JC Ay x€eE X=X enton-

ces existe B disco acotado de E : xn—*ﬂgx en FB

Anoga como (xn)g;AerB: X,— X en EB se tiene que
—_—C
€ Afzg = AﬂFBQ_A 3 xea

Luego A es b-cerrado.

Proposicidn 3.2.2 : Sean (£,P) un e.l.b. y
T (=)= {51; E/1-a es bornivoro Vaeﬂ}U{Q},



entonces T(%) es una topologfa sobre E llamada la topologia

ie la becerradura.

Jemostracidn :  Claramente § y T € T(Y) pues para todo a €E;
2z-a = Z es bornivoro.
Sean ((1,), . ;C€TE v L= UJ ﬂ
i€l

- . n
Sea a€ il , entonceslli-a es un bornfvoro.

wn efecto : 3ea e P e i €I, luego siendo {

nivoro, existe 4 >0 : 3 C;;A(fli ~a), ¥ /A/2 A
o )
2 orEA (W) = Ay SL)-e) = ({L-a)

EiilGC@L

“inslmente, sean 111, £l2 € T(2) ¥y il_z.ﬂ_1r\£1?
=i () = @, ertonces SLET(=).

Sugongamos cue dl £ § v sean acil, 3635 , entonces sienw
do flf—a ¥ fLQ—a bornivoros, existen dq,cﬂz >( tales gue
BC AN -2), ¥ A/ 58, vy 5C A(QLma), V A/ 2d,.

Liego, si X = max th,(X2ﬁresulta que
3 AL, ~a) (1,2(112—3), Vv A/ > X

sero A(SL,-a) ) Al ,-a) = AL, N0 ,-2) = A(f-a)

69

Por io tanto BCC A (il-2), ¥V /i/2d , es decir, \LET (E).

°roposicidn 3.2.3 : Para cada parte A de un e.l.b. E,J})
Tongamos
{ X € 3 /i](xn)C;A : X ~—ﬂ—»x . Enternces
(1) V P %; P es bornfvoro &3 0O f?’E(CP)(U.
M

(1) vz fLE€T() &) v oacll, v (x )CF & x— 3,

(1)



70

existe n »l:x e (L, ¥ nyn .
(111) ¥V ACZ; A es b - cerrade ¢ A = A(1).
Cemostracidn ¢
(i) .- ) Supongamos que O € (C P)(”, entonces existe
. M
(Xn)(; Cp : X, — 0 (%)
| . 3
2 32e¢B(equil.) y A £ C i x €dB, ¥ nyl
Ahora como P cs bornivoro, existed >0 : dB C P y rues-
to que o, / 0, existe n, 2!t X &, Vnyn.
Luego :{nédntc{BC_:P, Vonyng -—>(*)<__
Cl) Suzongamos que ? no es bornivoro, entonces
existe BGﬁ (equil.) : B n P, ¥ n »1
) ¥ aaxi, aneza : b /n &>
—_ Von 1, ]bn/n € 1/n BCB; (bn/n)g_(;P
= Galou/m)y<1/m =05 (b /0)C (2

= oe(CP)(”
ii) !:>) Sunongamos que s1C L :{LE€ T(Z), entonces para todo
ae{}; (-2 es bornivoro.
Sea (xn}("__'_F;' : Xn—-z_v[_;-a — X, - a My
— QBE‘J?)(equil.) y A, FARORE X, - aEa(nB, ¥ oyl
thora comsdl-a es bornivoro, existe & »0 : B C fl-a ¥y
siendo a’n / O, existe no>,1 Pay, LK 4 V nyn,.
Luego, 2xiste n >1 : x -a € o TTCO(BCD.—a, ¥nyn i de

donde se tiecne gque existe n_ 21 : x €{l-a+a =i, ¥ ny ng
C:I) Sea a€fl y supongamos que {l —a no es bornivoro, en-

tences existe B'€R (equil.) : B’ Zn(ll-a), ¥ np1

= ¥y, Exr'leB' Pox) & n(fl -a)
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D ¥ona T, dx) € B :ox, = x)/no+a &L (*)
Por otro lado, 3 = e(B' + {a] }eB ¥ (xn)i;B, ademis
SB(xn—a) = SB(xé/n +a-a)
SB(XI[L/n) = 1/n CjB(xr&} <1/n SB,(){;I)S 1/n— 0,

=g leclr, xn_——“—} a2 ¥ en consecuencia xne.ﬂ. s ¥ n;;no"“‘")(*%

{ii) r— ) Supongamos jJue A es b-cerrado, entonces
E L, x — X:EA(1)_y
B,
x € AU) — H(XH)(;A PX, — X

) x€A (nor nip.)

. - — ) .
X € A l__,}(xn-x,gf-\. PoxX,

1) Sean x €3 v (xn)gf-\_ : xn——ﬂ-» x, entonces

xEA“) = A Lj xEAI—;) A eg becerraio.

repesicién 3.2.4 ¢ Zean (5,3) un e.l.b., ¥y C(%) la togolo-
gla 2e la b-cerradura, entonces

c,T (%) -{agz /4 es b-cerrado ] .

Demostracion

C ) sec,¢(E) o) CrLeT(E)

¥ he€CA : A-b es bornivoro

v veCa : C ¢ (C{Ca-b))(T)

nECA : 0 ¢ (C(C(a-b)))lT)

beCA : 0 ¢ (a-b)l V)

peCa:o¢allop

beCA : b all)

neCa : peCall)

5 CaC ¢V

= A0l 4

< o« o = <
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Ademds AQ;A(1) vuesto que si x e A, entonces existe
(xnzx)c;A : xn__ﬁq x; luego A = A(1) ¥y por Praposicion 3.2.3
resulta que A4 es b-cerrado.

_J) ACTE, A b-cerrado ) A = A(1)

Sea bECA =) b g A = 0 ¢ a-b = 20" p
(a-p) (1)
(CC(a-p)) (")
(€ (Ca-5)) (1)

It

It

o # (C(Ca-n)) (M
) (a-b es bornfvaro
) (a4 € T(E)
3 4 € (T(E)

Par lo tanto, CO'C(E) = [AI;E, / A es bacerrado} .

“roposicidn 3.2.5 : Sean (5, B) vy (F, B,) dos e.l.b.; ACF
y u : n—F lineal acotada. Ilintonces:

-1
u

A =8 b-cerrado en F ) (4) b-cerrado en =,

- . o, — - —_ 1 I"”
Jemostracidn @0 Sean X€E ¥ (xn)g;u (A) : xn—uiazx, enton-—

:UI hl -
ces u(xn) ——au(x) ; (u(xn))n 51 C A
Y u(x) €A (pues A es b-cerrado)
) x € u_1(A) y en consecuencia u_1(A) es b=

cerrado.

Observacidén : =1 resultado anterior nos dice gue toda apli-
cacidn lineal acotada es continua respecto a

lag topologlas de la b-cerradura,

Proposicidn 3.2.6 : Sea (Z,PB) un e.l.b.. Entonces



es separado si y sélo si {C] es b-cerrado en «.
semostracidn : Supongamcs que {O} es b-cerrado en T y (xn)

ura sucesidn en T tal que Xn'"E* X; xn——ga-y

en %3 entonces la sucesidn (yn = X, -, = O)p} , es tal que
- %

(yn)g;{o} ¥y yn‘~ﬂ—;x-y, luego siendo {C] b-cerrado resulta

1

aue waé{(}}(1) = {O] , es decir, x = y de donde en virtud

de la Proposicidn 2.4.1 se tiene cue © es separado.
Reciprocamente supongaros cue T es separado y A = (O} .
ad - " s ‘i\’fi'
Sez (xn) una sucesion de puntes de A tal cue X, —X
- [ -
2n ; luego como X, = 0 ~-->=2C resulta 7ue x = C y en cense-

cuencia {O] es b-cerrado.
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“roposicidn 3.2.7 : Sean (%, B ) un e.il. y M un subespacio li-

/¥ vroviste de la bornoleszgfa cociente es separado si y sdlo
81 7 es b-cerrado en L.
Semostracién @ Zunongamcs gue /M es serarado, entonces por

roposicidn 3.2.6; {6} = {Mi es b-cerrado en

/it, luego siendo la erpiyeccidn canbnica f: B——E/M lineal
- - . .- -1 =
acotada resulta por Proposicidn 3.2.5 que M = Y7 (0) es b-ce-

1

rrado en =,
Reciprocamente, suvongamos cue [ es b-cerrade en E v H
in subespacic lineal acotado de E/M. Zntonces H = {5] ; en
efecto : Sea Q(x) € H; x€v yIK?(X) el subesvacic generado
zor Y {(x) en n/M.
Sabenos que la bornolsogia cociente sobre 5/M admite por

base a la familia {w(A) / Aﬁﬁ equil.J .



Sabemos gue la bornologla cociente sobre £/M admite por
base a la familia {@(A) / AEJSequil.} . Luego como XY(x)CH
v Hgﬁ , existe AeP (equil.) : KY(x) & §(4)

VA CEVEIN VAR QVIONY
Kx C A+ M ) ¥nyl @ nx €A + M
¥onzi, Hxné M nx - X, € A

X - xq/n.ﬁ?/n A, Y ny1

n

b by i
xn/n-———+x en %, con (xn/n)n) s E M

x €M ( pues M es b-cerrado)

)

)

3

-

) xn/n - X —E—?O en
=

=

= ¢(x) =u=7T

s es5 senarado,

Sk
45}

PACIO LINZAL BORNCLOGICO SXPARADC ASCCIADD A ON ZSPACIC
LIsTAL ZCRNCLCGICC.

A todo e.l.b. (Z,R ) podemos asociar un e.l.b. sevarado
d [+ ] Q

4

(7, P) ¥ una aplicacidn candnica de I en ¥ tal gue toda apli-

'

nacidn lireal acctada de Z en un e.l.b. separacdo se factoriza
<
de manera Adnica a travez de E,

Para esto consideremos la cerradura bornolégica.

Definicidn 3.3.1 : Sean (E,P) un e.l.b. y ACE. Llamaremos
cerradura bornolégica de A o b-cerradura

de A, a la interseccidén de todas las partes b-cerradas de E

que contienen A, es decir, la cerradura de A respecto a la

tovclogia Z(Z) de la b-cerradura.

Luego, { Q} cs el Unico subespacio acotado de T, es Zecir,
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Vobtacidn ¢ oecoerradura Jde & o= LY,

v
iy
ki
bl |
[
i

&
T
i
)

3

Eervamncs e ¥4 D-cerrado =a

v ¥orely A o= e /¥ +2¢r] es b-ce-
bl | = kg - = - "fl PRSI ol =N o = - f = i
rEdo 2N . i} Bl oA = oy, ZrnTonces VX e oo Fop T ¥
e es -cerr=do.
2R P i - 4 N i i 'r:i T
tos que A £ 4 v ()n;gf Lo v R X, ¥y
4 : :
sntoncEd ¥ o+ X —a v o+ %3 (% o+ %) N S
1 ‘ 1 Nyt
TSy o+ X €A (L b=osrrado)
—_, ~r i)
- Y Ea
> A es o-cerrade en
Sean ¥, y £ ¥ 7, entonces todo ad® sg tisne nue

f_+
O
3
2
D
i
R
+
i}
T
[
i
[Fs

4
O
3
]
-
Al
r
)
)
]
J
i
L
H

It
(53]
'
|
A
0
3
=
1
[
D
5

X+ VE T ries ¥ € ¥ T (T Fﬁb.
v ‘ —_— .f]' .
Y - = e . ™ O
;AS 1 y I'f X ’ ;‘:,:‘r € A MDA b &_ ? .
Sea A¢€IX, ia ztlicacion £ ¢ T——— _ I ¥ YAX eg
sootada, 1o areimazen wmor [ ooe cualoulsr sarte le

- L ~ .. R .o’ I
es b-cerrada en & {Pronosicidn 4.2.5 ).



€T Ty Ax £5CE e £ f{xy€7
Y3 by A

i = v

luece ¥ & y ¢n conaccuencia F V& 2

—y . = I yie = b

dura 4ol erigon ds o= P77 el

2.1,b, ccclionts, %=: L 1z oaplyoeccelen cznaonica, “ntonceos

o3

i1t Taras cada aplicecidn lineel acetads u Az 2 oon oun e.l.h

cxite ana Onice aplicscidn lir=zal acctesa

Semostracidin s

i) Dastz ohacrvar suo (0) 7 e2 becerrado en E y anlicar

¥t Lo g una apli-
cacidn linsel aceteda, ontencecs ¢ O, | ez h-corraco on &

TN . N - S - "
s ) g begcerrade sn

R {E‘bL_w; (o) = Zeru

i1
|

Ll T Crera ¥ naturalmoonte

o . o o

7 x el u(x) = a(Y{x); = (uey (xj, =z decir, 1 = uey .

'

P . . R ] -
ddomAs u 22 rica nueste zus 2iov o /Gy T——v 3 22 tal
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Demostracidn :
) hy es continua.
Sea B€B, entonces ABER , luego hj(B)E}B; es decir, hy
28 =zcotada y luego continua por la Propasicidn 3.4.1.
1) £ es continua.
Sea o >0, entonces fa([,’\ €K / /,1/50(}) ={]a / /}]/é—dﬂ

- U atal = Waogial =d( U Alal) =de(lai)eB .
freq T gy ated A e etz el

Luego fa es acotada y luego continua (Proposicidn 3.4.1)

iii) T, =s continua

ol

Sea AE&COZS(E), entonces A+a tambien es b-cerrado y lue-

+
-

co T, '(4+a) = A+a-a = A.EGO?:(FQ

“or Lo tanto,T,1 es continua

L=

Corclaris %.4.2' ¢ Sean (E,_ﬁ) un e l.b., 1K y a € %, en-
tonces
i) 91 A4 0 hy es un homeomorfismo .

i1) T_ es un homeomorfismc.

i) 5iA# 0, la viyeccidn h) tiene nor inversa h)4que tam-
bien es continua; luego hjes un homeumnorfismo,
ii) T_, es continua y es la inversa de T , luego T, €s un

horeomecrfismo.

Toposicidn 3.4.3 : Sea (B,B) un e.l.b., entonces

1) ¥ (xn)gE, ¥ x€e2
1 c(r)

X, — X —) X, — > X



2) Z(Z) es la topologia mAs fina sobre E entre todas
las topologias 7 sobre I tales que se verifica (1).
— ..
Cenosgstracion

e
P ey ™ . " - L
1) Cean (xn)n},l(;_.fxe_. P X~ X

o ] A ) .
Supongamos gue x = 03 entonces si xn-—&:L C, existe

VE.{IO,JC(E)) (abierta) y una subsucesidn (xn

f‘ r
k) de \xn) tal

e x. &V, ¥ k1,

Lusgo (x YT (Vv y (vec z(z). zcero
n, o

(vec_z(z) = v = (e,

‘nora, xﬁ———a 0 = x -¥i+‘"[:j o ( CV)(1) = (v, es

e
tecir, 0 & 7 —_—
M E
uszo nzcegariamente x —-a [;Q X -—££l+ C.
n
Supongamos ahora gque x # 0, entonces
L i ™
X, Loz L) X=X — C X, ~X j;L_24 0 D Xn~j;L;L X,

sues las tralaciones son homeomorfismos.,
— .
Sea g ura topologla sobre T tal que toda sucesidn borno-

légicamente convergente e€s 7’~convergente hacia ¢l mis-

no limite.

Sea AC 3, f -cerrado; mostraremos que 4 es G(Z)-cerra-

‘o, es decir b-cerrado.

=n efecto : XEAU) — ](xn)QA : xn_m._,,x

f 7 Y
luego X —%— X ) X €% = A pues A es -cerrada.

Asi, A(1) C 4y como A E A(1), resulta que A = A(j), es

iecir, 4 es b-cerrado (Provosicidn 3.2.%).

Por lo tanto, Coffggiayc(E), lo cue implica que
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0]
Oy

F< T(E).

iroposicidn %.4.4 ;1 CZean (J,B ) un e.l.o. ¥y K€ VEC,E?(E))
{abierta), entonces V = b(¥) ( el rdcleo

evullitrada de &), es una vecindad de cerc, () - abierta vy

r.
saric, n»2demos suponsr cue existejléatEO,TI : ]Vf———a}
Tsr stra rcarte, W avisrta ) W es b-cerradc,

At _ Fo .. Mo e
ademis 31". - €Ly Vol y ')'1’1 " AX, pues ]1".-_—-"]’

“n reswasn ¥ oes ura veclindad ablerta del crigsn en la

M
[ 8]
L3
]
[
I
Hw
<4
[}
3
O
-
[y

ARCNEAMeS Que

o

quilizradoe tal que



& nvV, Vnx1, entonces ¥ ny 1; anfiB : brl €n Vv, es

decir, bn/n &€V, Ynxyt.

Luego bt /n & (v = ( CVJ(q), ¥ nx»1 (pues V es b-cerra-
o).

Anora @ €5<bn/n) = 1/n gB(bn)é‘a/n.‘. = 1/n, zues b €3

= bn/n~JE+ 0, con (bn/n)C;CV
Luego O €( CV)U) =V 0EV — ——
Por lo tznto, existe noz,T : Bg;nOT, 2g decir, V es bor-

nivoro,

°ronosicidn 3.4, 5 : 3Sea (2,%) un e.,l.b., entonces
N
1) vy Uev(C, T(T)) : U es bornivora,.
) v(o, T(5)) acmite un sistema fundamental formado vor ve-
ciniatec de cero zbiertas, ecuilibtradas y bornivoras.
Cemostracidn
~ ~
1) Sean LEW(D,T(¥)) y Bep, entonces existe Wwev (0, T(E))
abierta tal que %W & U, pero entonces si Vv = t(¥), por la
ronosicidn %.4 .4 se tiene gue VIO W U, ve‘f}o,'z(z)), ¥
bernivora, luego existe d>C : BCAVCAWC AU, ¥ /3/ 2 «
T ”,
T} ¢ es bornivoro.
)
2) Za familia [h’éT(O,'C(E)) abviertas es un sistema funda-
men+tal de vecindades del origen, luego también lo es

[b(W) / WE:ﬁtO,'C(E)) abierta} y cada (W) es bornivoro.

+ » r Bl n . r
“roposicidn 3.4.6 : Sobre K consideremos la bornologia u-
sual (la de V, N.), entonces

T = T .-
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~emostracidn : Como T, @9 metrizable, ¥ (xn)Q;Kn, X e K" :

M Cus
X — X & X, —> X
Luego zjuslk“C(Kn) (Proposicidn 3.2.8 (2)).
Supongamos gque T ﬁ"'E(Kn), entonces 2=xiste A,eCOE(Kn)
tal nue 4 no es €. _-cerrado, es decir, A CLS
cal que & no es T__~cer . ! G I
Cus
— dxed : X &€ A
CL.\:: I

TETo xEKuSr:) 3(an)C_A Pa,——+ X 1—__-’? a_ —‘,x

n
1 . _
(1) = A pues A es C(K™)-cerrado, entonces

Luego X € A
x€L4L yv x & A lo jue es una contradiccidn.

= ™).

Por Lo tanto, €

e acul resultan las sivuientes afirmaciones
Promosicidén 3.4. 7 : Czan (L,ﬁ,) un e.l.b. ¥y £ 1 T— K 'ina

forma lineal; eontonces

f 0 acotada si y &0lo si Xerf es bh-cerrado.

cemostracidn : Surongamos gque f es acotada, luego siendo {O]
-cerrado y C(K) = T resulta que {C{ es b-cerrado y

1

us
en consecuencia Kerf 1({“]) es b-cerrado (Prop. 3.2.5).

il

Reciprocamente, suvongamos que Kerf es b-cerrado en Uj
31 f = 0 nada hay que demostrar.

Supongames que £ £ 0 y sea H = Xerf, entonces Z/Xerf es
de dimensidn 1; luego considerando la bhornologia cociente
sobre E/Kerf, como ¥Xerf es b-cerrado; E/Kerf es separado {(Pro-
nosicidn 3.2.7), entonces L/Kerf @ [, por Lema 4.3.1 el cual

b

se demuestra independiente de esta proposicidn.

4s ain el siguiente diagrama es conmutativo :
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I
—_ 3 K
4

ya

S

=/¥er?f

\

—— 4]

ionde § es la suryeccidn candnica (acotada) y T el isomorfis-

ro inducido (bormoldzico).

Troposicidr 3.4.8 ¢ Sear (F,Bp) un e.l.b. y f : E—K una

forma lireal, entorces

T es ©(Z) ~continua si y sélo si £ es acotada.

Demostracidn : Sunongamos que f es acotada, entonces f es

C -~ T(K) ~-contirnua (Pron.3. 4.

luego como T (K) = T , resulta que f es T(2) —'Cﬁs-continua.

Reciprocamente, supongamos gue £ es G(Z) _‘Cus conti-
nua; luego ccro {G} es ‘Cus-cerrado, JO} es C(¥)-cerrado,

L

es decir, {C} es b-cerrado, luego

zers = 71 ({o})

ng b-cerrado =n (Proposicidn 3.2.5) y en consecuencia por

(Pronosicidr %3.4.7 ) £ es acotada.

. - - - : " + -
Conclulimos esta secclildn con una interesante caracteriza-

cidn de las sucesiones T(z) - convergentes mediante el con-

certo de sucesliones ¥ - convergentes; para ello necesitaremos

de algunas notaciones y

3
| &

3|

esultados previos,

En lo gue sigue (E,

‘o

) serd un e.l.b. separado.
Para cada A C E definimos

A 1
AT ={x€£ /E(ar__) C 4 an;ax P ay, £ x, V n}‘A'CA('?
% serad la adherencia de A respecto a la topologia T(E)
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Recordemos gue 4 = £ (& 4 = A(T) ( “rovosicidn 3.2.%)
Con estas rotacicnes tenemos :
1) & finito ) A' = 4.

on efecto; suvcngamos que existe x €A', entonces exiate
(a ) C & ix,¥nsl : a0
an) C 4, a, £ X, nyl @ a —-x
como A4 es finito, existe una sub-sucesidn (an } de (ar) tal

gl =

~ue (ar es constante y 3, ——x, pero entonces a, = X,
J.p ‘.p p
¥ 0= 1,44 .
- — —
“uego, A' = @.

2) (AUER)T = a'yn!
‘n efecto; claranente A'YB' C (4 UR)
Seza x € (AUB)', entonces existe (cn) C AUB; ¢, £ x,¥ n.
Tenemos los siguientes casos
i) (cn)c;A C)xei' C AU ar
i (cn)l_"_:BI;"i) x&eB'C A'U B!
iii) existe una sucesidn n, < N, <. <np< ... de natu-

rales tal gque (cr ) C A; entonces (Cr ) es una

i
T
sub-sucesidn de (cn) y luego c — - x, ccn c, £x, ¥ o)1
i
D
) XE€ATC AU B!

iv) existe una sucesidn Ny<N,< eee<n < ... de natura-

P
les tal gue (cn )< B; entonces (Cn ) es una sub-
sucesidn de (Cn) v luegop ¢, —~E—ox, con ¢, p% X, Vp>l
Y x€BTC A'Y BT i
En resumen (AUB)" & A'UB' y luggo (AUB)! = A'U B?,

%) 5i (xn) CEyx E{xn / ny 1], entonces existe (xn“)g(xn)
tal que xn———ﬂa X, X )

£ X, si i £ k.
P i :

N K



.

sn efecto; si Xe{xn / n>1l', existe una sucesidn de

. .
naturales Pi1Ppaees tal gue X, —yx, X, ¢ x, ¥ i1,
1 o
Si la sucesidn (xn ) contiene una sub-sucesidn
D

Xy 1%y geas constante, digamos y, entonces
O . .
lim lim
X . =, =y
=0 "p; K—0 " .
i i,
Kk
) X = X, k=1,.., , lo cue no es nosible puesto
l\
|
‘mexé{xn/na“].

- * L - -
Luego, ningin término en la sucesidn x

sX_ 4... Clgura
IR
una infinidad de veces y en consecuencia, estz sucesidn
contiene una sub-sucesidn X 9Xy sens tal gue X # X
¥y ] :
G T 93 %
vara 1 # X Y 0D, <P, ( ree <
2
Ademas es claro zue X — yX.
'
Luego wvara obtener la tésis basta colocar n, = n_ .

/13 [ I C} A' g :"l‘c

Jenemos o8 casos

i) 3(an ) C;(an), de términos constantes, digamos vy,
24 .
tal que an-*—ia z, entonces y = z, es decir, z €A.
k
[ | . » -
ii) A una sub-sucesidn de términos constantes de (an)

gue M - convergen a z.

Luggo, COMWO zEAU), ](an - (an) tal que
'

a ;,z; A, £z, Ykl 3 zeA'Q 4.,
k X
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En cualgulier caso 2 €4,
(1) ~ - -
Luego, A (_ & ¥ en consecuercia A es cerrado, es8 de-

cir, A = K.

5) A&, BCE, B finito, A'C AuUB = & = 4 UA'

En efecto : (AUA")"C(AaU{AUB))!

1§
—
=%
[
t
e
|
e

td

= ATCAUA
luego por (4.) : AUA'T es cerrado, Asf AUA' = AU 4T
Luego A C AUA' = AUA!
Por otra parte, ACHE 73 A'CA'C3E (par 4).

Tuego 4 UA'C X ¥ en consecuencia & = A UA'.

6) Como consecuencia de (5.); 81 4 y B sor finitos
A7 = g ) A'CAUB, luego & = AVUA' = AU@ = 4, luego

A es cerrado.

7) Sean (xr) una sucesidn de E y xo € £ tal jue

Xo € {xnp / Do 1] , ¥ (an)C:(xn), entonces

' ‘l" i_l'
lx /mol = ix, /7 noyt} U ix, / nytyjt.

1]

Demostracidn : Fn primer lugar probaremos Jue

{Kr / ny1i'C{x,]. En efecto;

51 {x / n>1i' =3 nada hay que probar.

Supongamos entonces jue existe x.é{xn / 21]', Luego

por {3) existe (xn )Q;(xn) X, __E_fx; X, £ x, sii £k (*)

b D i K

Derc entonces cada subsucesidn de (xn ) es M-convergente a x,
P
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eg decir, {xnp / ps1}' = {x}], luego
X s X . LI xy , k=0,1,2 .
{ TR | {x] S
- X x L' CExigx x Lo Udx
= M1 Tyyo’ J'eix {nkn' Mo Juix]
Xa€1X s X el = I x X ’ 411X ’ ..'
= Mepr” Thy,o’ =t Oppt’  Bpyo U oyl
= X X e X E.
{ Nyt My Julx
Ahora, si para alglin ko : xoe{xn ' X, yo .3 , €9
ko+1 k0+2
decir, xo = x » entonceg teniendo en cuenta la propiedad

nko+Po

(#) de la subsucesidn (xn ) v que la relacidn %l podemos

P
k' d a 1
escoger e modo que xo & (xner' xnk'+2,...3
luego necesgsariamente x, = X.
Asi, {xn / nx1}t = |x] = {xo] ¥ luego {xn / nxTCixo}

{xn / nyt}? {xn / n 1 iUixe] v siendo x4} finito,

resulta por (5) que {xn / nx1f = {xn / n 41}{J{xn / ny1)

como queriamos probar.

Proposicidn 3.4.9 : Sean (xn) una sucesidén en E v x, € E,

entonces

. _T(E)

n Xo & Toda subsucesidn de (xn) admite una sube

gucesidn M-convergente a X,
Demostracidn @
T (E) . ;
(0 ) Supongamos que x, —+—— x; entonces existe

VEY(x, T(¥ abierta tal que ¥ k>»1, in, > }{:xrl &V
k



Consideremos la subsucesidn (xn ) de (xq), luego existe
K r

(% subsucegidn de (x_ ) : x " y ademas
Ry "k Ry
m m
X &V, Vm:1 (*)

n,,
er

pero T(E) =s la topologla, la mds fina sobre T tal que toda

sucesidn M-convergente es T(E)}-convergente (Proposicidn 3.4.3
luego X, __QLEQ_) x, entonces exliste mes1 tal que

I3

m

xnkmé V, ¥ mé.mo——_?(*)&——v-

— Supongamos que X, ——— Xo .

51 €sta sucesiodn contiene una subsucesidn (}cy1 ) tal
s

que X, & -{xﬂ / k> 1; , =ntonces 1 abierto

K

W =Lk - {xn / Koy i eg tal que X €W y no contiesne nin-
k

gin elemento de la suceslon X, ,xq s-e+3 28t0 contradice 2l
1 2

hecho que X, —QLE) + Xo. Luego Xg€ ﬂxq / k ;1% , para toda

(xnk)cf(xn) y luego por (7); Xo ¢ {xnk / k ;1fljﬁxnk / k21!

Luego para toda subsucesidn (xn ) de (xq) se tlene que
" :

1) %o € ixn / k> 1E o bien i) xo & |x J ks 1t

k i nk /
Fn el caso (i)}, =xiste ke »1 : Xo = X, s luego definien-
Ko
do x = x = ... = X, obtenemos la subsucesidn

e
e



(x ) de (x_ ) tal que x rXo
nk0+p p> 1 e nk°+p

En el caso (ii), por (3), existe una subsucesidn (xn )
k
P

I

de (xn ) tal que X, yXo o

K kp

B“sto concluye la demostracidn.,

Observacidn : ILa demostracién anterior es una adaptacidn
de un Teorema sobre " convergencia de tipo L7

de J. Kisynski (Lublin).



CAPITULC IV

LSPACIOS BORNOLOGICCS COMPLETOS



1, DISCOS COMPLETANTES

Cefinicidn 4.1,1 Sean B un e,l,, ACE (disco). Se dice

que A es completante si F, es un espacio

A
de BRanach.

Lefinicién 4.1,2

Sean (%, ¥) un e.l.t., ACZE. Se dice que

A es secuencialmente completo si para to-

da sucesidn (xn) de A T -Cauchy, existe x en A : X~ X,

1

“roposicidn 4.1.1 : Todo subconjunto A secuencialmente com-
pleto de un e.l.t. Hausdorff (8, T) es

secuencialmente cerrado, es decir, V (xq)@;ﬁ, X €X tal que

X, — X ) X€A4,

Demostracidn : Sean (xn)Q;A, X€R : xn—i:a x, entonces

(x’l)C_A es T -Cauchy [ Ix'¢ A : xniy x!

—y x = x'€ A

Proposicién 4.1.2 : Sean (E,T) un e.l.t, y A una parte se-
cuencialmente completa de T, entonces
para todo Y<K, #A es secuencialmente completo.
Derostracidén : Sea A€ K, entonces
i) Si A = 0, es inmediato que AA es secuencialmente
completo.
ii) Supongamos que i O y (xn)C;AA es T -Cauchy, enton-
ces (xn/H)C;A es ¢ -Cauchy
— Ixe A : xn/;i—g——rx

- . T
= Jdx € A4 X~ x



C}AA es secuencialmente completo.

Lema 4,1,1 : (E,p) seminormado y Hausdorff —} (E,p) normado.
Demostracidén : Sea x€E, x # 0, entonces existe V€ ?IO,'CP)
tal que x & V l-_—)'ﬂ&)O:xédef;V
= p(x)> € = p(x) £ 0
Luego p(x) = 0 3 x = O y en consecuencia (E,p) es

normado.

Proposicidn 4.1.3 : Sean (E, ) un e.l.t. Hausdorff y ACE
un disco T-acotado y secuencialmente

completo, entonces A es completante,

Demostracidn : Sabemos que (EA’ EA) es seminormado.

Ademas (EA,'CF ) es Hausdorff pues (E, T) lo
“A

€s.

Por otra parte, 'CE L‘ES ; en efecto : sea V&\'\(O, <),
A A
- r _I
entonces Vf\EAG /tO, uEA), luego como VSA _LerA/SA(x)<1}Q§A

y A T -acotado, existe 450 : ACAV ) 3420 : (1/¢]AG_VHEA;
con (1/4)a €5(0, Tg ).
‘A
) vnEAeff(o,Zg )
A

Luego T -6559 v en consecuencia (E,, C¢ ) ea Haus-
By A SN

dorff.
Por lo tanto, (EA’ZSA) es normado {Lema 4.1.1).
Mostraremos ahora que (EA’ EgA) es completo,

Sea (xn)C_;EA QA -Cauchy y consideremos la inyeccidn ca-



Wi
M

nénica i § T, ——

£l

3

i es ¢§ -Tcontirua; en efecto
o

A
vex(o,T) 3050 : (1AACVNE, = =)
i) ev(o, Te ).
A
Iuego {x_) T¢ =Cauchy '—» (i{(x_)) = (x_) es T =Cauchy.
I \_IA n n
Ademéds (xr) es T -acotada por ser Ts =Cauchy, luego
- “ A oA
ey H
51 A'A E{EA/RéhK,j% O} {(base de Y (O, Cg ); 3420 tal que
A

(Kn)CZ dA'A = Y4, con J=d1 , es decir, (xn)Ci?A T~ Cauchy

v fA sec. completo, luego 3Ix €f4 : xnnlz—px en ¥; Lero en-

tonces X, » X en (EA' EA), enn efecto :
Sea ¢ >0, entonrnces existe N 21 X, =Xy €A, ¥ m,n » N,

pues (x,) es ?A- Cauchy.

\ s
.. = 1m
Fije: » 1 entonces X - = X - en L
Fijemos n » N, ento m-'aj( n Xm) .~ X en E, con
- C: ‘4 sec, cerrado, luego X - X £7A, ¥ n3 !
(xn Xm)mz»N — A ¥ 4 sec o, luego x ‘A, nz N,

es decir, gA(xn- x}<&, ¥ nxN,

Luego, X ———X €n (LA, gA) y en consecuencia (EA' GA)
es completo,

Zor lo tanto, (EA’ SA) es un espacio de Banach y luego

A completante como gueriamos probar,

Corolaric 4.1.3" : G3Zean B un e,l. y A un disco de E compac-
to para una topologia lineal sevarada
sobre E. ZIZntonces A es un disco completante,

Demostracidn : Sean (xn)C;A T,-Cauchy vy ¥ n»1 ¢

A



_ [

Fn = {xm / mz,n} A

Como A es compactio y ¥V n 51 Fn eg cerrado en A, entonces

M F £ @ , luego existe x ¢ M FH(QIA).

n ot n o

Por otra parte, (xn) CA-Cauohy ) (xn)'C-Cauchy, luego
VoW, v EEiO, T) + V+ VEW, 3N »1 tal que X, - xqe'V,
¥ p,q ) N. (1)
Ademds, como x g;\an' entonces x €Fy, luego

(x + V)ijN £ @ — dns> N : x, €x+V

=]

23 dng2 N : X, = X €V (2)

=]

Luego de (1) y (2) resulta que ¥V g9 N

Ir_]

X - x=(x, =% ) +({x_-x)¢V + VCW
53 Ilg

d Mo
:) X —— X €A
“4

.

A es sec, completo y por Proposicidn 4.1.3, resul-

- ¥

ta que A es completante,

Proposicidn 4.1.5 : Sean B y F dos e.l.b. separados y u:E—F
una aplicacidn lineal acotada de E en F.

3i A es un disco acotado completante de 2, entonces u{aA) es
un disco acotado completante de F.
Demgstracidn ¢ Utilizaremos el siguiente resultado

(*) " Sean 5y F dos e.1l. y u:%X——F una apli-
cacidn lineal de © en F. Entonces para todo disco A de E,
u{A) es un disco de F y Fu(A) eg isométrico al espacio semi-
normado E, / N donde N = (Keru) ) BA L

Sea A un disco acotado completante de E, entonces u(Aa)

es un disco acotado de F ({(*) y u acotada).



Mostraremes que F eg un espacio de ZBanach,.

u(A)

=~ B, / N; con N = Keru 1 %,.
A A

Por (%) ¥ =
isom,

Sea U: EAﬂﬂ—A EA / N la epiyeccidn cangnica; catonces
como EA / N es normadg; {5 }: {N} cerrato en EA / N ¥ luego
siendo § continua, se tlene que q_1(|N}) = N eg cerrado en
EA’ de dondie se tiene que EA / N es de Banach gues FA eg de

Banach. Luego Fu(&) 23 un espacio 4e Banach y en consecuen-

cia u(A) es completante

Proposicidn 4.1.6 : Sean I un conjunto no vacio de Indices,
(Ei)i ¢ 7 una familia de espacios linea-
les., ?Para cada 1€ 1 sea Ai un disco corpletante de Ei. Sea

¥ = I1 7, el espacio lineal groducto y 4 = I1 A.. Entonces
je1 * ) ) ie1t

A es un disco completante de E.
Temostracidn : Sabemos que :

A es un disco tal gue

P

T, =ix = (x.).  +; Sup EA.(X.) <+ oy
A ! 1711 i €1 ivrti j

(; G

1 .(x) = Sup (x.).
A el A i

Mostraremos ancra que A es completante
Sea (X(n>)‘; E, gq - Cauchy, entonces para todo 1 €1,

(Xgn)) es gA. - Cauchy: en efecto
i
(x(n)) QA - Cauchy —} V £>0,3IN»1: SA(X(H)— x(m))§6,Vn,m:}N

v . O, ) (n) (m) 2
) {t;)O’EN}1i??§ SAi(xi -x3 1¢E,¥n,myN



. 0 (n)_ _(m)y,.,
—) ¥er0,3Nx1:¥ 1 €1 in(xi - X3 ))a&,Vn,mzN
e
) ¥V iel, (xgn)) es UA. ~Cauchy.
1

Pero entonces V i <1, (xgn)) €s gAi -convergente, es

decir V 1€¢I, Ix. ¢k : x(n)————r X, o
i iA i i
i
Afirmacidn : (x(n)) converge a x = (xi) en EA :
a) x = (x);¢p¢
En efecto; como (x(n)) — 5, es {jA -Cauchy; (x(n)) es
JA -acotada, luego 3d >0 : (}A(x(n))<éx ¥nxt
) 34 >0 : Sup JA (x(n))<&,'v'n>,1. (*)
i€l i

Por otra parte, para todo 1,€I se tiene que

—

E}A ) < (lim (n)) lim q (ng))
lo

ia ¢ A, ‘m-mTi, n->0 “A,
o lo
_ 1lim s Sup 9 g (n)
= namM&41¢.u 45000, Jp (x4
1€1 fg

[N

1im e J Sup ﬁ Ai(xgn)), 3 Aio(ng))]

n—*unmaxki # i,
iel

_ lim Sup (n)
nomiéI SA.(X:L )

D P
n -

Luego V i¢1I, SA.(xi)‘{"" ooE)lSeug gA (x )<+ @
i
- SA(x)d-n- w O} x€E,.

b) x(n)_A_} x

In efecto; sea £ >0, entonces existe N )1 tal que

95



GAUJmk-xhﬂ)<£,Vrmn>N
fijemos n>» N, entonces para todo m>» N gse tiene que

&> gg(x(n)' «(7)) SV RN ("gln)' x§m))
1
N gAi(x?)- ngm)), Viel

_y  lim % (xg_n) -xglm))dé, Viel

i
_ G (n) lim (m) )
— G (n) ‘ i
— in(xi - xi)<fu, vV iel
. Sup (n)
— 1eIva, (xg" - x5) < &

— SA(x(n)—X) , Y n>N

— {n)

M X —_— x:eEA.

Luego EA es completo.

Ademds si x = (xi)E.EA : 9A(X) = 0, entonces
Sup _ _ .
i e Ai(xi) =0 3 SAi(xi) =0, Viel
Ty %, =0, Vi€l £ x =0
For lo tanto, (EA} SAJ es un espacio de Banach y en con-
gecuencia A es completante.

2. ESPACIOCS BORNQOLOGICOS CONVEXQOS COMPLETOQS

Definicidn 4.2.1 ¢ Se sice que una bornologfa convexa sobre

un espacio lineal E es completa, si po=-

gsee una base formada de discos completantes.



Un e.b.c. E es completo si su bornologia es completa.

Proposicidén 4.2.1 : Todo e.l.b., completo (E, B ) es separado.
Demostracidn : Supongamos gue (E, B) no es separado, enton-
ces existe x€E, x # 0 tal que Kx €32
— JAeB, (A completante) tal gue Kx cA
T nx €A, Vo

[ xe€{l/nla, Vo1

-

a A(x) <1/n, ¥ n>1

= f,x) =0 =% x =0

fropogicidn 4.2,2 : Un e.b.c., es completo si y 38lo si &1
es 1imite inductivo bornoidgico para

aplicaclones inyectivas de espacios de EBanach.

Temostraciin Sean (I, B ) un e.b.c. completo y %, una base
de P formada de discos completantes.

Fara cads AE\%.; EA 28 un espaclo de Eanach y luego por
Proposicidn 1.8.1,E 23 limite inductivo de los espacios de
Banach EA’ 4€%,. Ademids las aplicaciones candnicas son in-

yectivas,

P 1im - - -
ocamente, sea E = E,.,v,.) con =, espacio
Reclprocamente, ; ( i Jl) i P
de Banach para todo 1€1 ¥y vji inyectiva para toda i <j.

en

[
)

B 12 tornologfa "imite inductiveo de E,entonces

¢s geparada (Proposicidn 1.7.2).

Para cada 1< I, sea B, la bola unitaria de Ei; Bi forma

-

una base para la bornolcgia de Ei y es completante pues EigEB

ahora, & estd generada por U vi(Bi), donde vi(Bi) es
i 1¢l

1



completante pues v, es acotada y B, completante (Prop.4.1.4).

Por lo tanto B es completa y luego (£2,B ) es completo.

Propogicidn 4.2.2': Sean E un e.b.c. separado y F un subes-

inl

pacio lineal bornoldgico de T. Z=ntonces:
i) F completo — F b-cerrado en E,

-

ii) E completo y ¥ b-cerrado en

i

) I completo.

. I
Jemostracion

i} Supongamos zue F eg completo y (xq)C;F es tal que
4

M = . i
X - —oX €E; gntonces existe un disco acotado A de = tal

ue X —— X en B,
- n A

Como A(WFE]bF, existe B disco acotado completante de F

tal sue AVYF C B, Ademas (x ) es ”k-Cauchy, es decir,
Ye>0, 2N >1 @ n,m N —2 \JA )
Mostremos :

a) (xn) es Cauchy en ¥y np = E nr.

Claramente (Xn)C‘LAﬂ F = Fn e adends

/—-.

JanrtX

-y

Inf i3>0 / X - thﬁ(A F)E

xm)

= Inf : A0 / Xp= Xg & A i
e .
= jA(xn— Xm) <<
. C ¢ . teni
Tuego JB(XH— xm) < jA(WF(xn' xm)n\g, ¥ n, m>N, eg decir,

(xq) es SB-Cauchy v en consecuencia, siendo B completante,
L .

exigte yer F3 tal que X, =Y
. N .’ » . - ]_1 12
Conaideremos ahora la inyeccidn candnica l.EB———aF—__+E

b) 1 =1ip o 14 es lineal acotada :

11 es lineal acotada; en efecto



W

CEip =) B absorbe a ¢ (pues Bt‘f(o,?ff })
FB jB

3 3 >0 : cCPB
= 1,(C)Ci,(fB) = FB<ly (pues BeTPy)

i, es acotada : Dt{ﬁFYfﬁ D="TAF; T€3
— DCT; Te¢B
—) iz(D)Qiz(T) =T ¢eh
tdemds es claro que i, e i, son lineales.

Luego como xnn—_uay GFB, entonces i(xn)hmﬂu;i(y)ng
gs decir, Xnu—gﬁ y€E, luego X = y € P pues FBtgF y F separado.

Por lo tanto, F es b-cerrado en E,

ii) Supongamos que E es completo y F un subespacio lineal

*

bornoldgico b-cerrado de E y sea :

+4 = (BZE / B es disco completantej

Es claro que .4 es base deB, ademis

1JF = ﬂB(WF / B &Li}es base de discos completantes
de Fp . En efecto :
a),JF es base de:EF
Claramente 4 :;:?F' ademis

F
BEPL, B =CNF; CE€H Jacd : ccna
:')B = CAPF = ANTF EL,Z!F

¥

h) ¥ B€h, BAF es disco completante,

Mostremos primeramente que FBf\F = LBK}F s un sub-

eapacio normado cerrado de EB.

Observemos que ¥ x ¢ FB{}F(;F N

(N8
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Qg nglx) = nELF70 / x e f(BNF) ]
Inf {750 / x€fBy xcF,

g 5(x)

[

I

T b -G A ; ’

Luego Jpnp = Ya / Fgap » es decir, (Fgpp Ygpp)
€s un subespacic normado de EB .

Sea ahora (xn) q'FE(\F P X,——— Y én EE' entonces

xq——E4>y en £ y siendo F b-cerrado en E resulta que ye¢F ¥y

en consecuencia y€xz,NF = FE(\F’ eg decir, FBKWF es cerrado,

B

Mostremos ahora gue F eg completo,

BAF
Sea (xn)C;FBKWF = ExNF EEKWF -Cauchy, entonces
€

— - | —- bl
(xn)Q;LB vg ~Cauchy 3 x_ ——» x¢€ By

) x EFB{}F (pues FB(\F es cerrado en

™
=

Egp).

r .r.‘ll
°F
¥y en consgecuencia, F es completo.

Por lo tanto, es base de discos completantes de jEF

-

Proposicidén 4.2,% : Sean © un e.b.c. completo y F un subes-
racio lineal b-cerrade de E. Z=Znltonces
el espacioc e.b.c. cociente E/F es completo.
Demostracién : Sea P o, una base formada por discos completan-
tes de la bornologia de E. Si ¢ : E—E/F
es la suryeccidn candnica, entonces ¢ (B,) es una base de
discos completantes de la bornologia de E/F (Prop. 4.1.5)
Ademis EZ/F es separado pues F es b-cerrado. Luego §(B),
¥ Bé}S, es un disco completante (Proposicidn 4.1.5) y en con-

secuencia L/F es completo,



Proposicidén 4,2.4 : Todo productc de e.b,c., completos es com-
pleto.
Jemostracién : ZIn efecto, todo producto de discos zcotados

completantes es completante (Prop.4.71.6).

Proposicidn 4.2.5 : Sea (Ei,f. ) un sistema inductivo de

ji‘i <« ]

. . > .
espacios lineales bornclcogicos convexos
tales gue para cada 1¢ T, Ei sea completo. (Sistema inducti-

vo de e.b,c. completos).

- lim . . . ,
Sea & = -2, B, su limite inductive borneldgico. Enton-
i
i¢T

ces : B es completo si y séle si I es separado.

Jemostracidn

7} ) Proposicidn 4.1.1

4

(" ) Supongamos gue X es separado y sean para cada 1 €1,

a
— - - . - . - .
fi : E,—3% la aplicacidn candnica y ~§i la oase de

a Qo
discos completantes de Ei; entonces b = fi(jai) es base
iéT

hal

de discos completantes sobre X; en efecto

i) E = r() = U (uay = a4
ielI - ieI © A Atep

a
ii) Sean Ay, 4, € , entonces

] ]
A, = £, (A, )y &, =, (A, ) 3 A, € .y A, ¢
1= Fy Wy 2 = i,y 1, 6P, Y ALER

1 2
Por otro lado, 11, 12€ I @ 3136:[ . 11 913 y ]_25 13
y ademds £, . : E, v 2,y £, o E, %, son fun-
i311 11 13 1312 is 13



ciones acotadas tales gue losg siguientes diagramas son conmu-

tativos :

1o 1214 . izip
i, By by By
i z I 2 3
R R
1 PO A *3
4 r’/ Y N p
= E
suego A, U4, = 1(A11) Ljfid(Aid)
= £, (f (4, )) \Jf, (¢ (4,
ig' gl i 1312 2
S f(f, o (A, VUTS (4,
AR 1:12 2
v como £, . (A, Y ULIE, . (4, )eP. (% . bornologia de E. )
1zdy 7y 121,00, iy Mg © 137!

Q
= i ! B e A -
cxiste Aize g tal que fi: 1(hiﬂ)Uf%iE(Ai?)Qﬁ_iz, enton

Q
ces A, U4, &1 (4. ), con [, (Ai ) €%, es decir, existe
£, (Al. e e A UA, C 5y (4. ).
3 73
Ademds en virtud de la Proposicién 4.1.4, f£.(A) con
Q
AEJSi eg disco completante,

Por lo tanto, E es completo.

Corolaric 4.2.52' 1 Sea (Ei, Jl) un sistema inductivo de
e.b,c. completos tal que para cada i<},

.« .= : . a . 1i
la aplicacion fji : Ei —?Ej eg 1inyectiva. OGSea E -ij;% Ei su

limite inductivo bornoldégico. Entonces E es completo.

Demostracidn : rara cada 1¢1I, Ei es separado, luego por
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la Propogicidén 1.6.2; E es separado y luego completo en vir-

tud de la Froposicidn 4.2.5.

Corolario 4.2.5" : Toda suma directa beornoldgica de e.b.e.
completos es un e.b.¢c. completo.

Temostracidn : Sean (E. ). una famili .b.c. -
ostra ( l,jﬁl)l 1 a familia de e.b.c. com

i

pletos y 2 = @ E; la suma directa algebrdica
il

v

o

Ze los =..
1

Sea F(J) =idcCcI /J finito: , entonces claramente

(F(J),< ) es filtrante a derecha.

Para cada J € F(J) pongamos Iy = ® E, la suma directa
ied
L 1 1:\
algebriica de los (ui)i&‘j.
Cbhservemos que EJCQEJ, siempre que JEJ'.

Para cada JEJ' sea uJ,J : EJ ——~ﬁEJ, la inyeccidn cand-

nica. 3Se sabe que desde el punto de vista algebraico
lim

E = N (EJIuJIJJ J=J°
por otro lado E; = @& E, = II Ei(C; 7 Ei), luego en Ej
ied ied iel

nodemos considerar la bornologia producto ﬁSJ de los fﬁi;i =J.
vl N
ZJomo cada (34'155)14 1 s completo, tambien lo es (EJ,$5J)

por Proposicidn 4.2.4,

el

Ademds, para cada J< J'; Myry ¢ EyE;, es acotada pues

. 0. s - . . . -
;'JG;PJ" iluego (gJ,uJ.J)J(;J. es un sistema inductive borno
ldgico de e .b.c. completos y si considerameos sobre T 1a borno-
logia limite inductivo B ; resulta por Corolario 4.2.5' que

%, %) es completo.
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3, ESPACIOS LINEALES BORNCLOGICOS SEPARADOS DE DIMENSION
FINTTA

Se establece en esta seccidn un isomorfismo bornoldgico
143 . -
entre K provisto de su bornologla usual ¥y un e.l.b. separado

de dimensidén n. Un resultado andlogo existe para los e.l.t..

Lema 4.3.1 : Todo espacio lineal bornoldgico separado E de
dimensidn uno es bornolégicamente isomdrfo al
cuerpo de escalares K provisto de su bornologia usual.
Demostracidn : Seanac¢®, a £#0yu: E—K : la+r—241,
Es claro gque u es un isomorfismo lineal de
espacios lineales., Ademés :
i) w Ko E :d —o-la es acotada; en efecto :
A acotado de K == 3£ 50 ¢ AEB[K[O, £
Y 3 E>0 u”1(A)C; u”1(BK[Q,£] )
= €50 s uwTHa)  |%a / /1/ee)=
= (B 0,21 x 12l )¢By

»>Ax es acotada.

pues . : K x E— % : {7, x) ~
Luego u_1(A)6fBE ¥y en consecuencia u ! es acotada.

ii) u ¢ E——>K : Aa +.--»4 es acotada; en efecto : supongamos
que u no es acotada y sea B un subespacilo acotado y equi-

librado de E tal que u{B) sea equilibrado y no acotado de K.
Pero la Unica parte no acotada y equilibrada de K es K

mismo, en efecto : supongamos que AQ;JK, A no acotado y equi-

librado.

Seg X £¥, entonces :
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si o = 0, entonces X e A y luego A = K ,
si 4 # 0y A £ A, entonces A & U2 A, pues A es eguilibrado.

/)<
D & EAA, ¥ /7)<
D a/3 E A, ¥V [3)=1
) o« d A Y [a/2 0
. A(;BK[OJ} L) A es acotado——y «—
Luego, 4 € A ¥ en consecuencia A = K , es decir, K es el
nico subespacio eguilibrado y no acotado de K. Luego
u{B) = K y entonces B = E lo cual es una contradiccidn puesto
que E es separado y B un subespacio acotado de E.

Por lo tanto, u es un isomorfismo bornoldgico de E en K.

-

Lema 4.,%5.,2 @ Sea ¥ un e.l.b. . &tntonces todo subespacioc 1li-
neal D de = de dimensidén 1 suplemento algebriico

de un hiperplano b-cerradsc H de £, es también suplemento borno-

légico de H.

Demostracidén : E =D & H, es decir, E=D + H y DNH = {O],

entonces {C] es b-cerrado en D y en virtud de
la Proposicidn 3.2.6 (D,:BD) es separado.,
También E/H es separado por Proposicidn 3.2.7,.

{xer / PD(x)

{xeB / Ppixy

{xeR [/ Xp = 0 = H

it
C

Por otro lado, Ker P

+
e

Luego P, se descompone algebrdicamente en Py = £ o ¢ ,

D
donde Y es la epiyeccién candnica y f el isomorfismo algebrii-

co inducido :
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P
B 2D
1PJ C{,’ £
oo
E/H

Luego por el Lema 4.3.1, f es isomorfismo 15?/q -B

v

bornolégico y ¥ B -'SE/H acotada (por construccidn de bor-
nologfia final).
Por lo tanto, Py = f oYy es acotada y en consecuencia D

es suplemento bornolégico de H.

Teorema 4.3.1 : Todo espacic lineal bornoldgico separado de
dimengidén finita n es bornoldégicamente iso-
mérfo a & proviste de su bornologfa usual.
Demostracidén : Para n = 1, es el Lema 4.3.1 .,
supongamos que el Teorema se cumple para n - 1
y mostremos para n. Sea H un hiperplanc en E, entonces (va55)
es un e.l.b. separado (Coroclario 1.7.1' (b)) y dim H = n - 1,

luego por hipdtesis de induccidn H = gt

bor.

Tero Kn—1 es completo puesto que su bola unitaria

B -1 0,1, es compacta, luego Byn-1 [0,1] es completante

(por Proposicidn 4.1.3) ¥ K%-1: Kn“1, donde B = Bpn-1 to,1] .

Luego (H,ji%) es un e.b.c. completo y por Prop. 4.2.2 (i),
resulta que H es b-cerrado en E, entonces todo suplemento al-

gebrdico D de H es suplemento bornolégico (Lema. 4.3.2), es
decir, E = H & D (bornoldégicamente) y como H = el ¥
bor.

D T K resulta que E ¥ K ek = K

bor. bor.
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4. BCRNOLOGIA CCMPLETA ASOCIADA A UNA BORNOLOGIA LINEAL

SEPARADA

A todo e.l.b. separado E podemos asociar un e.b.c. com~
pleto B,, algebrdicamente idéntico a ¥ y con la propiedad
" co-universal " siguiente :

" Toda aplicacidn lineal acotada
de un e.b.c. completo F en E es lineal acotada de F en Eg".
Ista bornologla juega un papel escencial sobre la completi-
tud. Reemplaza a menudo la bornologla de E con la ventaja de

guedarse en el mismo egpacio lineal.

Lema 4.4.7 : El conjunto de los discos acotados completantes
de un e.l.b. separado, forma sobre E una base de
una bornologia completa sobre E.
Demostracidn : Sean (E,ji) un e.l.b. separado y
D, = {ACE / & es disco acotado complet. de Ej,
T, es base de una bornologia completa sobre E.
“n efecto :

Sea x€¢E, x £ C; entonces [ x}) es un disco acota-

do completante; en efecto

VzeEr(, g{ﬁ(ixj)(z) = O =y zel(ixi), V/7>C

D z{{Pﬁx />0, JA/ = 1j = . fx /FailK}
iy V /A > C

Z<e X

—

— @*zé--xj s ¥ /#/7 0O
=) Kz C ixjuic} € P
i

Kz € B Efj Kz = {0/ (pues (E, P ) separado)
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= z =0
Eg decir, (E_lr-(fx”, 9f_(}c,)) es normado.

Por otra parte,

Er’(‘:}li) = UnlCx}) = W {ndx / /,’1’/41} = Kx

n n »t
es isométrico a K; en e fecto: claramente
j : K——¥x :A+——>1x es lineal y biyectiva, ademés,
VAEK : (EF({X})(LF(”) 'a,—'(%xi)(’}.x)
inf]f>0 / axe pri{ixi)|
infif,0 JGflxe($x4)
inf{f>0 / JAF /<]
infify0 / /A < F ]
= /A/

Luego}(3r14xj)('F(ﬂ)) = /1/ , es decir, $ es una isgome-—

b

I

i

tria y en consecuencia siendo (K, Tus) completo también lo es
G pxgye § o)

Por lo tanto, (E Mixi)? g F(f‘xi)) es de Banach, y lue=-
go ['(1x]) es completante.

Asi tenemos que para todo x€¢ X; (x{C [ (ixi) disco aco-
tado completante de E; luego

E = {_J tx & )] ACE, es decir, D _ es un recubri-
c
XE€E AtEDC

miento de E.
1i) Sean 4, BeD,, entonces A y B son discos acotados

completantes de E y como E xEg / M,

4+B  iSom. A

donde E,xE, / M es de Banach; resulta gue b, o 28 un espacio

ATTEB
de Banach y en consecuencia A+B € DC



109

iii) Sean AG.DC y 4e€K, entonces A ea disco scotado

completante de ® y siendo Z separado y la aplicacidn
uy : E—— E lineal acotada resulta por Proposicidn 4.1.5 que
uy (4) = AA es un disco acotado completante de 2, es decir,
AL eD,.

Por lo tanto, DC es base de una bornologia completa sobre

tz)

Proposicidn 4.4.2 : Sea E un e.l.b. geparado.

Anotamos X, al e.,l1. E provisto de la bor-
nologia gue admite por base a la familia de discos acotados
completantes de I,

] > -

Sea 1 1 By % la iny2ccidn candénica de E, en E. Z1

par (Z,,1) posee las propiedades siguientes :
i) Es s un e.b.c. completo,
ii) Para toda aplicacidn lineal u de un e.b.c. completo
® en W, existe una iinica aplicacidn lineal acotala
Qg ¢+ F—>3, tal que u = 1 0 W,.
Demostracidn :
i) E, es un e.b.,c. completo pues su barnolngia poses
una base formada por dlscos completantes.
ii) BSea u : F-—=E una aplicacidn lineal acotada de un
e.b.c, completo en =,
Consideremos la aplicacidn ue,: F——E, definida per
¥ xeF @ ua(x) = u (x).
(¥) u, e3 lineal acotada tal que u = 1 0 ue .

Fn efecto : Sea A un disco acotade completante de F, en-
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tonces ue{4) = u(4) es disco acotado completante de E por
“roposicidn 4.1.4, luege ux(4) es acctado de 3, y en conse-

cuencia U, es acotada y como ademas es lineal se tiene que

existe Ue: 7 ——T, aplicacidn lineal acotada tal que
VxeF 5 (10 ue)(x) = i{ue(x)) = 1 (u(x)) = u(x), es decir,
4 =1 0 Uy .

—

5. ESPACICS LINEALES TOrOLOGICOS MACKXY - COMPLETOS

Nos proponemos en esta seccidn dar un criterio simple
socbre la convergencia de sucesicnes para que la bornolasgia
de Von Neumann de un e.l.t. localmente convexo Hausdorff sea

completa.

Definicidn 4.5.1 : Sea E un e.l.c. Hausdorff. Se dice gue
“ es Mackey completo ( o también bHornold-
gicamente completo ) si la bornclogfa de Von Neumann de = es

completa.

Definicidn 4.5.2 ¢ Sea = un e.h.c, separado. Una sucesidn

(Xq) de E se dice fauchy-Mackey en £ ( o
también Cauchy-borncldgica en E ) si existe un disco acotado
~

B de B tal que (xn) es Cauchy en (EB’.fB)'

Observacidn : El cuerpo de escalares K es bornoldgicamente
completo., En efecto : basta observar gque la

familia Dy = {]B / B = By, (0,11, J?O} gs base de discos com=-

pletantes de % . (donde B o es la bornologia usual de K).

Veamos : V B ¢ Dy, claramente BEEEK y disco.



Ademds Ky = [JnB =K ¥
n >

(jB(z) Inf{f>O/ze;’B =1nf{r9>o/z/ﬁ53}.
Inf {50 / J2/p/< 1]
Inf{f>0 / /2/</F/} = /2/

Es decir, (E,/ /)"3 (KB, gB)’ luego siendo (K,/ /)
isom.

un espacio de Banach resulta que QKB, gB) es de Banach y en
consecuencia B es completante; luego para todo A ~0; 1B es
completante. Ademds
AeGp ) €>0 1 A 238, 10,¢]
) €20 : ac £Bf0,1) ey
Por lo tanto, EK es base de discos completantes, es de-

cir, K es bornoldégicamente completo.

Proposicidn 4.5.1 : Sea E un e.l.c. Hausdorff, Entonces
E es Mackey-completo si y sdlo si toda

sucesidn Cauchy-Mackey sobre E es topoldgicamente convergente,
Demostracién : Supongamos que E es Mackey completo y sea

(xn) una sucesidén Cauchy-Mackey en E, enton-
ces existe B disco acotado de E : (xn)es Cauchy en EB
4 A disco acotado completante de E : BS A
3 A disco acotado complet., de E 1 (xn) es Cauchy en EA
X ——X én EA ; pues EA es de Banach

x __E4 x en E
n

xnhég—ax en E, por Proposicidn 2.3.,1.

gogning

Reciprocamente, supongamos que toda sucesidn Cauchy-

Mackey en E es topoldgicamente convergente y sea j%o una ba-
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ce de la bornologia de Von Neumann de E formada de discos ce-
rrados de E; entonces : todo A dej}o es completante,

En efecto : Sea A é\?.o ¥y (xn) una sucesidn Cauchy en

—

£,, entonces (xn) es Cauchy-Mackey sobre E anéﬁ x en E.

Sea & > 0, como (xn) es Cauchy en E,, I N 21 :
xn—xmegA,VrmnzN

fijemos m > N, entonces como xn—5;+ x en E resulta que

X =X 5% X_ =X en E
m n m n
P X, = X eLA, ¥ mzXN; pues A es sec, cerrado
-.___\ - -
— X (xm xX)€ EA
exo : - — :
Luego, x€E, ¥ EA(XH X) 0, es decir, x ——x en

EA ¥ en consecgencia, (LA, EA) es completo.
Ademas, HA(X) = 00> xefA, V>0

O A xe(xf)a, Vir0, ¥ NEK

Es decir, (EA’:%A) es normado y en consecuencia A es
completante.

Por lo tanto, E es Mackey - Completo.

Corolario 4.5.1' : Todo e.l.c. Hausdorff en el cual toda
sucegibn de Cauchy es convergente, es

Mackey - Completo.

Demostracidén : Sea (Xn) una sucegidén Cauchy - Mackey en E,

entonces existe B disco acotado de E tal que
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(xn) es Cauchy en E
2 ¥£>0, 3N 21 t Xy = Xy €£Vip, ¥ on,m N

) v ve Y0, z); 3N 1 px - X €EVeREV, ¥V on,ms N
- (xn) es Cauchy en E

— xﬁ—ﬁla x en E; por Hipltesis

[:j E esg Mackey - Completo,.

Observacidn : El corolario anterior muestra que la condicién
de completitud bornoldgica es una condicidn mu-
cho mas débil que la condicidn de completitud usual de los
espacios lineales topoldgicos.
En muchas de las cuestiones del Andlisis, la hipdtesis

de completitud bornoldgica es suficiente para lo requerido.

Definicidén 4.5.2 : Sea E un e.l.b.. Se dice gque E es Mackey-
Completo si es separado y toda sucesidn
Cauchy - Mackey sobre E es Mackey - Convergente,
Una parte A de E se dice Mackey-Completo, si toda suce-

sidén de puntos de A Cauchy-Mackey sobre E es Mackey-Convergen-

te sobre A.

Proposicidén 4.5.3
a) Sean E un e.l.b. ¥ F un subespacioc lineal de E.
(1) E Mackey-Completo y F b-cerrado r—) F Mackey-Comple-
to.
(1i) E separado y F Mackey~Completc ') F b-cerrado.
b) Todo producto de e.l.b. Mackey-Completos es Mackey-

Completo.
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lim

¢) Sea E = E, un e.l.b. limite inductivo de e.l.b,

Mackey-Completos. Si las aplicaciones candnicas

Vi

: BEy-—— B son inyectivas, entonces E es Mackey-Com-

pleto.

— . #
Demostracion :

a)

(i)

.
j

I

I

(ii)

—y
L -

4l

C:j

b) Sean (Ei)

Sea (xn)C;F; (xn) Cauchy-Mackey en E, entonces
(xn) es Mackey-Convergente sobre E (F M-Completo)
1 x<E : xn-E*+x

X € F (F b-cerrado)

xn_mﬂa X sobre F

F es Mackey-~Completo.

Sea (xn);;F : xn—w@—ax sobre E, entonces existe B

acotadec de E tal gque X, —> X scbre EB
- ~ ,

(xn)g;EB es Cauchy sobre E

3 BNF es acotado de F : (xn) es Cauchy en Fz,p

(xn) es Cauchy-Mackey sobre F

M
xﬁ——mﬁ x €F [:j F es b~cerrado.

e wna familia de e,l.b. Mackey-Completos

y E=TII E; el e.l.b. producte . Por Corolario 1.6.1

iel
E es separado, ademids si (x(n))Q;E es Cauchy-Mackey en
E, entonces existe 3 disco acotado de E : (xn)' Eg es
SB - Cauchy

=

dA =TI Ai disco acotado de E, con Ai disco acotado
i€l

C
de Ei tal que B3CA ¥ EB__EA
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1:> ?A = S\B Yy (X(n)) = EA g‘A"CauChy

Y V ielI, (xgn))g_ E, SA -Cauchy (ver Prop. 4.1.6)
i i
— VieI,Exie E. s oxN X,

Ty 4 x = (xi) ¢k, : i x (ver Prop. 4.1.6)
(" xn—M; X en &
¢c) Sea (E,B) = _—P(Ei’;e’i)ié p un e.l.b, limite induc-
tivo de e.l.b. Mackey-Completos tal que las aplicacio-
nes candnicas v, .‘Eiﬂﬂ—r % son inyectivas, entonces
por Corolario 1.6.1, E es separado. Ademas

si (xn)gE es Cauchy-Mackey sobre E

r4BER (disco) (xn)C Ep ﬂ -Cauchy
Luego, como vi(:.B es bage de B, 11i,€ I,
i€l -

B; €8y :BZ vio(Bio

)
) BgCE, (g, ) ¥ ﬁv (3. ) ° 8}3

Luego x, = A, vio(b1)+...+ ;ln vio(bn),’v’n>,1;bi€B

i,

= v, (:ﬂ.b.); con Z]ibie E, » es decir,

1o

- 3Bio(bn“ byt =51310 (I, Oe) = vE, Cxpay))

=j"Bio(vIl (xn - Xn+1))

Inf{F)O/xn-x €fv. (B, )}

n+1 1o 71,
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= gV. (B )(xn-xn_'_“])éa\B(xn"]{n+1)——---—»0
io' 1o
= (bn)giioB es Yy ~Cauchy
is 1o

i (bn) es Cauchy-Mackey en I,

2]

- . M
— 3 b, € I b, —— b; .
JiA _
— vio(bn)‘~ﬂ~+vi°(bid)e R (Prop. 2.1.4)

- xn—-g—ﬁ vy (bi JEE ) (E,?ﬁ) es Mackey-Completo.
=] =] -

6. ZSPACICS BCRNCLOGICCS p-CONVEXCS

Definicidn 4.6,1 : Sean T un e.l. y 0<p <1, Una parte A de

E se dice p-convexa (resp, absolutamente

p-convexa o p-disqueada) si

Xxth, yeh
Fj)x +?yyé‘A
resp. X€4h, VEA F \ ) \
X + 4y E

[P+ Jy/P e
Si p = 1, las partes p-convexas (resp. p-disqueadas) de

E son las partes convexas (resp, disqueadas) de E.

Ls

n lo que sigue una parte p-disqueada de un e.l. E se

1lamard un p=disco.

Propiedades de los p-discos

1) La interseccidn de cualquier familia de p-discos es un

p-disco,
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En efecto; sea (Ai) ;e vna familia de p-discosde un

e l. Dy A = M LI “ntonces si /2/p + /7/p£-1 :
1el

X,y EATD X,y €Ay, ¥V iel T Ax + My €Ay, ¥ iel
[— Hxl+gyeA
Luego A e3 un p-disco.
2) E es un p-disco.
3 51 A es un p-disco, entonces 0 €4,
En efecto; /0/P<1 y si x€A; O = Ox + Ox €A
4) Sea ACE; entonces
rE(A) = rW{BQZE / AC B, B p-disco} es un p~disco.
Esto sigue de (1).
r;(A) se denomina " la cédpsula p-disqueada de 4 ',

5) Sea AZE un p-disco, entonces A contiene todas las combi-
naciones lineales p-disqueadas de A, es decir,
x1,...,xné,A . . E%i].x.é_A.
Aypevesd €K 3 /0. /P 2 =1t

i=1

Demostracidn : Sin = 2 la tesis resulta de la definicidn de

p-disco.

Supongamos que la tesis es valida para n-1 y sean

n
}n&[K tales que 3 /ﬁi/pé1;

x1,...,:{n_1,anA;31,...,;{ :
1=

n-1?

n
debemos probar que z = E::Hixie A

-—

=]

_ 1 i n=1

= ji/d , 1 = 1,...,n=1; enton-

ces @ n-1 n-| n=1 n=1

Sl /P = /AR T =2 1//?i/p z,_i/Ji/p =1,
1= 1=

1—1 i=1
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n-1
iuego v = E::,yl ; €A por hipdtesis de induccidn.
i=1
- 3
Ahora, z = — 1i%; = E Jixi + jnxn
Il—_1 .
= %;:(3 /d;x + A x, = %;]'fixi A x

~civ + A oXpi con v, x. éiA N2

/P + [ /7 L IA P+ JA T 21/21/51; luego
1=

Z = AV + Jnxneﬂ
6) Sea ACE; entonces

o(8) = {éﬂix. / (A)EE; S /i 1 /Pen, (xi)ga}

i= 1
En efecto : 8Sea C el conjunto de la derecha en la tesis,

entonces

m
a) C es un p-disco, puesto que si z z::ll oW = DALy,

son dos elementos de C; 7, 44X : /A/% ﬁg/p£é1; en-
n m
tonces Qz + «w = (7 'Ti)xi + 0y (z_fr’/{{j)y_.t
I i="1 j == ’ . J

ademds n

o /A4
1

p \E “ A p — p - p+ - p : P
AR AR AR R IS e Y

—

/AP + L9/P e
Por lo tanto, Az +#w €C.
b) AcCC, pues si x € A =) X = 1xeC
¢) Si D es un p-disco tal gque AS D, entonces C&D.
En efecto; por (5) D contiene todas las combinaciones
lineales p-disqueada de sus elementcs, en particular contiene:

todas las combinaciones lineales p-disqueadas de elementos de
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4, &5 decir, C=D.
d} 7Por (a), (b) y(c) se tiene gue C es el menor conjunto
p-disqueado gue contiene a A, es decir, C = F;(a).

Siop o= 1 3 r:(A) se indicard por [ (4).

Definicidn 4.6.2 : Se llama espacio bornolégico p-convexo
(e.b.cp.} todo espacio lineal bornoldgico
(E,Eﬁ) que admite una base de bornologla formada por p-discos.

Si p = 1, re-encontramos la nocidn de e.b.c.
La Jauge de un p-disco.

Definicidén 4.6.3 : Sea A un p-disco en un espacio lineal =,
Se llama p-jauge o simplemente jauge del

p-disco 4, a la funcidén definida por

Jy t E=— 0,@]

r
~ JInf{)p /A>0 xeﬁ]A} si existe
X Y, (x) =4 720 :'x €xa.
~ ® si no existe A0 : x €3A.
Propledades de la Jauge de un p-disco
1) Si A es absorbente, entonces gA es finita, es decir,
( .
vo(x)e [0,0[, ¥V xeE.
~ A
Tn efecto; sea x € B, como A es absorbente existe f >0 tal
e xE SR U880 (L (x) = (AP /200, xean} £ 7P oo
Luego_‘j&(X)€ lo,0 L
2) gﬁ(x);o, V xe E

Sigue de la definicidn de ?A.

5 x=0 = {0 =0
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En efecto; como A es un p-disco, OCA T O €AA, V 420,

luego SA(O) ={Inf ;‘.p /A}/O : O&;‘A‘j‘-{:}p, VHZO

= .00 < o.
4) SA(dx) = fa/P SA(X), VdeK, V x €E,
Fn efecto ¢ 51 « = 0 el resultado es evidente.
Supongamos que d>0 y sea A»0 : o x € A, entonces
= xe(la oy §,00 /0P
= oY) a5 vaeo
= <7 4,00 ¢ §,x) (*)
Sustituyendo 4 por 1/ y X por d4x se tiene que

(1/)® §, ax) < §,0/Max) = G, (x)

= /P, ax) £ §,(x)
) SAMX)édP §,(x) (%)
Luego de (*) y (**) resulta que
alax) =P §, 00,
Si d £ 0,deK 1 of = /&/4% ; con /4/ = 1, luego
Jalax) =9, Uaryx) = fa/® G, ) (%x%)
pero gAﬁqx) = EA(X); en efecto : sea A0 :,yi:ERA, entonces
xe (/8 = 2(1/49)A
Como A es un p-disco y /1/4/F = 1//7/p = 1, resulta que
(1/9C &, luego x €M/ 24 ) §,(x) £2%, vA»0
= 3400 = §, )

Sustituyendo x por #x y ¥ por t/4 :

G 2 Qumo =5, ()

Luego, gA(ﬁx) = 8A(x) y en consecuencia de (*¥¥) tenemos
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Jabam) = /a/P G,
5) 9A(x+y) < SA(X) + (jA(y), ¥V x,y €E.

En primer lugar observemos que si A es un p-disco, tam-
bién lo es dA, VdelK; en efecto

S1 d= 0 esto es trivial,

Supongamos qued # O y sean v,w ¢ «h; /i/P + f«/P<c 1, en-
tonces v/d €4, w/d€s y Av/A) + A(w/a)€ A T ive v wE A,

Luego 4 A es un p-disco.

Observemos que la tesis es trivial si gA(X) o ?A(y) es
infinito.

Supongamos entonces que gA(X)<id), gﬁ(y)-ian y sean f,%0

tales que x € fA, y € vA; entonces

P T . P~ . P 5
x+y < fA + 44 = (P/Wp*"fp ) VPPreP )+ (g VPP aP) (VP PasPh)

F a—
como VPP+1P A es un p-disco ¥y

P/ @prp')P s (4 / C’fpwp)p = (PP+4P)/(FP+4P) = 1, resulta
que x + ¥ £ ;fp+7p A

G o) < (VPP 2 PP L 4P v 5 0 ; s decir,

Galery) 24,60 + 4,00,

Definicidn 4.6.4 : Una p-seminorma sobre un espacic lineal E,
es una aplicacién f : E-—R tal que
1) £f(x) >0, para todo x €FE
2) x = 0 =2 f(x) = 0
3) f(ax) = /o /PF(x), VacK, x ¢E

4) f(x+y) <« f(x) + £{y), ¥ x,y € E.
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Una p-seminorma f se dice separante si
f(x) =0 23 x =0, 7 xek.

Se llama p-norma toda p-seminorma segarante,

Cbhservemos gque de acuerdo a lo anteriormente probado, la
Jauge Z2e un pg-disco absorbente, es una tp-seminorma,

Si A es un p-disco sobre un espacio lineal E, indicaremos
gor EA el espacio generado por 4.

BA es p-sSeminormado gor la Jauge de A, es decir gg €5 una
p-seminorma sobre EA'

Se dice gque A es un p-disco separante de E si EA es una
T-norma sobre EA' cntonces Lk, es un e.l.t. localmrente acotado,.

A
En efecto : Como

i —

. - _ . - . _
[x €2, / EA(X) <1y Callix € By / EA(X).£1j , 5e tiene que

A es T -acotado pues f{x &E]/g (x)¢<1] 1o es, Ademis AEH(C,CS )
TA A JA 4

pues (x €@ /G (x) <1 (C, T ) .
- \_‘IA
Luego A es vecindad acotada del origen de E y en consecuen-

cia EA es localmente acotado y luego metrizable,

Jefinicidn 4.6.5 : Sea E un espacic lineal y A un p-disco se-

parante de ®. Se dice gue A es completan-
te si £, es completo, luego un espacioc 2el tipgo (F), es decir
un e.l.t. no necesariamente localmente convexo, metrizable y

conpleto.

Proposicidn 4.6.1 : Todo e.b.cp. es limite inductivo de espa-

cios p-seminormados.



Lemostracién : Sea E un e.b.cp., entonces E posee una base
de bornologia formada por p-discos de E.
Sean A y B dos p-discos acotados de 2 tales que AC B;

luego la inyeccién candnica

LBA : B, —— Fj es acotada,

[+

Luego, el sistema filtrante superiormente (EA' (BA) es
un sistema inductive bornoldgico p-convexo de e.b.cp. ¥y ade-
nhs B = R E, « (ver Temost. Prop, 1.7.1)

7. ESPACICS BCRNCLCGICOS p-~CONVEXCS CCMPLETOS Y BORNOLOGIAS
9¥P - DISQUEATAS

Tefinicidén 4.7.1 : Se dice que un e.b.cp. E es completo si
posee una base de bornologia formada de
p-discos completantes.

Un tal espacio es entonces limite inductivo de espaciocs
p-normados completos,

A fin de precisar la relacidn entre la Mackey-completi-
tud y la nocién de completitud de la Definicidén 4.7.1, intro-
ducimos la nocidn de bornologia J¥ - disqueada.

Definicidén 4.7.2 : Sean = un e.l.,b. y ACE. Se dice gue 4

es (P - disqueada, si las sumas de las
o0

series ) }ixi (si es que existen) pertenecen a 4A; donde
1=1
£+]
(x,)C 4, JISK L//qi/P—_ﬂ. Es decir, si V (x_ CA4,
i=1 ‘

@ . K
v (A VCK :+ Y /1./FP<e1, si existe = tim J_A.X
n _]_=1 1 b l=1

entonces .4 €4 .
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Cbgservaciones
1) Toda parte 4P disqueada de un e.l.b, E, es p~disqueada,
@
2) Sobre un e.b.cp. Mackey-completo E, las series ) Ai%y
i=1
relativas a una parte A de B convergen todas sobre E.

En efecto :

Il
1) Sean x1,...,xn_eA H }1,..., AEK Y /,Ji/pé=1

n icy
RS
Q = = ) 3 3 = = .
Sean b = S, = f;}ﬁixi y Vi>n, Ay = a X, = aech
entonces (xi)C;A , ( ﬂi)C;K :
@O . n o
2o /A /P = VA RVAE NV IS
i=t * S 1= B =1t
» _IIl_*
Ademds, para cada myn ; s = E:Hgixi =s_=Db, luego
M . . = .
S, —— b, es decir, existe E;_ Aixi = b vy en consecuencia
i=1

b €A (pues A es JP-disqueada).

Por lo tanto, A es p-disgueada.

2) Para cada n 31, las sumas parciales s

Egixi € I"p(A)

y forman una sucesidén de Cauchy sobre E ; en efecto:
Mp(a)
n r
. ~ - P (x,)
( o) (S k) E3 /A g
JFT(A)(SH Sm) - j]ﬁp(A) S 1=m+1 * J[ﬂp(A)
P

n
S /2 /F——0

1=m+1

Luego, la sucesidn (sn)n ; es Cauchy-Mackey sobre E y

>
siendo E Mackey-completo resulta que :

M 00
L. A= S X,
s, s A S ;\l 5
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es decir, las series » Aixi relativas a una parte A de E
=1

-

convergen todas sobre E.

Definicidn 4.7.3 : Sea E un e.b.cp. vy ACE. Llamaremos

)Y

cdpsula [ *-disqueada de A al conjunto

anotado XJPA de las sumas de la series }i_)ixi ; con (xi)c;A '

1=
o)
(Y)CK 2 /A,/P<1 .
i ¢ i
i=1
Si p =1 escribiremos VYA en lugar de V1A.
Se dice que una bornologia p-convexa es fp.disqueada, gi

la cépsula jP-disqueada de un acotado es también acotado.

Observaciones

a) La cépsula jP-disqueada de una parte A de un e.b.cp. E,

es {P-disqueada y luego p-disqueada.

En efecto : si 1}pA = @ , entonces UPA es {P-disqueada
evidentemente,

Supongamos que LEA £ @ v sea (sn)C; UpA , ((yn)g;ﬁ :

20
Z /./fi/p_é1
i=1

Supeongames que existe ) = 2__)151 , entonces
i=1

o0 o0 00 ® o
A = o 181 = g;%fi g;%)i,nxi,n = z;% n=371'11,n.1,n ; con
CD .
(Xi,n)gA ’ (/yigi,n)‘cgK : iZ=1 r§1 /’é/ifii,n/p =

B a0 o0
=3 > SyidPI Ay /= %/ A

i=1 n=1



Luego .. ¢ JPA.
%)} Claramente A C r'p(A) = UPA .
c) A es JfP-disqueada si y sélo si A = UPA .

Fn efecto; supongamos gue A = UPA, entonces A es {P-dis-
queada por (a).

Reciprocamente, si A es [ p—disqueada, entonces para to-

da \ = éiiﬂ.x. € UPA resulta que ,SEA, ¥ como siempre A es-
t4 incluido en \f“A, se tiene que A = UPA.

Hjemplo 4.7.1 ¢ Sea E un e.b.cp. saturado (la b-cerradura de
un acotado es acotado), entonces la bornolo-
cia de ¥ es fP-disqueada.

n efecto : Sca A una parte p-disqueada de ¥ y ,ﬁ E'ﬁpA,

. 8.0] Kk
entonces .) = 2_ A.x, = i{?ajﬁi_) x, ; con (x;)CA ;
i=1 1ty n=1
oo k
(A )k = 2 /;Ai/pé;1 y las sumas finitas ) 1} x €4 ;

pues A es un p-disco. Luego /&6Kb

. ! -b
, es decir \.fp.!-\(; AY y como
Kb es acotado, resulta gue \VDA es acotado y en consecuencia

la vornologia de b es §P-disqueada.

Tjemplo 4.7.2 : Toda bornologia p-convexa completa es e P
diagueada,
¥n efecto : Sea B un p-disco de X, entonces existe D

p-disco completante de ¥ tal que BGC D.
Moastraresmog que \JPBQ;EQQD (donde B es la cerradura de

B en :«:-D).



127

Y.x. €V B » eéntonces las sumas parciales

4

Sea .}

Fﬂe

] i7i
J:,B&:_J:,D

|._.I
]

Z__) {¥; €B forman una sucesidén de Cauchy en

— (Sn)n , 1 €8 una sucesidn de Cauchy en ED
S s, —— A= Z 1}lx en By (ED es completo)
o leB

C BCD : bn-—»x

Por otro lado, x¢ B ) 73 (bn)E:BCZD
» ¥ n>1 (pues b €D, ¥ nsi)

(llm . W JD(X)

A
n—=00 I'l

fi

= Yoy«
y
::j niTaj D(b S

luego EJPB €S aco-

) x €D .
V. BTBZD y D acotado de 3,

asi,
tado y en consecuencia la bornologia p-convexa completa de

o
-—

3 .
e8 X p—dlsqueada.
Una bornologia convexa M-completa no es ne-

Eiemplo 4.7.3 :
cesariamente _ P-disqueada.

"Ejemplo de Nel
Considerewos el espacio lineal

1® = {x = ( %n) / Sup /§ n/é(ﬁ, §&K}
( - s/ //) es un espacio de Banach, donde //x//=Sup/ {i

SACRALEARE LR g =0]

} es un subespacio lineal de J§

-

Sea kB = 5x

Claramente
Definamos para cada F subespacio lineal de i tal que

di Viy>0o :
im F<ow y Vy (P.7)= {xE E+F [ //x//é-P} g; joo
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Sea
3= {BCA®/3Py0, IF 4 E; dim F<oo : BEM(P,F) ]
1) B es una bornologia convexa sobre j ©,
In efecto
(B«1) x ¢ ,QOOI“_:? 1F ={x}) 8 E : dim Fcoo yP=1//x//>0
tal que x ¢ M(f,F); pues x €E+F y //x//<p
= | xj{& M(P,F)

s S X}E:E) = )P = BLEJ?)B.

(B-2) Sean BeB y ASB, entonces existe f>0, F glm;
dim F<o: ACBCM(f,F) = AeR .

(B=3) Sean B1, B2 G;jj‘ s entonces existen ﬂ >0, > 0

7
L2
F, A 1P, dim Fy<mw ¥ FQQ,QOO, dim F, <o tal que

B'lg M( P-1 !F»]) ' B2C:-_M( Pz 9F2)

Sean F = <F1UF? y F= max { fq, Pz} : entonces

BySR+F CE+F y B, E+F,C E+F

Ademis, x€B1UB2L_—_} X €By v X eB,

i //X//6F1 v /%11 £ P,

= //x// <P xem(f,F)
Luego, B1uB2(;M(P,F) y en consecuencia B,\B, E}S .

(L-1) Sean By, Bgej% , entonces existen P1 >0, IOQ > 03

F.Ao ;P dim F

. 00 :
18 £ 00§ F2 A 97, dim F, <o tales gue

1

B1Q;N(V19F1) ; BQCQM(FQ,F2)

By CE+F, ; //x//.éf%, V x €B,
=
|B2QE+F2 s //x// {;F2, ¥ x € B,
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. @ .
=) B, + B,GE + F, + F, 5 con F, + F, 8 )%, dim F +F,

1
finita.

Ademas x €B, + B, L x =Xy + X%, ; X,€B, , x2é32

I7x77 = 1/%y + x,// </ /x,// + //Xg//ép1 + Py o= F
Luego. B, + B, < M(P,F), conf= P1 + fz y P =F, + F, ,
es decir, B, + B, e:& .
(L-2) Sean BED , A €K, entonces existe f>0, v F A _Qootal
que BCE + F 3 //x//<P, ¥V x€B
CO ABCA(E + F) = E + F
Ademds V x€B : //Ax// = /2 //x//</1/F
Luego, existe F A §® y p* = /4/F >0 tal que
AB C M(p',F), es decir, AB eji) .
Observemos que para cada F 4 (P, para cada f>0, el
conjunto M(f,F) es absolutamente convexo (disco).
En efecto; sean x,y € M(F,F); d,PEK : /a7 + [B/ 41,
entonces
dx +Fy €A(E + F) + B(E + F) = T + F
Ademds //ax +By// £ /&) J/x/1 + (B //¥//
< /xff + [plP = C /) o+ B IP 2P
es decir, ax +py eM(P,F)
(L-3) Sea B€PR , entonces existen F>0, FA 4P, din F
finita tal que BCM(P,F)— [T (B)S M(P,F)
= T®ep .
Luego, e(B) ; c(B)éjB .
Por lo tanto,ﬁ es una bornologia convexa sobre ) .

Observemos que la familia :



:bo = [M(P,F) /¥ >C, F AE, dim F<c0} forma una base deﬁ .
Ademis, (% ,ﬁ) es separado; en efecto : si L es un
subegpacio lineal acotado de J?m , entonces existe
M(P,F)EBo = L & M(P,F)
pAdemds, x €Le3 nx€E + Py //nx//<¢Ff, Vs
= //x//<f/n, Vo
= //x// = 0 c>x =0
ks decir, L = {0} .
2) (1@ ,T)) es Mackey-completo.
En efecto : Sea (xn)(;'ﬂco , Mackey-Cauchy, entonces
existe ¥M(fP,F) = BG:BO : (xn) es Cauchy en (,QCOB ’9}3) , €s

D

decir, gB(xn - xp)—)O en g+ luego existe (£n)§{R+,

é_',n,{ U xpe&nB, Ynyp

o x, - X, €€,8 = EM(F,F) , Vonoop

¥
!
%
o1
|

xp)/£n€ M(F!F) y Y 2D
X V/EEE + B 5 [/ (x, - 1 )/E)] % P

J
@
=
|

— xn-xp€E+F ; //xn-xp//éénp——rO
— (xn) es // //-Cauchy en Jla

luego como ( £, // //) es de Banach, existe x € { P tal que

lim _

n-o’'n - *

Probaremecs que xn—Mm» X en XCO .

Observemos en primer lugar gque
{x,x1,x2,...} C B+ F + <{x,x1}>

En efecto : Sea p=! , entonces x_ - x, € EnM(P,F)
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[ /xy - x /) <ELf

— xnéE+F+x,|

N x,xneE + F +x, + xCE + F + <{x,x1}> y ¥ nyp

1
Luego, | x,X;,X5,...1 CE + F + <f]x,x1§>
Sea gl = //x - xn//—-——%O v F' = F + <{x,x1]> )

entonces dim F' < oo,

X - X
Ademés,x-xn€E+F' , 1lUego ——m——= €15 + F' o
//x-x_//
X - X
con —— = 1
/% = x_//
X - X, '
— ——C M(1,F )
[/x = x //

— x - x € EM(1,F'} 5 con g —— 0

1

xn~—ri—»x en % .
Por lo tanto, (§ %, ﬁ ) es Mackey-completo.
5) j;} no es §Fr-disqueada.
Sea B = {bT,bg,...} , donde b = (0,0,00031,0,00.)
i) Bé\j?) .
En efecto : BCECE + F,VFa J7; dim Feow .
£n

Ademds, V bn // v // =1, luego BCM(1,F) ; con

FA_,?OO, dim F <@ y en consecuencia B€P .

Probaremeos ahora que \)pB & 35 para p = 1, es decir,

[0.9)

0
que UB:{;;\ibi /b EB, A €K : Y /)im} £ P

i=1
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00
Sea para cada m »1, y_ = > oMy, Puesto que
In=

20 oo
STooe™ o 5T (1/2™P = 1/(2P-1) g1, se tiene que
=1 n="1

Yo €\V'B y ¥ om > 1.,

Probaremos que cualquiera que sea F &,QG), de dimensidn
finita se tiene que {ym / m.;T} E E+ F .

Supongamos que un tal F existe, es decir, que existe un
F:_A_,QCD, dim F <@ tal gue {ym/mz.T}gE+F; entonces

VYo = €y * fm s con e €Ey fme_F y ¥ om > 1

) Yy - ¢p = [pg€F i cone €3y f €F .
Luego . 'Qym -e /m 31}> es de dimensidén finita, luego

{Ym - e,/ my1 es l.d., entonces existe k »1 y Agreees Ay

gé; Jj(yj - ej) =0

Por otra parte, cada €5 {(j<k) tiene solo un numero fini-

egcalares no nulos tales que

to de componentes no nulas, esto es,

ej = (egn)) = (t1!t2!---’ts’0!0!-0-) Y

=jin -3J =23 =53
yj=n*123bn=23b1+2 J132+2 b3+...

= (273,228 5730 )
Luego

_ s e “(se1)3
Yj - ej = (2 J = t1’2 2J—t2:---;2 SJ—tS’z (b+ )J;o-o)’

luego podemos escoger g suficientemente grande de modo que si

n >q, la n-ésima componente de yi ¥ de Yy = ey coinciden (pa-

ra cada j <k).
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Ahora, las n-ésimas camponentes de 2__ ]j(yj - ej) y

z::)JYJ son respectivamente:

2E_ } (Y(n) (n)) Y §%t2-y(n), donde
J=1 J j=1 g7 d

= (y(n)) y e, = (egn));luego, sin g

Y3 i

k
es decir, Z: P! y(n) =0, ¥V nyq

J:

@ . i oz o

pero yj =) 2 ann = (279,2 23,2 33,...,2 ndoo 0y, luego
n=1

k .

1.27M 20, Yuyq.

j=1 "

F s

7 .x9 es un polinomio tal que x = 270

Luego p(x) = j

[
i

es un cero de p(x), ¥V n»qg, es decir, p(x) es un polinomio
con infinitos ceras : o
Por lg tanto, para cada F 4 Y ; dim F<oo ge tiene que
{ym / m ;1} g§ E + F, es decir, VB Z E + F cualquiera
que sea F é_?oa, dim F<oo; luego VB ¢?j,y en consecuencia

“» no es X P-disqueada.

W

Praposicidén 4.7.1 : Sea E un e.b.cp. J<4p < . Entances
las dgs afirmaciones siguientes son equi-

valentes :

a) E es conmpleto,

b) E es Mackey-campleto y su bornologia jp-disqueada.

Demestracidn

a) 3 b) Supongamos que E es completo, entonces la barnclo-
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Enl

gfa de E es ‘Ep-disqueada ( Ejemplo 4.7.2) .
Mostremos que E e3 Mackey-completo,
Sea (xn) una sucesidn Cauchy-Mackey en ¥, entonces exis-

te B acotado de E tal que (xn) es Cauchy en Ep

.—3 JA p=disco completante de E ; (xn) es Cauchy en EA
— X,— X en EA 4 pues EA es completo
= X M xens

n

Ademas, E es separado pues si no lo fuera existirfia
x €E, x # O tal que Kx es acotado de E
"3 3D p-disco completante de E : KxCD
T nx €D, Vny
3 xe¢1/nD, Y nyt
3 ‘jD(x)@/np , ¥ omoz
1) ED(X)=G:>X=G e
b) C)a) Supongamos que (E,jé) es Mackey-completo y su bor-
nologfa {P-disqueada.
Mostremos que P, ={}:L%B / BuE}S} es base de ?5 forma-
da de p-discos completantes.
Claramente ﬁjog%ﬁ); ademds si B gﬁ;, existe A = UpBE}Bo
tal que BCA . Luegol%oes base de P .
Es suficiente entonces mostrar que todo elemento de J%o

egs p- disco completante.

Sea A€P,, entonces existe BEJB : A= \JPB .

Mostremos que 4 = \JPB es completante, es decir, que to-
da serie absolutamente convergente de EA y €8 convergente .

Observemos primeramente lo siguiente :
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90
(*) Toda serie de la forma 7 J:b. (con (b.)CB, (R.)CK
oy Aid i/ i’%=
tal que E:j /- / 1) converge sobre E,.
i_

Fn efecto : Sean (b.)C;B : (Ri)Q;K : Ef% /Ji/p <1,
i=1

luego existe b = lim > ) b
(b) R
Ahora, 2__ /2 Pa1 oy /ﬁi/p‘———* 0 , luego dado
i=1 n;m m—>w

£>0 , existe ny 31 : nng OO E:: /A /p

irn

n
Ademés,Vnz?:b-Zjb T]beA
i7i 3n
n

Luego, V 1 3 ne :5Aﬂb - Z; Hlbl Q ( > ﬂ b, )

i>n

PEVIWARINCS

i>n

>_ /A /P< €

i>»n

Es decir,

- Il
b= Y b, en®

n--

Mostremos ahora que toda serie absolutamente convergente

de EA es convergente.
sea (u, ) una sucesidn en E, tal que la serie > u
n>1

o

1n

sea absolutamente convergente, es decir, ( E gA(un) es
nyt

convergente).

Sea (vn) una sucesidén de nimeros reales positivos tal

que la serie > . vo=2ay jA(un)‘<vn ; entonces E:: u, es
nx not



Cauchy en B en efecto

e
n n ~
S_A(r—— up -2 uy) € jA(un+1)févn+1‘ 79

Luego, E:: u, es Cauchy - Mackey en (E,};) ¥ en consecuen-

nyl
cia, Mackey - convergente en (E,JS), es decir, existe u €E tal

B

que Z:: u, = U
ny1 (b)

shora, gﬁ(un)«<vn t:j'gg(un/v;/p)<i1 o un/V;/Dé A
= A Q00 Z/}n /Tet s (ay | )EB tal que

k1
un/v;/P - T Daia
) u, = v;/P L 0, %%,k
— %;% o T %;% v;/p'%;% n,k%n, k
: (;) %;% “n T %;% %;% V;/?Jn,xan,k

v

(t)m1 k1 ¥ '

1
donde 1 0 _/(e)/P) /@Ry P eI T fa) Ay /P
n2l ke - nyl kKrl 7
4(ZV )/a = = 1
nsl
Luego, u/aq/pé Z, =) ueB, , es decir, la serie > U
n>1

converge en EA'

Por lo tanto, (E,}g) es completo.

e
Troposicidén 4.7.2 : Sean E un e.l. y y: E——R una p-semi-

norma,. Entonces
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(z, g) es completo si y sdlo ei para toda sucesidn (un) de B

> m
g(ui)l<oo (— l__ u; converge en E.
i=1 i="1

Demostracidn : Supongamos que (E,a ) es completo y sea

gy 0
(un)nz1 CE - j(ui) 400,
21
n
Para cada n»! , pongamos S, = Z:: u. , entonces

8(Sn+1 - Sn) - g(un+1) —0 ;(pues ZZ; g(ui)<5aﬂ;
ia

es decir, (sn)nM es E}-Cauchy en B, luego siendo E completo

. lim : s
existe w €l : u = s, es decir, /_ u. e3s convergente
n-mw n 1= 1

en L,
Reci rocamente supongamos Jque para toda suc esio'n (u ) de
p =] 1

T . r
B o) q(ui)-ia)fzq L. u; es convergente en E y sea (x)
i=1" i="

una sucesidn en E E-Cauchy, entonces para cada k=21 , existe

i

o I‘\k
p, 21 j(xn - x ) <1/2% , ¥ myn 2 p_ .

Claramente podemos escoger los P, en forma creciente,

Consideremos la sucesidn (xp ) ka1 Y definamos la sucesidn
K ES
[ L]

m i e : - ~= - . oa a=k
(an) como sigu a,=x a. =X —X_ v 8y

Py’ T2 TPy TPy pk-xpk-1

Consideremos la serie a(ak) , €3 decir, la sucesidn
k=1

de sumasg parciales :

S = g(aq) + g(az) Fouot g(an)

n

= . / - .. G -X
entonces 5, g(XPT) + 8(xp2 qu) + + j(:-cp‘K pk-1)
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< 9(xp1) /2 4w+ 1720
= i
<6(xp1) + g 1/2 =§(xp1) . 1

Es decir, (sn) es una sucesidén de nlmeros reales positi-
ves creciente y acotadas superiormente; luegoe existe

lim

nooo Sy + €8 decir, ) g(ak)< o0, entonces por hipdtesis

k=1

. n
. . . lim
existe z € : a, = z,esto es, existe [ g;: a, en (E,9)

e
5 ( )
pero a, = X + (x. - x + ... + (X - X ) = x
k=1 X TPy Py TPy Py Ppog Py
. lim -
Luego, existe z = [T xph en (E,9) y como (xpn) s una

subsucesidn de (xn) , resulta que para todo £>0 , existen

Ny 21 o:n,m 2 N, O g(xn -x ) <2y

v

Ny 2 1:p, 2N, ) 9(xpn -z) <§/2

Luego 81 N = méfo1,N2i » e tiene que para n > N y p 2N i

ﬁ(xn_- z) E(Xn— xpn) + 9(xpn- z) <£/2 + £/2 = £

Asi, X,—* 2 en (£, G) y en consecuencia (E, § ) es com-

pleto.
Proposicidn 4.7.3 :

a) Sean (E,B) un e.b.cp. y I un subespacio lineal b-cerrado
de E, entonces F es completo,

b) Todo producto de e.b.cp. completos es completo,

¢) Sea E = Lim E; un e.b.c

limite inductive borncldgico
- g

p-
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p=-convexo de e.b.cp. completos., Si E es separado, entonces
E es completo.
Demostracidn :

a) Supongamos que (E,}}) es un e.b.cp. completo ¥ F un sub-
espacio lineal b-cerrado de E, entonces por Prop.4.7.1,
E,ﬁ)) es Mackey-completo y‘? lpadisqueada; luego F es Mackey-

completo por Proposicidn 4.5.3.
Mostraremos ahora que:EF es A1P-disqueada.
Sea Aﬂ{ﬁF , entonces existe B€P tal que A = BAF , pero
entonces \J’pA = p’p(BnF)g_v'anF y en efecto
x¢ W (BNF) £ x = ; dixs 5 X EBAF , K g/,}i/%q
— x € »%B ¥y como X (:) ii§JE§% Ai¥y i con

k
Z:)ixit&F ; luego siendo F becerrado resulta que x¢F, es
i=1

decir, x € UPBFWF .
- ! . )[
asf, Y A Y BNF €B 5 pues T ¢€B . Luego \JPA €Pp .
Por lo tanto, P es completo. (Proposicién 4.7.1)
b) Sea (Ei)ieI una familia de e. b. C e completos, entonces
(Ei)iEI es una familia de e. b, op. Mackey-completos ¥
sus bornologias Jp-disqueadas ( Proposicidén 4.7.1), luego

v = TII E; es Mackey - completo ( Proposicidén 4.5.3).
iel

Mostremos ahora que i;II es _Qp-disqueada.
Sea AiaﬁII, entonces para todo 1€I1; ui(A)€j5i, luego
VY ieI; ui( }%ﬁ) C;\/pui(A), en efecto: Para cada i¢l sea

K

. lim . e
yE€ ui(upA), entonces existe x = 7 i:ﬂ;]ixie\}p‘ﬁ“ : y-ui(X)
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(11 11

[:> y = kircr:ozll i’ = kirgo 1( .inxi)

= Y = w i};)iui(xi) Z) 4y (x;) € Vpu; (4)

Luego, ¥ i€, u( u)pA)g upui(A)E‘,Bi , es decir, UPAE’}‘H

¥ en consecuencia;ﬁII es _ﬁp—disqueada.

Por 1o tanto, = = TII Ei es completo.
ielT
w o lim o N e 1
¢c) Sea T = E;, dende cada £ es un e.b.cp. completo.

Basta mostrar que E es Mackey-completo y su bornologia
jp—disqueada (proposicidn 4,7.1).

Como cada Ei es completo por Prop.4.7.71, se tiene que
Ei es Mackey-completo y su bornclogia jp—disqueada ¥ ielT.

Luego & es un limite inductivo de espacios Mackey-comple-
tcs y siendo E separade resulta por Corolario 4.5.3%' que E es
Mackey-completo.

Resta probar que la bornoloia de E es _fp—disqueada.

Sean V i«<I, v, 3 E;—E las aplicaciones candnicas de
L; en E ( ellas son lineales y acotadas) y

aQ = {vi(A) / A€B,, 1€ I} ; (€ genera la bornologia B de E
luego basta probar que:
VieI, ¥ A€, }}p(vi(A))ejﬁ-
Sea yéup(vi(A)), entonces

=) ij.(a.) ; con J.€K : Z/]-/p £ 15 aJEA ;
j=1 1 J =1 7

. n P
By =2 Ayvitay) - S I AACHE raoo 71 23
i=
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v (M jZ:Ajaj)
= vi( %;;]jaj); con ;;{jajéupA
es decir, ¥ (:vi( VFPA).
Luego, ))p(vi(A)) Cf__vi( \/pA) y como \JpA E:%i por ser Pl

1Pdisqueada, se tiene que vi( UDA)E‘E ; pues v, es acotada.

Por lo tanto, l}p(vi(A))éf) _yﬁ) ip_disqueada.
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ii) Las aplicaciones h): E— E ¢+ x— 1% 3

fa tK—E : ]J-——Jda yv T :E-—%:x—a+Xx
son todas continuas. Ademds, Ta es un homeomorfismo y
siA# 0, entonces hy es también un homeomorfismo.
iii) €(E) es la topologia mds fina sobre E entre todas
las topologias 7 sobre E tales que la convergencia
bornoldgica implica la convergencia topoldgica de suce-
siones.
iv) Una forma lineal f sobre un espacioc lineal bornold-
gico E es T (E)-continua si y sd6lo si f es acotada.
v) ZIa Proposicidn 3.4.9 nos muestra una interesante ca-
racterizacidn de las sucesiones T, (E)-convergentes
mediante el concepto de sucesiones Mackey-convergentes,
5) Todo espacio bornoldgico convexo completo es separado.

El reciproco ea cierto siempre gque el espacic sea limite
inductivo de espacios bornoldgicos convexos completos. (Pro-
posiciones 4.2.1 y 4.2.5 resp.)

6) La condicidn de completitud bornoldgica es mucho mds dé-
bil gque la condicidn de completitud usual en los espacios

lineales topoldgicos. (Corolario 4.5.1).

7) Un espacio bornoldgico p-convexo es completoc si y sélo si
es Mackey-completo y su bornologfa f{ P-disqueada. (Propo-

sicidn 4.7.1). Uno de los resultados de mayor importacia en

este trabajo es el Ejemplo 4.7.3 (Ejemplo de Nel), el cual

muestra que la bornologia de un espacio bornoldgico convexo



Vackey-completo no es necesariamente gp-disqueada.
8) Es interesante desarrcollar a futuro el estudio de el con-
cepto de completacidn bornologica de un e.b.cp. ;7 en efec-
to, a modo de motivacidn y sin mayores detalles de demostra-
¢cidn, digamos que siempre es posible asociar un e.b.c_. com-
pleto a un e.b.cD. arbitrario. A grandes lineas podemos de-
cir gue su construccidn es la siguiente : se puede suponer =
separado, pasando sl es necesarioc al e.b.cp. separado asocia-
do. (Proposicidn 3.3.2)
Entonces :
E lim

= i, .
L (By, T,

)

1imite inductivo bornolégico de los espacios p-normadosEi.

Anotamos ﬁi al completado de Li. Luego g es el e.b.cD. sepa-

radec ascciado al

ﬂ @i’ ﬁji)
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Remarcamos los siguientes resultados :
1) La bornologia compacta de un espacio lineal topoldgico en
general no es convexa. Sin embargo, si el espacio es de
Banach, entonces dicha bornologia resulta convexa gracias a
la completitud del espacio.
2) La convergencia bornoldgica implica la convergencia topo-
1l6gica. Il reciproco no es necesariamente cierto; mas
aun, los Unicos espacios lineales topoldgicos que verifican
la condicidén de convergencia de Mackey para filtros, es de-
cir, en los cuales la convergencia topoldgica es equivalente
a la convergencia bornoldgica, son los espacios lineales to-
poldgicos localmente acotados.
3) ©Para que la convergencia en el sentido de Mackey (conver-
gencia bornoldgica) sea topologizable, es necesario y su-
ficiente que el espacio sea simple, es decir, que exista un
bornivoro acotado. Luego, para dar un ejemplo de un espacio
lineal bornoldégico E en el cual la convergencia en el sentido
de Mackey sea topologizable, basta garantizar la existencia
de un acotado bornivoro en E. Por ejemplo (E,P(E)); con E
un espacio lineal arbitrario.
4) La topologia de la p-cerradura T(E) en un espacio lineal
bornoldgico (E,T), posee propiedades de mucha importancia
entre las cuales figuran las siguientes :
i) Toda aplicacidén lineal acotada, es lineal T(E)-con-

tinua.



