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INTRODUCCION 



La teoría de bornología surge en el Análisis Funcional 

como un desarrollo sistemático del estudio del acotamiento de 

funcionales lineales. Su técnica consiste en estructurar la 

noción de parte acotada en un conjunto, axiomatizando las pro-

piedades más comunes que poseen los ejemplos más remarcables 

( por ejemplo las partes acotadas de un espacio métrico )• 

Esta teoría permite el desarrollo de numerosas propiedades de 

las funcionales lineales en un marco donde el concepto de aco-

tamiento sustituye con éxito aquel de continuidad. Este es el 

caso, por ejemplo, de la teoría de Distribuciones. 

Nuestro trabajo pretende entre otros, dar las bases de 

esta teoría y examinar con cierta minuciosidad la comparación 

entre convergencia bornológica y convergencia topológica, apli-

cando estos conceptos a los espacios bornológicos completos. 

Numerosos ejemplos y contraejemplos son presentados. 

El esquema que hemos seguido es el siguiente : 

En el Capítulo I, introducimos los conceptos de bornolo-

gía, espacio lineal bornológico y aplicación lineal acotada. 

Además presentamos varios ejemplos notables entre los cuales 

figuran : la bornología de Vonn Neumann de un espacio lineal 

topológico, la bornología compacta en los espacios lineales to-

pológicos y otros. 

Finalizamos este capítulo comparando la estructura de los 

espacios bornológicos convexos con la estructura topológica 

( Proposición 1.8.1 ). 



ji 

El Capítulo II lo hemos dedicado al estudio de la con-

vergencia bornológica de sucesiones y filtro. Además, esta-

blecemos una relación entre la convergencia bornológica y 

la convergencia topológica. Seguidamente caracterizamos los 

espacios lineales bornológicos separados mediante la conver-

gencia bornológica. 

Finalmente, estudiamos los conceptos de Fackey-Continui-

dad y Mackey-Continuidad Secuencial e inmediatamente caracte-

rizamos las funciones lineales acotadas mediante dichos con-

ceptos. 

El Capítulo III lo iniciamos mostrando que en general 

la convergencia bornológica no es topologizable. Luego, in-

troducimos el concepto de parte bornológicamente cerrada en 

un espacio lineal bornológico y estudiamos ciertas propieda-

des de la topología de la b-cerradura z;(E) de un e.l.b. E. 

Concluimos este capítulo con una interesante caracteri-

zación de las sucesiones c(E) convergentes, mediante el 

concepto de sucesiónes Mackey-convergentes. 

En el Capítulo IV nos proponemos estudiar los espacios 

bornológicos completos. Para esto, estudiamos primeramente 

los discos completantes en un espacio lineal bornológico pa-

ra luego definir el concepto de espacio bornológico convexo 

completo. Se establece un isomorfísmo bornológico entre [él  

y espacio lineal bornológico separado de dimensión n. 

Además, asociamos a todo espacio lineal bornológico se- 



parado un espacio bornológico convexo completo E. algebráica-

mente idéntico a E y con la propiedad " toda aplicación li-

neal acotada de un e.b.c. completo F en E es lineal acotada 

de F en F, . 

Se muestra que la condición de completitud bornológica 

es una condición mucho más débil que la condición de comple-

titud usual en los espacios lineales topológicos. 

Finalmente, establecemos una relación entre la completi-

tud y la Mackey-completitud en los espacios bornológicos 

p-convexos ( 0<p 	1 ). 



CAPITULO I 

EORNOLCGIA, CONSTRUCCIONES FUNDAMENTALES Y 

EJEMPLOS NOTABLES 



1. NOCION DE BORNOLOGIA 

Definición 1.1.1: Sea X un conjunto y 33 una familia de par-

tes de X. Se dice que 33 es una bornolo-

gla sobre X, si verifica los tres axiomas siguientes : 

(B-1) .p es un recubrimiento de X. 

(B-2)=,  es hereditario por inclusión. 22) 
( -2-3)14 es estable por reunión finita. 

Un par (X, ) formado por un conjunto X y una bornologla 

sobre X, se denomina " Conjunto Bornológico II 	Los ciernen- 

tos de :E son entonces llamados los acotados de X. 

Definición 1.1.2: Sean (X,i3 ) un conjunto bornológico y "fr3 o 

una sub-familia de 	. Se dice due :115 o  es 

base de 	si para todo A e 	, existe BEB O  : Aqá13. 

Definición 1.1.3: Sea X un conjunto y 	o  una familia de par- 

tes de X. Se dice que 1 o  es base de bor-

nologia sobre X, si : 

±) 	o es un recubrimiento de X. 

fi) Toda reunión finita de elementos de 	está conte- 

nida en un elemento de J3 o • 

Proposición 1.1.1: Sean X un conjunto y 3 0  una base de bor-

nologia sobre X, entonces la familia 

JE3 	/ BE c, : 

es una bornologla sobre X de base 	. 



Demostración: 3-3 es una bornología sobre X. En efecto : 

(B-1) X = U B 	U A X 
BC1p, 	A Ey5 

(B-2) Sean A,BC1X : AC -3 , Bc:A, entonces existe B'Ey, o  

tal que AC1B' ?   ] B'E:jb e  : BEIB' 1 	 BCtO 

(B-3) Sean A1, 	 An 	, entonces para todo 1=1 ..... n; - 
existe Bi= 

AC j B.c: BIE1 	A.E i=1  2=1 	 i=1 

Además es claro que 3 	es base de 	. 

Proposición 1.1.2: Sean (X, 3)  y (Y, il') dos conjuntos bor-

nológicos. Entonces la familia 

= t AxB / AC 	y B lEtP' I 

es base de bornología sobre XxY. 

Demostración: 

X= 	A y Y= UJB ,luego 
AE 	 B 	I 

XxY = UAX U B = UAXB 
AE," 	BCP I 	AXEC:1-1  

o 
ji) Sean A1xB1' A2xB2C II ' entonces 

AixBi  Ljk2 xB2 Q; Alu A2 x Bl  LJB2  
o Por lo tanto, 3 	es base de bornología sobre XxY y en 

o 
consecuencia SI:  = t DE;XxY / ] AxBEJ3I1  : DC- Ax133 es una 

bornología sobre XxY , llamada " La Bornología Producto ". 
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Propos ojón 1.1.3: Sea (X,y)  ) un conjunto bornológico tal que 



3 admite una base contable B  = n). Sea o 
de para cada 1.1. 1, B'n  = 	B.; entonces i=. 

de y y además es creciente. 

Demostración: Sea AE3 , entonces existe B 	: AcBno no  

Bb e y : A C B C o   no  — no  

	 3 n  Bit : A C B' 
'f.-  O 	- no  

Luego, 10, ' es base de y y además claramente creciente. r o 

Definición 1.1.4: Sea (X,3) un conjunto bornológico. Se di-

ce que y es a base contable, si y admite 

por base a una sucesión de acotados. Podemos entonces suponer 

esta sucesión creciente (Proposición 1.1.3). 

Ejemplo 1.1.1: Sean E un e.1. sobre IX y p 	E--->R una semi- 

norma sobre E, entonces : 

= 	Bp[0,E] / E> Oj ; donde Bp [O,E] =Lx€E / p(x) 	E) 
o 

es base de bornclogía sobre E. En efecto : 

i) 	Sea x E E, entonces 

si p(x) =O ; xeB [0,1] , VE> O 

si p(x) > O ; xE B [O, p(x) + 1] , con 1>0 

Luego, xE U 	B [o,e] y en consecuencia E = U B [0,1] 
E> O P 	 E > O P 

3 

-E r e (%); don-

también es base ' o 

no  
= 	B• 

i=1 

44) U BT,[0 , Ej.] _Bp[OrE] ; 
i=1 r 

con = máx 

Por lo tanto, 11. es base de bornclogia sobre E y luego J o  

ACE/ 3E>0 : ACB 10,1]) es la bornologla sobre E 
P 



generada por 

Observemos además que la bornología 	E  es tal que : 

1) Y A,BE.33E  : A + Be 3 E  . En efecto : 

A,BE33_5 ( 	E 1 ,E2  > O : AC:Bp [O,E1] y BcBp[O,E21 

	 3E = E 1±e2 > 
	A+BCB [0,E] , es decir, A+BEJ , 

2) Y AC, E, Y 21E; 	AEJ3 E  . En efecto : 

Sean AC t E  y 2 E E, entonces existe eo  >0 : A _Bp[0, e„) 

	

--c) 3 E.> O : p(x) 	E 0 , YXEA 

Luego, si = O, p(x) = Os 	)  XEBprE,E3 , YE>O y si 

p(x) = /2/p(x) s ao/2 / 1 	E Bp [o, á-0 /2/] 
Por lo tanto,3E1 =E0 /2/: A Ep[O•E •] • es decir, flET E  

3) Y A q,E  ; e(A)EM E  . En efecto : 

AEE t) ¿ >0 : A C Bp  [O, 1] , luego 

	

y E e(A) 1.__) y = x, con /2/ 	1 y xEA 

	 P(Y) = P(2x) 	/2/P(x) 	Et   Y EE [0,E] 

Por lo tanto, e(A)63  

4) Y AE,D E  , c(A)C3n E  . En efecto : 

AEJE E  1 	) 3E, >0 : Ac_Bp [O,E] 1 	) 3E>0 : c(A)[O'  E] P  
) c(A)E 	E • 

Observemos que en el caso particular E = K y p 	/ / 

(valor absoluto), obtenemos la bornología 

tAC ft( /JE )0 : ACB [0,11 ; denominada la borno—

logia usual sobre E. Además, es claro que podemos suponer E 

racional y en consecuencia tp2, resulta contable. e o 

4 



2. APLICACICNEE ACOTADAS 

Definición 1.2.1: Sean (x,y ), (Y,J31 ) dos conjuntos bornoló-

gicosyf.X-->Yuna aplicación de X 

en Y. Se dice que f es acotada, si la imagen directa por f 

de todo acotado de X es un acotado de Y. 

Ejemplo 1.2.1: 

i) Sea (x,13, ) un conjunto bornológico. La aplicación 

• X 	X (idéntica) es acotada. Ix  . 

ji) Sean (X,3 ) , (Y,3') y (7,5') tres conjuntos bornoló- 

gicos,yf:X—,Y,g.Y--,Z dos aplicaciones 

acotadas. Entonces la aplicación compuesta 

g o f : X---.Z es acotada. 

En efecto : 

AE13 1   f(A) 1 331  

	 g(f(A)) 

	 (gof)(A) E31 ' 

	) gof es acotada. 

Definición 1.2.2: Sean X un conjunto, 3 )71 dos bornologlas 
Jt 	J1 

sobre X. S'e dice que -6 es más fina que33 o st 
que ]3 es menos fina que "-R , si la aplicación  

es acotada, 3s decir, si 32•1  

Observación: La relación " es más fina que " sobre la fami-

lia de todas las bornologias sobre un conjunto 

X es una relación de orden. 

5 
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Definición 1.2.3: Sean (x,p ) y (L3') dos conjuntos borne- 

	

lógicos, y f . 	una aplicación de X 

en Y. Se dice que f es un isomorfismo bornológico si f es 

biyectiva y tanto f como su inversa fi son acotadas. 

Ejemplo 1.2.2: 

i) Sean (X,33 ) y (Y,33 ) dos conjuntos bornológicos, y 

f : X---+Y un isomorfismo bornolégico; entonces f 

es también un isomorfismo bornológico evidentemente. 

Sea (X, ) un conjunto bornológico. La aplicación 

idéntica de X en X es claramente un isomorfismo bor-

nolcégico. 

3. BORNOLOGIA LINEAL Y CONVEXA 

Teorema 1.3.1: Sea E un e.l. sobre 1, J3 una bornología sobre E 

v -5 la bornología usual sobre 1 (Ejemplo 1.1.1). 

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

1) verifica 	i)VA,BEJ2, 

ji) V A Ey. , V;\Ei1( :  

iii) VAEB : e(A) 

2) Las aplicaciones0:ExE---+Eyl :1xE---+E 

definidas por : 	(x.Y) 	x+Y Y 	(X.x) 	Ax 

son acotadas. 

Demostración: 

1) 	)2) A x 6E13 xj: I 	) AEJ3 A  BE e 
	 A+ B E ,p 



7 

	 0 (A x D) E 

Ce> 0 es acotada. 

A x BEJJ xy, 1   AEy , IIEy 

) 1°1B)13 	A_B[101 9 0(]/“<e(B) E )3 
Luego, y-  (BFzi,dx e(B) -112e(D)c 0(e(D) 	(pues 

LP 

	

2 e(B)c de(B), 	ti/E' 	) 

Ahora j como V (A x 	(Dpix e(D))resulta que 

7 (A x B)Ep y en consecuencia tí es acotada. 

2) C) 1) 

	

i) A, BEE13 	,5 A x BE3 x$ 1 	> 0(AxD) 	A + BE y: 

ji) ae -3 , 	E 	) AEj3DjEj5 y como tif es acotada )  ;K   

entonces I( lajx ) - 2A 	. 
iii) AEy y DE, [0,116 	luego siendo ¶ acotada resulta 

que V(Dix  E0 ,13 x A) =LnA 	e(A) 
12ki 

Definición 1.3.1: Sea E un e.l. sobre GC yj3 una bornologla 

sobre E. 	se dice lineal si verifica 

(1) o (2) del Teorema 1.3.1. El par (E,y ) se denomina 

" espacio linal bornológico " y se anota (e.l.b.). 

Observación: Sea E un e.l. sobre E, j3 una familia de partes 

equilibradas de E que verifica (i), (II) y (iii) 

del Teorema 1.3.1 y que además es hereditario por inclusión, 

entonces 	es necesariamente estable por reunión finita. 

En efecto: 

A, 3Ey 	7-1 A y D son equilibrados y por consi- 

guiente contienen al cero de E, luegoAuBCA+ E 	y en 



consecuenciaAuBEJ3 

Definición 1.3.2: Sea (E,33 ) un e.l.b.. Se dice que j3 es 

una bornología convexa, si es estable por 

paso a la cápsula convexa, es decir si para todo A E 	: c(A) 

es un elemento de .D 	Es claro que j3 es entonces estable 

por paso a la cápsula disqueada, pues 	F(A)= c(e(A)). 

Llamaremos espacio lineal bornológico convexo o simple-

mente espacio bornológico convexo (e.b.c.) a todo e.l.b. 

donde la bornología lineal 	es convexa. 

4. APLICACION LINEAL ACOTADA 

Definición 1.4.1: Sean (E,JS ) y (F,33') dos e.l.b. y f una 

aplicación de E en F. Se dice que f es 

una aplicación lineal acotada si 1 es a la vez lineal y aco-

tada. 

Ejemplo 1.4.1: La aplicación compuesta de dos aplicaciones 

lineales acotadas es lineal acotada, y la 

aplicación idéntica de todo e.l.b. es lineal acotada. 

Definición 1.4.2: Sean (E,33) y (F,:3') dos e.l.b. y f una 

aplicación de E en F. Se dice que f es 

un isomorfísmo bornológico entre los espacios lineales borno-

lógicos (E,?)  y (F,') si f es un isomorfísmo bornológico de 

conjuntos y lineal. 

Definición 1.4.3: Sean (E,y) ) un e.l.b.. Llamaremos 

forma lineal acotada sobre E a toda apli- 

8 



cación lineal acotada f . E--xE, donde E es el cuerpo de es-

calares provisto de su bornología usual definida por el valor 

absoluto. 

5. EJEMPLOS DE BORNOLOGIAS LINEALES Y CONVEXAS. 

1.5.1: Bornología definida por una semi-norma (Ejemplo 1.1.1) 

1.5.7: Bornología definida por una familia de semi-normas. 

Sea E un ej. sobre E y r = (pi) ie , una familia de 

semi-normas sobre E. Entonces la familia 

9 

[13 [O, El 	P = maix it3c1 4c 	40 
pi , E > O es base de una borno- 

logía convexa sobre E. 

En efecto: 

i) Sea x E E, entonces si p = max p. y £>C se tiene que 

x 	Bp  [0,p(x) + E] E 33,  yen consecuencia 

E =UA 
Aej3,. 

ii) Sean B [ O, E, 	, E [O, E:  I donde c = 
Py 

5  = máx p.; J, , J1cI (finitos). 
LE,E, 

Sea p = máx p. y E - max?E,flpntonces 
¿E 	1  

C Bu  [O, 	, en efecto 

x 	E [O, E,1 U B
pa 

[O, E,.] P, 
in) pi(x) = rittc pi(x) 	gi  o p2(x) = mdx p. (x) 

C E  32  1 

Pi(X) 	Ed  , V iJ1  o pi(X) 	Ez  , V 1€ 

1 	) Pi (X) 	E , Vi C Ji  U JaC I (finito) 

 	 p(x) = mit c. (x) < É. 
i€11/73,1  

	 xEB [0,E] 



Por lo tanto, B es base de bornología sobre E y en 

consecuencia la bornología generada por B  es 
• o 

	

tA c E / ],5>G, JcI 	A C-2. 	cl • , p-max p. 3 

	

J rblito 	 p 	 iEJ 1  
pruens sin dificulte que js es lineal. Además, 

I>1.3 :B [0 Ei — pi  

(pues B ED,Eg] es convexo) 
P1 

Gic(A)E -5 

Por lotanto,B es una bornología convexa sobre 3... 

1.5.1: La bornología de Von Neumann. 

Sea (E,7') un e.l.t.. Una parte A de E se dice C - aco-

tada si para toda VE Nr(9, -(.; ), V absorbe A, es decir, si 

v€ (O, 	:AÇV, f /...1/..>„ 	; o aún si Y U€N:/(51/ ba- 

se de N' (0 ,Z• )),]d, 	: 	1E1 	; en particular, e; 

los elementos de W son todos equilibrados, entonces A es ic• - 

acotado si Y t CW,3401.3 : Acoft. 

La familia J (r) = {ACHE / A es 	- acotado] es una bor- 

nología lineal sobre g. En efecto: 

(B-1) Y xEE : tx -j€73(), pues toda vecindad de O es ab-

sorbente. Luego 3 (r) es un recubrimiento de E. 

(B-2) Sean A., A2  eip,( z ) y VE V/ (.), t)(eghil.), entonces 

V absorbe A. y Ag. 	)34,)090:A 1ggo¡IV A  

	

   jo( e máxiggit)h9 : AlL)A2 C1 6,7 

115-12/ 5•1(..“-2EB(Z 

(13-3) Es evidente que (Z) es hereditario por inclusión. 

13 

Se 

A E 3/ 	)3D
1 
 = max n. , - 	• IfJc I J f¿ m¿ fc 

Ejc(A)C B, [O,E1 
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(L-1) Sean A, BE .3(Z) y VE 	(O, (0) ) 	), entonces 

✓ absorbe A y B 

O : A c) My y Bc (Q/ 

1°-) O : A + B (c (m)+42)7 

I 	 3 Q(.( ,42) >0 : A +FC cV 

A + B E 13 (r). 
(L-2) Sean A E 	(c), -AE ffC y VE 	((),Z ) equilibrada, 

entonces 

✓ absorbe A C) 3 > O : A ÇmV 

C() v c/E« v 

,=)E-ce= /veo : 	AC1 

ni) AA E p (z). 
(L-3) Sea A€ 	(t) y VE )((0, ) equilibrada, entonces 

• absorbe A CII) J> O 	AC 0IV (con di!' equilibrada) 

El ?>O: 	dV 

()), e (A) E .p (t) • 
Además, si (i),t ) es localmente convexo, entonces 3(z) 

es una bornologla convexa sobre E. 

(In efecto: Sean A Cp (z) y V E A, (O,t ) convexa, entonces 

/1/ 	L A CAV 	(con AV convexa) 

La >o : /.// c)( 1 -/ C(A) 	)t v, 

	

(II)  •'O (A) E 	(r) . 

1.5.4: La bornología equicontInua: 

Sean 	), (S, 71) dos e.l. t. y consideremos el con- 

junto L(E,F) = 	:E 	F 	f es lineal y contínua . Una 

parte II de L(S,F) se dice ecuicontínua si para toda vecindad 
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v¿\(0,7/) : :Ji ( V) = nfi(v)E 	(0,7) 
LEA 

Podemos suponer evidentemente VE 1A((Wbase de -\i(0,L') 

La familia ff = [1-1E2L(E,F) / H es eduicontínuaj es una 

bornología lineal sobre L(E,F), llamada " la bornología edui-

contínua de I(H,F)1: Además, si F es localmente convexo, en-

tonces p es convexa. 

En efecto: 

(B-1) Claramente p es un recubrimiento de L(E,F), pues 

todo elemento de I(E,F) es contínua y luego eduicontínua, es 

decir, cara todo l'E L(E,F);(i2Elly en consecuencia 

To(E.F) = U H E if 
(3-2) Sean Ef 1  E 	, 112  C L(E,F) : H2  (:_= ii , entonces 

VVE 	(0,7') : H1  (V) E B(0, 

	

)V V € -\/ (01 -C1 ) 	H2 (y) E \.• (O, 	) 

) 1E2  E y 

(3-3) 11 1 , II EP Chi VE -5((0, ti) : 1I-11(V) B V2(0 , Pe; ) Y 

11-21 (V) E \I (O, 
  	by € - (c),Z1 ) : LI-11 (xf )1j Y-2i(Y ) 

Ahora, H-41  (V) U H-21  (V) 	(11 lUB2  )-4  (V) • en efecto: 

x 	2(11  (V ) U H( v) 	 x E f-1(V), V fEE1  o x 6f 4(V), VfE1-12  

	) 	x E f-1(V), Fif f E 111  U H2  

	

) 	x E (14./112  )-4  (V) 

Luego V V 	(O,) 	(1I1 	(V) E '\E-(0,r ), es decir, 

I1L)112 E a • 

pues ( V )C 	I(V) 1 — 2 

(L-1) Sean 111 , 112 € tf y V,W E )\(05 -C) (w 	:W+WCV, 

entonces u (11),  u (w) E V(0 5  J) 



(A) n H (W)  

Pero 	(U) n HA:1  (N) Cr- (Hl+ H2) (V); en efecto: 

E 	+ H2  c) u =u1  + j0  , con u1 E H1 ,u2cH0  , luego s 
it -/ (w)n--7 -4 	u (x) E TAT, u2 (x) EW, Y u.E -1 ' uiEH .1 	s 	2 

u1  (x)+ u2 (x) E 'or 

   (u1  + u2 )(x) E v 

u(x) 	v , Y u E H 1  
1 x€ nif i(V) 

itE Hit HL  

Luego (Hl 	)(V)S 	O, t) y en consecuencia 

+ H2 E 

(1s-2) Sean H 	, 2 Cric y VE /(0, ti) equilibrada, enton- 

sio,  ( 	) t (V) = 	 =; nu-(V)IVÍGZ) 
t4e111  , uE H 

si 2 = Os 211 = 	11,  j E f4, 

E 14. 	E) y y € 41 ((),z.) equil.; 71-1-4 (7) 6\I( o ,t) 

Ahora: H-I(V)C (e(n) -I(V), en efecto; 

x 	H 1(V) C7),  xE9H u-4(V) 	u(x) E V, Y u E. 

hl y ,CA/ s 1 ; 2u(x) 2Vc V, Y uEH 	(y ecuil  

C.) V h.1“ 1 ;Y LIE H : x E ( .2 u) (V) 

1.74 Y Y veH: x v-  (( V ) 

Fi y v 	AH = e(H) : x E v-1(V) 
hil=1 

El) Y y E e(H) : x E 

	

 	xE nv-i(v) = (e(H)) -1(V) 

Luego (o(iI))1(V)E (1,Z ) y en consecuencia e(H) E 

(C-1) Supongamos que F es loc. convexo. 

13 
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Sean HE 	, VE 3r(0,1(.12) disco, entonces 
-1 
(V)C( (H)) (y); en efecto: x H1(V)  ris(x) E VI  ir u EH, 

luego 	Ihi(x)E V ; .2:L E1K : E/AV:El; h.€, 

	

H 	i = 1 	 
1=1 1   
rn) u(x) E V, V uen(H) 

x E nu-4 (V) = (fl(H) )-1(V) 
EUD 

Luego como H-I(V)E 31/ (0, -C ), se tiene que 

( F(H)»(v) -5/71(0,r, ), es decir r croe- p y luego c (H) E 1. 

1.5.5: La bornología compacta de un espacio lineal topológico 

Sean (X,EG ) un e.t. Hausdorff y p, la familia de las 
-12C 

partes relativamente compactas de X. Entonces : 

1) B es una bornología sobre X. 
c 
En efecto : 

z 
(B-1) Y xEX 	xj es compacto y 1xj- jxS , luego x

c 
y en consecuencia X = j_j(A / A E3 

(h-2) Sean A,53 C X : AC E y BE 	, entonces 

7C B , con E compacto 

   7 compacto, es decir, A E 
3 c 

-E) A,B Ey: 1 	 AUB 	)-7L U)71., con 7AU-13. compacto 

L •) A LIE es compacto, es decir, A U13 E 33c  

2) Sea n. [IC C.: X / K es compacto] , entonces V„ es una base 

para . 
C 

En efecto, claramente '71( Ç3 ; además si A E 	, entoces X -c 
EKx y A C;11, K. Luego 7Xx  es base de J-c 
se denomina la " bornología compacta de (X.,t ) " 

3) La bornología compacta de un e.l.t. Hausdorff es lineal. 

En efecto ; sea (E, )un e.l.t. Hausdorff y 3  su bornolo- 



gía compacta 

(L-1) Sean A,B Epc  , entonces 1,13 ENE, luego 

A x B = ici-n es un compacto de Ex E provisto de 

La bornología producto. Luego Ti + 5 es compacto pues la a- 

plicación + : E x E --+E . (x,y) 	+ y es continua y 

comoA+BC7+Iresulta queA+BEy. 

(L-2) Sean A ey y 2E4C. La aplicación f2 . E—PE defini-

da por f(x) = 2x es continua; luego siendo I com-

pacto también lo es W71,)= 21 - 55, es decir, 2A E. 

(L-3) Aejl 	) A E Kx . Sea D = B[0,1] , es claro que D 
IK 

es compacto, luegoDx7 es un compacto deExEy 

siendo . :1C x E---CE . (2,x) ---.12x continua, resulta que 

.(D x A) = f2x / /2/..41, x e X} -LDÁ = e(A) es compacto. 
/4/4 I 

Ahora como e(A) ci  e(71),entonces e(A) ç  e(A) y luego e(A) 

es compacto de E.  y en consecuencia e(A)E c. 

es de Kolmogorofl esto es, para cada A CE ; 

AE,c 	Toda sucesión (an) de A es elemento de 	. 
-5c 

En efecto 

L11) es evidente. 

(171) Supongamos que toda sucesión (an) de A pertenece 

a 	. Debemos mostrar que A es relativamente compacto, es de- 

cir, que toda sucesión de A posee una sub-sucesien conver-

gente (Dieudoné Pag. 63). 

Supongamos que A no es relativamente compacto, entonces 

existe una sucesión (le A que no admite sub-sucesión conver-

gente. Sea (an) ésta sucesión. Luego; 

15 



(a,)C A CE) (an) E 

Hl C = 'an  / n j1 j es compacto 

L 

	

	) toda sucesión de C admite una sub-suceión con- 

vrgente. 

L1 (an) admite una sub-sucesión convergente 

Luego , necesariamente A es relativamente compacto, es 

decir, AC" . 

Por lo tanto, p es de kolmogoroff. 
• c 

1.5.6 La bornología de los discos compactos en un espacio 

lineal topológico. 

Sea (E, 56:) un e.l.t. HausdorfE; un disco compacto 

en E es un conjunto compacto y absolutamente convexo (disco). 

Sea 	= LACE / AE,B; E disco compacto) , entonces J
3id 

es una bornología convexa sobre E. En efecto: 

(1) Sea aE E y consideremos su cápsula disqueada 

T- (banf) -H)a- / /1/ 6  1f; entonces PC aH) =  

donde D = E D,11 . Como D es compacto en 1 y ',ajes compacto 
.K 

en E, resulta que D xlalcompacto en 	x E. Luego 117((ai) 

es compacto en 7 y en consecuencia E = IJA 
AC)b,d  

(7) Sean A, C sub-conjuntos de E tal que AC=0 y C E L 
entonces existe E disco compacto de E tal elle 

ACICCIE EE)/A•L__B 	A e 
(3) A cp.,4 L± IB disco compacto : A C. B 

Luego, para todo 2 (_K ; 2 ACIAB, con B disco compacto 

E 

16 



(4)ACIS LC1 7B disco compacto : A":32  B 3,4 

121 e(A) C1 e(B) = B pues B es equilibrado 

LTI e(A) E 33d  

(5) A€ 75c1  ci) 7B disco compacto : A C: B 

11-,5V(A); U(B) 

Lri(A) 

(6) A, B fl± 3 C, D discos compactos : Ac 0, II1 17 

C1 A+BC:C +]D 

Ahora comoC+9E +(CxD)yOx -Dcompacto enExE 

resulta que C + D es compacto en E. Además es claro que 

C + D es un disco, luego. A + B F v. 
d 

En resumen T,  es una bornología convexa sobre E, deno-

minada " la bornología de los discos compactos de (E,6) ". 

Observación: 	es más fina que 15) , esto es, 

en efecto: Y Ac:E; 

A E,73i  I 	3E disco compacto: AC:B 

71 A es relativamente compacto 

) A 4 -7,3c  

1.5.7. En general la bornología 13 no es convexa. c 
Eh efecto: consideremos el espacio 

= lx = (xn) /3n0 >, 1 : n no  [C4 xn  = } , provisto de la 
7> 

norma // x // = 	/xn  /, x = (xn) y consideremos los vecto- pph  
res en = (O, 0,“40, 1, 	Es claro que (en)n.?"1 es una 

base para E . 

Para cada n>,.1, pongamos xn = en/23n 	,2n y z = 	x '  en- n  

17 
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tonces //zn// = 22n//x  // = 22n.1/23n u luego 

A = {en  / n s 1 / u 101 es compacto. 
71 - 

Consideremos fl(A); para cada n s 1 sea y = / 21x. , r 	 c 	n 	.112 \12E i 2i entonces y = \A-22  2ix. = 	1/2 . 2 x. = > 	1/2 .z . , con 
C1t1n 

	ui 	1 	.=, 	 i 	..1 
i 	1 /2i  = (2n-1)/2n  (1, es decir, (yn)cr(A)c r(A) . 

Por otra parte, para todo p .2 1 : 
\P—  i 	 P  • 

- Yn// = //A_ 2  zi// = //i_ 21.ef /231// 

= II 	e./221// = //(1/22 , 1/24 , .. 

=> 1/221  = 1/3 — 1/3.22P  

Luego Ho // yni.n  - yn// = 1/3, es decir, (y n)no  es 

// // - Cauchy; pero entonces ninguna sub-sucesión (y n ) de 

(ya) puede ser // // - Cauchy, pues 

x  Lim // yn+p - ynp ii= niM 	Yfl+.3  - Yn  // = 1/3 y luego (y11 ) 
a: 	P - 

no es // // - Cauchy. Se sigue que (yn) no admite sub-suce-

siones convergente (de existir serían // // - Cauchy). 

Por lo tanto, 11 (A) no es compacte, es decir, 127 (A) St 33c  

Hemos probado así que 	no es convexa. Este mismo ejem- 

plo nos permite probar que la bornología de los discos com-

pactos 1b501  es en general estrictamente más fina que la bornolo-

gía compacta :Be  , esto es : j3d  9.  55c  

En efecto : si A - lzn / n 2 1 313101 del ejemplo anterior, 

entonces A 	; pues si así fuera existiría BC E disco COM— jd 
pacto tal que AC B; pero entonces r(A) C1 (B es cerrado 

pues E es T2 ). Entonces p(A) es relativamente compacto lo 

oue es imposible. 

18 



1.5.8. La bornología precomoacta en los e.l. t. 

Sea (Lit) un e.l.t. y pongamos 

= fAC--  E / A precornpacto} , entonces 3 es una bornología Jp 
lineal sobre E. En efecto: 

1) "B. 	es una bornología sobre E. 

(E-1) Toda parte finita de E es urecompacto, luego ')M es 
P 

un recubrimiento de E. 

(B-2) Sean A,BCE; B CS A 	B, entonces si  ' 
existen 	,...,xn  E E: E C 	(x. + V) 

Ir) 	(x. + y), es decir, A - P .-; 

	

(E-3) Sean A,B e 	, entonces si VE \(o, ) existen 

x l 	xn; 	 E E tales que 

A 	(x. + v); BC CJI  (y. + 

	

1  	2  
Eff AUE ÇC5(x. + v) u >ü(y. + V) o bien hacien- 

do z1 	xl,...,zn  = xn; zn+1 	yi,...,znmm 	ym  
1:9,1 

luego A.R.JE CP- t( zk  + y) 
f 

rt.—; AUE e 43 P 
Por lo tanto Sin  es una bornología sobre E. 

2) 3  es lineal. 

(L-1) Sean A,B (-+ 	, entonces si y E N/7(0, -c ) y 'Ar C  
P 

son tales que W + WC y existen  

E: AÇ 1:11(x. + W) y BC 0(y. + 
J - 

luego A + PC 	(x. + W) + 0 (Y. + W) i 	 =, 	a 
= U (x 	y 	

w w) 	j(x• 	• a 	 +3r3 11 j 
Luego A + B 

(L-2) Sean AE4 y 2 CIIC, entonces: 

19 
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si A = O es evidente que AA e 	. 
Supongamos Que 2 	O y sea V E /(0,Z;): luego tambiín 

Y 

1-1) Jx1 	 

enconsecuencia 

xn EE : A 	rj(xi  + 1 / 2  V) 

3x1"'"x11 
CE 

 :DAc CD('Dxf  + V) 

]31.1 	yn E E : 	Ll(yi  + V) 

	 DA E 13 

(L-3) SeaA C. 21.3 , entonces si V E ír(0, 2C) equilibrada, 

existen x1 	xn + E : AC 1j(x. + V), luego tri 	1 
e(A) C1 e( Ú(x.1  + V)) ¡El   

- e(1 xi  / i - 1 	n] + V) 

= e(M) + e(V) = e(M) + V, con M 	ix1 . ..,xnI 

Ahora 

e(M) 

Pero 

precompacto; en efecto 
A 

= U U !x_51 /A1,1 1,1  
/2/- 1 	con D=Bpj0,1] 1 

= f (D) donde f : 	E, 	cue x. 	 x. 

es lineal y continua. Luego siendo D precompacto en 

E resulta que f xi(D) = eUxij) es compacto en E y en 

consecuencia tambie'n lo es e(M) 

Luego e(M) + y es 

e(A) e(M) + V, es decir e(A)C 51p  

Observación: La bornología de Von Newmann de (E, z)es 
menos fina que la bornología precompacta. 

En efecto: sean AE 	, Ve 1(0,S2) equilibrada, entonces 
- f 

A E S'o 	) jxi 	xnE E : Ac 111 1(x. + V) 1 

= Clje((x. /  ) 1J 
precompacto y también lo es 



1.5.9. En un e.l.c. Hausdorff la bornología precomnacta 

es convexa. in efecto: sean 5r, IVEY(0,75 ) disqueadas 

tales que ImE + WCV, entonces 

lE E E 	ial,...,an e 7 : 

	

AC 	 

	

— 	anj + w 

	

Luego HA) - 	[a1 	an } + W) 

	

= 	[ a , • • • Edil) ) 	) 

rIa1 	anD +  
Sean u : En  x  

il 

y En.:IT x (i) x i) ( = X x E): z---10i(z) = (M1,xi) 

Claramente pi es continua para todo i = 1,...,n; además si 

y :CC x 	L . (,x)—)x, v es continua. 

Luego 11 

	

-(1 f • • • )fl  Ex E • • • Ex) - L 	x 1 1 1- Z=1 
V- ((21 9x 1 )) + ...+ v(LAn,xn)) 

= 	pi(z) + ...+ v(n (z)) - n 
= 	0 Pl) (z) + 	 vo P ) (z) 
= (v oPI 	+  

Es decir, u = y o 	+ -1 	+ v o pn  que es continua, luego 

siendo D = D[3,1] compacto en En  y [a1}x(a2)x...x{an]compacto 

en in  resulta que D x 	 es compacto en En x En 

(Tikhonoff), luego u(D x la1  ix...xlan) =/ 	 D} 

	

={ 	YL D./ LE 1 	j:I 	1 

rUal ' • • • 'a  r, ) es  
compacto en E y en consecuencia precompactoles decir, existen 

b1 	bine E tal que real 	a) ()(b. + W); luego 

r(A)C: C5(b 4  + 	+ W)C1 	+ Y) Y r(A) EY)p • 
3=1 

1.5.10. 	bornología compacta de un espacio de Banach es con- 

vexa. 
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Hemos visto que en general la bornología compacta no 

es convexa aún cuando el espacio sea normado. Sin embargo 

esto es cierto para un espacie de Eanach I. En efecto: 

 

   

COMO 
	es un espacio métrico completo, basta hacer ver que E(A) 

es precompacto y completo-para todo A E 'n . 
C 

Sea A precompacto, entonces r-(A) es precompacto y luego 

HA) es precompacto. 

Además F(A) es completo por ser cerrado en un completo. 

Por lo tanto, 	HA) es compacto, es decir )  7(A) e ...pe  

6. CONSTRUCCIONES EGNI)ATLENTALES DE EORNOLOGIAS. 

Bornologías Iniciales 

Teorema 1.6.1: Sea I un conjunto no vacío de indices, (X-,),  

una familia de conjuntos bornológicos, X un 

conjunto.EaratodoiElseau.:X----11{i una aplicación y 

= 1,ACX / Y iC I; ui(A) E )) i j 	Entonces: 

i) A es una bornología sobre X. Esta bornología sobre X 

es la menos fina que hace acotadas las aplicaciones ui. 

i 	Si para tEdo i E I, (Xj) ,J 	es un e.l.b. (resp. e.b.c.), 

X e.l. y la aplicación ui lineal, entonces la bornolo- 

gía 3 es ana bernología lineal (resp. convexa) sobre X. 
-/ 

Demostración: 

i) .131  es una bornología sobre X; en efecto: 

(B-1) x É X rBn V i É I; u(x) = lYi}byLi 	yiC Xi  

) Í x 	xÉX ,yr  
	1 	X = 1)j{ xUAZ- X 

'/ÉN 	A<,Pr 
(E-2) Sean A E 	, BC X : BO: A, entonces V i e I; u1(A)E ,13 

- 

22 
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I )y LEI ; L1(B) E 53. 	(pues Iii(B)CHat(A)) 
Li) B E 	. 

'Ajm 
(B-3) A1, A2E- é 	i e I; ui(A1 ), ui(A 2 ) Ej3i  

Fi Y te 1; Lli(A1 )U 

	

ET 	q i T; oi(A l  LIA2 )E 

) Al 	A2 E  .D • 
Además para todo i e I, uí  : X--.X 	es acotada por de- 

finición de 55,  . 

Mostremos ahora que 3  es la bornología menos fina sobre 

X que hace acotadas las aplicaciones u1 	sea 3 otra borno- 

logía sobre X tal que Y i€ I, ui  es 	- 

ces A CS  	., Y iE I 	 5E • 

acotada, enton- 

ii) Supongamos ahora que para todo i I; (Xi, i) es un 

e.l.b. (resp. e.b.c.); X un e.l. y ui  una aplicación 

lineal. Entonces: 

es una bornología lineal, en efecto: 

(L-1) A1 ,A 2 	i_=) Y iE I; ui(Ai), U1(A 2 ) E ' 
i) 'Frie I; u(A1 ) + u(A2 ) = ui(Ai+A2 ) 

ELE1  A1 + A2  E D_ • 
(L-2) Sean 5€31, 2 EM, entonces Y i I; u. (E) e 3. 

i c I; 	ui(D) E y' 
t 	Y i € I; ui().B)E .JB 

g-1 2BE3 • 

	

(14-3) Sean 5 Eyr Y e IK : 	1, entonces 

	

Y LC1; ui(B)C33ii 	) Y i e I; 	(B) C.  

/2r,, 
5 uAll (B)€,3i, y ¡I I 



lE I; u.( URB) 
1  

	 e(B)EB 
J,  

Supongamos ahora que para todo i I, 

EntoncesBE3)L-.)Y ui(B)E,f, V 1C I; , 

pero ui(c(B)) = c(ui(B)), en efecto: sea y E 

existe unxEc(B) : y= ui(x), V idI 

)(.EB, 2. > O : y = u (/ 	.x.) 

	

.1;,1 	 jri 	2 
y .    2 jui(x j ), V ie I ; x j  B,;>O   

) 	yl c(ui(B)) 

Luego para todo i El; ui(c(B))Eyhí  y en consecuencia 

c(B)C3 . z 

Definición 1.6.1 : La bornología B sobre X definida por el 

Teorema 1.6.1 se denomina " bornología 

inicial sobre X respecto a las aplicaciones uí  ". 

Observación: Una aplicación a . 	de un conjunto bornoló- 

gico Y sobre X provisto de la bornología inicial 

respecto a las aplicaciones ui  es acotada si sólo si para to-

do iE I; u, o u es acotada. En efecto: si u es acotada, en-

toncesevidentementeu.ou es acotada ( comp. de acotada ). 

Recíprocamente, supongamos ui  o u acotada y sea AE111, 

ul  entonces(.ou) (A) EJS 	1;), ui(u(A)EBil 1.1(A)C3 , luego u  

es acotada. 

Base de la bornología inicial. 

Utilizando las notaciones del Teorema 1.6.1, para cada 

i€ 1 sea u:1  (J3 i) = [ upl (A) / AE3.1 

24 

es convexa; 

c(u.(B)) €15 4 J.' 
11. (c(B)), entonces 
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El conjunto 	= ri u. ( nj es base de la bornolomía mi- p 
ojal sobre X respecto a las aplicaciones ui. Fn efecto: 

E C -bj 	BCu(5H 	i5I 
JO 

1775 	1ci, 3A1c31 	13 	2 (./) 
171-) Y i 	] 	; u- (B) Ç A1 

id; ui  

Ft) RE 11 
J 

Luego 1c -3 .)30  

Aderás, A EE) 	i e I; ui  (A) 3 	j, 
i e I; 5Bie j5i  : u (A) = E. 

	

)Yie I; 	 : Acull(Bi) 

Por lo tanto, "P)  
JO 

A CL)  r) u(1 (3.) E -- Er 1 	i 
es base de la bornología inicial sobre 

X respecto a las anlicaciones u.. 

Casos Particulares de Bornología Iniciales. 

1.- Bornología Producto: Sean (X j. ,:3i),E 	una familia de con- 

juntos bornológicos, x = riX, el sé.r -L 
conjunto producto de los Xi. Para todo i e I sea 

la proyección canónica. Llamaremos bornología producto sobre 

X 71 la borrología inicial sobre X respecto a las proyecciones 

o.. 

Se dice due X provisto de la bornología producto, es el 

producto bornológico de los 

Proposición 1.6.1 : La bornología producto sobre un con unto 

X admite por base a la familia 



= nE / Y i El, E. EaSjil 
JO 	iEI 

Igmostración: Sea j3 la bornología producto sobre X. Clara-

mente _p(1113 puesto que si B = IIB. , con 

	

o - 	 iLII 

lE I, entonces pi(B) = Bié 	, Y i E I, luego B 	. 

	

Por otra parte, A613 	V 1€ I, pi(A)E i. Pongamos 

= pi(A) y B = II A. ; con Aic,p0i  , 	16 I, entonces existe 1   
i Il  

A 7-,13 

Observación: Si los (X.i'  "R.). E I  son e.l.b., X el espacio g 1 
producto; las proyecciones pi.XP---/Xi  son en-

tonces lineales. Luego en virtud del Teorema 1.6.1, la bor-

nología producto es lineal (resp. convexa si los (X1, •€ 

son e.b.c.). 

2.- La bornología inducida : sub-espacios bornológicos. 

Sean (X,, ) un conjunto bornológico, Ya X y u:Y---11X 

la inyección canónica. Llamaremos bornología inducida por 

(X, j5) sobre Y, a la bornología inicial sobre Y respecto a 

la inyección canSnica u. 

Anotamos JSy = tA. --11 Y / AEJ13 a la bornología inducida. 

Se dice que Y ) es un sub-conjunto bornológico de (x, p). 
Si (X, ) es un e.l.b., la bornología inducida es enton-

ces lineal y se dice que Y es un sub-espacio bornolágico de X. 

Observación: Una base de la bornología inducida "y es la fa- 

milia ° “Any / AEB1 donde A es base 
J O) 	5 o 
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de 	. En efecto : claramente 3Ç 

> BP_T_ Y; 3e3 EL") E C. Y, jile" 30  
) BCA Í')Y, AC3. 
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. Además, Y 
: BOA 

3.- Bornología generada por una familia de partes. 

Sea X un conjunto y (7S )116 I una familia de bornologías 

sobre X. Para cada iC I, sea uí  la aplicación idéntica de X 

en (X, 

Llamaremos intersección de las bornologlasi51, a la bor-

nología inicial sobre X respecto a las aplicaciones u 

Anotamos 33n  = 	X / AC23i, Y iC I) = iC
-I 

Si X es un e.l. y las 173 	lineales (resu. convexas); la 

bornología intersección de las 3. es lineal (resu. convexa) 

en virtud del Teorema 1.6.1. 

Sea X un conjunto (resu. un e.1.), (26  una familia de 

partes de X. Llamaremos bornología generada -sor (11(resp. bor- 

nologla lineal; resp. bornología convexa generada por 	) a 

la intersección de todas las bornologías sobre X que contie-

nen p12. (res:). de todas las bornologías lineales; res:). con-

mezas sobre X que contienen 2. 

Cbservación: Siempre existe una bornología sobre X contenien- 

do a 	; esta es por ejemplo la bornología 

P(X) y si X es un e.1., es inmediato que P(X) es lineal y 

convexa. 

4.- Limites proyectiyos bornológico. 
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Sistema proyectivos bornológicos: 

Sea I un conjunto ordenado por la relación ( 15= ) y fil- 

tranteaderecha.Sea(x 	i,u..). 	un sistema proyectivo j 	j 
de conjuntos tal que para cada 161 (X1,311) es un conjunto 

bornológico. Se dice que el sistema (Xl, u) 	es un sis- 

tema proyectivo de conjuntos bornológicos, si para todo i 

la aplicación uíj  : X j---H/Xi  es acotada. De igual forma si 

los (XI, 	I) son e.l.b. (resp. e.b.c.) se dice que el sis- 

tema (Xi, uii)1 j  es un sistema proyectivo de e.l.b. (resp. 

e.b.c.) si las aplicaciones u. . son lineales acotadas. ij 
Bornologia límite proyectivo: 

Sean (Xi, uij)ii  un sistema proyectivo de conjuntos 

bornológicos (resp. de e.l.b.; resp. de e.b.c.) y X el con- 

junto (resp. el e.1.) límite proyectivo del sistema (X 	u. ). ij 
ul  ParacadaigIsea..X 	Xi la proyección canónica de X  

en X.. Llamaremos bornología límite proyectivo sobre X de 

las bornologías J 	sobre Xi, a la bornología inicial sobre 

X respecto a las proyecciones uí. 

Se dice que X provisto de la bornología límite proyecti- 

vo de las j3 	es el límite proyectivo bornológico del siste- 

ma nroyectivo bornológico (X1, uíj) 	y se anota: 

X = 41-12- 	(x., u..). ). 1 e I 	ij 

Bornologías Finales. 

Teorema 1.6.2 : Sea I un conjunto no vacío, (X.,). €1  

Una familia de conjuntos bornológicos, X 

un conjunto y para todo iE 1 111  . 	una aplicación de 



X. en X. Sea b la bornología sobre X generada por 

2= U u; (34). untonces : 
IEI - 

i) la bornología .P es la bornología sobre X, la más fina 

(con menos acotados) de todas las hornologlas sobre X nue 

hacen acotadas las aplicaciones uí. 

ji) Si X es un e.l. y (Xi, J 1)i e 	una familia de e.l.h. 

(respectivamente e.b.c.) y para cada lE I '  u. : 	X 

lineal, entonces la bornología lineal (resp. convexa) sobre 

X generada por )17 , es la más fina de todas las bornologlas 

lineales sobre X (resp. convexa sobre X) que hacen acotadas 

las aplicaciones u.. 

Demostración: El Teorema 1.6.2 resulta inmediato de lasde-

finiciones y Teorema 1.6.1 

Definición ).6.2 : La bornología o construida en el u 
Teorema 1.6.2 (i) (resp.(11)) se llama 

la bornología final (resp. la  bornología lineal final; resp. 

la turnologla convexa final) sobre X respecto a las aplica-

clanes u.. 

Observación: Una aplicación u : X 	Y de X provisto de la 

bornología final sobre un conjunto bornológico 

Ifesacotadasiyoólosiparatodoiel,uou.es  acotada. 

En efecto: si u es acotada, entonces es claro que u o ui  

es acotada. 

Recíprocamente, supongamos que u o 

A E 
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u. es acotada y sea 

entonces existe BE U 124 ( ,) 9. 
i I " 	

: A C  
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I ‘ J i ; 	= u. 	B ( 1 ); B' 	: A C 	(01 ) - 

} u(A) C1 u(ui  (B)) =( o ui  )(B EJT3 

luego 11(A)E13 y en consecuencia u es acotada. 

Casos Particulares de Bornología Final 

1.- Bornologla Cuociente: Sean (X,B) un conjunto bornológico 

y 9 : X--4Y una suryección de X so- 

re un conjunto Y. Llamaremos bornología imagen de 5 por 

a 1a bornologla sobre Y final respecto a la aplicaci5n 

Es decir, la horno 	3 incr-a, generada por q ) • 

Si (x,3) es un e.l.b. (resp. e.M.c.), Y un e.l. y y 

lineal, entonces la bornología imagen es lineal (resp. con-

vexa). 

Supongamos ahora que Y es un conjunto cuociente de X por 

una relación de equivalencia arbitraria, y designa entonces 

Ja saryección canónica de X sobre Y. Se dice entonces que Y 

provisto de de la bornologla imagen de 3 por (p es un cuo-

ciente bornológico de (X,16) y que (.1) (13) es la bornologla 

cuociente de 	para la relación de ecuivalencia considerada. 

Si X es un e.l.b. (resp. e.b.c.) E; F un sub-espacio li- 

neal de 	y Y = E/F, entonces la Mornología imagen de y) es 

lineal (resp. convexa) pues la saryeccir5n canónica es lineal 

y aplicando el Teorema 1.6.2. 

2.- Límites Inductivos Bornológicos 

Sistema Inductivo Bornológico: Sea 1 un conjunto no vacio 
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de índices ordenados por la relación 	y filtrante a de- 

recha. Sea (X1, vii.) un sistema inductivo de conjuntos tal 

que para todo i E I, (Xi,36i) sea un conjunto bornológico. Se 

dice que el sistema (X., v..) es un sistema inductivo de con-

juntos bornológicossipara laablicaciónwX.----IX. 

es acotada. 

Si los (Xi, 3i) son e.l.b. (resp. e.b.c.) y las aplica-

ciones v . lineales acotadas, entonces se dice que el siste- 

ma (X., v. ) es un sistema inductivo de e.l.b. (resp. e.b.c.). ji 

Eornología Límite Inductivo: Sean (Xi' vji)  3..j un sis- 

tema inductivo de conjun- 

tos bornolódicos, X el límite inductivo de dicho sistema y 

para todo iE I ví  : X. 	-,X la aplicación canónica. Llama- 

remos bornología límite inductivo sobre X de las bornologías 

a la bornología final sobre X respecto a las aplicacio- 

nes v. . 1 
Si (X1, vii.) es un sistema de e.l.b. (resp. de e.b.c.); 

1a bornología límite inductivo es entonces necesariamente 

una bornología lineal (resp. convexa) 	(Teorema 1.6.2.). 

Se dice que el conjunto X provisto de la bornología 11- 

mite inductivo es 	el límite inductivo bornológico " del 

sistema inductivo bornológico (X.a'  v..) o simplemente " el lí- 

mite inductivobornollígicodelosX.yanotamos: 1 
Mm X = 	(X. 
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3.- Sumas Directas Bornológicas: Sean I un conjunto no vacío 

de índices y (Ei)i i  una 

familia de e.l.b., 	el e.l. suma directa de los E. (E = e Ei) 
ieI 

y para cada le I,j3 i  la bornología de Ei, vi  : 	la in- 

yeccióncanónicadeE.en E, es decim, para todo x E Ei  

LO si k 	i v(x) = (xk) k 6 I ' donde xk  = x si k = i 

Llamaremos bornología suma directa de las bornologlas 

i  a la bornología lineal sobre E final respecto a las a- 

Dlicacionesv..Es decir, la bornología generada por lJ 
£ 61 1  

Anotamos 	la bornología suma directa de los E. e 	 1 
Se dice que E provisto de la bornología suma directa es 

la suma directa bornológica de los E.. 

Proposición 1.6.3 : Sean (Es, 33 i)i€  una familia de espa- 

cios lineales bornológicos, E = 	E. el 
IEI 1  

espaciolinealsumadirectadelosE..Para todo i 6 I sea 
no 

v. : E. 	E la inyección canónica,,,Ji  base de5. formada de 1 	E. 

acotados equilibrados. Entonces : 

-1 Ct 2. / 	# JC:I; J finito, o 	 2.6 ) 	JE 	1 	 1 ul es base de la 

bornología suma directa de los E 

Demostración.: 

i) 	es un recubrimiento de E. En efecto : r o 
z = i #J (xi)i IE. E 1E5 0 	JC I, J finito 	O si  



Y Y 
	EJ; (x13 

1  	v i E J; e(fxii )E33i  

	 z E G 	e({xil ) EBD  
LE J 

Luego E = LJA. 

ii) Sean A y C E:po  , entonces existen J, J' C I no vacíos y 
0 

finitos tales que A = 	B. y C = C4) 	B , con  
i E J 1 	1 E J' s  

Luego, A + C = [z = (xi) + (yi) / (x.
1

)E ep- B 	(y.)E1 	I 
i 	J 	1  10 J. 1  

x. E Bi  si i e J; x1=0 si iØ J 
= /z = (x. + y. )/ 1 	s 

y. e B! si i e J' ; y1e0 si i/J1  

= [z = (xi+yi)/ xi+yi  Bi+BI si i J 	; x1+yi=0 si i I J 11,11  
o 

= 	(3.+B!), con Bi+BI 
EJUJ' " 

Por lo tanto,A + C , o 
Sean A 	15E.13i E D  y \ €K, entonces 

2x=0 si iJ 1 

	

2A = 	2(xi) / (xi) e A 	[(2 ) / 	1  
2x. E. 	si iE/Ji 

C-e• 2B. E (pues 2B. E 	• ) 1 o 	 1 1 i E J 

Hasta aquí hemos probado que 	o es base de una bornolo— 

	

gía lineal 	' sobre 

Observemos que además todo elemento A de 	es equili— 

brado. En efecto : Sea 2¿iK : fUllel, entonces 

=c3 -2 B•C 	B. = 

	

ie.]. 	1 —i 
Mostremos ahora nue 35! 
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son bases de acotados equilibrados 
o 	o 
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a) V i el; vi  :E. 	E es 	' acotada, en efecto : 
, o 

B.E 	c), v. (B.) = 	B. 
iE j 1  ° 

b) .19J C1 .511 , en efecto : 3-3 10  por definición de bornologia 

final es la más fina que hace acotadas las inyecciones ca-

nónicas v.. 

c) "-a 1 C 	en efecto : 	Bi  C35 0  
i E J 

161, B = vi(Bi) C 	vi t.  
iEI 
	fe 

v.(B.)1 ft e 13 ' 	 e t e J 1  

3E9 	) 31 C33:, 14 
Por lo tanto 

pronosición 1.6.3 : Sean (E1 ,351 ) y (E2 , 	2 ) dos e.l.b., en- 

tonces la aplicación 

u : 	 E2  : (x., 	 + x2 es un isomorfis- 

mo bornológico. 

Demostración : Claramente u es lineal y biyectiva, además si 

pi® 

de 15 1  y:182  resp., siendo -1 - o = [51 (-9- 52 / 51 E  3°1^ 52 €312 3  
base de la bornología suma directa 0 y  

= t SixB2  / 131 6: 1 ^ B2 e_ 2  j base de la bornologla pro- 

ducto 1111 	se tiene que : 

V BlxB2  C:1115' : u(B1 xB2 ) = B. + B2  = Bi; B2  1J3 0  Y 

Y B1  e B2  E J10  : u-1  (B. (3 B2 ) = B1 xB2  C 

Por lo tanto, u es un isomorfismo bornológico. 



o o 
( Bbase de 

	

1 9 	9 iEJ 
o 

	

L_E e B1 	II 3. E 
J 	iE11  

( 

9)  
o 

base de 

Luego como e B. C1 F resulta que G B. e - J 	 i J 

Relación entre la bornología suma directa y la bornología 

producto. 

Sean(E ) ie  una familia de e.l.b. y E = II E. el esca- 
le I 1  

cío producto bornológico. Sea F= -e). E. la suma directa 
1E I 1  

bornológicadelosE..El espacio lineal F es un sub-espa-

cio de E. 

Sobre F la bornología suma directa es siempre más fina 

Que la bornología inducida por E. En efecto : 

Por lo tanto, 	. 

Noción de suplementos bornológicos. 

Sea E un e.l.b.; M y N dos subespacios lineales de 7  

tales que 2 = M ® N (suma directa algebrálca de M y N). M y 

N con la bornología inducida son e.l.b.. Se dice que M y N 

son suplementos bornológicos sobre E si E es la suma directa 

bornológica de los e.l.b. M y N. Para esto es suficiente que 

una de las dos proyecciones pm  : 7  O 	pN  : E —› N sea a- 

cotada . Entonces las dos proyecciones son acotadas; en efec-

to : si E es la suma directa bornológica de M y N , como una 

base de la bornologfa de E está formada Por conjuntos de la 

forma A e B , con A acotado de M y E acotado de N, resulta que 

35 
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pm  y pN  son acotadas. Recíprocamente si una de las proyeccio- 

nes es acotada, por ejemplo pm, entonces 	= I - pm  donde I 

es la identidad de E, luego pN es también acotada. 

Sea entonces C un acotado de E ; pN(C) y pm(C) son aco- 

tados respectivamente en N y M, luego C = pN(C) 	pm(C) es un 

acotado en la bornología suma directa y en consecuencia la 

bornología de E es más fina que la bornología suma directa. 

Además es evidente nue la bornología suma directa es más 

fina nue la bornología de E, puesto que la suma de dos acota-

dos de 2 es un acotado de E. 

Dor lo tanto, las dos bornologías son idénticas. 

7. 	ESPACIOS LINEALES BORNOLOGICOS SEPARADOS. 

Definición 1.7.1 : Un e.l.b. (E,J3) se dice separado (o que 

la bornología 	es separada) si el úni- 

co subesnacio acotado de E es el trivial "Lel". 

Droposición 1.7.1 : Sean I un conjunto de índice no vacío, 

(Xi, 31 i)i 	una familia de e.l.b. se- 

narados,Xune.l.yparacadaiEI,u.:X----.Xi  una aplica-

ción lineal . Entonces la bornología inicial de X respecto a 

las aplicaciones ui  es separada si y sólo si para cada x E X, 

x 	O; 31c1 : t i(x) 	O. 

Demostración : Supongamos que la bornología inicial respecto 

a las aplicaciones ui  es separada y sea x E X, 

x I O, entonces Ex no es acotada sobre X 

	 3± el : ui(Txx) 	1< u(x) 	B. 

]i E I : u(x) 	O 
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Recíprocamente, supongamos que para cada x E X, x 	O, 

existeiEI:u.(x) 	O y sea A un subespacio lineal acotado 

de X. Luego para todo i E I; ui(A) es un subespacio lineal 

acotadodeX.yen consecuencia para todo i E I; u(A) = O , 

luego A = 10 I (por Hip.), es decir, X es separado. 

Corolario 1.7.1' : 

a) Todo producto de espacios lineales bornológicos se-

parados es separado. 

b) Todo subespacio bornológico de un e.l.b. separado 

es separado. 

c) Toda intersección de bornologías lineales separadas 

es separada. 

d) Todo límite proyectivo de espacios lineales bornoló-

gicos separados es separado. 

lim 
Proposición 1.7.2 : Sea E = v..) un límite inducti-

vo 
  

bornológico de e.l.b. separados. Si 

las aplicaciones v.. son inyectivas, entonces E es separado. ji 
Demostraci6n: Supongallmsquelasaplicacionesviíson  linea-

les e inyectivas, luego para cada i en I, vj  

es lineal e inyectiva. 

Paracadaillsea0elcerodeE„luego para cada 

ie 1, el único subespacio acotado de E. es (0.1 y siendo . vi  

lineal e inyectiva resulta que para cada 1€ I; vi((eij) =loEi 

con {071 elemento de :5 , es decir, el único subespacio aco- 

tado de E es 	10E 1 	por consiguiente E es separado. 



NITREIMPURALE LOS ESPACIOS PEB.P.CiOGICOE CONVEXOS 

COPEPArRACION CBC LAS MSTUCTSBAS ICEEMIOGICAS. 

Imicessici6n 1.E.1 : Icio e.b.r. E es 'Imite ineEceimo born016-

Eirc de esa.2rOQ semi-ncreaacs, y si E es 

i o 'inductivo de escarior ncrmacros. 

Sacec (E, 	) un e.b.c. y rel = {E/ P 

Es claro sue ( 
	

) es un conjunto di 

Arleulls cbica A,Bc bri : AC U se tiene  

Sea 
L PA' A 	7 "B _ 	Eriy -c eedon cr -ncnice, erceonc s : 

c) Caca im 3  es ecotsda. 

xE 
m ilE(x)er u-(pues 	E  

2 os acatado n pE ,os decir, 	) 

es acct:do en 

ACenrc 

V en cansar 110210 	EA OS :recatada. 

feota; x & E lit?x E ja 

(--BP 

'AP )E E U n  „I  B 

C_ E IIID, en.n: car - 

c 	:s 

Luooc ( 
	

Ear 	El ;D:1; Lill sistema inductivo 

Probaremos 3. or: :ue 	LB) ) es al 115mdee ducrsetirvo corres- 

Po dente a dicho sistema. 

Para cada A E ,4 , sea 	( 

entonces ' = u E 	U Y 
A EJ 

 

p. identidad 
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o 	o 
Ahora A C B : 7„A  = 1.B0,BA ; además si 1AA / AEL IGC 

es una base de la bornología de V. N. de EA  y p es la borno-

logía límite inductivo, entonces ella está generada por 

LA / AL), 1 
Luego .A = 

En resámen (E,J3) es el límite inductivo bornológico del 

bornológico (EA, BA)Am1B. sistema inductivo 	 (  es decir, 
hm  

(E, J1) 	—> (EA, °LEA) 

Es claro que cada (EA' 9 A ) es semi-normado. Sin embargo 

si (11,33) es separado; los (EA,  A)  son normados pues para ca- 

da AE4; :Per S A  =ixEE / 	A(x) =01 es un subespacio li- 

neal acotado de E y Ker 5 A C A e,?1, ; luego siendo (E,j3 ) se-

parado resulta que Ker S A  = (0 , es decir, 9 21(x) = o L> x=0. 

Corolario 1.8.1' : Todo e.b.c. a base numerable es límite in- 

ductivo de una sucesión de espacio semi-

normados, y si E es separado él es límite inductivo de una su-

cesión de espacios normados. 

Demostración: Basta observar que J3 admite una base contable 

formada por discos de 



CAPITULO II 

CONVERGENCIA BORNOLOGICA 



1 . SUCESIONES M-CONVERGENTES 

Sefinición 2.1.1 : Sean (E,:15) un e.l.b., (xn  )n 1  una suce-

sión de E. Se dice que (xn) converge bor- 

nológicamente al O de E, si existe un BE 	(equilibrada) y 

una sucesión (2 n) de escalares tendiendo a O tal que 

xnE1 ,2 n 	V n 	1. 

Se anota x 	O en honor a G. W. Mackey quien fu é el 

primero en estudiar sistemáticamente esta noción de convergen-

cia en el año de 1942. 

Se dice que (xn) converge bornológicamente a un -punto 
rl x de E, 5±X -x 	O y se anota xn 

Proposición 2.1.1 : Sean (E,35) un e.l.b., (xn) una sucesión 

en E. 'Entonces las siguientes afirmacio-

nes son equivalentes: 

í) 	(xn) converge bornológicamente al O de E. 

II) 	Bey: ( equil. ) y (9<n)c a:1+ ; c(n4 0 : xne (XnB, Yn >> 1 

ji 	3 BE 35 quil.) tal que V E >0; N(E) 	1:xn  E LB, Y n.11N(&) 

Si 33 es convexa, las afirmaciones anteriores son equiva-

lentes a la afirmación siguiente: 

dm) 3 BE 3 (disco) tal ;pe 	EBB es el espacio genera- 

do por B)y 5 s(xn)  _40 ( g B  es la jauge de B). 

Egmostración: 

(i) =) (ji) 

Por (i) 3 Be(equil.) y (2n) C 

n 1. Como B 	, entonces e(B)E,  (equil.) y B C e(B). 
2 ri--)  • xn E 2nB 



41 

Luego xn 	An B ela n  C(B), 1 rP1  
, Para caea n 1))1, sea sín /, entonces es claro que 

(g ÇRy dn 
Además, xr E 	e(r), V n 	-in efecto : 

')2n  = O í 2nB 	r)--> Xn = 	I— Xn E Xne  ) 

	

= Sud) án 	n 1 

2> = EPIP(41 	n 	- 0( 1 ) 

ckn = 2/uP  ( I (in 	n  ?/ 1 	- 1( " • " (-Xn-11 
Claramente ( n); IR+ , 2r J (e y como o 	r 

se tiene (rue xr  C ¿e() 7 n 

Por Lo tanto se tiene (11). 

(i 	(iii) 

1or (ji), j BE 	( eduil. ) y (2 n)e_R+ , sx n 	: xne„. nE, Y n 1. e 

	

Sea />O, corno &d r  JO, 3 \r( 	)i 	x 	E., y 

71e donde xn ,X 	c B, Y n P1( 	) 

Luego, •]3E(equil.) tal lude 'Irc 

n _T( 	) . 

(111) 	 (1) 

Por (ifi), 313€ (equil.) tal que 

VE> O, 3N( 	) 	: xrE 	VB,SN( 	).Para cada n 1, sea 

= Inf 	/ xn ¿'13 y ,A = 6n + 1/n 1 
Claramente ( 2n) es una sucesión de escalares tEl due 

SÍ <in  

n>,1 . 

ESO, como 	/ n se tiene ne(E)C1 	e(13) de donde n 
xnE ¿neCI), Y n s„1. 

Consideremos ?hora la siguiente sucesión : 

.1t1( c ) xn E CE, 
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O 	y xn  E .A riB, 	n x 1. 

Supongamos ahora que y, es convexa. 

(iv) 11 (I), en efecto : por (iv), 	BE 	(disco) t.q. 
(xn)(1_ EB  y 5‘3(xn)---P 

l'ara cada n ,7.1, sea A n  = 9B (xn) + 1/n; claramente 

y además corno 9 B(xn)= Inf [fi  >0 / xne .19  B .} 9 
2  n--.0  

] 	> 0  : x ti C 13  Y 	`533( xn) 
 + 1/n. 

Luego xn  E ,P TEC ( S‘B (xn) + 1/n = 2nB, 	n 

(ji) 	(iv) 

Por (11), 35€33 (equi-19) Y (T9( n) C 1,K 4"; ot n 	O t.q. xnEc(n13, 

n >, 1. 

>•_Inora, corno
12 
 = lr

o
? E se tiene que xn  E (X n13 	n)-1 Y E > 

además 	= Inf 1 p > / xn  E 1 B /  

Pro osición 2.1.2 : Sean (E, j3) un e.l.b., (xn); (yn) suce- 

siones en E; ( n) 	1K; x,yeE y 2&'K, 

entonces : 

1) TE. xn-_, 

Yn 

2) xn  M  x 

1 	 xn yn 	x + y 

x 

x€ E ; 2n  x 	4 AX  

Y 

3) Y 



	 x 
y 
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5) 
T.1 xn--)x    Y 2 E fK ; x 	y 2x 

6) 	ff. x 
) 2n xn 	—4 x 

Demostración: 

(1) 
xn 	x "P-1 iBx € 33 (equil.) y (c( xn)C 12+; dxn 	O: xn-xEckxBx  n?..1 n ' 

yn 	 5 y f 	)3BYE55 equil.) y (c(Yn)c p/1/1 ; «Yn 	; yn_ yE4YBY,  Y n11 

Ahora, B 	Bx  + BYE 3?) ( enuil.). 
Para cada n,1, sea c<n  = Máxkx  c(Y  ; es claro que (4n)  -1+;gnic 

Además xn - 
xlA x Bx 	n, o 

n 	'n-11  

Yn - Y 	X fY1 BY C: °( TIBY  

Luego, xn 	- (x + y) = (x  fi 	
n  - ) = GrcriB 

Por lo tanto' xn yn-1 x + Y 

(2) 

	)313132, (equil.) 

( 	)3131,13 ( equil.) 

(n)31131B, ( equil. ) 

-xn—> x 

(c( TI) 	111+; Xn I 
Y 

Y (c( n)_111+ ; 

O 	x,1-x E cInB, 

O 	+XE0( n n 
O :-xn-(-x)60(nB,Vin1 

Tm./1 

(3) 
Supongamos que 2n--> 	y x E E. 
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cara cada n ), 1, seac(n  = 	- A , claramente d—pC, (o( ) d-K n 

Sea B = Id(Ix3) 	)3E (equil.), además 7\ nic - 	-2)x=cYl̀InB  
Par lo tanto nx 

(4) 
Supongamos que 

  

M 	 xn+ (-yn 	+ 

yx - --y X y r. 
(5)  

  

Supongamos que x 	y \e 

 

B€33y (0(n) (I E; cf 

 

O. xn - x E nB, Vn d.1 

 

Sea (In  = 	 ,es claro que ( ,cf n) C (1s. y cf 	O 

además Axn - 	:?(xn  - x) E jnB, 	n do 1 

Por lo tanto, )nxn M  

(6)  
fc, x 	 3 	j3 ( equil. ) y (c(n)C IK; c( n--/ 0.xn  x E driBi  ,Y ndl. 

Para ca a n d 1, sea Ánno( n. Claramente (4)CIK; cín---Y0 

además n( 	x)°1?;dE1 = driBi  ,Y n 1 

Por otro lado, puesto que •qn--..A y xEE se tiene que 
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A ux —0x, luego 337  E B ( equil. ), y (Oin i  )C 	 O 

tal que 	flx - 2x= Dr, - )x E dn'B2 ,1 n>, 1 	 (e 

para cada n 1 , sea 	n  = 7q4x j / J/, /d/j, 

Claramente (tu) C ffC, 	además 

n(xn - x) E n  B1ce n B1  Yn 4- 1 por — 	' (*) Y 

( An 	))( dr52 c. &flap 
	n 1 por (* ) 

Sea E = 31 
	E y (equil.), 

luego 	- 2x = 	 nx - x fin 	n

= 2n(xn  - x) + ( n  - )x 6 En  B, Y n e• 1 

Por lo tanto, 2nxn 	 > 

Troposición 2.1.3 : Sean (E,y) ) un e.1 .b. (xn)C E, entonces 

M 	 r 	--ne  
X 	u Lul 	)c 	. 

Demostración : x 	O 71 BE j3 ( equil. ) y (21n)C[R+, o  <2n 

tal que xn 	flB, Y n>,1. 

xn  2n EÇB,Ynxl 

C 	(xn) C B 

)  (xn) E 
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Observación : El recíproco de la Proposición 2.1.3 es falso. 

in efecto: En el e.l.b. ( R, Ha) la sucesión 

(xn = 1) es acotada puesto que existe 2 > 0 : (x )C B[0,21, sin 
IR  

embargo no converge a O bornológicamente, pues si así fuera 

existiría B 	Art  (equil.) y ( 2 n) 	1114-, 2J  O : xn  E 2nB, V n>"1; 

lo que es imposible puesto que B es un intervalo centrado en el 

origen. 

Proposición 2.1.4 : Sean (E,J3), (F,J2,') dos e.l.b., f : 

una aplicación lineal acotada y (xn) una 

sucesión en E tal que xn 	>0 El f(xn) 

Demostración : 

xn 	0 1_4 3B ejCi (equil.) y O 2n JO : xn EB, V n 1 

) 	f(xn) C 2nf(B), V n >1,con f(B) 	(equil.) 

f(xn) --ji4 O en F. 

2. FILTROS M-00E-VERTIENTES 

Definición 2.2.1 : Sea (E,j3) un e.l.b., F un filtro sobre E, 

Se dice que F converge bornológicamente a 

Os! existe B 	: .{2B / 2 eK, 2 L Olq F y anotamos F-14 O. 

Si Fo es base de filtro sobre E, entonces 

Fo ---40 si y sólo si Fo -±1-50, donde Fo es el filtro generado 

por F. 

Se dice que F converge bornológicamente a un punto x de E 

si la base de filtro F - x converge bornológicamente a O. Es 
M decir, F-21->xEEsi F -x -21140 siF x----,0. 

Proposición 2.2.1 : Sea (E,JS) un e.l.b., A€ , ) (equil.), en- 

tonces la familia HA= {2A/2 EGC,2 	01 es 
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una base de filtro sobre E bornológicamente convergente a O. 
'Demostración : A 0 0 puesto que A EHA , además 0 	HA puesto 
:lile Y 2 E IKD1# O; 2A # 0. 

Sean 21A, 2 2 A 	HA  y 2( = ;Un 

	

Sea J E DM, d 0 O tal gie / / = 
	

/J/2,/ = /2,7 - /2,7 '1' 1 ' 

entonces JAA .CA E  J A C 21 A, análogamente áAE 22A, luego 
ES A C_ /11Arl 

Froposición 2.2.2 : Sean (E,jai ) un e.l.b., (xn) una sucesión 

en E y F el filtro de Frechet asociado a 
(xo). Entonces : 	N 	'In) 

Demostración : Supongamos c;,,ue aco--/ O y sea P 	-Y. 0  donde 

	

Fa = [A / nE111) ; 	/ ns rn 

Sea 2, E DK, # O, entonces como xo ---1 O existe B Ey) (eauil. ) 

xo  E 20, Y n 1 

Ahora, o< 2n'  O 	L3n0 1  : n a no 	2o /2j;  luego 

En a no  / 2,12/ _4 1 11,2\ nB E AB 

	

1 	) xn E AB, Y n no 
1---/ 6n  1 AB E 213  

o 
Es decir { 2B / 2€ GC, 2 0 01 E P y en consecuencia 

---a" O 
N Recíprocamente, F 	= 	3BIE .13 : 	213' nEFK, 	0}QF 

	

entonces existe B 	e(13 1 )E (equil. ) : ?El / 2€ 1K, 2 	01CF• 

Sea 	>0, entonces óE e 21;l / E fK, 2 0 OJEE' 

3 n > 1 : A C 513 -- O 



48 

fljn  o > 1 : xn /B, Y n no 
xn-----1 O 

Proposición 2.2.3 : Sean 	un e.l.b., F un filtro sobre 

E tal que F ---/O, entonces existe B 

tal que E E F (es decir,JMF í O). 

La demostrac ón es inmediata de la Definición 2.2.1. 

Oefinición 2 .2 .2  : Sean (E,JO) un e.l.b., A una parte de E. 

Se dice que A es bornívoro si para todo 

,A absorbe B. Es decir, siVBEJS , 	)0: BE1)A, V/2/“1 

Proposición 2.2.4 : Sean (D,3) un e.l.b. y 

G = LACE / A es bornívoroj , entonces 

G es un filtro sobre D. 

Demostración : Claramente G es no vacío y O 	G. Además Si 

A., 42 €G y BE,D , entonces existen 

BC;2A1 , Y /,1/;,a1 AB 1A2, Y  

.._2(P-1rIP-2), Y /2/?máx 	6(21 

lkinA2eG 
Tambián,si A E d, CC:E : AC1C y B EjS, entonces 

ECI»CD20, Y /,/,,?tt E 	c ea. 

Por lo tanto, G es un filtro sobre E y se denomina el fil-

tro de los bornívoros de E. 

Proposición 2.2.5 : Sean (E,13) un e.l.b. y G el filtro de 

los bornívoros de E, entonces : 

d 	0 si y sólo si j1r)G í 0. 
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anos tras' 	: 	erutamos que "} 	O, e:nton - dan 

ir tila de la SropoGicián 

Reo 	osament e :•E 	n G (77) DEB A 5E0 

	

u A 	, 	 •Y a it 	 /2  7 E 

(7 3 absorbe 1 /2 e ' 

's 	ot 7 	: 	7,-; 	' 	' 	) 	e(77. 

ii1 AB  7.  

ro T. 	ic tc3r 	run  

r=H / -2 fi' tu o 

el filtro tu los bottelyorta de. 7 , (2,- U—unes 

G 

	

s ra it (.1 	 E GyFej 

s 
E 	B 	( ea u i 	: yO2, / 	2e JC  

: (4 C• k. 	Luego A CF y en ces s ecoone La 

.17,ec orca:ame:o 	, AE n:HÍ / .7 E :13 	 Hl. 	. 

€ 712  ruesto 	ts"--?O (Proosioin 2 .2 .1 ) 

i( t1„Elif ; 	o 	: 	o  

7.H.,-; , 	 A 	 coaaetsta. 

i HL,: / 	EC • -2- 
2ar 	:unto G 	ntE 

no pos u 	 Sean ( 7 , Et. 	e .1. b. , 

ft, tono es ; y esiíii te bornoljFico de 'in, 

filtro de A si r  sólo si y es iísite bornolóco de una suce- 

stt5n 	sunss s 
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3mostraci6n : Sea F un filtro sobre A tal que F M  x, en- 

tonces F - x-- 	YE\  EBEJ3(equil.) tal que 

	

i 2B / 0 	;1 E GC 

Ahora t2B / 0 2ETCjc: P(A) - x = P(A - x) 

?ara cada n 2:1, sea 2n  = 1/n, entonces 2nBCZA - x. 

Sea yn  E 2nB,Y n z1, entonces (yn)C. A - x. Luego existe 

BEj.(equil.); 0-<: n  / 0 : ynE 2nB, Y n?,1, es decir, yn----+0, 

	

entonces yn  + x 	>x con yn +x1A-x+x=A yen consecuen- 

cia existe la sucesión (xn  = yn  + x) en A : 

Recíprocamente, sean (xn)CA : xn---+ x y Fo=[Fn/n 

donde F = {x / razni 

	

n 	111 
PI 

	

Xn  -1 X t 	 Xn  X 

	

1 	-913 E j3(equil.); 	.E 	/ O : xn - x Ecy, Y n>,1. 

Sea 2€11C, 2 O, como 3 ‘c(n 	o; 3no ?, 1 : n z no cmn 
L 	nn  1 : n z no  L> 	- XCBJ  

no  1 : En - xC2B 
o 

AB 	[Fri- x / n ?. 1 j= 	x 

	

1±-1‘i 	9O- x ±L> O 0 Fo 	x. 

3. RELACION ENTRE CCNVERGENCIA BORNOLOGICA Y TOPOLOGICA. 

Sea (.3,t) un e.l.t., se dirá por abuso del lenguaje que 

una sucesión (xn) de puntos de E converge bornológicamente a 

un punto x de R si converge bornológicamente a x sobre el es-

pacio E provisto de la bornología de Von Neumann 
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"ropOSiCiAS:r O. 	Sean (7,7r) dn e.l.t. y (xn) 	sutet'e(n 

turtos de t tal tue n 	 leiter- 
7 ces X —) 

.ratmostración : Susan/otos tonci 	te Bep(o) 

(i"sil.) : 	 (te:11 ) it 1 

Sea t'E )[(3,Z1  ), tntences existe Y.)0 : LeilletV 

d,7f ) 	:c 	(11  

1"1(01);1 : xne f 3 EV,Vn Yo») 

Obstr 	: 	recieroco de la -Proposición 2.5.1 es f.Lso. 

efecto : sea I =[(0,17:.R y 
leI 

lona 	=R, Y itI. 

(a, 	s un e.l.t. aonle 	ts 1 	topoloe:14 oro. cito Y 

I 	 rina familia de e.L.t. /onde 	• de R. 

es claro tsie (i,C ) es IricaLte convexo tutsto 

xara todo i É I, 	e' .) lo es. 

Tamble)n ritIstt una biyección f  1 
	

(i)-u:1 ) 

e 3 	= (2(1 ) 	1e A A n  7 *cci  

Refinares aros& z .Gi --)s 

xn 	= 

/ostrareitis ate 11), sucosiSn (xn) converge trixold camente 

a O y.  no bornole(gicamente sobre E. 

En efecto, sea / 	O c.) , entonces existe / 	Ce , 

y 1É t ;  wi)  E. 7(0, 	t3J 	 si ieRF),11 
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Por otro lado, como Vi E I ; f( i) 	( A n) 	s 

ii Ci 1// x = 	 0, luego, si J L. k = 1 , • • • • p; 

existe N, > 1 tal cue xn  = 1/4k  E W. rc/ 	 m k 
(ik)  SeaN=alp  {N 	 .kj,entoncesxn  	p mk 

x ' € :i , 	n>., N, Y ic I 	(pues W = 11, Y i# J) 

I 	 xnE LI W.0 , Y n.>„ N 
m E I 

	 xn 	O sobre t. 

Supongamos ahora que xn  • >0 sobre S, entonces existe 

	

BEye)(disco) : (xn);17.3  y 	E(xn) 

7/7 	3(Ai)i 	; AiC 	= 	(disco), Y id I tal que 

.111 A = ;TI A 	(disco) : (xn)C 1•1•A  y 9 k (xn.) —1111.3  
C I j- 

1111) 3(an)C ,R+, n i/ O tal que xn 	n  A, Y n 

x(i)Ed 	Y n >1 	idI n g' 

/ 	1/ 	4nAi, Y n 31, Y iEI 

ts—) 	;E A (i)  eZ5K 	 MEI n 

11) 	0  --- 9 A  ( ) 	'r‹,;/)r(i.i) 	1 	Y iE I 
1 

OtC 9 A, (1) C I 	 )n  In' 	= (Inic(r ) 211)  = O. 211)  = o 
1 

= O CC) 1E/9 A. m Y/30, Y i E I --) <-- m 

Nk. 

(pues Y 1€ I, A. es un intervalo centrado en el origen). 



P.Eis( ) 

En e :ecto; 

r 	1—\ 
—1 

: 	C 	E; 	c7.1 : 	ny,c 1:2  • 

^ abscor 	or toda vecinr's 
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rorosicidn 	 Sean (,Z) un e. 1...t. met.: iza 	(1.e. o 

no) , (x '  una s'mces3n de mintos de n 
etone es : xn 	 . 	xn 

7 e E orno atrae id n: 	 1 	supone Tos que xn 

- du (-1 	1 una sucesión funde.mental. de coe- 11 ) n ;;  
ciente de vecindades eduilibradas de S. rntonces : 

mente r E. y (J ) 	 adee"..d.s 	tea"to que 

n  - 	 + 0 	.19; 	/EN : 

rIld> 	n 	t'rn ' 	n  d' 

( 1 ) 
iszinVn  , 	n 

Dr otro 13do, nJgnyn 	vecindad e 	pnts,10., 

E 'X I S t 	 / c 
ji n 

14ueeTo Je (a) y (3) resrlta que existe e: EN te], CLIC  

flv 	JInvn, 	n cET, es decir, existe ::€ LE tal que 

nv 	• n 

Sea ahora. 	como ice 	existe 1...f( E ) 	tal ese 
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xn É. V m, 	n N( ) 	xn  al nv,fiC EE, Y n3 N( ) 

1-1 xn € el2 ' 	n 	) 
Por lo tanto, existe 2€ j3 (C) (equil.) : Y /30, ] N( e hl 

tal que xnE CE, Y n N(/ ), es decir, Xn----4 O. 

Proposición 2.3.3 : Sean (E,// //) un espacio de Banach y J3c 
su bornología compacta. 

1) Si (xn) es una sucesión en E tal que xn 	en (E,// //) y 

entonces x 	O en (E, 

2) Si dim (E) = m , entonces y no es la bornología de V. N. 

de ninguna topología lineal sobre E. 

Demostraci3n : 

1) Como xn-->0 en (2,// //), podemos escoger una sucesión (Ç) 

tal que //xn///0(n  y 	 j O. Luego yn  = x 	es tal que 

// Yn// = //xn// / Cn = Yc-rn  //xn// divin ‘ Yyrn  - 1 ' O 

Luego yn--> O y en consecuencia A = lyn  / n 11L401 es 

compacto en E y siendo (E,// //) Banach resulta que r(A) = B 

es un disco compacto de E. 

Además xn  = p-nyxn/Yrn  = IrnYnE whAq:Y71-4 r(A )  

5 3(xn)-rebyrn,Y n 1 

	 93(xn)-1  ° 
Por lo tanto xn--=> O en (E' 

2) Supongamos que 	es la bornología de Von Neumann de cierta 

topología lineal sobre E, es decir, S = 	( ). 

Consideremos la bola unitaria B = E// //[0'13 de (E,// //), 

entonces Beys, , en efecto; supongamos que 3 st J3c  = 	( ), en- 
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tonces B e J1(11- ) C3 3 NT eir(0,z ) (equil.) : Y n ?, 1, B 	ny. 

Luego, para cada n 31, 	bne B : bn/n 	v 	 (*) 

Ahora //bn/VE// = //b/// TE <1/VE --.0, es decir, 

bn/VT? --)0 en (E,// //), entonces por(1); bn/V71. -21-/O en 	3)  
y en consecuencia (bn/V7T)E J5n  = j3 (C), luego V absorbe (bn/VE) 

es decir, existe « >C: bn/V71 E XV, 	/ o< 

bn 	TrT V , V /2 / 

N 	b E ny, 	n 1 : 	d n (*) 

Por lo tanto BEI?) y luego B = B compacto lo que implica- 

ria que iim ( 
	m (contradice la Hip) y en consecuencia 	no 

es la bornologia de V. N. de ninguna topología lineal sobre 

Usaremos ahora la convergencia bornológica para dar otras 

propiedades de los espacios lineales bornológicos separados. 

Proposición 2.3.4 : Sea (E,J1 ) un e.l.b., entonces las siguien-

tes afirmaciones son equivalentes : 

i) (7:,j3 ) es separado 

ii) Toda sucesión bornológicamente convergente sobre E tiene lí-

mite único. 

iii) Ninguna recta de S es acotada. 

Demostración : 

(i) 	(iii) Supongamos que (E,I3 ) es separado y que existe 

una recta de E acotada Sea L ésta recta; 
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: z = y + 2x, UdC, x,ye 7, x 	S, entonces 

Lx = 	+ y +(-1 = L + Hy} 	, es decir, Xx es un subespacio 

acotado de 7, luego siendo 7 separado, resulta que Xx = 

y luego X = 

(iii)E711(i) Supongamos que ninguna recta de E es acctada y E 

no separado, entonces existe H subespacio de E 

tal que 31E11 A H 	101 ; luego existe x H; x 	O. 

Consideremos la recta L : z = Ax, AEW, entonces IIC>cafH y 

en consecuencia Va E,D 	
H: P. 

(ji) 	) (in) Supongamos la unicidad del límite bornolegico 

	

y que existe una recta L : z = 11x; x I Y, x 	O 

acotada. 7ntonces existe BEil: IlcicC:113 fi Y n31, nx E B 

	 x e 1/n 13, V n 

os decir, la sucesión (xn = x) de 1, es tal Que x 	c y 

x, entonces x , 
*‘h- 

(iii) 1 	} (ji) Supongamos que ninguna recta de E es acotada y 

que existe una sucesión (xn) de E tal que 

xn 	> x 2: y xn  --i=> y e E, Con x 	y =,(Xn-Xn1== (01-11. x y 

Mostraremos ahcra que la sucesión nula (yn  = C) converge 

bornológicamente únicamente al vector O de E. En efecto; su- 

pongamos que existe y e E, y 	O tal que yn 	entonces 

existe BE,I3(equil.) y (2 n)gi13-1- , 2n  í O : y-yn  = yeAn13, Y 1131. 

Ahora como 2n  í C, 3N;1: O =An  < 1, V n N, luego 

z = « y E dAnIll=o1113, V n3 N 	XyC:0/113 

1/ny = 11CyC:B E 23 

Ky Ey, 

Xuego(xn-xn  = 0) 	x-y = O rs x = y 
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Por lo tanto, toda sucesión bornológicamente convergente 

En E tiene límite único. 

C. BORNOLOGIAS TCPCLOGICAS Y TOPCLOGIAS BORNOLOGICAS. 

Definición 2.4.1 : Sean E un e.l. sobre un cuerpo EC,J3 una 

bornología lineal sobre E y 3" una topolo-

gía lineal sobre E. Se dice que•3, y -1 son compatibles si 

CSpa)donde 3(Z) es la bornología de V. N. de 1-  . 

Se dice también queja es compatible con J o bien que 

es compatible con J3 . 

?reposición 2.4.1 : Sea iS una bornología lineal sobre un e.l. 

E, entonces existe sobre Z. una única to- 

pología lineal compatible con 	, la más fina entre todas las 

topologías lineales compatibles con d-R • 
remostración : Sea 	= Z./2:7top. lineal sobre E :JSq;j13)1 

.9 
Entonces : 

1) 7‘; 0 , en efecto; sea ACE (j3-bornívoro equilibrado), 

entonces yj 	A / 0 # Al El constituye un sistema funda- 

mental de vecindades para una topología linealU sobre E. 

Además, si xfA E 	, entonces 

BE,13t 	3 26 	: BC 2A (A -bornívoro ) 

111 3EÍK: BC// (/ A) 

El) B es 	-acotado 	 B 

Es decir, U" y? son compatibles y en consecuencia 

2) Sea 7: = Sup 	, luego 
° m 	 oElyp  

topologías lineales sobre E, es una topología lineal sobre 

#0. 
como supremun de una familia de 
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O; además Y B C 2 : 3- Co-acotado 	E- -acotado, y  

3) j3 y 	o  son compatibles. 

En efecto, BES: I 	) BE,p(C ), YI E ; 

	

B es Z 0-acotado 	) E E 53 (C.) - 

Luego r3C(z) es decir, 33 y c 0  son compatibles. Ade- 

más es claro que 	es más fina que toda 	erj•3 • 

'f:otación : La topología 77- "- O la indicaremos por t 33 . Asá 

,P Y t JE son compatibles, es decir, 73C „p(t33.) 

El par (E, 	) se indica por : t. t3 se denomina la 

topología lineal asociada con la bornologla 

Proposición 2.4.2 : sea (E, 	) un e.l.t., entonces J3( C) 

es lineal. 

Demostración : Ver Ejemplo 1.5.3 

Anotamos al e.l.b. (E, J3 (J" )) por bE. 

Observación : Sea (,J3) un e.l.b., entonces tE es un e.l.t. 

y luego bt2 es un e.l.b. tal que :13.qbti3 

Diremos que J3 es topológica o que (2,33 ) es un e.l.b. to-

pológico si J3= bt 33 , es decir, E = btE (igualdad bornológi-

ca). 

Sea (E, ) un e.l.t., entonces bE es un e.l.b. y tbE es 

e 	tal .7. ue 	Çtb .  
Diremos que 	es bornológica o que (E, ) es un e.l.t. 

bornol6gico si C= tb c , es decir, si E = tbE (igualdad topo-

lógica). 



5. MACKEY - CONTINUIDAD. 

Fefinición 2.5.1 : Sean (E, J3 7) y (F,3 F) dos e.l.b., 

una aplicación de E en F. Entonces : 

f es secuencialmente M-continua si y sólo si 't (xn)CE, 

x e E :x 	ix 	f(x) —>f(x). 

b) f es M-continua si y sólo si 1/7 filtro sobre E, Y x 	: 

jr 	x    f(y) -L›f(x). 

2roposici6n 2.5.1 : 	Sean (5, j3E.), (F, )5,) dos e.l.b., y 

f : E—LE una aplicación lineal de E 

en E, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes : 

i) f es M-continua. 

ji) f es acotada. 

Demostración : 

i) EI II) Sean AE.PE:  y yo 	/0 	, entonces 

o 	f( 	f(0)f(0) = 

	 1B E ,DF  :B /0 	AliK1  

	

1 	) 	B E :3F  

	

, 	 jAEK, 	Or( 	A) = "t:'(A)cn 

Lti‘ jr€K,O : f(A)y3 6337  

1 	 f es acotada. 

ii) 1—",  1) Sean 	un filtro sobre E y xcE tal que 

entonces 3" -x 	O 

1A 	: [2A / 0 	fic11 	-x 

Sea B = f(A), entonces B 12  por (ji) 

Sea 2E (K, 	0, entonces nA E Y -)c 
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7 	x, 



	

\i3 f(H) 6 	) : f(II)—“:K)C15(i) 

f(11) E d(.?.  ) : f(1)-s()1)c2E: 
'fi,  6 f:-(717-) -6 (K) L-) sLitr 

Erornsis ijn 11.5 
	

lean ( 	‘);3 	 'o 

una es  Lie ci:n I ine 	.e 

en 11. 	si (7,1; , 
	315 -111 C: (.2s Iccir si 1:1,, 	1,, ) 

•ontonces Las si;,(Ltientes afiiv::a»DIorles 	orl equiva 1_ ,OrteS : 

es sensescialsiente 11-continua. 

	

Si (x ) us nasuces. 	 0-conversente a 	n ,o itocs - 

( (' (tn)) es ac o ta0 a en E. 

( -X ) es una sucesiSn scct6da. cr, 	ur.tor.ces ( f (E.) ) es 

acotala en F. 

es E-continua. 

5) S es acotarla. 

Sor la Sr 	sioi 	 (1) y 	s 

va Lentes. 

EL oora : 

Sea x 	xn 	 

es decir, existe E E. 

tonces 	( 1) 

12±1.) 	¿X 

 

 

	

13 	n 

tino 	 I 	1 	' , VrH. 	1jLo 

( 	) e dn  1)l E '  Y 	> X, so do le rssulta 

	

- 	ue 

60 

j -5(x nn - - 	1 n=1 
f(x) 

txr 10 santo ( -5(x )) 	acotada en 0. 
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2) t=5 3) Sea D = (xn) una sucesión acotada en E y supongamos 

que A = (f(xn)) no es acotada en F. Como (F, j3F) 

es topológico, existe una topología lineal r sobre F tal que 

A 	1C ) 

Luego , VE ‹((), ) (equil.) tal que V m .11 : 	et VI V 

V m E 1, 3 xE D : f(x) 	mV 	 (*) 

Bor otro lado, como (xn) es acotada; (xn ) también lo es, 

luego x
nm

/VE' I-JL, 0 in) (f(x
nm

/VM)) es acotada

m 

 (por 2) 

dc( >0 : f(xnm/Vffi)E ?V, Y m E 1, V /2/1d 

UZ) 3 G1 > o : f(x )Ec(Vrn V, V m >1 nm  

Sean ro  ), 1 : d VE', entonces si mmo  se tiene Que 

f (xnm)  E VE VOT V = mV, Y mEmo 

Luego A = (f(x)) e J5F. 
3) 	) 1) Sea (xn)C1 E :xn 	O, entonces existe BEE  (equil) 

y cl n 	O : xn  c(nB,Y n2 

) 33 Eyir  (equil.) y dn  / 0 : f(xn) Ednf(B), V n E 1 

Probaremos Que f(B) es acotado en F. Supongamos Que no 

lo es, entonces siendo (E, :;15 E) topológico, existe una topolo-

gía lineal Z sobre F compatible con jh tal que existe 

V USÍ(0,Z ) (equil.) y tal que V no absorbe f(B), es decir, 

f(B) 	m V, V m El, luego para cada m El, ] bm e B tal que 

f(bm) *m V, V m 	 (e) 

Ahora, (bm),-.. E Ei3m. In) (bm) E j3E, luego por (3) 

(f(bm)) c, y en consecuencia V absorbe (f(bm))m 1, es decir, 

(*) 
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existe no 	: 0(bro) n V, Y n no  

Luego f(bm) m V, Y m s no 	
--i e-- (**) 

Por lo tanto, f(B) es un acotado de F y tal Que 

f(x) o(nf(B), Y n >>1 	f(xn)-14 0, es decir, f es secuen- 

cialmente N-continua. 

5) 1 	) 3) Sea (xn)E7 E acotada, luego (f(xn)) es acotada en F 

por hipótesis. 

3)1 	> 5) Sea A Ei3o y supongamos que f(A) no es acotada en F, 

entonces como (F,3F) es topológico existe una topo-

logía lineal c sobre F compatible con j3F  y existe V E  

(equil.) tal eue f(A) 	n V, Y n3 1, entonces Y n 1, 3an  e A 

tal que f(an) 	n V 	
(3) 
	(***) 

Por otro lado, (an)C A EJ3F  	> (a )E,33 	1  (f(an))Ej3F  

C) V absorbe (f(an)) 

a no > 1 : f(an) E n V, V n no 	(***) 

Luego f(A) es necesariamente acotado y en consecuencia f 

es acotada. 

Observación : Si la bornología A de F no es topológica, en-

tonces la ?1-continuidad secuencial no es sufi-

ciente para caracterizar las aplicaciones lineales acotadas. 

En efecto : consideremos un espacio (E,// //) de Banach 

de dimensión infinita y sea yle  la bornologia convexa sobre E 

definida por las paitesncompactas de E(Ejemplo 1.5.5), ella 

no es la bornologia de V. N. de ninguna topología lineal sobre 

L pues 1 es de dimensión infinita ( Proposición 2.3.3 ) 
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Consideremos la identidad i : (E 3//  //) 	(E, .Pc) ,  
entonces : 

1) i no es acotada, en efecto : sea B = B// // [0
'
1] 

 ' 
enton-

ces si i(B)Eile  , existe AEJ3c, disco compacto : SCA 

hora, A compacto y B cerrado 	B compacto 

dim E < os 

Luego i no es acotada. 

i no es Y-continua, en efecto : por Proposición 2.5.1 i 

no es M-continua pues i no es acotada. 

i es Y-secuencialmente continua, en efecto : sea (xn) una 

sucesión en (E,// //) tal que //xn// 	y sea An  I 	: 

//xn// 

Sea A = {x/1X 7 / n 11LJ11, entonces K = F(A) es com-

pacto pues para cada n ›, 1 se tiene que 

//xn/Yrif// = //xn// / Y771 - //xn//.071 / V>TIVTri" = //x///n 

(//xn// ilAnPTEI 1  •)/713T = WYrT 	O 

Luego A = { xn/VTB. / n 11k.p01 es compacta y siendo 

// //) de Banach, resulta que K = F(A) es compacto. 

Sea ahora an  = MI, entonces ,Xn  O y además 

xn = V77-1/75-ri.xn  = o( n.1.xn/Vrá 60(nK, con c(n  j O y KE,3c . 

Por lo tanto, XnM,O  en (E,J5c ), es decir i(xn)---, o 

en (2,33c ).  
Luego i es M-secuencialmente continua. 

En particular iqc  no es topológica pues si así fuera sien- 

do 	(E,// //) 	 M-secuencialmente continua debe- 

ría ser M-continua lo que no es posible por (2) (Prop. 2.5.2). 



CAPITULO III 

TOPOLOGIZACION DE LA CONVERGENCIA BORNOLOGICA 



1. TOPOLOGIZAGICY D t k-CONVXRGSDICIA 

Es interesante y útil saber si la convergencia de Mackey 

topologizable, es decir, si dado un e.l.b. (7,33), saber 

ni necesariamente existe una topología t sobre 	tal que el 

conjunto de filtros (resp. sucesiones) convergentes en el sen-

ido de taakey es exactamente el conjunto de filtro (resp. su- 

cesiones) convergentes en el sentido de 	ta respuesta en 

o ral es negativa. De Tanera precisa tenemos el siguiente 

cesultado : 

xnnneición 3.1.1 : Sea (E,,p) un e.l.b. . Para que la eco-

vergel:cía en el sentido de Packey (pera 

dilnros) sea topologizable, es necesario y suficiente eue 

L, ,y5) sea simple, es decir, que (1,y3) contenga un bornívcre 

ecotado. 

Cemostreción : 	:upongamos que la 117-convergencia (pera nitros) 

es tepologizable, es decir, que existe zna to-

pología C sobre E tal que el conjunto de filtros t - conver-

gentes sobre E es exactamente el conjunto de filtros 

vergentes sobre H. 

Consideremos el filtro de las partes bornívoras de E, es 

c 	: G = LAqE / A es bornívoro en 4 Sabemos que 
y n1F 	es filtro sobre E tal que  

Ahora cada filtro F  M-convergente a O, es -C -convergen-

te a O; luego G es 75-convergente a O y en consecuencia G es 

Y-convergente a O. 



Par lo tonto, exs te E 63 n 	(Pr..; p.ceici3n 2.2. 

ecIt_procamente, seaA ir bornívoro eutotai de E (que p 

fume 	poner equilibrod o) . 

„gamo, 2= 	 e 	; entonces  

I.) Cada elemento de 0 es 	ilibrado. 

Cada elemento de 	es J'OS 017 en te (pues son borid.eio ) • 

iii)lora cado 2A E Ti, JaA =p: 	+ 1A Ç 2A, en efecto : 

ea 	.AA €9, como A E jEs ; 	E • , meso siendu A A iur- 

: 	( A 
	

A) C 21:\ y en consecuuncio dte+c(AC- 2/ ... 

ubre 0 una dnico topologd_o ji neni 	tal 

es un sistema fundamental de Vecincades de 

Sea otor 	un firtro .5+ cre 1, entonces 

(fi 	ç Ro., 7.0 ) ç 

cut) 1  

C  

Luepp 	converpencia e.n 	tido de eiele - y 

Pros;  es tc 	1.+FLezable. 

ci6n. : la toffeepple r construld en 	pcsecilhe 

onterior, tiene las sjçujentes. n pieLaies : 

) 
	es pseudo - fetri 	de. 

efectoHn 	 : 	( ín ) A 	n 
	

1 ( 
	

rnIvoro acctadc) es un 

tema fundamental i e vecinqa 	 y es contable, luego 

LT.-  es ps.eudo me trirfable 

) es f u 	(:,y)separado. 

En efec tu :(7,R ) 	 aE.F, a 	 2A 

	

V a E 7, a 	0:H.:-?qA 



es separado. 
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3 )Si (E,D) es separado y existe un acotado bornívoro de E, en- 

tonces (E, -dr; ) es rnetrizable. 

Resulta aplicando 1) y 2). 

d) ta bornoloata de Von Naumann de (E, ) es 

En efecto : 

e J3(i) 	3 -21>o : C RA 	(pues A E 5 (O, 	)) 

E)C E 	 (pues R A E 	) 

Recíprocamente, C j3 	3>>o : c C ?A 	(A bornívoro) 

CE er  

2) (7, 2G ) es un e.l. t. localmente acotado, es decir, Y xo  e E, 

Y G abierto; xo e G, 3 2 abierto acotado tal que xot 2C G. 

rn otras palabras, cada r.unto de E admite una base de vecinda- 

des acotadas en efecto; basta observar que 01 / 	O, Re ni 
es un sistema fundamental de vecindades abiertas y acotadas 

o 
de O en (:,t) 	( A es el interior de A) y que Y x E 7; 

x / C ,(AELK es un sistema fundamental de vecindades a-

biertas y acotadas de x. 

:reposición 3.1.2 : Sean (7,-G ) un e.l.t. y 	( ) su borne- 

lamía de Von Naumann. Sea Y un filtro 

sobre E. Entonces : 	xEE 	y M, x  

I.emostración : Si x 	O, entonces 

o <---) [AA / o 	2 c 	p.ara algún 

Sea VE3r 	)y entonces 301>0 : c( ACV, luego VE Y.  pues- 

to que c( A E 	. 
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Así, 	 o equivalentemente II-Im0 

Si x 	O 	-r-4 	
X ‘r) 	 x 

	M n  

	 x 

Definición 3.1.1 	Se dice Que un e.l.t. (E,Z5) verifica la 

condición de i.jackey cara filtros (resp. 

cara sucesiones) si todo filtro (resp. toda sucesión) conver-

gente c/ C en el sentido touológico,converge a 0 en el sentido 

Lackey, es decir, es M-convergente a O con respecto a la 

bornología de Von Neumann de (ri,). 

Lrorosición 3.1.3 : Los únicos e.l.t. due verifican la con-

dición de convergencia de Y.ackey cara 

filtros son los e.l.t. localmente acotados. 

Demostración : Sean (E, ) un e.l.t. y yS(/7.7) su bornología 

de Von Neumann. Supongamos que (E,r) veri-

fica la condición de Mackey para filtros, entonces para todo 

Litro Y sobre E : 	 fi)  q-L-21-› O, en particular como 

	

>0; se tiene que \ir(0,L ) 	0, luego existe 

) : 	A / 0 	 ). 
Sdemls como A j3 (r); Y Vel(?0,L), i2>0 : AC: V, es de- 

cir, 	) es localmente acotado. 

Recíprocamente, sea (E,L) un e.l.t. localmente acotado, 

entonces existe AEJO(C): A 7( 0, 	). 

Sea $' un filtro sobre 2 . T---'o (ti S'n( o,)4,F4  
Luego, y o 	Á cK, 2 A 6 1(0,C ) C: 



t74A / o #AG. 
1 	) 

PARTES BORNOLOGICAMENTE CERRADAS 

:Definición 3.2.1 : Sea (EL3 ) un e.l.b.. Una parte A de E 

se dice bornológicarnente cerrada o 

Packey-cerrada (b-cerrada o M-cerrada) si Y (xn)sucesión en 

X, Y 	: xn---LD—tx EP\ xEA. 

Proposición 3.2.1 : Sea (1,13 ) un e.b.c. y ACE1, entonces : 

A es b-cerrado sinsólo si Y B€i3 (disco) 

tal que "L.n -.E, es cerrado en eB' 	 E-8  
Demostración : Sean B un disco acotado en E. y xEA flE3 , 

entonces : 	(xn)Cte A ne'rB : xn -tx  en 7B 
p(xn  - x) —10  y (xn)C 

xn 	5Xy (xn) 
x EA 	( pues A es b-cerrado) 

Luego, x e An 
	y en consecuencia A nEB  es cerrado en 

Recíprocamente sean (xn 	A y xEE : xn- 	x — 
ces existe 	B disca acotado de E : xn 	,x en FB 

entón- 

Ahora como (xn),QA MB: xn—)x en EB  se tiene que 
	Es 

XflflEB = A flTTBCA    xEA 

Luego A es b-cerrado. 

Proposición 3.2.2 : Sean (E,D ) un e.l.b. y 

eG(E)= {ylgE/n-a es bornlvoro VadliU103, 

68 
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entonces 	(E) es una topología sobre E llamada la topología 

de la b-c. errad-ara. 

Pemostrac Len : Claramente 	y E Et (E) pues para todo a E.E; 

E-a = E es borníyoro. 

(IL )i6iCt(F-) 	= 
I si 	1  

Sea a E 	, entoncesft -a es un bosnlyoro. 

ln efecto : Sea Be13 e o C I, luego siendo -17I -a bor- 
o 

nivoso, e LSte d>O 	3 C(O, -a) Y /2 /-> d. 

B 	 (9(11-a)) = 	 ((*),Sti)-a) 

(E) .  

Pinalmente, sean1' 	2  e (- ( i) y 	= 	1 na2 ' -2  
S i 19_ = 0, entonces  

abogamos 2.-de 	y sean ad',  3 E ' •  entonces sien- 

do ji 4 -a y fi 2-3 bornívoros, existen 2  c( 	>0 tales que 1'  
B 	) (a • -a), Y /2/>E0‘• Y 3 C -2(0..2-a), y  

Luego, si ,X = máx o( 2  cl resulta e 

( ni-d) n a La 2-a). Y /2/ 

Doro 	 M-0_2-a) = 	n 	2 -a) = 2 (2.-a) 

Por lo tanto,  B 

	

	) (Al -a), Y / / 1,>„ 15( , es decir, SLE (E) • 

r000sicidn 3.2.3 : Para cada parte A de un e .I.b. (E,y) ) 

pongamos : 

A (1)  = { x e E /](xii)cp, : xrilL, x . Entonces : 

(i) y P =E; P es bornívoro ( 	) C 	(  

(ji) Y -CLC E; -11 	(E) e—) Y a Cil, Y (xn)C E : x 	a, 

ean 

= 2 (L1--a) 
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existe n 	1:xn Ea, Vn>n o  
(in) Y ACZ; A es b - cerrado 0E) 	= A. 

Demostración : 

(i) EC) ) Supongamos que O E ( C P) (1) , entonces existe 

(x )C CP : n--1h1  0 n 	x - 	 (*) 
) 	(equil.) y gn 	: xnEo(nB, Y n 1 

Ahora como P os bornívoro, existe d > 0 : (dB 	P ytues- 
to que cln 	O, existe no 	1 :cX n 	, Y n no. 

Luego xii E G1C aBC.P, 	n>, no n - 	 (*) 
) Suuongamos que P no es bornívoro, entonces 

existe E cp (engin.) : E 	n 13, V n ?, 1 

n >#1, lbnCE : bn/n SP 

=") 	Vn 1, 3 bn/n E 1/n BCB; (bn/n) C CP 

	

9 B ( bu/u) 1 /n 	O, (bu/u) C CP 
) 	O E (CP) (1  ) 

ji)    ) Supongamos que P.I.0 1. :_11E r(E), entonces para todo 
aE fL; _Q-a es bornívoro. 

1: Sea (x )C E : xn—>Y1  a 	xn a --I O r. - 

	

) J2 BE (equil.) y c( n 	O : xn - a:Ey/11B, Y n 1 

.",hora cove12-a es bornívoro, existe cd > 	: (dB CS1.-a y 

siendo c/n  ,/ O, existe no  ) 1 : gn t.( 	, Y n no. 

Luego, existe no  31 : xn-a el TIC c(BC11-a, Y n no ; de 

Monde se tiene que existe n0  1 1 : x 	.11_, 	n > o • 	n 	 n o 
< 	1 ) Sea a€11 y supongamos que -a -a no es bornívoro, en- 

tonces existe E' 633 (equil.) : E' 	n(11-a), Y n 

) 	Y n 1 , 3 xn' 	B' : )5".  Et n(11 -a) 
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L-  Y n 	]xr,' E P : x = n xi/n + 	4:&(1(*) 1  n  
Por otro lado, B = e(B' +(a}   ) ej3 y (xn).11 13, además 

5B(xn-a) 	5B(xn/n + a - a) 

S B(1c;in) 	/n 5 B(.;,) 	1/n 	., (x') s 1 /n n 
s  decir, xn --4 . a y en consecuencia xnE 	, y n >, 

	 ) supongamos 'que A es becerrada, entonces 

x e A 	'112B 2(xn=x)cA : xn 	+x    x A(1) .y 

xe A (1) r-S4 3(xn)C A : 	x 

  	x EA 	 (por hip.) 
x (i) .  Así, 

	1 ) sean x ES y (x )CA : xn---4 x, entonces n - 
x A(1) - A p-)  xEA 1 	)A_ es becerrada. 

Preposición 3.2.4 : Sean ( 	) un e.l.b. y t(S) la topolo- 

gía de la le-cerradura, entonces : 

c or(E) - ;L - / A es becerradej . 

DPII.".0S frac ic5n : 

) 	E S oL (E) 1E:1 CAE t(E) 
Lii 	y b E CA : 	A-b es bar:11-17er° 

71) Y 'DE CA: O 	(C(CA-b)) (1)  

) Y bE CA : o st (C(c(A—b))) (1)  

b € CA : O  

) Y bECA : O ft A(1) _b 

' 	) Y b CA : b ItA(1)  

[1Y bECA : bECA(1)  

L-) CAE CA(1)  

III/ A(1)(1 A 



Además ACIA(1)  [Tiesto que si x 1A, entonces existe 

(xn=x)C A : xn 	x; luego A = A(1) y por Proposición 3.2.3 

resulta que A es b-cerrado. 

) a ) CE, A b-cerrado    A 	A(1)  

Sea IDE CA iii)blAC)05t A-b =  

= (A-b) (1)  
(CC(A-b)) (1)  
(C (CA-b)) (1)  

o 	(c(cA-b»( 1 ) 
es bornívoro 

CA Et(E) 

LIZ A e C •(1') 

Por lo tanto, Co -C(E) 	EACE, / A es b-cerradoj . 

Proposición 3.2.5 : Sean (E,J3) y (F,'331 ) dos e.l.b.; AC1F 

y u : E--->F lineal acotada. Entonces: 

A es b-cerrado en EEL) u-1(A) b-cerrado en E. 

Pemostración : Sean xE E y (xn)Clu-1(A) : xn 
 11  x, enton- 

ces u(xn 	i(x) ; (u(x )) 	C A 
rj u(x) E A 	(pues A es b-cerrado) 

-1 	 -1 	 x E u (A) y en consecuencia u (A) es b- 

cerrado. 

Observación : El resultado anterior nos dice nue toda apli-

cación lineal acotada es continua respecto a 

las topologías de la b-cerradura. 
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Proposición 3.2.6 : Sea (E,, ) un e.1.6.. Entonces : 



. es separado si y sólo si (03 es b-cerrado en 

lpmostración : Supongamos que [O] es b-cerrado en E y xn) 

una sucesión en E tal que xn --> x; xn 	y 

en E; entonces la sucesión (yn = xn-xn = O) 	es tal que 

luego siendo 101 b-cerrado resulta 

Sea 	xn ) una sucesión de cuntos de A tal cue xn --4x 

en E; luego como xn  - 0 	0 resulta que x = C y en conse- 

cuencia U:3 es b-cerrado. 

Proposición 3.2.7 : Sean (7,11) un e.i. y M n subespacio 

neal de E. 7ntonces 

/Y provisto de la bornologla cociente 	separado si y sólo 

si M es b-cerrado en E. 

Semostracien : Supongamos que 7/M es separado, entonces por 

Procosición 3.2.6; U-01 	H es b-cerrado en 

P/M, luego siendo la epiyección canónica y: E---YE/M lineal 

acotada resulta por Proposición 3.2.5 que M = 9-1 (73) es b-ce-

-orado en E. 

Recíprocamente, supongamos cue M es b-cerrado en E y H 

un subespacio lineal acotado de E/M. Entonces H = L51 ; en 

efecto : Sea y(x) 	H; x EE y E(x) el subespacio generado 

por y(x) en i/M. 

Sabenos que la bornología cociente sobre E/M admite por 

base a la familia {(A) / Aej5 equil.] . 
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( n)Et 0 1 Y Yn 	M  ir x Y, 
(1) cue x-y E (0 	= LO] , es decir, x = y de donde en virtud 

de la 0ropo3ici6n 2.4.1 se tiene que E es separado. 

RacIprocamente supongamos cue 7 es separado y A = (01 



Sabemos cue la bornología cociente sobre E/M admite por 

base a la familia Up(A) / AEJSequil. . Luego como R1(x)C:H 

y REj3 , existe AE:3 (equil.) : 11(x) C,1 1(A) 

y(x)) 	( y (A» 
 	RxCA +M 1) 1/ nzl : nx1A +N 

) 	V n z 1, 3 xll  e N : nx - xn  E A 

x - xn/n 1/n A, V n z 1 

n - x 	en E 

1-1 xn/n 	t x -n E, con (x /n)11 	C M n 	— 
 	x E M 	( pues M es b-cerrado) 

Luego, UD 1 es el único subespacio acotado de 7, es lec ir 

es separado. 

3. 	SPADIO LINEAL BORNOLOGICO SEPARADO ASOCIA LO A 7N HSOACIC 

LIDIAL SORNOLOGICC. 

A todo c.l.b. (7,33) podemos asociar un e.l.b. separado 
d 0 

y una aplicación canónica de 	en E tal que toda anli- 

nación lineal acotada de E en un e.l.b. separado se factcriza 
o 

de manera única a travez de 

'ara esto consideremos la cerradura bornológica. 

Definición 3.3.1 : Sean (E,i3) un e.l.b. y AcE. Llamaremos 

cerradura bornológica de A o b-cerradura 

de A, a la intersección de todas las partes b-cerradas de E 

Que contienen A, es decir, la cerradura de A respecto a la 

topología -((E) de la b-cerradura. 
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,o Ueien : 
b AS] A 	es 

11r2. b = 

tecle E b-cerrcJa 	antiene 
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b 

Itocosidijr ) un e. 	c. 	E' in subess-scio 

es un subes- 

rix5n : erim 

rrsdo en - 	In 	acto :sJ A 

dL ue es b-csrrsdo. 

Xurions.a.bos que A 

+ X 

rmos 	 (perra. o cn 

= L z 	x 

= 	entonces V xEE . ...- 

r—\ 	z 
	e A 

II A es:I:.-:?eraCto en 2.  

	

Sr xn x, y E 7 	entonces cara todo a E I se tiene dibe 

, E 1 / 5. + z E 7 11 e2 b-ddrrado, ad edris si z E F.  en- 

a e i»ç 	b 	 (11 7 b  - x 
eremos 	 E 1 / y + E 7 1. 

b 
51 sin- 

o-ce.rJuo en 	y conSiene a.L 	, 11,1ego 

Así, Y x,v E 

Sea 2 E ITK, ccb/o la aclicacíjn f 	 Ox es 

acotada 	preibajz.en cor P ce cualduier darte b-c rrada le 

d es b-cerrada en 2 (Proposicien 7.2.5 ). 
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( 	I 	Ab. e 7 b  c ous id r(m c.. -a  e al conjunto E - •• 7 	/ 	 j , entcncas  1  

= f -  (7 ) y ..dn conaacuancia (4. 03 

C PC 7 5  E'? f(y) E 7 

x E 7 	( 2 	) 
A tuee. P c A. y tn cc•n.ccucneia 

, 
Por lo tanto 	es an uhe.acio lineald 

re.ic.t6ri 	 Sean (F., J1 j un 	.1. b. y (Q) 	la b-ccrra- 

dura (tal origa, 	 2 	el 

ccciant e, 

 

o 
Intncc.  

 

separado. 

ti)Para cada aplicación lineal acotada u da d en un 

(ter.arado G, axite una única aplicación lineal acc tata 
o 
u 	Yi( 	d- tal 	 uolf . 

trae Ion : 

i) 	-Batta cdtsarvat 	Q) es b-cerrado :en Eyr»licar 

-Proposición 3.7.7. 

ji) 	Sean ((-, 5') 7.1n e.l. b. seEarado y 	: 	d una arli- 

c.ci6n lineal acotada, antoncas 	es t-carrado ,dn 

.1.) u 	(j¿ !.(•,; ) es b-c errado. 

1 -1(tc),»  • f Lib r  e2 s 	 u 

saa u : 	 . 7 	u(x) 

o b u está bici deldinita 	j C. CEeru 	naturalmente 
o o 

xE•E 	u(x) 	u(Lf (x)) 	(uot.p (x), 	decir, u = 11014 
o 

Eddant(-.5 u es (mica. tuesto . 	SÍ y: 7.7.7.111 b--•+ 

L = voq , antcnces para tOi0 y- C 	 se tiene 

.1 
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f(x) = 	 = u o) 

lecir, 
o 

Finalment) 	e 	 o : cl emente 
o 

eo en la 	 cocrenef fe /ST,I tl , 

lfe 

Lt(2) 	tf 
o 

Mecer, 

f Yenici3 - 	n efflcifp 	 ci5:1 an- 

terior fe llamado " el 
o 

aec a 	y 	: 	 6niee 

E)))1)*O1)A D'OS rYu 	C. 2.07 	TA 

I: 	a 	, 	1.; O. e . 1 . . e inci ioluemo 	PC 
	

CLup le termelomía 

l) -o err eme er a n e bre 	.coi f'1). 	 nfeunia 

la 2remnosini3n 	efnemcs que : 

1.4. 	: sean (va)  (?,35 ): ) ..:as 

f . - —e f ena :eril ecraceel.r irreal e„-

emitonene f e: r()D-r(:)-coneinma. 

3.4.)1 :Leari ( 	 É r 	en- 

toas° e Lasan 1 -21,112P'Z' : 

: y---X: f : H. 

: 	: x 	amm oorr 	oontinuaa. 



Demostración : 

hA  es continua. 

Sea BES), entonces BE,J.5. , luego 112 (B)EJ3 ; es decir, tu 
25 acotada y luego continua por la Proposición 3.4.1. 

ji) f a es continua. 

Sea o; >O, entonces fa( L;\ 	/ 	) ={2a / /2/4H 
= U 	{a} = 1.-.1 7t(tal fd( U 2{e-D -0(e(19-;)e 	. 

/7/:= 	/V -41 
Luego fa  es acotada y luego continua (Proposición 3.4.1) 

iii) Ta es continua 

Sea ES0 Z(E), entonces A+a tambien es b-cerrado y lue- 
_, T F (A+a) =A+a-a = ke S or (7.D 

sor Lo tanto, Ta es continua 

Corolario 3.4.2' : Sean (E, y)) 	e.l.b., 2e5C ya E P, en- 

tonces : 

Si 2# o : h2  es un homeomorfismo . 

ti) 1a es un homeomorfismo. 

Demostraci4n : 

i) 	Si 2$ O, la hiyección h2 tiene sor inversa h2lque tam- 

bie'n es continua; luego lales un homeomorfismo. 

II) T a es continua y es la inversa de Ta' luego Ta es un 

hogeomorfismo. 

toposición 3.4.3 : Sea (E, p) un e.l.b., entonces : 

1) y (x)CE, Y x 1E : 

x 	x 	I 	) Xn 
C( r)  
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i) 



2) Z(S) es la topología más fina sobre E entre todas 

las topologías r sobre E tales que se verifica (1). 

Demostración : 

1) Sean (xn)n 1 C FT y x€  
Supongamos que x = O; entonces si xn 

VE 1/1(0, ?2(22)) (abierta) y una subsucesión 

vJe x
nk 

ft V, Y g 

rrE),  C, existe 

de (xn) tal 

Luego (x 	CV y Cv I CoZ(Z). Dero 
nk 

CVEC0  J(1) 	CV =  

xn 	O 	xn,   O ( CV)(1)  = CV, es 

r, 9 

Dupgo , 	necesariamente xn 	O f- xn 
Supongamos ahora que x 	O, entonces 

xn 	)x Ig=> xn-x M r 	xn  J(I)  

-Tules las tralaciones son homeomorfismos. 

2) Oca 2a  una topología sobre I tal que toda sucesión borno-

lógicamente convergente es 1/2  -convergente hacia el mis-

710 límite. 

Sea A 11, '',V2  -cerrado; mostraremos que A es 7ó(E)-cerra-

do, es decir b-cerrado. 

En efecto : x E A (1) 1=1)3 (x) - C A : Xn x 

luego xn 	)xETtApuesAes l' -cerrado. 

Así, A (1) 	A y como A c A (1) , resulta que A = A(1) es 

decir, A es b-cerrado (Pronosición 3.2.3). 

Por lo tanto, Co  ry 	c r(E), lo que implica que — o 
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Eran (x_)C 	: xr 	x, x e112; entonces coto y= n 
/21,1 

rcsulta •que 	(xr ) c F = CV _E-s:/' xr  

Proposición 11.4.4 : 	Sean (:,?: ) 	n e.l.b. y NE 1-(o, Z-7 (1-1,P )) 

(abierta), entonces 7 = b(W) ( el miele° 

endil Prado 	es una vecindad de cero, (1 (7) - abierta y 

tornívora. 

elemostracit'x, : 	s claro -ue y contiene a 'di probaremos que V 

ES Z7(7j - abierta, es oecLr, cde 7 = CV es 

S-cerrado. 

SE) 

n>, 1, •11 Án E II , /41n  / s 1  :x n n 
Ahora ( 	31:3,1] la bola unitaria te GC 

acta, H.,e,:au Extrayendo ur a surisuccsiín cLe ( 2  ) 

tue ES CGT-

si es rece- 

sano, 	nos suponer •:rue existe 	rt,111 	; ) !Lir"' 

7cr otra parte, 1 abierta i 	 CW es b-cerrado, 

aders 2 n fl 
	CN, 	n >, 1 .y 2r.  xr dl y 2x, pues 

x 

iluesonx E( CW ) 1)  =  

)2x E C71 	x 	r_s) x S 1 /Á „/ 1 /Á / 1 

x S 7 = 61 u-) x E 2 

Lucro 7(1) 	E y en consecuencia se sidue (-n'e 

7 as b-c errado e donde resulta entonces ue I/ es abierta. 

11ad resurten 11 es una vecindad abierta le' or1 ma,n en la 

topología (IC 

2lostraremos ahora due 7 es Gornívoro. Supongamos que 

ésto no es así, entonces ex tste 13 Ey,  equilibrado tal que 
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n V, Y n.1, entonces V n 1; 3 bn B : bn 	
ny, es 

decir, bn/n Et V, Y n 1. 

Luego bn/n C1 CV = ( C 17) (1) , V n 1 (pues V es b -o erra- 

;Eslora : 9 3 (bnin) = 1/n 53(bn) 	/n. 1 = 1/n, cues bn B 

) bn/n —1m4  O, con ( bn/n)Ci CV 
Lego 	E( CV) (1)  = CV  	(Pi! 

Por lo tanto, existe no  s, 1 : Bb.; n07, es decir, V es bor-

nívoro. 

Proposicien 3.4. 5 : Sea (U, 	) un e .1. b. , entonces : 

1) V U E Nr( O, r (13) ) : U es bornívora. 

i:'(09 	)) admite un sistema fundamental formado por ve- 

cindades de cero abiertas, eouilibradas y bornívoras. 

emostrac iín : 

1) Sean Ue 	Z5(E)) y B6,33 , entonces existe 	Nfl(0, Z: (E)) 

abierta tal que WC U, pero entonces si Y = 'ECO) , por la 

?reposición L4 .4 se tiene que O 	W = U, `TI .1[1:0, Z7(1)), y 

bernívora, luego existe of >O • SCI2V=2WCIU, V //U 
• ) t es bornIvoro. 

2) La familia Lig E 7ir(0, Z5(8)) abiertas es un sistema funda-

mental de vecindades del origen, luego también lo es 

Lb(W) / W e -.r(0, 77.(E)) abierta] y cada b(W ) es bornívoro. 

Troposición 3.4. 6 : ?obre Zn  consideremos la bornología u-

sual (la de V. N. ) , entonces 

-15(1Kn)= tus. 
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ce:castración : Como t us  es metrizable, 	(xn)ctKn
' x ECn : 

M 	 7us xn---*  

Luego r 	:S:sr(Kn) 	(Proposición 3.2.8 (2)). us 
Supongamos que Z 	- Z(Ku), entonces existe A CCoZ(ff n) us 

gol nue Ano esr -cerrado, es decir, A 9- A  
-Uus 

us 

c) 3 X E {LIS  : X S A 

riera xE 	us 	3 (an) C A : a 	x 	 a 	x 

Luego XE (1) = A pues A es r( 11)-cerrado, entonces 

xEA y x0A lo :Ele es una contradicción. 

-Por lo tanto, 	us 
	-c( 

Sh azul resultan las siguientes afirmaciones : 

Proposicin 3.4. 	Scan (1,y, ) un e.l.b. y f : 	Ina 

forma lineal; entonces 

f 2s acotada si y Sólo si Kerf es b-cerrado. 

:iemostraci6n : Supongamos que f es acotada, luego siendo (01 

Z -cerrado y Z(JK) 	r 	resulta que 101  es b-cerrado y us 	 os 
en consecuencia Kerf = f-1({0]) es b-cerrado (Pron. 3.2.5). 

Recíprocamente, supongamos che Kerf es b-cerrado en E; 

si f = O nada hay que demostrar. 

Supongamos que f 	O y sea H = Kerf, entonces 6/Kerf es 

de dimensión 1; luego considerando la bornología cociente 

sobre E/Kerf, como Kerf es b-cerrado; EiKerf es separado (Pro- 

posición 3.2.7), entonces K/Kerf 	E, por Lema 4.3.1 el cual 

se demuestra independiente de esta :proposición. 

Más am n el siguiente diagrama es conmutativo : 
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- 	52 

:/fierf 

donde 	es la suryección canónica (acotada) y 7_ el isomorfis- 

mo inducido (bornológico). 

7roposición 3.4.8 : Sean (D.de, ) un e.l.b. y f : E--52 una 

forma lineal, entonces 

f es t(1) -contínua si y sólo si f es acotada. 

Demostración : Supongamos que f es acotada, entonces f es 

- Z(.1() -continua (Prop.3.4. 

luego como C.(U) 	-cus  resulta que f es 7:(Z) - rus  -continua. 

Recíprocamente, supongamos que f es 25(E) -tus  conti-

nua; luego como {D1 es tus-cerrado, (0i es ril(<)-cerrado, 

ES decir, C es b-cerrado, luego 

lierf 
	(( o) 

es b-cerrado en - (Proposición 3.2.5) Y  en consecuencia por 

(Proposición 3.4.7 ) f es acotada. 

Concluimos esta sección con una interesante caracteriza-

ción de las sucesiones 2Z(I) - convergentes mediante el con-

cepto de sucesiones M - convergentes; para ello necesitaremos 

de algunas notaciones y resultados previos. 

En lo que sigue (E,5 ) será un e.l.b. separado. 

Para cada A C E definimos 

AY = LX e E / 9 (an) C A : an 	x ; an  Lx, 	nis k/QA 

será la adherencia de A respecto a la topología -G(E) 
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Recordemos 2111e A = 7 	 A = A(1) 	( Rronosieión 3.2.3) 

Con estas notaciones tenemos : 

1) A finito ,n) A' = 0. 

En efecto; supongamos que existe x E A' , entonces existe 

(a)CA,an 	x , V n 1 : a 	M,x 

como A es finito, existe una sub-sucesión (an ) de (ar) tal 

cue (an 	es constante y an 	x, pero entonces an = x, 

V p = 1, ... 

_uego, Al = 0. 

2) (AU.B.)' = A'UB' 

'in efecto; claramente A' L) B' Ç  (A UB) 

Sea x é (A UB) , entonces existe (e) C A U B; en 	x,Y n. n - 
Tenemos los siguientes casos : 

i) (cr) C A 1   x C A ' C A'U a' 

i 	(cn) 	B 	 x B' C A' U B' 

iii 	existe una sucesión n1 < n2 < ... <np < ... de natu- 

rales tal que (en ) C A; entonces (en n
) es una 

P 
sub-sucesión de (cn) y luego cn -±-Y x, con en 	x, V D >, 1 

P 	 P 
x 	A' C A' U B' 

iv) existe una sucesión n, < n2  < 	< n < ... de natura- 

les tal que (cn )Ç  B; entonces (cr  ) es una sub- 

sucesión de (en)  y luego' cn 	x, con cn 	x, V p 1 

x EPC 	RI 

En resumen (A U B) ' 	A' U B1  y lungo (A U B) ' =  

3) Si (x) C 12 y x E (xn  / n 	' , entonces existe n — 
tal que xn---1-> x, xn 	xn si i 4k. 

1 	k 
 

(xn  );(xn) 



R1n efecto; si xExn  / n >, 1y, existe una sucesión de 
su naturales n u 	 7h x, Y tal que xn 	• x, x -1' ' 2' ' ' ' 	 Pi 

Si la sucesión contiene una sub-sucesión 

x
n2

,... constante, digamos y, entonces 
1im Lim x = 	= 	x = y i~loo p. 	K-403 p. ik  

	 xn 	= x, k=1,... , lo cue no es °asible puesto 

lue 	lx / n n 
Luego, ningdin término en la sucesión x ,x y... figura 

P1 P2 
una infinidad de veces y en consecuencia, esta sucesión 

contiene una sub-sucesión xn ,xn ,... tal que x 	x 
P

uk P-1 'q2 	 qi 

oara 	X Y P., < P- < 
'2 Y Xdemás es claro due x ---L4x. p. 

Pk 

_Luego para obtener La tésis basta colocar 	= - k 
A. 

Rn efecto; A = 	1=) A'C A(1) 	- 	 C 

Recíprocamente, z A(1)  t 	) 3 (a) 	 Z 

:enemas dos casos : 

i) 3 (a) Ç  (a(a1), de términos constantes, digamos y, nk  

tal que an 	z, entonces y 	z, es decir, z EA. 

ji) A una sub-sucesión de términos constantes de (an) 

cue M - convergen a z. 

Luego, como z E A (1) , 1(a ) C (a11) tal que n - 
az; n, 	 1 c) ze A'C A. nk K 
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En cualquier caso z A. 

Luego, A(1) CL A y en consecuencia A es cerrado, es de-

cir, A =T. 

5) 	A, BC.E, B finito, A'C A 6 B [7; 	= A U A' 

En efecto : (A U A') 1 (11(A U (A UE))' = (A PE)' = A'L) B' 

= A'UØ (por 1.) 

= (1. 1 611,1)A 1  

luego por (4.) : A U A' es cerrado. Así A U A' = A U A' 

Luego T C A U A' = A U A' 

Por otra harte, AC=Tr1A' C TiC:71 	(por 4). 

Luego A UA 1 C 	y en consecuencia 	= A U A'. 

6) Como consecuencia de (5.); si A y B son finitos : 

= 0 	A' A UB, luego T: = A11,-17 = AU0 = A, luego 

A es cerrado. 

7) Sean (xn) una sucesión de E y x, E E tal que 

x0  E (xn  / p 1] , Y (xn  )61(xn), entonces 
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Demostración : En primer lugar probaremos Gue : 

:xn / n 11IC Ixol . En efecto; 

si ixn  / n 1i' = O nada hay gue probar. 

Supongamos entonces Joe existe x Elxn / n >1 	luego 

por (3) existe (xn  )C(x) : x ----,x; xn. 	x 	si i í k (*) 
1 

Pero entonces cada subsucesión de (xn ) es M-convergente a x, 



es decir, {xnp  / p ,  11' = (x1 , luego : 

(xn 	, xn 	, ...1' = lx} , k = 0,1,2,... 
k+1 	k+2 

xn 	' ...11 ;(1 x1C;Ixn 	,xn 	, ...I U 
xnk+-1 	k+2 	 k+1 	k+2 

= n  k+1 nk+2 	 k+1 nk+2 	nk+1 

lxn
k+1 

xn
k+2

,•.•11.)(xl 

Ahora, si para algún k, : xol{xn 	,xn 	,...3 , es 
ko +1 	ko+2 

decir, x, = x
nk0+p: 

entonces teniendo en cuenta la propiedad 

(*) de la subsucesión (xn ) y que la relación L±J  , podemos 

escoger k' de modo que x, 	(xn 	, xn 	1..•‘ 
k'+1 	k'+2 

Luego necesariamente x„ = x. 

Así, 	xn  / n 11' = x I = Ixol y luego ixn  / ruy1r1j.{x01 

L_) [xn  / n > i ' {xn  / n 81 J 	xo j y siendo xo } finito, 

resulta por (5) que {xn  / n>,1j = hcn  / n 	1.)(xn  / n )21 ' 

como queríamos probar. 

Proposición 3.4.9 : Sean (xn) una sucesión en E y x, é E, 

entonces : 
"C(E) 

XII 	x, (Z Toda subsucesión de (XII)  admite una subí- 

sucesión M-convergente a x, . 

Demostración : 
r(E) ( (13 ) 	Supongamos que xn 	/ 	y x; entonces existe 

ve 7,(tx, J(E 	abierta tal que Y k 81, 3/111 ›.> k:xnk  01V 
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Consideremos la subsucesión (xnk)  de (x ) luego existe n ' 

(xn 	subsucesión de (xn ) 	xn 	 x y además k km 	 km  

xn, 	V, Y in 1 	 (*) 
Km  

pero t(E) es la topología, la más fina sobre Y tal que toda 

sucesión M-convergente es ?:(E)-convergente (Proposición 3.4.3) 
7i(E)  

xn E V, Y m mo  
km  

Supongamos que xn  Z(E)  1 X0  

Si ésta sucesión contiene una subsucesión (xn ) tal 

que x, / k 1 , entonces el abierto 

   

W = E - 	nk 
/ k 1 j 	es tal que x, E W y no contiene fin- 

elemento de la sucesión x,x
n2

,...; esto contradice el 
n1 

 

hecho que xn -
C(E) xo . Luego x“ ;xn  / k 	5  , Para toda k  

(x 	) 	(x n) y luego por (7); xc, 	
nk 

/ k >5,11U5xnk  / Pc7,11 1  nk   

Luego para toda subsucesión (xn ) de (xn) se tiene que k  

i) xo 	X 	/ k 1 	o bien 	ii) xo 	/ k 1 	' nk 	 nk  

En el caso (i),existe k0 ):1 : xo  = xn 	luego definien- 

do x
, 	

= x 	= 	= x, obtenemos la subsucesión 
nk+1 

 nk,+2 

a a 

luego xn km  
x, entonces existe m0 41 tal que 



(xnko+p)p >;. 1 	de  (xn, tal que x 
nko +p 

En el caso (ii), por (3), existe una subsucesión (xn  ) 

de (x) tal que xn 	> x„, nk 	. 

Esto concluye la demostración. 

Observación : La demostración anterior es una adaptación 

de un Teorema sobre It convergencia de tipo L" 

de J. Kisynski (Lublin). 

kP  



CAPITULO IV 

ESPACIOS BORSOLOGICOS COMPLETOS 



1. DISCOS COMPLETANTES 

Definición 4.1.1 : Sean E un e.1., ACE (disco). Se dice 

que A es completante si EA  es un espacio 
de Banach. 

Definición 4.1.2 : Sean (S, TS) un e.l.t., AcIE. Se dice que 

A es secuencialmente completo si para to- 

da sucesión (xn) de A r -Cauchy, existe x en A : xn 	 x. 

Proposición 4.1.1 : Todo subconjunto A secuencialmente com-

pleto de un e.l.t. Hausdorff (E, ) es 

secuencialmente cerrado, es decir, 1r (xn)C:A, x e 7 tal que 

 	x C A. n 	x 	 

Demostración : Sean (xn)E: A, x E E : xn 6   x, entonces 

_ 	_ (xn) E: A es -Cauchy L_ ] x' EA 	X
n 

c X' 

	 X = X I E A 

Proposición 4.1.2 : Sean (E, ) un e.l.t. y A una parte se-

cuencialmente completa de E, entonces 

para todo 2E1, 2 A es secuencialmente completo. 

Demostración : Sea A = K, entonces 

i) Si A = O, es inmediato que )A es secuencialmente 

completo. 

ji) 	Supongamos que 'L /‘ O y (xn) C1 2A es D2 -Cauchy, enton— 

ces (xn/N ) C A es Z: -Cauchy 

11  

	

3x €A : xn/l 	x 

	

xn 	 x 
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r 	PA es secuencialmente completo. 

Lema 4.1.1 : (E,p) seminormado y Hausdorff 1  (E,p) normado. 
Demostración : Sea x E E, x 	O, entonces existe VE 'Y(0, 	) 

tal que x 	V (n) 31,>0 : x 	s:Vp LV 

P(x)>. &in) P(x) 
Luego p(x) re01---lx=0yen consecuencia (E,p) es 

normado. 

Proposición 4.1.3 : Sean (E, C ) un e.l.t. Hausdorff y A CE 

un disco t-acotado y secuencialmente 
completo, entonces A es completante. 
Demostración : Sabemos que (EA, riA ) es serninormado. 

Además (E , Zrp. ) es Hausdorff pues (E, Z) lo A DA  

es. 

Por otra parte, -CE  .ists 	; en efecto : sea V k ‘;(0, t), 
A 	A 

entonces V ()EA 	), luego como V¶A  ra{xcEA/IA(x)<11c A 

y A 	-acotado, existe ol >0 : AC‘(V 14 9d >O : (1MACV.)EA; 

con (1 41)A E (O, CÇA). 	
vnEA E 	) 

Luego ti E  *•r- trG 
A 

dorff. 

y en consecuencia (EA, tçAr ) es Haus- 

Por lo tanto, (EA , 75A) es normado 	(Lema 4.1.1). 
Mostraremos ahora que (EA, t9A) es completo. 

Sea (x )C E 	91A 	A  -Cauchy y consideremos la inyección ca- n  



:cínica i :  
A 

i es C (1 -7;- -7 continua; en efecto : 
1'A 

9o>0 : (1MAc Y/IBA  = i-i(V) 

r 1  (v) E 7i(0, 71 ( A ) 

Luego (x ) 7c -Cauchy 	(i(xn)) 
n  

Además (xn) es 

v- -vr(o,r) 

es 7 -Cauchy. 

-acotada or ser -Cauchy, luego 
-A 

si 	A e f2.:,/ eD.K,1 O} (base de yto, rG  ) ; ],<»0 tal que 

(xn) 17-7 dA 1 A = PA, con P=441  , es decir, (xn) 7 PA 	Cauchy 

y PA sec. completo, luego 3x CÍA: xn-217—.x en E; pero en- 

tonces xn 	>x en (EA,  (4.), en efecto : -A 
Sea ¿ >0, entonces existe N 41 : xn-xm  E CA, Y m,n 

pues (xn) es 	- A Cauchy. - 
l Fijemos n 4N, entonces im

CO 
(X n_ x ) = xn-x en E, con m  

xm) m  ,,r.,T ;íA y fA sec. cerrado, luego xn- x 41A, Y n4 N, 

es decir, 'JA(xn- xj< í , V n 4N. 

Luego, xn 	. x en (Ek , 91 A ) y en consecuencia (EA. gA) 

es completo. 

For lo tanto, (EA, ¶ A) es un espacio de Banach y luego 

A completante como queríamos probar. 

Corolario 4.1.31  : Sean E un e.l. y A un disco de E compac-

to para una topología lineal serarada 

sobre E. Entonces A es un disco completante. 

Demostración : Sean (xn)C1A 7,A-Ca11chy y V n 41 : 
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m 	n]  A F= 
II 

 

Como A es compacto y Y n ,1 Fn  es cerrado en A, entonces 

F 	0 	luego existe x  

Por otra parte, (xn) ZA-Cauchy    (xn) -C-Cauchy, luego 

W, y C \ '(0, 	V + VCW, ] N 1 tal que x - x E V, 
P 

Y P. 	N• 	 (1) 

Además, como x 	Pn 1 n' entonces x EFN, luego 

(x 	v) (1-91N  	) 3 n0>,N:xno Ex+V 

]n0  'N : xn,- x 	 (2) 

Luego de (1) y (2) resulta que Y geN : 

x - x = (x - x ) + (xno - x)E 	+ V(PW q 	no  

cc) 	A es sec, completo y por Proposición 4.1.3, resul- 

ta que A es completante. 

Proposición 4.1.5 : Sean E y F dos e.l.b. separados y 

una aplicación lineal acotada de E en F. 

Si A es un disco acotado completante de F entonces u(A) es 

un disco acotado completante de -1' • 

Demostración : Utilizaremos el siguiente resultado : 

(*) " Sean E y F dos e.1. y u:E----:11  una apli-

cación lineal de E en F. Entonces para todo disco A de E, 

u(A) es un disco de F y FU(A)  es isométrico al espacio semi-

normado EA  / N donde N = (Keru) n EA  ". 

Sea A un disco acotado completante de E, entonces u(A) 

es un disco acotado de F 	((*) y u acotada). 



Mostraremos que Fu(A)  es un espacio de Banach. 

Por (*) / N; con N = Keru n EA. u(A). isom. 

Sea y: EA  —1 /2 	/ N la epiyección canónica; chtoncea 
r- como Y / N es normado; to 1 = iN j cerrado en Ei / N y luego 

siendo Ç continua, se tiene que 	( I 	N es cerrado en 

LA , de donde se tiene que EA / N es de Banach Mes FA  es de 

Banach. Me" Fu(A) es 	 n  un espacio de Baach y enconsecuen- 

cia u(A) es completante 

Proposición 4.1.6 : Sean I un conjunto no vacío de índices, 

(Et ) i e  una familia de espacios linea-

les. ParacadaielseaA.undisco completante de E. Sea 

= fl E. el espacio lineal producto y A = ri á.. Entonces 
tel t 	 iGl 1  

A es un disco completante de E. 

Demostración : Sabemos que : 

A es un disco tal que 

= 	= (x.)dEI' • Sur 44 (x.) < + m 	y 
i=í 

	

A(x) = Sup 	( xi). 

	

c I 	i 

Mostraremos ahora que A es completante : 

Sea (x (n) ) Ç  EA  9, - Cauchy, entonces para todo i El, 

es 5 A. - Cauchy; en efecto 

(x(n) ) A - Cauchy 	V 6) OjN31: sA(x(n)_ x(m) )‘t,Vn,r, N 

(n) (m) 

	

r—)  Va 0,3NM:Sup SA. (xi  -xi 	,Yn,ma 
I 1 

94 
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L_5  Erk>0,31i 	 r >.1:Y EI 	kx. Ai  

() ) YiEI, (xin  ) es 	-Cauchy. 

Pero entonces y i I (xín)) es
Ai 

-convergente, es 

decir Y i E I, 7x.E E 	: x (n) ›, x. 
i 

/ (n) Afirmación : kx 	)convergeax=(x)en E : i 	A 

a) 	x  = (xi) i e E EA 
En efecto; como (x(n) ) 	SA  es CIA  -Cauchy; (x(n) ) es 

-acotada, luego 7d >ü : j A(x (n) )<d ,Y n 1 

>0CT 1c 	: Sup q (x(n)  ) <tx, 	 n1.  
i I LJA 	i 

Por otra parte, para todo i,EI se tiene que : 

) (x 	il 	x i 	= m (n)k hm = 	. . 	) 
A. 	10 	1/ A. >TI 	co 10 	n-o.co EA. 10 	 10 	 10  

Max 	Ai(0), 5,. 
o 

hm . Sup 
/1.—> CO 	 io l i é I 

hm máxLSup 1,. 
n 	 ni 

i E I 
hm Sup 
n-›ap iE I S Ai(xin))  

hm 4 , " = 	+ CD n 
Luego Y i E I,5A.  (xi) + co 	 (x ) C+ co A i 

1-4 	(x) ,.. c. 	x E . A 	 A 

b) x(n) 1A 

En efecto; sea É >0, entonces existe N 11 tal que : 

( * ) 



E, V m,n) N 

fijemos n N, entonces para todo m >, N se tiene que : 

5A(x(m)- x(m))Sluy 5A. (xin) - xim))  

9.A.(xim) 	) y 

hm C ) (n)  -)c m) ) 

	

nJA 	 <E, Y itI 

(n) hm (m) 

	

(x. 	 )<E,, V iEI, A. 	n-›co 

G (x (n) x.) 4 E, Y it I i 

iS11:1? S., (x=1) _ 	) 	r Al  

A(x(n) 	x) 	, Vn?, N 

—4 	(n) x EA. 

Luego EA es completo. 

Además si x = (xi)C EA  : 	= 0, entonces 

Sup 	(x.) = O  	5 (x. )  . 0, 	E Ai 

V iE I    x = O 

Por lo tanto, (EA, 1A ) es un espacio de Banach y en con-

secuencia A es completante. 

2. ESPACIOS BORNOLOGICOS CONVEXOS COMPLETOS 

Definición 4.2.1 : Se sice que una bornologla convexa sobre 

un espacio lineal E es completa, si po-

see una base formada de discos completantes. 
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Un e.b.c. E es completo si su bornología es completa. 

Proposición 4.2.1 : Todo e.l.b. completo (E,j3) es separado. 

Demostración : Supongamos que (E, ) no es separado, enton- 

ces existe x E E, x 	O tal que 1(x E,El 

A e JR, (A completante) tal que Elx c:A 

TT 	rul f A, V n • 1 

CT 	X E ll/nl A, Y n • 1 

8 (x) 	1/n, Y n • 1 v A 
A (x) = 0 b-E; x = 	O 

7roposici6n 4.2.2 : Un e.b.c. es completo si y sólo si él 

es límite inductivo bornológico para 

aplicaciones inyectivas de espacios de Eanach. 

Semostraciín : Sean (E, ) un e.b.c. completo y So  una base 

de 	formada de discos completantes. 

Para cadP ke 	• 7A es un espacio de Eanach y luego por 

Proposición 1.8.1,E es límite inductivo de los espacios de 

Banach EA , Allbo . Además las aplicaciones canónicas son in-

yectivas. 

Recíprocamente, sea E = 	( 7  v ) con Ei ---) 	ji 	 espacio 

de Eanach para todo i 1 y vii  inyectiva para toda ±4 j. 

Sea ,3 la bornología límite inductivo de E,entonces 

es separada (Proposición 1.7.2). 

Para cada i I, sea B la bula unitaria de E.; B. forma 1. 
una base para la burnologla de Ei  y es completante pues ErEn.  

Ahora, TO está generada por U  v.(B.), donde v.(B.) es 1 1 i E I 
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completante pues v. es acotada y E. completante (Prop.4.1.4). 

Por lo tanto,» es completa y luego (E,» ) es completo. 

Proposición 4.2.2' : Sean E un e.b.c. separado y F un subes-

pacto lineal bornológico de E. Entonces: 
i) 	F completo    F b-cerrado en E. 

ji) E completo y 	b-cerrado en E La) F completo. 

9emostración : 

i) Supongamos ue F es completo y (x ) F es tal que 

xn- --ax Eh; entonces existe un disco acotado A de E tal 

nue x n 	enr -A. 

Como A n F i• 	existe E disco acotado completante de E 

tal nue A ,1F E B. Además (xn) es 1,-Cauchy, es decir, 
A 

VE 0, 'N 1: n,m N 	A n x ) <1 S. • m 
Mostremos : 

a) (xn) es Cauchy en FA  n  F  = F A n F. 

Claramente (x )CE ( F. además n 	A 	A n F' 
A  nF (xn  - xm ) 	Inf bo / xn- xm E2.(A 

Inf 2 >O / xn- xm  

= 1x- X ) < c. n m 
Luego Cu(x n  - x m 	A F n ) s 	(x - x )<. E. , V n, m > N, es decir, ,r 	m 

(xn)es5i-Cauchy y en consecuencia, siendo E completante, 

existe y e FE  tal que xn----9 y. 

Consideremos ahora la inyección canónica i:F 	12
B 

b) i = ig o ij es lineal acotada : 

es lineal acotada; en efecto 
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C j 	B absorbe a 	(pues B 9[(0, 	)) 3FB   

Jf >o : CgB 

) 	(S) 	(fB) 	f 	j, 	(pues B T1F) 

ii(C)E J5 F  . 

12  es acotada : D Vy)F,' 7)y = T (1F; TES 

T; T 15 

12 (D)C12 (T) = T 

i2 (D)1 5 • 

Además es claro que i1 e 2 son lineales. 
M / Luego como xn 	 y e-  FF, entonces  

es decir, xn 	>  y é E, luego x 	y v F pues FB  cF y F separado. - 

Por lo tanto, F es b-cerrado en E. 

Supongamos que E es completo y F un subespacio lineal 

bornológico b-c errado de E y sea : 

= 	EDS_ E / B es disco completante 

Es claro que si es base de'p , además 

= 	B CIF / B e el f es base de discos cornpletantes 

de 	 F  . En efecto : 

a) )1, es base deis 

	

Claramente :L E, 	además 

= cnp; O E fe cf: 3AB/} ; CcA F 
B =CñF 	A nF 

lq) 	V B12\ , B fl F es disco completante. 

Mostremos primeramente que FF (-)F  = EFE) F es un sub-

espacio normado cerrado de EF. 

Observemos que V x 	FB /1FHI-F 



o 
B (1F ( x )  = Infp>0 / xE P(D flF) 

Inf (>0 /xEfB y xeF 

(x) 

Luego ,74 

	

C1 F = LjB 
/ 

FD F ' 	 .F B 	1F ) Luego 	 es decir, ( 

es un subespacio normado de EB  . 

Sea ahora (xn) O FB(1 F : xn 	y y en EB, entonces 

xn 	 y en E y siendo F b-cerrado en E resulta que ye F y 

en consecuencia y e EB  n F = FB  nE , es decir, F Bn F es cerrado. 

Mostremos ahora que F 	es completo. BnF 
r 

Sea(x 	 Y1 	-Cauchy, entonces n) C1 F 	= E ñ F  B n F 	B 	JBEIF 
r (x ) E:E 	ECauc ,-' 	hy r--1 x 	 n - B d B 	 > x E EB 

	 x E FB F 	(pues FBC1F es cerrado en 

EH) * 
y 	 ec For lo tanto ey>' 	F es base de discos completantes de JJF 

y en consecuencia, F es completo. 

Proposición 4.2.3 : Sean E un e.b.c. completo y F un subes- 

pacic lineal b-cerradc de E. Entonces 

el espacio e.b.c. cociente E/F es completo. 

Demostración : Sea 33 0  una base formada por discos completan- 

tes de la bornología de E. Si if  
es la suryección canónica, entonces es una base de 

discos completantes de la bornología de E/F (Prop. 4.1.5) 

Además E/F es separado pues F es b-cerrado. Luego f(B), 
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V BEIS°  es un disco completante (Proposición 4.1.5) Y en con-

secuencia E/F es completo. 
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Proposición 4.2.4 : Todo producto de e.b.c. completos es com-

pleto. 

Demostración : En efecto, todo producto de discos acotados 

completantes es completante (Prop.4.1.6). 

Proposición 4.2.5 : Sea (Ei,fji)i j  un sistema inductivo de 

espacios lineales bornológicos convexos 

tales que para cada i E I, Ei  sea completo. (Sistema inducti-

vo de e.b.c. completos). 

Sea E = liM 1'14  su límite inductivo bornológico. Enton- 
1 E I ' 

ces : E es completo si y sólo si E es separado. 

Demostración : 

Proposición 4.1.1 

Supongamos que E es separado y sean para cada i 4 I, 

f • E 	E la aplicación canónica y 13: la base de 1 o 
discos completantes de Ei; entonces 	= 	f ( 	) es base iei dE 

de discos completantes sobre E; en efecto : 

i) E = 	fi  (E, ) = U f 4 ( DA) 
i €1 -  - 	i4I -  AT 

o 
ii) Sean A., A2  ejb , entonces 

A' 
A'ESo°  

o o 
A 1  = f. (A. ) y A2  = fi  (Ai  ) ; Ai  6 3 i  y Ai  E 13 i  

'1 -1 	 2 2 	1 	1  

Ci' A1  UA2 	1 = f. (A. )Uf. (A. ) . 1. 12  12  

Por otro lado, 11, i2  6 I k 	) 313  E I : il  6 13  y 2 6 i3  

	

y además f . : E.  	Y. .:E E.  	son fun- 2  1 1 	1 3 1 	1 	 fi31 	 3 



(A. ) C A. , enton- 
2 12 - 13 

)LJf. 	(A. )E . 
11 	15  2 12 	' 13 

bornología de E.1  )' 3  y como f. 1 
o 

existe A. E "S . tal que 
3 	3 • 311 
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ciones acotadas tales que los siguientes diagramas son conmu-

tativos : 

0uego A 1 UA = f (A. ) U f. 11 	1 

E 

(Ai2 ) 

= f (f. )) Uf. (f 	. (A. )) 
1 	13 13'2 12 

f. (f. 	(A. ) U f. . (A- )) 15  1511  11 	1512  12  

o 
ces A Li:1  CI f. ( 	 e e? ,. 	es decir, existe 1 	'2 - 	 con f. 13 	

I 13 13 	 3 
o 

f . 	(A. )c 10 	: A LJA C- f 	(A. ). 13  13  e 	'1 2  
Adernélserivirtuddelaproposición 	

1(A) con 
o 

AE 1  es disco completante. ,  
Por lo tanto, E es completo. 

Corolario 4.2.5' : Sea (E.,f..) un sistema inductivo de 1 ji 
e.b.c. completos tal que para cada 1.4j, 

-.111 E. laaplicaciónf..i  :E.1  ---eE. es  inyectiva. Sea E 	 su j 	 e 	a. 

límite inductivo bornológico. Entonces E es completo. 

Demostración : Para cada 1 E I, Ei  es separado, luego por 
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la Proposición 1.6.2; E es separado y luego completo en vir-

tud de la Proposición 4.2.5. 

Corolario 4.2.5" : Toda suma directa bornológica de e.b.c 

completos es un e.b.c. completo. 

Demostración : Sean (Ei,:p j. )1 ci  una familia de e.b.c. com- 

pletos y E = • 	E. la suma directa algebráica 
it I 1  

de los E.. 

Sea F(J) = {JCI / J fínito , entonces claramente 

(F(J),g) es filtrante a derecha. 

ParacadaJfE(J)pongamosE=-9E.la  suma directa 
ie J 

algebráica de los  

Observemos que Ej  !T'Ej., siempre que JJ'. 

Para cada J J' sea 7  u 	• 	---77 J'J • -J 	J' la inyección canó- 

nica. Se sabe que desde el punto de vista algebraico 
hm E = 	(E u 	) J' J'J J 

ForotroladoE.eE..ri Et (z, TI E ), luego en E 
J 	jEJ 	id I 

podemos considerar la bornología producto jej  de los llei;i J. 

Como cata (E. 9 E )i 	es completo, también lo es (Ea, B) 

por Proposición 4.2.4. 

Además, para cada .3- (1 J'; uj,j 	Ej----/Ej, es acotada pues 

li jn;ISJ,; luego (Ej,u) 	es un sistema inductivo borno- 

16gico de e .b.c. completos y si consideramos sobre E la borno-

logia límite inductivo "m ; resulta por Corolario 4.2.5' que 

) es completo. 



d. ESPACIOS LINEALES BORNOLOGICOS SEPARADOS DE DIMENSION 

FINITA 

Se establece en esta sección un isomorfísmo bornológico 

entre En  provisto de su bornología usual y un e.l.b. separado 

de dimensión n. Un resultado análogo existe para los e.l.t.. 

Lema 4.3.1 : Todo espacio lineal bornológico separado E de 

dimensión uno es bornológicamente isomórfo al 

cuerpo de escalares K provisto de su bornología usual. 

Demostración : SeanaéE,a“yu:E—,K 

Es claro que u es un isomorfísmo lineal de 

espacios lineales. Además : 

i) u-1 : 	E : 	02-2a es acotada; en efecto : 

A acotado de E -U  2 >O : Aq;BK  [0, 5.1 
1 E°23 t >0 : u-1(A) Ç  

1 1= ] E>o : u-  (A) 	a / /2/,  61= 

= .(B11.12,E1 x a 

pues 	: E X E ---4  E . (2, x) ---c 2x es acotada. 

Luego u-1(A)E F  y en consecuencia ues acotada. 

ji) 	u : E --4E : 2a ,-02 es acotada; en efecto : supongamos 

que u no es acotada y sea B un subespacio acotado y equi-

librado de E tal que u(B) sea equilibrado y no acotado de /U 

Pero la única parte no acotada y equilibrada de K es K 

mismo, en efecto : supongamos que “7¡ E, A no acotado y equi-

librado. 

Sea 'X eLK, entonces : 

104 
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si c= O, entonces 4 EA y luego A = X . 

si 01 yí O y 	$ A, entonces 	U"A A, pues A es equilibrado. 
1 

n 	2A, Y /4/ = 1 

4-z) 41/4 •ít.  A, Y /V= 1 

112? 	7 iL A, Y /+/q. 1 

06-) ACB/1[0,11 1 	A es acotado 

Luego, 4 é A y en consecuencia A = K , es decir, 1C es el 

único subespacio equilibrado y no acotado de K. Luego 

u(B) = GT y entonces B = E lo cual es una contradicción puesto 

que E es separado y B un subespacio acotado de E. 

Por lo tanto, u es un isomorfísmo bornológico de E en K. 

Lema 4.3.2 : Sea E un e.l.b. . Entonces todo subespacio li-

neal D de E de dimensión 1 suplemento algebráico 

de un hiperplano b-cerrado H de E, es también suplemento borno-

lógico de H. 

Demostración : E=D (9 H, es decir, E=D+HyDÍ1H = (01, 
entonces (01 es b-cerrado en D y en virtud de 

la Proposición 3.2.6 (D,,g,D ) es separado. 

También E/H es separado por Proposición 3.2 

Por otro lado,Xer P = IxéE/ PD(x) =Ol 

{xéE/ PD(xH  + xp) = 

x é E / X = 03 = H 

Luego 21)  se descompone algebráicamente en PD  = 1 o m , 

donde y es la epiyección canónica y f el isomorfísmo algebrái-

co inducido : 
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PD E 	m,D 
I 	' 

1 m 
E/H 

Luego por el Lema 4.3.1, f es isomorfísmo E/H 	u D 
bornológico y 11 	 m,  E/H 1C - 	acotada (por construcción de bor- ra 
nología final). 

Por lo tanto, PD  =foy es acotadayen consecuencia D 

es suplemento bornológico de H. 

Teorema 4.3.1 : Todo espacio lineal bornológico separado de 

dimensión finita n es bornológicamente iso-

mórfo a L.C11  provisto de su bornología usual. 

Demostración : Para n = 1, es el Lema 4.3.1 . 

	

Supongamos que el Teorema se cumple para n 	1 

y mostremos para n. Sea H un hiperplano en E, entonces (H,D,D) 

es un e.l.b. separado (Corolario 1.7.1'(b)) y dim H = n - 1, 
,n-1 luego por hipótesis de inducción H = 

bor. 

Pero gn-1 es completo puesto que su bola unitaria 

[0,1: es compacta, luego DKn-1 [0,1] es completante Bvt: 

(por Proposición 4.1.3) y 1U-1= 1n-1, donde D = Blcn-1 [0,1] 

Luego (H, Ip ti) es un e.b.c. completo y por Prop. 4.2.2 (i), 

resulta que H es b-cerrado en E, entonces todo suplemento al- 

gebraico D de H es suplemento bornológico (Lema. 4.3.2), es 

decir, E = H 9 D (bornológicamente) y como H 13-4' gn-1  

E ,1„, 	En-1 	= En. D 	E resulta que 
bor. 	 bor. 

Y bor. 



zE{P7mc 	/)/ 	= 	 IIC 

zC x ,y /2/ > 

zE,xi , y /q/> o 
fiCz Ç xl;j 1 0 

Ez 	CR) Cz (pues (E, 

4. BORNOLOGIA COMPLETA ASOCIADA A UNA BORNOLOGIA LINEAL 

SEPARADA 

A todo e.l.b. separado E podemos asociar un e.b.c. com- 

	

pleto E,, algebráicamente idéntico a 	y con la propiedad 

II co-universal " siguiente : 

Toda aplicación lineal acotada 

de un e.b.c. completo F en E es lineal acotada de F en E,". 

Esta bornologla juega un papel escencial sobre la completi-

tud. Reemplaza a menudo la bornologla de E con la ventaja de 

quedarse en el mismo espacio lineal. 

Lema 4.4.1 : El conjunto de los discos acotados completantes 

de un e.l.b. separado, forma sobre E una base de 

una bornologla completa sobre E. 

Demostración : Sean (E,y;) un e.l.b. separado y 

Dc = ( A0 E / A es disco acotado complet. de 

c es base de una bornología completa sobre E. 

.1.1 efecto : 

Sea x é E, x í O; entonces fl  xl) es un disco acota-

do completante; en efecto : 

O(')(1); 	Mx0(z) 	° 	cEr( 	) V l'YO 

) separado) 
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z = O 

Es decir, (E ( (fxl) , 9 ruxi)  es normado. 

Por otra parte, 

E F( x i) = LJ n r-Vxj) = U {112x / /,1/1 = 
n c1 	 n X1 

es isométrico a K; en efecto: claramente 

: X 	. Zg .2: 	Bx es lineal y biyectiva, además, 

y 2EK : 	ir( 	;•)( 4'(')) = ircxi)(2x ) 
inf,Ip)0 	-;i•xe er({xi)1 

= inf(f>0 /Mxcn{r1) 
= inalf>0 / /;7/, 	1 j 
= infe>0 / /1/ ,P 

= /2/ 

Luego ,  Cjr,( 	)( '(2)) = 	es decir, y es una isome- 

tría y en consecuencia siendo (1K, 7711s) completo también lo es 

(E [-Vxj)' 
Por lo lo tanto, (E r(xi)' 	7(xp) es de Banach, y lue- 

go 1-7 (1x1) es completante. 

Así tenemos que para todo x E E; 	x Ci  r( :x 	disco aco- 

tado completante de E; luego 

E = LJ pc1c.7„ Lj ACJE, es decir, ro  es un recubrí- 
x E E 	A E c 

miento de E. 

ji) 	Sean A, BE Dc , entonces A y B son discos acotados 

completantes de E y como EA+B igom. EAxEB / M, 

donde EAxEB / M es de Banach; resulta que E 	es un espacio 

de Banach y en consecuencia A+BE De  . 
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iii) Sean Ae Dc y 	E E, entonces A es disco acotado 

completante de E y siendo E separado y la aplicación 

u2  :E--+Elineal acotada resulta por Proposición 4.1.5 que 

u2 (A) = 2A es un disco acotado completante de E, es decir, 

d A Ele . 

Por lo tanto 1), c  es base de una bornología completa sobre 

E' . 

Proposición 4.4.2 : Sea E un e.l.b. separado. 

Anotamos E0  al e.1. E provisto de la bor-

nologla que admite por base a la familia de discos acotados 

completantes de E. 

Sea i : ro 	5 S la inyección canónica de E, en E. El 

par (E0 ,i) posee las propiedades siguientes : 

i) E, es un e.b.c. completo. 

ji) Para toda aplicación lineal u de un e.b.c. completo 

11  en E, existe una única aplicación lineal acotada 

ti : F- 3  tal que u = i o u,. 

Demostración : 

i) E, es Un e.b.c. completo p119S SU bornologla p09e9 

una base formada por discos completantes. 

ji) Sea u . F --9E una aplicación lineal acotada de un 

e.b.c. completo en E. 

Consideremos la aplicación u,. 1? —*E, definida por 

x eF : u(x) = u (x). 

(*) u, es lineal acotada tal que u = i o uo  

En efecto : Sea A un disco acotado completante de r, en- 
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tonces u0 (A) = u(A) es disco acotado completante de E por 

2roposición 4.1.4, luego u0 (A) es acotado de E. y en conse-

cuencia u, es acotada y como además es lineal se tiene que 

existe u,: 2---+E, aplicación lineal acotada tal que 

x F ; (i o u.)(x) = i(uo (x)) = i (u(x)) =x)  u, )  / 	, es decir, 

u = i o u, . 

5. ESPACIOS LINEALES TONOLOGICOS MACKEY - COMPLETOS 

Nos proponemos en esta sección dar un criterio simple 

sobre la convergencia de sucesiones para que la bornología 

de Von Neumann de un e.l.t. localmente convexo Hausdorff sea 

completa. 

Definición 4.5.1 ; Sea E un e.l.c. Nausdorff. Se dice que 

7 es Mackey completo ( o también bornoló-

gicamente completo ) si la bornología de Von Neumann de E es 

completa. 

Definición 4.5.2 : Sea E un e.b.c. separado. Una sucesión 

(xn) de E se dice Cauchy-Mackey en E ( o 

también Cauchy-bornológica en E ) si existe un disco acotado 

B de E tal que (xn) es Cauchy en (EB, 

Observación : El cuerpo de escalares K es bornológicamente 

completo. En efecto : basta observar que la 

familia DK  = (B / B = BK  L0,1) , A>03 es base de discos com-

pletantes de T3 K  (donde 1,„/.13 K  es la bornología usual de K). 

Veamos : Y B xlK'  claramente BEIK  y disco. 
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Además EB = Lj nB = GC Y 
n o1 

B(z) = Inf IF>0 / z e f13 = Inf 	>e / z/F B I 

= Inf >O / /z/r“ 1 

= Inf 	>O / /z/04./fl/3 

Es decir, (E,/ /) 	(KB, gB), luego siendo (K,/ 1) 
isom. 

un espacio de Banach resulta que 	)3) es de Banach y en 

consecuencia B es completante; luego para todo H >0; HB es 

completante. Además 

AcK CE) 	 > : A  0 

 	E >O : A C. .5)31c £0,1JEDK  

Por lo tanto, DK  es base de discos completantes, es de-

cir, E es bornológicamente completo. 

Proposición 4.5.1 : Sea E un e.l.c. Hausdorff. Entonces 

E es Mackey-completo si y sólo si toda 

sucesión Cauchy-Mackey sobre E es topológicamente convergente. 

Demostración : Supongamos que E es Mackey completo y sea 

(xn) una sucesión Cauchy-Mackey en E, enton-

ces existe B disco acotado de E : (xn)es Cauchy en EB  

A disco acotado completante de E :EÇA 

JA disco acotado complet. de E : (xn) es Cauchy en EA 
I 	, X

n -4x en EA  ; pues EA  es de Banach 

1 	 xn 	x en E 

I 	) xn c 	,x en E, por Proposición 2.3.1. 

Recíprocamente, supongamos que toda sucesión Cauchy- 

Mackey en E es topológicamente convergente y sea o  una ba- 
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se de la bornología de Von Deumann de E formada de discos ce-

rrados de E; entonces : todo A de:f.?), es completante. 

En efecto : Sea A E e,9_, o  y (xn) una sucesión Cauchy en 

entonces (xn) es Cauchy-Mackey sobre E 	xn 	x en E. 

Sea & > 0, como (xn) es Cauchy en EA,2 N )1 : 

xn- xm E LA, Y m,ni N 

fijemos m>N, entonces como xn-r---› x en E resulta que 

xm - xn P-E? xm - x en E 

xm -xeiA Y m N; pues A es sec. cerrado 

r-D xm - (xm - x) E EA 
> 0, es decir, xn Iuego.x E EA  y 5 A(xn 	x)   	kx en 

y en consecuencia, (EA , SA ) es completo. 

Además, 5A(x)  -= 	=_S> x E feA, V e> 0 

ps2> 	x€(. 5)A, V 	O, V .‹ é K 
—> EICx CP= ( ) A 

Kx E 1,1e3 

Xv = 	, pues (E, 17.5) separado 

x = O 

Es decir, (EA, 	es normado y en consecuencia A es 

completante. 

Por lo tanto, E es Mackey - Completo. 

Corolario 4.5.1' : Todo e.l.c. Hausdorff en el cual toda 

sucesión de Cauchy es convergente, es 

Mackey - Completo. 

Demostración : Sea (xn) una sucesión Cauchy - Mackey en E w  

entonces existe B disco acotado de E tal que 
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(xn) es Cauchy en EB  

'> 	V 2 >O, 2N 2'l : xn  - xm  (,)D3B, Y n,m o N 

) 	y VE ),(0, r); 3N ol : xn 	xml  »Ir573 .-  V' Y n,mo N 

n-5 (xn) es Cauchy en E 

x en E; por Hipótesis 

E es Mackey - Completo. 

Observación : El corolario anterior muestra que la condición 

de completitud bornológica es una condición mu-

cho más débil que la condición de completitud usual de los 

espacios lineales topológicos. 

En muchas de las cuestiones del Análisis, la hipótesis 

de completitud bornológica es suficiente para lo requerido. 

Definición 4.5.2 : Sea E un e.l.b.. Se dice que E es Mackey-

Completo si es separado y toda sucesión 

Cauchy - Mackey sobre E es Mackey - Convergente. 

Una parte A de E se dice Mackey-Completo, si toda suce-

sión de puntos de A Cauchy-Mackey sobre E es Mackey-Convergen-

te sobre A. 

Proposición 4.5.3 : 

a) Sean E un e.l.b. y F un subespacio lineal de E. 

(i) E Mackey-Completo y F b-cerrado (C) F Mackey-Comple-

to. 

(ji) E separado y F Mackey-Completo 1 	) F b-cerrado. 

b) Todo producto de e.l.b. Mackey-Completos es Mackey-

Completo. 
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e) Sea E = lím  E. un e.l.b. límite inductivo de e.l.b. 

Mackey-Completos. Si las aplicaciones canónicas 

y. : 	E son inyectivas, entonces E es Mackey-Com- i 
pleto. 

Demostración : 

a)  

Sea (x )CIF; (xn) Cauchy-Mackey en E, entonces n 
(xn) es Mackey-Convergente sobre E (E M-Completo) 

6E', 	x 6E : 

ct x F 
	

(F b-cerrado) 

--\ xn 	x sobre F 

F es Mackey-Completo. 

(ji) Sea (xn).E.:11  : xn--a x sobre E, entonces existe B 

acotado de E tal que xn 	>x sobre EB 
(xn)CEB  es Cauchy sobre Eá 

3 Bn F es acotado de F : (xn) es Cauchy en FBS1 F 
(xn) es Cauchy-Mackey sobre F 

SEE-1; xn 
M x EP 	 F es b-cerrado. 

b) Sean (E.) 	una familia de e.l.b. Mackey-Completos 

y E = TI E el e.l.b. producto . Por Corolario 1.6.1 
ihI l  

es separado, además si (x (n) )CIE es Cauchy-Mackey en 

E, entonces existe 3 disco acotado de E : (xn) EB  es 

373 - Cauchy 

)  3 A = TI A. disco acotado de E, con Ai  disco acotado 
i6 I 1  

de -E. tal que BA y EBC EA 

(i) 



B. (b - b 	) = lo  n n+1 (y71  lo  

-1 
B (y. 	(xn - xn+1)) 

10 o 
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j A 15 JB Y (x (n) ) 	EA  5A-Cauchy 

	

,Y iE I, (x(in) ),7- EA. 	s A ,-Cauchy (ver Prop. 4.1.6) 

VieI, .Cmcie E
iAi 

• x 	x. 

ci  3 x = (xi) EA 	xn 	 x 	(ver Prop. 4.1.6) 
n M en E 

c )  Sea (E,J3) = 	 un e.l.b. límite induc- 

tivo de e.l.b. Mackey-Completos tal que las aplicacio- 

nes canónicas 	: 	E son inyectivas, entonces 

por Corolario 1.6.1, E es separado. Además : 

si (xn)C E es Cauchy-Mackey sobre E 

131316 (disco) : (xn)B=BB  ("B-Cauchy 

Luego, como 	v•rj3 	es base de :B , 3 'o € I, 
e I 1  

B. 0  6 y 	: B 	vio  (Bio ) 

1) B-  v. (B. ) Y lo 10 

Luego xn  = 	v1o (b1 )+...+ 211  mio(bn),-Vn >-..1;b1  Bio  

= v. (5-72.b.); con >  2.b.6 E 	, es decir, i=1  1 	i=1 	jo 
B 

V n 	1, 9 bri € E
nm 
 : xn = v. 1  (b) 0  n i, 

= Inftr)o / xn  — xx+l'evio 



o 
.v. (B )(xn - xn+1) 1, i, 

x +1 )-- -'c  
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   (b )CIE. 	es - B. 	DI Si  n 	10  
10  

C1 (bn) es Cauchy-Mackey en 

1 	) l b. E E. 	: b 	 b. 1 	n 0  1, 	 lo  

C.71 v. (b ) ---+ v. (b )E E 10  n 	10  

XII 
M 

	

	 (E,) lo  lo  

6. ESPACIOS BORNCIOGICCS p-CONVEXOS 

Definición 4.6.1 : Sean 

E se 

p-convexa o p-disqueada) si 

x CA, y c A 

2 >, 0,i 20 : 2 13  

-Cauchy 
o 

(Prop. 2.1.4) 

es Mackey-Completo. 

12x + "iyE A 

E un e.l. y O A p 4-1. Una parte A de 

dice p-convexa (resp. absolutamente 

resp. 	x A, y 6 A 

1 )1 
 

/A/P  + //Pi 

Si p = 1, las partes p-convexas (resp. p-disqueadas) de 

E son las partes convexas (resp. disqueadas) de E. 

En lo que sigue una parte p-disqueada de un e.1. E se 

llamará un p-disco. 

Propiedades de los p-discos : 

1) La intersección de cualquier familia de p-discos es un 

p-disco. 
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En efecto; sea (Ai) i€ 	una familia de p-discosde un 

e.l. E y A = 	A. . Entonces si /4/P +  
LE I 1  

x,y EA EE 	x,y e Ai,Y tEl 	 2x + 	y€ A. Y ie I 

 	2x + +y e A 

Luego A es un p-disco. 

2) r es un p-disco. 

3) Si A es un p-disco, entonces O EA. 

En efecto; /0/13 c1 y si x e A; O = Ox + Ox EA 

4) Sea AC:E; entonces 

E(A) = n[BC E / AC B, B p-disco) es un p-disco. 

Esto sigue de (1 ) . 
n (A) se denomina " la cápsula p-disqueada de A ". 

5) Sea ATOE un p-disco, entonces A contiene todas las combi-

naciones lineales p-disqueadas de A, es decir, 

x l 	xn A 

	 2 	E II( • n 	' 1=1 

 

171 "Lx. E A. i=1  

 

  

Demostración : Si n = 2 la tesis resulta de la definición de 

p-disco. 

Supongamos que la tesis es válida para n-1 y sean 

x1 ,...,x11-1 ,xn  A; 4 / 	 2111.. ./ .1 (3L.Etalesquer/1/13 	i; 
i=

rl 
 

debemos probar que z = ¶:1.x. E A 

1 in-1 
.Seanc(=.111/ 	 _ ,Ri/4 , i = 1 ..... n-1; enton- 

ces : 	n-1 	n-1 	 n-1 	n-1 
= 	111)  /0( 	> 127i/11/77/2i/P  = 

i=1 	1=1  



.w.x. EA por hipótesis de inducción. 

n 	n-1 
Ahora, z = 	= ) 	lixi 	2nxn  ' i 1 i=1 	1=1 

= 
n 	 n-1 

Y 01 >  (2./c{x + 2nxn = 01 >  I 1 
1=1 	/ 1 nxn  

=oly + 2nxn;  con y, xn  E A y 
n-1 	 n 

= >_ /),/P  + /2n/P  = >
1=

-1 /2i/.4 1 ; 
i=1 	- 

'9( v 	inxn E A  
6) Sea ACZE; 

n (A) = 

entonces 

/ (2) 
1=1 

K; 	//4- /P A 1, (xjÇA  i=„ 	1 

En efecto : Sea C el conjunto de la derecha en la tesis, 

entonces 

a) C es un p-disco, puesto que si z = > 	.x.,w = 	W.y. 1=1 	dj-,12.J 

son dos elementos de C; 2 , 	: /)/11' + A8/1)  41 en- 

tonces lz + 	= A_ (1 1.)x. + 	(N Ai.)y. 
1=1 

además n 
>7 /2 2./P  
i1=1 	1 	j=1 

= / P >n  2/ 	/2±/ /y/P E /4j./P  
i=1 J=1 

+ /y/P.41. 

Por lo tanto, z + rw E C. 

b) AciC, pues six¿Al 	)x= 1xEC 

c) Si D es un p-disco tal que AD, entonces C bID. 

En efecto; por (5) D contiene todas las combinaciones 

lineales p-disqueada de sus elementos, en particular contienen 

todas las combinaciones lineales p-disqueadas de elementos de 
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Luego y = 
1=1 

/0(/P , 41/P luego 



A, es decir, 07DD. 

d) Por (a), (b) y(c) se tiene que C es el menor conjunto 

p-disqueado cue contiene a A, es decir, C =  

Si p = 1 ;(A) se indicará por r(A). 1 

Definición 4.6.2 : Se llama espacio bornológico p-convexo 

(e.b.c .) todo espacio lineal bornológico 

(7, 7k) que admite una base de bornología formada por p-discos. 

Si p = 1, re-encontramos la noción de e.b.c. 

La Jauge de un p-disco. 

Definición 4.5.3 : Sea A un p-disco en un espacio lineal E. 

Se llama p-jauge o simplemente jauge del 

p-disco A, a la función definida por : 

A • E 	[0,m4 
InfT4P  / 2 >0 : x (4AJ si existe 

x 	2( (x) = T 7 0 : x E 4A A 	cc si no existe 420 : x (2A. 

Propiedades de la Jauge de un p-disco 

1) Si A es absorbente, entonces gA es finita, es decir, 

d A  (x) C [0,ce [, 	x e E. 4   
En efecto; sea x CE, como A es absorbente existe f  >0 tal 

cue xbfiA; luego SA ( x ) 	/ 2 	x  2,q 	fP‹ 00  

Luego, 5AE  E0,00 E 

2) C (x) >/ 0 ' 	xeE ,  
Sigue de la definición de y . 

3) x = O 	SA(x) = 0 

119 
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En efecto; como A es un p-disco, O "E A 	) O (4A, Y 4 d0; 

luego 5
A(0) = {Inf 2 /2>,o : O e4A -i 	V)911:0 

=)i 5A((g)  = o4  
4) S A(dx) = 11 	 y V< CE, 	x E E. 

En efecto : si c( = O el resultado es evidente. 

Supongamos que d>0 y sea 4. 	: a x e.4A, entonces 

) 	xE(1/(dA 	A.(x)_.(2/01)P  

117•• 	S A (x) 2 13  ; V220 

<P 9 A(x) 	5 A (0(x) 
	

(*) 

Sustituyendo <por V< y x por ax se tiene que 

(1/0()P 5 A (<x)c A ) = 5A (x) 

(16,P)5,(,,x) 	5,(x) 
5 

Luego de (*) y (**) resulta que 

= 

Siq'$ O, ciC : 	= 	; con /y/ = 1, luego 

liA(")  = 9A(M/Yx) = id/P 5k(tx) 
pero 501(1x)  = A en efecto : sea 	O : ,y; c 2A, entonces 

X E (2//)A =  

Como A es un p-disco y /1/4f/ = 1P = 1, resulta que 

(1/PLA, luego xe- 71(1 /7)A q;)A 	) 5A(x)S2P, 1,1 4>>0 

Sustituyendo x por ,yx y ,y por 1/4/ : 

Acyx) 	5A (1f7(1 /4f)x) = 5A(x) 

Luego, A (c•fx) = S A(x) y en consecuencia de (***) tenemos 
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A(dx) = bx/P ¶A x ) • 
+ ,g1A(y), V x,y E E. 

En primer lugar observemos que si A es un p-disco, tam-

bién lo es dA, Va EJE: en efecto : 

Si d= 0,esto es trivial. 

Supongamos qued= O y sean v,w EoLA; /)/11)  + h/PE 1, en-

tonces v/g EA, w/aSA y 4ar/d) + f(w/g) E A .os.) 51v+ :+weaA. 

Luego ivA es un p-disco. 

Observemos que la tesis es trivial si 11/1(x) o 5211 (y) es 

infinito. 

Supongamos entonces que 9i(x)< so 	(y) ceo y sean P,P0 

tales que x EfA, y E vA; entonces 

x+y E PA + +/A= ("0/1,p,„p)( I\2?FP 	A) + (41/ ..P/IPP P OFP+/PA) 
, 

como Vfif+tu A es un p-disco y 

(p/ IpP+tP)P 	(f/ 1/71I;11T15 ) 1)  = (PP+1/1) )/(19P+gP ) 
quex+yE 	A 

= FP 	;y p,qo 

5 A (x+Y) é 5A (x) + 

Definición 4.6.4 : Una p-seminorma sobre un espacio lineal E, 

es una aplicación f : E —IR tal que : 

1) f(x) >: O, para todo x E 

2) x = O r 	) f(x) = O 

3) f(d 	= / /Pf (x), YaCX, x CE 

4) f(x+y) +f(x) + f(y), Y x,y E. 

1, resulta 

; es decir, 
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Una p-seminorma f se dice separante si 

f(x) 

Se llama p-norma toda p-seminorma separante. 

Observemos que de acuerdo a lo anteriormente probado, la 

Jauge de un p-disco absorbente, es una u-seminorma. 

Si A es un p-disco sobre un espacio lineal E, indicaremos 

por EA el espacio generado por A. 

C A  es p-seminormado por la Jauge de A, es decir 	es una A 
p-seminorma sobre EA. 

Se dice que A es un p-disco separante de E si q, es una 

u-norma sobre EA. Entonces EA  es un e.l.t. localmente acotado. 

En efecto : Como 

/x (EA  / (1A(x) <1 U, A C. /x EUA  / CJ A (x) _<u 1 	, se tiene que 

A es CO -acotado pues /x E EA/1A  (x )(.11 lo es. Además A F 11(c,c.-9 
J A 	 A 

pues 	E E / 
	

1(C. 	) • 
J A 

Luego, A es vecindad acotada del origen de E y en consecuen-

cia EA es localmente acotado y luego metrizable. 

Definición 4.6.5 : Sea E un espacio lineal y A un p-disco se- 

parante de E. Se dice que A es completan-

te si EA  es completo, luego un espacio del tipo (F), es decir 

un e.l.t. no necesariamente localmente convexo, metrizable y 

completo. 

Proposición 4.6.1 : Todo e.b.c . es límite inductivo de espa-

cios p-seminormados. 



Demostración : Sea E un e.b.c ., entonces E posee una base 

de bornología formada por p-discos de E. 

Sean A y E dos p-discos acotados de E tales que 	B; 

luego la inyección canónica : 
es acotada. 

Luego, el sistema filtrante superiormente (EA, (BA) es 

un sistema inductivo bornológico p-convexo de e.b.c . y ade- 
lim más E = 	E 	 (ver Demost. Prop. 1.7.1) 

7. ESPACIOS BORNOLOGICOS p-CONVEXOS COMPLETOS Y BORNOLOGIAS 

fiP - DISQUEADAS 

Definición 4.7.1 : Se dice que un e.b.c . E es completo si 

posee una base de bornología formada de 

p-discos completantes. 

Un tal espacio es entonces límite inductivo de espacios 

p-normados completos. 

A fin de precisar la relación entre la Mackey-completi-

tud y la noción de completitud de la Definición 4.7.1, intro-

ducimos la noción de bornología .b: 13  - disqueada. 

Definición 4.7.2 : Sean E un e.l.b. y AÇE. Se dice que A 

es 
	P - disqueada, si las sumas de las 

oo 
series 	 si es que existen) pertenecen a A; donde 

i=1 

(xi)C.A, 	 /1./P tá 1 . Es decir, si V (x CA, 
i=1 	1  

V ( 	:) 	/1 ./13,b1 , si existe 
1=1 	1  

entonces j CA 

hm 
— 	k-, ceo 1 ixi Í= 

123 
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Observaciones : 

1) Toda parte ,P-disqueada de un e.l.b. E, es p-disqueada. 
cc 

2) Sobre un e.b.c . Mackey-completo E, las series  
1=1 

relativas a una parte A de E convergen todas sobre E. 

En efecto : 

1) Sean x ... xn EA ; 	 :111  fiC : tW-1  / 	./13  1.1  

Sean b = sn = 1=1 
	y V i >n , 2i  = O ; xi  = aCA 

entonces (xi):-.)-1 , ( 2i)C:4C : 

	

= 	./P  =  co r.-.1 	1=1 	1  

Además, para cada mAn ; s_w  = 	= sn = b , luego "71.  
oo 

sn 	, h,esdeoir,exis- 	 y en consecuencia 1 1=1 

b EA (pues A es .2 1-disqueada). 

Por lo tanto, A es p-disqueada. 

2) Para cada n > 1, las sumas parciales sn    2.x. E F-7  (A) 1=1 11  p 

y forman una sucesión de Cauchy sobre E 	/ A N ; en efecto: rpka, 

Lir (A) (8n-sni)  
(

n  

1-1  (A) i=m+1 p 

n_ 
) 	/ 2i/P 	r (A)

(x) 
i=m+1 

i="7M+1 1  
/)/P 	O 

Luego, la sucesión (sn)n>, 1 es Cauchy-Mackey sobre E y 

siendo E Mackey-completo resulta que : 
oo 

ri M 	 .x 
i=1 
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co 
es decir, las series Y- ixi relativas a una parte A de E 

i=1 

convergen todas sobre E. 

Definición 4.7.3 : Sea E un e.b.c . y AC1E. Llamaremos 

cápsula 21P-disqueada de A al conjunto 
y- 

anotado »A de las sumas de la series- 1.x. • con(  i)q;A . 1 1 ' i= 

( 	i) 	: ) 	/ 	1/P... 1 . 
i=1 

Si p = 1 escribiremos VA en lugar de 9 A 1 • 
Se dice que una bornología p-convexa es JP-disqueada, si 

la cápsula „l¡P-disqueada de un acotado es también acotado. 

Observaciones : 

a) La cápsula 1P-disqueada de una parte A de un e.b.c 	E, 

es ,52 P-disqueada y luego p-disqueada. 

En efecto : si 1) A = Ø , entonces V A es jP-disoseada 

evidentemente. 

Supongamos que 913 A $ O y sea (en) C 1)13,A , ( n) 	: 

1=1 /.1i/P _ 1  • 

, 	 : Supongamos que existe 	= 	A .s. 	entonces  1=1 1  

CID 	CO  
= -qs=r_1 	21 1 x. n , 	II >  

i=1 	 n=1  
; con 

(x.1  )C:A ,21 ( 41 :11) 	>C1Q  
i=1 n=1 = 

CD 	co 
= >  

1=1 n=1 
n/P  )ce  /2 	/cl  

n=1 	-' 
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Luego 	E 

b) Claramente A= [(A) .J 

c) A es 2 P-disqueada si y sílo si A = 
D En efecto; supongamos que A = V A, entonces A es ,/--dis- P 

queada por (a). 

Recíprocamente, si A es Á P-disqueada, entonces para to- 

da A = >  2.x. E ) A resulta que SGA, y como siempre A es-
i=1 

tá incluido en 	se tiene que A = tA. 

Ejemplo 4.7.1 : Sea E un e.b.c . saturado (la b-cerradura de 

un acotado es acotado), entonces la bornolo-

gía de JE es „In-disqueada. 

En efecto : Sea A una parte p-disqueada de E y R,  E V A, 

entonces 	= 	_ .x. = lin  Y—  2 x ; con (xi  )CrE A ; 1.1  1 1 	k ocl n7;-. n n 

oo 	 k E-- )c j( : ) 	/>.1/ 1 y las sumas finitas)  2nx EA ; 
i=1 	 n=1 	n  

pues A es un p-disco. Luego A E -Kb  , es decir 11 A In  y como P 
es acotado, resulta que .,)DA  es acotado y en consecuencia 

la bornología de E es jn-disqueada. 

Ejemplo 4.7.2 : Toda bornología p-convexa completa es 	P- 

disqueada. 

En efecto : Sea B un p-disco de E, entonces existe D 

p-d sco comuletante de F tal que 1361 D. 

Mostraremos que 	Bc c D (donde n es la cerradura de 

B en ED). 
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= 111-1 .x. ds' B , entonces las sumas parciales 1 1=1 	1  
Sea 

n 
sn = >__ 2 .x. LE forman una sucesión de Cauchy en LED C ED  

i=1 1 1 

i----N (sn)n o 1 es una sucesión de Cauchy en ED oo 
sn 	 ES = 7).x. en ED (ED es completo) is-ri  11 

Usu: 
_ 

Por otro lado, x e B    a (bn)<I1BC E :  

C D(bn) < 1 , V n E 1 (pues bn ED , Y nq 1) 

- 	) hm q 
n- co in n ' 	

O 
(b 	) <1  '--- diD(n-+

lim 
 oo bn)  ''1 1 1 	) i D(x) 	1 

,-. 

x e D . 

Así, N) Be:13CD y D acotado de E, luego ei  B es aco- 

tado y en consecuencia la bornología p-convexa completa de E 

es 21 P-disaueada. 

Ejemplo 4.7.3 : Una bornología convexa M-completa no es ne- 

cesariamente JP-disqueada. 

"Ejemplo de Nel" 

Consideremos el espacio lineal 

Eg 	= 	= ( 	/ Sup/ n/ < Do 
	

1 

// //) es un espacio de Banach, donde //x//=Sup/ 

Sea E = x = ( 	n) / q N 1 ;n);N:> 	 dn = °J 
Claramente E es un subespacio lineal de  

Definamos para cada F subespacio lineal de »33  tal que 

diniF<co yVe>0 : 
M(P,F). x E E+F / //x// P C se° 
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Sea 

= LEC )w  /39>0, 1F A E; dim F< oo : BcD1(P,F) [} 

1) 33 es una bornología convexa sobre 

8n efecto : 

(B-1) x 	j F =<, x1) A E : dim F < co y/9 = //x// ,> O 

tal que x M(P,F); pues x E E+F y //x//E. p 

	

r 	> 	x 	m(,),F) 

x e 	1 	U B. 
BE 

(B-2) Sean B :8 y AC B, entonces existe f >O, F A 1 

dim F<co ACBCI[1(f,F) 	) A E 

(B-3) Sean E1 , B2 	, entonces existen P. > o r > o. ) 2 	' 
dim E1  <m y F2  4f?‘3°  , dim F2  < co tal que 

131 M(P1 ,F1 ) 	B2 .„M(P2tF2) 

Sean F = <211  1JF> 	y 	f =  max p l , p 2 } ; entonces 

E+Fi  ,CE+F y B2C E+F2C E+F . 

Además, x ElUHZ [    x E B1 y x E B2 
LZ //x// riy A/x// f2 

5 A/21/ 15- P r 5  )cC M(f,F) 

Luego, Bit ,,,1B2 ,_M(f,F) y en consecuencia Bi  UB2  e."3 . 

(L-1) Sean B1 , B2  € 8o , entonces existen f l  >0, /02  >0 ;  

F1- ^11 ' 

	

° 	dim E1  E ce y E2  L „le°  , dim F2  <co tales que 

Pi '31 )  ; B2 m(  P2 'F2 )  

; //x// 	v x EB, 

B2  C E+F2  ; //x// e-; 92 , V x E B2 
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	) B;  + B2ÇE + F1 	; con F1 	2  4_ 	, dim F1+F2  
finita. 

Además x B;  + E2 ;   x 	x;  + x2  ; x1  EE ' x2 EB2 

//x// = 	 /+ x2//‘//x / // 	//x2// P1  + 2 = 

Luego B;  + E2 	M(P,F), con p= f i  + 17- 2  , F = F;  + F2  , 
es decir, B;  +  

(L-2) Sean BE ú , 2 e LIC, entonces existe p>o, y F á / ce  tal 
que BCE + F ; //x4/4?, Y x B 

C 	+ F) = E + F 

Además Y xeB: //d x// = /2/ //x/K /2/fi 
Luego existe F A VID  y f = /2/F2 0 tal que 

2B C N1(91 ,F), es decir, AB 	. 

Observemos que para cada F A _l a:) , para cada f> O, el 

conjunto N(F,F) es absolutamente convexo (disco). 
En efecto; sean x,y E 1,1(p ,F) ; c , iEK : /d/ + 43/.4. 1, 

entonces : 

dx + 	E d(E + F) 	E + F) = E + F 

Además //4 x +35 y// /d/ //x// + 	//y// 

	

/Ft = ( /d/ 	/fi/ 	-4 /9  
es decir, ax +..13y EM(P,F) . 

(L-3) Sea B C , entonces existen P> O, F A S c°  , dim F 

finita tal que BC: M(P,F) I 	) r(B)C:11(P,F) 

Luego, e(B) ; c(B)E35 • 
Por lo tanto,j3 es una bornología convexa sobre 

Observemos que la familia : 



o  = M(P,F) ¡ha, F e E, dim F coi forma una base de 

Además, ( c° 	) es separado; en efecto : si L es un 

subespacio lineal acotado de 	entonces existe 

M(P,F)930 	L C M(P,F) 

Además, xLc nx E + F y 	 Y n 1 

Y n>1 

r=4 	= o L— x = 

En decir, L = lo 1 • 

2) (S a)  CrI) es Mackey-completo. 

En efecto : Sea (x n) 	3 c°  , Mackey-Cauchy, entonces — 
existe M(P,F) = BE j30 	(xn) es Cauchy en ( 	, ‘B) , es 

decir, 93(xn  - xp) 	O en SceE  , luego existe ( e n) _CR+, 

S:n 	O 	xn  - xp  EriB , Y n p 

EZI) xn  - X E 1,1B = ¿11m(E,F) , y n  

LS 	(xn  - xp)/en  M(F,F) , Y nip 

	

  	(xn  - xp)/enE E + F ; //(xn  - 	— e 

) 	xll  - x p  E E + F ; //xn  - 	fi  —0 

rt 	(xn) es // //-Cauchy en 3 c°  

luego como ( 	, // //) es de Banach, existe x e c°  tal que 
hm x =x ncco Ti 

Probaremos que xn----. x en _uzo 

Observemos en primer lugar que : 

tx,xi 	C E + F + (1,r x,x11) 

En efecto : Sea p=1 , entonces xn  - x1  E EnM(P,F) 

130 
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Xn  XlEE + F ; "xn -  
ui xneE+F+xl  
 	x,xn  e E + F + xi  + xCd_E + F + ({x,x1}5 , Yn q 1 

Luego, 	,x2  , 	C E + F + 	,x1  

Sea 	E' = //x - xn// 	O y F' = F + k)c 

entonces dim F' Coo . 

Además, x 	xn E + F' 

x - x 
con 

//x - xn// 

x x 
luego 	 €E + F' ; 

//x-x// 

    

x - x 
M( 1 9F1 ) 

//x  

x-x E E 'M(1 ,F ' ) ; con n n 

 

     

     

    

Eh 	° 

    

    

 

xn---+ x en ..1) a) 	• 

 

Por lo tanto, 	 es Mac key-c ompleto 

3) ,p no es 3, P-disoueada. 

Sea B = í 	,b2 , 	donde bn  = (0,0 ..... 1,0, 	) 

1) BE,  • 
En efecto : BC EC E +.F i v F 	.(9 w  ; dim F cc . 

Además, Y bn e 	: // bn // = 1 , luego BC M(1 ,F) ; con 

F J5, ,?°° , dim F co yen consecuencia BE 	. 
Probaremos ahora que VB P 	- 

para p = 1, es decir, 

co  
que VB = t 	A, b / bi  B, 	11( : 	 

i=1 	1 	 i=1 
/ i/ 1 	13 
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co  
2 -mnb Sea para cada m 	ym  =  	 Puesto que 

n=1 
oo 	 00  

1/2mn  = 	(1/2m )n  = 1/(2m-1)‘1 , se tiene que 
n=1 	 n=1 

Ym E )-. 'n 	isr m 	1. 

Probaremos que cualquiera que sea F 	m  , de dimensión 

finita se tiene que lym  / mij(Z E + F . 

Supongamos que un tal F existe, es decir, que existe un 

F A .9 CID  , dim F <co tal que lym  / m >1)C:E + F ; entonces 

ym  = em  + fm  ; con em eEyfm EF , dm>, 1 

in) ym  -em  = 	F ; con em  E y fm  F. 

Luego. gym  - em  / m 111) es de dimensión finita, luego 

	

lym  - em  / m>1 es 1.d., entonces existe k >.,1 y 21  , 	 2  k 
escalares no nulos tales que 

2-(Y. - e.) = O 
j=1 3  a a 

Por otra parte, cada e (j-._G k) tiene solo un número fini-

to de componentes no nulas, esto es, 

e j  = (e(jn) ) = (t1,t2  , 	 t ,0,0,...) y 

= 2 b1  + 2- 

= 

Luego : 

y j  - e j  = (2-3  - t1' 	- 2 	2-33-t s' 

luego podemos escoger q suficientemente grande de modo que si 

n >q, la n-ésima componente de y j  y de y j  - e j  coinciden (pa- 

ra cada j .4k). 



Ahora, las n-ésimas componentes de 
iL 
>  My. 
j=1 
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>  2.Y. j=1 J 
son respectivamente: 

>1-  2.(y(n)_ e(n) N y 	 y(n) 
j=1 	J 	J j 3=4 

y.=.~=(e(n) ) ; luego, si n 	: 

donde 

k  
O 	2 .(y . - e.) 	 0 = Y 	21(3,(.11) - e(n) )  _ vIL 2 	(n) 

j=1 J J 	J 	 j=1 	J 	j 	- ii-:.71 JYj ' 
k  

es decir, 	> 	.Y(- 11)  = 0 , V n >q 
j=1 J J 

pero y. = '' 1:11  2-311b = /2- 	-2.1,2-3 j 	 luego j 	/  
n=1 	n 	' 

k 	. -nj >  2.2 =0,Vn>q. 
j=1 J 

Luego p(x) = >__ 	.x es un polinomio tal que x = 2-n 
j=1 J 

es un cero de p(x), Y n > q, es decir, p(x) es un polinomio 

con infinitos ceros 

Por lo tanto, para cada F A 	; dim F oo se tiene que 

L ym  / m 	E + F, es decir, 1)E 7I  E+Fcualquiera 

que sea F A.? m  , dim F4 oo ; luego 1)B elEj. y en consecuencia 

b no es 1P-disqueada. 

Proposición 4.7.1 : Sea E un e.b.c . 	3 4.p 	. Entonces 

las dos afirmaciones siguientes son equi- 

valentes : 

a) E es completo. 

b) E es Mackey-completo y su bornología JP-disqueada. 

Demostración : 

a) r   b) 	Supongamos que E es completo, entonces la bornolo- 
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gía de E es ,1P-disqueada 	( Ejemplo 4.7.2) . 

Mostremos que E es Mackey-completo. 

Sea (xn) una sucesión Cauchy-Mackey en E, entonces exis-

te B acotado de E tal que (xn) es Cauchy en EB 
--111 3A p-disco completante de 	(xn) es Cauchy en EA 
c;) 	xn--4 x en EA ' • pues EA es completo 

LZ xn 	x en E 

Además, E es separado pues si no lo fuera existiría 

x EE, x 	O tal que Kx es acotado de E 

3D p -disco completante de E : rnxcID 

1-1 	nx e D, V n.; 1 

x 1/n D, V n 1 
C14 	D(x) 1 /nP , Yn1 

1-1 	C.; (x) =0), x= O D 	 ---÷ 
b) 	)a) Supongamos que (E, y)) es Mackey-completo y su bor- 

nología 	-disqueada. 

Mostremos que , = LAr9 / B Eb es base de y)  forma-

da de p-discos completantes. 

Claramente 1-1 0 C. 14 ' • además si B Ey) , existe A = UBE o 

tal que 13c:A . 	Luegot,es base de 13 

Es suficiente entonces mostrar que todo elemento de 	o 

es p- disco completante. 

Sea AE,13 0 , entonces existe BEj3 : A = 

Mostremos que A - 	B es completante, es decir, que to- 

da serie absolutamente convergente de EA  , es convergente . 

Observemos primeramente lo siguiente : 



( * ) Toda serie de la forma > 	.b. (con i1 1 1 = 
(bi) 13 , (2i)C1K 
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tal que }°  pi/13 -‘ 1 ) converge sobre EA. 
i=1 

En efecto : Sean (bi)C:13. ; (2 A )C:K : 21Q-  /
1

J./P 41  
1=1II  

hm luego existe b 	 2.b 

Ahora, > 	/2./P 1 1-174 	/j./P 	-> O , luego dado 
i=1 1 	n m 	m co 

E >O , existe no 	: n no       Ili/P -A 1- 
n 

n  
Además, V n 1 : b-  	= ? 	.b.eA ji 	11 1=1 	1)11 

Luego, Y n no  : 5 A(b -  	= 	( 	i.) 
i=1 	 i>nl 

	 /2i/P  SA(bi) 
1>n 

> 	  /)i/P_4. e 
1> n 

Es decir, 
hm 
nn> cc 

II  

i=1 
114.b. 	en EA . 3. 3. 

Mostremos ahora que toda serie absolutamente convergente 

de EA es convergente. 

Sea (un) una sucesión en EA tal que la serie 5—  u 
n 1 n  

sea absolutamente convergente, es decir, ( 5 A(un) es 
n >,1 

convergente). 

Sea (vn) una sucesión de números reales positivos tal 

que la serie > 	v = ay 5 A(un) <vn ; entonces > 	un  es 
n,>, 1 	n 	 n -1 



Cauchy en EA ; en efecto ; 

A(n+1  
[ 	2 	u. - 	u.) < 

i=1 
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n+1 

  

Luego, Y._ un es Cauchy - 
n71 

cia, Mackey - convergente en (E,‘_  

que >  u = u. 
n71 	(b) 

), es decir, existe u €E,  tal 

Mackey en (P, (-,C) y en consecuen- 

1/ Ahora, 5„(un)<yn 	, 	(u iv1 /p G 1 	) Un/v pn  e A JA n n 

ck) (2n,k )kkl : y,11/711,k/i) 1  ;dCLE tal que n,13 

un/v1 /P an,k 

flE_-) 	un = vl/P >  a  A  n,kn,k n 	y.  

,._) 	> 	un => 	1/P>v n 	, 	 k n kan nkl 	n71 	k7.1 ": 

I 	u 	. T.-  u -,.. 	)-- vl/P) 	, a 
(b) n71 

u/al/P=     (v) /P1 	/ al/P)a  
(b) n 1 k 1 n ^n,k / 	n,k 

donde /(171/P) 131 	n 	k,n 	ah/P)/ 	(v /a)/2k,n/P 
nt1 	 nk1 kk1 

S(> 	)/a. = a/a = 1 
n71 a  

LE  al /P  u/a/o ' 	 u 	, es decir, la serie 7"-  u -A nk1 

converge en EA. 

Por lo tanto, (E, 3 ) es completo. 

Preposición 4.7.2 : Sean E un e.1. y j . E 	una p-semi- 

norma. Entonces : 

n 	 n 	n,k n,k 



ñ (u.) <ao 	) 
i=1 

aL 
u. converge en E. 

i=1 

(sn+1 - sn) 
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5 ) es completo si y sólo si para toda sucesión (un) de E : 

Demostración : Supongamos que (E, (j ) es completo y sea 

(un) n>71  CE : Q(u.) zoo. J i>1 
11 

Para cada nE1 , pongamos 
i=1 

u. 9  entonces 

O , (pues (u.) < cc); 

es decir, (sn)n,i  es (j-Sauchy 
lim existe u ÉE : u = n-ptp sn , es 

en E, luego siendo E completo 

decir, 	u. es convergente 

en E. 

Reciprocamente supongamos que para toda sucesión (un) de 
\  VE 	 h(u.)<ool 	u. es convergente en E y sea (xn) 

una sucesión en E 5 -Cauchy, entonces para cada it?-1 
,k pk 	1 : 5(xn  - xm) <1/2 , V m,n 	pk  . 

existe 

Claramente podemos escoger los pk  en forma creciente. 

Consideremos la sucesión (x ) 
Pk 

y definamos la sucesión 

an ) como sigue : a1  =x , a,=x -x , pi 	p2  pi  a =k -x 
k pk k-1 

Consideremos la 

de sumas parciales : 

serie serie>lj'(a.), es decir, la sucesión 
}c.-EA 

entonces sn = 

+ 5(a-) +...+ 9(an) 

+ 9(x -x ) +...+ 5(x -x 	) 
P2 P1 	 Pk Ek-1 

sn = 



1/2 + 	+ 1/2n-1  

< 5(xpi ) + 
CO  

1=1 
1/2i  ) + 1 

Es decir, (sn) es una sucesión de números reales positi-

vos creciente y acotadas superiormente; luego existe 
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hm , es decir, n4co sn 
co  

k=1 
(ak)< co , entonces por hipótesis 

existe z CE : 	a, = z,esto es, existe 
1:.1 	1)-  

hm 
nzm kn1 

21 ak  en (Etg) 

pero n  ak  = x 	+ (x -x 	... + (x 	-x 	) = x 
P2 	1 	 Pn 	Pn-1 	Pn 
lim Luego, existe z = n4co xp en (E, e ) y como (x ) es una 

h 	 Pn 

subsucesión de (In)  , resulta que para todo É.2,0 , existen 

N 	4  1 : n,m 	N. 1 	) g (.n  _ .m ) < 2/2 	y 1 

N2 4 1: P 	N2 I 	> 9(x 	- z) < E/2 n Pn 

Luego si N = máxIN1 ,N2 i , se tiene que paran 4 Ny pneN : 

5 (xn  - z) 4 1(xn- x_ ) + (x 	z)- z) <E/2 + 2/2 = É 
Pn 	u') 

Así, xn ---> z en (p: g ) y en consecuencia (E, § ) es com-

pleto. 

Proposición 4.7.3 : 

a) Sean (E,?) un e.b.c . y 122  un subespacio lineal b-cerrado 

de E, entonces F es completo. 

b) Todo producto de e.b.c . completos es completo. 

c) Sea E = lim  E. un e.b.c . límite inductivo bornológico 
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1p-convexo de e.b.c . completos. Si E es separado, entonces 

E es completo. 

Demostración : 

a) Supongamos que (E,p) es un e.b.c . completo y F un sub-

espacio lineal b-cerrado de E, entonces por Prop.4.7.1, 

(E, JR ) es Mackey-completo y \la j.disqueada; luego F es Mackey-

completo por Proposición 4.5.3. 

Mostraremos ahora que2pF  es IP-disqueada. 

Sea AEy,p  , entonces existe 13E3 tal que A = Bnp , pero , 
entonces V,  PA = ,,,) (Bn F) c V BnF y en efecto : 

xE v (13 n F) E. 	y x = 
P 	

.x. ; x.pE(LF , H,PX : >  /2311)Z1 
i=1 i i 	i 	-Al 

i=1 1  
lim =y xE)Eycomo x _ 	con 

4 x €F ; luego siendo F b-cerrado resulta que x F, es 
i=1 

decir, x e YJ Bnp . 

Así, 	 pues 	 Luego LipA k531,. 1,1pA 	LpH3 n F C,p1, ; 	B B13 p 
Por lo tanto, F es completo. (Proposición 4.7.1) 

b) Sea (Ei) 	una familia de e. b. cp. completos, entonces 

(E.). 	es una familia de e. b. c . Mackey-completos y 

sus bornologías „PI)-disqueadas ( Proposición 4.7.1), luego 

E = II E. es Mackey - completo ( Proposición 4.5.3). 
iEI 1  

Mostremos ahora que j ri  es 1P-disqueada. 

Sea A E II, entonces para todo ilI; u1(A)€ 1, .1-   luego 

V id; u.( 	A)CY u.(A), en efecto: Para cada icI sea p - p 
lim K  

ye ui(Y)pA), entonces existe x = 	 E9pA : y=ui(x) 
i=1 



2 	>-- /VP  
J.?,1 	d 

Al; 	.€ 	; 

lim v.( >  2.a,) t.-te° 1 j=1 
21 

j=1 
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. 	k 	 k = lim 
) 	y = ili(k3-Jello > 	j_jci 	u.( Y-.  2 .x . ) k-E:o 1 	11 1=1 	 i=1 

k lim 
1 	) Y = k-90o 212.u.(x.) = 7  .u.(x.) e  )u(A) i=l ii 1 

	i i 

Luego, Y ieI, ui( ]A)C ./pui(A)E 5, , es decir, 1)pAE SI 

	

y en consecuencia,, 	es .kP-disqueada. 

Por lo tanto, E = IT E. es completo. 
i E I 1  

c)Sea.M=Iim 1E.,dondecadaE.es un e.b.c . completo. 

	

- 	 1 
Basta mostrar que E es Mackey-completo y su bornología 

0-disqueada (proposición 4.7.1). 

ComocadaE.es  completo por Prop.4.7.1, se tiene que 

E. es Mackey-completo y su bornología 0-disaueada Y ie I. 1 
Luego E es un límite inductivo de espacios Mackey-comple-

tos y siendo E separado resulta por Corolario 4.5.3' que E es 

Mackey-completo. 

Resta probar que la bornolola de E es /P-disqueada. 

Sean Y i ci, vi  : Ei----/E las aplicaciones canónicas de 

en E ( ellas son lineales y acotadas) y 1 
= {vi(A) / A ELi, i 	; a genera la bornología js de E 

luego basta probar que; 

id, 	: YLD i(A)) ja 

Sea y E0p(v (A)), entonces 

y = 	.v,(ai) ; con 

y = T  =1  j 
luego hm 

n.o° 



lim 
i n-lco ) 	2.a.) 

j=1 3 3  

1 41 

= v.( 	2 .a .); con 	>  2.a.E 
3 	j1 	3  

es decir, y Evi( V'pA). 

Luego, V (v.(A)) C v.(9 A) Y  como 

..1 32disqueada, se tiene que v1( 1/ 73A) CA 

Por lo tanto, 	-)1:) (vi(A)) e -5 y 'a 

'DA CP por ser P. 3- 
; pues vi  es acotada. 

),13-discueada. 



CONCIIISION 





ji) Las aplicaciones h2 : E--. E . x 	x ; 

) 	)a y Ta 	 x 

son todas continuas. Además, Ta es un homeomorfismo y 

O , entonces 	es también un homeomorfismo. 

iii) Z2(E) es la topología más fina sobre E entre todas 

las topologías r sobre E tales que la convergencia 

bornológica implica la convergencia topológica de suce-

siones. 

iv) Una forma lineal f sobre un espacio lineal bornoló-

gico E es r(E)-continua si y sólo si f es acotada. 

v) La Proposición 3.4.9 nos muestra una interesante ca-

racterización de las sucesiones 75(E)-convergentes 

mediante el concepto de sucesiones Mackey-convergentes. 

5) Todo espacio bornológico convexo completo es separado. 

El recíproco es cierto siempre que el espacio sea límite 

inductivo de espacios bornológicos convexos completos. (Pro-

posiciones 4.2.1 y 4.2.5 resp.) 

6) La condición de completitud bornológica es mucho más dé-

bil que la condición de completitud usual en los espacios 

lineales topológicos. (Corolario 4.5.1). 

7) Un espacio bornológico p-convexo es completo si y sólo si 

	

es Mackey-completo y su bornología 	P-disqueada. (Propo- 

sición 4.7. 1). Uno de los resultados de mayor importacia en 

este trabajo es el Ejemplo 4.7.3 (Ejemplo de Nel), el cual 

muestra que la bornología de un espacio bornológico convexo 



Mackey-completo no es necesariamente R P-disqueada. 

8) Es interesante desarrollar a futuro el estudio de el con- 

cepto de completación bornológica de un e.b.c 	; en efec- 

to, a modo de motivación y sin mayores detalles de demostra- 

ción, digamos que siempre es posible asociar un e.b.c 	com- 

pleto a un e.b.c . arbitrario. A grandes lineas podemos de-

cir que su construcción es la siguiente : se puede suponer E 

separado, pasando si es necesario al e.b.cP. separado asocia- 

do. (Proposición 3.3.2) 

Entonces : 

E = lim (E., 

limite inductivo bornológico de los espacios p-normadosE.. 
_ , 	4) Anotamos . 	 , 2.al completado de L . •  Luego b es el e.b.c . sepa- 1 	 i 	 P 

rado asociado al 
lim 
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Remarcamos los siguientes resultados : 

1) La bornología compacta de un espacio lineal topológico en 

general no es convexa. Sin embargo, si el espacio es de 

Banach, entonces dicha bornología resulta convexa gracias a 

la completitud del espacio. 

2) La convergencia bornológica implica la convergencia topo- 

lógica. El recíproco no es necesariamente cierto; más 

aún, los únicos espacios lineales topológicos que verifican 

la condición de convergencia de Mackey para filtros, es de-

cir, en los cuales la convergencia topológica es equivalente 

a la convergencia bornológica, son los espacios lineales to-

pológicos localmente acotados. 

3) Para que la convergencia en el sentido de Mackey (conver- 

gencia bornológica) sea topologizable, es necesario y su-

ficiente que el espacio sea simple, es decir, que exista un 

bornívoro acotado. Luego, para dar un ejemplo de un espacio 

lineal bornológico E en el cual la convergencia en el sentido 

de Mackey sea topologizable, basta garantizar la existencia 

de un acotado bornívoro en E. Por ejemplo (E,P(E)); con E 

un espacio lineal arbitrario. 

4) La topología de la p-cerradura r(E) en un espacio lineal 

bornológico (E,r), posee propiedades de mucha importancia 

entre las cuales figuran las siguientes : 

i) Toda aplicación lineal acotada, es lineal (E)-con-

tinua. 


