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INTRODUCCION

La medida de no~compacidad o fue considerada primeramen=-
te por Ruratowski quién demostrd algunas de sus interesantes
propiedades. A partir de &ste momento las propiedades de é&sta
medida fueron estudiados por muchos matemdticos (Darbo, Ambro-
setti, Danes, Furi, Nussbaum, Vignoli, v otros).

Kuratowski también introdujo la nocidn de operadores d-
k-lipschitz. Y desde entonces varios matemdticos entre ellos
Darbo y Sadovski han demostrado, haciendo uso de la medida de
no-compacidad & importantes teoremas sobre operadores con
punto fijo.

En ésta tésis que consta de 4 capitulos, se exponen las
propiedades mds interesantes de la medida de no-compacidad ¢,
se definen algunos operadores y se estudian algunos resultados
interesantes de operadores con punto fijo usando la técnica de
Ssta medida.

En el priamer capitulo, naturalmente, se define la medida
de no-compacidad & , y se estudian las propiedades mas impor-
tantes de &ésta medida. Algunas de las demOstraciones de &stas
propiedades fueron modificados, otras como las propiedades 1.11,
1.12 y 1.13 fueron introducidas con posterioridad como resul-
tado de la necesidad de su "uso en otros capitulos.

En el capitulo segundo se definen los operadores compactos,

A -k-lipschitz, condensados, demicompactos y se introduce un
nuevo tipo de operadores el cual estamos investigando los ope-

radores Ap~demicompactos. Se presentan ademds algunas
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propiedades de éstos operadores. Las propiedades 2,10 , 2,11
fueron introducides por nesotros. Como resultado de la inves-
tigacidn propia y asesorados por los profesores de la tésis,
hemos introducido la propiedad 2.14 que resultd de gran utili-
dad en el capitulo 3 para encontrar operadores demicompactos
que no sean A -demicompactos.

La clasificacidn de éstos operadores se presenta en el
tercer capitulo. Las proposicicnes 3.1 , 3.2 y 3.4 asi como
el lema 3.3 tambi&n son el resultado de esta investigaci®dn.

En el Gltimo capitule que consta de tres partes, se es-
tudian los operadores con punto fijo. En la primera parte se
estudian los operadores con punto fijo definidos sobre un es-
pacio de Banach. Se presentan los teoremas de punto fijo, des-
de los mis elementales como los teoremas de punto fijo para
operadores contractivos, y haciendo uso del teorema de Brouwer,
se demuestra que toda funcidn continua de un conjunto cerrado
acotado y convexo posee punto fijo (proposicidn 4.1.6}. En el
teorema 4.1.7 se establece gue todo operadeor d-a-lipschitz
con 0 €ac¢l definido en un sub-conjunto acotado convexo y
cerrado, con valores en el mismo conjunto, posee punto fijo,
constituyendo asi la primera aplicacidn de la medida de no-
compacidad al problema de punto fijo. Fl teorema de punto fi-
jo de Schauder queda entonces como un corolario del teocrema
anterior. Seguidamente se estudian otras aplicasiones de la
medida de no-compacidad al problema de punto fijo tales como

el teorema de punto fijo de Sadovski.
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En la segunda parte del capitulo se ven los cperadores
con punto fijo definidos sobre un cono. Se¢ introducen los
operadores o -lipschitz y los operadores casiacotados. La
demostracidédn del corolario 4.2.5 fué realizado por nosotros
como una aplicacién del teorema 4.2.4.

Se introduce el concepto de operador asintético a un ope-
rador lineal acotado dado, se establecen sequidamente una pro-
posicidn y dos lemas, previos para la demostracién del teorema
4,2.12. E1 corolario 4.2.13 es introducido por nosotros.

En la Gltima seccidn del capitulo cuarto se estudian un
caso especial de operadores; bajo gué condiciones el operador H
definido por H(x) = G(x, Q(x})) donde Q@ ¢+ [ e——» Y , [ es un
sub-conjunto cerrado acotado y convexo de un espacio de Banach,
Y espacio de Banach, y G : MNxo(lP)y ——0 , es - % -
lipschitz. Para responder a &sta interrogante tenemos el le-
ma 4.3.1 cuya demostracidn modificamos totalmerte. Tambié&n

presentamos el teorema 4.3.5 cuya demostracidn modificamos.



CAPITULO No. 1

MEDIDA DE NO-COMPACIDAD ¥ SUS PROPIEDADES

A continuacidn definiremos la medida de no-compacidad
para conjuntos acotados:
Sea (M,d) un espacio métrico completo, X un sub-conjunto

acotado de M. Denotemos por:

A(X)= inf{ £>0 /X admite un cubrimiento finito por conjuntos

de didmetros ¢ 8}.

Si ¢4 es el conjunto de las partes acotadas de M enton-

ces:

o oot > F:

Obsérvese que para todo Xeok, d(X) estd bién definida pues
X al menos admite un cubrimiento finito, a saber, X mismo de

difmetro finite. O sea:
0 ¢ oL(X) ¢ diam X, para todo X € o4

Es necesario senalar tambi&n que ol no es una medida

en el sentido usual, pues no se cumple que:

L}

oL[CI An] = i oA L)

=i n=1

para una familia (A de conjuntos de ¢ disjuntos dos

n'n 31

a dos.

La medida de no-compacidad & tiene las siguientes



propiedades:
Proposicidn 1.1

Si X, ¥ € ¢+ son tales X C Y entonces
AX) ¢ oY)

Demostracidn,
Dado t > 0, existen ¥; , ¥Yy,..., Y, con
diam ¥, < o(Y) + |4 para todo i, 1<i¢n vy tales que

n n
Yy ¢ \U ¥, , pero entonces X < {_J ¥; ae donde
i=1 i=1

o(X) < o(Y) T

Obsérvese que deacuerdo a la definicidn de o para un
conjunto acotado X vy para E > 0 se puede suponer la existen-
cia de conjuntos ¥; , Y2""£Yn con diam Y; < o(X) + &
para 1 <i¢<n , tal que X = | | ¥;. En efecto basta observar

i=1

que para cualquier cubrimiento (X;) i = 1,...,n finito de X

es decir:
n
x ¢ UJ Xy
i=1
n
se tiene que x = LJ (x; X) , vy ademds: diam (X; X) ¢
i=1

diam Xl pues Xl ﬂ X C Xi‘o

Proposicidn 1.2
Si (A )n21 es una familia decreciente de conjuntos

cerrados acotados y no vacios tales que:

<O
Lim oL(A,) = 0, entonces A ={ A _ es no vacio y compacto.
I ==+ 00 =] Il



Demostracién,
Sea dp = XA (A,) y sea (fn)nz 1 una sucesidn de nfimeros

positivos tales que Lim gn =0,
N —r 80

Por definicidn de la medida o tenemos gue para todo

n 2 1, existen sS%, s3,..., s® con diam 8% ¢ d_ + gn
Jj n

k{n)

ke
1¢ 3 ¢ K(n) y tal que ay =(Js3
3=

Afirmamos que para algn j, 1 ¢j ¢ k(L), ng]An + 0
para tode n 2 1.
De lo contrario para todo j, 1l<3j < k(l), S;f\ A =0

para todo n > 1 y entonces:

K(1) K
1 1
A, =2 () A, = ({;i Sj)f\ A, = g;! Sj Y\ 2, =0 lo cual es

imposible por hip&tesis.

1

i
j tal que SjF\An + @ para

Denctemos T3 un conjunto S
todo n.
Procediendo por induccién supongamos que hemos encontra-

i
do los conjuntos T; , Ty ,... Tm tal que Tj; = Sj para algln

1 ¢3 < k(i) con la propiedad de que:

[m Ti)nAn1=B’ para todo n21l

i=g
m+l .
Encontremos ahora T ., = Sj para algln 1 ¢j ¢k (m+l)
y tal que:

m
(q Ti)mT_m+lfn Ap + # para todo n » 1.

—



Si para todo j, 1 ¢ 3 < k{m+l)

m
(M Tij(\s?+l {\ 3, = # para alglin n (procediendo por
i=t-

absurdo).

m m
Entonces: (JQTi)('\An ={QTi]ﬁAm+1 MN Ap , n 2 mtl

ya que por el caricter decreciente de los A, se tiene que

para n 2> m+l, Hm+l An = An. Luego:
i ~ K (m+1) am+l
. - . m+ m+
‘QTﬂﬁAn (QTQ N0 STy A An

J=1
k(m+1l} m+l

{Lmi_J (?\1 Ti) m Sj m An
j: =L

= § para n suficientemente grande

lo cual es imposible por hipotesis de induccidn.

Luego para algfin j, 1<£3j ¢ k(m+l)

((x_n\ Ti) ms;!‘*l A ¥ ¢ para todo n.
i:l
\ _ o+l
Se define entonces Tm+1 = Sj .
n
Para todo n> 1, f}_ Tj + J pues de lo contrario
J:

P\ Ty N Pn = g para todo n > 1 lo cual no es posible.
j=1
Tambi&n como para todo j 2 1, Tj CjAj entonces:

n J=1 i=1
0O sea f\ T A
je1 3¢ %n
m
Sea x, € im2 Tj , como diam ( g:HTj) < diam T ¢ dp + En



tenemos gue para j, k>»m

d(x.j v %) ¢ dy + En pues ){\Tj C P\Tj C 2,

j:l J=l
O cea (Xp) n 2 1 es una suc. de Cauchy, luego existe
X tal gque xq, -+ X
(0]
Ahora X €A, = Ay
n=1

En efecto X € Ay para j z m pues
xjeiﬂ_\lTiCAjCAm si j2m

Luego siendo Ay, cerrado, tenemos x € Ay

Es decir x € Ap para todom 2 1

oo

o sea X € A gw =1\ A v entonces A o F o]
n=1

Para ver la compacidad de Ay, Se procede asi:

Sea (xn)n cualquier sucesifn en Ag.

z1
Tenemos due:
k(i) .
como A; =) s para tedo i
j=1  J
entonces, existe un j, 1 ¢j ck(1l) e infinitos Indices n tales
que x, € S; .

Denotemos por xnl el primero de dichos puntos de la suce-

. 1 . . .
sidn gue pertenecen a Sj . El mismo razonamlento se aplica

para 1 2 2 quedando asi definida la subsucesidn (x, ) 21
PP

Esta sub-sucesidn se prueba, sin dificultad que es de Cauchy,

7

completando asi la demostracién.



Proposicién 1,3
Para todo X € ¢4, oL (vr (X)) ¢ K (X) + 2r

donde Vr (X) ={x e M/ d(x,X) < r}.

Demostracién.

Para & >0, existen X; , X3 ,...,X, con diam Xj < o&(X)

n
4 )
A para 1 ¢i¢n y tal que ¥ C.L_-in
i=1
n
Como Vr (X) C L) vr (X;) y diam Vr (Xj) <
i=1

diam X; + 2r ¢ & {X) + £ + 2r para 1l <i<n
— o (Ve (X)) ¢ o(xX) + &+ 2r

> A (vr (X)) ¢ (X)) + 2r 7

Proposicién 1.4

para todo X & <& , o (X) = & (X)

Demostracién,

Como X C X entonces o (X) ¢ o (X)

Ahora X C Vr(¥) para todo r >0
luego ol ({X) ¢ oL{Vr(X)) ¢ ol(X) + 2r para todo r»> 0
entonces o (X)) g ol (X)

© sea A {X) = o({X) —

Proposicidén 1.5

a4 X es compacto.

I
o

Para todo X € Cﬂ(’ ,  ol{x)

Demostracidn.

Supeongamos gque O {X) =0



Por 1.4 tenemos que & (X) = 0.

Sea entonces la sucesifn de conjuntos (A,) n>1 definida por:

A, = X para todo n.

Se verifica entonces que Lim (A

I —» o

n’

oo

Por 1.2 se tiene que X = (“\ Ai es no vacio y compacto.
i=1

Reciprocamente si X es compacto. Para todo & >0

x C¥C UBwx, &2

x € X
Siendo ¥ compacto, existen xy, %y,..., x, tales que:

n
X C XC L_JB(xi, 6/2) y diam B(x;, 5/2) =& , 1¢<i¢<n
i=1

entonces o(X) < o(X) =0 por la arbitrariedad de &
luego oL(X) = 0. —

Proposicidn 1.6

Para todo X, Ye F , (X UY) = max [ (X)), ol(¥))

Demostracifn.
xC xuy =3 (X)) ¢ ol(x Uy
YC XUY o A&Y) < AlXUY)
Luego ol(¥X U Y) > max { X(X), (X(Y)}
Por otro lado:
n

Para f 7 0, existen (Xi)i=l,...,n: ¥ C %fixi v



diam X; < o{x) + £, 1 £i¢<n

m
y también existen (Y;)i=1l,...,m: vel vy v
i=1
diam v; < ofy) + &, 1 <igm
rn—+m
luego existen (Z;)i=1,...,n+m  tal que XU Y C‘LJ Z
i=1
donde Z; = Xy para 1$ig¢n vy Z; = Y, para n+tl £i<{n+m vy

diam Z; < max {o(X), o(V)} + &
entonces (Xl ¥) ¢ max [ X(X), d(Y)}
luego (X U Y) = max { LX), O((Y)} 3

Proposicién 1.7

Para todc X, Ye & a{XxMY) ¢ min {d(X), oL(Y)}

Demostracidn.
ENY C ¥ = A{(X MYy ¢ A&A(X)
XY C Y o {XMNY) £ o(y)

Luego X(XMNY) ¢ min { o(x) , olv)]} .

S1i nuestro conjunto de referencia es un espacio de
Banach ( M,i-i), entonces o tiene algunas propiedades
adicionales relacicnadas ¢dn la estructura lineal.
Veamos:

Proposicifn 1.8

Para todo X, Y ¢ S , AUX+Y) € oU(X) + oL (V)



Demostracidn.

Para 5/2 2 0, existen X1, Xp,...,Xn tales que

X, con diam X; < (X} + 5/2 para 1 ¢i<n, también

>
@
g

m
existen Y, Y,,...,Y¥,; tales que Y ( &_{ Y.
l:

con diam Y < &({Y) + 5/2 para 1 < i ¢ m.

i

n m n Il
luego X + Y C  \UJ {U (X, +Yj)] =\ g+ vy
3=1 =13

i=1
como se verifica facilmente.
Ahora para todo i, j l<i¢<n, 1<j¢<m ;

diam {X; + Yj) < diam X; + diam Y-

J
En efecto 51 s = X +y , s'= X'+ y' € X; + Yy donde
X, x' € X; 5 y, y' ¢ Yj tenemos:
s - s']| < || x - x'|] + [| vy ~ y'i| < diam x; + diam Y

es decir diam (X; + Yj) < diam X; + diam Y
Luego diam (X; + Yj) < o{X) + 8/2 + oA{Y) + 5/2

o sea diam (X; + Yj) < of{X) + oY) + E para todo 1, j

J

entonces (X + v} < (X)) + o(Y}) + E



es decir oliXx + ¥) <€ o(x) + ol(Y) J

Proposicién 1.9

Para X ec54— y A€R , AX(AX) = 17\!0((}{).
Demostracidn.
Para S >0, existen X4,...,X, tales que

n
X C 'lexi condiamxi<0((X)+8,1gign
J_‘:

Cs

luego AX G 7 7\Xi y diam ( A X;) =|?\l diam X
l=
para todoe 1. Entonces:
giam (A x) < {alc we + & = Mo +

IAlE, 1<i¢n
es decir A A x) < ]7\‘0\(}{) + \?\!Z para todo & ¥ 0.

luego QAxX) < Al a(x) para tode A € R

En particular para A # 0 tenemcs gue:

-1 -1 1
ol(x) = ok [A (A X)] < INT o A %) = Al R AX)
entonces ‘ 7\|OL(X) < =ol{ AX)
luego (A X} = | A \ A (X) para A £ 0

Si A= 0 la igualdad se verifica trivialmente. —



Proposicidn 1,10
vara todo X ¢ S o (Conv X) A (X)
cdonde Conv X decnote la clausura convexa de X, es decir, el

menor convexo cerrado gque conticne a X.

Demostracidn .
fi C(X) denota la civsula convexa de X a sea el menor
convexo gue contiene a X. Entonces por la proposicidn 1.4

scrd suficiente mostrar que o (CX) = o (X).

Mostremos primeramente gue diam C(X)} = diam X para

X e ot Sean %, v e C{¥) entonces existen {di} 1 ¢i<n
1

n
en R con § d; =1 vy o; 20 para todo i1 , y existe
i—1

n
ixi / i - l,...,n}CLX tal que x = Z:Tadixi
= !
andlogamente existen {pig i=l,...,m en IR con @i = 1
i=1
Y @1 2 0 para todo i
Tambi&n existen {yi} i=1,...;m en Y tal que

m
y = Z{iiyi . Lucgo
i=1

n_
lx -yl - | _Z_l_, STREC TR bey s lixs - vl
—

Entonces tenemos gue:

11



luego diam C{X} < diam X

hAhora X C C{(X) entonces diam X < diam C(X)

luego diam X — diam C(X)
Por otra parte para Ef>0 , existen Xq,...,Xn tal que
n
X = X; con diam Xj < dxy + E para 1 <i<n
i=1 '
Denotemos por Tj = C{Xj) para 1 £j<n vy consideremos

el conjunto:

T
BZ{Z?\.t-/t-ET-, A
=1 J J ] J J

n
so, Lng 1)
j=1

n
Entonces B - U (Z ?\jTj‘) donde A = (711!"")‘11) v
ren =1

n
I\ :{(?\l,...,?\n) e "y Ai > O, ;7\1:1}
i=

Afirmamos que C(X}) =B
En efecto como Xi C C(X) para tode 1 entonces

T, = ClXy) C C(X)



Si y € B se tiene que existe A= ( Al""’ Arﬂ AN

=

tal que y = Ait: con t. € T,

Como tj € Tj C C(X) entonces y € C(X)

Demostremos, ahora, gue toda combinacidn convexa de

elementos de X estd en B

m
Sea y € C(X) luego y = z:: Aixj donde X{ € X para todo
i, i=1
i, con Z:: h; = L. Es claro que podemos considerar gue
i=1
A;20 para todo 1 va que si ﬁj = 0 para alglin j, en

la suma no aporta nada.

Designamos con Ji los siguientes conjuntos definidces

inductivamente como sigue:
g, = { je { 1.2,....m} / x. e Tl}

Supbngase que se ha definido J; » 1 ¢id<n , entonces:

ot

i
Tie1 = { joe{t2,...m} / x; & tit{ Je + X5 € Ti+l}

Naturalmente alguncs J; pueden ser vacios. Reordenemos

13 -



si T # @ pongamcs fk = 2 .Aj Py fk =0
Jedy

Si Jy = g . Para Jyx # ¢ resulta:

jedg,
A
como EE::; = 1 vy X € Ty para todo j €Jy
jed, 'k J
E ‘ A
Se tiene 3 x]e Ty - Luego:
Jedx 'k
it n ﬁj
y = E ?lel = § Ek { _6,'7' Xl) € E (rk T]-(
i=1 k=1 jede "k =1

n m
giendo E Kk = E %i =1
k=1 i=1

entonces y &€ B
Luego C{X) = B
Tarbién tenemcs que O es compacto.
. . = n
En efecto consideremos la aplicacidn qJ:R y— 1
donde R § = { { 31,... Zrﬁ eER / Kiz 0} , Gefinida por:

— . n
Wix) = §_ x, donde x = (x,,...x;) € R,

Esta aplicacifn es continua.

-1
Esto asegura que: /A = \P ( {l} )  es cerrado.



Ademds /\ es un conjuntco acotado pués:

AN G AY (o, 1
i=1

n
Y para x, y € ﬁ Y_O ' ﬂ se tiene:
i=1
n
Hx -yl = Z Ix; ~ vyl < n o sea diam A <
i=1

Luego A es un compacto de RV,

n
Sea ahora Mzsup{ntﬂ / te UT}
j=1

Como N es compacto, podemos seleccionar N vectores

Ad = (al, Al R, 1<5¢n en & tal que

todo punto en D se puede aproximar en _E;_ a algQn
M

n
Para j , 1<3j<N Sea Bj:{;lhiti/tie’fi}

[z

Afirmamos gue B C Ve (Bj)

j=1

En efecto si x

il

n
; A. £. es un punto de B.
i=1 * 7

sea AJ tal que || (¢ Agr Aosrene A - 2« i
n
o sea E ]711. - 7\]] < £ usando la norma

i=1 1 M



de R,

Wall= L [a

i=1 il

Sea x' e B. formade con los escalares ?t]i vy los mismes

J

elementos ti que intervienen en Xx.

n
0 sea x' = X:; ); t. ¢ B. . Entonces:
i=l 1 1 B
n n
ix - u = E (hy - N e llg ;l%i - el <

j;“M es decir || x - I ¢ j;. M = { entonces X €& Vé'(Bj)
M M

T
J

Luego o (B) { o ( \_J Vg(Bj))
j=1

Il

max {O((B.) + 2'5}
lgjen
N .
L i j
Siendo Bj = 2 - hi T; tenemos que
l:

n n
K (Bg) < Z:: (] Ty = 2::, Af - o(T)
i=1 i=1

n n
< E::; Ri diam (T;) = E:: A diam (X,)
i=1 i=t

va que T; = C(X;)

n
luego OL(Bj) < E 7\3 ( oUx) + 3 )= A+ & para
i=1

tedo j. Entonces



Q[ (B) ¢ max {CX(Bj) + 2 E} ¢ max | oA(X) + 35,}
- 1<jgN 1<j¢N

entonces ol (B) & dX) + 3¢

0 sea A (B) < 4d(X)

En el otrc sentide es trivial pues

B DO X —_
Proposicién 1.11
Para todo xe O ,  oL(LJAx) = nh o(x)
0<agh
Demostracién,
Como h X C \JAx entonces  (hX) < &4 [ Ax]
0 <A gh 0<¢A<h

luego h ol(x) ¢ [ U ax
0<A $h

Por otro lado para todo A , 0<A <h , sea x € AX

entoncCes existe

a € X tal gue x

- A a. Consideremos -
h

0 ¢ A <1
h

Como CI(X LI{O} ) es convexoc y contiene el 0

_a'-a: ———
h h

entonces a + (1 —

|

)0 e c(x U (o}
luego

Aa € h C(x U (0)})

Es decir para todo A , 0<A< h, AX C h c(x {0}
luego

\Jax C ncix U {0}
0saxch



entonces (Xg KX} < dh[hC(X J (o} )1
LA <h

y O((szx] 4 n-.g({c.:;x {0} )] = h O{(X)

0€A<¢n

luego d.{L.J?\XX = h O{({X) I

O0¢Aen
Proposicidn 1.12

Para todom € M y caca X € dX‘ tenemocs gque

ol(x +m) = o (X)

Demcstracidn .

En efecto para {Xl, Xz,...,Xn} cubrimiento de X

con diam X; < A&A(X) + 4 » 1 ¢1 e¢n y cualquier E > o.

Tenemos gue [Xl +m, .. X F m_} es un cubrimientoc
finito de X + m con diam (Xi + m) = diam X; < o{x) + E
para todo 1. Luego:

A(X + m) &€ A (X)

Siendo esto vilido para cualguier m € M y cualquier

conjunto X acctado, tenemos:
o(x) = A (X +m+ (~-m)) < AAX + m)

Luego oliX +m) = o (X).

- 18 -



Proposicifn 1,13

Si X, Y € d#‘ y X es relativamente compact+o.
Entonces: ol{y) = (X + ¥).
Demostracifn.

Para todo x € X +tenemos x + Y C X + Y
Luego O(y) = Olix +¥) < X +Y) ¢ oUx) + olly) =ad(y)
entonces ollY) = A (X + Y). [

Todas las propiedades arriba mencionadas ne nos ayuaan
mucho para evaluar O{{X) para un conjuntc dadc. General-
mente hallar el valor real de A ({X) es difficil.

Como ilustracidn precentamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo: En un espacio Banach de dimensién infinita
si B= (x/ yixu <1} y s={x/ uxy =1)
Entonces o(B) = ol (8) = 2.
En efecto como conv § = B entonces por la propiedaa 1.10
tenemcs que o (B) = oli(s).
Adem&s como diam S = 2 tenemos que A {(S) ¢ 2

S1 suponemcs gue A(8) < 2 , entonces tenemos cue

n
para £ » 0 podemos escribir s = {_ | j donde
j=1
diam T < oLs) + & pdra 1 ¢35 ¢n.
Es decir diam Tj < 2 s 1 <5 «<n

podemos asumir que T.,1 <j¢n ec cerradc.

jr
Consideremos ahora un sub-esgacio F de dimensién n.,



Fntoncess

3

= S
SM\F jZl(zjﬁF)

Por el tecorema de Lusternik - Schnirelman - Borsut si
la esfera unitaria (con respecto a cualguier norma) en un es-
pacio vectorial n dimensional e¢s cubierto por n conjuntos
cerrados entonces al menos uno de &stos conjuntos contiene

wr par de puntos antipodales de la esfera unitaria.

Para nuestro caso significa entonces gque existe un 'I‘:j

1

[fal

Luego tenemos:
2 < diam TjﬂF < diam T,
4

lo cual es contradictorio pues diam Tj < 2 1

I,
d.

I
o

Otra medida de no - compacidad, es la llamada medida-

bola, gue se define por la férmula:

X(X) - inf { E>O/X puede cubrirsc con un nmero finito de

bolas de radio < f} .

Nétese que no hemos asumido que los centros de éstas
bolas gue cubren a X pertenecen a X. De alli que podamos

también definir la medida bola por
X(X) = inf i E 7 0/X tiene una Z - red finita}

Esta medida de no-compacidad tiene todas las propieda-

des mencionadas para la medida o .

3 4n tal que ij\ F contiene un par de puntos antipodales.
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CAPITULO No. 2

ALGUNOS QPERADORES ESPECIALES

A continuacién definimos algunos operadores especiales
y estudiamos clertas propledades de ellos gue utilizaremos

en el resto de &ste trabajo.

Definicién 2.1.
Sean (X,d), (¥,d) dos espacios aétricos. Una aplica-
¢ién continua f : X —— Y es una aplicacidn coxmpacta, si

para todo A C X se tiene gque f (A} es compacto.

Definicién 2.2
Sean (X,d} , (Y,d'} dos espaclos métricos. Denotando
con el misme simbolo d, la medida de no-compacidad en ambos

espaclos, diremos gue:

Una funcién f : X — — ¥ es d- k - Lipschitz
s1 (1} f es continua v
{(ii) existe k20 tal cue dif(ﬁﬂ ¢ koal(a)

para tode subconjunto acotado A de X,

Claramente una funcién 4 - k -~ Lipschitz es acotada.

En las siguilentes propesicicnes veremos las propledades
mas Importantes de &stos operadores. Para tal efecto,en lo
cue sigue, a menos cue se indique lo contrario, X, Y y Z son

espacios métricos con metricas dy , d Yy G, respectivamente.

v z
E un espacic vectorial normado.

mntonces:



Proposicifin 2.3
Si f: X —» ¥ es d- ki - Lipschitz v

g: Y ——» 2 es d- kp - Lipschitz
Entonces gof: X —+ Z es o~ kikp; - Lipschitz

Demostracifn
En efecto gof es continua por serle £ y g.

Para todo conjunto acotadoc A tenemos:
di{go £) (&)] = dg{f@))] ¢ ky oL[E(A]] ¢ koky d(A)
luego d_Ug of) (Aﬂ ¢ koky o (A), 7

Proposicién 2.4

Si f: X ~—— E es d- k3 - Lipschitz 4
g : X —+ E @gs &- k, - Lipschitz
Entonces: f + g : X ——+ E es &- (k3 + kp) - Lipschitz

Demostracién
Para A C X acotado, tenemos:
al(f + @) ()] ¢ A [E(A) + g(1) ¢ d[f(a)] + oig(a)]
< ky d(A) + k, A {A)

= (k, + ky) A (a) . -

1

Proposicién 2.5

Sea £ : X ——»Y un operador k - contractivo es decir:

Para todo x, v € X dy (£(x) , £{y)) < kd (x,y).

Entonces f es d- k - Lipschitz

- 22 -



Demostracidn

En efecto, f es continua méds afin es uniformemente

continua.
Sea A C ¥, acotado.
Dado § > 0, existe {A;} ;. ; n
’ L I ] r
n
tal que L A; y diam A; < od(A) + £, 1 <¢isn.
i=1

n n
Entonces  f(A) < f£( ) Ay) ) f(a;)
i=1 i=1

Ademds para todo x, vy € A 1 <ic<¢n tenemos:
dy(f(X) » fly)) ¢k d (x, y)

luego sup dy(f(x) , fly)) < k sup dx(x ;)

X,Y € Ay X,y €8y
Por tanto diam f(A;) ¢ k diam 2; < k( d(A) + [ )
Asi diam f(Ai) < k dA(a) + k g , 1l <icn
es decir d(F(A)) <¢ k-ad(A). —

Proposicidn 2.6
Si f : X —» ¥ e una aplicacibn compacta

entonces f es o - 0 - Lipschiciana

Demostracidn

En efecto para A € X acotado, tenemos:



alf(a)] = o [f(a)] =10 < 0-c ().

Por ser f (A) compacto. 3

Proposicidén 2.7
Supongamos gque f : X ——+*E es k - contractivo y gue
g : X — E es un operador compacto.

Entonces f + g : X — E es o- kK - Lipschiciana.

Demcstracidn.
En efectec, como f es k - contractiva entonces
f es ®- k - Lipschitz,

Y luegc para A C X acotadc tenemos:
Qal(fF + ) @] ¢ off(a) + g@] ¢ o[£ + o[ga)

pero siendo g(Z) relativamente compacto
resulta o {g (A} ] = Cikf@ﬁ} = 0.
Entonces ciﬂf + g) (Aﬂ < d&(Aﬂ ¢ k-d(a)

Ademds siendo f continua y g continua también f + g es

continua. 3

Finalmente diremos gue la funcién f : X —— Y es
estrictamente o -~ Lipschiciana si es & - k- Lipschitz con
k <1.

Definicitn 2.8
Sean X , Y dos espacios métricos. Una funcidn
f : X ———+% Y es condensadsa si:

i) f es centinua Y



ii) Para todo A C X acotado con oL {(A) > 0 se tiene:
al£(R)] < d(a)

En primer lugar se observa que toda funcidn estrictamen-

te o - Lipschiciana es condensada.

Ejemplo
Si D es un sub-conjunto de un espacio X de Banach vy
T : D —— X un operador condensado, entonces KT es conden-

sado para K ¢ [-1,1]

En efecto si A C D es tal que A(2) » O

entonces  O[KRT(AY] = |} A[T(a)] <alT(a) < d(a).

Proposicifn 2.9
Sea D C E. Y consideremos los operadores Ty:D ——+ E
y TyiD ——+FE condensados. Entonces para todo A€{0,1]

el operador T definido por:

T = ')\-T1+(1—7l)'

+3

2

es condensado.

Demostracidn-
En efecto para A T D acotado tal que d(a) » 0,
se tiene:
QIT@] = Lt ATy + 1 =72 T,)0a)]
SAdlTym] o+ (1 -2 (T, m)
< AK(A) + (1 -7) -d(a) = d(a)
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Luege T es condensado.
La preposicifn anterior nos indica que el conjunto
T= {f:D —— E/ f es condensado } es un conjunto
Convexo.

A continuacibn presentamos la siguiente proposicidn:

Proposicidn 2.10

Sea X un espacio Banach yv D C X.

Y sea {fl ; f2,..., fn} un cenjunte de funciones, donde
f; : D —= D son od - k; - Lipschicianas con k; <1
para todo 1i. i) 8i g : D —— X es condensadc entonces

la funcidn:

es condensada.
ii) 81 ademds g : D — X, condensada, es
tal gue para tode C <« D , C relativamente compacto,

g { C} es relativamente compacto, entonces la funcidn:

k =goefy © fye.., 0f

es condensada.

Demostracidn »
i} Sea A CD, A acotado tal que od{a) > 0,

entonces:

n
afh(m] = o{f (g (gAN) L)) ¢ irjlkio([g(m]



n

COomo ki < 1 entonces 1k

EARS < 1 Luego:

afh(a) ¢ dlg)] < d(@)
O Sea h es condensada.
11) 8Sea A C D, A acotado tal que d{n) > 0.

Si aff, efy 0 ... 0f) (A)] > 0 entonces:

!

—

dik(a)) < odffpefye .. of (A)] ¢ Tiky - d(A) ¢ o (A)

> dkn)] < d(a).

i Q =
Por otro lado si d[fl foe ... °fn (A)] 0
entonces A[k(n)] =0 pues g lleva relativamente
compactos en relativamente compacto.
Luego dlk (a)] < d(n)
y k es condensada en cualquier caso. —

También se da la siguiente proposicidn:

Proposici&én 2.11

Bajo el mismo contexto de la proposicién anterior, si
f: D ——> D es condensaday g : D —— X es una funcidn
condensada que lleva conjuntos relativamente compactos en
relativamente compactos.

Entonces la funcién: geof es condensada.



Demostracidn.
Sea A C D acotado tal cque a (A » 0.

Si  o(f(A)) > 0 entonces dfgof(A)] < d{E(R)] < o(A)

pués g es condensada.

si  Aff(A)] = 0 se tiene afgof(A)] =0 < d(a)
pués g lleva relativamente compactos en relativamente compac-
tos.

Luegec gof es condensada.

Tenemcs también otros operadores importantes cuyas

definiciones damos a continuacidn:

Definicidn 2.12

Si X es un espacio real de Banach y D € X. Un opera-
dor T : D —— X no necesariamente lineal se llama demi-
compacto sl toda sucesidn acotada (xplp .1 en D tal que

(Txpn - X es convergente posee sub-sucesidn convergen-—

n) nz1l
te.

La siguiente definicidn identifica un nueve tipc de cpe-

radores,

Definicidén 2.13
Sea X es un espacio real de Banach. Un operador
T : X —+ X no necesatiamente lineal se llama

7. - demicompacto si para toda sucesidn { 2 de

n n}nz 1

nGmeros reales tal que Ay — 7 el-1, l] Yy para toda

sucesidn acotada (x,},, 1 en X , con la propiedad de que

Xn + Ay X, ——— y € X , entonces (Xplp 1 admite

28



sub-sucesifin convergente.

A continuacidn presentames la siguiente proposicibn:

Proposicifn 2.14

Sea X un espacio Banach y sea D C X, f : D—+#X

un coperader & - 1 - Lipschitz y 1A« 1
1 + [K}
entonces AS es demicompacte dende § = I - Kf
Demostracidn.
Sea (xXpy),, 1 una sucesidn acotada en D tal que

¥Yp = X5 - AS(xyg) —— ¥y
entonces x, = y, + AS(xy) luego x_ = y, + 7A(I - Kf) (x))
Por comodidad demotemos {xp/pn>1} = {x,} -
luego  {xp} < {vp} + {20 - K (xp)]
y tambign  {xn} C {v,} +* Afxp} + {- 2K £(xp)
entonces  qf{x,]] cafyall + lafa] ¢ Iaxl o« {{g6)]

luego d\an}] < iquﬁxnﬂ + [AK] -OL[_ff(xn)ﬂ , pués
Ck[{ynkl =0

y se tiene que: (1 - 12 )-dh[fxngl S[aRl'OLgf(Xn)ﬂ
<1kl ol {fxg ]

per ser f ©& - 1 - Lipschitz

entonces (1 - tA} - A Ki )-oL[{an < 0



Pero por hipbtesis tenemos que: |A| ¢ 1

Yy por tanto
1 + [K]

1 - 1Al - (Allx] > 0

luego d{ixnfl = 0 es decir (x_ )., 1 Posee sub-sucesibn

convergente, {proposicidn 1.5) luego AS es demicompacto.



CAPITULO No. 3

CLASTFICACION DI LOS OPERADORES

En el capitulo anterior se han introducido ciertos tipos
de operadores definidos sobre cierta clase de conjuntos. En
éste capitulo se clasifican dichos operadores definiéndolos

sobre conjuntos iguales, por supuesto.

Para tal propdsito supdngase que X es un esyacio Banach,

D C X y considérense los siguientes conjuntos:

Ce= {f : D—X / £ es compacta sobre acotados}

¢ ={f : D—>X /£ es d-k - Lipschitz J k2 0
Ek ={f : D——X /£ es k - contractiva | k 2 0

CC ={f : D —+ X / £ es condensada }

cd ={f : D —— X/ f es demicompacta, continua }

cd ={f : D——=X/f es 7, - demicompacta, contfnua}
Supongamos que £ &€ (C°. Entonces para todo 2 C D

acotado tenemos:
f (a) ¢ £ (D)

luego affa)] ¢ olf(®] =0 por ser f compacta
entonces (i[f(Aﬂ = 0 para todo A ¢ D acotado.

O sea que: (i[ﬁ(Aﬂ 4 k <o (A) para todo k » 0
luego f e ¢ para todo k > 0

Es decir C° (. Gy para k > 0.



También tenemos que si f € Ckl entonces
A {f(a)] ¢ ky-ol(A) para tode AC D acotado. Luego:

oL{f(A)] < k- (A ¢ ky o (A)  para k; < ky
Luego:

Por otra parte si £ € Cp con k < 1, tenemos que para todo

A <C D acotado tal que o (A) > 0, entonces:

dlf(A)] ¢ k-d(Aa) < d(A)

Luego Gy C c¢© para 0 <kl

Por otro lado supdngase que f € C° , entonces para

A C D acotado y d(A) > 0 tenemos que:
dlf(a)] < aa) < d(a)

Y como A(A) = 0 es falso (no se define) para f

condensada. Entonces:
oL{E(A)] ¢ o(A) ¢ k- (A) para k > 1
Es decir cc Cy con k » 1

Adem&s siendo gque id : D —— D es d~- k - Lips-
chitz con k > 1 y id ¢ c© se concluye que la inclusidn

es estricta.

Las siguientes proposiciones nos muestran, como estén



incluidos los conjuntos de los operadores demicompactos vy

ﬂn - demicompactos con respecto a los operadores condensa-

dos,

Proposicidén 3.1
Sea X un espacio de Banach y D < X. Un operador

T : D -—— X condensado es " - demicompacto.

Demostracidn.
Sea (ﬁlﬂr1>l_ una sucesidn de nfimeros reales tal gue
An - con -1 ¢ A ¢ 1.
Entonces para toda sucesidn acotada (x,) .1 de ele-
mentos de D, con la propiedad de que:
Y, = *p + A, Tx, —»y €X
se cumple que: existe N > 0 tal que:
para n, m z N.r ])‘n“ ”\m\<_— con I?kn|<1+£
M
y también Hyn-yil<§2— PodY - v b < £
2
donde M = sup {|1Txnll / nz l} si 0 <M<
Es necesario observar gue |y - vyl < £ v “y-ymﬂé_é
2
implican que [[yn - ¥l ¢ E .

Notece tambi&n gue:

d[ixi/iz 1] =Otﬁxi/lsi<N}U{xi/izNﬂ



Supongancs gue

at = otfr {x, /i2n}]

T condensada.

Consideremos Sy + Spreesy Sy

T {xi/iz N} con diam S§; ¢ d' + 2

un cubrimiento de

para todo i

] _
Para x, , X, &€ T (Si) N { X / n zl} , 1 =1,.
tenemncs:
Hxn—xmﬂ = Hyn— ﬁthn—ymf Zmem\|=l{yn—ym— ALTX+ 7%Txn

- Kmen+ ﬂmem[] =

(=) + A = A ) T+ A (P =T )

SHypmyg I+ 12 2l iTxg | Al Txp=Tx g ]
< £+ _é; Mo+ (1 + E ) T - Txp, |
luego [l x, - X H< 2 a + (1 + ¥ y - M X - Tx_ |
Como diam s, < d' + a entonces W Tx_ - Tx It ¢ & +§
pués Tx, , Txn € Si' .
De donde: lix, - x4 < 2% + (L +§% ) (d' + %)

por la arbitrariedad de §

hxpy -

Il Xrﬁ H £ dl

tenemos entonces que:

1,...,k.

34
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luego ol({xi/izN})sdiam{xi/ilesg d’

O sea? d ¢ d' lo cual no es posible

Luego d( {x; /12N}) =0

es decir T es A, demicompacto
Si M = 0 entonces para todo n>»1, se tiene:
W T, W =0 «—p» Para todo n:>1, Tx, = 0

Luego siendo (%p), ,j una sucesidn tal que

Yn = %¥p + My Ty — ¥
tenemos que Yp = ¥p + 0 —s y.

Luego (x posee sub-sucesién convergente, en este

n)nz 1

caso la misma (x ) 5,1
3

Es decir hemos mostrado que se verifica:?

Cc C Ed
Ahora &sta inclusién es estricta pues si X es un espacio
de dimensibn finita. Y consideramos el operador idéntico
id + X — X, &ste operador es A, — demicompacto, pero
nc es condensado.
Tambi&n tenemos la siguiente proposicién:
Proposicibn 3.2

Bajo el mismo contexto de la proposicidn anterior. Un

operador T A, - demicompacto es demicom acto.



Demostracidn.

La demostracién es tribial para “n = -1, 3

~d

La siguiente proposicifn nos mostrard que C ; cd,

Pero antes necesitamcs ver el siguiente lema.

Lema 3.3

Sea (x,) cualguier sucesidn acotada en X. Entonces

n»l

para cualguier sucesidn (pp) en R tal que P, —+& P

nxl

se tiene:

Ciﬂpnxn }] £1P|'d-{gxnﬂ
donde {pnxn} = {pnxn / ny lS % {xnx = Exn / nz 1
Demostracibn.

81 p = 0 entonces ppX, —* 0 y entonces se

cumple gue:

d[{pnxnﬂ = 0= 10][d_fxn}]

Supéngase ahora que: p » 0 , entonces para £ 20
existe n; tal gque si n > n; se tiene |pn - pP|< %
Es decir:

P-% <Py < PtE
Lueqgo para n z n existe Np € o, 1] tal que:
Pp = 2Apfp =%) + (1 - 20 +§)

poer la cecnvexidad de los intervalos.
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Entonces Pnxp = A, (p - £ xy + (1-2) (p+ §) X

luego para n >n§, se tiene que:
P, € CUB - % 1ixg) U B+ %) - Ixy))

donde C({p - % ) -{x} U+ %) {x,}) denota la

cépsula convexa de (p - ¢ ) -{x,} U (p + &) -{x,). Luego:

{PpXn / nzngl CClO P - 2D fx,} Udp + %) - (%))

luego: E,1Upnxn/n > n};'ﬂ ¢ max “p—’gl d {an , et &l fan
=lp+\§,]dfxn‘5 pues p > 0
(p+ % ) ol fx,]

Por otra parte como o ipnxn} = ciUpnxn/n < nE}Uipnxn/n > ns}]

= ol {pyx /n> n,'_;g
entonces: OLU pnxnﬂ ¢ {p + E ) o [xn}

luego e{({pnxnﬂ < p o fxn} = |pl« fxn\ por la

arbitrariedad de ?

Si p < 0, entonces d{pnxn/nznﬁlélp - & chxnﬂ

0 sea gue: o {pnxn} ¢ (%~ pl-od ixn%
luego d{pnxnk < (E,+lleoian\

y entonces ol {pnxn\ < Pl o ﬂxn% lo que concluye la

demostracién. —7
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Proposicidén 3.4

Sea X un espacio Banach, D € X y T : D ——»X

un operador o - 1 - Lipschitz. Supdngase ademls gue
ki +1
A es un nlmerc tal que: 1 1

Entonces AS es demicompacto y ne es ﬂn - demicompacto,

donde S = I - KkT.

Demostracibn.

Siende T un coperador o - 1 - Lipschitz entonces
(k1 + 1

es o - 1 - Lipschitz, luego por la proposicifn 2.14 se

tiene gue AS es demicompacto.

Demostremos ahora gue AS no es ﬂh - demiceonmpacto.

En efecto, sea (pn] una sucesidn real tal que:

n> 1

p, — pe [-1,1] Entonces para una sucesién (x_ ), 1

acotada en D tal que la sucesibn (y,),, 1 definida por

Yn = %p + Py ( 2 S)x, para todo n>1 sea convergente a
algfin vy € X, se tiene:

y, = X, + Py A{I -k T) x

n n

luego X =y, - P,AKy * PpA kT x

Consideremcs ahora una sub“sucesi@n (xnk]k 51 arbitraria.

Entonces: ®ny = ¥ny T Py A Xny + Ppy A k Tx

ny
entonces fxnkB C:iynk3 + (=) {pnkxnk\ t 2k {pnk Txnkﬁ
d{xnk} ¢ 0+ Vlld{pnk ¥mel  * 17‘”Hk“i'{pnk TXny

luego por el lema anterior se tiene que:



luego Ci{xﬂé < 1x[d_{xqg + [111k|ci{Txn§ pues |pl < 1

Siendo T o - 1 - Lipschitz se tiene entonces gue:
K1+ 1
d_jxnﬁ < 2 llld_fxnk
K 4
luego (1 - 2121 ) . o fxné 4 0

Pero 1 %] <«=—= 1 - 212} < 0 por hipdtesis
entonces (i{xné s 0 lo cual guiere decir gque

S no admite sub - sucesién convergente. LJ

Lo anteriormente expuesto nos permite presentar la
siguiente figura gue nos muestran como estdn incluidos éstos

conjuntos de operadores,

.
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CAPITULO No. 4

QOPERADORES CON PUNTO FIJOS

4.1 OPERADORES SOBRE UN ESPACIO DE BANACH

En ésta seccidn X siempre denotard un espacio de Banach
socbre el cuerpc K de los nimercs reales o de los nimeros
compleijos.

Un operador T sobre X se dice que tiene un punto fijo

x en el dominio de T si y sdlo si Tx = X.

Teorema 4,1.1 (Principic de Operador Cantractivo)

Supongamos que D es un sub-conjunteo de X, cerrado. Ur

operador T : D —D contractive posee punto fijeo Gnice cn D.
Es decir existe un Gnico punto z €D tal que Tz = z. M&s
afin, si X, € D vy X, = Txn—l para n =1, 2, ... entonces
Lim X, = 2
n —v oo

Demostracidn,

En efecto para x. € D arbitrario y definiendo

O

Xy = TX,_ ) Pparan = 1, 2, ... tenemcs que:

Ux g = xg b =lrxy = 1x s I & KIl x; = xp_7 | para todo

n » 1, donde K es tal que 0 ¢K <1, por ser T contractivo.
Siguiendoc un razonamiento inductivo elemental nos lleva

n
I xnyq1 = xp b < K7l xy - x5 |-



Por otra parte para n,k 21 tenemos:

llxn+k - Xp b= En+k ~ %n+1 * X471 T Xn]‘s [Ixn+k - Xn+l“ +

” Xn+l T %n ” .

Procediendo en forma andloga con |\ %, - %n+1 || . se

obtiene por induccifn que:

k-1 k=1 .
n+1i
I Lntk ~ Xn ] £ Ei—O i Xn+i+1 = %n+i | < % K %1 - Xl
k-1 i
. _ n _
es decir Hx o = 20 H0 & KD Hlxy — x4 :E 5 ¥
1=
k-1 . Bt .
pero _» K ¢ E Kt = 1
T i=0 1 - K
Luego: Hxoie = x4 11 < K" Il %y - Xoll- 1
1 - k

Esto nos dice gue la sucesidn (Xp}l,.qg en D es de

Cauchy y luego existe z €D tal gque 2z = Lim (xp)

n—eoo
pues D es un cerrado de X.
Cbhservemos gue:
Tz = T -Lim (x,)
n—oo
Siendo T continua tenemos gue:
Tz = Lim (Tx ) = Lim (x 1) = 2
n— oo N—coo

luego 2z es un punto fijo de T.
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Supcngamcs ahcra gue w € D es tal que Tw = w.
Entonces:
lz=-wll =Tz -mw Hex V2 - wil
luego Hz-wll=0es decir z = w pubs J<K<1
Por tantc 2z es (nico. £

El siguiente tecorema es una extensidn del teorema ante—

riocr,
Tecrema 4.1.2 (Extensién del Principic de Operador Contrac-
tive}.
Si D CX , Dcerradec y T : D — D un operador continuc,
Supbngase ademis que existe una funcidn $: [0, +®) —+[0, +ox)

contfnua a derecha tal gue P(r) < r si r>»0 y lTx - Tyll ¢

P(lx - y I} para tedo x, y € D.

Entcnces existe un (nico puntoc z € D tal que Tz = z.

Mas aln, si X, € D vy Xy = Txn_l para n =1, 2,... entonces
Lim x, = 2.
N -—»oo

Demostracidn.

Supongamos que Tz = z y Tw = w entonces:
lz = wll =Tz - Twl ¢ ?(Hz - wil) y no seria posible tener
Hz — wll>0 ya que entonces ||z - w| < |lz - wll lc cual no es
posible.

Luege llz - wil=0 y z =w, es decir si existe punto

fijo para T &éste es {inico.



Obsérvese gque si X0 € D es un punto arbitrario de D y

definimos x, = Tx, _, para n 21, entonces si Lim X, = 2
n— oo

existe, se tiene z Lim %, = Lim TX,,_

n 1
— o n—ecx
entonces z = T (Lim xp_1} por la continuidad de T.
n—-oo
C sea z = T 2

Luego para ccmpletar la demostracidn sblo tenenos gue

mostrar gue (x,)nz 0 es una sucesidn de Cauchy.
Para n > 2 definimos ¢, = Hxn - X = HTxn_l - TXp-»o 1,

Podemes suponer gue Cp > 0 para teodeo n 2> 2, ya gue en caso con-

traric, existiria n>2 tal que

hxy = xpq I =0
luego % = X1 Ppero como Xp = Txp_1
entoences TXpn—-1 = Xp-1

Y Xp-1 seria un punto fijo de T.

Luego ¢, = Txy_1 = Txp ol & P lxpoq = xq5101)
entonces ¢ £ g)(cn:l) < Ch-1 Ppara nx?2

Luegc (cp) n>» 2 es una sucesidn de creciente de ntmeros

positivos. Entonces Lim cp = § 2 o.
n —e o0

Por la continuidad a derecha de la funcidn ?’, tenemcs:



$= rnim c, ¢ Lim Y lch-1) = P 8§

Il —voo Il —+ oo
A 5 =0
£3 decir: Cp {0

Supongames ahora gue (x%,} n 2 no es una sucesidn de Cauchy.

luego existe un nfimero £ > 0 y enteros np y my tal que

my 7 Ny 2 k y dx = mek - xnkll > E para k = 1, 2,...
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Escogiendo my el mds pequefio, de tal forma que podamos asumir

que:

!)Xm;-l T Fnyp n 4 E tenemos:

k

L ¢ Slhxg - xpo1h + Mxp g =% | < + &
e m, -1 m -1 n c

lle lk k k mk
luego dy —» E+ pues cp — 07
También:

dy ¢ II=

T Xnp I+ i =q - %n | + f=n - Xp |
k*1 +1 e+ 1 !

My k

luego dy £ Cppyq + gj(llxmy - Xnk” ) o+ an+1

)

pues 1]ka+l - Xnk+1 f =‘|!Txmk - TXnkn < @(||ka T oy

entonces E ¢dy £ QQ(dk) + Cmy+1 + Cnk+1

luege 51 K ~——+ ©0 y haciendo usco de la continuicdad por

la derecha de gj tenemos:

€ <o k)



pero ésto no es posible pues £y oo.
Luego (Xp) , 3 o ©s una sucesidn de Cauchy.

Considerandc ©(r) = kr parar>0 vy 0<kcl se concluye

que éste teorema constituye una generalizacidn del teorema

4.1.1 =
El siguiente ejemplo mostrard que no es valido el teore-
ma 4.1.1 para operadores 1 - contractivos,

Ejemplo (4.1.3)

Sea Cqg (R ) el espacio de todas las sucesiones reales
A= (Ap),, 1 tales que Lim A =0 , con la morma
- n—rco

Al = max { ALl / n z]_} .

Para cada A €8 (0 , 1) se define T- A =1 donde
= _..___.._..l +H?Ll| == — . g =
M1 > y R (1 2n+l) A -1 para n=2, 3,...
Como \Wll = \i_gléﬂ\ = l_}jlﬂlg 1 pues A e s (0, 1)
_ - 1 _ - oA -
7 'qnl - \[l 2n+l VoA n—ll ll 2n+l ll n—lis 1.1 1

-

se tiene que T : S (0, 1) ~—~—% 5§ (0, 1)

Obsérvese que para todo A, @ € 8§ (0, 1) con A# @

tenemos:
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TA - T | = | (LA - LRl o 1y oo - 1.
“ 5 | ll( 5 3 53 1 23 @l
- _1 . - R
L., (1 2n+l)7tn_l (1 2n+1)©n-1"") ||

(1 - 2i+l) (?‘n—-l - (Sn-l)"") H

y como lllﬂ";il(}”' < \“7\“ -le “h (=gl Y también

|1 - '2i+1) (AL T @amg) | = ‘l b 2i+1 H-hn—l ) pn-ll
4 lll - @ “ yno= 2, 3,...
entonces: l2a -1l < |- 8l

Supongamos ahora que exista A€ 3§(0,1) tal que T.A = A

entonces por definicién de T tenemos que Ay =_1 + il All
2

y para 1 » 2

[ 2t - I _ - _
il = |a Sirl Al =fn oD (BT M
i-2 \
o T l EO (1 - 2i+1—k) Ay

Obsérvese que:

|2, ] = l(l'él‘é“)'?‘1|



ERE NS e N R 1L

k=0 k=0

Luego podemos escribir:

1-2 i+1
1 .
EN RN Rt I R RN SIS
¥=0 2 j=3
1+2
1 1o Lo () 1 1+1
Perc 1 + .+ ... + ( =) = =2 - { =)
2 2 L 2
2
i+1 i+1
= (I3 s ()T a2 ()T o el
2 2 2 2 4
i+l
=1 1y
4 2
i+1 i+1 i+1
1.1 3 1
= 1 - == (L-c2) Y=+ =y 5 3
=3 27 4 2 4 2 4
luego \hi\ > 3— I‘All para todo 1 » 2
pero &sto no es posible pues Lim A =0
i—oo L
luego T no tiene punto fijo. L7

Bajo ciertas restricciones sobre el conjunto D del es-

pacic X de Banach, el principic de contraccidn puede ser
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extendido a los operadores 1 - contractivos. No es nuestro
propdsito por el momento de profundizar en &ste sentido.
A continuacidn enunciamos el famoso teorema de punto

fijo de Brouwer.
Tecrema 4.1.4 { Punto fijo de Brouwer).

Sea E>Oy .§(O,E)={xemp /nxngE]parapzl,

entonces cualguier funcidn continua de S (O,E ) en 5 (0, &)

posee al menos un punto fijo.

La demcstracidn general de é&ste teorema se aleja bastante
del contenido de &sta tésis raz&n por la cual sdlc presenta-
mos la prueba para p = 1. Para una demostracidn general véase
Dunford - Schwartz pags 467 - 470, véase también Introduccifn
a la Teoria de Conjuntos y a la Topologia de K. Kuratowski

pags. 203 - 209,

Demostracidn del tecrema de Punto Fijo de Brouwer para el

caso p = 1.

Sea Z » 0 entonces g (0, i 1 = [— t,lt] ., luego
para una funcidn £ de [rE ,E] en [—E ff} , continua

definimos g (x} = £ (x) - x para todo x€ [-¢ ,E]

-

Es claro gue g es una funcidn continua definida en el

intervalo cerrado E—E ,E] . Y ademds:

g(~2}= F(-FE) + % > 0 puds -, <f(x)< ¥ para
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g | E }) = £ (E y -7 <€ 0 por la misma razdn.
El teorema se verifica si g (E ) =06 g (- £y =0
Supongamos cque g (- £ ) >0 g(f) < 0O siendo g

continua entonces g toma todos los valores comprendidos

entre g (-8 )y g (¥) , luego existe x,€{-E,6 €]

tal que: g (x5) = 0 es decir & (xg) = Xg- )

Proposicidn 4.1.5
Si X es un espacic de Banach finito - dimencional sobre
el campo K y D T X cerrado acotado y convexo. Entonces

toda funcidn T continua de D en D posee punto £ijo en D.

Demostracién .
Supongamos gue X es un espacic de Banach, n - dimensio-

nal sobre K = R

Y sea {_xl' Xorerny Xn} una base del espacic vectorial
X.
Definimos sobre X la norma de un elemento x = (Ay,...,A,)
COmO:
2 1/2 n
Ixit = [E (A } para todo x =E A:xy e X
- i . 11
i=1 i=
donde 7\16 R , 1<t<en
Consideremos, tambié&n la funcidbn ? : R . X

definida por:

n
Py =32 L Agxg domde M= (Mg, Ay A e R
l:



Entonces ? es biyectiva, bicontinua y lineal. Tambié&n
-1 m )
si 0= P (p)={2e®/ pra)y en}
entonces {1 es cerrado, acotado ¥y convexo.

-1
Mas afin si A{A) = $ o T o § (A) rpara tocdo el

entonces A es continua de N en iy

Como A{A) = A <—> T{ @ {A)) = @ (A) es suficiente

mostrar gque A admite punto fijo.

Para r > 0 tal gue 2e{l r— |Al< ¥ tenemos que Ccomo

n

R eg un esgpacic de Hilbert entonces:

para todo A€ § (0, r) existe un finico punto. P(A)e (2

tal gue: H?\— P(ﬂ.]]i = min [ IA-R|/ ne }

giendo P : § (o,r) —> (Y  continua y P(A) = A si Ae(l
Entonces la aplicacidn C: § {0,1) ——»R B

definida por C{A) = % Ao P (r A) es continua de

§ (0, 1) en si misma.

Luego por el teorema de punto fijo de Brouwer, existe

Z £ S {6,1) tal que:

i_ AoP (r z) = z
Y
A OP {(rz) =1 2

Pero r z &€ Im (A)C;fﬁl entonces Plr z) = r z.
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Luego r z es un punto fijo de A. 7

Proposicifn 4.1.6
Sea X un espacic de Banach y D un sub-ceonjunto cerrado
compacto y convexo de X. Entonces toda funcién T : D ——= D

continua tiene punto fijo.

Demostracidn.
Siendo D compacte existe un sub-conjunte {xl,...,xn} de

D tal que min { lx = Xi“ / i=l,...,n} < g para todo x € D.

Para tode j ¢ { 1,...,0} definimos; X& : D ~10,£f1 por

{ 0 si Ix - XjH > ¥

¥ -lx - X0 osiolx = xjH <k

¥ o(x) =
J

Notemos que ‘?j para j € {l,...,n} es centinua y

ademds como para todo x € D , existe X tal que
[lx = x; 4 < §
entonces existe i€ {l,...,n} tal que -fi {(x} > 0

luege  Max { Y.

j (xy / J € {l,...,n}} 7 0 para x € D,

+ X por:

g (x) =(i Ti (=) x5 ) .(i ;)
4 i=1 i=1

Definimos la funcidn ?zz D

Como max T.(x) /5 ¢€ {l,...,n >0 ara todeo x €D
5 J p
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n ~1
entonces { E fi (x) ) existe y ademés f% es con-
l:

tinua de D en co | {xl,...,xn} ).

n
> T (xy - %)
1= “
n
E fi (%)
i=1

Mas afin I’Q(X) - x| 31’

n n N
entonces: H(%(x) - x| ¢ E |Fi(x)|ﬂlxi - XIHE fi(xn L
i=1 1=

5(15:21 Foab ) - L—E Foo) =8

Sea ahora J! = & ( {xys...yx5} ) vy notemos en prirer

lugar que {) C D pues D es convexo y cerrado.

Definimes la funcién B (x) =(% ¢ T (x) para todo
xe ) luege B es continua de {1 en [ﬁl . Siendo () com-
pacte y convexo de un espacic finite - dimencional Xf

Donde Xy es el espacio generado por {x{eeuxy)

Luego por la propesicidn antericr tenemos que existe

Zy ¢ fY  »p tal que:

G% (T(ze) = Zg

De agqul ~ue se tenga:

I T(zg) -z 0 = || T(zp) - B, (T (ze)) ]

£



= 18 (T(zp)) - Tz | ¢ £

23

Es decir: V>0, Jz; € D : llT(zg) -zl < £

Como D es compacto existe una sucesidn (; nlpn»1 ¢9€& nimeros
positivos y un z € D tal que:

Lim & n =0 y  Lim z; =z
n

n —» oo I —+00
Luego W T(z 3 ) - zp < g
n n n
y siendo T continua tenemos:

| T(z) - z || =} Lim ¢ T(z§ - z§ il = Lim { T(z ; )y -

N+ o

entonces T(z) - z =0 g T (2) = Z
entonces z es un punto fijo de T. ja
Teorema 4.1.7

Supongamos gue X es un espacioc de Banach y D un sub-
conjunto de X, acotado convexo y cerrado.
Si T es una funcidén d& D en D & - a - Lipschitz con
0 <a<l . Entonces F = g xeD / T(x) = x} es no vaclo
Yy compacto.
Demostracibn.

En primer lugar F es cerrado. Fn efecto si xé&€ F



entonces existe una sucesidn (xp)p 5 1 &n F tal cue:

Lim X, = X

n— oo
Siendo T continua tenemos que:

T(x) = T (Lim x,) = Lim T (xn) = Lim X = X

N —+ oo N -+ oo n —+ oo
Luego x € F de donde F =F

Bhora T(¥) = {T(x) / XEI?} = {T(x) / T(x) = x} = F
entonces o (F) = a&[T(F)] <« a & (F) de donde

A(F) =0 pues 0<a <1l y luego F es compacto.
Mostremos ahora cue ' es no vacio.
sea {) = D y definamos 1L =co (T({}) ,_4)) para nz1

Entonces se tiene cue (Y, (C () ,.q Y luego:

d_L(lrQ ¢ anl ok ({Ly) paran=1,2,.

Como a <1 se tiene entonces que: Lim ol({) ) = 0
n-—oa -
fv +)
Luego por 1.2 ) = rw-r? es no vacic y compacto, ya

n=0
que {) es cerrado.
M3as aflin fﬁ) es convexo va que es la interseccidn de

conjuntos convexos.



Notemos ademis que:

Ty C T T STy o)) =)y s 20

Entonces:

T(Q)=T(F\ Qn1=(?\ T, C (%Qn—(l
n=0 n=0 n=0

Es decir T () O]

Luego por la proposicién 4.1.6 , existe ze()1 C D tal gue

T(z) = z , es decir F Py =

Una importante consecuencia de éste teorema para fun-

ciones completamente continuas es el siguiente.
Corolario 4.1.8 (Teo. de Punto Fijo de Schauder).

Sea D un su-conjunto cerrado, acotado y convexo de un
espacic X de Banach y T una funcidn de D en D completamente

continua. Entonces existe un punto x € D tal cue T(x) = x.

Demostracidn.
Siendo T completamente continua entonces:
&fr (1)) =0 para todo () & D.
Es decir T es Ol - 0 - Ligschtz y se concluye. —7

En forma mis general tenemos el siguieénte corolario.

Corolario 4.1.9
5i D es un conjunto cerrado, acotadeo y convexe de un

espacio X de Banach vy T v F son funciones continuas de D en ¥



con las siguientes propiedades:

1) (T + F) {(x) € D para todo x e D

2) P (D) es compacto

3) existe un nimero 0 ¢r<¢ 1 tal que {] T(x) - T(y}|l <«

r || x - yWpara todo x, y € D.
Entonces existe un z ¢ D tal cque (T + F) (z) = =z.

Demostracibn.
sea {1 © b =t al(T+F (0] ed 2Ny + PN
Co () v dFUN)
peroc por 2)  A&lF({L)] =0 y por 3) T es O- r - Lipschtz

véase 2.4 EFs decir:

ofir + ML) ¢ r o (L)

Luego por el teorema 4.1.7 existe z € D : (T + F) (z) = z. /7
Solo anctaremcs cue por 2.5 el ejemplo 4.1.3 nos propor-
ciona tambié&n un ejemplc de una funcidn d - 1 - Lipschtz gue
no posee punto fijo.
Para demostrar el priximo tecrema necesitamos del

siguiente lema:

Lema 4.1.10
Sea X un espacic vectorial normado y D un sub-conjunto
de X, no vacio., Sea fg: D —— X una funcidn tal que

(id - fo) (D) es cerrado en X. Supbngase gue hay una
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sucesidn de funciones {fj} , fj : D—s X J>1 tal
gue converge uniformemente a f,, con la propiedad de que,
para todo j > 1 , fj tiene punto fijo.

Entonces f, tiene un punto fijo también.

Demostracidn,

Para cada j > 1 definimos:

gj = id - fj : D e X

Entonces para todo j , fj tiene un punto fijo si vy sdlo si
0€ g (D).
Como fj — f, uniformemente entonces:

para & > 0, existe N tal que si j » N entonces

llfj = fo]l < E

Luego || gj - go I = Il id - £5 = id + £, = £5 - £,

entonces gj dsy uniformemente.

Es declr, dado § > 0 existe ny € tal que si j > ny
entonces || g5 (x) - go(x)“ < ¥ para todo x & D. Pero

gy (x) = go{x) H<E4:—p-gj(x) € B (go(x)s E) = golx) + EB(0,1)
Luego para j z ny , g5 (D) C go (D) + ¥ B (0,1)

2
y entonces 0 € gy (D) + £ B (0,1) para cualguier [ > 0,

puesto gue fj posee punto fijo para todo j.

il

Luego 0 € é;}ﬁ) go (D) va que por hipdtesis g, (D) es
cerrado,

Es decir f, tiene un punto fijo. [



El siguiente teorema fija condiciones bajo las cuales

una funcién A& - 1 - Lipschitz posee punto fijo.

Teorema 4.1.11

Dado un conjunto D cerrado, acotado y convexo de

algn espacio X de Banach. Entonces toda funcidn

.

f.D —+% D o.- 1 - Lipschitz con la propiedad de gue

{(id - f) (D) es cerrado tiene punto fijo.

Demostracidn,

Sea Xp € D arbitrario y para todo r ¢ [0,1)

definimos fr =rf + (1 - r) Xqo-

Entonces para cualquier {)Y C D tenemos:

dlir (O] =a|rf () + (1= 1) %] ¢ dfr £ ()]

7N

luego o [£_ (N1)] roo [2O0)] ¢ v ()

Es decir cada fr es - r - Lipschitz. M&s afin

fr (D) € D por la convexidad de D.

Entonces por el teorema 4.1.7 cada fy posee punto

fijo.
Afirmamos que f, ——+ f uniformemente.
En efecto: |[f. - £ = sup [ fp(x) - £(x)||
xe D
=sup |l r f(x) -~ £(x) + (L - ) Xq |l

X &€ D



luego I fy - £l =sup Il = (1 = r)f(x) + (1 - r)x, ||
x €D
= sup (1 - 1) (% - £(x)
x € D
0 sea |[fr -~ £} = (1~ 1) sup || x5 - £(x){l € (1 - r) diam D
X € D
asi |lfr - f |l se puede hacer tan chico como gueramos
a partir de un r ¢ [0,1). Esto nos muestra que las fy tien-

den uniformemente a f.

Luego siendo que (id - f) (D) es cerrado por hipdtesis
se concluye por el lema anterior, 7
Teorema 4.1.12 (Teorema del punto fijo de Sadovs kii)

Sea D un conjunto cerrado acotado y convexo de algln
espacio X de Banach. Entonces tcda funcidén f condensada de
D en D admite punto fijo. Y F- {x €D/ f(x) = x} es

compacto.

Demostracién,

sea F= {xeDdD/ flx) = x}

Claramente @ es un conjunto cerrado.

ahora como f (¥ ) =& = tenemos que:
d(F) = d\[f(?)] < S F) siempre que o (¥ ) » 0O
lo cual no es posible. Luego dj'} y = 0.

0 sea ?? es compacto. Demostremos ahora cue %2# @
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Para un x, € D arbitraric. Sea ¢ definido como

sigue:
€ = {cc D/ es cerrado, convexo, x5 € Cy £(C)cC )

C#¢ ya que De T

Considérese el conjunto C = M
Cet
Afirmamos que C, es cerrado, convexo , X, € C(Cg. y ademas

£ (Co) € Co.

En efecto: C, es cerrado y convexo por ser Interseccidn

ol
de cerrados y convexos respectivamente.
Ademds x5, € Cg pufs se verifica que xo € C para tedo
C e ¥,
Para y ¢ £{Cay) tenemes que existe x € C, tul que
y = f{x) Jluego x € C para todo C € € , entonces f{x)=y ¢ C

para todo C ¢ € . Es decir y € Cgy. Con ésto podemos de-

cir entences que C, € =,
Mas alin supfngase que o (Cq) » O entonces:
d[f ()] < a(Co)

sea C; = Cy ( {x,J\J£(Cp)) ; como £(Cp) C Cp y Cg es

COoOnveXxoe Y cerrado se tiene que:

luego £(Cq) C £(C5) C C; de aqui ocue C{ € © y entonces



Cy D C4- C sea C1 = Cpy , pero ésto es imposible pués:
c{(Cl') = d[E—o { %0} Uf(co))} = A[f(Cq < oL (Cg)
Luego (X(CO) = 0 1o cual nos indica que C, es compacto.

Entonces por la proposicidn 4.1.6 tenemcs gue f admite

puntc fijo en Cn vy luego en D. 7
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4.2 OPERADORES SOBRE CONOS

El propdsito de ésta seccidn es el estudioc de la exis-
tencia de puntos fijos para cierto tipo de operacdores defi-
nidos scbre un cono C de un espacic de Banach ¥ sobre IE.

Introducimos ciertas definiciones y notaciones tales

como:

Definicidén 4.2.1
Sea X un espacio de Banach scbre 1K y C un sub-conjunto

de X. Se dice que C es un cono si para todo x, v € Cy 220

se tiene que Ax, xty € C,

Si C es un cono y ademds es cerrado se dird que C es un
cono cerrado. En &sta seccidn, a menos que se diga lo contra-
rio, C denotari un cono cerrado.

Ademds si r » 0 denotaremos C, al conjunto:

c. = CM5(0,r) = {XE_C/ Wx gr}

Definicién 4.2.2
Un operador T continuo y acotado sobre X se dira

ol - Lipschitz si existe un nGmerc k tal que:

Al TY) ) ¢ k A(())

para todo fl C Dom T , fi_acotado.

El infimo de tales nimerocs k se denotard por ﬁiTild.
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Definicién 4.2.3
Un ocperador T de C en X se llamari casiacotado si:
1) T +transforma conjuntos acotados de C en conjuntos acota-
dos Y

ii) CI(T) = Lim HT(X)H L Q0
ixij—+co =y

Un resultado inmediato es que sl T es lineal vy transform=a
conjuntos acotados de C en conjuntos acotados, entonces T es

casiacotade. En efecto por ser T lineal, existe k >0 tal que:

HT{x)l ¢ k x| para todo x e C.

Luego  Lim Tl ¢ ¥ <oo para x # 0.
tX i —+oco If X1}
El conjunto de todos los operadores de C en X casiacota-
dos se denotari 2(C,X). Ficilmente se comprueba que si

T, Fe 2(C,X)y AelK entonces T + F, AT ¢ 2(C,X) con:

g(T + F) ¢ g(T) + g(F) vy a( AT} = {rj g (T)
En particular, 2(C,X) es un espacio vecotrial scbre
IK v ¢g(-}) es una semlinorma sobre 2(C,%x).

Un resultado fundamental relaciocnado con punto fijo

para operadores casiacotados es el siguiente.

Teorema 4.2.4
Sea T € 2(C,X) cong(T) « 1 y T de C en C. Suponga-

mos ademds que T es d - Lipschitz con ([T (i, < 1.
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Entonces F = {ZGIC / T(z) = zj es no vacio y compacto.
Demostracidn .

Como g(T) <1 existe R>»0 tal que | T(x)]l <|ix} si
X€C vy Ix# 2 R. Fsto implica en particular cue F C Cy.
Tomando M = sup { IT(x)h / xecC, Uxlh ¢ R} v
r=max [ R,M} se tiene que T(C.) C Ci.

En efecto si x €T(C,.) entonces existe x, € C,.(xn5 € C
y Wx b ¢r} tal que x = T(Xg).
i xp es tal que [Ixgyll 2 R entonces #xi = IT(x, )l <ixqi ¥
luego x € C..
Por otro lade si lixgl < R entonces Hxllzt\T(xo)“ ¢ M ¢ r

y tambi&n x € C.. Como T es d - Lipschitz con HTil, <1
entonces segln el teorema 4.1.7 FMN C. = F es no vacio
y compacto. 7
Corolario 4.2.5
Supbngase que T ¢ 2(C,X), T o - Lipschitz de C en C, Si
A > 0y max {q(T), T ilg } 4 1_1 entonces Im{I- AT} D C.
Demostracidn,
Sea z € C. Considérese el operador T, definido por
x) = AT(x) + z para todo x € C.
T, es 4~ Lipschitz con [IT,I[4 < 1. En efecto para
tode )L  sub-conjunto de C, acotado tenemos:
o [T, (V)] ¢ otfam(n) +z] =«{AaT(N]
luego O(ETZ(Q):' < RO{ET(Q)]

entonces para todo §, » 0 se tiene:
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AT, ¢ A Thg+ { ))

se tiene entonces que T, < ALNTH 4 + ) para todo

E >0

luego H’I‘Z”qL < A lT]l, por la arbitrariedad de E .
entonces lr, Ny < R-xiz 1
Ademds  q(T,) = Lim Ul aT(x) + z)| ¢ 2Lim Tl

B X j— =i X >0 |IX1]
luego q(T,) <2agq(T) < anl=1

Entonces como T, esta definido de C en C, por el teorema

anterior tenemos que existe un x € C tal que:

X = A-T(x) + z
es decir z = X - AT{x)
luego z ¢ Im (I - AT, =7

Teorema 4.2.6

Supbngase que r 3 0 y T un operador condensado de
Cr en X. BSupdngase tambi&n que para x € C, con (x| =71
se tiene T(x) # A x para todo A > 1.
Entonces:

@:= inf {irﬁx - Txl / Aa>1, x ¢ Cyr cOn x4 = r} > 0

Ademds si F es un operador continuo y acotado de C, en
X tal que T + F va de Cy enC con T + F & - Lipschitz y con
hT + F 1,1, Tambi&n si jF(x)ll < p para todo x € C con
I x1ll = r , entonces existe un x € Cr tal que {xw<¢<r ¥y

(T + F) x = x.



Demostracidn.

Supbngase que ‘3 = 0. Entonces existen sucesiones
(;ak)kg { en f{1,0) y (xx)g ,q en C con Mlxpl = r para

todo k, tal que:

(1) Lim B A - Tixg) | = 0.

kK—-»w

Ahora siendoc T acotado existe M >0 tal que {IT(x) < M,

X € Cy.
Entonces (le)k> ;1 es acotada. En efecto para ﬁf= 1
Tenemoes: Hakxkﬂ —|fT(ka[5 Hﬂkxk - T(x)]l <1 para

k > N, donde N es un nlimeroc cuya existencia esta garantizada

por (1).

I

Luego A I X < Tz ] + 1, k > N

L

entonces Rk r <« M+ 1, k2N

es decir Ak ¢ M+ 1 ' k>N
r
Luego MO = max { al,..., ﬁk-l' M ; 1 } es una cota de
(Axiks 1 Entonces podemos asumir que iim Ay mAg 2L
y luego:
(2) Lim |} ﬁoxk - T(x )l =0
K-+ oo

lo cual implica que Lim y,, = 0 donde vy, =7 x, - T(x,)

k k ok 4

Luego si ) = { xk/kz 1} ¥ fj = { yk/kg l}
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, + 1 T(xk)

entonces como X =Y
7‘0 71'0

se tiene que:

I N+l {Tx) /ka1]
Ay As

n c

luego a1y ¢ 1 A () + 1 d\BT(xk) /k}l}]
A

o (o]

entonces o)) ¢ L. [T(ﬂ)]

St

0]

Si suponemos gque al{{)) >0 entonces:

) 1 T} <« 1o

A o
lo cual no es posible pués ﬂa > 1.
Entonces d({)) =0 lo cual indica que existe una
sub-sucesidn de (xk}k;zl convergente a un x4, € C con
HXQH = r.
Sin pérdida de generalidad asumamos gue Lin X = X
k-—roco o
entonces:
hoxo - T{x,) = Lim (Aoxy - Tix,)) =0 de (2)
n—e oo
Es decir ?leO = T(xO) con 71021 Y “xo N =r 1lo
cual contradice la hipdtesis. Luego @ > Q.

Supongamos ahora que F es un operador come se indica en

el teorema, y consideremos la retraccidn r -~ radial



x , 81 {IxW s r

Q. (x) =
r X, si {xl>r
bx
Es clarc gque ¢, : C ——- C es continuo y condensado
pues Q, es & - Lipschitz con JIQqu < 1.

Sea R > r tal gue Im(T + F) C;CQ Definimés el operador

Ao de (g en Cy por:
Ao(x) = To Q. (x) + Fo 0, (x)

Entonces A, es continua y d - Lipschitz con
Hagtlq = H AT + Flo Qp i <ifT + FlH, WQehy <2

Luege por el teorema 4.1.7 Ay, tiene un punto fijo

X5 € Cn.
Se tiene ademéds que Xyl < r. En efecto supongamos gue

r < fixg| ¢ R , entonces si A = HX:U, Azl v
AL (%g) = T(Q(x5)) + F (Qp(x5)) = T( r x_) +F( _r x)

X5l i Xl
-1 -1 _
Ao(x = T L xo) + F( ATxg) = X,
Sea z = ﬁ_% Xy i entonces , T(z) + F(z) = A -2z

luego F{(z) = Az - T(z)
entonces P gllFIz)ll = laz - T2)]] < p lc cual noc es



posible razdn por lo cual se tiene que X | < T.
Y entonces T(xg) + Fixg) = x4. 7

Un corclario del tecrema anterior se obtiene cambiando
T condensing por T «d - Lipschitz con HT|1q< 1. 8u verifi-
cacifin es trivial.

Tambi&n se tiene el siguiente corolario.

Corolaric 4.2.7

SupbSngase que r > 0 vy T un operador condensgdo de Cy en
Ccon T4 ¢« 1 ¥y con la propiedad de gue, para tode x € C
con Hx| = r implica T(x) # A x para cualquier A »1.

Entonces T tiene un punto fijo en C,.

Demostracidn.

Basta tomar T = 0. L7

Otros resultados importantes de puntc fijos sobre conos
se obtienen cuande conciderameos un operador T asintStico a un
operador lineal T . Para tal efecto tenemos la sigulente

definicidn.

Definicién 4.2.8
Sea T un operador acotadc, es decir que transforma con-
juntcs acotades en conjuntes acotades, T : C —+ X,
Se dice que T es asintbtico a el operador lineal acotado
T' = Té () scbhre X si:

Lim ”T(x) -7 (x)ll =0 para x € C.
Xl — w (%




A TA (o ) se le llama derivada de T a través de C.

3=

Se tiene la siguiente proposicién:

Proposicidn 4.2.9
Bajo el contexto de la definicidn. Si T es asintdtico

a T' entonces T € 2(C , X) y g(T) ¢ \T'Y

Demostracidn.

Como Lim HIT(x) - T'(<x)l =0, x €cC entonces existe
X =0 x
R > 0 tal gue si x| > R entonces I[T(x) - 7' (x) |l ¢ E
X il

para x € C y § » 0 arbitrario.

Luego Tl - et eoll ¢ 1) - 7r )l < Lixa
0 sea T o3+ HTrx) g+ Motz = g+ ho
lix 1 nxyg - X
luego Lim Ioex)df (ho
[Xf—00 UIX{ b
es decir T € 2 , X y qg(m < l71'}{ . (7

Los siguientes lemas facilitardn la demostracidn de un

teorema importante sobre punto fijo.

Lema 4.2.10
Supbngase que T : C —— 5 C y T' es la derivada asin-

t8tica de T. Entonces T' : C —» C.

Demostracidn,

Supongamos lo contrario, es decir gue existe un z € C ,
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Z F0 v T'{(z) ¢ C.
Comeo C es cerrado entonces d =d (T'(z), C) » C.

Sea t » 0, -entonces tenenos gue:

d(T'(tz), C) = inf { WT'(tz) - xi/ xeC} = inf {t I T"(2) -
£kl /x ec} = t inf iHT'(z) -tk /x ec } =td ya que
t=l ¢ = c.
Ahora para E== d ;, existe R >0 tal gue:
2z
Wriez) - T (e2)ll < fltzl para t » R
pero {lltzll = _d fJtzi = dt y por hipbtesis T(tz) & C
2z ] 2
luego d{(T" (tz) , C) « dt lo cual equivale a
2
td . dt lo cual es contradictorio, pues 4 > 0,
- 2
luego T8 ¢+ ¢ — = C. -7

Lema 4.2.11
Supfngase gque T es un operador & — Lipschitz de C en
C con derivada asint&tica T'. Si T, es la restriccién de T'

a C, entonces llT;]]d < T iy .

Demostracidn,.

Sea B = T} vy R=B-1T , entonces: Lim [R(x)|=0
IXifree ([ X ]
xeC
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Sea {1 un sub - conjunte acotade de C tal que:
F=inf {nxW/ xec 1 }>0
vy sea G‘=sup{i1xu/xeﬂ}

Come Lim f{R(x)f =0 para x € C , entonces para [ > 0
PXi—»oo  lixy

existe r =r(f) > 0 tal que WR(x)V ( F xi
20
para x e C ¥y WxW% >r.
Si 3 , K. ¥y xc{) entonces (axi, r |(x},_r g =T
2 e 3 P
y luego WR(Ax)H . & auxi 2 ag = 2E&
2o T 20 2

Cbsérvese también gue para x, vy € {) se tiene:

WR( 2 x) - R A9l ¢fR(C Aol + HR(ﬂny<_1£_+_&;_==EE
5

y pasande al sup tenemos que c([R(aﬂﬂ ¢ SR(anm )] < RE

Luego se sigue que:

AdB (N =B )] = dT+RrR (a0 ¢ 4T(an)] +
AR (AN)]]

AdB Q] < UTH k(A +AE = AChTY () ¢ E )

entonces: 4 [B () )] Q_HTIId-d(ﬂ) + % para tode { > 0.

luego: dfB () < HTHd-d\(Q)-
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Nétece ademds que:
oz.[jB(cE 1 < S[B (Cy b ¢ WBi §(Cg) < 2Bl puesto que
para X,y € CE , IB(x) - B(y)ll = IB{x = y)¥ <UBY Ix - vyl

para § > 0.

ahora si {1 es un sub-conjunto acotado de Cy £ > 0
si = {xef) /uxi<p} vy ﬂ2={xeﬂ/uxnz}:3
entonces:
dB(N)] = aBOMNUN)] = d BN WUBINY] =

max { aB(] 5, & (BN}

luego d[B(fﬁ ﬂ < max { 2 t BUE, HTluwi(fl)}
Como &sto es vilidoc para tocdo | > 0 entonces se concluye que:

ABM)] ¢ HTud'd_(fﬂ ) para todo {) € C acotado.
Luego B, <ury . L7

Teorema 4.2.12

Supbngase que T es un operador o - Lipschitz de C en
C con IliTliyg < 1. Si T es asintdtico al operador lineal
acotado T', v si1 T' no tiene vectores propics positivos
correspondiente a un autcovalor mavor o igual a 1, es decir
z >0, v a2>1 entonces ?'(z) # Az,

Entonces T tiene un puntoc fijo en C,.

Demostracidén.
Sea T0 la restriccién de T' a C. Por el lema anterior

tenemos que [ Tylly < HTHQ<ZL. Y vor hipdtesis se tiene ogue:
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To(2) # Az para z € Ccon Wzl =1 y 2A21. Por otro lado
si % =inf {finz - Tg(2)V / zeC, yzu=1 y A21)
entonces: L > 0 por el tecrema 4.2.5.
Como Lim IT(x) - To(x)Jll = 0 para x € C
Xl —» oo WX
entonces existe r > 0 tal gque si x € C con txhz2r
se tiene: NT(x) - To(x) 0 ¢ & j x| (%)
2
Ahora siendoc que To(r‘l w) = r~1 Ty (w) para wecC
tenemos:
{H%w-TO(w)H Jw e C, twil=1r, A21 }
= {rnnr‘lw - Tolr~lwill S wec, wwi = r,Az]}
= r {Uﬂz - Tolz)l /zeC, 1zd =1, A 21}
donde z = r lw v entonces lizll = iriwl = rrilwl =1
luego inf {1Ihw - Toflwill / weC, iwll=1r, 2 21} =r§
Entonces si Rg(x) = T(x) - Tgix) se tiene que
Hr (x) b = l7T(x) - To(x) ] r
o] o < _g_.
para tode x€C y Ix il = r segn (*) Es decir Ry es acotado,

Mas afin Ty + Ry es la restriccidn de T a Cy.

Luego KTy + Rylly €T, ¢ 1, entonces por el teorema
4,2.5 existeun z € C, tal que:

Ty (2) + Rg (2) = 2z



y entonces Tolz) + Tfz) - T

T (z) = =z i 7

Corolario 4.2.13
Bajo las hipotésis del teorema anterior tenemos gue

Im (I - T)DC,

Demcstracién.
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Sea w € C y defindse la aplicacidn Ty Por Ty (x) = T(x)+w

Entonces:

W (x) - T'(x) = WT(x) + w - Tt (x) <HT(X) - T (x)f + Bwll
Hx =l - Hx HX
y como T es asintdtico a T' tenemos gue:
Lim N (x) - T'"(x)Il = 0
Xl — oo x|

para x € C, luego Ty es asintdtico a T' y por el tecrema
anterior, existe z € C tal que: T(z) + w = 2z, es decir

w =2 - T(z) ¢ sea w ¢ Im (I - T). 1



4.3 CASO ESPECIAL DE OPERADORES.

En &sta seccifn queremos resolver el siguiente problema:
Supongamos que ' es un sub-conjunte cerrado acctado y
convexo de un espacic X de Banach, Q un operador Q :{ ——3 Y
Y espacic de Banach. Si G : IMxQ( ') —s T nuestro
problema es la respuesta a la siguiente pregunta:
4Bajo qué& condicicones la funcidn H, definida por H({X})=G(x,Q(x})
es o - k - Lipschitz?
Para responder a ésta pregunta, primeramente considere-

mos el siguiente lema.

Lema 4.3.1
Supongames que X es un espacio normade y Z es un sub-
conjuntc totalmente acotado de un espacic normado Y.
Si G: X x 2 -——X es continua y satisface las siguien-
tes condiciones:
{( 1} G{+, y} es d- K - Lipschitz (0 < K< oo ) en X,
para tode y € Z;
(i1} Para todo B ¢ X, acotado y para x ¢ B,
G({x,") es uniformemente continua en Z, uniformemen-
te con respecte a x en B.
Entonces: Ci{ LJ G(B,y}] < Ko (B).
vy €7
Demostracidn.
Por la condicién (ii) para cada x € B, G(x,* )} es

uniformemente continua en Z. Es decir:



YEso, i¢$>0 tal que Jyq - yol < § [:b-HG(x,yl)—G(x,yz)H
< 5/3 .

Ademds por la misma condicidn podemos escoger & independien-

te de Xx.

Como Z es totalmente acctade entonces podemos dividir Z
en un nmerc finito de sub-conjunto Z ,L<ick cada unc
de ellos con difimetro < & .

Para un elemento z; € Z; arbitrario, por (i) tenemos:
afe Brz ;)] ¢ K- ol (B)

Entonces para & >0 existe un cubrimiento finito.

i i .
&Al,..., A E(i)} de G(B , zi) con diametro < K o (B)+ E )
Consideremeos ahora los conjuntos & (A;),l <9 < P(i)
3
1 <ic¢k. Tenemos gue para tedo iy F:
Diam 4 (A%) < diam al 25
3 J J 3
<k -d(B) + & + 2F =k d(B) + F
3 3
En primer lugar observemos que: G(Bx2) = {_J c® , v)
y €Z
T, l<ick
Afirmamos qgue {N 3 (A%)} es un
3 101 «y¢(d)

cubrimiente finiteo de G{(B x Z).

En efectc para b € B y 2z €Z , tenemos gue existe
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1<ick tal que z €Z; , luego |l G(b,z )-G(b, 2 O ¢ %

3

pues diam Z; < 5 .

Como G(b, z;) € G(B, z;) vy siendo que iA; Vo1 ¢eq < €1
es un cubrimiento de G(B, z;), se sigue que
3 i
G{b, 2 ) ¢ N % (A7)
3 ]
para algfin j, 1 ¢j ¢ Qi)

Estc muestra que:
& 1G(B * 2)] < K-d(B)

6 equivalentemente:

Teorema 4.3.2
Supongamos que [ es un sub-ceonjunte cerrade, acotado y

convexo de un espacic normado X y Q un operador de [ en un

espacic normado Y. Supongamos ademis que
G : PxQ(M ) — I es continua y satisface las siguientes
condiciones:
L) G * , y) es d- k' Lipschitz (0 ¢k <o) para todo
y e (1)
(ii) G(x,-) es uniformemente continua en Q( " ), uniforme-

mente con respecto a x en |

(iii) Q es completamente continua.



Entonces la funcidn H definida por H(x) = G(x,Q({x)) es
A - k¥ - Lipschitz.
Demostracidn.
Sea Bc I’ , por (iii) QO (B) es compacto.
Pcr el Lema tenemos entonces gue:
afem x 9(B))] ¢ k- o (B)

como | 6G(x,0(x)) / x€ B} (C G(B x Q(B))
Se sigue que: d{g(B x Q(B))] ¢ ci[G(B X Q(B)ﬂ
oL[H(®)] < al6B x TB)] < & &B). 7

Corolario 4.3.3

Bajo las hipdtesis del tecrema antericr si X , Y scn
espacios de Banach, v 0<k<1l. Supdngase también gue M es
un sub-conjunto cerrado, acotadco y convexo de X tal gue
G : FxQ( M) . Entonces G{x,0(x)) = x tiene

solucidn en [* .

Demeostracidn.
Por el teorema antericor H{x) = Gi{x, Q{(x)) es
& - kX - Lipschitz. Entonces por el teorema del punto fijo de

Sadovskii Hi{x) = G({x,0(x)) tiene solucidn. {7

Corolarioc 4.3.4
Bajo las hipbtesis del teorema antericor si 0 <¢k<1l. Y
tambign ' es un sub-conjuntc cerradec acotado y convexce de X,

espaclic normado, tal gue
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G : Pxg( ) —s I donde Q : [ —— Y
Y espacio normado. Entonces el conjunto
s= {xe T /G(x, q =x para algin g eo( )} # P

es compacto.

Demostracién.
Afirmamos que S escerrado. En efecto para
y € 5 —> J{xp\n>1C 5 tal que xp —> y

Pero como {X,) n»q1 < S s Vn 1 J g€ Q1)

tal que Glxy + dp) = X,

Siendo (1" ) compacto, podemos asumir gue existe un

4o € Q(T ) tal que g,—— q,.

Entonces tenemos gue:

n
In— oo n—co

y = Lim x, = Lim G(x, , q,) = Gly , do) por la

continuidad de ¢ —= y € 5.
Claramente tenemos que S ¢ G(S x Q{7 ))

—p o (5) < dfcs x o(T 1] ¢ k o (8

Como k<1 ——=p d(8) = 03 5 = S es compacto.

Concluimos que S #¥ @ por el corolario anterior.

Teorema 4.3.5
Sean X , Y espacios normados vy Q ! X ——3p Y un

operador. Supongase gque tenemos una aplicaciin G:X x Q(X)—+ X
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continua. VY se satisfacen las siguientes condicioness

( 1) G{ -, y) es o - ky ~ Lipschitz en X, para todo ye
Q(x).

( ii) V¥BC X acotado, y para x € B , Yy r Yo € Q(B)

se tiene:

leix , yl) - G(x , Y2)H <\ﬁyl - y2H
(iii) Q es O - ko - Lipschitz.

Entonces: G{x,0(x)) = H(x) es o~ k, + 2 kp - Lipschitaz.

Demostracidn,

Para B C X acotado, debemos prcbar que
B(B) = { Cix,0(x)) / x ¢ B} podemos cubrirlco por un nlimero
finito de conjuntos con difmetros < (kl + 2 k2) ol (B) + E
para § >0 arbitrario.

Siendo Q d - k2 - Lipscnitciana, enhtonhces para

>0 existe { Cl""' Ck} cubrimiento finito de Q(B)

con diam Cj < k, -ol (B) + R , 1 ¢1i ¢ k.

Para cada 1, seleccionemcs un elemento c; & Gy
arpbitrario.

Por la condicién (i) se da que:

ol {6, ;)] < kA (B).

Luego existe {Ai,..., Ai€(1)3 un cubrimiento finito de
G (B, ¢) con diam A% <k, A (B) +5 , 1<3 ¢ €(i) para

&> 0 arbitrario.



- 32 -

Consideremos el conjunto {N h(Ai) / i 53 < € (1)

donde M= -k, o (B) + 7 Entonces:

diam N -

(A?) < diam A§ + 2A
< kyo o (B) + $ + 2 ko -k (B) + 29

<(kq + 2 k2)'d-(B) + 5+ 21)

Sean b € B y Q(b) ¢ Q(B).
Como { Cirevers Ck B e€s un cubrimiente de Q (B)
c—) E i Q) € C; luego:
o) - ¢; | ¢diam C; < k, - (B) + ® . Por (ii)

tenemos entonces que:

le(b, Qb)) - 6(b, c) I < k, d(B) + 1

siendo que G(b, c;)

G(b, Qb)) €

(A7)

1A

0 sea | N » (al
<ic ki
<j¢ ¢

W

de {G(x, Q(x)) /
—p d{aE@] =

Corolaric 4.3.6

€ G(B, Ci) entonces:

i X .
.,\(Aj) para algiin j, 1¢3 ¢ £(i)

} es un cubrimiento finito

(1)

X € B}

& [{exotme B} ¢k + 2 k) d(B).
7

En adicidn alteorema anterior, si X , Y son espacios

de Banach. S5i suponemos ademis que [’ es un sub-conjunte de

X cerrado, acotado y convexo, tal que:



G : Px g(MNy —— I

y gue 05k1+2k2<l con k; 20 ; ky > 0
Entonces  G(x,Q0(x}) = x  tiene solucidn en [’
Demostracidn.

Por el tecrema anterior H{X) = G(x,Q(x)) es

d - kl + 2 k2 - Lipschiciana. Siendo O gkl + 2 ky < 1
entonces por el teorema de puntc fijo de Sadovskii la ecua-

cidbn: x = G (x, Q(x)) tiene solucién en [ . 7
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CONCLUSIOQNFS

Como resultado de mi experiencia en el estudioc de los

distintos temas vistos en esta tesis, cueremos concluir ano-

tande lo siguiente:

1.

Tal como hemos visto la medida de no-compacidad consti-
tuye una herramienta de gran utilidad para investigar
si un conjunto acotado es relativamente compacto o no.
Para el casoc de una sucesidn acotada (x,}n2l como se

ha visto, si d,{xn} = 0 &P (x_.)n:l admite sub-sucesién

Il

convergente, ha sido de gran utilidad.

La medida de no- compacidad constituye, aparte de las
técnicas tradicionales: contractivas, compacta y mond-
tono, una excelente herramienta en el estudio de punto

fijo para operadores no necesariamente lineales,

Sobre los operadores A - demicompactos introducidos en

n
los capitulos 2 y 3, se plantean una serie de interro-
gantes para seguir investigando, por ejemplo:
a) ¢Bajo qué condiciones un overador Ap- demicompac-
to es continuo?
b} El teorema, de punto fijo de Sadovskii nos dice
que todo operador condensado gue reuna ciertas
condiciones sobre su conjunto donde se cefine,

admite punto fijo. Y por la proposicidn 3.1 todo

operador condensado es Ap~- demicompacto. Natu-



ralmente unc se pregunta. éBajo que condiciones,

aparte de la de ser condensado, un operador A -

demicompacto admite punto fijo?



APENDICE

Conjunto acotade:
Un cenjunto A de un espacio metrico es acotade si,

sup {dix, y) / X, y ¢ Al es finito.

Espacic acctadeo:

Es un espacio métrico de di&metro finito.

Espacic compacto:
Es un espacic métrico en el que de toda sucesidn de
puntos pj, Porrens ruede extraerse una subsucesidn

convergente hacia algfin punto p del espacio.

Espacio completo:

86

Un espacic métrico es completo si en &l toda sucesibn

de Cauchy p, es convergente. Existe, pues, en ese

espacio un puntco p tal gue lim P, = P-
n

Espacic totalmente acotado:
Para todo E, ese espacio es la unién de un nfimerc

finito de conjuntos de difmetro menor que ‘&
Capsula convexa (pdg. 11)
Clausura convexa (pdg. 11)

Medida de no compacidad (p&g. 1)

Medida de no compacidad bola (p&g. 20)



13.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19,

20.

Operadores con punte fijo (pig.40)
Operadores compacteos {(pig. 21)

Operadores o - k - Lipschitz (pdg. 21)
Operadores condensados (pdg 28)

Operadores demi-compactos (pdg. 28)
Operadores AL T demicompactos (pag. 28)
Principioc de operador contractivo (pdg. 40)
Teorema de punto fijo de Brouwer (pdg 48)
Teorema de puntc fijo de Schauder {(piag. 53)

Operador «- Lipschitz (pdg. 62)

Operadora acotado (pig. 69)
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