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RESUMEN

Este trabajo es un estudio del grupo fundamental asociado a todo espacio topoldgico.
Dicha construccion esta basada en la teoria de homotopia concerniente a 1 os caminos

cerrados alrededor de un punto fijo. L_as clases de equivalencia definidas por la relacion

de homotopia en el conjunto de 1os caminos cerrados alrededor de un punto fijo
constituyen un grupo respecto a una I ey de composicién definida de manera c onveniente,
el cual es llamado “grupo fundamemtal” del espacio con relacion al punto fijo. En el
caso de los espacios conexos por ¢ aminos, este grupo es independiente del punto fijo
inicial. A través de las nociones ante riores se obtiene una representacion de los enteros
(Z) como el grupo fundamental del circulo. Como resultados principales pod emos decir
que toda funcién continua definida e ntre espacios topoldgicos induce de man era natural
un homomorfismo entre los grupos fundamentales asociados a los espacios. En particular,

si los espacios son homeomorfos, dich o homomorfismo resulta ser un isomorfismo.

SUMMARY

In this work we study the fundame ntal group associated to a topological space. The

construction of such groups is based upon the homotopy theory of closed paths around a

fixed point. The homotopy equivalen ce classes of closed paths form a group, called the
fundamental group of the space relati ve to the fixed initial point, the binary ¢ omposition
law is defined on the set of closed pat hs in such a way that two paths gives way to a new
path whose graph is the graph of the first one continued by the graphs of the second. In
the specific case of path connected s paces this group turns out to be indepen dent of the
initial fixed point. The notions previo usly studied allows us to get a representation of the
group of integers as the fundamental g roup of the circle. As main results we can state that
continuous maps among topological spaces induce homomorphirms between the
fundamental groups associated to the m. In particular, if the topological space s we begin

with are homeomorphic then the corre sponding groups are isomorphic.
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INTROBUCCION



A través de los siglos el hombre ha po dido desarrollar tan ampliamente la mate matica que
en la actualidad sus diversas ramificac iones estan interconectadas con casi tod as las areas

del conocimiento humano.

Durante la segunda mitad del siglo X1X se desarroll6 la teoria de Topologia Algebraica,
pefcibiendose qUe mUchas plopledades de flliciones pelManeclan mVvari ables bajo
defolMaciones. Este problema fue atacado sistematicamente por el matematico Henry
Poincaré, quien encontré diferencias entre curvas defollllables sobre otra y curvas
cerradas en espacios grandes. La idea anterior condujo a introducir la Teoria de
Homotopia como un ejemplo claro d e Topologia Algebraica. Teoria que dej a a un lado
el punto de vista conjuntista de la top ologia y mira a los espacios topolégicos en télllinos
de estructura algebraica; pellllitiendo asi, detellllinar si dos espacios son hom eomorfos o
no. Para ello se asocian grupos a los e spacios y a las fllllciones continuas homo morfismos

de los grupos correspondiente a dichos espacios.
Hemos dividido el presente trabajo en dos capitulos que a continuacion detall aremos.

En el primer capitulo, preliminares, damos un resumen de las definiciones, teoremas y
proposiciones necesarios para desarrol lar 1a Teoria de Homotopia en el segund o capitulo.

Hablamos de espacios topologicos, ba se y subbase de una topologia, funciones continuas,

’ 7 L} . .
topologia producto, topologia cociente, espacios conexos, espacios compactos,

invariantes topoldgicos, categorias y funtores.

En el segundo capitulo, desarrollamos la Teoria de Homotopia presentando las
definiciones, teoremas y proposicione s del tema como lo son: caminos, espaci os conexos
por caminos, homotopia, espacios contractibles, defollllacion retracta. Finalmente
exponemos el tema central “Grupo Fundamental” y el Grupo Fundamental del Circulo

como caso particular y luego algunas aplicaciones.

Esperamos de antemano, que este pequefio aporte incentive tanto a profeso res como a

estudiantes de matematica a indagar mas a fondo esta Teoria.



CAPITULOT
PRELIMINARIES



ESPACIOS TOPOLOGICOS
Definicion 1.1

Sea X un conjunto no vacio. Una tami lia t de subconjuntos de X es una topol ogia para X

si y solo si. T verifica los axiomas sigu ientes:

a. X y ¢ pertenecen a .

b. La unidn de cualquier subf amilia de T pertenece a 7.

¢. La interseccion de cualquier subfamilia finita de T pertenece a t.
Los elementos de t se llaman conjunt os t-abiertos de X; y X conjuntamente con la clase
1, es decir, el par (X,t) es un espacio t opolégico.
1. P(X), la clase de todos los subco njuntos de X cumple con a, b, ¢, por lo cual P(X) es
una topologia para X. Entonces (X, 1) es un espacio topoldgico, al cual 11amaremos
espacio topologico discreto.
Por otfo lado, Ty~ {X,0} es tambien U topolofia para X la cUal es 11amad a topolofia

trivial o topologia indiscreta. Al espacio (X,t( ) se le llama espacio topologico 1 ndiscreto.
Ejemplos

1. SiX=¢,aeX,entoncest,™{HcoX/ aeH} U {¢} es unatopologia para X.
2. Si X=#$, Ac X, entonces 7Ta {Hc X/AcH}uU({$} esunatopologia para X.

3. Sean X un conjunto, no vacio, y T ., ={ AcX/ Aes finito} U {¢}. Es claro que

(X,t.,) es un espacio topolégico para X y 1., es llamada topologia de los

-0

onmplemenan finitos



4. SeaXp € Ky¢€>0,el simbolo Bg (Xo) denota al conjunto de niumero reales tales

A Arsmten w7 w7 wen A
~w vvriuwv AU J 2

subconiunto U de R es abierto si y s 0lo si. para cada xo de U, existe una bola B¢ (xo)

totalmente contenida en U. La colecci 6n de todoslosconjuntosabiertosde R constituye

una topologia, la cual esllamada top ologia usual de R, esta topologia se denotara con el

simbolo Ty.
SUBESPACIOS TOPOLOGICOS
Definicion 1.2

Sean (X,T) un espacio topologico, Y < X. Consideremosel subconjunto 1t de P(Y)
definido por v {O Y / O € t}. Es facil demostrar que (Y,tTy ) esun espacio
topologico. A la topologia 1, se le co noce como la topologia inducida por T sobre Y , y

decimosque (Y,‘EY) esun subesPacio t opol()gico de (X,t}.

Definicion 1.3

Sean 1), T, topologias definidas sobre un mismo conjunto no vacio X. Si todo
subconjunto T;-abierto de X esun sub conjunto tz-abierto se dice que T esmen osfina que
T, 0 que T, esmasfina que T, , lo cual se denota por 1) <1, siysolosi,1C 12

Esclaro que 1y esla menosfina de to daslastopologiaspara X, y, también 1, P(X) esla

masfina de todas. En general, si T esc ualquier topologia para X, entonces: 79 < T <Ty,



ESPACIOS TOPOLOGICOS T,y T,
Definicion 1.4

Un espacio topologico (X,t) se dice T}, si y solo si, todos los subconjuntos finitos de X

son cerrados. Esto es equivalente a afirmar que todos los subconjuntos unitarios son

cerrados.
Proposicion 1.1

Un espacio topologico es T, siy solo si, paratodo x,y €X, x#y, existe un a pierto O tal

que x eOy yeO.
Demostracion

Supongamos que (X,7) es T; ysean x,y € X, x #y. Como {y} es cerrado, tenemos que

{y} {y}.Porlotantox ¢ {y}. L uego existe un abierto O que contiene a x tal que

O N {y} ¢,esdecir,y¢ O.
Reciprocamente, sea ye X y probem os que el conjunto unitario {y} es cerrado. Seax €

X\ {y}. Por lo supuesto, existe un abierto O xtal que x € O,y ¢ O« Tom emos

o on . Resulta claro que O X\ {y} es abierto, entonces O ° {y} es cerrado.
xeX /{y}

Definicion 1.5

Un espacio topologico (X,7) se dice T, (Separado o de HausdorfY), si y sol o si, dados

X,y € X, x #y existen abiertos disjunt o0s O y, O ytalesquex e O,y € O



Por la proposicion anterior todo espaci o T, es T,
BASE Y SUBBASE DE UNA TOP OLOGIA

Definicion 1.6

Sean (X,t) un espacio topologico. Una clase 88 de subconjuntos abiertos de X, 8 c 1,
es una base de la topologia t si y s olo si,
a. Todo conjunto abierto H € T es una union de elementos de £3.
Equivalentemente, 8 — T es una base de t siy sélo si,
b. Para cualquier punto p que pertenece a un conjunto abierto H, existe un
elemento B € £ talquep e BcH.

Ejemplos

1. Los intervalos abiertos form an una base de la topologia usual de la recta R.

2. Los discos abiertos forman una base de la topologia usual del plano RI .

A continuacion presentamos dos conceptos topologicos los cuales son de vital

importancia para el desarrollo del trabajo:

1.  Un espacio topoldgico (X,T) es 2-contable si y sdlo si, existe al menos una base
contable para la topologia t.

2.  Un espacio topolégico (X,t) es separable si X contiene un subconjunt o D el cual

es denso y contable.



Teorema 1.1

Sea f3 una clase de subconjuntos de un conjunto no vacio X. Entonces £ es bas e de alguna

topologia de X si y solo si, posee estas propiedades:
aX u{B/Bef}
b. Dados cualesquiera B, B¥* e 8, B n B* es la uniéon de elementos de £, o

equivalente, si pe B n B*, entonces existe B, € £ tal quepe B,c B n B*.

Ejemplo

1. Sea B la clase de intervalos abiertos-cerrados de la recta R;

B={(a,b] /a,b € R, a<b}. Entonces,  es base para alguna topologia deR.

Definicion 1.7

Sea (X, 1) un espacio topoldégico. Un a clase & de subconjuntos abiertos de X. & < 1, es

una subbase de la topologia T de X, si y solo si, las intersecciones finitas de el ementos de

d determinan una base de 7.

Ejemplo

La clase & de todos los intervalos infi nitos abiertos es una subbase de la topol ogia usual

de X.



Teorema 1.2

Dada una coleccion D de subconjuntos de X, tales que X U{D /D e D},

existe una Unica topologia t para la ¢ ual los elementos de D son abiertos y cu alquier otra

topologia T° que contenga a D es mas £ina que T, estoestC T .

A D se le conoce como una subbase d e T.
Demostracion

Sea B el conjunto de todas las inters ecciones finitas de elementos de D, es decir B € B,
siy s6lo si B ﬂ; D, paraDj; € D; B esunabase de topologiay D c B.
1 es la topologia generada por B den otada por T (B) . Un elemento U de t es aquel que

podemos expresar como una union de intersecciones finitas. Si T° es una top ologia para
X tal que D < 1° , es claro que tod o elemento de T también es elemento de Tt por la
q p

definicién de topologia.

FUNCIONES CONTINUAS
Definicion 1.8

Sean (X,1) y (Y,t") espacios topolo gicos. Una funcion f de X en Y es co ntinua con
respectoaty T , si y solo si, la imag en reciproca f "|(H) de todo subconjunto t° -abierto
H de Y es un subconjunto t-abierto de X, esto es, f'es continua si y sélo si, para todo

Het, f'(H) e 1.



Ejemplos

1. Los ejemplos mas triviales de funciones continuas son la funcion identidad
I,:X > X 'y la funcion constante X — Y la cual envia cualquier punto de X a
alguin punto fijoen Y.

2. Si X es un espacio con la topologia discreta, entonces cualquier funcion
f: X > Y escontinua. Esto es claro, ya que la imagen inversa de cualquier s ubconjunto

abiertode Y esabiertoen X .
3. Si Y es un espacio con la topologia indiscreta, entonces cualquier funcidn

f : X — Yes continua.

Teorema 1.3

Sea X.,Y y Z espacios topologicos. Si f: X —>Y y g:Y —>Z son funciones

continuas, entonces la composicion 27  gf : X — Z es continua.

Demostracion

Sea U un subconjunto abiertode Z , entonces g '(U) es un abierto en Y y

f(g7'(U)) esunabiertoen X .Pero (gf)'(U) [ (g '(U).

Definicion 1.9

Dos espacios topaogicos X'y Y son homeomorfos otopologicamente equivalentes si
existe una funcion biyectiva f* X — Y tal que /'y f'sean continuas. La funcién frecibe el

nombre de homeomorfismo.



TOPOLOGIA PRODUCTO

Definicion 1.10

Sea {(Xi, Ti)}ie1 una coleccién de espacios topologicos y sea X el producto de los
conjuntos X; ( X II, X;). La topologia menos fina t de X, respecto ala cual son
continuas todas las proyecciones I1; : X — X; precibe el nombre de topologia
producto. El conjunto producto X con la topologia producto t , (X,1), es el espacio
topolégico producto. En otras pal abras, la topologia producto t del conjunto

producto X ' IT; X; eslatopologia ge nerada por las proyecciones.
Ejemplo
1. Latopologia usual de R* esla to pologia generada por las proyecciones de R” en R.

Proposicion 1.2

Dados (X, 1) y (Y,1") espacios topologicos, el conjuntoB {UxV/Uex,VeT}

es base para una topologiaen X x Y.

Demostracion:
Sean Bl, B2 en B con B1 U] X V[, B2 Uz XV2.
Dado (m, n) eB;n By, existe B; (U} nUy) x (Vi Va)

Tal que (m,n) e Bsc B~ B; conB3e B.



TOPOLOGIA COCIENTE
Definicion 1.11

Sea (X,t) un espacio topologico y sea P una particion de X. Formamos un nuevo espacio
Y, llamado espacio cociente, como s igue: los puntos de Y son los miembro s de P y si
q: X — Y es la funcioén cociente, la t opologia para Y es la mas grande para l a cual qes
continua, es decir, U C Y es abierto, siy s6lo si, q"'(U) es abierto en X. Esta t opologia se

llama topologia cociente.
Como cada particion P genera una reBacion de equivalencia R a Y también s e le denota

Y X/R.
Teorema 1.4

Sea Y = X/ R un espacio cociente y (Z,7") un espacio topoldgico. Una funcion f: Y - Z

es continua si y so6lo si, fo q es contin ua para q: X— Y.

Demostracion

Si fes continua, f'0 q también lo es. En sentido contrario, sea f o q continuay sea U < Z
con U € 1°. Para ver que £ '(U) es un abierto de Y, debemos tener que R AR(S))

sea abierto de X, es decir, (fo q)'l( U) lo sea.

10



ESPACIOS CONEXOS
Definicion 1.12

Dado un espacio topologico (X,t), una separacion para X, la constituye un par A, B de

subconjuntos no vacios, abiertos y talesque AUB XyAnB=¢.

Ejemplo

Sea X (0,2) -{1} con la topologia inducida t,s sobre Ry sean A (0,1) yB (1,2)
intervalos de la recta. Es claro que A y B es una separacion para X, pues AU B Xy
ANnB-¢.

Definicion 1.13

Un espacio topologico (X,1) es conex o si y solo si, no existe una separacion p ara X.

EJ emplos

1. R con latopologia usual es un es pacio conexo.

2. Todo espacio no unitario con la t opologia discreta es no-conexo.
Teorema 1.5

Un espacio topologico (X,t) es conex o si y s6lo si, no existe una funcion f: X — {0,1}

que sea continua y suryectiva, en don de {0,1} esta provisto de la topologia dis creta.

11



Demostracion

Si X es conexo y existe f : X—{0,1} continua y suryectiva, entonces los conju ntos f (0),
£ '(1) forman una separacion para X, 1 o cual implica una contradiccion.

Bor otro 1ado, st X es no conex o existe una separacion A, B para X. Si definimos
f: X — {0,1} como f(x) Oparax € Ay f(x)=1 parax B, se tiene que fes c ontinua y

suryectiva lo cual contradice la hipote sis.
Proposicion 1.3

Sea (X.t) un espacio topologico y A, B una separacion de X. Si C es un subespacio

conexo de X, entonces Cc A o Cc B.
Demostracion

Si se diera simultaneamente que A ™ C # ¢y B ~ C # ¢, entonces estos do s conjuntos

formarian una separacion para C.
Teorema 1.6

Sean (X, 1), (Y, t°) dos espacios top ologicos con X conexo. Sif: X—Y es continua,

entonces f (X) es conexo.
Demostracion

Si f(X) es no conexo, existe g : f(X)— {0,1} continua y suryectiva. Por tanto g o fes

continua y suryectiva, lo cual es una ¢ ontradiccion ya que X es conexo.

12



Lema 1

Si f:I—>R es una funcién continua tal que el producto f(0)f(1) es finito y no

positivo, entonces existe un punto 7€ [ talque f(r)=0.

Demostracion

Supongamos que f(#)#0 para todo rel; en particular f(0)f(1)< 0. Sea

U]

g: 1> {fl}z S° definida por g(¢) Troh

. Esclaro que g escontinuay suryectiva .

Pero I es conexo mientras que S° no . Lo que contradice el hecho que la imagen

continua de un espacio conexo es con €xo.
Teorema 1.7

Si (X, 1), (Y,7") son espacios topoldgi cos conexos, entonces el espacio product o XxY con

la topologia producto es conexo.
Demostracion

Si XxY no es conexo, existe /: XxY — {0,1} continlla y suryectiva.

Seana (a;, a),b (by, by) tales que Ka) =0, fib) 1.

Definamos g : X — {0,1},h: Y — { 0,1}, como g(x) f(x, b))y h(y)=f(a;, y). Luego
g, h son continuas, lo son sus proyec ciones, con lo clal g(X) y h(Y) son conjlntos

Unitarios. Por ser g(b;) =f{b;, by) =1, ademasg(a;) 1. Porotra parte como h(ay)

13



fla,a) O y h(by) —0, de donde se obtiene f(a;,by) —g(a)) 1= 0 hby)

f(ai,b), lo cual contradice la definiciér de fcomo funcién. Asi que XxY es ¢ onexo.

Lema 2

Sean (X, T) un espacio topologico y{C J}, (i € I') una familia de subconjuntos ¢ onexos de
X, con la propiedad que existe unindice j € / tal que, para cada i € I tene mos que

C,NC,#®. EntoncesC U C,, (i € I)es conexo.

Demostracion

Si A'y B es una separaciérnide C, entonces para cada C; tenemos que C, c 4 o C, c B.
Si suponiemos que C; c 4 entorces, para ningln indice i, C,esta contenido en1 B puesto
que C, 1o es disjunto de algin C,. A si pues, todos los C; estarian enA oblig ando a que

B sea el conjunto vacio, lo cual contra dice que A, B es una separaciérnde C.

Teorema 1.8

Sea X —HX . » i€l un espacio producto cornla topologia producto. Si cada espacio

coordenado X es conexo, entonces X €s conexo.

Demostracion

Seac (c,), (i € I) un elemento arbaitrario pero fijo de X. Sea C la uniérid e todos los

conjuntos conexos enn X que contienen al punto c. Como {c} es conexo, por el lema 2

14



tenemos que C es conexo. Finalmente veamos que C es un subconjunto denso de X, con
lo cual probamos que X es conexo por ser la adherencia de un conexo. Dado Jc I, J

finito, el conjunto

Ay HX,, XH{C’}

ie ieJ

es conexo ya que es homeomorfo a [ X, , (i € J) y contiene al punto ¢ ; ade més A, esta
contenido en c, para cada J finito. Asi pues, dado un abierto basico cualquiera

vsU, x---U, xHX,. en este caso J {il ,...,in} tenemos que Aj corta a U, esto es C

1=l

corta a U, con lo cual C es denso.

ESPACIOS COMPACTOS

Definicion 1.14

Dado un espacio topolégico (X, 1) y Ac X, decimos que una coleccion U { U,}, iel

de abiertos (cerrados) de X, es un cubrimiento abierto (cerrado) de A, si y solo si,

Acul VU, i el. Siexiste J c/ tal que {Uj } J € J es también cubrimiento de

A, entonces a la familia {U‘, }, J € J se le llama subcubrimiento de U.
Ejemplo

1. Sea 4 [a,b] un intervalo cerra do y acotado y sea {Gi }ie , €una clase d e conjuntos
abiertos tales que 4 c U,G,. Entonce s, es posible escoger un niamero finito d e conjuntos

abiertos, G, ....,G, demodoque 4 G, V..UG, .

15



Definicion 1.15

Un espacio topolégico X es compacto, siy sélo si, cada cubrimiento abierto de X tiene un

subcubrimiento finito. Si 4 < X, entonces A se dice compacto, si y s6lo si, A como
! ] [N} (]
subespacio de X es compacto, esto es dada {V,} i el una coleccién de subconjuntos

V ,esdecir, 4 U, (V,nA4) es una reuniéon de abiertos del

iel "1

abiertos tal que 4 cU

subespacio; existe una subfamilia finita Vip-oV,, tal que Ac ULV, con lo cual
A uZiI(ViKmA).

Ejemplo

1. (R, t,,,) es compacto, pues dado un cubrimiento abierto U, si tomamos U € U,

como U°® es finito necesitaremos adjuntarle a U tan solo finitos miembros de U para

obtener un subcubrimiento abierto.

Teorema 1.9

Sean X, Y espacios topolégicosy f: X — Y suryectivay continua. Si X es compacto,

entonces Y es compacto.

Demostracion

Sea U un cubrimiento abierto de Y. Entonces f~'(U) {f‘l(C)/Ce U} es un

cubrimiento abierto de X. Como X es compacto, existe un subcubrimiento finito

{f"'(Cl),...,f”l(Cn)} de f'(U) yporser f suryectiva se tiene f(f'(C,))= C, para
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I<k <n,yasi Y cC u..uC(,; luego U admite un subcubrimiento finito. L.uego Y es

compacto.

INVARIENTE TOPOLOGICO

Definicion 1.16
Una propiedad P del espacio (X, 1), se dice que es un invariante topologico si y solo si,
dados (Y,t") y un homeomorfismo h: (X,1) = (Y, 1), entonces (Y, t*) también satisface
a P. Los invariantes topologicos nos permiten saber cuando dos espacios topol 6gicos son

topolégicamente equivalentes.

Ejemplo

La propiedad de ser 2-contable es un invariante topoldgico. En efecto sean X, Y
homeomorfos, donde X s 2-contable; sean h:X — Y un homeo morfismo y

B  {B},B,,...} una base contable de X. Veamos que h(B) {h(B,), h(B>),...} €s una base

para la topologiade Y. Sea V unabiertode Yy seay €V, entonces existe U tal que
h'(y) €U y h(U) c V. Porser B uma base, existe B; tal queh™(y) € B; « U. Luego

y € h(Bi) < h(U)c V.

Definicion 1.17

Un espacio topoldgico X tiene la pro piedad del punto fijo PPF si y solo si, cada funcion

continua f:X — X deja al menos un punto fijo, esto es, existe unx € X tal que

f(x)=x.
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Teorema 1.10
La propiedad del punto fijo PPF es una invariante topologico.

Demostracion

Sean X, Y espacios topoldgicos home omorfos, donde X tiene la propiedad de punto fijo;

veamos que Y también satisface la p ropiedad de punto fijo. En efecto, sea f:Y > 7Y

una funcién continua, entonces quer emos encontrar un y € Y tal que f()’)= ). Sea
h:X — Y un homeomorfismo. La funcién Ao foh es continua, y por lo tanto tiene

un punto fijo como funcién de X en X, llamémoslo x; esto es (A~ o f o h)(x)= x con lo

que f(h(x)) h(x),ytomando y’— h(x) se obtiene el punto fijo para f.
Ejemplo

1. El intervalo unidad I [0,1] con la topologia de subespacio de los reales tiene la

propiedad de punto fijo. En efecto, dada f:/ — I una funcion continua, definimos una

nueva funcion g:[O,l]——)R como g(x)=| f(x)—x |; lo que g hace es medir la

distancia entre (x,x) y (x,f(x)). Luego necesitamos ver que g(x) es igual a cero para
algin punto del intervalo unidad. Si f(0) 0, o, f(1) 1 ya lo hemos encontrado.
Si f(0)> 0y f(I)<1tenemosque g(0)>0y g(1)<0.Como g es contin ua, existe un

punto x tal que g(x)-0.
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Teorema 1.11
La separabilidad es un invariante top ologico.

Demostracion

Sea f: X — Y un homeomorfismo € ntre los espacios. Sea D < X denso y contable.
Veamos que f(D) es también denso y contable en Y. En efecto, dado V abiertoen Y,

para f'(V) existe de D con de f~'(V) yasi f(d)eV .
CATEGORIAS Y FUNTORES

Definicion 1.18

Una categoria C es:
a.) Una coleccidn no vacia cuyos elem entos se llaman objetos, denotada por Ob (C).

b.) Una coleccion no vacia de conjunt os disyuntos y eventualmente vacios {Morc (X.,Y )},

X, Y € Ob (C). Los elementos del c onjunto Mor.(X,/') se denominan mo rfismos del
objeto X en el objeto Y. Un elemento de Mor.(X,Y) se denota f: X — Y. Ademas

Mor(C)™ U  Mor(X.Y).

X.Ye0b(C)
¢.) Una operacion entre morfismos llamada composicion, tal que si X, Y, Z son objetos
de C, feMor(X,Y) y geMor(Y,Z), entonces existe un tnico morfismo go f en
Mor(X,Z2) : Mor(X,Y)xMor(Y,Z) —> Mor(X,Z)

(/.8 —gef

La operacion o cumple la propiedad a sociativa y la existencia de un morfismo identidad.
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Ejemplos

1. La categoria de conjuntos cuy os objetos son conjuntos, las funcione s definidas

entre ellos son los morfismos y la operacion entre estos es la composicié n usual de

funciones. [Je manera analoga podem os definir las categorias siguientes:
2. Lacategoria de espacios topologi cos y funciones continuas.
3. Lacategoria de grupos y homom orfismos.

4. La categoria de grupos abelianos y homomorfismos.
Definicion 1.19

Dadas dos categorias C, C' , se dice que C’ es una subcategoria de C, si se cumplen las

siguientes condiciones:
a. Todo objeto de C' es tam bién objeto de C, es decir, Ob(C")c Ob(C)
b. Dados X, Y Ob(C'), to o morfismo f:X —>Y en C' lo es en C, es
decir, Morcv X, NHc MorC(X, | 9)
c. La composicion de morfismos en C' es la inducida por la com posicion de

morfismos en C.

d. Para cada objeto X de C' el morfismo identidad es el mismo identidad de la

categoria C.
Definicion 1.20

Un objeto I se dice inicial si para c ada objeto X el conjunto Mor(I,X) es unitario.

Un objeto T se dice terminal si para cualquier otro objeto X el conjunto Mo r(X,T) es
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unitario. Un objeto que es simultdneamente inicial y terminal se denomina obj eto cero, y

se acostumbra a denotar por O.

Ejemplos

En la categoria de conjuntos, el conj unto vacio es el unico objeto inicial, mientras que

cualquier conjunto unitario es objeto t erminal. Esta categoria no posee objeto ¢ ero.

Definicion 1.21

El morfismo f:X —» Y se llama morfismo cero a izquierda si fog= foh para
cualquier objeto Z y cualquier morfismo g,h:Z — X .Sedice que f esun morfismo
cero a la derecha si go f=ho f para cualquier Z y cualesquiera morfismos
g,h:Y —> Z. Un morfismo que sea cero simultineamente a izquierda y a derecha se

llama morfismo cero.

Proposici()n 14

En una categoria con objeto cero O para cada par de objetos X,Y existe un unico

morfismo cero en Mor(X,Y) denota o O,,.

Demostracion

Existencia. Si  f: X —> Y es un morfismo cero a la izquierday g:Y — Z es un
morfismo cero a derecha, entonces go f es un morfismo cero. En efecto, sean

hk:Z —>W morfismos. Entonces ho(go f) (hog)of=(kog)of ko(gof)
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con lo cual gof resulta ser un morfismo cero a la derecha. Por otro lado

(gof)oh go(foh) go(feok) (gof)ok ,conlocual gof resulta ser un
morfismo cero a la izquierda. Enton ces por la definicion 1.21 resulta que la compuesta

OA’Y : X > O — Y esun morfismo ce ro.

Unicidad. El morfismo encontrado O,, es factorizable a través del objeto cer o

S
Puesto que X e y son unicos, entonce s basta probar que cualquier morfismo cero X Y

es factorizable a través de cero. Consi deramos el diagrama
(0]
/N
X —1 Py
OYY
Puesto que O,, es morfismo cero se tiene que *O,, o f = O,, o (¥ o x), también , como
Jf es morfismo cero, entonces ** O, o f =i, o f.

De *y**resulta O, c(yox) f.

Pero O, oy —i, oy por sery es mor fismo cero a derecha. Asi yox f.
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Definicion 1.22

Si C, C’ son categorias, un funtor F: C — C’ es una regla que asocia con tod o objeto X
de C un objeto FX de C’ y con todo morfismo f: X — Y en C, un morfismo Ff: FX ->FY
en C’, tal que: F(fg) = (Ff) (Fg)

FIx Ipx

Los funtores son esencialmente morfismuos de categorias.
Definicion 1.23

Sean B, C categorias. Un funtor covariante F: B — C se define por:
. Una funcion denotada tamubién por F: Ob(B) — Ob(C) que asi gna a cada
objeto B de B un objeto F( B) en C.
ii. Para cada par de objetos A, B de B se define una funcion también denotada

por F: Morg (A, B) > Mo r¢(F(A), F(B))

/- F@F

que cumple las siguientes condicio nes:

iii.  F(fog) =F(f) - F(g)

iv. F(Ig) =1 gB)
Para cualquiera morfismos £, g de B ¢ ompatibles para la composicion y para cada objeto
de B de B.
Un funtor contravariante deBen C se define de forma analoga a lo ant erior, pero
cambiando (ii) y (iii) de la siguiente manera: F: Morg (A, B) — Mor ¢ (F(B), F(A))

/- F®
F(fog) = F(g) < F(f)
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Ejemplos

1. Si consideramos los grupos commo categorias, los funtores son precisamente los

homomorfismos.
2. Si se considera los conjuntos preordenados como categorias, los funtores son las
funciones que conservan el orden.

3. El funtor conjunto potencia covariante P. Definimos un funtor P: g —> g como
sigue. Si S € p, P(S)=2S, la colecci on de subconjuntos de S. Si f: X —>Y, P(f)~ 2’,

donde 2(A)=f(A), AcX. De nuevo, tenemos:
X 2

£ $

Y —» 2Y
4. Funtor identidad I de una catego rfia B en si misma tal que [g(B)= b, Iz (f) = f, para

cualesquiecraB € B y f € Mor(B) .



CAPiTULO ii

GRUPO HOMOT OPICO FUNDAMENTAL



CAMINOS

Definicion 2.1

vea| [0,1], ¢] intervalo gerrado unitario. Un ¢gamino de un punto Xy a un punto x; en un

espagio topologico X es una fungion ¢o ntinua f: I - X. Tal que Q) =xo y {1 ) =x;. El

punto X se denomina punto ini¢ial del ¢amino, y el punto x; se denomina punto terminal

del ¢amino. Si Xo

Graficamente,

X1, diremos que f'es un ¢amino ¢errado.

Xi= S

X0 =£(0)
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Ejemplos
1. Para cualquier p € X, la funcidn constante e, : I — X definida por e, (s) p es
continua y, por consiguiente, es un camino. Este camino se le denomina camin © constante

en p.

2. Sea h: [0,1]] > R’ la funcion definida por h(t) (co8 2ITt, sen2lt) la cual es
continua y, por consiguiente un camin ¢. Este ejemplolopodemos generalizar definiendc
ha(t)  (cO8 2nITt, sen2nllt); n € N, dbteniéndd8e un caminc cerradc de grado n, estoes,
la grafica n8S muestra una trayectoria que recorre n veces el circulc unitario a partir del

punta(1,0)

-~
G

3.Seah: [0,1] — R?Ila funcion defi nida por h(t) =*" x 1+3t

l\ y=2+3t
la cual es continua y por consiguiente, un camino. Las grafica de la
funcion descrita anteriormente n0§8 muestra un caminc abierto en R%  mas

plecisathiénte, este cAMinoes el segm enloTeclilineo qUe UNe 168 puntos (1,2) y

4.5).
ESPACIOS CONEXOS POR CAMINOS
Definicion 2.2

Un espacictopddgico (X,t) es conex o por camin®s, sl y sdo si, dados xo, x; €X, existe
un caminc f con puntcinicial en Xo y puntc final en X, , estoes, cada par de p untd8 en X

pueden ser unid8§ por un camino.
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Ejemplos

1. Cada( R",usual ) es conexo por caminos.

2. CadaesferaS" es conexo porc aminos.

Definicion 2.3

Dado un espacio X, en el conjunto C ([0,1], X) de los caminos sobre X, si dos caminos

fy g son tales que (1) = g (0), podernos definirotro camino f * g porla regla:

f@2t) si 0 <t<'z

f*g
gt 1)si Bh<t<l

Geométricamente podemos visualizar esta funciéon como un camino de xo a X, que se

obtiene cuando consideramos el cami no f desde X hasta x; seguido del camino g desde x;

hasta x,.
Si ademas, definimos /'~ porf~ f (1-t) vermos que /'~ recorre €l mismo ¢ amino de f,
pero su direccion es contraria. Ademas f© * fes un camino cerrado con punto inicial y

terminal f{0)=x,

Teorema 2.1

Sean ( X, T ) un espacio topoldgico y x €X. X es conexo porcaminos, si y solo si, cada

punto y €X puede serunido por-un ¢ amino con el punto x.

28



Demostracion

La necesidad de la condicién es obvia, ya que se da por definicion. En el otro sentido,

dados p, q € X, sabemos que existen caminos f, g que unen a py (¢ con X

respectivamente. Entonces /' * g une p con q.
Teorema 2.2

La imagen de un espacio conexo por caminos bajo una funcién continua es ¢ onexo por

caminos.
Demostracion

Supongamos que X es conexo por caminos y g:X — Yes una funcié n continua

suryectiva. Sean a, b dos puntos de Y entonces existena',b'en X con g(ad)=a

y g(b')=b.Como X esconexo por caminos existe un camino fde a a b'. Entonces gf

€S yn CaMyno d€ a a b, lo Cual prtieba que Y es conexo por Camynos,
Teorema 2.3
Supongamos que { Yj, j € J} es una coleccion de subconjuntos conexos por caminos de

un espacio X . Si nY; #= @, entonces Y UY/ €S CONexo por caminos.
jeJ JjeJ
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Demostracion

Supongamos que a,beY,entonces aet, y bel, paracualquier k,/e J.Sea ¢

algin punto de an .Yaque Y, es conexo por caminosy a,c € Y, , existe un camino
jedJ

f 1a — c. Similarmente hay un camino g :c — b. Luego existe un camino A#:a —> b

dado por A — f * g, definida

hrt)

Teorema 2.4
Si ( X, 1) es conexo por caminos, ento nces €s conexo.

Demostracion

Por el teorema 2.1 dado un punto x € X, todo otro punto esta en la compone nte conexa
de x, ya que £ ([(Q,1]) es conexo para t odo camino f, asi que la componente con exa de x es

todo X, es decir, X es conexo.

Definicion 2.4

Un espacio topologico ( X, t ) es local mente conexo por caminos, si y solo si, dado x € X
y un abierto U , existe un abierto V conexo por caminos talque x € V < U,.

( V considerado como subespacio de ( X, t)).
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HOMOTOPIA
Definicion 2.5

Sean f:1 > Xyg: I > X dos caminos enun espacio X que tienen el mismo

punto inicial X9 €X y el mismo punto terminal x; € X, es decir,
) g0 xo, f(1) g(1)=x;. Decimos que, fes homotépica a g con puntos
extremos fijos, lo que se denota por f ~ g rel (0,1), si existe una funcién continua
F:Ix1— X tal que:

F (s,0) =f(s) paratodo s

F (s,1) = g(s) paratodos

F(O,t)=xp paratodot

F(l,t)=x; paratodot
La funcion F es llamada homotopia de f'a g. Para cada (s, t) el valor F (s, t) define un
camino F; de xpax;dadoporlaregla F:[0,1] > X

s — F(,t). AdemasFo=fF, g.

Escribimos entonces F:f =~ grel (0,1)

¥ g
N

t 1 F,_‘_ -
: \\ N\
_/A\___q

X0
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En el diagrama anterior se ilustra com o la homotopia F transforma al camino f en el

camino g.
Ejemplos

1. Si fes un camino cerrado en xg; € s decir, Xg =x;, y si f~ g decimos que fpuede ser

movido a un punto.

2. Sobre una esfera S’ todo par de caminos f, g cerrados en el punto p e S’son
homotdpicos, pues nada impide que s e deslice g hasta llegar exactamente a la posicion de
f. Esto no sucede, si por ejemplo X © R* {(0,0)} , ya que si g es un camino ce rrado en el
punto pe X que envuelve a (0,0), y fes un camino cerrado que no lo hace, e ntonces los

caminos no se pueden deslizar a menos de romper uno de ellos, es decir no son

homotdpicos.

Definicion 2.6

Como los caminos son funciones de I en X, se puede reemplazar I por cualquier espacio
Y, y definir homotopia. Asi, ya no ten emos mas puntos finales pero se puede sustituir un
subespacio A c Y por el conjunto {0,1 }.

Sean f'y g funciones continuas de Y a X tal que f/A g/A,

decimos f ~ g rel A si existe una funci 6n continua F : Y x I - X que satisface:

F(y,0)=f(y) paratodoy e Y.

F(y,1) g(y) paratodoy €Y.

F@y,t)=f(y)=g(y)paratodoy e Aytel.
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En el caso de que A sea vacio, se escribe simplemente /'~ g.

La funcién F es llamada una homotopi a entre /'y g.

Ejemplos

1. SeaX Y R" seaf laidentid ad, g la funcién constante O. Entonces, F (x,t) =ty

define una homotopiade ga f.

2. En R", define f(x) x paratodo xy g(x) O paratodo x. Entonces /' ~ g, la

homotopia esta dada por F (x,t)=(1 t)x.

3.  Sea X cualquier espacio, Y un s ubconjunto convexo de R ". Entonces, cualquier par

de funciones f, g : X — Y son homoto picas, la homotopia esta dada por

F(x,H=t-g(x)+ (-1 - f(x).

Teorema 2.5

Sea C, (X) {f/f1 — X, fes continua con f(0) f(1) xo}. La relacion de

homotopia es una relacion de equivale ncia en el conjunto C , ( X).

Demostracion

Sife C, (X),entonces F: f'~ f, don de F esta definida por

F(s,t)=f(s) paratodo (s, t) e I x L.

Sif,ge C, X)yF:f = g, entonces FF (s, 1) = F(s, 1-1)

para todo (s, t) e I x 1.

33



Sif,g,heC (X)yFi:f=g yademasF,:g=h, entonces F : f ~ h, donde

J Fi(s,2t) si0<t<!h
F(s, 1)

2t—]) % <t<
| F(s2t-1) %st<]
F es continua, F; coincide con F; en el puntot !,y es una homotopia de f en h, donde

el parametro t se mueve el doble de ve locidad.

Definicion 2.7

Las clases de equivalencias en C, (X) bajo la relacion ~ son llamadas clases de

homotopia en C, (X) y el conjunto de estas clases se denotacomo

[T X x0=C,(X)/~
Definicion 2.8

Dadas[ f ][ g] € I_Il (X, xg), definimos [ f ]J[g] [f*g Jdondef * g esla

operacion de caminos definida anteriormente.

Teorema 2.6

La composiciéon de homotopias entre fuinciones son homotopias.
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Demostracion

Sean f y g; funciones homotopicasde X a Yy f,y g2 son funciones homotoépicas de Y
aZ, decimosF :fi~g y Fo:fp ~ g. Entonces Lo Fi: o fi = f,0 g.Porla
propiedad transitiva de la relacion de homotopla, defmmos F: X x| =27 por
F(x,t) FxFi(x,1t). Entonces, F es una composicion de funciones conti nuas, y asi

continua, yF: 5o fi = g2 0 g1,
ESPACIOS CONTRACTIBLES

Definicién 2.9

Un espacio es contractible, si y s6lo si, la funcion identidad i : X - X es homotépica con

alguna funcién constante c(x) = xo, de X a un punto xo € X.
Ejemplo

Cada subconjunto convexo de R" es ¢ ontractible. En efecto: sea X un espacio topologico
arbitrario y Y un subconjunto convex o de R". Si consideramos dos funciones continuas f
yg definidas de X en Y, ellas son h omotopicamente equivalentes y la hom otopia esta
dada por : Fx,©) tf(x)+(1 ¢t i(x). En particular la identidad y cualqui er funcién

constante son homotopicas.

Teorema 2.7
X es contractible, si y solo si, para cualquier espacio T, cualquier par de funciones

continuas f, g : T—> X son homotopica s.
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Demostracion

Tomando T X y f, g respectivame nte la identidad y la funciéon constante se obtiene

claramante que f ~ g. Asi X es contra ctible.

Por otro lado, supongamos que X es contractible, entonces por definicion 1 ~ ¢ son
homotopicas, donde ¢ es una funciéon constante de X a si misma.

Sean f, g : T—> X cualquiera dos funciones continuas. Por el teorema 2.6
f=iofacof yg iog=cog. Perocof=cogasif~g
Definicion 2.10

Dos espacios X y Y se dice que son homotdpicamente equivalentes si existe n funciones
contimas f: X > Y y g:Y—> X tal que fo g~ i,y gof ~ ix. Diremos que las

funciones f y g son inversa homotdpi ca entre si.

Teorema 2.8

X es contractible, si y s6lo si, es hom otdpicamente equivalente a un espacio topologico

unitario.
Demostracion

Supongamos que X es contractible, € ntonces la identidad i : X = X es homoitodpica a la

funcion constante c(x) X9, Sea Y {X0} yj: Y > Xla funcion inclusion.
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Entonces ¢ o j es la funcion identidadenY yj o ¢ c es homotdpica a la funcion
identidad en X. Asi, j es una equivale ncia de homotopiade Ya X.
Por otro lado, supongamos f: X = Y una equivalencia de homotopia entre X y un punto

espacio Y, y sea g : Y — X una h omotopia inversa. Entonces g o fes una funcion

constante de X a X cual es homotdpic a a la identidad en X, asi X es contractibl e.

DEFORMACION RETRACTA

Definicion 2.11

Un subconjunto A de X es un retracto de X, si y solo si, existe una funcion
continuar : X — A, llamada retraccié n, tal que r (a) = aparacadaa € A.

A una deformacion retractiva de X, si y solo si, existe unaretraccion r: X — A
la cual es homotdpica a la funciéon identidad i en X. SiH:r =~ i es llamada una

deformacion retracta.

Teorema 2.9

Si A es una deformacion retracta de X, entonces A es homotdpicamente equivalente de

X.

Demostracion

Sea j:A—> X la inclusion y r: X — A4 una retraccion. Entonces jo r es
homotdépicamente equivalente a la ide ntidad en X y ro j es laidentidad en A, entonces r

es una homotopiaentre X y A.
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GRUPO FUNDAMENTAL

Dadoun espacio(X,t) y un punto x, €X, el conjuntaC, (X) de los caminos cerrados

con base en el punto x, al particionarlapor la relacion de equivalencia de homotopia,

produce un conjunto Hl (X ,xo) que al definirle la operacion entre clases [f |[g]=[f * g]

obtenemos una operacion interna, la ¢ ual nos produce una estructura de grupo. Este grupo

es llamado el grupo fundamental con base en el puntox,, o, el primer grupo de
homotopia de X con base en el punto x,.
En general l_[ (X ,x,) depende de xo . Sin embargcen el casode un espacio conex o por

caminos, podemos mostrar que la est ructura del grupo asociado es independi ente de xo,
estoes, se trata de grupos isomorfos. Por otra parte el grupo fundamental de un espaciq,

refleja en parte comaoes la conexidad en el espacio.

Proposicion 2.1
Sean f, g, hcaminos en C, (X). Enton ces se verifica ([f1[ g D[ b] = [/ 1([g ][ hD.

Demostracion

Veamos que (f*g) *h ~ f* (g *h).

Recordemos que
£4s) si 0<s<Y%

(£f*g) *h)@s) = gds 1) si W<s<l

h2s 1) si W<s<l1
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p
f(29) si 0<s< W

(f*@E*h)6)- { glds  2) si W<s< U

h(4s 3) si %< s <1

la homotopia debe entonces llevar a la funcion f desde el intervalo [0, '4] hasta el

intervalo [0,'2] y asi respectivamente. esto es, necesitamos hacer una reparametrizacion

de tal manera que la homotopia F vien e dada por,

[ 4
/(__..s_-.) si 0<t <4s-1
1+¢

F(s, t) < gds t 1) sid4s 1<t<4s-2

h(4s_t 2) 4s-2<t< 1
\ 2wy

(s,4s

»
(s, 4s - 2)
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Claramente F r IxI — X es continua y para s €[0,1] tenemos F(s,0)  ((f *g) *h)(s),

F(s,1) = (£ * (g*h))(s), ademds F(0,t) = A0) = xo _h(1) = F(1,t) para te[0,1].
Proposicion 2.2

Laclase[c, ]estalque paracadafe C, (X)tenemos (¢, * )= f(lo mismo se tiene

si se opera a derecha).
Demostracion

Definimos la homotopia F como:

F (s, t) o /(33—) si t>2s—1

1+¢
X0 si2s 1 >1
Graficamente
t f
// —* (s,25-1)
f Clif
0 1
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Claramente F : IxI — X es continma y para s €[0,1] tenemos F(s,0) = (f * ¢ ) (s),

F(s,1) = £(s), ademds F(0,t) = f(0) = xo = h(1) = F(1,t) para te[0,1].

Debemos hacer qued efecto ¢, sobre [0, %2 ] se reduzca al efecto sobre el instante {0},

esto es, hacer que la funcién ¢, * f duredetenidamentecada vez menos en « p unto xo.

Proposicion 2.3
Dada [f] € HI(X,xO) , e camino f “ satisface [f][f " 1= [c,, ]

Demostracion

%k - ~
Veamos quef * f c,, - Recordemos que

X,

f(2s) si 0< s<W
(F*f 7))
f(2-2s) silh < s< 1
Al observar el siguiente diagrama de jeformacién se ve que para definir la ho motopia F,

sedebe hacer queen cada momento t, se detenga un poco mas en el punto x,.

( X, si 0 <s< W
: t
f(2s t) si 25s£1 5
F(s, 1)
T Qs+t 1) si 1/25s51-f2
r\’[) Si l-tZSSSI
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L c,,
t =2s  2s+2
48 N s
lf \
f i s
%

De las proposiciones 2.1, 2.2 y 2.3 podemos concluir que el conjunto HI(X ,xo)

tiene una estructura de grupo . A este grupo se le conoce como el Grupo Fundamental.

Definicion 2.12

Cuando un espacio (X, T) tiene como grupo fundamental el grupo trivial, dire mos que el
espacio es simplemente conexo. Por ejemplos: los espacios R" - {0} cuando n >3y 0

. n .
es el origen y Cada esfera S° cuando n > 2 son simplemente conexos.

Teorema 2.10

Si X es un espacio conexo por camino s, entonces para cualquier par de puntos x, , x; en

X, HI(X,xO) y H1(sz1) son isom orfos.
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Demostracion

Sea h:1 — X uncamino de x, ax,, A" el camino en direccion opuesta. Para cada
camino cerrado f basado en x,, definimos a(f) =h" o f o h como el camin o cerrado

basado en x, tal como se apreciaen el diagrama siguiente:

Esto induce una funcién A[ f ] lh . *f*hJ de [T.(x.x,) a JJ,(x.x). Mostraré
que este es el isomorfismo deseado.
Primero, A es valuado solo. Esto es f ~ x,g, entonces h“ * f*xh~ xh" *g *h. Por si

F: f ~ x,g , entonces la funcién G es t4 definida por:

(
h<(3x) 0< x<1 3
_ - 1/ 2/
G(x,t) = Z FQG3x-1,1) 73 <x< 73
h(3x 2) 23 < x<1

es unahomotopiaentre A~ * fxh 'y h" *gxh.

Segundo A es un homomorfismo, esto es
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A(f1*[eh = 4lfT* 4lg]. Pero
alf 1= Alg]= b » fxhlulhx g *h|
[ £ s b x g % h]
[+ g1
A((f *g)
A(/]+lg)
Probemos que A es biyectiva. Sea AT /] |[h*/*h | de [T.(x.x) a J] [x.x ).
Verifiquemos A A[f]=A[h"* f = h]
[h* hex f % h*h]
N

AA[gl=Alhxg * h]

[}1‘_* }l*g * h(_*}z]

[g]

Asi A es biyectiva, por lo tanto A es un isomorfismo.
Definicion 2.13

Unpar (X,x,) donde Xes unespacio topologicoy x,€ X serd llamado espacio

topologico punteado ( espacio conn punto base). Una furcién continua

f:(X,x,) > (¥,y,) deunespacio t opolégico punteado es una funcionde X a Y tal

que (X)) =Y, -
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Definicion 2.14

Sea f:X — Y esuna funcion continuia y x unpunto de X. Podemos definir una funcién

ST X > T, () por la regla lel=1r*gl

Sea f:X — Y una funcién continua; los siguientes tres resultados son claros.

®
(i1)
(iii)

Si g y h son caminos de X e ntonces f * g, f*h soncaminosen Y.

Si g~=h entonces f*g~= f*h.

Si g es un camino cerrado en X con base en x€ X entonces f*g esun

camino cerrado en Y conbase en f(x).

Corolario 2.1

Si f:X —>Y es unhomeomorfism o, entonces f~ :HI(X,x) - HI(Y,f(x)) €s un

isomorfismo.

Asi el grupo fundamental ProPorcio na unmedio para ir de topologia al 4l gebra. Este

proceso tiene las siguientes caracteristicas:

@

(i)

(iii)

(iv)

Para cada espacio topolégi co (con alglinpunto base ) obtenemos un grupo (el
grupo fundamental).

Para cada funcién continua entre espacios topoldgicos obte nemos un
homomorfismo (el homom orfismo inducido) entre grupos.

La composicion de funciones continuas induce la composicion de
homomorfismos inducidos.

La funcién identidad induce el homomorfismo inducido.
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v) Un homeomorfismo induce un isomorfismo.
Esto proporciona un buen ejemplo d e la topologia algebraica. Reemplazamo s topologia
por algebra y entonces usamos nuestr os conocimientos de algebra para apre nder acerca

de topologia. Si los grupos fundamentales de dos espacios son isomorfos no significa que

los espacios sean homeomorfos. Sin embargo, si los grupos fundamentales no son
isomorfos entonces los espacios no pu eden ser homeomorfos.
Basados en los puntos (i) hasta (v) po demos describir funtores . Asi el grupo fundamental

es un funtor de la categoria de espacio s topoldgicos sobre la categoria de grupo s.

Teorema 2.11

La  funcién continua f ¥ H] (X.xy) > H] (Y,y,) inducida por la funcién

continua f :(X,x,) > (¥Y,y,) es un homomorfismo de grupos.

Demostracion

Para cada camino g de x, en X, sea f(g) el caminoy,en Y definido por

f@-f [g(t)]. Esto define una funcién f de C,X) aC,(Y) la cual en su

momento induce una funcion f* : [ ], (X.x,) = [ ],(¥. o) como sigue f “(gh = [f '(g)].

f* esta bien definida. Si H es una homotopia entre g, y g,es H| (X,x,) , entonces
f*H es una homotopia entre f'(g,) y f(g,) en [, (¥.»). Paraprobar que f* es

un homomorfismo basta utilizar la pro piedad algebraica para /", la cual es:
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fle@0)l=r@ex 0<xs< !
f(gxh) o | flh2x D]=rmex-n ‘<x<1

f@*rm.
Teorema 2.12

a) Si 1 eslafunciénidénticade X ,f* eslaidénticaen H](X,xo).

b) Si f y g son funciones continuasde (X,x,) a (¥,y,) talque f = g[xo] , entonces

f#g

OSi  f:(X.,x) > Y.y y g:(Y.y) > (Z,z), entonces (go ) g'o f*.
d) Si r:(X,x)) > (4,x,) es una retraccion y i:(4,x,)—>(X,x,) es la funcion

inclusion entonces i *es inyectivay #* es suryectiva.

Demostracion

a) Es obvio.

b) Es suficiente probar que si /# e s un camino cerrado basado en x, de X , entonces
T (h) ~, g'(h). Pero,si f y g sonhomotopicas relativa en x,, entonces

foh y goh sonhomotdpic as, estoes, f~ (h) y g (h) son homotd picas.

¢) Si hes cualquier camino ce rrado basado en x, de X, entonces para fel/
go 1Y ty=go sty glrne]
g'lrhny)
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g o £ (h(®)

d) roi es lafuncion idéntica de (4,x,), asi que r*oi" —(roi)’ esla idéntica en

I, (4.x).

Teorema 2.13

Si (X,x,) y (Y,y,) son homotdpicamente equivalentes, entonces H] X,x) vy

[ 1.(¥.»,) sonisomorfos.

Demostracion

Sean las funciones f:(X,x)—> X, y) vy g:(Y,y,)—>(X.,x,) talque fog es
homotdpica a laidentidaden Y y g o f es homotdpica alaidentidad en X . Entonces

por el teorema anterior, g'of' (gof) es la idéntica en H] Y.y vy

ffog"3(fog) es la idéntica en IT(x.%) . Deali f y g* son

homomorfismos, entonces son isomorfismos .

Teorema 2.14

Sean X, Y dos espacios topoldgico s conexos por caminos. El grupo fundamental del
producto X x Y es isomorfo al producto de los grupos fundamentales de X y Y

respectivamente.
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Demostracion

Sean p: X x Y > X, ¢¢ X x Y —> Y las funciones proyeccion. Definimos
o T (X% Y.(x0,30) > [[,(Xx) =<1,V 30)por o[/ 1= (p*[1}a*[/D = nrLarD.
Primero comprobemos que ¢ esta bi en definida. Si f ~ g entonces existe una funcion
continua F:Ix<I— X xY tal que F(t,0) f(t), F(t,1)= g(t) y F(0,s) =F(1l,s) (x0,yo)
La funcion continua pF : [ <l - Xy gF: I <xI > Y satisface las equivalencias pf ~ pg
Yy qf ~qg asique ¢[f]=¢[g] y ¢ esta bien definida.

Probemos que ([ f]],[ fz]) perte nece a HI(X , x0)><H](Y ,¥,)- Co nsideremos

f:1—> Xx<Ydado por f(t) (f,(¢), £,(¢)).Es claro que (p[f]=([f,l,[f2]) Por lo tanto

@ es suryectiva.

Supongamos que ¢[f] = ¢[g]. Esto significaque pf ~pg vy qf ~qg.Si Fi:Ix<xI5X
y F:Ix<I— Y dan estas equival encias entonces F : 1 <] — X x<Y , definida por
F(t,s) (Fi(t,s),Fx(t,s)) satisfacen la e quivalencia f ~ g.Asi ¢ esinyectiva.

Finalmente @ es un homomorfismo puesto que si f, g, : [ - X x Y son caminos con

S() g(0) entonces p(f*g)- pf *pg yq(f*g) qf *qg.

GRUPO FUNDAMENTAL DEL Ci RCULO

Veamos intuitivamente el grupo fun damental del circulo. Un camino cerrado f en S’

i/ . , ; .
basado en 1 € §', rodea un cierto ni mero de veces alrededor del circulo; este numero es
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llamado el grado de f (comienza con f{0)= I y considera f{f) cuando f incrementa; cada
vez que giramos alrededor del circul o en sentido antihorario anotamos un puntaje +1,
cada vez que giramos en sentido hor ario anotamos —1. El puntaje total es el numero de

vueltas o grado de f). Asi, cada camino cerrado f basado en les un entero. Para cada

entero », hay un camino cerrado de gra.do n.

Lema 1

Sea e: R — S definida por e(t) exp 2nit) . U cualquier conjunto abierto de
S' {1} y sea V=Ine'(U)c R. Entonces e '(U) es la unién disj unta de los
abiertos V+n {v+n;ve V},n € Z, cada una de los cuales es llevado

homeomérficamente sobre U por la aplicacion e.

Demostracion

Sea U un intervalo abierto, definido por U {exp(27zit);0 <a<t<b< l} para algin
a,b. Entonces V —(a,b) y V+n (a+nb+n). Esclaro que e'(U) es la unién

disjunta de los conjuntos abiertos V+n (neZ). Sea e, la restriccibn de e a

(a+n,b+n). Claramente e, es continua y biyectiva. Para comprobar que e,' es

n
continua consideremos(a+n,b+n) ysea W c(a+n,b+n) un subconjunto cerrado,

por lo tanto compacto.

Como W es compacto y S' es de Hausdorff, e, induce un home omorfismo

n

W — e, (W). En particular e, (W) es compacto y , por tanto cerrado. Esto prueba que si
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W es un subconjunto cerrado, entonc es e, (W) es cerrado también; asi e, ' es continua,

entonces e, es un homeomorfismo.
Corolario 2.2
Si f:X — S' no es suryectiva, ento nces f es homotopicamente nula.

Demostracion

Si x¢ imagen (/) entonces S' {x} es homeomorfo con (0,1), el cual es ¢ ontractible.

(x exp(27is) paraalgin s y S' {exp(2zit);s <t <1+s})
Definicion 2.15

Supongamos que se tiene un diagrama de espacios topologicos y funciones continuas

como sigue:
/1 E
///,,
/. P
y 7
7 - ¥V x

Siexiste la funcion f: Y — Etalque Po f =/ diremos que f es un levantamiento

paraf.
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Teorema 2.15

Cualquier funcién f:I— S' tiene un levantamiento f:/ — R. Ademés, x, € R,

con e(x,) — f(0) tiene un unico leva ntamiento f con f(0) = x,.

Demostracion

Paracada x e S',sea U, una vecind ad abierta de x tal que e '(U,) esla uni 6n digjunta
de subconjuntos abiertos de R cada uno de los cuales son funciones hom eomorficas

sobre Ux por e. El conjunto {f WU,);xeS '} puede ser expresado e n la forma
{(xj,yj)m I;je J} cada uno esuna tapade [ .Porlotanto, / escompactoy hay una
subcubierta finita de la forma [O,tl+ €),(t,—€),5+€,),...,(L,— €, ,1] con

(t€rl. €, para 1 lLayu,n-] . Ahora eggojamos @ €y, Syl €) para 1

!

n

1,g....n-1 pero 0 a, <a <a,<.. <a, 1.

Obviamente  f([a,.a,,}) c S', pero ademas f([a.a, ] estd contenido en un

i

subconjunto abierto Sy de S' tal que e7'(S,) es la union disjunta de su bconjuntos

abiertosde R, lascuales son funciones homeomorficassobre S, por e.
Definiremos el levantamiento ]’k indu ctivamente sobre [O, ak] parak 0,1,...n tal que

f(0) x,.Parak 0 estrivial : £,(0) x, ,no hay eleccion.
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Supongamos que ]k :[O,ak]—> R estd definida y es tunica. Recordemos que
f([ak,ak+,])gSk y que e'(S,) es la unién disjunta de {Wj;je J} con

e/W,:W; = S, es un homeomorfism o para cada jeJ.Ahora f,(a,) W paraalgin

miembro tGnico W de {W.; jeJ } Cualquier extensién f,,, de [ak,akH] en W desde

J

[ak,a,m] es un camino conexo. Ya que la restriccion e/W :W — S, es un

homeomorfismo existe una tnica fu ncién p:[a,.a,,, | >W tal que ep= f/[a,.a,,,]

enefecto p (e/(W)™ f). Ahora definamos f,,, por

]k(s) 0<s<a

]kﬂ(s) <

p(s) a <s<a,,

la cual es continua ya que fk (a,) = p (a,) y es tnica por construccion.

Lema 2.2

Cualquier funcién continua F:I?> — S' tiene un levantamiento F :1?> — R . Como se

observa en la siguiente grafica.

P »  S!

53



Ademas, si x, € R y e(x,)= F(0,0) se puede definir de manera unica la funcion F con

F(0,0) = x, .

Demostracion

.. . 2
La prueba essimilar al teorema anteri or. Yaque [ escompacto encontramos

0 gy <g <..<a, 1,
0 b, <b=<..<b, 1,
talque F(R )< S', donde R esel rectangulo

R {(t,s)e I’;a,<t<a bjSSSij_}

i+1°

El levantamiento F' esdefinido inductiivamente sobre el rectangulo

RO,O’RO ,1""’R0,m’Rl,O’Rl,l""

pof un pfo®es0 Simuldr que €n €| tepre ma anterjqr,

Corolario 2.3

SupOngam0sque f, y f, son caminosequivalentesen S' basadoenl. Si f, vy

f, son levantamientoscon f,(0)  f,(0) ,entOnces f,(1)= f,(1).
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Demostracion

Sea F la homotopia rel (0,1) entre 16. y f, . Este levantamiento es unico de

F:I* >R con F(0,0)=1,00) £(0). Como F@0)=f,) y F(t)=f(®,
tenemos F(t,0)= f,(t) v F(,1) = f,(t). También, F(1,f) esuncamino de f,(1)
a fl(l) yaque F(,t)=f,(1)= f(1). Pero FQ,Hee'(f,()) =Z, lo cual significa

que F(1,f) es constante y por lo tanto fo = fl ®.

Teorema 2.16
I, b=z
Demostracion

Definamos ¢: H: S'H->Z por (p([f]) =deg(f), el grado de f. Llamamos

deg(f) = f(1) donde f esel unico | evantamiento de f con f(0) 0.La funcién ¢

esta bien definida por el corolario ant erior . Probemos ahora que ¢ es un is omorfismo

de grupo.

Primero probemos que ¢ es un homomorfismo. Sea /,(f) el levantamiento de f

con principio en a e’ (f(0). Asi, I(f)=f vy L= f(®+a para un
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camino en S 'con principio en 1. Es claro que L(f*g)=1,(f)*l, (g) donde
b_fW+a.Asisi [f], [gle]], (5.1, entonces

o(flg) =olf*gh = *2®)

L(f*g)XD)
(,(/)*1,(g)1) donde b f(1)

I,(g)D)
b+g()

) +gQ)
o1+ o(g)

lo cual prueba que ¢ es un homomor fismo.

Probemos que ¢ es suryectiva. Para ne Z sea g:I — R definida por g()=nt;

entonces eg:] — S' es un camino c errado con base en 1. Como g es un levantamiento

de eg con g(0) O tenemos (p([eg:[) = degleg) — g(1)=n.

Probemos que ¢ es inyectiva, supon gamos que qo([f :I)= 0, es decir deg(f) O.Esto
significa que el levantamiento f de fsatisface f{(0)m f(1) 0 . Como R es
contractible tenemos f ~¢, (re/(0,1)); en otras palabras existe una funcién F :I°> — R

con FQ,0) = (), FLH=0 y F,0)=F¢1)=0. Efectivamente

F(s,t)=(-5) (). Pero eF: " > 8 con
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eF(0,t)  f(1),eF(Lt)=1,eF(t,0)=e F(t,]) =1 y f ~¢g, (rel{0,1}), es decir
[ f ] =le Hl (S',]), probandose asi que ¢ es inyectiva. Por lo tanto ¢ es un
isomorfismo. También se puede veri ficar que los grupos fundamentales asoci ados a R

2 3 . . . .,
%}, %e Ry R {L} donde L es una fecld, son 1isomoffos a Z. Dicha venficacion
seria motivo de continuacion para otras investigaciones.

Observacion

Un retracto no es necesariamente un a deformacion retracta. En efecto, los su bconjuntos
unitarios de cualquier espacio son retr actos, pero ningiin subespacio unitario de S' es una
deformacion retracta.

Corolario 2.4

El grupo fundamental del Toroes Zx Z

APLICACIONES
Corolario 2.5

Todo polinomio complejo no constant e tiene una raiz.
Demostracion

Asumamos sin pérdida de generalidad es que nuestro polinomio tiene la forma
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p(z2)=a, +az+.+a_z"" +7
con k >1.Asumamos que p no tien e ceros. Sea la funcion G: [ x [O,oo] - S' < C por

G(t,r) = 2L SxR2m) - pr)
| p(rexpQmit) | p(r)

para 0<r<1 y r>0.Esclaroque G escontinua.Sea F:I° - S' definida por

G(t,s/(1-9)) 0<r<1,0<ss <1,
F(t,s)—
exp(27ikt) 0<t<Lls=1

Pero al observar que

lirr]z F(t,s) = ll’rrlzG(t,s I(1—8)) = limG (t,r) — (exp(27it))* vemos que F es c ontinua.
También F esuna homotopia rel(0,1) entre f,(r)=F(t,0) y f,(t) - F(1). Pero

L@=1y fi(t) =exp(2nikt), asique deg(f,) —0 mientras deg(f)) =k, locuales

una contradiccion (excepto k — 0).

Corolario 2.6

Cualquier funcién continua f: D> — D* tiene un punto fijo, es decir un punto x tal

que f(x)=x.
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Demostracion

Supongamos lo contrario que x # f( x) para todo x e D’. Entonces podemos definir
una funciéon ¢@: D’ - S§', donde @«x) es un punto de S' obtenido de la interseccion
del segmento de f€x) en x extendidaa S'. Es claro que ¢ es continua. Sea

i:S' — D* denota lainclusién, ento nces @i =1 y se tiene el diagrama conm utativo

Esto lleva a otro diagrama conmutativ o, por el teorema 2.11

1

[T s ; IT s'p

H] (D2 ’1)

Pero H] (D*,))=0, yaque D? es contractible, y se obtiene el diagrama

conmutativo
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lo cual es imposible.

Teorema 2.17

El circulo no es un retracto del disco unitario cerrado.
Esto significa que no hay una funcién f de E* sobre S' cuyarestricciona §' esla
identidad. Supongamos que tenemos tal /. Sea i: S' — E* la funcién inclusién. Asi,

fi —identidad. Aplicando el funtor grupo fundamental obtenemos

i T
[1."b->TLE.O)->]]E")D

identidad

Pero esto significa que en la secuenci a siguiente Z—» 0 —» 7 la
composicién de los homomorfismos i nvolucrados dan como resultado la identi dad lo cual

es imposible.

60



CONCLUSIONES



1.

La topologia algebraica present a una correspondencia entre espacios t opologicos
y grupos algebraicos. Esta correspondencia permite deducir si dos espacios
topologicos dados son home omorfos o no estableciendo la existencia de
isomorfismos entre los grupos algebraicos correspondientes. Por otro lado, toda
funcién continua definida entre espacios topoldgicos induce de manera natural un
homomorfismo entre los grup os asociados, la cual tiene propiedades muy
particulares. En especial, todo h omeomorfismo entre espacios topologi cos induce

un isomorfismo entre los grupos respectivos.

La correspondencia entre espaci os topologicos y grupos algebraicos es un funtor

definido entre las categorias de espacios topoldgicos y la categoria de grupos, el

cual es de tipo covariante.

En general H] (X, p) depende de p. Sin embargo, en €l caso de espaci os conexos

por caminos la estructura del grupo asociado es independiente de p, esto es, se

trata de grupos isomorfos.

—
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RECOME-NDACIONES



Al terminar este trabajo deseo hacer las siguientes recomendaciones:

1. Continuar el estudio de los grupos de homotopia de orden n, siendo n > 1,

asociados a cada espacio topol ogico.

2. Estudiar los problemas topol ogicos que se resuelven algebraicllllente, esto es

hacer una circlUlsion en el 4D ente de la Topologia Algebrasca.

3. Estudiar otras aplicaciones d e la teoria de funtores y en particular del grupo
fundiMental.

At
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