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PENSAMIENTO

"Se pueden distinguir tres clases de probfémas matemdticoe

(1) Los problemas cuya solucifn no exija otra cosa que
la aplicacién correcta de cilertos procedimientos
rutinarios;

(2) Los problemas cuya solucién pida que se aplique
inteligentemente determinados métodos mds o menos

corrientes, ¥y

{3) Los problemas para los cuales los métodos corrientes

no proporcionan solucifn alguna.

Para los de clase 1 sopra toda heuristica; con los de
la clase 2, toda la necesaria se reduce al precepto de que
se intenten aplicar de una manera inteligente los métodos
disponibles, y los de la clase 3 se encuentran nds alla de

toda heurfstica”.

E. W. BETH
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INTRODUCGION

H. Poincaré en sus trabajos de mecinicajceleste inicib
el estudio de las Orbitas peribdicas.

Robert J. Sacker y George R, Sell (1972) e su articulo
sobre la existencia de soluciones periSdicas sobre varieda-~
des de dimensién dos establecieron el tecrema siguiente:

"Sea ¢ un flujo generado por un campo vectorial de clase

cl

sobre una esfera con h asas gue tiene al menos detractor
libre y que ademids verifica las condiciones

Hl: No tiene singularidades atractoras

H2: No existen curvas cerradas gue consisten completamen-

te de sillas y 6rb1tas.de trénsito.

Entonces existe una 6rbita recurrente no trivial'

Posteriormente, Dean A. Neumann en 1978 generalizf el
teorema de Sacker y Sell para un flujo continuc, utilizando

las condiciones H1 y H2 y establecid la existencia de una
6rbita perifdica no trivial.

En éste trabajo presentamos los resultados de Sacker,
Sell y Neumann en una versidn personal y autocontenida.

Para lograr-el objetivo mencionado hemos estructurado el
trabajo en cuatro capitulos.

En el capftulo 1 establecemos teoremas sobre la existen-
cia de curvas integrales de un campo vectorial (Teo.1.10);
flujos asociados a un campo vectorial (Teo.1.1%9); campos

vectoriales completos (Teo.l1.34); clasificacibn de 6rbitas



It

(Teo.1.40).

Continuamos €ste capitulo con el estudio de las propie-
dades de los conjuntos invariantes y minimales; establecien-
do los siguientes resultados:

"Todo conjunto invariante, compacto y no vacio contiene
un conjunto minimal, (Teo.3.12)"

*Si una variedad es compacta y si todas las &Srbitas no
singulares de un campo vectorial sobre ella son propias o
localmente densas, entonces toda Srbita propia contiene un
punto singular o una 6rbita perifbdica en su aherencila.
{Corolario 3.13)

Concluimos estudiando las propiedades de los conjuntos
limites.

En el capitulo 2 demostramos el teorema de Sacker y Sell
sobre la existencia de una 8rbita recurrente no trivial.

En el capftulo 3 estudiamos la existencia de Orbitas pe-
ri8dicas sobre las esferas y presentamos algunos contra-ejem-
plos.

Uno de los resultados fundamentales es el siguiente:
lazos sobre una esfera con h asas Ch

"Sean 1 1

b IR k
K *
tal que [ h —}4 1; tiene una componente { que es una es-
fera con hoyos entonces, si se verifican las condiciones
*
anteriores Hl1 y H2 sobre { , existe una 6rbita perifdica
*
sobre {' (Teo.1.5)".

Finalmente se construye ejemplos para mostraxr gue la con-



I1X

dicién de detractor libre es esencial.

El el capftulo 4 se demuestra el teorema de Sacker, Sell

y Neumann.



CAMPOS DE VECTORES Y FLUJOS SOBRE VARIEDADES

1. Integracidn de campos de vectores

Sea M una variedad diferenciable sin borde, de
dimensifn m y clase 08,2 € 8 £+00, y sea X un campo de
vectores de clase Cr,1< r & 8- sobre M,

1.1 Definicién: Una curva integral de X es una aplica-

cién ¢ de clase Cl de un intervalo J de R en M tal

que VeeJ , &(t)= X(e(t)) (£ig. 1)

\ t g
1

J Fig. 1

1.2 Proposicibn: Sea y e¢M tal que X{(y)=0

la aplicacidn ¢: R—= M definida por
C(t)=y, para todo t € R, es una curva
integral de X.

Demostracién.

En efecto, para toda f del conjunto Coo(M,y, R)

de funciones diferenciables locales de valor real



definidas en vecindades abiertas de y, tenemos
&) (£) = d; (-g;,lt)f
= Or (EOc)t

= 0
= X-.(c(t))

ya que foc: R R es constante; luego

c(t) = X (e(t)) [

Definicién: Diremos que un punto y « M €es un

punto singular de X si X(y)=0; un punto

de M donde X no se anula se llama punto

fegular de X.
Proposicibn: Sea c:J~—=M una curva integral de X;

Te Rl,a aplicacifn B:J-’[’—-M definida
por ﬁ (t)=c(t+7T) es una curva Integral
de X. (fig.2)

Demostracidn: C

En efecto, 8i o(:J-T —=J est8 definida por
o<(t)=t+T entonces, B =(CecxX y

(3(t)=(cecnlt)
=6 (ex¢|t)) - Xt
= X(cleXl))
= x([3ten O



1.5 Proposicifn: Sea ¢:J ——= M una curva integral de X;

la aplicacidn B:—J—-M , definida por
B{t)-c {~-t) , €8 una curva integral de

Demostracidn:

Fig. 3

En efecto, sic(:~-J—=J esti definida por
e(t) = -t entoncesﬁ = cocX Yy

Bit) = (cock) (t)
= cE(t)) o<((t)
a m X{e(ex(t)) . (=1)
ke,
v = (-X) (ﬁ(tJ)D

1.6 Proposicibn: Si qg: \ﬁ—_-.M es revestimiento diferen-

ciable de M, el fibrado tangente 'Hi es

isomorfo al fibrado g*TM, imagen inver-
sa por la proyeccibn g del fibrado tan-
gente TM, existe entonces un finico cam-
po de vectores X sobre ‘ﬁ‘ {teniendo la

misma clase de diferenciabilidad que X)

tal que qTo ‘.}E‘:X og.



En esas condiciones, s8i c:J M es una

~— et st
curva integral de X , su proyeccifn c=qec:J

M
es una curva integral de X.
Recfprocamente, toda curva integral de X es la

proyeccién de una curva integral de X . (fig.4)

Demostracibn: T\
* M - .
c‘l*-“:énm mﬁ ot

Fig. 4
Gt
En efecto; gq*TM= {_ (x,vie M x ™M : g(x) -T{(V)}
sea 3§ :TM — = q*TM definida por P =(T(V),q" (¥))
LS
luego, (a) Mesta bien definida ya que y qT son
aplicaciones; (b} ¥y es inyectiva

sean V, w TH tal que (V). = Y (W)
BE = P @H==IT®), g7 (D)= EL.q" (D)
D> R®=R® y ¥ =g &
i
—)v=w ya que q' restringida a

cada fibra es un isomorfismo debido a que q es un



isomorfismo local.
(c) ZIS es sobreyectiva

sea (x,v)€ qg*TM™

(x,v) e g*TM— D q{x)= JT(v)
como q.r es isomorfismo sobre las fibras enton-

ceg existe ‘\73 Ty ‘ﬂ' tal que qT (;3 =v y IIS(:;)B
(M), g7 (M) = (x,v).

luego g*TH vy 'f‘;d son isomorfos.
De otro lado, si X:M—=TM ests definido por

YGE') = ZJ'(‘:'E', X(g ) }}_ tenemos
(FHeX) (0 = FURFK xQ ) ))
= Uy (A (X.X(a(3))))
= T (%, X(g(X)))
= % 3 VYCH

puesto que F{ _ J\;° I|S : luego X es un campo de vec-

L
tores sobre M .

Por otra parte,
FoX(R) = qf (3" Kixeq(x)))
= 02 y8) (T (X, X e q(x)))

T = )
(como q Ty0 ) = xoq(x); V¥ e N

L— gt Aot L
de donde qTo X=Xoq . Ademfis,si c:J—M es una
curyva integral de ;{‘ tenemos que

X(geT (£)) = (Xog) (S(t))

= of o X{(C(t))

T (x5
q (X(c(t)))
q' {c(t))
(ge'd) (t)



Reciprocamente, si c:J—M es una curva integral

de X tenemos:

Como (M, q ) es un espacio de revestimiento de M,
o L

para todo t€ J, existen abiertos UtC M, UtC M

tales que c(t) ¢ “1:‘”"1-.‘ §,—=U, es un dife:mor—
St

fismo; ademis si Utn Ut' * ﬁ entonces Utn!]t.+ 4

o (-

Luego, si U= 31131; Y U= gr U, tenemos que c(N U

y q/ﬁ' ;ff.__...u es un difeomorfismo con c=VU°(‘?fu'ﬁc

ademis,

k m"l e)(t) = (g Ve x (ctt))

v = (g} -1“1" a/U e97(<(<))
=(q b X @ Uewy)
= X(a¥g (c(t)))
= X ((%’10 c) (t))

Por Gltimo, si Y:K —_—— TM es un campo de vec-

tores sobre Htal que qT o Y=X o g entonces, para

N

todo ;' e M tenemos
Y = (al o )" (X 0g (X))

e oI LSRN Y
Al T (g gz o X

bt -
de donde X es el finico campo de vectores sobre M
tal que @ o X=Xog 0O

1.7 Proposicifn: Si Y es un campo de vectores sobre una

variedad N, y h una aplicacifn diferen-
ciable de M en N tal que hT' X=Y e h ,

la imagen por h de toda curva integral



de X es una curva integral de Y. (fig.35)
h

Demogtracibn:

Fig. 5

En efecto, s8i ©:J —= M es una curva integral

de X entonces

Y((hoc)(t)) = (Yeh) (c(t))
(h'e X} (c(t))
n' (e(t))

= (hec) (t)

luego hoc: J—=MN es una curva integral de !‘!j

1.8 Corolario: Sea (U, ¥=(y ...,y ) un sistema de

coordenadas locales de M. Si la expre-
- X
a.

8i6n de X en U es t[“ i ay'._ , las
curvas integrales de X en U son las so-
luciones de la ecuacifn diferencial
(autbnoma)

yi =ag vy ' =1,...,n (£1g.6)



Demostracibn:

Fig. 6

En efecto; sea c:J M una curva integral de
X con c(J)C U

Como é(t) = dc(;—j—"h) e Tc(t) M exiasten

a.',....,)\m ¢ R tal que é(t)=dc(—j;|t)=
g.kt 3 ilc(t) ademis, para to-
do i=1,.....,m tenemos
=B 8y e
" dc(“"—;lt ( y )
-d—r(yjoc )t

luego & (t)= {...___

vt dy (y c)twﬁjrl

¢ (£)= X(c(t))
=(xlg I
"‘faj_ > ) (c(t))

[ai (c(t))%—lc(t)

c (t)Por otra parte

de donde
_%;(yioc)t= ai(c(t))r i=1y...,m

luego c es una curva integral de X si y s6lo si

%T(yi"c)t"(af “1)(y(e(t))),i=1,...n O



1.9 Corolario: Si N=Mx R , un campo de vectores y sobre
N de la forma 2(y,s) + % , con 2(y,s)e TyM, co-
rresponde localmente a una ecuacifn diferencial
no auténoma.

Yi = by (Y1seees¥pst) pi=l,...,m

Demostracibn:

En efecto, si c:J—=M x R es una curva inte-
gral de Y entonces
c(t)=¥(c(t))

=Y {{c3{t),cy(t)))

=2 ((ey (t) ,c2(t))4 “Beleft)
como Z{({cq(t),cy(t))se Tcl Q,:)M existen \1,..., A &R
tal que Z((cl(t)scztt)))cg‘)\; —% Icl(t) con
Ay= %-(Yi"'c’t
para todo i=1,...,m

lueg . d A
°9% 2 eyt ,c2t=l 4 e, 3y leytw
y por lo tanto
. o
c(t)-zi—-d- “'1‘ c)‘L -3—9_~|c1(t)+ —g—slcztt)
de otro lado, si la expresifn local de Y en U es
L, ]
it-l b, -:,%‘ entonces, como T M R =T, ('s)x'[czl(?t)
tenemos
c(t) = ¥(c(t))

mel

= 2.
¢ L ;85 tete))

= { f b, (c(t)) %:lcl(t)+%P(t))5%*1|c,\ty

Lk



- 10 -

de donde
% (3'1’0)1;’ i(c(t)) y i=1,...,m

=bey (y(e(t))) O

El corclario 1.8 permite reformular los teore-
mas de existencia y unicidad de soluciones locales
de una ecuacifén diferencial, y de su diferenciabi-~
lidad con relaciSn a las condiciones iniciales.
Teorema: Para todo y €M y todo nfimero real J exis-
ten (a) una vecindad U Qe y en M,

(b) un nfimero £ 0

(c) una aplicacién $ de clase c¥ de ) ]'-E; £ xU

en M teniendo las siguientes propiedades
(c-1) ¢x=3-;.g;~et-—u definida por ¢x(t)w¢ (t,x)
es una curva integral de X;
(c-2) ¢('J ,X ) =Xi
(c=3) 81 ¢c:J—= M es una curva integral de X defi-
nida sobre un intervalo conteniendo T y tal que
c(T)=x , entonces c:(t:)=¢x {(t) en una vecindad
de J
Corolario: Dos curvas integrales de X que tienen
el mismo valor en un punto coinciden en una vecin~
dad de ese punto.

Demostracibn.

Sean o<, ﬁ dos curvas integrales de X con

c-((:l).p(J).x entonces por c-3 de 1.10 ox¢{t)=4, (&



en una vecindad de g yri(t)=¢x( t ) en una
vecindad de J luego o{(t)= B(t) en una vecin-
dad @ae 7 .0

1.12 Corolario: Si Ui’ei’%.' i= 1,2 est8n dados
como en 1.10 y si ewint ( 84y 82) , V= “1” U,
entonces 1)1 -432 sobre Jy-e,3vel*V
Demostrxacibn.

En efecto, para cada x& V las aplicaciones

3’0¢1x=] J-¢,3v6l - (V)
y°¢2x:] 3“‘;3*GE o y(v)

8on soluciones de la ecuacién diferencial y=ae y-1
(por 1.8) con y-%x(ﬁ)-yo(bz,c(?), de donde
yoiix - Y‘¢2x sobre J3-¢ .3+l y como
Y:V—== Y (v) es difeomorfismo entonces ¢1x'¢2x
sobre 1J-€,3+eL luego 431 "1’2 sobre
J3-¢,3+¢Cxy, O
1.13 Corvlario: Existen
{a) una vedindad abierta W de‘.] xM en RxM
(b) una aplicacidn ¢ de clase Cf de W en M
teniendo para todo punto y de M 1las siguientes
propiedades
(b-1) Rx {y}\ ¥ es conexo;
(b-2) (by :t—-"-q) (t,>) es una curva integral de X;
(b-3) § (0,y)=y
(b-4) si (t',y), (tst"y), (¢, f(t? ,y)estin en W



entonces,  ((t+t',y) = $(t,4(t',3))

Demostracién.

En efecto, para todo ye M existen ay) 0 'Uy
vecindad abierta conexa de ¥ en M y una aplica-

cién ¢y: 'J-cy,e.yl:x Uy —= M satisfaciendo las
propiedades c-1, ¢-2, ¢~3 de 1.10

Sea W ’}'ejull*y’eytxuy ) y ‘): W ————
definida por {(t,y)= by (t}y (¢y:J—ey,ey C—M);
luego por 1.12 ¢ est8 bien definida y satisface
b-2, b-3.
De otro lado,

®x 191 INi=oy LRX () DN G-eyr0, € K 1)
como para todo x @M, ( Rx{y} n(] -ex,cx[ x U,
es conexo y (Rxin}) Q) —e e, (%0 )=p
6 f(o,y) ¢ (Rafyi)N (J-e,,e [xU,)
entonces (R={y}) W es conexo.
Pbr otra parte, la aplicacibn ¢y,t' :ﬁ-——-¢(t+t',y)
es una curva integral de X (por 1.4) y como

bp(er, gyt P, 9(t,y))
es una curva integral de X con

¢¢(t' ,y)(o) = $(0,$(t",y))

= §(t',y)
= G(0+t,y)

= y,t'(o)
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1.15
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entonces ¢‘(t',y)-’y,t' es decir; +(t.0(t'.y))-
$it+t',y) O

Corolario: Si Wi"i' i=1, 2 estdn dados como en
el corolario 1.13 entonces Ql = ’2 sobre W, N W,

Demostracifn.

Si (t,x)iwlnwz . como (o,x) & Wln Wz

Y b, 4,600 s =4, (s, (X)),
ﬁz,ﬁz(t,x)=3"““fzfsaﬁz(t,x) son curvas integrales

de X con
400t (0 = b, (0,4,(t,x)) =

ﬁz(t,X)=’2(0.‘2(t.x))=ﬁ2'¢2(t'x) tenemos

‘1,‘2(t,x)=’2,§23t,x) en la interseccisn de sus

dominios y
by (£.%) = §, (t40,x)

= §, (£, 4, (0,x))
= b, (£, 4,00,x))
= $,(t,$,(0,x))
- ’z(t,x)
es decir §, = §, sobre Wlnwz O

Teorema.

Con estas notaciones, si V es un abierto de M
tal que {t}x v y {-t} x b {8} x W estin conte-
nidos en W, entonces *( ft} x V)=Qt(V) es un abier-
to de M, y la aplicacibn Qt:x—-ﬁ(t,x) es un
difeomorfismo de V sobre ese abierto teniendo por

inversa la aplicacifn f-t:z-——*'ﬁ(-t,z)
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Fig. 7

En efecto, como ¢'t= V—"=0 ({t}sV ) es 12
restriccién a V de la compuesta de aplicaciones di-
ferenciables entonces, ¢t es diferenciable

b= 0763 x v o FTm /iy - vy
de igual manera ¢-t= $ ( {h» Vv )—=V es Qireren-
ciable y como
Vxe VvV, ze b ( {thev)
Cbeob.y) (2)=d, € & (-t,2))
=p (t, §(-t,2))
=0 (t-t,2)
=2
(_° O Xx) =b (-tet,x)

=X



luego ¢t » d’-—t son aplicaciones inversas y por ser
diferenciables ¢'t es un difeomorfismo, ademis como

V es abierto ¢t(V) es ablerto. [}

1.16 CorolariO. Si it l}‘ v ] [t + t'} % v Y
it} ,¢ ({tfi x V) estédn contenidos en W enton-
ces, ¢t+t' - ¢t° ¢t' sobre V.

Derrbstraciﬁn .

En efecto,
Vxev,d, ., (0= ftes £, x)
= ¢(t, dit,x))
= 4. (hter ,x)
= ¢.09,,0x0 O

Bstos corolarios Jjustifican la siguiente definicifn

1.17 Definicibn. Un grupo local a un pai‘&metro de difeo-

morfismos de clase C* de M es un par { W,$ ), don-
de W es una vecindad abierta de {0} x M en RxM
y ¢ una aplicacibén de clase ¢t de W enM,
teniendo para todo punto y de M las propiedades
siguientes:

{a) R x {y} MNw es conexoj;

(b) ¢ (o,y) =y

() si (trn,y), (ts tr,y), (t,d (tr,yD  estsn

en W entonces, {lt+ tr,y)= §(t, ¢ (tr1,y))
Si W = RxM diremos qued) es un grupo (glo-

bal) a un par8metro de difeomorfismos de M. En es-
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te caso, la aplicacién ¢t:l!———“M tal que
¢t(x)==d>(t,x) , €5 para todo t ¢ R un difeomor-
fismo de M y tenemos

(a) &, = 1dentidad

(b) by q0m g o

@ (4,)7 - b_y
Diremos también gue ) es una accibn diferenciable
de R sobre M.
Designaremos tambi&n un tal grupo a un parametro
por ()

Observacibn. Un campo de vectores X sobre M permi-

te construir un grupo local a un par&metro ( W, ¢)
de difeomorfismos ge M (teniendo la misma clase de
diferenciabilidad que X) tal que, para cada punto

Y de M la curva ¢y:t-———- ¢ (t,¥) es una curva
integral de X; en este caso diremos que ( W, ¢ )
es un grupo local a un parimetro determinado por X,

Proposicibn. Si ( W,¢ ) es un grupo local a un pa-

rémetro de difeomorfismos de clase C* de M, existe

un Gnico campo de vectores X de clase Cr-1

sobre
M que lo determina.

Demostracidn.

Como & es una aplicacién de clase ¢* entonces
%@ existe ¥ es una aplicacién de clase Cr—;s
sea X:M — TM la aplicacifn definida por X(y) =

Eﬂh {o, vy ), entonces X es diferenciable de
S«
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1 Yy ¢Y(t)=%t¢ (o,y) luego X determina

clase ¢*~
a ( w,¢) .
Por otro lado, supongamos que Z:M ——— TM €8 un
carpo que determina (W,¢)
vy e M, Z(y) = Z_ (1) y (o))

L g

= Py (0)
X ($y(o))
= X (y)

luego X es ftnico. (]

Definicibén. Sea X un campo de vectores de clase C*

sobre M yA el conjunto de todos los grupos locales
a un par&metro determinado por X. Se define una
relacién de orden sobre A de la siguiente manera:
sean {Wy, ¢1;; Wy, ¢5) e A

Wy, ¢ Wy, dNe W, CWay §1= ‘I’z/N 1
Teorema. El1 conjunto A de todos los grupos locales
a un parémetro determinado por el campo de vectores
X, ordenados por inclusién, posee un elemento maxi-
mal y s6lo uno.

Demostracidn.

En efecto; sea {( LI ¢i)}ieI una cadena enA,
sean W= LWi y ¢:W —= M dada por ¢(t,.x)= ¢1(t', x)
si (t,x) e W. Por 1.14 ¢ ests bien defi-
nida y es diferenciable de clase ct.

Ademfs, para todo ye M
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(a) Rx{yi W= mx N (L“J‘w;)
= H R x ‘hr}n w5

como cada R x {y} ﬂwi es conexo y (0,Y) egta

en R x {vi nwi entonces R x {y} AW  es conexo.

(b) ¢(o,y) = d)ito,y) e ¥V i1e1X
=y
{c) si (t ';Y)' (t+t"Y) ’ {t, ¢(t'lY)) estén
en W , por ser {(Wi '¢1)]icl una cadena, exis-
te wj tal gue ( t':Y )' ( t+t'r Y )l ( t ¢(t'!Y)nlij
Yy per lo tanto
bes die',y)y =050k, &5 (£7,yv))
=¢ju—. +t', y)
=p(t+¢t', y)

luego ( w,$ ) es un grupo local a un pardmetro de-

terminado por X. Ya que para todo ye M
x ($y (t)) = x (PLyit)) si (L)@ Wy

= ‘I;iy(t)

¢y @
de otro lado, | W,b }) es cota superior de
[(wi,Qi)] por lo tanto A tiene un elemento maximal.
€omo 1la uni6n de grupos locales a un parimetro de-
terminado por X es un grupo local a un parimetro
determinado por X entonces, este elemento maximal
es finico. O

1.22 Definicibn. Un campo de vectores X es completo si
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el grupo local a un parimetro maximal deterninado
por X es global.

Ejemplos:
wm
( 1) sobre R" , el campo de vectores X 8.[&%"
m L]
es completo: el genera el grupo a un parfmetro de
las homotecias de K" (el difeomorfismo ¢t es la
homotecia de razén et ).

Demostracidn.

En efecto, si o es una curva integral de X

entonces.
E\ = Iu
X(ot(t)) = [ xg(et{t)) Dxle(t)
“F 9
= g‘“ltt) §t_t.|°({t)

como o (t)={eX, (t),. .., e,(t) )entonces K(t)=(S4(t), .. A48)

y por tanto
oti (t) =0(1 (t)

luego O(i(t)=ciet: cieR

de donde
G((t) = (c|é ¢ -e=2Cm et)
= e*(c3,...,cp)
como o estd definida para todo tegr tenemos

m
W=R x R y ¢: w—gT estid dada por § (t,x)= &k

{ ii) sobre R, el grupo local a un parfmetro
maximal determinado por el campo de vectoresX@x%gé

estd dado por

w={(t,xe® x & | 1-t x)0]}

Plt,x) = 7o
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Demostracidn.

En efecto, si ot es una curva integral de X en-

tonces

X(et(£)) = (¢ (8) F2It)
es -decir

atlt) = (ot(t))?
luego

'
ot(t) = - t+c

como (o, x)= x para todo x ¢ R entonces
o (0) = - 0"+_c

L x
de donde ¢ = -~ X Yy por lo tanto & {(t) = —T-%x

Proposicifn. En la proposicifbn 1.6 los campos de

=

vectores X, X son simultineamente completos © no
completos.

Demostracifn.

si (W, ) es @ grupo local a un parémetro
maximwal determinado por X entonces, si X es com-
pleto tenemos X completo pues para todo X e M,
q"$i . es una curva integral de Xy q €8 sobre-
yectiva.

Reciprocamente, si (W,¢ ) es el grupo local ma-
ximal a un pari&metro determinado por X entonces, si
X es completo tenemos X completo pues para toda

xeM , existe X ¢ M tal que §,=qody O

Definicifn. Diremos que una sub-variedad N de

codimensifn uno es transversal a X si para todo
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punto y de N X(y) # TyN

Proposicifn: Si el campo de vectores X es completo,

Yy genera un grupo a un parSmetro, (Q)t te R,
de difeomorfismos de M, tenemos ¢‘£o Xo ¢-t' X
para todo te R

Demostraci®n.

En efecto, 81 B8 eR, xe M entonces para todo

teR b, 0 ¢, () =4, (e
= (s , $(t ,x)
= § (s+t,x)

= ¢x(s+ t)

luvego por 1.4 para todo se R , 113 transforma cur-
vas integrales de X en curvas integrales de X.

Luego, para toda x €M

tho X (x) =¢tT¢ X0 (x))
=, ° X($ 4 (o))
~b,  ($xton)
- (1}0 4’,‘) (o)
=X ($po §, (o))
= X (¢t(x))
= X0 ¢t (x})

por lo tanto ¢'£ oX = X o ¢t Y como ¢;1 = "-t
tenemos ¢£ o xoq)_t = X
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1.27 Corolario: Si N es una sub-variedad de codimen-
sifn uno de M transversal a X, la sub-variedad

‘bt ( N) resulta transversal a X para todo t e R;

$i(x)

y por consiguiente, la aplicacién (t, x)
es una submersifn de R x N en M.

Derostracibn.

' T :
En efecto, si Y e d)t (N) entonces x(y)=¢‘t°x°¢‘_t(.?)

- b$ [X_ (¢-t(y')')] , como d;_t(y) e N enton-
ces X (¢-t (y)) # T¢_&) N, luego 4;1‘[)((4:_‘531)];1;1)*(!\0
de donde tbt(N) es transversal a X. [J

1.28 Proposicifn. Si sobre el producto Mx R un campo

de vectoresY de la forma 2Z(y,s) + %', con

Z{y,s) e Ty M , es completo, el grupo a un

parlmetro de difeomorfismos de M x R gue €l genera
se puede escribir (t, vy, s)———-(ft’s'(y),t*#ionde
S es una familia de difeomorfismos de M te-
niendo las propiedades siguientes

(a) IfO,s =Identidad para toclo S,

(b fypv o= Ty, 0005 1

{(c) (ft,B)--“ o £

Demostracibn.

t',s’?

-'t ’ t"’B

Sea d:mrxMxR M*® e1 grupo a un parfmetro

maximal generado por X.
Las curvas integrales de X son restricciones de

las aplicacioenes

dJ(X.S) P

—_— M x R
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donde ¢(x, s) ()= &t x,8) ; luego dx s)=(fx )

88 x s
con Ix,s{ R— M st,s : R— R diferenciables
Y frx,5) () = (£ g08) L &4 (1))

=Y Iy g(8), By o(t))

= t

luego g s(t) = %ng.s(t)

entonces & =t + s

y como ‘b(x.s)J {0) x,8

={x,85)
es decir; para todo (x,s)e Mx R, 4)("&;):&:(,3(”’“9’

de otro lado, para todo t eR
dp M x R — Mx R
(x, §) — ¢(t,x.s)

es un difeomorfismo; luego para todo, trseR
4’1;’3 :"M —— Mx R
X —— t,stx)w ¢'(t,x,s)
es un difeomorfismo Y ¢'t.-s(x) = (ft,s(x),g t...s(x”
donde rt,s‘ M—=My E . : M—~R s5on aplicaciones
diferenciables; ademSis, para todo Xx@& M,

bo,s=(T 0,8, (x))=0 (tax,8).
= §(x,s) ()
- (fx's(t). t + 8)

= b § {x)= t
luego g, .s(x) t+sy I fx.s( ) de donde
¢:‘ RxMxR —= M xR se puede escribir como
¢(t ;X,8) = (ftns(x)' t+s8)y tt. ges una familia
de difeomorfismos, puesto que:

{a) ¢(0 y Y ,8)= | fo’sty) 0+s)=(y, 6 s) luego fo’s(y).:y
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es decir f, , = Identidad de M.
(b)JVye M,
(24,40, 5(F)stettes)= §.(tet',y,8)
=¢(t,$(t',y,s))
=b(t,2g, (7).t +8)

”(ft.,t'-.-s(ft' ’B(Y))st*‘t'*s)
‘(If,t'+g°ft',a(y)'t*t.+s)
de donde fy 4y o= Ty 4r,s® Tor s

{c) por (b) - = Identidad de M.
’ f-t,t+s° ft,s <fb,s

ft,so f-t,t+s’ft,-t+t+§ f-t,t+s

=£t-t,t+s

= Identidad de M.

-1

luego (ft,B) = f-t,t-l-ﬂ a

1.29 Corolario: Si hacemos £y s,f obtenemos una fa-
L . .

t-s,8
milia de difeomorfismos de M-ve;ificando las siguien-
tes propiedades |

(a) Bg,5 = Ildentidad Vs e R

(b) &t,s8s,r = Bt,r

© (g 5)" =g,
Demostracifn.

i

En efecto; comoft 8.8 son difeomorfismos enton-
-8, |

ces E¢, @5 un difeomorfismo y

= Identidad de M.



(b) B,8° Ba,r " Tt-s,8® fo-r,r
- 1’t..,--sus':' f-a,a° IB-I',I'
= fy,0° o5, (8-r)er" To-r,r
= It,-rﬂ" f-a-o-s-r,r
= f1:,-1'1-1:"" f—r,r
- rt-r,r
- st,r

(c) = = Identidad de M
ga,t"gt,s SB’B ©

8¢,8°8s,t8¢,t 1
Luego ga,t'(gt,s) 0
1.30 Observaci6n: Haciendo h, = g, , tenemos que
¥
1a -
€t,0° gs,tj.)

= 83,0° Bo,s

= Jdentidad de M

ht° ha

= 8¢,8
y como cada ht es encajamiento, entonces la

familia {ht‘t « ©s una isotopfa con hy = Iden-
tidad de M.
1.31 Corolarioc: Para todoy eM ,8e¢e B , la curva
o(:B —=— M definida porc<{(t)s= gt,s(y) es una solu-
cién de la ecuacifn diferencial no auté-
noma
y=2 (Y't)

tomando el valor y para =8

Demostracién.
Como @‘(t)!t) =(8t’5(3f).'t)
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2y o(3)5%)
=(ft_8,s(y).(t-s)+s)
= dl‘(t-s,y,a)

- ¢(y’3)(t-s)

entonces

Et),1)= X (§(y 5y(t~8))
=7 (ft-a,a(y)’t)
-2 (g, o (y)st)) + 2

de donde

x(t) = 2 (e(t),t)

o(8) = g5 4(¥)

-y w

Observacibn. Si Z es peribdica de perfodoT ens ,

COMO B4 v gex = B¢, g entonces el campo de vec-
tores Y induce un campo de vectores sobre el cilin-
dro Mx5' = Mx( B/x2)
Lema: Sea ( W,d)-), w '};{"'y""ft L] ‘y} . €1
grupo local a un par&metro maximal generado por X.
§i1 para un punto X € M, la curva ¢ ¢ Co, w xCxfx})
es relativamente compacta, entonces GLi=4®©
Andlogamente, Bi¢’ (]otst:] » {x}) es relati-
vamente compacta entonces oy**%

Demostracifn.

Supongamos que '$( (0 .%[. {x}) es relativa-

mente compacta y que w {+co
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Sea y un valor adherente de la aplicacibn

b, Do s, [— y para t tondiendo a wx; seleccio-
namos una vecindaa abierta \/ de y , un nfimero ¢
entre o y w,, luego existe una aplicacibn dife-
renciable  Y§: }-¢€ »€0U—~ M  teniendo las propieda-
des del teorema 1.10.

Seaxe j"'x“ ¢ Wef tal que ¢ (T, x) e
y sea Y una vecindad abierta de x tal que {T)x VLW
Y ¢(fx}x viC L.

En estas condiciones podemos prolongar ¢ al
abierto WU 9 Wx-€ ., T+¢ [ X V) haciendo

b(t,2)= Yt -7, $(x,zN

para Ze V y t 6] wuy-€ 76 [  lo cual es una
contradicelbén ya que ¢ no puede prolongarse por
sexr maximal.
Para el caso «,:-w la demostracién es anfloga.l]
Teorema: Un campo de vectores a soporte compacto
es completo.

Demostracidn.

S1 x es un punto singular del campo entonces

1?,;: R ——M 3 de otro lado, si x es un punto

regular entonces ¢x(:’°(x,o] )y ¢x([p,uxc ) son
relativamente compactos y pox 1.33 ofy=-
Wy, =+ luego el grupo es maximal. [J

Corolario: Sobre una variedad compacta, todo cam-

po de vectores es completo.
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Demostracidn.

Como la variedad es compacta, el soporte de to-
do campo de vectores es relativamente compacto y
por 1.34 el campo es completo. []
Designando en adelante por (W ,$ ) el grupo local
a un par8metro maximal generado por X , podemos de-
ducir igualmente del lema 1.13 las siguientes con-
clusiones.

Proposicién: Toda curva integral de X tomando el

valor y para t=T es la restriccifén de la aplica-
cibnt ——= P(t-7,y) a un sub-intervalo deJety~ ,w,-'f-t-

Demostracifn.

Sea B : Ja,bL——=M una curva integral &e X con

tela,bl yD(‘t)- y |
Sea >\=]o(y +T 0y +T L— M dada por N‘h‘?(*' )
entonces,

(a) SJL.'.-M'::(y +T tenemos
by Qoty,@ ) =X Qotyec , @)
=3 Qety, +7,%1)
3y +, T )
luego ¢XO°‘y’0] ) es relativamente compac—
to y °(y= -oo lo cual es una contradiccibn
luego o(yv‘c(a
(b) si%y +T { b tenemos

$ (0w, L )= A([ryu,+l) _
’ d = B([’t,::; +t )C ﬁ(f’t,hg-t‘!:])
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luego ¢y([o,wy [ ) es relativamente compac-
to ywy = +00 lo cual es una contradic-
cién por tanto b(wy 4+
luego B = x/]a,b[ 0
1.37 Corolario: Para que un campo de vectores X sea com-

pleto es necesario y suficiente que toda cqrva inte-

gral de X se prolongue a una curva inteéral defini-

da sobre R .

Demostracién,

Supongamos que X es completo y que ok: J—=M es
una curva integral de X; por 1.36 ol es la restric-
cibn deQ‘(O) iR — M luego o se puede prolongar
a una curva integral definida sobre R.
Reciprocamente, si toda curva integral de X se pue-
de prolongar a una curva integral de X definida so-
bre R entonces-
para todo{t,x)e R~ M , ¢'x puede ser prolongada a
una curva integral sobre R por 1.36 esa curva
integral es una restriccifn de ¢¢x(o) luego {t,x e
de donde W = BxM y por tanto X es completo.(]

1.38 Proposicibn: Sea Y un campo de vectores sobre el

producto M*® de la forma 2 (y,8) + % con

Z(y,s) e T_ M . S8i la proyeccifn sobre M del
y

soporte de Z es relativamente compacto, el campo

Y es completo.



Demostracidn.

Como la proyeccitn sobre M del soporte de 2

es relativamente compacto y la proyeccibn es una
aplicacifn abierta entonces,ei soporte de 7 es rela-
tivamente compacto; luego si ( X,s8 ) pertenece al
soporte de Z tenemos que @(x,gj(ﬁa,w(x,g)f)es rela-
tivamente compacto y ¢ (x 8) OA(x 8y, o) )es rela-
tivamente compacto, luego & (x 8)=-0 , (X ,8)=+0
si (x _s) no pertenece al soporte de Z entonces¢lx,s)
esti definida para todo te R ., Por tanto Y es
completo.D

1.39 Observacidn: En relacibn a la proposicidn 1.36, di-

remos que Cy definida sobre el intervalo jdy,uy[
por t —= ¢(t,yi es la curva integral maximal
de X pasando por y.

Las imigenes de dos curvas integrales maximales
son disjuntas o iguales. El conjunto de esas imi-
genes definen una particién de M, donde 1los elemen-
tos son llamados las Orbitas de X.

En particular, los puntos singulares de X son
6rbitas reducidas a un punto. Las Srbitas que no

son puntos singulares las llamaremos Srbitas regu-~

lares de X.
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El espacio cociente de M determinado por la par-
ticién en 6rbitas de X es llamado el espacio de las
6rbitas de X,

Clasificacifn de las Srbitas.

El teorema siguiente nos da una clasificacifn

de las 6rbitas de un campo de vectores X.
Teorema: Para una 6rbita dada ¥ , todas las curvas
integrales maximales Cy .y €Y , parametrizando
poseen simultineamente una de las tres propiedades
siguientes

L) Cy es inyectiva

w) Cy no es inyectiva, pero tampoco constante

i11) Cy es constante

Demostracibn.

Sea cy ::]c,,‘y 'wyt ——a= M la curva integral
maximal definida por cy(t)‘¢y(t)'
Sea ze 0y (Jot,w, L) 2=Cy(T)
luego, por 1.36, cy es la restriccifn de la aplica-
cién t— ¢ (t-<t,z) a un sub-intervalo de']ata-'t,'hiﬂ:[
como Cy es maximal resulta cy(t)’¢ (t-‘t,.z)
de donde.
(1) si Cy es inyectiva entonces la aplicacibén
t —= $(t-7,2z) es inyectiva para todoze Cy(_]dy,w.,[J
luego C,=¢, es inyectiva para todozﬁc)‘u*w‘”)[)
(1ii) si Cy no es inyectiva ni tampoco constante

entonces la aplicacién t =—= Q (t-‘t,lJno es
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inyectiva ni tampoco constante; luego QZ.?z - Qz

no es inyectiva ni tampoco constante.

(iii) si cy es constante entonces, la aplicacién

t ¢(t-~ ,2z) es constante y por tanto §

2z
es constante para todo z ¢ Cy( 14y, Wyl )O

1.41 Corolario: En 1.40 (i), Cy es una inmersifn inyec-
tiva del intervalo Jey,wyl en M. En 1.40 (ii),
la aplicacién cy esti definida sobre. R y es perib-
dica. En el caso 1.40 (iii), CY es una curva inte-

gral singular de X.

Demostracibn.

En efecto, en el caso (i), Cy es inyectiva y
8i ve T]ely, Wyl' entonces v =)tg—..L ' ‘€ R, ¥

dc (v) = dc (x4 |,)

= Xc.lcy( <)

= A C, (%)
como Cy(t) = x(Cy(t)) entonces, dcy(v) =0 si vy
solo si v = 0; luego ker(dcy) = {0} , y por tanto
CY es una inmersi6n. _

En el caso (ii), si Cy(b) = Cy(a), b) a, enton-
ces definiendo ~y: J1b, b+x[—M por (t) = Cy(t-'c)
con ¥ = b-a tenemos que

€ (t-T) = X(C (t=v)) = X(w(E)
luego, y es una curva integral de X y +y(b) = Cy(b)
como C es maximal resulta Jb, b+TL Cloty, Wyl

prosiguiendo de esta manera, obtenemos uy= +oo, ¥y
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én forma aniloga o, = - y ademis,

Cy(t)=‘cy(t+‘c puesto que

Vter, C (t-7) = b (t-dea)

= ¢y((t—‘b)+a)

= ¢ ((t-b)+a,y)

= ((t-1),0(a,¥))

= ((t-b),4(v,¥))

=0 (t,y)

= cy(t)
luego Uy es peribédica con perifdo un sub-mfiltiplo
de b-a.

En este caso, diremos que ¥ , que es entonces
una subvariedad de M difeomorfa al circulo s? : €5
una 6rbita peribdica, de perfodo T , de X.

En el tercer caso, y es un punto singular de x.0

1.42 Proposicién: Sea X un campo de vectores sobre una

variedad paracompacta M. Entonces existe una fun-
cién £ estrictamente positiva sobre M, teniendo la
misma clase de diferenciabilidad que X, tal que, el
campo de vectores Y ofY €s completo.

Demostracién: Sea g una funcibn propia de clase cS

sobre M (donde la existencia es asegurada por la
hip6tesis de paracompacidad de M), y sea f,expt_(xg)zl
Si Y= fX , tenemos

1vgl = I(xg)exp(~(xe)®)I < 1 sobre M.

Consideremos una curva integral C de Y definida so-



bre un intervalo acotado JI.

tenemos
$ilgee) =dc E5)(&)
= ¢(t)(g)
= Y(e(t))(g)
¥g)oc(t)

luego |-g;(goc)|< 1 sobre I.

La imagen de goc esti entonces acotada y por
consiguiente la de C es relativamente compacta.

Por 1.33 tenemos I= R luego Y es completo.(d

1.43 Corclario: Si C es una curva integral maximal de

un campo de vectores X pasando porg , y sif no
tiene ceros sobre M, la curva integral maximal del
campo de vectores Y=fX paaandﬁ por 2. es una exten-
s8ién de la aplicacién t —=g(h(t)),dondeh es la
solucifn maximal de la ecuacisn diferencial g'%-f(c(a))
gue s8e anula para t=0,

Demostracién.

En efecto,
Y( ¢{ B( t ))) = (£X)(e(n(2)}))
= f2{e(n(+)))x(c(n(t)))
= h(t).é(n(t))
- coh(t)

luego Coh- es una curva integral de Y ademés,

coh(0) = e(h(0)) = ¢(0) = = O
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1.44 Observacifn: Como las curvas integrales maximales

no cambian bajo un cambio de parametrizacién, y con-
servan la orientaci6n sif es positiva, entonces
las 6rbitas de X y Y son las mismas.

En lo que sigue, lo que nos interesa de una va-
riedad paracompacta y de las propiedades de las
6rbitas de un campo de vectores {esto es; las pro-
piedades de las curvas integrales maximales inva-
riantes por reparametrizacifn), es suponer que ese
campo de vectores es completo.

1.45 Proposicifn: La relacifn de equivalencia sobre M

donde las clases son las 6rbitas de un campo de
vectores es abierta.

Demostracifn.

En efecto, si (¢t es el grupo a un par&-

)tc R
metro de difeomorfismos de M generado por X, y sl @
es un abierto de M, el saturado de U es el abierto
Wb (u)
sat (U) = 3y ¢, (R)

= }é’u [tke}R{QJ(t,yﬂ]

= tkéja[y\é}u{'b(t'y)]]

= tk&)R[;'e)U{q)t(y)}]

= Ve 00

luego la relacibén es abierta- [J
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2. Estudio General de las Orbitas.

La herramienta fundamental para el estudio de las
6rbitas no singulares de un campo de vectores estd dada
por el teorema siguiente.

2.1 Teorema: Sea X un campo de vectores de clase ct so-
‘bre . M, y sea y un punto regular de X. Existe en
una vecindad de y, un sistema ( x4 ... ,xp )} de
coordenadas locales de clase ct en el cual la ex-
presibn de X es —33"_1

Demostracifn.

Sea (V,T) un sistema de coordenadas alrededor
de Y con funciones coordenadas y;,...,yyp tal que
K(y)==2|
Iy, 'y
se sigue de 1.10 que existe un € » 0¥ una vecin-
dad W del origen en R M1 tal que la aplicacibn
~1
O-(tl az;o.-'anl)= ¢t(‘t' (ol’aZ!"'l’am)’
estd bien definida y es de clase ¢’ para ( t,az,...,

am)Bl("G;G')x WCR™,

Ahora, o es no singular en el origen ya gue
2 .
do (5 lo ) = xtn) =5 |, vdetFh 15 boaw
de aquf, por el teorema de la funcibén inversa,
é .o~1 es una aplicaci6n coordenada sobre alguna
vecindad { dey . Denotemos con X,,...,Xy
las funciones coordenadas del sistema (U, § )

Entonces como .do‘(—a%lu,az,---,am\) = X(O'lh'a-zr °.am\‘
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tenemos

Xy = ’aa?ﬂu O

Definicifén: Un sistema de coordenadas locales

( U’y‘l""'ym ) tal que la expresién de X en y

es -g—le llamaremos sistema de coordenadas locales
Y1

distinguido para X o simplemente un sistema de

coordenadas distinguido de X.

Corolario: g4 y.(y1 yoos 'ym) ,5.(21 ""zn! son sistemas

de coordenadas locales distinguidos para X, la apli-

cacibn de transicién zZy= fj.(y1"”'ym)’ i=1,...,m

verifica §_f1.1 Bii. 0 para f 2
oy 7 27 ’
Demostracifn.
= 2
En efecto, como . =
x/u 5v; 7 x/v 57,
Y fr—=V esti dada por f = z'1oy
luego fin zi. 5-10 Yy y

28y = X(2p) =53(5) = FlzozToy)
de donde%fi- 1 sf d=m1yoOst i320
Corolario: Puesto que cada 8rbita no singular de X
es la imagen por una inmersifn inyectiva de la rec-
ta ®@ o del circulo s? , la interseccifn de una
tal érbita y de un abierto distinguido U es la
reunién numerable de placas Jp= cte,..., ym-cte
de U.

Demostracibn.

Como U es un abierto distinguido de X tenemos,
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para todo tg R tal que §_(t) e U, ﬁz(t)- %'d’z(t)
luego las funciones coordenadas de Y°¢z son cons-
tantes para i)2 , como la 6rbita es una inmersién
inyectiva de R o S‘I entonces las funciones coorde-
nadas y,, 1> 2 son constantes sobre ¢z( a)ﬂ U.
Como R se puede expresar come la unifn numerable
de intervalos cerrados conexos tenemos gque ¢z( |y
es una unisn nfimerable de placas. []

Definicibn: Una &6rbita no singular ¥ de X es propia

(respectivamente localmente densa} si existe un
abierto distinguido U de X tal que,la interseccién
UMN¥ es una sola placa de U (respectivamente sea
densa en U ).

Esta nocién es invariante por cambio de pardmetros.

Proposicién: Sea § una 6rbita propia (respectiva-

mente localmente densa) de X, todo punto y de ¥
posee una vecindad abierta distinguida V para X tal
gque VMY sea una sola placa de V (Resp. sea densa
en V).

Demostracidn.

En efecto, si designamos por (w, q; } el grupo
local a un parimetro maximal generado por X.

Sea yg¥, podemos elegir el abierto distinguidoU

de X tal que ¥U gea una sola placa (sea
localmente denso} y tal que si zeUN¥y y= $(t,2)
entonces {t}xUC ¥ . el abierto $( {t} = U)
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posee las propledades requeridas. [}

Corolario: Para gque una 6rbita no singular sea lo-

calmente densa es necesario y suficiente que exista
un abierto de M en el que ella sea densa.

Demostracién.

Supongamos que la 6rbita ¥ es localmente densa.
Para todo ye ¥ existe un abierto distinguido Uyde X
tal que B'f_'\Uy es denso en Uy

= U ‘ent
sea U yeyy entonces

————————————

¥ =70 = ¥y, )

=L\
Y“‘nuy)

= UL
}-&l’ht}y)

sL'G)r*Uy

=0

Reciprocamente, supongames que existe un abierto U
de M en.el que ¥ es densa.

Sea me ¥ , por 2.1 existe un abierto distinguido U,
para X ¢con m e Um'

Sea V= U ﬁUm ;I luego V es un abierto distinguido
para X ¥ ﬁ' = ¥

puesto que si W # V éntonces, existe zZeV
y un abierto O que contiene Z con 0M¥=f pero
esto contradice 8= U O

Proposici6n: Para gue una 6rbita no singular ¥ de X

sea propila -es necesario .y suficiente que ella sea

una sub-variedad localmente cerrada de M.
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Demostracifn.

Supongamos que la Srbita ¥y es propia, por 2.6
para todo yey existe un abierto distinguido U tal
que UMy es una sola placa de U, luego y es local-
mente cerrado.

Reciprocamente, supongamos que ¥ es una sub-va-
riedad localmente cerrada de M.

Sea V un abierto distinguido para X tal que
VN ¥ sea cerrado en V, una de las placas de VNY
esti entonces aislada en el conjunto de las placas
de V¥ . En efecto, (propiedad de Baire), un ce-~
rrado numerable de Rp_l posee un punto aislado.
Podemos entonces construir un abierto distinguido
U en V conteniendo (nicamente esta placa de
vnys O

2.9 Corolario.

( i) Una 6rbita cerrada no singular, en particu-
lar una érbita periédica, es propia.

(1i ) Si una 6rbita no singular ni periddica es
propia entonces, cada una de las curvas in-
tegrales maximales que la parametrizan es un
prolongamiento de R en M.

(iif) Una Srbita no singular y compacta es perid-
dica.

Demostracifn.

(1) Si ¥ es una Srbita cerrada no singular enton-
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ces, para todo abierto U en M, 3MNU es cerra-
do en U, luego por 2.8 ¥ es propia.

(ii) Si¥es una 6rbita propia, no singular ni
periédica, por 1.44, ¥ es un prolongamiento
de R en M.

(i11) Si ¥ es una 6rbita no singular y compacta,
como M es de Hausdorff entonces ¥ es cerrada,
luego propia, en consecuencia ¥ tiene que
ser perifdica porque si no se contradice
(11) O

Conjuntos Invariantes y Conjuntos Minimales

3.1 Puesto gque lo que nos interesa en lo que sigue de
este capf{tulo son las propiedades de las 6rbitas de
un campo de vectores X, supondremos que X es comple-
to, por 1.43 esto no es una restriccifn ya que M es
paracompacta.

Designaremos por (‘t)t ¢ g €1 9rupo a un parémetro
de difeomorfismos de M que genera el campo X.

3.2 proposicifn: Para que un sub-espacio A de M sea una

reunién de 8rbitas de X es necesario y suficiente
que tengamos ‘t(A)-m para todo t ¢« R.

Demostracibn.

En efecto, Y& ‘t(A) (-)ch A tal gue y= ’t(z)
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=>3z @ A tal que y = ¢z(t)
Syearsian~ b ()

luego si A = zté}ad)z(ﬂ) entonces, d)t( A)=A para
todo teR. Reciprocamente; si 1’1’.( A)=A para
todo te 8 entonces
A= $.(8), to & => A= Mo6.(4)
= t'S)m[ zl&}AMt(z)}]
- chJA[ te’ t(’)}]
"z\oJAl: tle {¢z( ©)}]
- U, (&)
luego A es la reunién de 6rbitas de X. O
3.3 Definicibn: Diremos, que un sub-espacio A de M es

4
invariante para el campo de vectores X (o por el

grupc a un parimetro ¢t ) si 1’1;(5)‘ A para to-
do t e B-

3.4 Proposicibn: Si , es invariante para X entonces la

frontera @ A, clausura 5 , complemento € , in-
terior § . son invariantes, ademds si B es inva-
riante entonces, AUB ¥ ANB también son invarian-

tes.

Demostracidn: En efecto, por ser ¢1: homeomor £ismo
para todo ¢t e /| tenemos:
(£) 4= §.(A)D 2% [§,(a)] ¢ = ¢,(a°)

luego A% es invariante



3.5

3.6

- 43 -

(11 ) §4(K) = §,(a) = 2
luego 4 es invariante
( 111) ¢,(AUB) = ¢,(a)U¢,(B) = 2UB
lueqgo AVUB es invariante
Civ ) $(aNB) = (AN (B) = aANB
por consiguiente AMB es invariante
(v ) $,(34) = d,(AN2°%)
= 0, (DN, (%)
= ANa®
= A
( vi ) como & '['Eé]c entonces A es invariante. O
Corolario: La adherencia ¥ de una Srbita ¥ es un
cerrado,invariante y conexo.
Definicién: Diremos que una Srbita ¥' es adherente
a & si ¥C¥

Proposici6én: Para que una 6rbita no singular ¥ sea

propia es necesario y suficiente que ¥ sea un abler-

to en &

Demostracién.

Supongamos que 8 es una 6rbita no singular y pro-
pia.

Por 2.8 sea V un abierto-distinguido de X tal
gue Y ¥ sea cerrado en V. Como V¥ es abierto
en ¥ Y WVNE¥= ¥NY Puesto que si yeTN¥ ¥ yf¥

entonces y es un punto- en V adherente a ¥ que no
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pertenece a ¥ , esto contradice que VYNY¥ es cerrado
en V. Luego por ser ¥ localmente cerrada se tiene 8
abierto en 3‘—

Reciprocamente, supongamos que ¥ es una Srbita
no singular y ¥ abierto en Y,

Por 1.41 X es una gub-variedad de M y por ser ¥
un abierto en ¥ existe un abierto 0 en M tal que
ON ¥ =Y ¢ como § es cerrado en M entonces ¥=oNTY
es cerrado en g ; luego ¥ es una sub-variedad de M

localmente cerrada y por 2.8 ) es propia.m

Proposicifn: Si ¥ es una 6rbita localmente densa

adherente a una 6rbita ¥' ., entonces X! es localmen-

te densa, y tenemos' =%

Demostracién.

Por 2.7 existe un abierto g de M tal que ¥ .0
Ademss, como ¥ C ¥' entonces S;-OC ¥ si ¥- ¥ Jdd
— - € o - - -

como FC es abierto enMy ¥ = sU(3 nx']:—.oU(B‘ﬂ'ﬁ')
¥

tenemos que no seria conexo, lo cual es una con-

tradiccibén y por tanto -J'- ~¥=¢ gde donde ¥=%
y ¥ =O , luego por 2.7 ¥' es localmente densa.l]

Definicibn: Un conjunto minimal para X es un elemen-

to minimal del conjunto de los sub-espacios de M,
ordenados por inclusifn, que son cerrados, invarian-

tes y no vacios.

3.10 Proposicién: S8i E,F son conjuntos minimales para X
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entonces:

(1 ) Toda 6rbita contenida en E es densa en E
(i1) ENF=¢

{ 1i3 Ees conexo

Demostracifn.

(1 ) Si ¥ es una 6rbita contenida en B entonces ¥CE
pues E es cerrado y como E es minimal enton-
ces ¥ =E.

(11) si ENF¥B entonces ENF es cerradq no vacio
y por 3.4 invariante, luego ENF = E = P,

(1if) si E no es conexo entonces, existen abiextos
no vacios 0 , ¥ en E tales que OU/V=E, como
las 6rbitas sbn conexas entonces 0 y ¥V son
invariantes y cerrados, lo cual contradice ﬁue
E es minimal. 0O

3.11 Ejemplo: Un punto singular o una S6rbita cerrada, en
particular, una 6rbita perifdica, son ejemplos de
conjuntos minimales.

3.12 Teorema: Todo conjunto invariante, compacto y no
vacio contiene un conjunto minimal.

Demostracifn.

En efecto, si j es un tal sub-espacio, el cojun-~
to de los sub-espacios cerrados de 5 , invariantes
y no vacios es inductivo (la interseccifn de una fa-

milia de compactos embotellados y no vacfos es no
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vacfa). El posee entonces un elemento minimal. (teo-
rema de Zorn).D
3.13 Corolario: Si la.variedad M es compacta, y sl tecdas
las 6rbitas no singulares de X son propias o local-
mente densas, toda Orbita propia contiene un punto
singular o una 6rbita perifdica en su adherencia.

Demostracién.

Si ¥ es una Srbita propia de X , su adherencia
-3: contiene un conjunto minimal E . Si E no es un
punto singular de X, todas las Srbitas contenidas en
E son propias (por 3.8) y por 3.7 E se reduce a
una 6rbita peribdica. O

4, Conjuntos Limites

4.1 Definicibn: Para todo Ye M designemos por

B’y‘{%(y): t e®R} 1a 6rbita de y

3"- {¢t(y): t ) 0] la semi-6rbita positiva.de y
U;‘[‘pt(l'): t<0] la semi-&6rbita negativa de ¥

4.2 Observacibn: Estas nociones son invariantes por cam-

bio de parimetros conservando la orientacifn de las
6rbitas.

4.3 Definicidn: Sea & una Srbita de X. El1 conjunto

-— —1- . .
..O.‘ -QSK, (nesp, A‘: st; ) se llama el conjunto
w- 1imite (Resp. oldimite) de ¥

4.4 Observacifn: Por 1.5 el cambio de X por -X intercam—

bia los conjuntos w-lfmite y ok-1limite.
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4.5 Proposicién: E1 conjunto oy {Resp.Ay ) es el conjun-~

to de los valores de adherencia de las aplicaciones
1;_.....¢t(y), y e¥ i para t teniendo hacia +oo
(Resp. —c0).

Demostracién.

g gv
% e.ﬂ-;H z e ng .

& Vy e¥, 2z e Zf; |
&y e¥, z efp(y): tI0}

luego z e flL si y solo si para todoy ¥ , exis-

te una sucesién ‘tn}nc ycon t—=+o00 y ¢t (y)—=2z

En forma an&loga, Ay es el conjunto de’ 101 va-
lores de adherencia de las aplicaciones t— q)t(Y) ,
ye¥ ; para ' tendiendo hacia =~co [0

4.6 Proposicifn: Los conjuntos limites son cerrados e

invariantes.

Demostraci®n.

En efecto, “O"KY Ay son cerrados por ser inter-
seccién de conjuntos cerrados; de otro lado -CLu
es invariante bajo el flujo pues si geSlyg , sea
qQ = (bq(S)' B eR  gea {tn} ne iy 0@ sucesibn
en R tendiendo a 400 Yy tal que {¢p(tn)]n8 o
tienda a ¢ como ¢tn+ép)=¢3°¢tn(p) =9 (a) =4
luego 4q ey, por tanto para todose R
'¢B(-O-8)C‘Q'B' de otro lado q=¢s(¢_s(q)) y como
¢_S(q) e () tenemos d)B(D.U) =Ly . Por
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consiguiente (1l y es invariante por X. En forma an&-

loga se verifica que A_es invariante para x.0

L]
4.7 Corolario: Si ¥ es un punto singular o una 6rbita
peri8dica entonces Lly = Ag=¥

Demostracifn.

En efecto, si ¥ es un punto singular o una 6r-

+
bita peri6dica entonces ¥y = ¥= 5; Y

¥y =¥=¥,  1uego Oyg= Ax=X O
4.8 Corolario: Si X es una 6rbita no singular, cerrada
y no perifdica entonces» L{lg= Ag= §

Demostraci®n.

En efecto, como D’;C ¥ , para todo y, tenemos
X;Cb’luego Qg =L yC ¥ y como ¥ es minimal
entonces Ll B o LL=¥ | por otro lado, si
Ly 8 entonces L1y~ ¥, por 2.9 (i) ¥ es propia,
luego (2.6) existe para Ze¥ un abierto distinguido
conz ¢ 0, tal que OMN¥es una sola placa. Sea §_108:’
2, F 2 entonces, como % ¢ § -yf:\!??
tenemos zZ e Kz luego ON x;. #¢ Y por
tanto 2 e h’-,: de donde, existen t,,t, 0 R tal
que by(to) = ¢y(t1) =y por 1.41 ¥ es peribdica,
lo cual contradice nuestra hipotesis; por tanto
L1y =@ . En forma anfloga, Ay = . 0
4.9 Corolario: Para toda 6rbita & no singular, ni perib-

dica, las siguientes propiedades son equivalentes:



(a) ¥ es propia
(b) ¥NA, =¥NOg #
() ¥-¥= AxU Ly
Demostracién.
(a) ==>(b)
Si ¥ ﬂﬂ!f ¢ entonces existe 2z e ¥FMLlycomo

2 eQy Llg es invariante tenemos ¥ C Lhy i
luego para todo Y ¢¥, ¥ }_f;* . Como X es propia,
por el mismo argumento usado en 4.8, Y es peribdica,
lo cual contradice la hipotesis, luego Xﬂﬂf 3 3
en forma andloga AK Ny= 9

(by=>(c)

ye AgUﬂ?y $% ¥ y¢ Ag o ye Sl (por b)
(=)3¢K Y para todo 2z e¥, ¥ ;K-:r Ye-x_:
35 vy yex
Eye¥-¥%
(c)y==>(a)
como ¥-8 = Ay\JCL ¢ entonces Y- es cerra-
do en ¥ luego ¥ es abierto en'g y por 3.7 ¥ es
propia. [}
Corolario: Para toda 6rbita ¥ no singular ni peri&-

dica son equivalentes las siguientes propiedades.

‘(a) ¥ no es propia

(b) ¥C oy o 5C Ay (6rbita recurrente)
(c) E-QDLJA-G



Demostracién.

(a) =>(b)
Si XI_C].‘ KCZA , Como _Q.KyA.G
son invariantes, Knls"ﬁ y Kﬂﬂﬂ ~luego
por 4.9 ¥ es propia contradiciendo (A& )
por tanto § CS1yo ¥ T Ay

(b)y => (¢)
como Ly = ﬂx Y4 -ﬂ xy entonces
EQ v U 13’ C K ".Yde otro lado (por b)
KC.O-;O'UCAK suego ¥C Ky o ¥ Co Ay
es decir KCD—;U Ay - Luego ¥ = 0L A

(c)=3(a)

Si & es prbopia entonces por 4.9

§¥QKUA5 lo cual contradice (c), por tan-

to & no es propia. O



CAPITULO 2

EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS SOBRE VARIEDADES DE

1.

DIMENSION DOS

Introduccidn.

En este capitulo estudiaremos flujos generados por
un campo vectorial de clase C1 sobre una variedad compac-
ta de dimensi6n dos. Por comodidad asumiremos gue la
variedad es orientable, en cuyo caso es una esfera,{h
con h asas. Asumiremos que el campo vectorial tiene’'un
nimero positivo y finito de singularidades no degenera-
das. Aqui, "no degenerada” significa que los valores
proplos asociados con la diferencial del campo vectorial
en una singularidad, tienen parte real no nula.

El problema que nos interesa es determinar cuando
existe una 6rbita recurrente no trivial sobre {h

1.1 Definici6n. Sea X un campo vectorial cl sobre y¢
b

el flujo generado por X. Diremos gue una 6rhitax
de X es recurrente si, y solo si }ggn_x ° KCAK

1.2 Definicibn: Una 6rbita cerrada § de X es atractora

sl existe una vecindad V de I tal que, para todo

Pe V se tiene _(Lq,p(n) -I
1.3 Definici6n: Una 6rbita cerrada § es una Srbita de-

tractecra de X si y solo s8i, H es una 6rbita atrac-

tora de -X.
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Definicibn: Sean P y @ singularidades-de X.

una 6rbita de tréansito generada por P{o Q) eS una
6rbita K tal que ,O_K -{P} y A\ﬁ -[Q} .

En todo el capitulo y los sucesivos considerare-
rnos vilidas las siguientes hipOtesis
H; : no hay singularidades atractoras
Hy : no existen curvas cerradas consistiendo ente-

ramente de-sillas y 6rbitas de trénsito.

La hip6tesis de que las singularidades son no
degeneradas solo implica que una singularidad debe
ser un detractor, atractor ¢ una sillam[ Ver Pa-
1is,8] De aquf, si asumimos H, entonces una sin-
gularidad debe ser un detractor o una silla.
Teorema: Sea X un campo vectorial Cl, sobre la es-
fera {o , con un nmero finito de singularidades
no degeneradas. Si H, y H, son v&lidas entonces
existe una 6rbita peribdica no trivial.

Demostraci6n.

El indice de una silla no degenerada es -1 y el
de un detractor es +1,EVer Coddington y Levinson,a]
como la suma de los indices de las singularidades

. O
debe Ber igual al iIndice de EULER-POINCARE det:
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el cual es 2, debe existir al menos dos detractores
presentes. Despu#s de remover una pequeiia vecindad
de todos los detractores obtenemos una regidn com-
pacta en el plano en la cual el flujo esta atrave-
sando la frontera.

El teorema de Poincar&-Bendixon.[Ver Schwartz,

10) nos da el resultado esperado.[]

2. Flujos con un detractor libre

2.1

2.2

Definici6n: Diremos gue un detractor es libre si

no genera Srbitas de tré&nsito.

Teorema: Sea 4> un flujo generado por un campo vec-—
torial C1 sobre CP con al menos un detractor li-
bre; si H, ¥ H2 son vdlidas entonces, existe una
6rbita recurrente no trivial.

Demostracifn,

Sea P un detractor libre. Se define la regién

de detraccifn correspondiente a P por:
D= {xc [h :A¢’x( R)= {P})

La frontera Ol es compacta e invariante, si
ella no tiene singularidades, entonces contiene una
6rbita peribdica no trivial.

Si existe una singularidad Q en 23[]. Clara-

mente Q debe ser una silla. Consideremos una



vecindad de @ como se muestra en la figura 8.

Al menos una Srbita de la variedad estable de Q
(conjunto de las Orbitas de X que tienen a Q como
conjunto w-limite) y al menos una &8rbita de la va-
riedad inestable de Q (conjunto de &6rbitas que tie-
nen a Q0 como conjunto o<-limite) penetran en BD.
Asumiremos gue ellas son localmente los ejes positi-
vVos X, Yy . Sin pérdida de generalidad podemos asu-
mir que P esti en el primer cuadrante. Ademis, po-
demos asumir que no hay otras singularidades en la
vecindad dada. La vecindad puede ser elegida de
manera que su curva frontera f' tenga las siguien-
tes pr0piedades:[Ver Palis, 8]

"El flujo es transverso a ' excepto en el pun-
to A (donde la Srbita a través de A dobla hacia
adentro) y en los puntos B ,B' ,B" , donde las 6r-

bitas doblan hacia afuera®.
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Asumiremos sobre [ -un orden, el cual aumenta
en el sentido contrario al movimiento de las maneci-
llas del reloj con el origen en ¢ y consideremos
el flujo saliendo de I' en un punto P{ A, ParaP
suficientemente pxSximo a A , por continuidad del
flujo, &sta 6rbita debe tocar ' en g > A y ade-
mis, la curva orbital L de P a g es homotSpica-
mente trivial relativa al disco cerrado A acotado
por [ , esto es, L mis el intervalo [p,q] so-
bre [ es homotSpico a un punto. Definimos una
aplicacién T tal que lleva p en q, en esta formal
resulta un homeomorfismo de un pequeiio intervalo
abierto J=({(e,A)sobre T(J)-(h.rj ).

DPefinimos ahora T en o€ como TE(= ﬁ y conside-
remos la posibilidad de extender T antes de o<{.

De un lado, si la 6rbita a través de o< sale de I

transversalmente y reentra transversalmente en [3

( en un tiempo finito) entonces T puede ser exten-

dido a un intervalo abierto N alrededor de o<

) 4 B € T( N ).

De otra manera, es cierta alguna de las siguientes

posibilidades:

( 1 ) la 6rbita a través de o no toca B

{ i1 ) ella alcanza[ﬂ y dobla hacia afuera del

en o=
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( ii1) ella alcanza {3 y dobla hacia afuera de I
en 3.

En el caso (il ) es inmediato que M‘B“< G
y en el caso { iit) B=B>b (Fig.8 ).

Los siquientes lemas tienen el objeto de demos-
trar que las posibilidades (1)}, (ii) y (i1l )
nc se verifican.
Lema: Siec {2.0PQ> b entonces existe una 6rbita
peribdica L la cual acota un disco conteniendo p
y noQ .,

Demostracién.

Si ﬁ)b entonces B eT(J) . Se sigue que la 8r-
bita A de b regresa a P=T% b) - Por H,, p£ a

{(Figura 9)

Fig. 9
si P) dyconsideremos el conjunto e<-limite
de )\,el teorema de Poincar& = Bendixon asegura
que A)\ = [P] o} A A\ es una O6rbita peribdica.
La primera posibilidad es descartada puesto que p

es un detractor libre. Que la &rbita perifdica ro-
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dea a P Yy noa Q es evidente de las consideracio-
nes del fndice. Si P<a entonces,el conjunto w-11i-
mite de la Srbita a través de a es una Orbita pe-
ri6dica por el mismo razonamiento. El caso ({2 es
andlogo. Luego el lema es vilido. O

Esto contradice el hecho que Qe 9 D r luego las
posibilidades ( ii), (1iii) no se verifican.

En el caso (1 ) donde la 6rbita A a través
de = nunca toca '3 y aE€A< B§b , Si el con-
junto w-limite de )\, Ly N\’ no contiene una singu-
laridad entonces contiene una 6rbita recurrente, de
otra forma _ﬂ.)\contiene una silla; sea {xn‘ncN
una sucesién de puntos de J con x,—==ot monotSni-
camente y sea U, el tiempo en el que la S6rbita a
través de Xp toca Yn=T(xp) esto es, Yp= ¢ (Xn,xp).
La sucesibn Yn}naeN satisface T, —*+® . Los
Am representan los arcos de la trayectoria de
Xn & Y = T(xp).

2.4 Lema: Los arcos K“ convergen a una curva J§ unien-
do X a B y consistiendo. de,un arco de la variedad
estable uniendo «Xa una silla, un arco de la varie-
dad inestable uniendo B a una silla, y &rbitas de

tréinsito uniendo sillas. (Figura 10).



Fig, 1¢

Demostraci®n.

Sean Q, Q,,..+,Q, todas las sillas. Seleccio-
nemos € tal que las €-vecindades NE(Q.;_ LLS -s,:.f_.,N
son dos a dos disjuntas y la unién no intersecta ("
Sea € suficientemente pequefio tal gue el flujo
en Ng(Qi) es canfnico, esto es, las S6rbitas pa=-
recen arcos hiperl;élicoa, los cuales doblan hacia
afuera de la frontera de N¢ en exactamente cuatxo
puntos. Cada vecindad consiste de cuatro cuadran-
tes; sean ky,...,k4{n+1) las clausuras de estos
cuadrantes, incluyendo los cuadrantes de {Q acota-~-
dos por ' . Ssea k, el cuadrante conteniendu

los puntos xp sobre su frontera.

Observacifén A: Para n fijo, Ap penetra cada kj

a lo sumo una vez. esto se deduce del hecho de gue
cada A mis el arco Yn X, Sobre rN Ky . acota un
disco An . si A y N son dos arcos de K,,ﬂ K;
para algn i fijo, entonces sea L un segmento

lineal en ki de Na ){ . S1 ¢ no corta otra compo-



nente dernn K{_, entonces L permanece totalmente en
A n © en el complemento A'p.

Peroc entonces el flujo scbre N deebe tener direc-
¢cibn opuesta gue sobre ){ lo cual es claramente impo-
sible. Por lo tanto L debe intersectar otrxa compo-
nente de >\nnK1. Procediendo de esta manera obtene-
mos una infinidad de componentes de )\“nK;para un n
fijo, lo cual contradice el hecho que el tiempo ‘T,
es finito. Esto prueba la observacibn A.

Observacifn B: Sea i fijo y supongamos que }\nnﬁiff’

para algtin n' . Entonces )\anuﬂgs para todo n )N,
Para probar esto, sea L un segmento lineal en kj de
un punto de \ln a la silla s formando uno de los vér-
tices de kj. Como los discos An forman una sucesibn
creciente, esto es Aa,CA,,, v s no estd en ninguno
de ellos, L intersecta a todos ellos.

Regresando a la demostracifn del lema, gean vy
el nGmero de k;,i» 2 intersectados por )\.\. De (A)ve-
mos que v, { #N+1) y de (B),Vn+1) ¥n . De.esto,exis-
te h tal que para n)fn, “w=<+V= constante. Para njh
sean X; ,...,ky los cuadrantes intersecta_ado? por A,
ordenados en el orden de interseccibn. Sea P.‘: el
punto en el cual >\n entra en k} . Como los An 80n
encajonados, los pf:, (4 fijo) se mueven monotdnica-

mente a lo largo de ak_; y agui converge, (obsérvese
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que los P,% no pueden estar en la porcibn de - BK_;
consistiendo de la variedad estable e inestable de

la silla s en el vértice). 5i ninguna de estas su-
cesjiones converge a un punto sobre la variedad esta-
ble de una silla, entonces tenemos, para todo n, que
los )\n permanecen a mayor distancia,que u:i”;istan-
cia fija §, de toda silla contradiciendo el hecho
de gque, £ X+ el conjunto w-limite de 1)'(‘,“ ) con-
tiene una silla. Luego, sea Jo el menor !"I.i

para el cual pn’" converge a un punto ¢ sobre la

variedad estable, p'::............ 4 . los Oy satisfacen

F

tP(G‘n » Xn ) = p;“" eriltonces {0’ ﬁ} es acotada y
sin pérdida de generaljdad podemos asumir que {a’u.]
converge, digamos que sea @ *\‘imGj luego

4’(0‘“,:“): P:f —_— q=¢(r.4, Esto prueba gque a‘,:rl esti
sobre la variedad estable de una silla. En férma
aniloga se verifica que [ estd sobre la variedad
inestable de una silla en {1 ) con lo cual se ve-
rifica el lema. []

Regresando a la demostracibn del teorema, vemos
que ol=a y ‘B=b contradice Hy. Siguiendo ell argu=-’
mento de 2.3, si o) & , consideremos la semi-8rbita
negativa N a través de o
si A permanece dentro de [, ella permanece fuera
de Q como Srbita cerca de Q,pegando con n 'I.-ﬁce.rca

de b cuando t decrece. El teorema de Poincaré-



Bendixon implica entonces que existe una 6rbita pe-
ri6édica circundando P, contradiciendo otra vez 91
hecho de que Q€ BD . 81 N sale del™ en :( B
(Fig.1@), entonces continuando A arribamos a
T'_kx)el1 via un segmento 8xbital el cual*és homo-—
t6picamente trivial relativo a [ .

Continuando cuando ¢ ~—=-m@vemos gque A\ es atrapa-
do en un disco con una singularidad P y el teore-
ma de Poincaré&-Bendixon nos da una 6rbita peribdica
rodeando a P , lo cual nos lleva a la misma contra-
diccibn. Si A\ sale de I' en un punto x) [3 xepeti-
mos el argumento anterior, esta vez usando la semi-
6rbita positiva a través de f;‘) .

Finalmente si o{=a, entonces [5( b la semi-
6rbita positiva a través de (3 genera una érbita
peri6dica rodeando a P . Como en cualquier caso se

v

llega a una contradiccibn entonces 3l no contiens

singularidades. D

Observacién: En la demostracifn del teorema no se

hace, esencialmente, uso del hecho de que P es una
singularidad; luego podemos sustituir en el teorema
singularidad detractora por una curva simple cerra-
da ¥ acotando un disco con asas a través de la cual
el campo vectorial est8 en todas partes apuntando

hacia la regibfn anular acotada por ¥ , el eje x,
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el eje y y el segmento dirigido del” de a a b.

(figura 11},

Fig., 11



CAPITULO 3

EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS SOBRE ESFERAS Y

CONTRAEJEMPLOS

Empezaremos esta seccifn definiendo una configuracidn

especial de singularidades, A través de esta seccifn asumi-

remos vilidas ambas hipftesis Hy y Hy del Cap. 2,

1.1

1.3

Definicibn: Un lazo es una curva cerrrada, simple,

consistiendo de stllas, detractores y 6rbitas de
trénsito uniéndolos tal gue a lo largo de la curva
las sillas y detractores aparecen alternados.

Observacibén: Un lazo debe contener el mismo ntmero

de detractores y sillas, pero dos lazos deben inter-
sectarse en un detractor.
Probaremos el siguiente lema concerniente a lazos.

Lema: Dado un lazo il y € )Oexiste una g -vecindad

ge L , G.,—(L) ’ O'{G : la cual es detractora, esto
es, los vectores sobre la frontera aGo!L)est&n
apuntando hacia afuera.

Demostracién.

Denotaremos las sillas y detractores en L por
8. y 4, respectivamente, i=1,...,n y sea & {€ tan
pequefio que Na( L) = ,L;;JLNS["‘J es topolbgicamente
una vecindad tubular. Seao{ § tan pequeiio que
sobre dNg (&) los vectores estin apuntando hacia

afuera y sobreN(s,.) el flujo es canbnico, esto es,
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las trayectorias que no son de,la variedad estable
o inestable parecen arcos hiperb8licos. Si ¢ es su-
ficientemente pequefio entonces las &6rbitas empezando
en t = o enN_(5 ) permanecen enNs(L) para todo
tiempot< o .

Sea

E={J [Nels) U Neld:)

=i

y definimos" G:rol)(t, E ) 34’(*-,E)={¢'(t:)‘):)(€ E]
sobre la frontera deglos vectores no est&n apuntan-
do al interior. Por el argumento general de posicibn,
puede ser ajustado a darnos una vecindad GgiL] sobre
cuya frontera los vectores apuntan al exterior.[]
Ejemplo: Como una, aplicaci6bn de lo anterior consi-
deremos dos ejemplos, cada uno sobre una esfera con
h asas Eb como el ilustrado en la configuracibn
mostada en Ja figura12 y13. Donde D es un detrac-

tor y 8i son sillas.

-5.'
Fig.12 Fig.13

Asumimos que no existen 6rbitas de trénsito ge-
neradas por D o Si excepto las mostradas. De hecho,

si h=2 debe haber singularidades adicionales
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presentes ya que la caracteristica de Euler (la cual
debe coincidir con el Indice del campo vectorial)de
Eh es 2(1-h). Si h = 0, por el teorema 1.5 Cap.2,
se tiene una Srbita peribfdica en ambos casos de las
figuras 12y 1%.58i h = 1, debe haber dos detractores
libres y el teorema 2.2 Cap.2 nos da una S6rbita re-
currente, Veremos en forma r&pida que para h = 2
obtenemos una 8rbita perifdica en el caso de fig.12
y fig.1% (ver teorema 3.1);ahora consideremos h)—? .
La regib6n dentro del circulo es topolSgicamente un
disco, esto es, las figuras se distinguen por el he-
cho de que en fig.13las 6rbitas de transito D Sy y

D S3 emanan del mismo lado del lazo cerrado L=D51D.
Por el -lema 1.3 hay una vecindad detractora de L,
GG[L) que no contiene S, ni S3. Si L acota un disco A
el teorema de Riincar&-Bendixon implica la existencia
de una 6rbita peribdica en A en ambos casos de fig.12
y,fig,13 En el caso vontrario, es interesante obser-
var que para el flujo descrito por fig.J2 no se ob-
tiene la conclusifn, mientras eh el caso de la fig.13
existe una 8rbita recurrente no trivial sobre {h .
El argumento para esto filtimo es como sigue.
Cortamos .[h a lo largo de aGa.(L), eliminando la
porcibn conteniendo L y pegando a la porcifn res-

tante dos discos abiertos detractores (un disco
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abierto detractor es una pequenha vecindad de un de-
tractor). La configuracibn resultante es una {posi-
Blemente disconexa) yariedad compacta, orientable sin
borde. El disco pegado a la componente K de aGa.{L)
que falta para intersectar cada una de las Orbitas
de tré&nsito D S, Y D 83 es ahora un disco ablerto
detractor, el cual es liore. La observacifn al final
capitulo 2 es ahora aplicable y tenemos una 6rbita
recurrente no trivial.

El procedimiento usado en los ejemplos previos
pueden ser generalizados como sigue: Removiendo un
lazo y sus vecindades detractoras resulta que la
caracterfstica de Euler de la variedad no cambia
pero posiblemente desconecta la superficie, Pegando
dos discos, la caracterfstica aumenta dos unidades,
Considerando {h con caracterfistica X =‘2(I-h); S1
existen h lazos entonces, después de h reemplazos
tenemos X=2 y por esto una de las componentes debe
ser una esfera., Pero entonces el teorema 1.5 del
capitulo 2 implica el siguiente;

Teorema: Si existen h lazos sobre (h y Hi; Ha
son ciertas, entonces existe una 6rbita peri8dica
sobre Eﬁ

Este resultado puede ser generalizado de la siguien-

te manera.
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h
1.5 Teorema: Si existen L“...,Lt lazos sobre {

1.6

h -
tal que { - u Ls tiene una componente { la cual
i

es una esfera ,con hoyos, entonces si H, y B, son
ciertas sobre E? , existe una S6rbita peribdica
sobre [t

Demostracidn.

Cortando Eh a lo largo de @GglLt) , T N
extrayendo la parte gue contiene L‘L y pegando a
cada hoyo de la esfera una vecindad detractora, lue-
go por el teorema 1.5 del capitulo 2 existe una
6rbita perifdica no trivial, O

El siguiente corolario es ahora una aplicacibn
del Gltimo teorema.

Corolario: Consideremos un flujo sobre el toro E‘.
Asumimos vilidas H, ¥y Hy ¥y que existe al menos un
detractor. 8Si cada detractor genera al menos dos
6rbitas de trinsito diferentes, entonces existe una
S6rbita perifdica.

Demogstracifin.

1
Como la caracteristica de Euler de { es cero

deben existir el mismo nfimero de detractores y si-

llas, camo existe al menos un detractor entonces

también debe existir al menos una silla.
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Luego existe por lo menos un lazo L entonces por
cirugfa (proceso de quitar hJ,{L) y pegar dos discos
detractores) la caracterfstica de la regién restan-
te es 2 y por el teorema anterior existe una 6xrbita

peri6dica no trivial.

Contraejemplos.

En esta seccibn presentaremos dos ejemplos, los cuales

dan una respuesta negativa a nuestro problema bésico. El

1
primer ejemplo es un flujo sobre L con una Gnica silla

y detractor y una 6rbita de trinsito. El segundo ejem-

2
plo es un flujo sobre L con exactamente dos sillas.

Para cada ejemplo, demostramos que no hay Srbita recu-

rrente no trivial aun cuando H; y H, sean ciertas.

2.1

Ejemplo: (el flujo del diapason) Empezamos €on un

campo vectorial continuo definido sobre el rectén-

'gulo en la Fig. 14; con un Gnico detractor D y si-

lla S y una fGnica Sxbita de trinsito conectando
Dy S . Asumiremos que el campo vectorial es si-
métrico con respecto a la linea a través de D y S
y que los vectores son verticales en las dos 11~
neas horizontales en los extremos superior e infe-
rior del rectdngulo. Identificamcs ahora los lados

verticales y obtenemos un cilfndro I
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Fig. 14
Teniendo como frontera el circulo superior C, ¥ el
circulo inferior CP. pPefinimos un ordenamiento ci-
clicd sobre Co ¥ G4 tal que la direccibn positiva
corresponde al ordenamiento izgquierda-derecha en
la figura 14.

Se define una aplicacibn $: ¢, — C; bhacien-
do $(R )I=P (ver Pig. 14) y para todo otro
Pel,, ¢(P) se obtiene siguiendo el flujo. De
hecho ¢ es discontinua en F, .

Sean P, y P, otros -dos puntos {(distintos) sobre
Co y asumimos que ellos son escogidos tal que
B, <p: (B, en el orden sobre C, . Sea

®=min {d (P, B): 0 L< J<2)
ponde d denota la longitud de arco sobre Co. Obser-

vamos que & )O.. Consideremos To O s T~ g4 ",
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n-3
N=1,2,...,0322 Tn, nz3,4,..., y Gy *Tp

para n=0, 1, 2 , Tenemos entonces
o

[ 0‘,,( S Y U—n.,;(%"[d‘lqn“*g-“] {(4.1)

fazh
Denotemos con § una colecci6n finita de intervalos

cerrados en C_, sea d={ I, y..,In} . Entonces
Dd'CQ"{I;kJ-~- \JI,} consiste de un nfmero finito
de intervalos abiertos. Denotemos con Ifl la
longitud de arco del mas pequeno intervalo abierto
en Do'

Observamos ahora que existe una sucesifn de
puntos {Po’ Pys Pz,...] en C, con las tres pro-
pledades siguientes

(1) los intervalos cerrades I, de longitud

de arco t,, centrados en K, no se sobrepo-
nen,

(2) si Y‘{Io,---in] , entonces

W) {s-lo v vonl] 4.2

(3) R P;{ R Siysolost .(P;‘,,(]IP“QL‘

Demostraremos esto por induccitén. La observa-
cibén es cierta para {Po, P+ P,} vya que han sido
escogidos con ésta propiedad. Asumimos ahora que
los puntos {Po,...,Pk] (x> 2 ) han sido escogi-
dos tal gque los correspondientes intervalosl ,...,I

no se sobreponen, (4.2) es cierta para n=k, y (3}
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es vilido para estos puntos,

Sean P Y Pm los dos puntos de la sucesidn

[Po, Pyse..sPp 3} que son inmediatamente adyacen-

tes a P, en C . esto es, P, < P, { P Yy ningGn
otro punto de {Po""'Pk-l} estd entre P, y los
puntos extremos P, y P m Se deduce de (3) gue el
intervalo abierto (PL+1'Pm+1) no contiene puntos
de {P;,...,P;} (puede contener P ), se deduce de
(2) y (4.1) que el conjunto,

6x = (R, JRuer) - 11U, UL, ]
Consiste de uno (o dos) intervalos abiertos de lon-
~gitud mayor gque “Tn., (observe que Gy consiste de
dos intervalos abiertos si y solo si P estf en
(p{,ﬂ y Pmas ) . Denotemos el punto medio ael ma-
yor intervalo ablerto en G“ . por Pkai.
{si ambos intervalos tienen la misma longitud, se-
leccionamos el intervalo abierto adyacente al ,,

para limitar), se deduce ahora que los intervalos

9“..1 ={Io seevy Iy Ilr-ns} no se trasponen. Tam-
A <.
bién "fﬁ*ll >3 | yx“ - "‘“{"

) 1‘"[‘-&]“-:{5— (o’iq...*d‘uu )]"' -E;:l

i) {s-lovs .. v - 2 M,
) (s -loir o))

lo cual es 4,2 para ns%ei, Finalmente, el ordena-

miento en (3) es claro por nuestra seleccibn de R, .
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Esto demuestxra que la sucesidn de puntos {Po, Py
..+« } Y los correspondientes intervalos {10’....}
estén bien definidos y satisfacen (1), (2) y (3).
Usaremos el hecho que ™ azgzllj es denso en
Co en lo que sigue.
Definiremos ahora una aplicaciln h de C; a <,
preservando la orientaciBn. Sea I"') el intervalo
E\, & en C; que contiene P (ver Fig. 14), con-~
sideremos
vl —1,
Linealmente, y definimos 1, = $(1 )
en general, sea
hiI,, ™ L; % 1inealmente, y se define
1= ${1;), Jz2n,...
A IOB

L]
[y L]
L]
A ]
L}
o

| BV

.
-
.

Fig. 15

La aplicacién h est$§ asi definida sobre

oo 1 o . c
G:_\’_J.l_ic Cl y aplica ésta sobre H=EJ‘IJC o
Se sigue ge (3) que h es monotbna sobre &
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Como H es densoen C,y G-= IOU¢(H) , Be
sigue que G es denso en CJ.‘ Por su construccidn
la aplicacién h es uno a uno sobre G . La aplica=-
cidn h puede ahora ser extendida a Cl' la clausura
de G ; por observacibn,los limites laterales dere-
cho e izquierdo existen para una funcifn mon&tona.
Como el recorrido H=h{G] es denso en C,: B®
sigue gque estos limites son los mismos. Ademds, es-
to demuestra que h es continua, y como C, es ¢om-
pacto, h es un homeomorfismo.

Ahora formamos un toro [l del cilindro " iden~
tificando un punto x sobre Cl cocn h(x) sobre Co.
Esto nos da un campo vectorial continuo sobre [1
Demostraremos que no hay conjuntos minimales compac-
tos no triviales sobre {1 .

Razonando por reduccidn al absurde, asumimos
que M es un conjunto minimal compactc no trivial.
El conjunto E=Col 1M es entonces no vacfo y
compacto. Ademis, como la silla S no estf en M,
se sigue que P, no esti en E . Como el detractory

D no estd en M, se sigue que £ N I = g . simi-
larmente, EI) I,= #,m=1,2,... . Esto es ENH¢g

Ahora identificamos cada intervalo I, a un
inico punto en I; , sea P; este punto,el espacio
de identificaci6n es de nuevo un circulo EO . Hace-

mos lo mismo sobre C, con los iIntervalos I_} para
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obtener [, y observamos que ¢t:fo_" {, es ahora
un homeomorfismo sobre fl . Obsérvese que la iden--
tificacifn no altera las propiedades de E . Esto
es, E“o" E * g dondé E-lp( E) y Z|5 es la apli-
cacibn de identificaci®n,

La aplicacién T =he¢; Eo—- E‘o es un homeo-
morfismo sobre,y tiene una 8rbita densa T[P_;)-P_ju

j 20 . Asi el nfimero de rotacibén de T es
irracional, [yer Schwartz,lo] . Esto nos dice anton-
ces que el conjunto Omega limite Wx de la semi Ox-
bita positiva {T“x}o:m es independiente de x.
Pero para xekE ,w, E?‘-Eo y para x= /5, w,‘z-..E‘o
y esto es una contradiccibn.
Ejemplo: Aqui construimos un flujo satisfaciendo
las hipbtesis H, v H, sobre el doble toro {9‘ con
precisamente dos puntos silla Sl Yy 82 y 8in conjun-
tos minimales distintos de esas sillas. Considere-
mos el flujo dado. sobre el cilindro con dos hoyos
mostrado en la Fig.t16, donde las fronteras vertica-
les son identificadas. Pegaremos un asa i egte
cilindro identificando los puntos sobre los dos
cfrculos, recordando la regla ©=¢ donde ©y ¢

son medidos en la forma indicada en Fig.16.
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Sea ?.|SL N L=4,1 , la medida angular sobre los
cfrculos (] y definimos la aplicacifn he de c, 2
C, por Y, = Y,+€ . Esto define un flujo sobre
el doble toro E2 . Se definen intervalos abiertos
sobre (; ,iL=0,1 por

a-L-('Vz < zDSL < -% }
b =L %Y <%}
=l vA Y <% )
G EREIIREE BIVILIRC TS}

Asumimos que el flujo sobre el cilindro con

asas induce una aplicacidn ¢> de Co a Cl’ donde
3o by
bo — = 2,
$:  (o___C,
do ——di
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Adem&s, asumiremos que el flujo es ajustado de
manera que ¢ actfia linealmente sobre cada uno de
estos cuatro intervalos.

Hagamos Tg= hee $ . Para €= 0, Tg' se
transforma en la aplicacifbn identidad sobre cada
uno de los intervalos a‘o2bo3coy do - Ahora se-

leccionemos € tal que sea inconmensurable conT

y consideremos Tg¢ resto:;ingido al conjunto,

6= Co’gl Te-hp_i
Donde f;=1, 2, 3, 4, denota los puntos sobre
c, con ¥o=tY%,* ™ . Esta claro de la cons-
truccibn que, para cada xe G el conjunto
(T:“"-“"'o’?-h---}r es denso en C_.

Si hubiera un conjunto minimal E en el flujo
sobre [2 ademis de los puntos silla, entoncesE
debe intersectar C_ Y EN COC G . sin embargo,
EN Co debe entonces ser un conjunto cerrado,
invariante bajo Tg y esto es una contradiccibn.

De esto, los finicos dos conjuntos minimales en éste

flujo son las dos sillas.



CAPITULO 4

EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS SOBRE VARIEDADES DE

DIMENSION 2

Continuamos considerando el problema de determinar condi-

ciones bajo las cuales un flujo sobre una variedad cerrada de

dimensifn 2 tenga una 6rbita peribfdica. Consideraremos en

éste capfitulo flujos continuos en vez de flujos generados

por un campo vectorial C

1 como en los capitulos anteriores;

para esto debemos modificar algunas de las definiciones.

1.1

Definici6én: Una aplicacién continua

¢:R‘M-——--M
Se llama flujo en'M si para todo XE My t,seR

se verifica
(1) q)(o,x]‘_‘ X
2 s, Pls, x))= Olt+e,x)

Definicifn: Sea M una variedad cerrada, orientable

y conexa de dimensibn 2. Y ¢ : B*M— M un flujo
continuo. Diremos que una singularidad p de ?

es no degenerada si la restriccibn de ¢ a alguna
vecindad de P es topol6gicamente egquivalente a la
restriccibn de un flujo lineal sobre r? 2. una
vecindad del origen, y los valores propios asocia-
dos al flujo lineal no tienen parte real nula.

Luego una singularidad no degenerada debe ser un
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atractor, una silla o un detractor.

En €ste capitulo consideraremos flujos continuos gue

tienen un ntmero finito no nulo de singularidades no degene-~

radas y que satisfacen las siguientes hipbtesis.

le no existen singularidadeg atractoras
H2= no existen curvas simples cerradas consistien-

do enteramente de sillas y 6rbitas de tré&nsito.

El teorema del capitulo 2 se puede establecer como sigue.

1.3 Teorema: (Sacker y Sell) sea Q un flujo continuo

sobre la variedad cerrada, orientable M de dimen-
8ién 2. Si Hi y H, son vilidas y existe al menos
un detractor libre, entonces existe una 8rbita

recurrente no trivial.

Obsgervacibén: La prueba dada para el teorema en el
capitulo 2 se traslada sin dificultad al teorema
1.3.

La condicién de que exista un detractor libre
puede ser reemplazada por la condicién (eap.2,-2.5)
de gue exista una curva simple cerrada J separa-
triz sobre M tal que es transversa al flujo y tal
que ninguna 6rbita de Q a través de un punto de J
tienda a una singularidad de $ cuando t —~c0

El objeto del capfitulo es probar gque bajo las

mismas hip6tesis la conclusifn nos garantiza
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la existencia de una Srbita perifdica no trivial.
Usaremos el resultado de Sacker y Sell, y simple-—
mente probaremos algunos resultados adicionales

para extender la conclusién.

Resultados P;él‘iminarga .

En ésta seccifn probaremos tres lemas que necesi-
taremos posteriormente. El primero requiere del concep-
to de cubrimiento ramificado.

2.1 Definicibn: Sea U el disco, unitario, abierto en el

plano complejo €. Sean M y M variedades de dimen-
8i6n 2, sin frontera; y ﬂ una aplicaci6n continua

de M sobre M. Diremos que B es un cubrimiento

ramificado si, para todo D & M, existen vecinda-

des D (C Mde p, DQ M de B(i’)) , homeomorfismos

é: B, —w, o), §:(0, [3 BN~ (0,0

y un entero positivo m (dependiendo de P), tal que
ﬂ(t‘i)=¢*1' (J(E!)m para todo g€ D. El entero m

es llamado la multiplicidad .de P, y, si m ) 1,

i') es llamado punto de ramificacién de [3 -

Es conocido que, si B: M~ M es un cubri-
miento ramificado, entonces cada p e M tiene el
mismo nimero de pre-imigenes bajo B ; asoclando a
cada punto ramificado su multiplicidad, si el ma-
ximo de estos ntimmeros es n { +o diremos que

B: M——M es un n-cubrimiento ramificado.
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2.2 Proposicién: Siﬁ: ﬁ-——-l‘l es un n-cubrimiento ra-
mificado y B, 'denota el conjunto de todos los
puntoes de ramificacifn de ﬁ , entonces si Bo' ﬁ/ﬁ- -

ﬁozﬁ-B —"P,(ﬁ-BB) es una aplicacifn de cubri-
miento en el sentido usual.

Demostracién,

Sean p eﬁ(i—- ' »Qq09, © E—Bﬁ tal que

_B(q1 )= ﬁ(qz)-' P, existen vicindades u,, U,
en M—BB y homeomorfismos $:U1 — U ,

¢2:U2 U, vecindades V1. Vz. en B(i‘l’-
y homeomor fismos q51: V.l —0, 452: -Vz'-"""" U,

q € ﬁ-“ a, © ‘U'z. tal que )
B(q) ..z_ljfl'f(¢1 (q)) , para.todo q e E1
ﬁ(q )'llsz (¢2(q )) » para todo q'e U2

Si U UZ# ﬁf entonces U ﬁuz es abierto y
comoqf.' ¢1 l_|52 ¢2 sobre Upﬁa entonces U nU'
es cerrado, por tanto U1= U ﬂuz- U2 y ¢1-¢2,z,51-2|52
luego para todoq e M—B existe una vecindad V
tal »querj"1 (V) es unién de abiertos disjuntos y ﬁ
restringida a cada uno de esos abiertos es un
homeomorfismo. [J

2.3 bﬂ Sea M una variedad de dimensién 2, cerra-

da, orientable de género £ 1. Entonces, existe

un . 2 —~cubrimiento ramificadoﬁ;ﬁ M ;, don-

~

de M es una superficie de.género 3g , cerrada
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y orientable, y existen 2g+2 puntos ramificados
sobre 171  cada uno de multiplicidad 2.

Demogstracién.

En la demostraclén, describiremos 'ﬁ Y M
explicitamente.

Sean E,,i. Y p,eC ., definidos para

§=1,2,3,4 PO p= = 3e137/2 . petinimos H
como la unibén de tod.os los sub-conjuntos siguien-

tes de ¢»H.

Aonﬂz,t): |z|<1, t= -€3

Ann{(z,t): |z|.(.1,|z-pj|>e, J=1,2,3,4; t=n-€, n=1,..,x)
B = {(z,t): |2|€1,|2-:p3|>E. J=1,2,3,4; tun+E, n-O,,,,g-‘i}
Bsz £z,t): |zl<ty, teg+E)} |

= {z,t): [2]21, n-Egt<nsf, n=0,...,)

Tn,jng z ,t):|z-p:i= E,n-14€st S n—€,j=1,..,4; n=1,...,g}

1/2

En la definicifn de M asumimos que z denota

la rama de la funcibén rafz cuadrada dada por
z21/2_ 1/2 E’i“/2 siz=»P¥® con ~-V/2g e 31/2,

r > 0; sea M 1la unib6n de Ao ., B c

g' 0'-..?.

Cg y los siguientes conjuntos.

An:[z t):]z|<1, |z1/ ~Py [»6 j=2,4; t=n~E ,n=1,...,g}
’KZ t): |5|<1n |z1/2‘pj|“E’-j“2t4 tan+ € vn'or'-'rS‘ﬂ

e =f2,4)42/2 p L€ n14Ectig n-€; §=2,4 ,nm1 0 u0 )
En la figura 17 ilustramos la proyeccidn de

% YAﬁ en € yenlafiguralaﬁ y M en



el caso que M sea el bl-toro.

@,
W

‘Plg. 17

e -——-——

-
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-

Fig. 18
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En la figura 19 ilustramos una triangulacidn

sobre ﬁ

Fig. 19

Sobre la variedad E existen 2g sub-conjun-
tos An o Bn ¢ E+1 dael tipo Cn' un th un IBg
4g del tipo Tn,j luego la triangulacién tiene
8 + 120g lados, 32 +80g trifngulos y 18+34g
vértices, luego la caracteristica de Euler de E
es 2-6g y el género es Jg ; de igual forma
X{(M)= 2-2g y el género de M es &.

Por Giltimo, definimos B(z’t)- (zzst),

las propiedades locales de B se verifican ficil-

mente, los puntos de ramificacibén de B son las
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- B4 -
2g + 2 intersecciones de ‘M con el eje z=0. O

En la demostracifén del teorema principal usa-
remos el hecho de gue ciertos flujos pueden ser
levantados bajo cubrimientos ramificados. Por
simplicidad, consideraremos solo el caso especial
que necesitamos. Sﬁpongamoa quep= N —M eg
el cubrimiento ramificado dado por el lema ante-
rior, y que ® es un flujo continuo sobre M
con al menos una singularidad, digamos Pg . Sean
Py + Py ... .,P25+2 los puntos de ramificacibn
de B Yy asumimos que P, no es la imagen de un
punto de ramificacién bajo B-

Sea G un flujo continuo sobre M gue tenga
exactamente las mismas Srbitas (tiempo y orien-
taci6n) que ¢ , excepto quer}(p.'),...,ﬁ(ng:;)
son singularidades de G (la existencia de un
tal flujo estd garantizada por [2] )

El flujo puede ser levantado a ﬁ- -
Lema: Existe un flujo continuo&"’: R‘E“—“ﬁ tal
que ﬁ&‘} =Ggr3 (para todo t ¢ B ).

Demostracidn.

Sea N= -ﬁ - {p.lg-o-.ng_'_z] » N= B(R-)'t Y deno~-
temos con ﬁo la restriccibn de ﬁ alXN : como
vimos antes,ﬁe es una funcién de cubrimiento

en el sentido usual. Denotemos con 9 la restric-



ci6n deG@ a R=» N. Sea P, una singularidad
de ¢ (comop, @ N ), y seleccionemos P, € X
con Bo(;o) = P, Ahora, para cada te R 'Qt
es isot6p_1co a la identidad por una isotopfa que
fija p; ( P(s,x) to(.'_a)él,) {a saber, la restric-
cién gePa 10,818 o a Tt,AAN); aquf el
homeomorfismo inducido

Oz 6,08,p,) — b, (N,p,)
Es la identidad (Qt:((W)- <pt°(x>l Entonces, por

el criterio de levantamiento D'I.J’ existe
un finico homeomorfismo Qt de ; que fija Fﬁ‘o Y
satisface
3§ Q 003, .

Definimos Q B §—e ¥ por O(t X)= 6 (x).

Verificamos que Q satisface las propledades
de grupo de un flujo continuo como sigue:
Fijamos 8, teR , y gse define -
i=fxeil O, (D)=, fx)}, BEeRRRNLD, (23}
Donde {; N—=F es la transformaci6én de cubri-
miento no trivial determinada por B.j como (1)
vale, vemos que AU B = 'il' ; tambien A rlB - ¢,
ya que E es punto libre fijado. Como rio es un

homeomorfismo local, tenemos A y B abiertos.

L

Pero 'i:'; e Ay N es conexo, luego A = N Como

esto es cierto para 8,t ¢ B arbitrarios, tenemos
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que

—
0s(0,(x) =F_ . (x)
Para todo 8,t e R ;. ,'y todo x € EiJ . La continui-
dad de 5 se debe a (1), la continuidad de Q ' Y
el hecho que ﬁo es un homeomorfismo local.
Finalmente, exte:ldemos 6 a ‘6"‘: in{ — h'
por B‘(Pi:t }= Py (i=1,...,28+2 ;t e R) Es enton-
ces inmediato que G es un flujo continuo, y que
B&e ~ou 3
Para tocdot e R , tal que & es el levantamiento
requerido de O . [
Necesitamos también encontrar una cota supe-
rior del nfimeroc de 6rbitas recurrentes esencial-
mente diferentes y no perifdicas sobre una super-

ficie de género § . Debido al teorema de la recu-

rrencia de Birkhoff [cap. 1, 3.12] 1la clausura

de una tal 6rbita es un conjunto minimal compacto.
El siguiente lema establece una cota s:;rlaerior pa-
ra el nfimero de tales conjuntos minimales. En
la demostracifn usaremos la siguiente extensibn
de la definici6n de género.

Definicibn: E1 g&énero de una superficie no com=

pacta N es el menor entero 1 para el cual exis~
te un encajamiento de N en la superficie cerrada

de género 1l ; si no existe tal encajamiento el
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género de N es infinito.
2.6 Lema: Supongamos que M es una variedad de dimen-
si6n 2 cerrada, orientable de g€nero g y sea

(IJ: B> M un flujo continuo. Entonces exis-

ten a lo sumo g conjuntos minimales no peribdicos,
distintos,de ¢ sobre M .

Demostracibn.,

Se sigue de [t , proposicién 4.1] que si
es un continuo en la (no necesariamente compacta)
2~-variedad N de género k , entonces o [ esta
en una 2-celda abierta en N, o cada componente de
N- I tiene género menor quek . Si M es un con-
junto minimal no periédico de algfin flujo sobre N,
entonces se sigue del teorema de Poincare-Bendixon
que N no esti en una 2-c&lula en N (o]
entonces, la filtima alternativa debe ser cierta.

Supongamos ahora que el lema es falso. Enton-
ces existen conjuntos minimales no periédicos dis-
juntos H1,...,Ng+1g M . Luego del pardgrafo ante-
rior cada componente de M- ( M1U---Uﬂg) tiene
género 0. Pero entonces un conjunto ninimal no
peri6édico esti en alguna superficie de género 0,

y esto contradice el teorema de Poincaré& Bendixon.

O
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3. Existencia de 6rbitas peribdicas

3.1 Teorema: Sea ¢' un flujo continuo sobre la variedad
de dimensifn 2 cerrada, orientable de género gy
y asumimos v4lidasBy y Hy . si existe al menos un
detractor libre, entonces existe una S6rbita perif-
dica no trivial,

Demostraci8n.

Supongamos que no hay 6rbita peri6dica no trie
vial de ¢ sobre M , Entonces, por el teorema de
Sacker y Sell, debe haber al menos una Srbita re~
currente no peribfdica, y por tanto, un conjunto
minimal no periédico sobre M . Por el lema 3, exis-
ten a lo sumo g de tales conjuntos minimales, De~
notemos con [3 :M — Mel 2-cubrimiento ramificado Qe
M dado por el lema 1. Podemos asumir que los
2g+2 puntos ramificados p1,,...1:’2g+2 sobre W
estln localizados de manera que al menos un n(pi)
estd en cada coﬁjunto minimal no peri6dico de ¢
todos 103[3(pi)est§n sobre 6Srbitas recurrentes
de § , y no hay dos [3(p;) sobre una Gnica 6rbita
de ¢ .

{(esto se sigue del hecho que todo par de conjuntos
finitos, con el mismo nfimero de puntos, sobre una
2-variedad cerrada son egquivalentes bajo un homeo-

morfismo de la variedad)



- 89 -

Ahora, como en la seccibdn 2, sea o un flujo
continuo sobre M tal gque tiene exactamente las
mismas (tiempo, orientacibn) Orbitas que ¢ , excep-
to gue las imfigenes de cada punto de ramificacién
de r3 se transforma en un punto singular de G .
Obsérvese que los Gnicos (compactos) conjuntos mi-
nimales de g~ son los puntos singulares, Por el
lema 2, existe un flujo G sobre M tal que

(2) B&F-a3 , Vter

Obtenemos la contradicci6n deseada demostrando
que & satisface todas las hipStesis del teorema
de Sacker~Sell, pero no puede tener Srbitas recu-
rrentes.

Primero sea P una singuléridad de G, S1 p no
es un punto de ramificacibn, entonces [3 define
una equivalencia topol8gica entre la restriccibn
de g a una vecindad de P y la restriccifbn de ¢
a una vecindad de B(P) ; asi P es no degenerado.
Si. P es un punto de ramificacifn, entonces se ve-
rifica ficilmente que Pes un punto silla de o"";
se sigue que todas las singularidades de & son no
degeneradas, que no hay atractores de o , y que
G tiene al menos un detractor. Asi Hgse satis-
face.

También, porque (2) se verifica, si X,j e M
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con x=ﬁ(i) y y= ﬁ (¥) , entonces para toda su-

cesibn [t,?)C'R
HE Gt (R)=F == Ls oy (x)=y  (3)
- 3 n
De donde, 35 p ¢ M llega a un detractor libre de
G, entonces p es tambi&n libre.

Ahora supongamos que J(_ M es un curva simple
cerrada que consiste de sillas y S6rbitas de trénsi-
to de G. Se deduce de (3), y nuestra hipftesis
sobre la posicifn de los puntos de ramificacifn
de ﬁ ; que ningGn punto de ramificacifn genera una
6rbita de trénsito de & Aqui las singularidades
sobre J cubren sillas de ¢ , y la imagen B(J)
de J es un lazo tonsistiendo de sillas y 6rbitas
de trénsito de ¢ . Pero entonces, existe una curva
simple cerrada consistiendo de tales 6rbitas, con-
trario a nuestras hip6tesis que ¢ satisface H2 .
Luego & sati‘sface H, .

Por filtimo, supongamos que existe una 6rbita
recurrente no trivial, digamos § (%), de &; de-
notemos con X la clausura de §(X) y sea K= p(i).

E es un conjunto minimal compacto por [s,teo.
3.7] . Luego K es compacto, invariante, y
(aplicando 3) que, para todo x ¢ K , m) =K
Pero entonces K es un conjunto minimal ¢ompacto

de ¢ , contrario a nuestra construccifén. La con-
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tradiccifn demuestra que & no puede tener Srbi-
tas recurrentes no triviales, y esto completa la

demostracién del teorema. [J
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CONCLUSIONES

En el capitulo 1, "CAMPOSDE VECTORES Y FLUJOS SOBRE VARIE-
DADES", hemos utilizado la bibliografia que aparece en [,
Bl nelyn.

Se han completado en algunos casos las demostraciones y
en otros se han elaborado totalmente nuevas demostraciones;
nos referimos a las proposiciones 1.2, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7,
1.19, 1.24, 1.26, 1,28, 1.36, 1.38, 1.42, 1.45, 2.6, 2.8,
3.2, 3.7, 3.8, 3.10, 4.5, 4.6; corolarios 1.8, 1.9, 1.11,
1.12, 1.13, 1,14, 1.16, 1,27, 1,29, 1.31, 1.35, 1.37, 1.43,
2.3, 2.4, 2.7, 2.9, 3.13, 4.7, 4.8; teoremas 1.10, 1.15,
1.21, 1.34, 1.40, 2.1, 3,12 y lema 1.33.

Se han modificado los resultados que aparecen en la bi-
bliograffa antes indicada; que en nuestro trabajo aparecen
en los corolarios 4.9 y 4.10.

En el capitulo 2, "EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS SOBRE
VARIEDADES DE DIMENSION DOS", se han utilizado, de las re-
ferencias-bibliograficas, 0], [ ,[4],[e,[8],[9], (100, [13]
y [5].

Se han completado las demostraciones y en algunos casos
se han modificado, nos referimos a los teoremas 1.5, 2.2 y
lemas 2.3 y 2.4.

En el capitulo 3, “EXISTENCIA DE ORBITAS PERIODICAS SOBRE
ESFERAS Y CONTRAEJEMPLOS", se han utilizado los nfimeros [2],

(3],[4),[8],09],010],[12) ,(13)y(17) de las referencias bi-
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bliograficas.

Se han completado y modificado las demostraciones de la
bibliografia para los resultados que aparecen en el lema
1.3, teorema 1.5 y corolario 1.6.

En el resultado del ejemplo 2.1 se ha modificado la de-
mostracifn que aparece en la bibliografia.

Finalmente; en el capitulo 4, "EXISTENCIA DE ORBITAS
PERIODICAS SOBRE VARIEDADES 'DE DIMENSION 2", se han utiliza-
do los ntmeros [7] ;(9],(101 , (121 y(14] de las referencias
bibliograficas.

Se han completado y modificado las demostraciones de las
referencias bibliogrificas e incluimos en los teoremas 1.3
y 3.1; lemas 2,3, 2.4 y 2.6.

La proposicifbn 2.2 es parte de nuestra contribucién y no

aparece en la bibliografia utilizada.
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PROBLEMA ABIERTO

El problema de la existencia de 6rbitas peribdicas, tam-
bién esti relacionada con la existencia de ciclos limites
de sistemas polinomiales.

D. Hilbert pregunt$ sobre la limitacifén del nfimero de
ciclos limites de un sistema polinomial, pero en funcibn
del méximo grado de los polinonmios; é&ste problema se conoce.

como EL PROBLEMA NUMERO 16 DE HILBERT.

Este problema no esti resuelto, ni afin para el grado m&-
ximo 2 de los polinomios, Estamos Interesados en atacar
este problema utilizando los trabajos de E. Gonz&lez Velas-
co, M. Tavares Camacho, V= Arnold, ¢C. Chicone, J. Sotomayor,

L. M. Perko y. Shi Song Ling.
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