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“INTRODUCCION"

Como es normal, cuando se intenta realizar un trabajo de 1nvestiga
c16n y se ha determinado con claridad el tema del mismo, es pretiso
localizar, de ser posible, los trabajos de investigacién ya existentes,

relacionados estrechamente con el que nos hemos propuesto. Sobre escrl

tos e 1nvestigaciones referentes al desarrollo histérico del problema
de Dirichlet durante el siglo XIX, podemos mencionar los trabajos de

Kellogg, Oliver D.[15] y Figueiredo, 0.6.[12] .

El propbsito principal de este trabajo es el de destacar, en forma
categbrica, la importancia histérica que ha tenido el estudio del
problema de Dirichlet para la ecuaci6n de Laplace durante el siglo XIX
para el desarrollo y la evolutién de la matemdtica hasta nuestros dias.
De manera mas precisa, esta investigacidén de cardcter histérico, preten
de, por medio de la recopilacibn, el estudio y el andlisis critico de
la informac16n extraida de una basta y selecta bibliografia, demostrar:
cémo el 1interés, cada vez mds creciente, de los matemdticos y fisicos
de la época por encontrarle una soluci6n general al problema de Derichlet,
trajo como consecuencia importantes contributiones para el desarrollo y
el enriquecimiento de la matemdiica, que se traducen en el surgimiento
de nuevas y muy fructiferas ramas de esta disciplina, como lo son: la
teoria de las series de Fourier, el cdlculo de variaciones con integra-
les mGltiples, la teoria de las ecuaciones 1integrales de Fredholm, y
las aplicaciones de algunos de los métodos ideados para resolverlo, en

la solucié6n de ecuaciones diferenciales parciales de orden superior al
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de la ecuacibn de Laplace y en el desarrollo de la teorfa de las ecua-

ciones elipticas.

Para el logro de nuestro objetivo, y para que la 1nformacién recopi
lada aparezca ante el lector en una secuencia adecuada, que le permita
tener, en cada instante, una visi16n clara del contenido y sus proyec-
ciones, hemos dividido la obra en tres partes. Un primer capitulo que
denominamos "Preliminares", que contiene una serie de definiciones,
resultados,teoremas y demostiraciones, relacionados con ciertos aspectos
matemdticos bésicos que son utilizados posteriormente en el capitulo III,
en el desarrollo de los distintos métodos creados para resolver el pro-
blema de Dirichlet. El segundo capitulo trata sobre el origen del pro-
blema de Dirichlet, posiblemente como consecuencia del estudio de cier-
tos problemas de la fisica-matemédtica, que fueron objeto de atencidn
por parte de los 1nvestigadores desde el siglo XVII hasta la primera
mitad del siglo XIX; como lo fueron: "la Teoria de la Gravitacion
Universal"”, "la Teoria del Potencial" y "los Campos de Fuerzas". En el
tercer capitulo presentamos, propiamente, el desarrollo histérico del
problema de Dirichlet a través de un estudio cronolégico, analitico y
critico de los més importantes métodos i1deados para resolverlo, por
parte de los matemdticos y fisicos del siglo XIX. Al final del
Capitulo III, presentamos una seccién especial en la que formulamos las
conclusiones de este trabajo de investigaci6én. Después de las conclu-
siones, hemos incluido un "APENDICE" en el cual exponemos un breve pano
rama histérico acerca de los avances realizados por los matematicos en

torno al estudio del problema de Dirichlet y sus proyecciones durante



el siglo XX.

Por otro lado, procurando imprimirle a este trabajo un caracter
didactico, el desarrollo de los diferentes temas abordados se ha hecho
de la manera mas clara y sencilla posible, complementando la presenta-
c16n con graficas, y evitando omisiones en las demostraciones que

pudieran opacar la claridad de las mismas.



CAPITULO I

“PRELIMINARES"

1.1.- TEOREMA DE LA DIVERGENCIA Y FORMULAS DE GREEN.

1.1.1 Gradiente de una funcibn escalar.

Sea N C erI una regibn, o bien, un conjunto abierto
y conexo, y designemos con /1y ) , su frontera y su
cerradura respectivamente. Sea ademdas, f:MN\———R,
una funci6n escalar real diferenciable en x&/n
La derivada f', de f, es un elemento de L(R", R)= (R")*.
el espaclo dual de R". A f'(x) se le llama tambien dife
rencial de f en el punto x y se denota por df(x). La
matriz jacobiana de la funci6n f tiene una fila y n colum

nas, 0 sea:

Jf(x) = (_ﬁlfiil ,.,,,._jlfiil),
Xy an

y el diferencial df(x) se define como:

n
df(x).h = Z 2f(x)
1= 0 X :

1

Para "K" entero no negativo, CK(J’I) es el conjunto
de todas las funciones escalares reales definidas en
con derivadas parciales continuas y acotadas hasta de orden
K. CO(F1) es el conjunto de todas las funciones escala-

res reales definidas y continuas en £\ .
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El producto interno natural de R” 1nduce un 1somorf1s

mo:

A~ ®"

*
R — iy

tal que: x*(y) = <x,y> . El "gradiente" de la funcibn
: NC /" R, en el punto xe .. es el vector

grad f(x) e R". que corresponde al funcional lineal
*
f{x) € (R")" por medio del i1somorfismo. En otras pala-

bras, el gradiente estd caracterizado por la propiedad:

<Lgrad f(x), v = f'(x)(v),

para todo v € R". En particular, cuando v es un vector

de la base canénica de R", <grad f(x), e,> = of(x)

ox
1
es decir que:
n
Y Af(x) . . (Of(x) d f(x)
grad f(x) £ 3, -e ( axl o T axn)

Observacién 1.1.1.1.

El gradiente de una funci6n f: SL1——= R, se designa
también por < f, donde el simbolo " ¥ ", (nabla), es
un operador conocido como operador de Hamilton. Asi,

para f € Cl(.ﬂ.), el gradiente de f: ©Uf = (--a-f-,....—-a—f—).
axl ox

es una funcién de Nen R", 0 sea, un campo vectorial
sobre ML .
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1.1.2 Divergencia de una funcibn vectorial.

Funciones  arménicas.

Para un campo vectorial F:L——R", con componentes

Fye c'(), 1< 3 <n, la divergencia de F,

F

div F = Ll , €5 una funcién de L en R.
= ax
J

Asi, para —-ééi € C1(ﬂ), I sn,

%

2

div (U f) = §1 —-gizf . El segundo miembro de esta
1= X
1

@ltima 1gualdad se llama operador de Laplace o Laplaciano

de la funci6n escalar real f:L.—— R, y se denota
OF;

La ecuacibn:

2 2 2
6f+ azf+..+ af=0‘
2
ax1 6x2 axn

se 1lama ecuaci6n de Laplace, y la funcién f que satisface
esta ecuacién en cada punto de la regibn (L se denomina

"armbnica" en 1)L .

El ejemplo mds simple e 1mportante de funcibébn arménica

en el espacio de tres dimensiones es el siguiente:



Ejemplo 1.1.2.1.

Sea Q(a,b,c) un punto f1j0 y P(x,y,z) un punto varia

ble del espacio R3. cuya distancia al punto Q es:

r [:(:r.-a)2 + (,\f-b)2 + (z-c)2] 1/2

La funcién f = 1/r, es una funci6n arménica en todo el

espacio, excepto en el punto singular Q, es decir:

AN

A(Ur‘) =0

En efecto, tenemos que:

rz = (x--a)2 + (y—b)z + (z-c)z,

de donde:
or 2L . 2(x-a),
o X
y entonces,
or _ %3
dx r
Como,
L7 P
0 x 2 ox
resulta que:
d(1/r) _ _ x-a
0 x r
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Derivando con respecto a x en la 1gualdad anterior, obtene

mos:

2
3 %
32(1/r) - ¥ -3(x-a)—r:-1%—El

sz_ fﬁ ’

y finalmente,

3%(1/r) £ r2-3(x-a)?
J x° x>

De forma andloga, resulta que:

d4(1/r) 2 r®-3(y-b)?
dy° r

Y

22(1/r) _ _ r-3(z-c)?
dz° r

Por lo tanto,

Lup) , _Pam , _Pam
2 2 2 E
9 X oy 9z

e 3r2 -3 [(x-a)2 + (y-b)2 + (z-c)g]
2 o
r

3r2 - 3r2

r
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1.1.3 Teorema de la divergencia o teorema de Gauss-Ostrogradski.

Teorema 1.1.3.1

Sea (L una regi6n limitada de R3, cuya frontera a(L
tiene un plano tangente en cada uno de sus puntos, sea
Y= T(x) la normal unitaria exterior en cada punto
x € 3, y sea F: 71 —R> un campo vectorial cuyas

componentes FJ, J =1,2,3, son funciones en

e ML)

Entonces:
({arv Faz = [fF. vas, (1.1.3.1)
O on

donde d 2 es el elemento de volumen del cuerpo (O, ds
es el elegento de drea de la superficie 3N vy
Fal = FJ'7G. expresa el producto escalar de vectores

en RS. i?)

El teorema de la divergencia es valido para regiones
{1 de un tipo mis general, en las cuales la frontera
Q M puede dejar de tener nogggl en un subconjunto de

puntos que no sea muy grande. En vista de esto, el teore

ma puede aplicarse, por ejemplo, a regiones con aristas

(1) Vveéase en[:21j Piskunov, N. -"Cdlculo Diferencial e Integral
(Tomo II), una demostracién de este teorema para el caso en
que () es una regibn regular.

(2) ver [11 ]Flgueiredo D.G., "Articulo publicado en el American
Mathematical Monthly. (Vol. 71 de 1964, pags. 619 a 622).



como los cubos.

Una interpretacién hidromecdnica de la f6érmula
(1.1.3.1) es la siguiente:

Supongamos que F = F1e1 + erz + F3e3 es el vector
velocidad de un lfguido que corre a través del dominio
1. En tal caso, la integral de superficie en la formu
la (1.1.3.1) es la integral de la proyeccibn del vector
F sobre la normal ¥ . Esta integral da la cantidad de
lfquido que sale de ). (o que entra en M, s1 la integral
es negativa), en la unidad de tiempo, y dicha cantidad,

de acuerdo a la citada férmula,se expresa también median

te la integral triple de div F.

La ecuaci6n (1.1.3.1) es la forma vectorial del teore
ma de la divergencia, y puede enunciarse asi: "La
Integral de la divergencia de un campo vectorial F, exten
dida por un cierto volumen, es 1gual al flujo del vector

a través de la superficie que limita a este volumen.

El teorema de la divergencia tiene una versibén, en el

(1)
caso del plano Rz, muy parecida a la del espacio R3:

Sea (M) una regidn limitada de RZ. cuya frontera
d N tiene una recta tangente en cada uno de sus puntos.

Sea 7 = 0(x) la normal unitaria exterior en cada punto

(1) Ver'[4 Bugrov Ya. S. -"Mateméticas Superiores"
(Cap. 3? pag. 313). ;
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x € 9Ny F O—— R® un campo vectorial cuyas

componentes FJ, J = 1,2, son funciones en

g b A0

Entonces:
ffarv Fs = [F.va, (1,4.3.2)
n onN

donde dl es el diferencial del arco ...

S1F= P(x,y)e1 + Q(x,y)ez, entonces:

H(ﬁ + 9 Qgxdy = S(de - Qdx) (1.1.3.3)
A 0 x oy 3N

Esta Gltima férmula se conoce como la férmula de

Green.

El teorema de la divergencia fue demostrado por prime
ra vez por Ostrogradskl en 1828, y posteriormente, él

mismo desarrollé su generalizacibn a un espacio n-dimen-

S (i z? )W“" S =5

1=1 X, ( df )2
1=1 xl

En las 1nvestigaciones de Ostrogradski, el teorema

sional:

de la divergencia, (en Ra), a parecfa como una férmula
de balance hidrodindmico, la cual establecfa la equivalen

cla del flujo liquido que pasa en la unidad de tiempo:



1-1.4--

=

a) Partiendo del control de las fuentes dentro del volumen;

b) Partiendo de las velocidades de fluencia a través de

la superficie.

Once afios después, en 1839, Gauss utili1z6 esta formula
para relacionar la magnitud de las fuerzas del campo poten
ci1al dado, con masa o con carga comn situada dentro de su
superficie. Estos resultados y otros de gran importancia,
aparecen en una publicaci6n cientifica de Gauss, realizada
en 1840, bajo el titulo de "Teoremas generales relativos
a las fuerzas de atracci6n y repulsibén ..., actuando 1nver

samente proporcional al cuadrado de la distancia".

En la actualidad, el teorema de la divergencia se
denomina tambi1én "Teorema de Gauss-Ostrogradski, lo que

evidentemente es justo.

Las F6rmulas de Green.

Teorema 1.1.4.1

3

Sea )L una regi6n de R” para la cual es vdlido el

teorema de la divergencla, y seanu y v dos funciones en
ctn) N c'(T1), entonces:

(1) ﬁgu&vdz " !ﬁvu.vvdz & alj{,—?r?"ds

L)
(11) H(u&v - vDu)dz = Jf(u .3; - v g;)ds
0N 0N




(I11) u(x) = - — H 2B g o) JII 1 ouly) 4,

4T )} {|x-y| | aTr_ A |x-y|| °7%
N

1’”( 2 1

- — y)

4 27 ||x-y||

oN

Demostraci6n.

Para la demostraci6n de la férmula (I) es preciso demos

trar previamente la siguiente 1dentidad:

div (uv) = uDv + Qu. Vv (1.1.4.1)
En efecto,
div (upv) = div (u B¥ a0V 0%

0 X oy 0z

2 2
PR RN D TN [
: bx2+ Ox O x u—“?+ dy Oy
’ a u, du_dv
922 dz 9z
. 2% % %), dudv dudv, dudv
= (u axz+u >y +u > ?(axax 3y2y azag
Lo 2, 2%, 9%, u du dudv v dyy
axz 3y2 322 "9x Oy 9z 9x dy 9z
=uUDV+ QU.QV

Primera férmula de Green:

De 1a f6rmula (1.1.4.1) se deduce que:

Mu&vdz + JJ Ju.Qvdz = mdw(u ov)daE
n & 0
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Aplicando la férmula de Ostrogradski-Gauss al segundo

miembro de esta iqualdad, obtenemos.

muévdz + mvu.vvdg & H('-'VV)-"?dS,

L) Q 1IN
entonces:

Sﬁumda + ﬁgvu.vvda = Hu(vv.?)ds,
n Ly [Fa¥
ycomo @v.? = <V, P> —

resulta que:

muavdz + mvu.vvda = JJ 1?ds (1.1.4.2)
£% 0 oNn
con lo cual queda demostrada la primera férmula de Green.

Segunda foérmula de Green:

Utilizando la primera férmula de Green, en intercam-

biando las funciones u y v tenemos que:

JJ uAvdz 4 mvu g VdE = Hu g{, ds,
" Y 0 AN

y

fJrome + ffov.ows. fu s

£) oN
Restando miembro a miembro las dos Gltimas igualdades, y
tomando en cuenta que 7 v.7 u = Qu.<y v, obtenemos la

segunda férmula de Green:

Jﬂ(u&v-v&u)da = ﬂ(u @Y _d_. ds.  (1.1.4.3)
0 N



-12-

S1 en (1.1.4.2) sustituimos u por v, queda:

ﬁjvévdz + mv V. Qvdz = ﬂvg% ds, (1.1.4.4)

n n oN
y si en (1.1.4.2) o en (1.1.4.3), se hace u = 1, resulta:

Jjavaz - f( g ds. (1.1.4.5)
n oNn

que constituyen dos casos particulares interesantes de las

férmulas de Green.

Tercera f6rmula de Green-*

Consideremos, ahora, un dominio o volumen () limitado
por una superficle O que cumple con las condiciones
de regularidad exigidas para que sea valido el teorema
de la divergencia. Vale entonces la segunda férmula de
Green, la cual vamos a aplicar al caso de ser v = 1/r,
donde r tiene la definici6n antes expuesta y Q lo supondre

mos interior a ) .

Para evitar el punto singular Q, (en el cual r =0y
v =00 ), excluiremos de N el volumen de una esfera de
radio & y centro en Q. Sea N ' el volumen resultantey,

E: la superficie de la esfera cerrada B'(Q, €).



. B

B'(Q,€)

X Fig. 1

Es claro que N' = N -B'(Q, €), y que su frontera
9N' = dN+ ) . La férmula (II) se escribe en este

caso:
JAYT 2 YA g
Jovoe - [g-vdpple
0 0N
1 du _ d 1
+ ” + “a?(r)] ds  (1.1.4.6)
z

Para la integral sobre 5 del segundo miembro de la

1gualdad anterior, observemos que:

(1) ue C‘(ﬁ). entonces -g—% es continua sobre la super-

ficie cerrada SC (), y en consecuencia, g—fl es una
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funci6n acotada en el dominio S . E&s decir,

HKGR. K>0, tal que:
| (x,y,2)] <K, V(x,y,2) €3

(2) —( =) = , es positiva por el hecho de que la nor-
r'
mal ¥ se considera siempre exterior al volumen sobre
el cual se integra, en este caso, N'; y como
d .1 1
= ) ,» pa
r = € en lasuperficle S % (r) ) para todo
punto P sobre dicha superficile.

(3) Las funciones -:: g% yu %,—? (%) son continuas sobre

la superficie 5 .

Entonces:
R O
B JF';%— L['%z uds

g'%ﬂds- —%—-uds

Utilizando coordenadas esféricas de centro en Q, en

las dos Gltimas integrales, se tiene:

g; g%ds - g:EiE uds = g_&%% senQde‘f-L_: lezs’senedow
- [[e 3% senadasr - f[usenadsar

M

2
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Tomando el limite cuando & — 0 en esta Gltima expre-

s16n, resulta:

Lim Pj'e-g—,‘; sen@dady - ﬁusenodedw}
E—0 2 z
= -u(Q) || senBdedy
m
= -u(Q) £ (Lsenedo)d‘r
™
= -2u(Q) L”’

= =4Tr U(Q)

Volviendo a la 1gualdad (1.1.4.6), al pasar al limite

cuando € — 0, tenemos que.

2oz - ([[tes- g dles - amu@,
s N

y entonces:

S M (s 1 T d (1
U(Q) = - ;1—1. Ii{—r de + ZT—T— I(—F a? ds —4-:[—-1, [‘U a?- (?]ds,
LY

0N n
o lo que resulta igual, por ser r = ||P-Q||:
SH = _1__JHAU(P) iz ¢ H (BT I
an )l ||p-ql | am j)||p-ql| d¥
0Q)
L ffuces e,

4 P-Q

N

que es la 1mportante tercera férmula de Green.
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1.2.- EL CALCULO VARIACIONAL.

El concepto de funcional es una generalizacién directa y
natural del concepto de funci6n, e incluye a este como un caso

especial.

Definicién 1.2.1

Sea M un conjunto de objetos de cualquier clase; pueden ser
ndmeros, puntos de un espacio, curvas, funciones, superficies,
estados, o incluso, movimientos de un sistema mecénico; s1 cada
elemento x del conjunto M se corresponde con un nGmero "y",

decimos que sobre el conjunto M hay definido un funcional

y = F(x).

El cdlculo de variaciones es un capitulo particular de la
teoria de funcionales. En &l se consideran funcionales definidos
sobre un conjunto de funciones, y el problema consiste en la
construccién de una teorfa de valores extremos para tales fun-
cionales. Esta rama de la matemdtica comenz6 a desarrollarse
en 1696, con los estudios realizados por Iohanis Bernoulli,llegan
do a ser una disciplina matemdtica independiente, con métodos
propi1os de 1nvestigacibn, después de los trabajos fundamentales
del miembro activo de la Academia de Cienclas de San Petesburgo,
Leonard Euler (1707-1783),quien puede considerarse, con pleno

derecho, el fundador del calculo variacional.

De manera particular, el cdlculo variacional adquirid impor-

tancia después del descubrimiento de su conexi6n con muchas
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s1tuaciones de la fisica y la mecénica. La razén de esta conexibn
se puede ver como sigue: "para que una funci6n proporcione un
extremo de un funcional, es necesario que verifigue una cierta
ecuaci6n diferencial, (como veremos mds adelante en el desarrollo
de este pardgrafo). Por otra parte,es bien sabido que muchos
problemas de la mecénica y la fisica se escriben con frecuencia
en forma de tales ecuaciones, (ecuacién de la cuerda vibrante,
ecuacibén del calor etc.), y resultd que muchas ecuaciones de
este tipo aparecfan entre las ecuvaciones difefenc1ales del cédlcu
lo de variaciones. De este modo fue posible considerar las ecua
ciones de la mecénica y la fisica como condiciones extremas para
funcionales convenientes, y enunciar las leyes de la fisica en

la forma de exigir un valor extremo, en particular un minimo,
para ciertos funcionales. Todo ello introdujo nuevos puntos de
vista en la fisica y en la mecanica, ya que ciertas leyes se
podrian sustituir por enunciados equivalentes en términos de
“principios del minimo". Esto, a su vez,abri6 la posibilidad

de un nuevo método de resolucién de problemas fisicos, (en forma
exacta o aproximada), buscando los minimos de los correspondien

tes funcionales.

1.2.1 Método de variaciones en problemas con fronteras fijas.

1.2.1.1 Conceptos, definiciones y notaciones.

Antes de entrar, propiamente, en el estudio de un
método de resolucibén de problemas variacionales, esto es,

problemas sobre la investigacibn de los extremos de los
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funcionales que dependen de funciones de varias variables
independientes, es preciso revisar ciertos conceptos y

resultados 1mportantes relacionados con esta materia.

Los funcionales pueden ser dependientes de una fun-
cibén de una variable, de una funcién de varias variables,

0 de varias funciones de una o de varias variables.

Si "v" es un funcional dependiente de la funcién

"y(x)", lo denotaremos por: v = v [y(x]] .

Se 1lama 1ncremento a la variacién " §y" del argumento
"y(x)" del funcional v [}(x)] a la diferencia entre dos

funciones: §y = y(x)-y1(x).

Se supone que y(x) varfa arbitrariamente dentro de

clerta clase de funciones.

Para los funcionales de la forma: v [y(x)], se define
la "variaci16n" como la derivada de la funcitn
v [¥(x) + «§y] con respecto a o, cuando o = 0,
donde o es un parametro numérico. En forma abreviada,
la "variacién" del funcional v[y(x)] se denota por el

simbolo " & v" y estd dada por la expresién:

Sv =§; v [y(x) - °f5Y]!q=o

El funcional v [y(x)] tiene un méximo en la curva
y = yo(x). s1 su valor en cualquier curva prbxima a

y = yo(x) no es mayor que v [yo(x)] , es decir:
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Dv =y &(x)] -V [yo(x)] <0

Anélogamente, se define la curva y = yD(x) en la que hay

un minimo. En tal caso,
Ov = v [y(x)] -V [yo(x)] =0,
para todas las curvas y = y(x) cercanas a y = yo(x).

Teorema 1.2.1.1

S1 el funcional v [y(x)] , Qque posee variaciébn,
alcanza su méximo o su minimo para y = yO(x), siendo
yo(x) un punto interior de la regi6n de definicibn del

funcional, entonces, para y = yo(x) sera:

dv =20
Este teorema se conoce como "condici16n necesaria de

extremo para el funcional v [y(x)] ".

Demostracibn:

Para yo(x) y §y fijos,
vyex) + x§y] = P(x)

es una funcibn de o , la cual por hipb6tesis, tiene en
o = 0 un méximo o un minimo; por consiguiente, la

derivada de la funcién Y cuando o = 0 es nula:

\P'(O) =0,

o lo que resulta igual:

2 v [y + agy] IOH;O.
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esto es:

0

Sv

De este modo, en las curvas en las que el funcional tiene
un extremo, su variacién es igual a cero. Aqui, el pard
metro of puede tomar tanto valores positivos como nega-
tivos en un entorno del punto & = 0, puesto que yo(x)

es un punto 1nterior de la regibn de definicibn del fun-

cional.

Observacibén 1.2.1.1.

Todas las definiciones expuestas en la seccibn 1.2.1.1,
asi como el teorema 1.2.1.1, se generalizan a los funciona

les dependientes de varias funciones desconocidas:

v [y4(0a¥p(x) e eay (0]

o dependientes de una o de algunas funciones de varias

variables:

v [z(x1,x2......xn] :

V(2 (Kyeee X 22(x1.....xn)......zn(x1.....xn)]

Lema 1.2.1.1 (Lema fundamental del cé&lculo variacional)

"S1 para cada funci6n continua 7 (x) se tiene:
.

f 000 Tx)ax = o,

Xo
siendo ¢(x) una funcién continua en el 1ntervalo

[xo,x1] , entonces:



en dicho intervalo.

Observacibn 1.2.1.2

La afirmaci16n del lema y su demostraci6n no varfan
s1 a la funci6n 7% (x) se le imponen las siguientes con
diciones: 1?(xu) = ’?(x1) = 0; 7(x) tiene derivadas
continuas hasta de orden "p"; |"is(x)| < £.

(5 ® 0,1,:0:5030 érp)*

Demostraci6n:

Supondremos que para algGn x = X contenido en el
intervalo X x5x1, la funci6n Q(x) es distinta de cero,
y probaremos que existe necesariamente una funci6n 7 (x)
para la cual:

%
H(x) 7 (x)dx # 0,

x'
lo cual contradice la hip6tesis del lema.

En efecto, de la continuidad de ¢(x) se deduce que
s1 O(x) # 0, entonces existe un cierto entorno EEQ’EI]
del punto X en el cual ¢(x) conserva su signo. Pero
entonces, tomando una funci6n 7 (x) que tambien conser
ve su signo en dicho entorno [io,?1] y sea 1gual a

cero fuera del mismo, (Fig. 2), se tiene:

A %
j¢(xmx)ax . £ 0(x) 7(x)dx } 0,
Xo
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ya que el producto {(x) ?(x) conserva su signo en el
intervalo 3:'0-5 x-&?1 y se anula fuera del mismo. De
este modo hemos llegado a una contradiccién; por lo

tanto, ¢(x) = 0. La funci6n %(x) puede escogerse,por

Fig. 2

ejemplo, asf: % (x) = 0, fuera del segmento X, = x<X,;
7(x) = K(x-‘i’o)zn(x-i1)2". en el segmento X & x&X,,
donde n es un nGmero entero positivo y K un factor
constante. Es evidente que 7 (x) asi definida, satisfa
ce las condiciones consideradas anteriormente: es
continua, tiene derivadas hasta de orden 2n-1, se anula
en los puntos % ¥ x1. y puede hacerse tan pequefia como

se quiera en valor absoluto, conjuntamente con sus deri

vadas, disminuyendo el mbdulo del factor K.

Observacién 1.2.1.3

Un lema andlogo se cumple también para integrales



=23~

maltiples, es decir, integrales en las que 1ntervienen

funciones de varias variables: ¢(x1,....xn) y

T (Xgaeeeax).

1.2.1.2 Extremos en funcionales que dependen de funciones de

varias variables independientes.

Analicemos el extremo del funcional;

v [z(x.y)]= [j}gF(x.y.z.-g—? %‘vz)dm)’:

bajo los siguientes supuestos: en la frontera "C" de la
regién "D" los valores de la funcién z(x,y) estén dados,
es decir, est& dado un contorno C’por el cual deben
pasar todas las "superficies admisibles", (Fig. 3),a

las que nos referiremos dentro de poco. Para abreviar

la escritura, designemos p = _g;z yqs= —gTZ . La fun-

cién F se considerard de clase Cz

con respecto a los
parametrps x,y,z,p y q, y la superficie z = z(x,y) en
la cual se realiza el extremo, se supone también de

clase C2 en la regi6n D.
z

N\z=2(x,y)
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Consideremos, ahora, la familia monoparamétrica de

superficles:
z = z(x,y, &) = z(x,y) + 8z

que contilene, para X = 0, la superficie z = z(x,y),
en la cual se realiza el extremo y, para & = 1, ciler-
ta superficie admsible z = Z(x,y), donde

§z = Z(x,y) - z(x,y). El conjunto de superficies
admisibles, (o de funciones admisibles), dentro de
clerta clase de funciones z = z(x,y), estd determinado

por las siguientes condiciones:

a) z es de clase C2

b) Para todo (x,y) € C, z(x,y) ¢’

En las funciones de la familia z(x,y, ), el fun-
cional "v" se transforma en una funcién de o« , la
cual, por hipbtesis tiene un extremo cuando « = 0,

por lo tanto,

-% v [z(xs)’aoﬁ)]/ =0

A=0
Asi, tenemos que la variaciébn del funcional v [;(x,y,o<)]

es 1gual a:

Sv= {330—(- ﬁF [x.y,20x,y, ®),p(x,y, &) ,a(x,y, & ] dxdy}
of=0

2, podemos derivar dentro del signo

Como F es de clase C
de 1integral, y utilizando la diferencial parcial total

de F, que denotaremos por ¢ { F’} , se tiene que:



entonces,

3IF]_ OF 9x . OF dy . OF 9z, OF dp+

oX ~ dx 30‘+By % T oz 30t+ap o
OF dq
+——T

y como —%—i y —a—! se anulan, ya que x y y permanecen

constantes al variar ¢, haciendo:

3.« AE
e el A bl L T

resulta que:

BlE oo 9%, 0 bp. . .BE
3% - Ffzoa * Fp o * Fq om

Ademds, como

Bz(g.&.d) =% [z(x.)‘)+°€52J

= £ [2(xy) + A Z(x,y) - &z(x,y)]

= Z(x,y) - z(x,y)

=$Z,

y andlogamente, siendo p(x,y, ) = p(x,y) + xdp
y a(x,y, &) = q(x,y) +x 8 q, se tiene que:
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ag(%.qx.«) 80 3 ag(%.qz.o:) w .

entonces,

—%Lﬂ =F,824F §p+F 8a

por lo tanto:

v = !}I[FZSZ-:- Fp8p+ FGSq]dxdy
Ahora, concentremos la atenci6n en la integral:

g [FDSD 4 FqS q] dxdy

Probaremos primero que:

o {Fp‘sz] ='§“{Fp}5 z+F 6 p (1.2.1.1)

’c% {Fq‘?z} ’"?W[Fq ISHFQ §a (1.2.1.2)

En tal sentido, haremos solamente la demostracibn de la
ecuacién (1.2.1.1), ya que la ecuacién (1.2.1.2) se
obtiene de manera similar. Consideremos la diferencial

parcial total

a{Fpé‘ z}
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F
B{FDSZ] -—‘)_E.i:_za“_'ia& ,,E)_Fl)_sfa“

O Oy 0z
F oz NE
+-§_L._ ap+__&._aq
op dq
entonces,
a{FDSZL 'aFPSz % 8z 3y, 3y Sz 2z,
0 x 0 x dy ax 0z Bx

+3F Sz 20, anSz Bq.
op ax 0a Oy

y como -%—% =

3{Fp82)  9Fy8: L2587 3Fd7 55 3F8Z 3
D x D x DT 9p ©°x 9gq  Ox

9
=BXD'SZ+FQ_§_X +(E-) i 8z +F —3—8—)94-

-|-(.....a_.F£ Sz+F _.a,...&_;.) ap+(__ESZ+F __S_)L

dp P9 = Ox P9q o«
dF oF ofp 2
20D 2P p. .20
ax 82+az DSZ-!- E‘)p a SZ-!-

_a_g__q_ 32+F 3p+F 'aé'z
o X z

©
Q/
o
v
x
©
o
QJ
>

Aqui, 332 BSZYBSZ
9z 0p g

son nulas, luego,
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3[':982} (&% 8% 2fp ap, 3 2q
o x “Cax T 0z s op 0x + 9q © ]SZ+F L

F
=-JT{XP—}—.3Z + Fp3p,

con lo cual queda demostrada la ecuacibn (1.2.1.1).

De las ecuaciones (1.2.1.1) y (1.2.1.2), resulta:
__L
Fpdp = {.FDSZ} '_L{FD]SZ
F Sq -W{FQS } By {q}SZ
y sumando miembro a miembro,
i ="
FDJD-rFQSQ_ [ax {F Sz] + 55 [Fqu]]+

) [_aaT[FD]W;s?“[FqH o

entonces,

HE’DSD +Fqu] dxdy = ﬂ}%—[%é‘z} +,a-'$—[l=q§z]dedy+
S YOI

D

donde 33 {Fp} es la 1lamada derivada parcial total o comple
X

ta de Fp con respecto de x. Al calcularla, "y" se considera

fija, pero la dependencia de z,p y q de x se toma en cuenta:



0 4 z ?
W[Fp}-Fp“F 02, +F_ 99

y andlogamente,

2 [ l. Bz, d,¢ 2a
ay{Fu "ot ey, e, e,

En virtud de la conocida férmula de Green (1.1.3.3), se

tiene:

H[?c%— {FD SZ] y -aa_}'{FqS z] ] o ’!‘de},_qux) 8z = 0.

D
La Gltima 1ntegral es 1gual a cero, debido a que en el contor

no C, (de la regi6n D), la variacién §zes nula, (§z = 0),
puesto que todas las superficies admisibles pasan por el
mismo contorno C. Por lo tanto, la 1gualdad (1.2.1.3) se

reduce a:

Jossersome [ o) - [ o

y la condici6n necesaria de extremo:

JHEZSZ +FpSp s FqSu] dxdy = 0
o

toma la forma:

H(Fz 5 —g—x{rp] . _,ab_y[rq} )8z dxdy = 0 (1.2.1.4)
5!

Aquf, en virtud de las condiciones que caracterizan a las

funciones admisibles (P&g. N2 24), y por la forma arbitraria
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como se escogib la funcibn z = Z(x,y), la variaci6n d'z es
una funcibn arbitraria, continua, de clase 62 y se anula

2

en el contorno C. Como F es de clase C°, el primer factor:

0 { } 0 {
zouetdey LE 5 :
Fz 3 x D 5y Fq del 1ntegrando de la 1ntegral
del miembro 1zquierdo de la ecuacién (1.2.1.4),es continuo;
entonces, por el lema fundamental, en la superficie

Z = z(x,y) que realiza el extremo,

F, - a'i {Fp} -%{FJ; 0

Por consiguiente, z = z(x,y) es la soluci6n de la ecuacién

diferencial:

g - __B_{FD} ; _?;_.{p }= 0 (1.2.1.5)
0 x oy L9

Esta ecuacibn diferencial de segundo orden en derivadas
parciales, a la cual debe satisfacer la funcibn z = z(x,y)
que reali1za el extremo, lleva el nombre de "ecuaci6n de
Ostrogradski", en honor al eminente matemtico ruso M.V.
Ostrogradski, quien la obtuvo por primera vez en el afio
1834; sin embargo, para regiones D rectangulares, se encon-

traba ya en los trabajos de L. Euler.

En general, para el funcional
v[z(x1,...,>gn)] =D’...JF(x1,x2,....xn,p1,pz.....pn)dx1.....dxn,
iz '
donde P, ='1;§1 , en base a la condici6n necesaria fundamental

i
de extremo Ov = 0, se obtiene en forma completamente andloga,
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la siguiente ecuaci6n Ostrogradski:

n
& . S F =0
; axl pl}

Ejemplo 1.2.1.1.

Como ejemplo especifico al que puede aplicarse este méto

do, probaremos que para el funcional:

v@(x,y,z)] HI[ )+( ) +(-'§—u~) ]dxdydz donde, en la

frontera C de la regién D se dan los valores de la funcibn

u = f(x,y,z), la ecuacién de Ostrogradski tiene la forma:

En efecto,

v [u(x,y.z)J = IgIF(x.y,z.u, g:. g: 4 g:) dxdydz

=Jﬁ[( %“ ¥t DU . 2N Du)2] dxdydz

5 X E)y z
du u du
Sea —— =p,y — =D —— = p.,, entonces,
ax v Ry 2 e
2
F(x.y,2,u, 24, QU 24 _ 22 (1.2.1.6)
Ox dy 0z 177273

Supongamos que para la funci6n u = u(x,y,z), el funcional
v Eﬂx,y.z)] tiene un extremo, que de acuerdo con lo

expuesto, serd de clase Cz. Consideremos, ahora, la familia



A%
monoparamétrica de funciones:
us= U(X,}\'.Z. Oﬂ) - U(X’YIZ) +“6ul

que contiene para & = 0, la funci6n u = u(x,y,z) en la cual
se realiza el extremo y, para X = 1, cierta funci6n admisible
u(x,y,z), donde

du = T(x,y,2) - ulx,y,2)

En las funciones de la familia u(x,y,z,&) el funcional
v [u(x,y.z, ot)] se convierte en una funci6n del parametro

numérico & . Luego, para & =

= 2 v [ulx.y,z,%)]

que es la condicibn necesaria de extremo para el funcional

v [u(x,y,z, &)}, por consiguiente:
8v={ 9 J[F(xyZU(xyz )04 (X,¥,2,0¢ )sPo(X,Y,2, )
W A ET s) ks :1!!! vDZ:YvnO(;
D

P3(X.¥»2, u))cbtdyw}

”H: FEu+F 8p1+F SDZ+F Sps]m

[ (] - b (oo

Jﬁ(l—'u - Fp1x pzy- E ) 8'u dxdydz
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m’

%{FDJ " Fp Xt }?J_ {FDJ } szy d ‘aaT {FDJ * Fogz

Como F € CZ(D), resulta que:

es una funcibn continua y, por las condiciones caracteristicas
de las funciones admisibles y la forma arbitraria como se
escoglb la funci6n ulx,y,z), la funcién "&§u" es arbitraria,
continua, de clase Cz y se anula en la frontera C de D,
Tomando en cuenta las anteriores consideraciones, por el lema

fundamental ,

F.-F -F. + -F =0 (1.2.1.7)

U TP TPy PgZ
Determinemos, ahora, a partir de (1.2.1.7) la ecuacién de
Ostrogradskl en términos de "u", calculando previamente los

valores de:

| ] | ] F
Fur Fopxr Fopy ¥ Fpaz

En tal sentido tenemos que:

y como los valores de F , requleren de mayor

F F
D1xt Dzy y Dsz
trabajo, pero se obtienen de manera andloga, realizaremos

el cdlculo solamente para Fp X
1
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2 2 2 A
. 1 1 1 ]
B{Fpl- e ox + 3y 3y+—-——-—_02 dz + oy Ju +
2 2 2
13 1’3 1a
+ p, t+ P, + Pas
1 2 3
0 P, 0 P, 9 Py
entonces,

’()[Fp1]= BFI3‘1+ 2, 2y , o', dz 2", du,
0 x 0 x dy ©Ox 9z 0ox du  Ox

F F F
8'ny B8 9 2% , 3%, 3p;
591 0 x sz 2 X ap3 9 x

Aqui, los términos (1) y (5) del segundo miembro de la 1gualdad
anterior son no nulos, y los restantes: (2), (3), (4), (6) y (7)

son nulos. En efecto:

an 'a 32
1 1= 5.5 = 2 y
b TSk T ik
25 P 2 2
(5) 1. 1= 3 2 ) 3u=2 Bu
dp, Ox 391(01 BT BE
P
L O RS Lo
¥ ? x ; 2y Ox .
F
(3] —8% .0 =y # 16 0z _ g
dx 2z Ox
2 I
(4) i ; X =2 0P (py) = 2p,(0) = 0



F
(6) £ P, 0%, 5. 28 _OF o BF(ol«1
apz ax bpz ax -f)x
aFD oP 2P 2P PL
(7) 1 . 3 = 2 ! " 3 i 2 3 (0) = 0
ap3 'ax ap3 0 x ax
Luego,
F
a{ DJ =y Bzu
.a)( Bx
y andlogamente,
F
ol 'r, =4_b_2%,
oy B,y
azz

por lo tanto, reemplazando en (1.2.1.7), resulta

i ’r)zu_,‘l 'r)zu_4'232u &g
02 2y> 98

entonces,

es la ecuacidn de Ostrogradski que corresponde al funcional:

v Lu(x,y,z)] = JH[-_(-%-}:-)Z + (-%—;)2 “ (%)2] dxdydz
D

UNIVERSIDAD DE PANAMA
BIBLIOTECA
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1.3.- LAS ECUACIONES INTEGRALES Y LA ALTERNATIVA DE FREDHOLM.

1.3.1 Ecuaciones Integrales.

Definici6n 1.3.1.1

Se acostumbra llamar ecuaciones integrales a aquellas
ecuaclones que contienen la funcién 1incégnita bajo el

signo de integral. En particular, la ecuacifn:
a(x) @ (x) - fa’x(x,t) P(t)dt = F(x) (1.3.1.1)

es una ecuacidén integral respecto a la funcién " P(t)",
donde a(x), f(x) y K(x,t) son funciones conocidas, (1)
es una funcibn inc6gnita y las variables x y t toman

todos los valores en el intervalo (a,b).

En nuestro estudio, nos ocupamos solamente de las

ecuaciones integrales lineales de la forma:

P(x)- A|K(x,t) P(t)dt = f(x), [1.3.1:2)

en las cuales la funci6n incognita " Y (t)" figura en
forma lineal, y " A" es un factor numérico. Las ecua-
ciones del tipo (1.3.1.2) se llaman ecuaciones lineales
integrales de Fredholm, de segunda especie, en honor

al matemético que las estudi6 por primera vez. La fun-
c16n K(x,t) se denomina "nGcleo", de la ecuaci6n 1integral,
y la supondremos definida en el cuadrado

n{aéxeb, as.teab] del plano (x,t), y es continua

en () , o bien sus discontinuidades son tales que la



87

integral doble:

J:L!l)l((x.t) |2dxdt,

tiene un valor finito. Si f(x) $ 0, la ecuacién (1.3.1.2)
se denomina no homogénea; si en cambio, f(x) = 0, la

ecuacibn (1.3.1.2) toma la forma:

b
P(x) - ALK(x,t) P (t)dt = 0, (1.3.1.3)
y se denomina homogénea.

Se llama "solucibn" de las ecuaciones 1integrales
(1.3.1.2) o (1.3.1.3), a cualquier funci6n P(x) que al
ser sustituida en dichas ecuaciones, las reduce a iden-

ti1dades respecto a x €(a,b).

Ejemplo 1.3.1.1.

La funci6n P(x) = Sen T x/2 es solucién de la ecua

c16n 1ntegral de Fredholm:

x/2, (1.3.1.4)

1
Y (x) - 172/4 LK(x,t)‘F(t)dt

cuyo nGcleo tiene la forma:

K(x,t) =
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Basta verificar que al sustituir la funcién solucibén
dada: Y(x) = Sen wx/2, en el primer miembro de la ecua-
ci6n (1.3.1.4), el mismo se reduce a una expresibn 1dén-

tica al segundo miembro de dicha ecuacibn.

La Alterpativa de Fredholm.

Con relaci6n a la solubilidad de las ecuaciones inte
grales de segunda especie, existen tres teoremas impor-
tantes que se le atribuyen a Fredholm, por considerarse-
le el primero que obtuvo resultados significativos en el
estudio de este tipo de ecuaciones. EIl primero de estos
teoremas se conoce como "Alternativa de Fredholm" y, en
gran parte, su importancia para este trabajo radica en
el hecho de que tiene aplicacién en uno de los métodos
utilizados para la resoluci6n del problema de Dzrlchlet;(1)

como veremos mds adelante en el Capitulo 3.

Teorema 1.3.2.1 (Alternativa de Fredholm)

0 bien la ecuaci6n lineal no homogénea de segunda

especle:

b
P - A kxt) Pyt = £(x),
tiene soluci6n (nica para cualgquier funcibén f(x), (de

clerta clase suficientemente amplia), o la ecuacidn

(1) Ve&se enunciado del problema de Dirichlet al comienzo del

Capitulo 2.
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homogénea correspondiente:

P(x) —Al:l((x.t) P(t)dt =0,

tiene, por lo menos, una solucibén no trivial, es decir,

no 1dénticamente nula(IJ

Fredholm demostr6 un resultado sobre la solubilidad
de las ecuaciones integrales lineales de segunda especie,
que es un caso particular de lo que hoy se conoce como
"Alternativa de Fredholm". En su demostraci6n utilizé
determinantes de orden infinito, y la misma se aplicaba
a las ecuaclones integrales que a &l le interesaban
para resolver el problema de Dirichlet. Los estudios
sobre la solubilidad de estas ecuaciones los 1nic16 en
el afo de 1900, promoviendo, de esta manera, el estudio
de las ecuaciones 1integrales con un trabajo pionero que

se ubica en los origenes del Andlisis Funcional.

La Alternativa de Fredholm tiene una importancia
particular en la préctica; en sus aplicaciones, en lugar
de demostrar que la ecuaci6n i1ntegral dada posee solucibn,
es mas sencillo demostrar, con frecuencia, que la ecuacibn

homogénea correspondiente tiene s6lo solucibn trivial.

(1) ver en [17] Krasnov, Kiseliov y Makarenko. "Ecuaciones
Integrales", demostraciones de los teoremas de Fredholm,
para ciertas clases particulares de ecuaciones integra-
les.
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Entonces, en virtud de la "Alternativa de Fredholm, la
ecuac1bn original tiene, efectivamente, una Gnica solu-

c16n.

Ejemplo 1.3.2.1

Para la ecuaci6n integral,

P(x) - Aftsxz-s)tznp(t)dt = &%, (1.3.2.1)
que tiene por solsllbn a la funci6n:
P(x) = A(e-2)(5x%-3) + ¥,
se prueba que la ecuaci6n homogénea correspondiente:
P(x) - A c§5x‘?-3)1;2 P(t)dt = 0

tiene s6lo solucibén trivial. En consecuencia, de acuerdo
a la "Alternativa de Fredholm, l1a solucién de la ecuacién

(1.3.2.1) es soluci6n Gnica para cualquier ) .

Utilizando el lenguaje matemdtico de hoy, lo que
Fredholm logr6é se puede explicar en la siguiente forma:
Sea CO([a,b] ) el espacio de las funciones continuas en
el intervalo [a,b] , con la norma del méximo, lo cual

constituye un espacio de Banach. La expresifn:

(Ty)(x) = [: K(x,t) P (¢) dt, (1.3.2.2)

define un operador lineal compacto de d’([h,p)) en CO([F,Q]J,

siempre que el nGcleo K sea una funcibn continua en

[a,b] x [a,b] .
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En efecto, sea K(x,t) una funcibn continua definida
en el cuadrado [a,b] x [a,b]. Para cada funcién
P = t[’(t)te.cot [a,b]) definamos el operador Ty =y,

donde y es la funcibn:

y(x) = J:K(x,t) Y(t)dt (1.3.2.3)

Para probar que T es un operador compacto de
¢®([a,b]) en c°([a,b]), debemos probar, de acuerdo con

(1)

el teorema de Arseld-Ascol1'’’, que el conjunto
{Tq; : ||'{’l|£.1] es igualmente continuo y acotado en

norma.
Como:
b
iy 3 = ’t t dt’ 1 I3I2‘4
Iybxy-¥0 & TK(xy K0, 0 |90 ( )

y, ademds, K(x,t) es uniformemente continua en

fa.b] x [a,b] (2), para cualquier € >0, existe §>0,
tal que s1 |X;-X,| <« & , entonces:

[K(x,,t)-K(x,t) | £ -]fi;- . Luego, de (1.3.2.4), resul-

ta que:

(1)

(2)

Véase [7 :] Cotlar, Mischa y Gignoli1, Roberto. "Nociones
de Espacios Normados y sus aplicaciones al Andlisis".
(Tomo I, Cap. IV), 'para mayores detalles sobre el Teorema
de Arzeld-Ascoli.

Ver[ 9 |Dieudonné, J. "Fundamentos del Andlisis Moderno".
(Cap. IlI, parag. 16, Teorema 3.16.5).
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b
Iy(x1)-y(x2)[é§ [K(xy2t)-K(xp,t) || P(t) [dt
! a

b

o A P(t)|dt
£ § e

b
< ELPI ja dt
b-a

AR
=¥ Y11 <1

es decir: |y(x1)-y(x2)|A£ , S1 |xl-x2|4cg‘ , lo que
prueba que la familia [y =Ty : ||‘f’||é1} es
1gualmente continua.

Por otra parte,
b

Mx)lég [K(x,t)|] P (t)|dt
d

Zml|P1l (b-a)

£M(b-a)

= 1B
donde : M= max |K(x,t)| en [a,b] X [a,b] , de
manera que.

1T 1] = lyll <.
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para todo E-Co([a,b]). tal que ||¢ || <1, con lo
que queda demostrado que el congunto {Ty: ||y ]|t}

es acotado en norma.

Ahora bien, haciendo a A= 1 en la ecuacibn (1.3.1.2),

obtenemos la ecuacibn:

b
P - [kt e = Fix), (1.3.2.5)

y en virtud de que:

b
(Ty)(x) = LK(x.t) Y(t)dt

es un operador lineal compacto de C°([a,b]) en c°([a,b]),

la expresi6n (1.3.2.5) equivale a la ecuac16n funcional:

P(x) - (TY)(x) = f(x), (1.3.2.8)
para todo x € [a,b] , por lo tanto:
$- T@=f (1.3.2.7)

Trabajando con ecuaciones funcionales del tipo de
(1.3.2.7), F. Riesz (1918) y J. Schauder (1930) demos-
traron un resultado que generaliza la teoria de Fredholm
acerca de las ecuaciones 1ntegrales, que representa una
de las piezas mas valiosas del Andlisis Funcional, cuyo

enunciado es el siguiente:

Teorema 1.3.2.2

Sea T:X —— X un operador lineal compacto de un
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espacio de Banach X en sf mismo. Entonces, una y sola-
mente una de las siguientes posibilidades ocurre:

(1) (I-T(p)=f

(1) Existe P40, tal que (1-T)(}p) = ol ")

(1) Ver en [ 16 ] Kreiszig, E. “Introductory Functional
Analys1is with applications. (Cap. 8, parag. 8.6), una
demostraci6n de este teorema para espacios normados.
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CAPITULO II

"EL PROBLEMA DE DIRICHLET Y SUS ORIGENES"

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE DIRICHLET.

Sea () un subconjunto abierto y conexo de R"y 20 la

frontera de (). . Dada la funcién continua,
f : 00 —*R,
2 N a :
encontrar una funcibn ue C°(Q)I11C( Q) ), tal que:

a) Ou

0 en la regibn O

b) u=f en la frontera a0

Cuando () es un abierto conexo y acotado, el problema de
Dirichlet se llama problema de Dirichlet interior. S1 ) es

el exterior de un conjunto acotado, el problema se llama proble

ma de Dirichlet exterior.

Ejemplo 2.1.1.

El problema de Dirichlet para la ecuacibén de Laplace en el

circulo:

Sea DC ( una regibn circular de radio "a" y x: o 0—=R

una funci6n continua de valores conocidos. Hallar la funcibn

w:0—R, (u €ci0)Nc°(D),

tal que:
1) QAu = 0, para todo P € D.
i1) u=o{, para todo Pe 3D.
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Soluc16n:

Introduzcamos un sistema de coordenadas polares (r, ¥) con
el origen en el centro del circulo D; asf, la funcibn X (P)
serd funci6n solamente de la variable Y. Expresaremos el
valor de la funci6n desconocida u(r, ¢) en un punto interior
arbitrario (ro, 4;) del circulo D, en términos de los valores

de frontera dados por la funciébn & (Y¥).

A tal efecto, consideremos la transformacién conforme:

f:0 ——= D', definida como:

1y
z-re'fy
f(z) =W = A——3 ;
z -3 14,
Yo

donde D = {zeC:lzlc 3 } B ={weC :|w|c:1}

y la constante " X" se escoge con la condici6n de que los puntos
Z = aellP de la frontera del circulo D, se transformen, por
medio de f, en puntos de la frontera del circulo unitario D'.
Aqui | \| = a/r,, y el argumento de A define la rotacién del
circulo |w| < 1 en torno a su centro w = 0. Por medio de esta
transformaci6n, las coordenadas (r,¥) y (f,¥) estén relaciona
das, siendo (r,Y) coordenadas polares del plano z-complejo y
(P,V¥) coordenadas polares del plano w-complejo. En consecuen

cia, la funci6n u(r,Y) estéd dada por:

u [P ¥),P(P.Y)]) = u(P.Y),

donde U=uo f'1. (Ver figura 4 ).



=

2 =(a,9) u
/\\ R

Fig. 4
Ademés, la funcién o (Y) estd dada por:

(91, ¥)] = ACY),
donde A = (o f~'. (Ver figura 5 ).

D'
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Entonces:
u/ (1,%) = (uo £ )(1,¥) = u(f ' (1,¥) = ua, )
D
Y,
ACY) = (xo fh(1,y) = a(F1(1,¥)) = a(a, 9)

Como estamos asumiendo que u(a,y) = & (a,¥), se tiene que:

u/ (1,¥) = Aly)
30

Por otro lado, como la transformacién f es conforme, ella
transforma la ecuaci6n de Laplace para la funcién u(r,¥) en la
ecuacién de Laplace para la funcién U(P,¥) = u [r(f = A P

Y( P.‘f’)] (1). o sea que U(P,¥) es una funcién arménica en
sus variables. Este Gltimo hecho nos permite expresar el valor
de la funcién U en el centro del circulo D' por medio de la

férmula del valor medio para funciones armbnicas:

21
U I : 1/szuu,~v)av
w=0 o
y. tomando en cuenta que u(r,, ¥,) = U 1u!= o Ve
U] (1,¥) = A(¥), podemos escribir que:
a[; 2w
u(rg, ¥,) = u[ . 1/2'"']1&('{’)&[’ (2.1.1)
w=0 0

(1) Ver[28) Sveshnicov, A.G y Tikhonov, A.N. "The Theory of
Functions of a Complex Variable. (Cap. 7, Parag. 2, Pag. 189).
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De la 1gualdad anterior; se obtiene una solucién explicita
del problema de Dirichlet para el circulo, expresando la funcién
A(Y) en términos de la funcién & (). Obsérvese que por la corres
pondencia que establece la transformaci6n f sobre los puntos
frontera de los circulos D ={z el :|z|< a] y 0 ={w‘e C :|wlg 1},
la siguiente expresibn es vdlida: \

14 1y
ae -re 0
f(aelw) 5 ei"P & da 0

Py aeuf -gf_ellfo'
o
donde N=2-e2T1 _ Entonces:
o
ael¥ sty
1y 0
e = llP ilP (2.1-2)
ree’t - ae o

Derivando en ambos miembros de la expresién (2.1.2) con res-

pecto a la variable Y , resulta:

1ew dy _ (roel‘l’ - aleuf'ct)(éueilP )-(ae"'? & roeiq’o)(roie‘q’)
d¥ (roe“P - ae! 10)2

20 - 2,004 V) _ o, 200

2 (Y +9¢,)
aroie + role 0

(r*oei g 19 ae! ll’cn)z

el (s q’o)(rg - 8F)

(vr'qe“P - ae1 tpo)z



=50-

y por la 1gualdad (2.1.2) se tiene:
ael-“o -roe”po dv_ _ l(l‘“q )( ) :
roew _aettfo a¢ (l"ﬁel L e.el ?0)
de donde
i el("P'!' (FO)(az e rg)
ay

(roeupo -ael? )(r'oelq"- aewo)

el( P+ tPl::)(e.‘? - r'g)

rgel(q’"’ lf ) -ar, e21‘f0 ar0e2' ¢ + a ei(q"lfo)

RICE PP

2
a —ro)

2i ¢ 21y
L(949,) [,. sl g, LT BY)
e 0

z -2
a7 e

2 2 o2l Yo 3 EZI"P
I"O +ada - aro m
R o

lff 1lP
r§+a2-—ar‘ [ .
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Pero,
el‘PO +ei('P ___el(wg-lp) +e1(q’“fo)
el‘l’ X ?q
= Cos( ¥ - ¥) + 1Sen( ¢, 9) + Cos(¥ - '~f’0)+1$en(‘fJ -9,)
= Cos [-(¥- ¥ )]+ 15en(® - ) + Cos(¥- ) + 15en [-(4-9)]
= 2Cos(¥- ) + isen( ¥ - ¥)-15en( Y -¥)
= 2Cos(f- ) |
Luego,
2 2
dy _ g =Ty

dq’ - 9 d ’
r02+ at - 2ar, Cos({ - ?,) ¥

entonces, volviendo a la expresi6n (2.1.1), y teniendo en cuenta

que A(Y ) = X (YY), tenemos que:

M
u(r,, §,) = 1/zvfntv>dw
0
il 2 al '
(r,\¥ ) = 1/2T . x($)dY
“ror %o J rg it 2ar Cos(¥ - §,)
0

{2:1.3)
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La expresi6n (2.1.3) es la solucién del problema de Dirichlet
para el circulo de radio "a", y es una expresi6n analitica explici
ta, en términos de los valores de frontera & (). Este resulta

do se conoce universalmente como f6rmula o ecuacién de Poisson.

ORIGENES DEL PROBLEMA DE DIRICHLET.

£n este pardgrafo, presentaremos los detalles histéricos
acerca de cobmo surgid el problema de Dirichlet, como resultado
del estudio de ciertos problemas de la Fisica-Matemdtica, para

lo cual es preciso remontarnos al siglo XVII.

Todo comienza con los estudios realizados por Isaac WNewton
(1642-1727), acerca de la "Gravitacién Universal’, publicados
Jjunto con otros descubrimientos en el afio 1687 en su obra
"Principi1a”, constituyendo esto el acontecimiento, acaso, més
grande de la historia de la ciencia en aquella época. En esta
obra Newton enuncia la “"Ley de la gravitacibn universal", que
dice lo siguiente: "S1 dos particulas de masas m y m' son coloca
das a una distancia "d", una de la otra, ellas ejercen una fuerza

mutua de atraccidn cuya intensidad est§ dada por la ecuacibn:

IFl =k —5—

y las linea de accibn de estas fuerzas coinciden con la recta

determinada por los puntos donde estdn las particulas.



i
et

Fig. 6

Posteriormente, Newton utilizbé esta ley para deducir las
"Leyes de Kepler" a partir de tres leyes bésicas de la mecénica:
la ley de 1nercia, la ley de accibn y reacci6n y la ley que rela
ciona la fuerza con las aceleraciones. La comunidad cientifica
de la época reconoci6, asf, la importancia de las nuevas teorias
del movimiento introducidas por Galileo y Newton, que posibilita
ron deducir mateméticamente las leyes que Kepler obtuviera empiri
camente, después de un profundo trabajo de andlisis de las obser
vaciones astronbmicas acumuladas por Ticho Brahe, al final del

siglo XVI.

Gracias a la "Ley de la gravitaci6n universal" comenzaron a
ser estudiados otros fen6menos fisicos relacionados con esta
materia, tales como los 1lamados campos de fuerzas gravitaciona
les creados por distribuciones de masas; los campos de fuerza
electromagnéticos y eléctricos, creados por distribuciones de
carga, y conjuntamente con estos, el desarrollo de la teoria del
potencial. El estudio y desarrollo de estos temas durante el
siglo XVIII y principios del siglo XIX constituy6 el camino
hacia el surgimiento del problema de Dirichlet. Entre las perso
nalidades del campo cientifico, particularmente, matemdticos,

fisicos y astrbnomos, que hicieron las contribuciones mds impor-
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tantes en torno a los temas mencionados destacan: Euler, Clairaut,

D'Alembert, Lagrange, Laplace, Poisson, Green y Gauss.

Leonard Euler (1707-1783), matemdtico y fisico nacido en
Basilea, Suiza. En la época de Galileo, Newton, Descartes, Kepler
y Huighens, carecfan de precisibén los conceptos fundamentales de
la mecénica acerca de la fuerza, masa y trabajo; Euler introduce
ciertos avances al respecto: consider6 la masa como el "factor
prop1o" de los cuerpos en movimiento; factor que multiplicado
por la aceleraci6n expresa la fuerza aplicada en la direccib6n del
movimiento. Llamd "esfuerzo" a la fuerza multiplicada por el
espacio recorrido y llamb trabajo al peso multiplicado por el
espacio recorrido. Euler precedi6 a Lagrange en la "nocibn de
potencial™, noci6n fundamental de esa base de nuestra Mecanica
Clasica que es la "Mecénica de Lagrange", y nocibn a la que
Laplace di6 la forma conocida de

r-, W - (L - 5,
32 3% 0

Es por este motivo que el historiador alemdn Hoppe reclama para
Euler el titulo de creador de la "nocibén de potencial", titulo
otorgado por los historiadores de la ciencia a Lagrange, quien
sin duda alguna, di16 al concepto la necesaria precisibn y madurez
que le permiti6 darle fundamental importancia en la primera

parte de su "Mecanica".
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Alexis Claude Clairaut (1713-1765), matemdtico francés, en 1743,
escribib su célebre "Teoria de la figura de la Tierra", y en 1752,
publicé su "Teorfa de la Luna". En estas obras, aplica las matemd
ticas al problema de la atraccibn gravitacional y a la configura-
cién de la Tierra, lo que le situa en los origenes de la "teoria

del potencial".

Jean Le Rod D'Alembert (1717-1783), matemdtico y fisico francés,
tambi1én realiz6 investigaciones relacionadas con los campos de
fuerzas. En 1743, publicd su "Tratado de Dinémica" en el cual se
encuentra el principio que lleva su nombre, cuyo enunciado es el
siguiente: "en un sistema, las fuerzas internas de 1nercia son
1guales y opuestas a las fuerzas que producen la aceleracibn". En
1747, D'Alembert aplic6 su principio a uno de los problemas conside
rados como de los m&s i1mportantes de la Fisica-Matematica: "el
problema de las cuerdas vibrantes", lo que le condujo a la ecuacifn

en derivadas parclales:

2% _ Bzu
atz axz

para la que di6 la solucibn: u = f(x+t) + g(x-t), donde f y g son
funciones arbitrarias. Posteriormente, el problema de las cuerdas
vibrantes, as! como el problema de Dirichlet y otros, formarian un
nGcleo de importantes problemas de la Fisica-Matem&tica conocidos
como “"problemas con condiciones de contorno". D'Alembert reali1zé

tamb1én muchos trabajos relacionados con la mecénica celeste.
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Joseph Louis Lagrange (1736-1813), fue, tal vez, el mejor mate
matico del siglo XVIII. Sus investigaciones abarcaron diversos
campos del é&rea cientifica, destacdndose més sus contribuciones
en Matematica y Fisica. En astronomia, public6é un trabajo en el
que trat6 el difficil problema de calcular el efecto gravitatorio
de tres cuerpos. Ademds, en su "Mecanique Analytique", fundament6
toda la mecanica sobre la conservacién de la energia en forma de los
principios de las velocidades virtuales y de acci6n minima. En
esta obra, aparecen 1importantes formulaciones acerca de los campos,
de fuerzas, su relacibn con los potenciales y algunas de sus pro-

piledades.

Pierre Simon Laplace (1749-1827), matemédtico, fisico, astréno-
mo y filésofo frances. tiejor6 el desarrollo de los problemas de
la atracci6n, adaptando el método del “"potencial" de Lagrange y
complet6 la obra de Newton en uno de sus aspectos m&s importantes,
al demostrar que los movimientos planetarios eran estables y que
las perturbaciones producidas por influencias reciprocas o por
1ntervenci6n de cuerpos extrafios, como los cometas, eran temporales.
Laplace desarroll6 sus discusiones analiticas en su obra mds impor
tante, "Mecédnica Celeste", publicada de 1799 a 1825; en ella,
acumulé los trabajos de Newton, Clairaut, D'Alembert, Euler y
Lagrange sobre la figura de la Tierra, la teoria de la Luna, el
problema de los tres cuerpos y las perturbaciones de los planetas.
En un articulo muy técnico de 1782, titulado: "Theorie des

attractions des spheroides et de la figure des planetes", que fue
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incluido también en la "Mecénica Celeste", desarrolld Laplace

el concepto extremadamente Gtil de “potencial”, es decir: de una
funci16n cuya derivada direccional en cualquier punto es igual a
la componente del campo en la direcci6én dada. La célebre ecua-
c16n de Laplace: AV = 0, o "laplaciano” de una funcién, la
cual siempre verifica la funcién potencial en la regibn exterior
a la que se encuentran las masas, (Ver més adelante el parégrafo
2.5), asi como el concepto de "potencial™, aparecen desarrollados
en la "Mecénica Celeste", en conexi6én con el problema de la

atracci6n de un esferolde sobre una particula.

Simeon Dionisio Poisson (1781-1840), matemdtico y fisico
francés, dedic6 gran parte de su labor de 1nvestigaci6n al campo
de la electricidad y el magnetismo. Considerando la accibn eléc-
trica como un conjunto de atracciones y repulsiones; aplic6é a sus
estudios la teorfa del potencial de Euler, Lagrange y Laplace,y
d16, asf, a la teorfa de la electricidad nuevos recursos de abun
dantes consecuencias. Entre sus publicaciones mas importantes
sobre el tema de la electricidad estan: "Teoria de la distribu-
c16n de la electricidad en la superficie de los conductores" y '
“"Teorfa de la distribuci6n de la electricidad en una esfera hueca
electrizada por influencia". Las investigaciones de Poisson lo
colocan en los origenes de la teoria de los potenciales electros
taticos. Poisson, trabajando con potenciales volumétricos, exten
d16 la ecuacién de Laplace al interior de la distribucion de las
masas, con un importante resultado conocido como la ecuacién de

Poisson:



AV = -4m P(x,y.z).

donde "V" es la funci6n potencial y * P " es la densidad de dis-

tribucién de la masa. (Ver mds adelante el paragrafo 2.5).

George Green (1793-1841), matematico i1nglés, atraido por la
teorfa de Poisson se dedic6 al estudio de la é!ectr101dad. En
1828, publict su "Ensayo sobre la aplicaci6n del Andlisis Matemd
tico a las teorfas de la electricidad y el magnetismo", trabajo
que fue practicamente desconocido hasta que Lord Kelvin, (W.
Thomson), lo hizo reimprimir en 1846. En la citada obra, Green
desarroll6 las 1nvestigaciones de Poisson en electricidad y magne
tismo, introduciendo el concepto de "funci6n potencial" en este
campo, pero fueron Hamilton (1834) y sobre todo Gauss (1839),
quienes le dieron todo su valor a esta adaptaci6n. La célebre
teoria de Gauss, aunque desarrollada por un camino distinto, estd
intimamente ligada a las obras de Poisson y de Green, destacéndose

por sus aplicaciones a la teorfa del potencial.

2.2.1 Campo de fuerzas creado por una particula de masa m.

El campo de fuerzas creado por una particula de masa

m colocada en el origen de R3 estd dado por la ecuacidn:
-m,P
F(P) = % (2:2.0.9)
1P}

donde P = (x,y,z) es el punto del espacio sobre el cual actua

el campo y
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[IPI = d(0,P) = (x% + y2 4 22)1/2

Obsérvese que F: RS - {0] e

. s una funcién
continua y, ademas de eso,tiene derivadas parciales de todos

los 6rdenes en R> - {0} .

La férmula (2.2.1.1), antes expresada,puede obtenerse

facilmente utilizando la "Ley de la Gravitaci6n Universal":

Consideremos dos particulas AO y A, de masas m, y m,

colocadas en los puntos 0 (origen) y P € R3 - {0} ,» respect1

vamente.
y4
P
m
fl
I
|
I
o |
0L -
mo*--...\‘ | X
M |
S
A e |
(u, vector unitario) Mg o
S
<l
X

Fig. 7

La fuerza que ejerce A, sobre A es:

- mm

f=-620 T,
r
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donde r = d(AO,A) y G es la constante gravitacional.

Fijemos la particula Ao en el origen 0 y expresemos la

fuerza T de atraccibn en la sigulente forma:

= m—3—),
r
0]
donde -G -%— es un vector que depende solamente de la posi
r
c16n del punto P.
Sea:
-G nk;f
F(P) = —5— » (2.2.1.2)
r
entonces, la funci6n F(P) define un campo vectorial 1lamado

"campo vectorial y gravitatorio",

F: &2 - {0} 3

Y
=

-6m
£ - F(P) = —> T,
r

tal que la particula A de masa "m" sufrird en el i1nterior del

mismo una fuerza igual a:

f = m. F(P)
Sustituyendo U por |I:| en la ecuaci6n (2.2.1.2), obte-
P
nemos :
-Gm




y asi,

»GmOP
F(P) = T IIPI] = r

r\

Haciendo G = 1, lo cual es posible tomando un sistema

adecuado de unidades, resulta que:

-m,P
F(P) = g= =it [IP[| = ¢
r

2.2.2 Campo de fuerzas creado por una distribuci6n volumétrica

de Masa.

Consideremos, ahora, una distribuci6n volumétrica de
masa con densidad * P ", esto es, se da una cierta regién ()
en R3 y una funcién P: () —— R, la cual es continua.
Por la "Ley de la Gravitacibn Universal”, el campo de fuerzas
gravitacionales creado en R3 - ) estéd dado por la 1integral

triple:

F(P) = - Jﬂ—ﬂmdn ; (2.2.2.1)
|1P-q||
n

donde Q = (xo,yo,zo) recorre la regibn (O , P = (x,y,zZ) es

el punto del espacio sobre el cual actia el campo y
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[P0l] = o0 = [ (xoxg)? s (y-yo)°+ (2-29)% | 12

Qxy1¥g22,)

poe o o

P(x,y,z)

ped

Fig. 8

La férmula (2.2.2.1) puede deducirse con relativa facilidad
utilizando 1a "Ley de la Gravitaci6n Universal" y algunas de las
propiedades de la Integral de Riemann:

Sea ) una regidén volumétrica de R3 y f. Y——+R una
funcién continua. Consideremos, ahora, una partici6n de
la regién () en volGmenes elementales csj)l, 1w Ngaenille ¥
sea Q1 = (xl,yl,zl) un punto dentro del volumen elementalé}f}l.
El campo de fuerzas que ejerce una particula de masa O m1
situada en el punto 01 sobre cualguier punto, P = (x,y,2) €
Ra- N es 1gual a:

- Om (P-
F,(P) = o S P30 (2.2.2.2)

3 1
1P,
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S1 consideramos a z3|n1 la masa del volumen elemental

[5(11, entonces:

&I’I’ll = P(QIJ &n].-

y como el campo de fuerzas que puede producir el volumen
elemental [5(11 es 1gual al que se produciria s1 la masa

d)nu estuviera concentrada en el punto Ql. resulta que-
- P(a,)(P-0,) 0
J
| 1P, ||

Una aproximaci6én del campo de fuerzas generado por la

(2.2.2.3)

F (P) =

regibn () sobre cualquier punto P € R3 - 0N es:

] . P(Q,)(P-Q,) AD
B (P} -ZF L1, (2.2.2.9)
]:1 1=1 IlP-QIII

que representa una suma 1ntegral.

El campo de fuerzas F(P) que ejerce la regién () sobre
cualquier punto P E.R3 -{) es 1gual al limite de la sumato-

ria (2.2.2.4) cuando "n" crece indefinidamente:

F(P) = 11m iFl(P)
n=+0 1=1

F(Qi )(P"QIJAQ!
-1im |
N =00 1=1 |1P-Q, |1

B UJ‘ P(Q)(P-Q)d
3
P
aey Pl
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2.2.3 Campo de fuerzas generado por una distribucién superficial

de masa.

Consideremos, esta vez, una distribucibn superficial
de masa con densidad G~ , es decir, se da una cierta superficie
S en R3 y una funcibn continua @ : S——R. Nuevamente, la
Ley de la Gravitacién Universal nos dice que el campo de fuer

zas creado en R3 - S estd dado por la integral doble:

EEBY = .= H (Q)(P-0) 4 | (2.2.3.1)

|IP-al|

donde Q = (xo.yo.zo) recorre la superficie S, P = (x,y,z) es

el punto sobre el cual actGa el campo y
2 2 2~ 1f2
[P0l = d(P.Q) = [(e-xy) + (¥=y,)® + (2-25)° ]

Z)
Q (x55¥422,)

P(x,y,z)

Fig. 9
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Para deducir la f6rmula (2.2.3.1), se procede de manera

andloga al caso anterior:

Sea S una superficie en R ¥y TS5 R una funcibn
continua. Consideremos una particibén de la superficie S en
dreas elementales ZSSI, 1 =1,...,n, y sea Q; un punto en

la superficie elemental 5551. El campo de fuerzas que ejerce
una particula de masa ékml situada en el punto 0l sobre cual-

quier otro punto P E-R3-— S es 1gual a:

- Om (P-Q,)

F (P) = P40 (2.2.3.2)

3
|1P-0, ||
S1 consideramos a éhml la masa de la superficie elemental

KSSI. entonces:

y como el campo de fuerzas que puede producir la superficie
elemental VAN S1 es 1gual al que se produciria s1 la masa

£§nH estuviera concentrada en el punto Q,, resulta que:

- T (0,)(P-0)) OS,
F (P) s K]
|1P-Q, ||

' (2.2.3.3)

Una aproximacibn del campo de fuerzas generado por la

regibn S sobre cualquier punto P e.R3-5 es:
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= - ; (2.2.3.4)
1=1 1=1 |P-0, 113

0 0 (Q,)(P-q,) O'S
0 T e el

que representa una suma 1ntegral.

El campo de fuerzas F(P) que ejerce la regi6n S sobre
cualquier punto PeR3 - S es 1gual al limite de la sumatoria
(2.2.3.4) cuando "n" crece 1ndefinidamente

F(P) = lim FI(P)
n—-o0 1=1

cm S TR0, A,
R IP4,113
_ _[[_S(Q)(P-0)ds
[Pl
QeSs

2.3.- LOS POTENCIALES NEWTONIANOS.
En 1773, Lagrange observé que los campos de fuerzas (2.2.1.1),
(2.2.2.1) y (2.2.3.1), antes mencionados, se derivan de un poten
cial, es decir, que existe una funcidn real "V" definida en R3,
esceptuando los puntos donde estén las masas, cuyo gradiente es
precisamente el campo. Asi, para el campo de fuerzas dado por

(2.2.1.1), el potencial es:

WPy == vk - {0} —m; (2.3.1)
[P}
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para el campo de fuerzas dado por (2.2.2.1), el potencial volu-

métrico es:

V(P) - ” P@  4n v RRa—R, (2.3.2)
| [P-af ]
y para el campo de fuerzas dado por (2.2.3.1), el potencial de

superficie, conocido como "potencial de distribucibn simple" es:

VP) = j (@) 45, yv: R3-5 —~R (2.3.3)
||P-q] |

En el caso del campo de fuerza gravitacional (2.2.1.1), pode
mos ver, de manera general, que proviene de un potencial de la

forma:

Vi s e £
|1X] 1
3

donde V: R™ - [0} —R.

En efecto, sea Fffj el vector campo en el punto M de coorde-
nada X, producido por una particula de masa m colocada en el
origen 0 de R3. y dX un desplazamiento elemental cualquiera de

M.

Supongamos que el campo vectorial F(X) deriva de un potencial

—

"Y', o sea, que existe V- R3——-—-R, tal que: F(X) = grad V(X).
Como grad V(X).dX = dV, entonces:

—

F(X).dX = dv



SRR
Por otro lado, X = OM = ri, donde U es un vector unitario
en la direccibn de OM y r = ||X]|. De aqui se deduce que:
dX = rdU" + drd,

y tomando en cuenta que:

r
resulta:
dv = lgg . (rdd + drQ)
r
_ -m(il.dd) _ m(U.U)dr
r r2
5 mdr
;?_
entonces,
V = -mjr'zdr
-1
= L + C
-1
m —
-1 C. r=|[X]|

El potencial volumétrico (2.3.2) puede deducirse en la

siguiente forma:

Consideremos un campo de fuerzas F1 generado por un cuerpo

de masa elemental £§m1:
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-Am (P-Q,))
P, |°

F (P

entonces, el potencial correspondiente es i1gual a:

_ Plo)an,
|IP-g,|

v, (P)

1

dnde Om = P(Ql)Anl. entonces:

(
i"l“” - Pa)an
= = 11P-Q, 1

n n laYe!
lim V.(P) = lim z Pml 1, luego,
nec0 =T ! N-cO 1=1 |IP-q, ||
V) =JH Pla)dn
| |P-q]|
EN

Para el caso del potencial de superficie (2.3.3), el proced1l
miento es andlogo al caso anterior, por lo cual omitimos su pre-

sentacion.

No es dificil probar que los potenciales (2.3.2) y (2.3.3)
son en realidad funciones continuas definidas en todo Ra, es
decir, que las integrales impropias convergen cuando P es elemen
to de (M) o P es elemento de S. Sobre esto haremos mayor énfasis
en el paréagrafo (2.5), cuando abordemos el tema de la ecuacibn

de Poisson.
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2.4.- EL POTENCIAL DE DOBLE CAPA.

El gran acontecimiento de la Ley de la Gravitacién Universal
de la Mecdnica Celeste estimulé a los cientificos de la época a
que buscaran principios generales andlogos, en otros campos de
la Fisica. Asi, Coulomb en 1790, introdujo la hoy conocida
"Ley de Coulomb" que rige la atraccibn y repulsibn de particulas
magnéticas, y posteriormente, durante el desarrollo evolutivo
de las 1nvestigaciones en torno al magnetismo, surgi6, de modo
natural, la noci6n de dipolo magnético, que estd medido por una

funci16n 1lamada momento de dipolo o densidad de magnetizaci6n.

2.4.1 Potencial generado por una particula magnética.

Todos estamos familiarizados con la noci6n de lo que
es un magneto simple, como por ejemplo un i1mdn o una varilla
imantada corta, y sabemos que estos objetos poseen dos polos
con cargas opuestas. Una manera natural de concebir un campo
generado por una particula magnética es, quiza, tomar el campo
producido por dos particulas de 1gual masa y de cargas opues-
tas, e interpretar esto como el campo generado por una particu
la magnética. Pero entonces, la distancia entre las particulas
pareciera crear un elemento de dificultad, ya que a medida que
las particulas estan més cerca el campo tiende a cero. Sin
embargo, podemos, resolver esto, s1 al mismo tiempo que la
distancia entre las particulas se aproxima a cero, hacemos
que las cargas aumenten i1nfinitamente, de manera que el pro-

ducto de la carga por la distancia, o momento, Se aproxime a



STk

un limite o simplemente se mantenga constante.

Consideremos dos cargas eléctricas opuestas: -e y + e,
concentradas en dos puntos Q y Q'de R3. El potencial en un

punto P E.R3 es 1gual a:

Vi = — - =, {2.4.1:1)
r

Fig. 10

o en términos del momento del par de cargas;/‘: e|QQ'|d, de
mﬁdulobﬂ|= e|QQ'|, donde d es un vector unitario en la direc
c16n QQ', se tiene que: como e = —Z1— |

|aQ’ |

g w AT VT (2.4.1.2)

S1 Q' se aproxima a Q conservandose sobre la recta de
direccidn "d", y al mismo tiempo "e" aumenta de modo que se
mantenga constante el momento'/tf , el Iimite resultante no

es otra coasa que el producto de/ﬂ“ por la derivada direc-
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cional de la funci6n 1/r de§ ,7y ¥ ., en la direcci6n del

vector d. En efecto:

i/r' = 1/r
llm V' = llm—-—-—---—-—
Q—Q' 3 Q~Q' |oq' |

A 0400 (5,7.0)

- M ; SIS TE P i g

AT (5,7, 8.8 D>

y <%¢1m. e, Zglim |, (Lmn>

M [1%(1/”“:1 S1/r) + rhj?Twr)]
=Y,

donde 1, m y n son los cosenos directores del vector unitario

d.

Este limite:

v =/U33d—(1/r)(§.?.3‘),

se denomina “"doblete de momento// y de eje d", y representa

el potencial generado por una particula magnética.

2.4.2 Potencial generado por una distribucién superficial de

dobletes o particulas magnéticas.

Consideremos una superficie regular S y sobre ella

una distribuci6n de particulas magnéticas (dobletes), con
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sus ejes siempre normales a la superficie y apuntando hacia

el msmo lado. Sea "M " una funci6n continua sobre S que
depende de la posici6n del punto Q en la superficie. Divida
mos la superficie S en partes elementales A S y en un punto
de cada uno de estos trozos de superficie coloquemos una
particula magnética, cuyo momento es el producto del valor de
la func16n//4 en ese punto por el &rea del elemento AS, y
cuyo eje tiene la direccibn positiva de la normal 7 . Denote

mos por V' el potencial del campo generado por estas particulas:

V=S —a%wr) Os

El limite de tal distribucibén, a medida que la cuerda
maxima de los elementos O S se aproxima a cero se llama
"Potencial de doble capa"”, de momento,ﬁf sobre S, y estéd

dado por la integral doble:

v - H/"%—(Ur)ds

S1 y es un punto 52rtenec1ente a Sy x es un punto exterior

a S, entonces:

V(x) = H/lm 2 L.
S

x-yl|

donde: V: IR3 -S——R

En el caso de una distribuci6n de dipolos a lo largo de
una curva plana cerrada simple, tenemos el potencial de doble

capa en Rz. dado por la 1ntegral:
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V(x) = [./“(Y) 0 g sl dc,
7 =
C
2

donde: V: R™ - C ——=R,

LAS ECUACIONES DE LAPLACE Y DE POISSON.

En 1785, Laplace, trabajando con coordenadas esféricas, y
cuatro afos més tarde con coordenadas cartesianas, demostrd que
los potenciales newtonianos satisfacen la ecuacién: AV = 0,

en todos los puntos "x" donde no hay masas.

En realidad, esta demostracién no encierra mayores dificul
tades, ya que en los casos de los potenciales (2.3.2) y (2.3.3)
los 1ntegrandos de las 1integrales involucrados son continuos y
no presentan singularidades cuando se consideran solamente los
puntos (x,y,z) de R3 que estan fuera de las distribuciones de
masas, lo cual permite derivar formalmente bajo el signo de

integracion.

Tomemos, por ejemplo,el potencial volumétrico:

V(x,y,z) = J]X P(a.b.c) r75 dadbdc,  (2.5.1)
l:(x-a)2 + (y-b)2 + (z-c)z]

con V: R3 -0 R, donde P en una funcién continua

en todos los puntos (a,b,c) € (). . Si1 consideramos solamente

3

los puntos (x,y,z) de R”, tales que (x,y,z) ¢ ) , tenemos que:

1
[Ix—a)2 + (y-h)2 + (z-c)

=]
[}

2:]1/2
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es una funci6n cuyo denominador nunca se anula, y es continua
con respecto a x,y y z. De esto, resulta que la 1ntegral
(2.5.1) es propi1a y ademés es permitido derivar bajo el signo

de integral. Entonces:

S 2 Pa.buc) = dadbd
2% jlj X [(X"a)z + (y-b)%_ (Z'C)z] 1/2 a ¢
Q

1. JH P(a,b,c)(x-a) dadbdc

[(x--a)2 + (y-b)2 + (z-t:)Z]y2

Q

No6tese que el 1ntegrando en esta Gltima i1ntegral tampoco
presenta singularidades y es continuo con respecto a los para-
metros x, y y z, por lo que podemos derivar nuevamente bajo el

signo de 1integracibn. Asi,

D O JH > Pla,b,c)(x-2) 72 ] dadbdc
0x? Ox [(x-a) + (y-0)% + (z-0)?]
€3

- P(a,b,c)J]rl-(X-a)z + (y-b)% + (z-c)?]-3(x-a)2 dadbdc
J &x-a)z + (y-b)% (z-c)‘?']s/2

0

2
2 P(a,b.cljsr[ 13 < 3(xga) ]dadbdc,

r r

N
donde r = [(x-a)2 + (y-b)2 B (z-c)zj]1/2. Resultados andlogos

2 2
v oV

se obtienen para 0 y :
ayz 322
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2 P
—g—-{r — K P(a,b,c) Jﬂ[lg - 3—(1?)—] dadbdc
r

y r
Q
Y __ Plasp 1. Azc)? J dadbd
_a;z P(a ' sc) JJI[ rs -r5 a C
0

Sumando miembro a miembro las tres i1gualdades, tenemos que:

3%+.§%+ oA = - Pavo) '3_3rumfﬂrm%u{F]Jmm¢
22 of 07 sk @ P
Q
- - Pa,b,c) "'[23 . E; ] dadbdc
NILT ¥
0
[3 3
=- |(a,b,c) - dadbd
F a c LJ [‘;3‘ :3'] c
Q

= 0

En 1813, Poisson demostrd que el potencial volumétrico (2.3.2)

de la secci6n (2.3) satisface la ecuacibn:

AV = -4 P(x) (2.5.2)

en los puntos xe () . Obsérvese que para esto, Poisson tuvo que
derivar una integral impropia bajo el signo de integracibén, lo
cual reali1z6 sin mayores consideraciones. Esto se debif, sin
lugar a dudas, a que en aquella época el "Andlisis" todavia no
alcanzaba el "rigor" que alcanzarfa posteriormente, en la segunda
mitad del siglo XIX. Hoy sabemos que la demostracién de Poisson

no es vélida para cualquier funci6n " P " continua, es decir, que
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la mera continuidad de la funcién P no garantiza la existencia
de las segundas derivadas del potencial volumétrico V. Le toca-
ria a Holder, muchos afios despues, en 1882, introducir una clase
de funciones hoy conocidas como "Holder-continuas", y mostrar que
s1 " P " es Holder-continua, queda garantizada la existencia de
las segundas derivadas del potencial V, y entonces la ecuacibn

(2.5.2) es vélida. Una funcién P:Q) R es Holder-continua

de exponente &, 0 < & < 1, s1 existe una constante K = 0,

tal que:

o
| P(x) - Ply)| < K|x-y| ,
para todos los puntos x,y en .

A continuacibn, presentamos una demostracibn de que el poten-
cial volumétrico V verifica la ecuacién de Poisson:
AV = -47 P(x,y,z), en cualquier punto P(x,y,z) interior a la

regibn () en la cual se concentran las masas.

Sea V: Rs-(l—————*-R el potencial volumétrico definido por:

Vix,y,z) = Pla,b,c) dadbdc (2.5.3)
[(X-alz + (y-l:»)2 + (z-c)zj 1/2
Q
donde () = { (a,b,c) € R3: a 4 b2 + ¢ < Rz} , P es una

func16n continua sobre () y Pl(a,b,c) =0, si a 4 b2 + cz;; Rz.

Demostraremos que para todo punto P(x,y,z) interior a la regién
de i1ntegraci6n () la funcién potencial antes definida satisface

la ecuaci6n de Poisson.
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En tal sentido, introducimos el siguiente cambio de variables:
a-x=§ ; b-y=? 3 c-z=},

para obtener una nueva representaci6n del potencial (2.5.3):

V(x,y,2) = m Mos 0y + P, 248) g5 qpar  (2.5.4)
(6°+ 7% +¢°)
D
donde, como de momento sélo nos interesan los puntos (x,y,z) € R

que se encuentran en la regibn acotada: xz + y2 + z2 < Rz, y como

P(x +6,y+7 ,z+) =0, s1 (x+$)2+(y +]7)2 + (z +r)2;2R2,

3

el dominio de integracién "D" de la integral (2.5.4) resulta ser

la esfera:

D = {(5,?,3‘)@:&3: €2 4+ 72 4 42 $(2R)2=4R=L2}

El dominio "D" estd bien determinado, ya que los puntos
(a,b,c) pertenecen a la esfera () de radio R, y, como sélo esta

3

mos considerando los puntos (x,y,z) de R™, tales que (x,y,z)€Q),

tenemos que:

(52 +"?2 +25"2)1/2 = ]:(a-x)2 + (b-y)2 + (c-z)zjuzs; 2R,
entonces,

?2 +'?2 + rz = (a-'x)2 + (b-:s«r)2 + (c-2)P< RP = i

La integral (2.5.4) es impropia, pues tiene una singularidad
en el origen de coordenadas. Ahora bien, lo primero que haremos
es verificar la existencia de la funcién potencial y de las com-

ponentes del campo de fuerzas gravitacionales en las direcciones
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de los ejes de coordenadas.

En lo que se refiere a la existencia de estas funciones, basta

demostrar que las mismas poseen mayorantes nntegrables:(i)

En el caso de la funcién potencial:

V(x,y,z) = JJJ P(”; ’l;?’ z+8) g5 gy ay,
el integrando de la misma posee el mayorante integrable:
P*/(§2 +'?2 +Ef\2)1/2, con P* = max | £|. Utilizando coorde-

nadas esféricas, tenemos que:

JJ[ P*dé dy dy = P*JJ] rzdrSenlet]lds
) (62,72 ,p?)1/2 4

DL S]( sen¢d) dOJ rdr
i I [[ 2d9] rdr
P* JLa-n-rdr-

w TR
ol o],

2 TavL

o,

j dr Sen df de

(1) ver [35 ) , Kellogg, Oliver D, "Foundations of Potential
Theory. "Cap. VI, Parag. 2).
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Con respecto a las funciones componentes del campo de fuer
zas gravitacionales en las direcciones de los ejes de coordena-

das:

W J[ E.Px +&,y+7, z+¥) d§ dr dp
(§2+72+3‘2)3,2

D

U[ 7.P(x+8, y+7, z +§) dédrdp
(82 472 44232
D

7 = JI&‘-P(X"'%' 1+’?=Z+0‘) dfd’?dd‘,
(82 472 10032

D

se demuestra,de manera andloga, la convergencia de dichas inte-
grales en la regi6n D, con respecto a los parametros x,y y z, en
virtud de que sus 1ntegrandos poseen mayorantes integrables de

la forma P*/§2 +'72 + 3‘2, donde P* =max |P|.

En vista de lo anterior, queda demostrado que tanto el poten
cial volumétrico V, como el campo de fuerzas gravitacionales,

estdn definidos en todo el espacio.

Por otro lado, la funci6n potencial y las componentes del
campo de fuerzas gravitacionales son funciones continuas en todo

el espaclo R3. (1)

Hasta ahora, tenemos conocimientos acerca de la existencia

y la continuidad de la funci6n potencial y de las componentes del

(1) Vveéase [15] Kellogg, Oliver D., "Foundations of Potential
Theory", (Cap. VI, Pagrog. 3, Pag. 150).
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campo de fuerzas gravitacionales, pero no sabemos nada sobre la
relaci6n entre el potencial volumétrico y las componentes del
campo de fuerzas gravitacionales.

Concretamente nos referimos a lo siguiente:

a) Si las componentes del campo de fuerzas gravitacionales son,
en efecto, las derivadas parciales de la funcibn potencial
con respecto a los pardmetros x,y y z respectivamente.

b) Si1 las componentes del campo de fuerzas gravitacionales se
pueden obtener derivando la funcibn potencial bajo el signo

de 1ntegracibn.

Con relaci6n al punto (a), se demuestra que, efectivamen

te:
OV _y .. [[[L8-Px+&, y+7,2e8) dgdede  (2.5.5)
O x (S 597 4 =) V*
D

OV _y o ({2 Pixt§ yep,ze8) d5d7dy  (2.5.6)
Sy |7 (82 aq? + 272
-1 . H §.P(x+g, y+¥, z4)) dedpd!) (2.5.7)
Dz ) (§2+vg?+a‘2)3’2 ¥

Con respecto al punto (b), mostraremos que:

0
jﬂ v [F(x+§,y+’?, Zﬂ"l] 48 d7dft = - ﬂ( &.Pixeg, yry, zp) dé d7d¥

(1) véase [ 15 Kellog, Oliver D., "Foundations of Potential
Theory", (Cap. VI, Parag. 3, Pags. 151-152).
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En efecto, como a-x =& , 1mplica que ?x = - 9% , podemos

escribir:
o
e e
(8°+7° +4%) (67 +7" +87)
(2.5.8)
y como,

2
% [ Poss, yep, 2 |28 E’(’“?'y"’?‘z"w]_ 5Pl 17, 74)
5 L(%z o2 A2 (52 +,t,z L (62 4y2 4 g2)32

entonces:

2
=z Poxes . v, z+r[] =§) [ Pous., wor., za*)J B POeg, yy )
(62 472 (832 ¢ L €22 0D2] (522 pA¥2

luego,

O_ [P(x+f, y+7, 24
“ mﬂtngﬁuﬁ;’z ) e J;
D D
= PI ﬁ-P(x"_';, ¥+, z4') d?d?d(r

f . : w .
[ 3; {f:?;i 7?,3\2?‘ /% Jdﬁ d7ds+

S

D

Aplicando la férmula de Gauss-Ostrogradski a la primera inte-

gral del segundo miembro de la 1gualdad anterior, se tiene:
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-7;3;- [Pl v, 2] o
N d§ d7d= - X8 Yt¥s 2 ooz 6 )dx +
m (52 R H (;2 TEL 4

D 5

_Iﬂé L, yry, z4) d§ dy de.
(5% 472 412y ¥2

D
y como P(x+¢, y+v, z+¥) se anula en la superficie 3 de la

esfera D, entonces:

3%- [Pl g yo, 248)] P
- df dp = - [ £ L8, Y07 200 g5 gy ap,
J{I}j (eZanZ 12 $ay m !

(&% +1° +8%)
D

finalmente, por la 1gualdad (2.5.8), resulta:

2
JHT‘X [f’(x‘fﬁ-ﬁ’bzﬂ'ﬂ d5d7de= - E.P(x+§, ﬁ;,z-l'a") df d7d#(2.5.9)
AL
D

(6 +7° +47)
D
De manera andloga se demuestra que:

(6% 4m2 4p12)1/e (6 +7° +1°)

D
¥

JJJ..a.az_ POx+s , yep, z4p) dgd7dd= - Y. P(xtg, y+7, z+4) d¢dydd
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Combinando las 1gualdades (2.5.5) y (2.5.9), se tiene:

oV __2 Plxsg .y, 208) 4e g
2 7 di
>X - X m (62 172 + 7172

D

P, m E.P(x+t&, ytn, z+d) d6 d7 d
(§2 472 482302

—5-—'3 (x+&, y+v, z+f))
m ; ?[P 2f 23/2 J‘d“’?d“'
(6 +77 +87)

0 sea: las derivadas de primer orden de la funcibn potencial se

pueden obtener derivando bajo el signo de la integral.

Para probar la existencia de las derivadas parciales de
segundo orden del potencial volumétrico, es necesario establecer
las condiciones bajo las cuales es posible derivar nuevamente
bajo el signo de integracién. Para ello, utilizaremos los siguien
tes teoremas sobre integrales impropias dependientes de un paré-

metro:

Teorema 2.5.1

Sea F(x) = J'f(x.y)dy
n
= {-.- If(x1;ann.xn;Y1|...’yn)dy1;-¢-,dyn (2.5.10)
una i1ntegral impropia dependiente del parédmetro x = (x1,....xn)e§,
donde las regiones ) y G estdn limitadas y tienen una frontera

suave a trozos. Si,
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1) La integral F(x) = | f(x,y)dy converge uniformemente sobre
G y la funci6n f(x,y) es continua sobre Mix G, a excep

c16n de los puntos singulares (x,yo).

11) La derivada -éz— f(x,y) es continua sobre G x (). , a excep-

c16n de los punios singulares (x,yo) y la 1integral:

BxJ
0o

converge uniformemente sobre G, entonces, se tiene la igual-

dad:

0 (f(x!y)dy = 0 f(x.y)dy,
BxJ ox
N n
o sea, "es legitimo derivar bajo el signo de la 1ntegral.“(1]

Teorema 2.5.2. (Criterio de Weilerstrass)

S1 la funcién f(x,y) es continua sobre G x{) , a excepcibn
de los puntos singulares (x,yo) y satisface sobre G x N1 la

desigualdad:

[f(x.y)| <Y(y), (x € G),

donde la 1integral:

f‘l’(y)dy <
n

(1) ver[ 4 ] , Bugrov, Ya. S. "Matematicas Superiores".
(Cap. 2, Parg. 2.15), para mayores detalles sobreel
teorema (25.1).
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converge, entonces, la integral (2.5.10) converge uniformemente
sobre G.\ 1)
Consideremos, ahora, la primera derivada parcial de la

funci6n potencial "V" con respecto a la variable x:

B, -Jgff- Plxee, y+7, z+8) e gy gps (2.5.11)
D X 2 :

(& +,?2 ”{2)3/2
esta integral es impropia, pues su 1integrando tiene una singula

ridad en el origen de coordenadas.

E1 1ntegrando de la integral (2.5.11) es una funcién conti-
nua sobre D, salvo para (§,7%7.8) = (0,0,0), s1 la funcién de
densidad de masa " P" es una funciébn Holder-continua. (Véase
pdg. 77). En efecto, sea € >0y (xo,yo.zo)m punto arbitrario
dentro de la regi6n D. Entonces:

6. P(x§, y+7, z4) _ £ PGt Yot Zth) | -
(§° sS4y

(§°+7° +¢°)

& Le. | P(x+& ,y47 ,24)- P(x+6 Yot .Zoﬂ‘)l
(82472 %32

- ET%IWZ K|Oxt§ 347 ,240)-(x 5+ § 2+ 7 2540 | :
+ %

L | %L |(|(x-x y-y_,Z2-Z )Iq
o Bl « A ¢
(§2+"?2+5'2)312

(1) ver[4], Bugrov, Ya. S. "Matematicas Superiores".
(Cap. 2, Parg. 2.15), para mayores detalles sobre el
Teorema (2.5.2).
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o
Tomando &, = [ (6272 92)3/2 ¢ J 2

KI§ |
resulta,
AL
L1 g gzl <« ——LEIK (6% %A
(6% 202 ¥2 7 0 % (52,42 43302 15 |K
2 BN - (220?32
= €

El 1ntegrando de la integral (2.5.11) tiene como mayorante
integrable a la expresién: P*/§2+ 722+J‘2. donde
P* - max |f1. En efecto,

j“ P*dg dydy _ P*ﬁ[ r®dr Sen 0d0de
9 nd P 2
- 8% M° 40 4 r

. mdrSenlbdQJdQ
D

J U 5en¢d¢)d0] dr
& JL J zae] dr
= fr IL dr

(+]

n
-—D "—0

4L
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Hasta aquf, tenemos que la primera derivada de la funci6n potencial
"V" con respecto al parametro x, (la integral 2.5.11), cumple con la

condicion (1) del teorema (2.5.1).

A continuaci6n consideramos la funcién:

JH & ~§— P(x+§ i m]d%'d’? de, (2.5.12)

a8 AsSmepee
y como dx = -9§, resulta que:

JJI% ';Px [F(x+f- 7 .Zﬂ'ﬂ PRy JJ[{;-?—[F(Mf Y 2P )J sdnd,

(&%m5 a4yt / (§57%09)7°

(2.5.13)
y tomando en cuenta que:

B [5 P(x+€o ,y+‘9 ,z+§‘ )1 & 7)'5'?(”% Y 7 z+34_J
L T LTI (§% 7% 08¢

; Plx+ & .y+7 2+ Q f;(x+2‘,ztz'.z+a‘)’
(654754 ¢%) + 7489

entonces,

g =S [ & yep 2 8] =5 [é-ﬂw.m .z+o4)},

(524724 92)3/2 L (624724 #2)3/2

_ Plxt & y+p 228 ) +3§2 P(x+ & .y+7 ,z+ ¢ ) k
(#5%1% 02 (sBhad




luego, podemos escribir:

Jﬂ 13 [F‘*+?'Y*'?'Z+“ﬂd§d,,d,4= JH 7%- [&'Pw £.7.24) J4e dp o

(62 7% #1332 ) (627 2% Y2
_ Jﬂ P(x+§.y+_vz,z+g;) _dgdpdmwi‘_ﬁﬁ}?_dztgiw d§ d7 d* (2.5.14)
(6% 7% p°) (5 7+77+¢87)
D D

Aqui, por la férmula de Gauss-Ostrogradski, y teniendo en
cuenta que P(x-i- &,y+%,z+{) se anula en la frontera ¥ de la
esfera D, la primera 1ntegral del segundo miembro de la igual

dad (2.5.14) se anula, de modo que:

JH g- 3%— [P(x+?,y+’?,2+a‘ﬂd§ i _m (x4 Y2 .24) e dn g
(

D

+ﬂ[ 3%’2, P(xt& ,y+7,2+8) dsdrds,
(6% 7% pQd
(2.5.15)

y por la 1gualdad (2.5.13), obtenemos:

Jﬂ % %[P(%M ) g orar.

\""—-\

Hfra% plegang.zet)

(62 1232

O

fi(ﬁng&g,zw) 86 dy dit+

&N +47)

2
% & 1,240) e g g
J (£%5+49) !

(2.5.16)

ll
+
— O\-_"'

O
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Obsérvese en las dos Gltimas integrales de la igualdad ante-
rior lo siguiente: como P es Holder-continua, los 1ntegrandos de
estas integrales son funciones continuas de los parémetros x,y
y z, para (&,7,¢) $ (0,0,0). Ademds, dichos 1ntegrandos

poseen los mayorantes integrables: P*/(§2+ ‘?24- 3‘2)3/2 y

3 P*/(§2+ '?2+d12)3/2, respectivamente, con P* =max |P |, luego,

las 1ntegrales correspondientes convergen uniformemente con

respecto a los parametros x,y y z. Entonces, la funcibn:

£ - ‘dx [F(xﬁf Y+, z+a"):]
PLRYATIL

es una funcibén continua de los parametros x,y y z, escepto

cuando (% .,%7,¢) = (0,0,0), y la 1ntegral impropia:

§ o [-.P(”? i ) | dg dn dif
(& +? L pryIle

D

converge uniformemente con respecto a los parametros x,y y z.

Es decir, se verifica la condici6n (11) del teorema (2.5.1).

Por lo tanto, en virtud de que se han cumplido las condi-

ciones (1) e (11) del teorema (2.5.1), se tiene la 1gualdad:

)
'33 Jf[g.p(x+g,y+q,z+r) 5 s J]ff-r PO+ .y+7 ,2+8)

D (2.5.17)

d¢ deds,
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0 sea, es licito derivar la integral (2.5.11) bajo el signo de
la 1ntegral.

Combinando las i1gualdades (2.5.13) y (2.5.17), tenemos que:

_02 Jf(fr [P(x+§- Y724 )-]dfr gy JH@ 5— [f’(xi-; Y7 z+J‘J05
axz (6 +,? + )3/2 (¢ +72+J‘2 3/2
(2.5.18)

Por un procedimrento andlogo se obtienen las 1gualdades:

A _ JJS [P(X+§'¥+'? 24 )_Lf - | JH 7‘3’%— [Plug vy z#)] 5 ot o

_5;2 ($ +? a‘ ) (P +72—+r23/2
; ¥ (2.5.19)
y
B_ngmd‘ ‘BD_ P(x+§ WY4) z+al) dfd?: » JJI _ﬁ-[p(m; ZYZ zm)]d@d,,d,«
BZ (f-l-)? ""' )3/2 (§+?+a‘)!

B (2.5.20)

Sumando miembro a miembro los desigualdades (2.5.18), (2.5.19)

y (2.5.20), resulta:

oy, oy, 2% (1t YRt Pgope)]
AT A §+ﬂ+a‘213’2 ey
D (2.5.21)
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Para abreviar la escritura, hagamos:

%—[P(H@ Y+7 z+a4) 1?15-
5%-[?(“-?,)”‘? E %—;—
%[P(x-u-% Y47 z+31)J %
y
RS KL RVENLC:
Entonces:
2%, 24, 24 J T‘F aq o Sa s ] dr
ax° 9yt 2t ) JS v

" & gP JL BP ¢ P
JJ 25 * 2"’?+"7’J‘—ds]dr,

r
donde Sr es la superf1c1e de la esfera de radio r con centro en el
origen de coordenadas y dSr es el diferencial de drea de dicha

esfera.

Por otro lado, 2& =< oP f . -%:L). ro>, s1endo

?r 0% * 07
= (_4_, e ) un vector unitario en la direcci6n del
r r r

radio, luego:

2% 24, 24 . [ ([(3e

v v v r

o o o J[ﬂ—z— i
[+

S
L X+ + +
: [g ,.[m gyl o
S
r

0
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Como el elemento de area dsr = r‘de , donde d(Q) es el

elemento de drea de la esfera unitaria () , entonces:

07+ 323 + 323 - L[T G P dq]dr
i %y 2% ) or
@0
L
_ Jj[r 2P(x+ ﬁ'o T T x‘or) dr‘] )
), dr
[#]
[[P(m%o ALz L) Px+§, 0.y+7 0,2+ 4 0)] ile)
Q *J
=- H Plx,y,z)dn
Q
= <47 P(x,y,2)

Aqui, es preciso aclarar que:

Hf(m Fols v+ L2+ J‘OL)dQ = 0

2 RN
puesto que FP(x4 §,y47,z+8) = 0, siempre que &“+7 4" >L°.

Como §=%OL’ 7?:'701_, B‘: X'OL, donde (%O.Yo.x'o)e @ .
ademas,

(5102 + (T L)% + (8,102 =842 422 1432

- (52472 32
- L8

entonces: f(x+ gobls» Y+ Ls 24 AL =
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Comentarios.

Posiblemente, como consecuencia del estudio de los problemas
presentados en este capitulo, relacionados con la nocién de poten
cial, fue que aparec16 por primera vez el problema de Dirichlet,
como una cuestiébn de determinar un potencial V en una regibn n ,

conociendo su valor en la frontera 90) .

Por otro lado, es importante sefialar que muchos de los desa-
rrollos matemdticos logrados hasta finales de la primera mitad
del siglo XIX adolecian de fallas, y en algunos casos, inclusive,
se demostrd posteriormente su falcedad. Esto se debi6, en gran
parte, a las limitaciones que presentaba, en particular, el
"Anglisis Matemdtico" en la &poca. En la segunda mitad del siglo
XIX, gracias a las contribuciones efectuadas por grandes matemd-
ticos como Riemann, Cauchy, Dirichlet, Welerstrass, Schwarz y
otros, que le 1mprimieron al Andlisis el "rigor" necesario para
garantizar la consistencia de las demostraciones, las dificulta-

des antes seflaladas fueron superadas.
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CAPITULO III

"DESARROLLO HISTORICO DEL PROBLEMA DE DIRICHLET
DURANTE EL SIGLO XIX"

En este capitulo, nos ocupamos del aspecto fundamental de esta inves
tigacibn: "el desarrol}o histérico del problema de Dirichlet durante el
siglo XIX. En tal sentido, presentamos un estudio cronol6gico analitico
y critico de los més importantes métodos 1deados para resolver el proble
ma de Dirichlet en la merc 10nada época. Aunque los métodos estudiados
no fueron los Gnicos creados para darle soluci6n al .titado problema,
consideramos que son los mds importantes debido a la gran influencia
que ejercieron en el desarrollo y la evolucién de la Matemdtica durante

los siglos XIX y XX.
3.1 El Método de Fourier.

Este método se aplica a regiones () que tienen cierto tipo
de simetria, como por ejemplo, recténgulos, franjas, discos,
esferas y cilindros. EIl mismo consiste en utilizar la separaci6n
de variables independientes para descomponer la ecuacifn de
Laplace en dos ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales
pueden ser resueltas explicitamente. A continuaci6n, utilizando
las soluciones de estas ecuaciones, intentar resolver el problema
de Dirichlet en la forma de una serie cuyos coeficientes se esco
gen de modo que se cumplan las condiciones de frontera. Vamos a
ilustrar este método con un ejemplo muy parecido al que presentd

Fourier en 1822, en su libro "Teoria Analitica del Calor".
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Sea M) un cuerpo homogéneo en RB, con una temperatura 1inicial
uo(x) en cada punto x € (1. Supongamos que la superficie del
cuerpo se mantiene a una temperatura f(x), que no varia con el
tiempo, en cada punto x € @) . Se demuestra que la temperatura
u(x,t) del punto "x" en el 1nstante "t" satisface la siguiente

(1)

ecuacién diferencial, conocida como ecuacibn del .dalor:

S (x:t) = KAKU(x,t), xeEn ,t>0,
t

donde K es una constante que depende de las propiedades fisicas
del Buerpo y ébx es el Laplaciano relativo a la variable x.
Ademds de esto, la temperatura u(x,t) debe satisfacer la condicibn

1nicial,
u(x,0) = uy(x), xe 03 ,
y la condici6n de frontera,
u(x,t) = f(x), xe oLy t=0.

El1 llamado régimen estacionario corresponde a la temperatura
del cuerpo cuando t—=00 ; asfi, definimos la temperatura de

equilibrio como:

U(x) = lim u(x,t),
t+m

(1) ver[4] , Bugrov Ya. S., "Matemdticas Superiores",
Capftulo vV, Parag. 5.1.



-97-

La cual debe satisfacer las siguientes condiciones:
Ay
u

B ; XE (3.1.1)
f . Xxedn (3.1.2)

Fourier consider6 el caso en que Q) es una regibn de R3 lim1
tada por los planos Xp =0, xg =1yx= 0. La funci6n f dada
en la frontera 9 es 1gual a cero en los planos Xy = 0y

Xy = 1, y en el plano Xp = 0, f(x1,0,x3) = g(x1), con g(0) = g(1)=0.

Suponiendo que el material es homogéneo, la soluciébn "U" no
depende de X3s ¥ el problema puede ser tratado en el plano
(x1,x2). Reescribamos, entonces, la condici16f de frontera (3.1.2)

del siguiente modo:

U(x1,0)

g(x1), 0< x1<1 (3.1.3)

U(O,xz) U(1.x2) = 0,x2:> 0 (3.1.4)

n

La separaci6n de variables consiste en encontrar soluciones

de la forma:

Ulxyoxy) = B0x,) W (xy), (3.1.5)

que al reemplazarlas en la ecuacidn (3.1.1) resulte que:

2 2

U, 0 _,
2 2

0x 0x;

donde,

2
_a_g. - ¢n(x1) \lj(xz)

E!ix1



y
2% P"(x,)0(x,),
%
entonces:
0"(xy) Yx)+ ¢"(x,)0(x,) = 0,
luego,

q’"(xz)Q(x1) - -@"(x,]q’(xz),
por lo tanto,
‘I”"(xz) ¢u(x1)
Yix) 0 (x)

Aquf, el primer miembro de la igualdad (3.1.6) es funci6n

(3.1.6)

(inicamente de la variable Xy ¥ el segundo miembro lo es sblo
de la variable Xy Fijando, por ejemplo, cierto valor de la
variable Xy ¥ variando a Xos (o lo contrario), se obtiene que
ambos miembros de la igualdad (3.1.6) se mantienen constantes
al variar sus argumentos, de modo que podemos igualarlos a
una constante " A":

‘{J"(xz) ¢n(x1)

Y (x,) 0(x,)

De esta Gltima expresi6n se obtienen las ecuaciones diferen

ciales ordinarias para la determinaci6n de las funciones ¢(x1)

y Yix):
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u"
o

0" (x4 )+ 3\¢(x1) (3.1.7)

V()= AY(xy) =

1
o

(3.1.8)

En virtud de la condicién de frontera (3.1.4) y de que la

soluci16n buscada es de la forma:
U(x1!x2) - ¢(x1] "P(xz):
tenemos que:
U(0,x,) = 9(0) Y(x,) =0
U(1.X2) = ¢(1) kl)(xz) = Os
de lo cual resulta que:
0(0) = (1) =0,
porque S1 Hﬂ(xz) = 0, entonces tendriamos que U(x1,x2) = 0.

Teniendo en cuenta lo anterior, resolvemos, ahora, la ecua-
c16n (3.1.7); primero, buscando soluciones particulares de la

forma:
0(x,) = %y,

con "k" constante. Entonces-*

kx4

0" (xq) = ke

0 (x,) = K2,
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y reemplazando en la ecuaci6n (3.1.7), tenemos*

kzekx:‘ . )\ek” e
entonces,

X1k 4 N\) = 0,
luego,

kz + N\= 0,

de modo que:

k=1 \/555 = IV,

es decir’
Ky =X+/21 =04/ 1
k2=q-£1=o-JXi
Las soluciones particulares pueden escribirse en la forma.
o 2
yylxy) = el +18)x y yo(x,) = el X -18)%q

y como & = 0, resulta que:

y1(x1) el'd"1 = Cos B Xy 41 Senﬂx1, Y,

e 1P X2 cos B x, - 1 Sen 8 x,

¥o(xq)

Entonces, las partes reales e 1maginarias de estas funciones
complejas también son soluciones particulares, de modo que

podemos tomar:

yy(xq) = Cos/?x1 Y ¥pxy) = Seq/?x1
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La soluci6n general de la ecuacién (3.1.7) tendré la forma:
y = Ayy(x) + By,(x,),
de modo que:
0(x4) = A Cos B x, + B Sen B x,,
y tomando en cuenta que §(0) = §(1) = 0, tenemos:
0(0) = A Cos B(0) + B Sen A(0) = 0,
luego A = 0, y como:

0(1) = ACos VX +B SenV] =0,

resulta que:

¢(1)=Bsen b/\=0s
donde Sen /\ =0, ya que s1 B = 0, 0(x,) = 0, y entonces,
U(x1,x2) = 0. Por lo tanto,

VA:nW g R 18R isen
o bien,
2.8

Aw o €0 e 12,850,
y la soluci6n de la ecuaci6n (3.1.7) es:
¢n(x1) = B Sen(nwx,) (3.1.9)
Procediendo de manera andloga con la ecuacibn (3.1.8):
Y '(xp) = AY(xp) =0,
la ecuacibn caracteristica correspondiente es:

kz'k=0!
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entonces,

luego,

k2 =

Las soluciones particulares son las funciones:

VA x

y1(X2) = e 2

Estas soluciones son linealmente independientes, puesto que:

yz(xz) = e-\/)sz = e'zwa ¥ cte.,
VT x,

y1(x2) e

por lo tanto, la soluci6n general de la ecuaci6n (3.1.8) tiene la

forma:
LIﬁ(xz) = pne‘/xxz + qne'ﬁx&
donde,
)\ - An s nzTrz’ n= 1!203l"ls
0 sea,

N X -
Wixp) = ppe™ 1 %2 4 q e T X2
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Como U(x1,x2) no puede crecer indefinidamente cuando Xp—> 00>

debemos tomar ﬁ1= 0. De esta manera, la expresién:

Un(x1.x2) = bne""'“'xz Sen(n'n-x1). (3.1.10)

donde b, = Bnqn, satisface la ecuacidn (3.1.1):

AU =0,

y las condiciones de frontera (3.1.4). En efecto,

2
U
o Zvane-n-n'xz Sen(nmx,)

= =N
2
bx1

U &
E; 13 n2172bne pRg Sen(nmrxy)s

2
0x;

luego, | |
U

gn_'_ gugzo
2

0X 0%,

Con relacién a las condiciones de frontera (3.1.4), resulta

que:

Un(osxz’ = bne-n“xz SE"("T"O) =0

un(i,xz) = bne""“- X2 Sen(nt ) = 0,

es decir: U(O.xz) = U(1,x2) = 0.
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Pero la expresi6n (3.1.10) no satisface la condicién de fronte

ra (3.1.3), puesto que:
Un(x1,0) = by, Sen(n T x1),
que necesariamente no es 1gual a g(x1).

La idea bédsica de Fourler fue, entonces, procurar expresar la
soluci6n del problema en la forma de una suma de términos del tipo

del miembro derecho de la ecuacién (3.1.10):

a
U(x,,x,) = be™™*2 sen(nrx,) (3.1.11)
1"%2! = = n 1

e 1ntentar determinar los coeficientes "hn“ de tal modo que la

condicién (3.1.3) fuese también satisfecha.

Fourier determinb que si los coeficientes "bn" eran de la

forma:

|
bn =2 -[ g(x1) Sen (nTr x,)dxi,
(0]
entonces se verificaba que

g(x1) = bn Sen(n'n'x1). (3.1.12)
N=

por lo tanto:

U(x1.0) = g(x1). 0= x1<.:1






En efecto, dicha serie y sus derivadas hasta de segundo orden

cumplen con esta propiedad. Es claro que:

|b“e'n X2 sen(n x¢)| < |b,ls

ya que: |Sen(n-rrx1)| =1 ¥
g ARy, X, >0,
S1 la serie |b,| converge, entonces, la serie (3.1.13) es
N=

una serie mayorante, y en consecuencia, converge uniformemente.

(Criterio de Welerstrass).

Como la serie (3.1.13) es una serie de funciones continuas,
de su convergencia uniforme se deduce que su suma: U(x1,x2), es

una funcién continua en la regién [0,1]x]0, + of.

Por otro lado:

ou _ n Trbne"”rx2 Cos(n T x,)
3x1 n=
y
2 (s 8]
v , . n21rzbne'n1rx2 Sen(nrx,),
dx? e

1
convergen uniformemente. En efecto, como x2:> 0, tomemos un Xo

tal que 0 < x,<x,. Como e "TX2 as decreciente,

ademéds, como ;g Ib,|<co , esto implica que:nllgéPn| =0,yla
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suces16n {lbn|}neh4 es acotada. Entonces,

IM>0: IbHIQ M, para todo nel,

luego,

|n1rbne'n1rx2 Cos(nTx,)|< Mnre™" o

|n21r2bne"n1rx2 Sen(nwx,)|< MnZ e %o

Pero las series formadas por nimeros positivos:

™ = ne™" %o

T

0
TTZHE nze-nn‘xo.
n=1

convergen, lo cual comprobaremos aplicando el criterio de

D'Alembert:

-(n+1)1rx0

| (n+1)e
ne~ N Xg

| = (ei/m)e X0, o THocy

(n+1]29-(n+1)1rx0l = (1+1/n)2e'1559_—-e'1rx° =X,

nze-n1rx0

en consecuencia, las series:

o 8)

n'n'bns_t'""x2 Cos(nrx,)
N=
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- ?1 nzﬂ'zbne'mrx2 sen(nTrx,),
N=

son series mayorantes que convergen uniformemente para todo x23>0,
ya que Oc::xoc: Xo fue escogido de manera arbitraria. Por lo tanto,

queda comprobada la legitimidad de las derivadas:

?)U =%D_£1 nrrbne'"“'xz Cos(nrx,) (3.1.14)
X n=
1
y
bZU 2.2 _-nmwX
_?S_Z 2 m D 'PET D e 2 Sen(n1rx1) (3.1.15)
X N=
1

Con un procedimiento 1déntico, se demuestra que es legitimo
derivar dos veces término a término la serie (3.1.13) con respecto

a la variable xz. Asf,

2” e nTl'bne'"Trxz Cos(n‘!rx1) (3.1.16)
X n=
2
y
2 @©
_g.g . n?1r2b,e" T2 Sen(nr,) (3.1.17)
X n=
2

Finalmente, sumando miembro a miembro las 1gualdades (3.1.15)

y (3.1.17), resulta que:
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con lo cual queda comprobado que la funcibn (3.1.11):

U(xys%5) = g:bne'""xz Sen(nmx,),

cumple también con la condici6n (3.1.1).

Obsérvese que las series (3.1.14), (3.1.15) (3.1.16) y (3.1.17)
convergen uniformemente en la regi6n [0.1] x] 0, + [, por lo
tanto, sus sumas respectivas son funclones continuas en dicha

regién.

En resumen, la funcibn (3.1.11) es armbnica en la regi6n
[0.1] X ] 0, + cc)[-y cumple con las condiciones de frontera
(3.1.3) y (3.1.4), por consiguiente, es la solucién del problema

de Dirichlet planteado.

El Método de la Funcibn de Green.

La historia comienza en 1828, cuando Green utilizando el
"Teorema de la Divergencia", descubierto por Gauss quince afios

antes, demostrd sus tres famosas identidades. (Ver Cap. 1).

Obsérvese que la identidad (III) ofrece la representacibn
de una funcién "u(x)" como la suma de tres potenciales: un poten
cial de volumen con densidad Ou(y), un potencial de capa simple

en 9. con densidad —Q_;—.,(?y—) , ¥ un potencial de doble capa en
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D0 con densidad u(y). El razonamiento de Green para hallar la
soluci6n del problema de Dirichlet fue el siguiente: si "u" es ar-
monica, entonces, puede representarse como la suma de dos potenciales
de superficie, porque en tal caso, la densidad del potencial volumé

trico, ADu(y), es i1gual a cero, o sea,

= Lo B e o) o I 3.2.1
o - [y B H"m AT R

N 2L
Desafortunadamente, esta representaciébn no es buena para escri-

bir la soluci6n del problema de Dirichlet, pues ella involucra, a

la vez, los valores de "u" en la frontera y los valores desconocidos
de-—%??g en la frontera. Aquf, surge una pregunta natural: ¢Cémo
expresar la funci6n "u" utilizando solamente un potencial de doble
capa? El asunto se resuelve en la siguiente forma: usando las iden

tidades (II) y (III), para “"u" y "v" armbnicas en () , tenemos que:

H(u ——g—% -V %,?ﬁ)ds =0, (3.2.2)
oN
y entonces

- 1 1 ouly) 4 - 2 1 1 e
e SS o Tl 07 Hum T Tl

o0 el
9 v(y) ac . 2 u(y)
+ Jju(y) 27 ds ﬂv(y) 27 ds (3.2.3)

90 20
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Es importante hacer notar que para poder escribir los dos
Gltimos términos de la igualdad anterior, es necesario que _gi} y
—g#— sean continuas en o0 ; en otras palabras, que u y v estéan en
01('?1 ). Agrupando convenientemente los términos del segundo

miembro de la igualdad (3.2.3), obtenemos:

a duly) 1
u(x) = ( - v(y)) ds +
) ﬁ 7 4w (k- yl]

20

2 1 1
—_ - d 3.2.4
- Hum 27 (v(y) i Tyl )ds ( )

le}
Por otro lado, s1 escogemos a "v(y)" de modo que: para cada

x € (1 tengamos que "v" es armbnica y que,

v(y) = - LIV T
AT |Jx-yl|

el potencial de capa simple desaparecerd. De hecho, la funcibn "v"
no solo depende de "y", sino también de "x", por lo que la denotare
mos por "v(x,y)", y quedara definida asi: para cada x € () f1)0,

v(x,y) como funcién de "y" satisface las siguientes condiciones:

(1) &yv(x,y) =0

(12) vix,y) = 1 Y € 0N

1
4T ||x -y
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La funcidn Green para el problema de Dirichlet queda definida

por:

1 1
4 fx -yl

G(x,y) = v(x,y) - (3.2.5)
y la solucién del problema de Dirichlet estard representada por la

funcién:

u(x) = ﬁuty) —33—,?- G(x,y)ds, (3.2.6)

o0l
que es una excelente expresifn, pues ella involucra solamente

valores de "u" en la frontera, ademds del conocimiento de la fun-

c16n de Green, que depende solamente de la regibn (). .

Green deb16 sentirse muy satisfecho con lo que habia logrado,
pues la soluci6n del problema de Dirichlet para una funcién parti
cular "f" dada en la frontera le parecfa muy obvia, en virtud de
ciertas consideraciones de la Fisica. Se sabe que buena parte del
"Andl1s1s" de la primera mitad del siglo XIX estaba estructurada
con argumentos de la Fisica, lo que no se debe considerar como una
deficiencia. Matematicos o fisicos como Fourier y Green obtuvieron
resultados validos y probaron los mismos a su manera. Los matemdti
cos de la segunda mitad del siglo XIX le imprimieron el "rigor" al
Analisis y desarrollaron las demostraciones que hoy aceptamos como
buenas. Ellos demostraron que los resultados de sus predecesores
no eran validos en la generalxdad que se pensaba, y que eran nece-

sarias clertas restricciones para garantizar su validez. Pero vale
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la pena preguntarnos: éHabrian podido Green y otros producir sus
bellos resultados sin haber utilizado la intuici6n fisica y la

informalidad en sus pruebas?

A pesar de eso, la ética de los dias de hoy nos obliga a hacer
las siguientes criticas al trabajo de Green: en primer lugar, la
dificultad del problema de Dirichlet no se reduce a la determina-
cibn de la funci6n de Green, pues para determinarla o, por lo menos,
demostrar su existencia, tenemos entre manos un problema de Dirichlet
del mismo tipo que el original. Recordemos, sin embargo, que para
algunas regiones, pocas en verdad, es posible determinar explicita
mente la funcibn de Green; esto ocurre cuando () es un semi-espacio
o una esfera. Segundo, en la deduccibn de la férmula (3.2.6) se
admit16 que la solucién "u" del problema de Dirichlet estuviese en
Cz(_n ) c'(7), y pedir la diferenciabilidad de "u" en todo (3
es algo extrafio al problema de Dirichlet. Por lo tanto, la validez
de la formula solo se tendria s1 la soluci6n fuese derivable también
en la frontera 9N , lo que no se sabe, y por lo general, no siem-
pre es verdad. Las dificultades del método de la funcibn de Green
fueron percibidas por los matemdticos del siglo XIX, pero no fue
hasta 1898, cuando Liapunov, matemdtico ruso, descubrib las condi-
clones que deben ser impuestas a la frontera de la regibn ) ,
para que la funcibn de Green exista y también para la validez de la
férmula (3.2.6). En un estudio detallado de esta formula efectuado

por Liapunov, demos§ré que para una amplia clase de superficies
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ll1amadas "superficies de L:apunov"(1), esta reﬂresenta la solucibn
del problema interior de Dirichlet, bajo condiciones muy genera-

les.

A continuacibn, presentamos como ejemplo, el problema interior
de Dirichlet para la esfera, aplicando el método de la funcién de
Green para determinar la soluci6n "u", y de 1nmediato, la comproba
c16n de que la mrsma resuelve a satisfaccién el problema de

Dirichlet.

Sea "f" una funci6n continua, de valores conocidos, definida
sobre la superficie 3= de una esfera (0 . Se requiere encontrar
en el interior de la esfera, la funcién arménica u(x,y,z) que
adquiera en la superficie de la esfera los valores de "f" dados.

Para simplificar el estudio, el centro de la esfera se ubicara
en el origen de coordenadas. Sea k(xo,yo,zo) el punto donde se
quiere hallar el valor de la func16n buscada "u", y 0X = P, la

distancia del punto X al origen de coordenadas.

(1) Ver [29 ] Tijonov A. Samarsky A.; "Ecuaclones de la Fisica
Matematica", Cap. IV, pardgrafos (4) y (5).
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Fig. 11

Tomando un punto x,(x1.y1.zi) sobre la prolongacién del rayo
0X, cuyas coordenadas estédn relacionadas con las del punto X por
medio de la inversibn con respecto a la esfera N

g: R3 e R3

g(x) = g(xosyo.zo) = (%)z(xo’yoizol = (x1,y1,21) - x1s

donde " P " representa la distancia del punto X al origen de coor

denadas 0 y R es el radio de la esfera () . Llamemos " P1“ a

la distancia del punto x1 al origen de coordenadas.
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Por la transformacién "g", tenemos que:
Ry2, . R\2 R,2
Xp = (F)7% 5 ¥ = (@)Y, ¥ 24 = (7) 2,
entonces, como:

2 2, 1/2
o) y P1

P= (xg ¥ ¥, f)"z,

2 2
= (x1 Ytz
se tiene que:

0
= BPOE + 2+ V2
2
- %, ()
= Rz
?_
2

; IR
es decir: P1 =S

Luego, las distintas Py P1 de los puntos X y X, al origen

de coordenadas estdn ligadas por la relacibn:

PP1 = Rz' (3.2.7)

de modo que al aumentar la longitud f , la longitud P1 disminuye.
Esto es, al alejarse el punto X del centro de la esfera, el punto
x1, por el contrario, se aproxima a &1, y cuando el punto X alcan
za la superficie de la esfera, éste coincide con el punto Xy» Pues

en tal caso, P = R, y entonces:
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AL
{=— =
R

Sean XY =r y XyY = rys las distancias de X y X, a un punto
arbitrario Y(x,y,z) de la superficie de la esfera, y, 8 = JLOYX,
0, = OYX,, los &ngulos que forman los vectores XV y X;Y con el
radio 0Y, (véase figura 11 ). Los tridngulos AOXY y L)ox1v
son semejantes, pues poseen un &ngulo com@n en el vértice 0, y

ademds, por (3.2.7), tenemos que:

) B

R ?1
0 sea,

ox _ oy

oY Ox

1

luego, por la semejanza de los citados tridngulos, podemos escri-

bir:
MR . (3.2.8)
r R

de donde obtenemos:
1 =_F el (3.2.9)
r ry

Obsérvese que esta (ltima igualdad es valida solamente cuando

el punto Y estd en la superficie de la esfera. Sea, ahora,
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2 2 2~1/2
ry = [(x-x,)% + (y-y)" + (z-24)° ] A
la distancia del punto x1 al punto arbitrario Y(x,y,z), no necesa

riamente sobre la superficie de la esfera. Entonces:

&

P

es una funcién armbnica de (x,y,z), dentro y fuera de la esfera
() » escepto en el punto x1, y en particular, es armbnica sobre
la superficie " £ ", de la esfera, sobre la cual adquiere los
mismos valores que la func16n-% , pues, s1 el punto Y estd sobre
la superfciie de la esfera, entonces tiene lugar, como ya se ha

explicado, la igualdad (3.2.9).
Escogiendo la funcién v(X,Y) tal que:

1
?.YGZ
v(X,Y) =

ella es armbnica con respecto a Y en todo 11 , y no s6lo depende
de Y(x,y,z), sino también de x(xo,yo.zo), pues cuando Y€ 3 , se

tiene que:

v(X,Y) %

1
[(x-x0)2+(y-yo)2+(z—zo)2]1/ <
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y cuando Y ¢ § , entonces:

vixn =3, L
r
1
g 1
=7 -
[(X-x1)2+(y-y1)2+(2-z1)2] e
R 1
e

L2 2ety- 1Py ) 2 2- (1%, F] /2

Luego, la funcidén v(X,Y) cumple con todas las condiciones exigidas
para la determinaci6n de la funcién de Green. No debe olvidarse
que las posiciones de los puntos X y x1 son fijas y que f, f} y
R son magnitudes constantes. La funci6n de Green para el problema

de Dirichlet es entonces:

G(x,v)=%.‘—-l,
e

1

la cual se anula en la frontera, y la solucién del problema interior

de Dirichlet para la esfera se da mediante la integral:

u(x ,yo,zo) 4“_ ﬁu(x ¥,2) 3 (F [ —-)ds, (3.2.10)

tomada sobre la superficie ¥ de la esfera N
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Como no conocemos el comportamiento de "u" en la frontera

de la esfera, consideremos, ahora, la funcibn:

u(x) = _:1—1r_ ﬁf(Y) 2 &. ",—1 - Das, (3.2.11)
P
donde X = (xo,yo.zJ. Y = (x,y,2) y f: 3 ——— R es una fun-
ci6n continua, de valores conocidos, definida sobre la frontera
S~ de la esfera O . Queda por verificar, si1 la funcibn
(3.2.11) resuelve totalmente el problema i1nterior de Dirichlet para

la esfera, lo cual se resume en dos puntos:

a) La funcibn "u" es arménica en el interior de la esfera () .
b) Dada la funcibn continua f: 3>~ ——=R, para todo Ae S ,

Lim u(X) = f(A),
X—=A

Para la verificaci6n del punto (a), comencemos por el cdlculo

de las derivadas normales:
o7 r on ry
Supongamos que el punto Y no estd en la frontera de ) , como

indica la figura 12:



Fig. 12

Del tridngulo AO0YX, por el teorema del coseno, tenemos:

= q®+ PZ-ZQPCOS‘P ;

y derivando parcialmente con respecto a q:

2r—%—5~=2q-2PCoslp,

luego,

or _gq- PCos ¢
249 r

Por otro lado,
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2 ] 2 ¢y Or
—£ () = ()
2q " or T g
SN _or
a2 249
PCos ¥ - q
r.3

0 sea,

_6;6_ (%) = PCos ¢ -q
q

r

Pero cuando Y € 5,

- & Ta y ¢ = R, donde 7 es la normal unitaria a la superficie
9q K

el

de la esfera en el punto Y. Entonces:

__'b__(l) _ _PCosy - R
o7'r o

De manera andloga, del triangulo A QYpys Por la ley del

coseno,

2 2 2
ri=9"+ Py -29QCos¢,

y derivando parcialmente con respecto a q:

o'
q

2r, =2q-2Picostp.
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luego,
3y @ P1 Cos ¢
X g r, '
Y,
Doy B 5 P
049 ry Bq Ty 24
A e o T
rf 049
: P1CostP-q
= r? ;
es decir:

3 P, Cos ¢ -q

99 r-1 r?

Pero cuando Y € S, ocurre gue:

1 P

2
-—R -
!q=rs P1- P )’

de donde:
& oy

B Cx
T W
1



ey

entonces,
R2
-bfi_)_ Ps—F—COSKP'R
a?‘q R?' 7‘3
b Petesd PR
R pr
: P RCosY - P
R? r.3
o sea,

2
2 (1y.FP _ RCos¥-P
T T W 3

Luego, para cuando Y € 2, tenemos:

- 2
QR Ay R f RCosy-P _ Pcosy -R
.O-Q‘_P- T‘.' r T RZ r,3 T‘?
"4
: PGemap - ops o Pl . B
i 3 3 3 3
r Rr g r
2
e L
r3 e
¢ Rz_ Pz
N 3
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De lo anterior resulta que:

5 Lo 2 o2
A R E Ay W R 3.2.12
DV(Tr r') T Rjr3 R{—_rE_) 212

A continuaci6n, demostramos la siguiente 1dentidad:

l“3 r r'3 r o7 r

2 2
B =P .. diopR-PCosY A o5 B oy (3.2.13)

Para la primera 1gualdad, tomemos en cuenta que cuando Y € > |

2=’ + P2 . 2R Peosy ,
asf,

I 1 R- PCos ¥
= s el RS 305

r r r
" SN N

~ R -“:IP _rT+ 2R -32R PCos P
o 4

o> RS - P2 = R% PZoR Pos'y +REHRE-R PCos P
2

Para la segunda igualdad, recordemos que:

i R

r
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entonces,
1 R - Pcos
-r_+ga[_r3_li’]- r ZR’arz r-)'
por lo tanto,
2 2
R_-E. )
wie et f 1l (3.2.14)
3 r '3'7 r

r

con lo cual queda demostrada la i1dentidad (3.2.13). Ahora bien,

multiplicando la igualdad (3.2.14) por 13 obtenemos,
R

2 o8
oty ., ]15 [ 1.2 _......(_.) (3.2.15)

1
R r r
y combinando las expresiones (3.2.12) y (3.2.15), resulta,

a 1 1 2 41
2B . Jped [ 1. xr2 (3.2.16)

o7 P Ty T

Entonces, reemplazando el resultado (3.2.16) en la ecuacibn

(3.2.11), tenemos que:

-t o} r 0L N
U(X) e Jj f(Y] W(-F - N r)ds

1]
1
-]
o |—=
=
e,
*
—
=
=
= |=
+
N
=
S
T‘
S
A,
(=8
w

ki T L. RPT— ﬂfm 2 _(1ygs,
4R r 2T o r
s
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en otras palabras, la ecuaci6én (3.2.11) toma la forma:

al) &= = Hf(:) ds - —;TT “f(Y) o (s (3.2.17)
e
La expresi6n (3.2.17) representa a la funcibn (3.2.11) como la
suma de dos potenciales newtonianos; uno de capa simple con densi-
dad -f/4TR, y otro de doble capa con densidad -f/2T, los cuales
son funciones armbnicas en el interior de la esfera (. . Con esto,

concluye la demostraci6n del punto (a).

Para la verificacién del punto (b), debemos mostrar que para
todo Ac S,

Lim u(X) = f(A)
X-=A

En efecto, en la 1gualdad (3.2.17), sea:

VI3 e, ng(\r) 9 _(1ygs

2™ 9% 'y
=
y
V(x) e - S[ F) gs .
4TR r
.
Sl A ’
Como 37 {_f') = rz Cos( r,7), entonces
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Para el potencial de doble capa W, se tiene que:

Inm W(X) =W- = -2T ,:"f(A)J + “(A)(”
X—=A 2

= f(A) +H'fm ; ol
2m 2Rr

<«
—

f(A) + — Hf“) ds,
4TR |
5

(r.7)

l 0 ’ 8

X=A

[1]

2R -

T

Fig. 13

pues, en €} limite, cuando X se encuentra muy préximo a A€ > _,

Cos (r,7) = Cos(xX) = -Cos(B) = - ?rﬁ‘_ , (véase figura 13).

(1) Vvease [30] ; "Trejo César, "Andlisis vectorial con teoria
del potencial y aplicaciones". Cap. VI, parag. 8, pag. 219.
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Como el potencial de capa simple V es continuo sobre T ,
lim V(X) = V- = V(A)

X—=A
o el H fY) ds, Ae>_
4TR r
38

Sumando los limites W- y V- se obtiene:

Wb Vo i AN 4 ]]'f(Y’ ds = ot ng(vy ds
4T R r 4TTR r
> T

Z

f(A),

es decir:

lim u(X) = f(A), para todo AES_,
X—=A

con lo cual queda demostrado el punto (b).
Si para todo A€S_, definimos:
u(A) = f(A),

tenemos que la férmula (3.2.11):
1 2 (R 1 1
u(x) = — [|f(Y) =25 . — - —)ds,
4 JT o7 'f Py T
P
constituye, sin lugar a dudas, la solucibén del problema de Dirichlet

para la esfera.
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Como detalle adicional de importancia, observemos que: si en ,

la 1gualdad anterior reemplazamos el factor:

o (R 1 1
W(P._-—)

I"1 r

por

RZ_PZ

Rr3 :

lo cual es factible en virtud de la igualdad (3.2.12) del desarro-

11o del ejemplo anterior, obtenemos la ecuacibn:

conocida como la "ecuacibn de Poisson", que representa otra ver-
sién de la solucidén del problema interior de Dirichlet para la

esfera.

3.3 EIl Principlo de Dirichlet.

En el afio 1847, Lord Kelvin, (William Tompson, matemético
inglés), y Dirichlet, en la década siguiente, introdujeron las
1deas del "Cdlculo de Variaciones" en la resolucién del problemade
Dirichlet. Como vimos en el caso de la conducci6n del calor
(Método de Fourier), la solucibn de la ecuacib6n de Laplace corres
ponde a una si1tuacibn de equilibrio, y fisicamente, equilibrio

implica un minimo, (o por lo menos un valor estacionario), de
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energia potencial. Asi, surge el siguiente problema variacional:

"Minimizar el funcional,

0(v) = fn j|| vun2 dxy 2 Xy, 00 ey X,
con "U" variando en la clase de funciones "admisibles",
,2 = [Ueczcn)ﬂc"(ﬁ): U="fen BQ]

Este es el llamado "Principio de Dirichlet", que posiblemente
halla sido el primer problema variacional con integrales maltiples.
Cabe aclarar que el Calculo de Variaciones 1niciado por Iohanis
Bernoull1 con el problema de la Braquistocrona, en 1696, y desa-
rrollado por Euler en 1744, era principalmente aplicado a la mini-
mizaci6n de funcionales definidos por integrales simples (esto es,

funcionales definidos sobre conjuntos de funciones de una variable).

A continuacibn, examinamos los argumentos que sirvieron de base
para la aplicaci6n del Cdlculo Variacional en la bGsqueda de una
soluci6n para el problema de Dirichlet. De manera especifica, da-
remos respuesta a la pregunta: éQué relacibn guarda el Problema
Variacional con el Problema de Dirichlet? En verdad guardan mucha
relacibn, pues los dos problemas son equivalentes; lo que probare-

mos de 1nmediato, por medio de la siguiente proposicién:

Proposicién 3.3.1.
1) S1 existe Uo E/X. tal que Q(UO) < ¥y ¢(u0)=m1n [¢(U): Ue
,g}pntonceszékuo = 0.

11) S1 U € ()N o i B 0(U,) < y U, es soluci6n del
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"Problema de Dirichlet] entonces: U, mnimiza a ¢.

Demostracion:

i) En vista del caracter minimizante de UO tenemos:

0(uy) < O(U, + th),
para todo te Ry todo h € c2 () NC°(F), conh=0endN.

Nétese que Uy * thEE2 (O )ﬁC0 (Q)), ya que, como t e R,
thec® () N (F1), entonces, Usth € E(A) N (F).
Adem&s, como h = 0 en 0N » Uy +th=U,=fen x5 Y

De aqui sigue que: como ¢(U0) <a , entonces,

0 2t Jﬂvuo. ¢ h dxdydz + t2¢(h). (3.3.1)
En efecé%,

0(u,y) < 9(u, + th)

@Mllvunzdxdydz m“v(uom)”zm

- (n) (

(t (U+th) . (U +th o (U +th)

sl ol S0 I8 S i
1 0 X oy 0z

( u u U
- HII( 90,1 2n 2%, 2n %, dny2 o,
O X 9x By dy 0z oz

0% 2% %% 3n on n
S 3057 e oy 57
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J3N ]

ff{ !auﬂ -auo 30)_'_ th 'Bh Bh\{aUD aUO 30\+
o9x 9y 29z ?x 3y 9z dy 2z

4t oh 3|’I ah\>

) k]

0 x ay 9z

ox 0y 0z ax By Bz
N

LAY

+ 26 aUD, an aUO\ {ah oh 3h\>+
dx  dy dx dy Oz

oh dh dh Bh dh dh ]
+tq AL AL ( ) >|dxdydz
ox Jy dz dy bz>

: m“vuonzmnt {g DU, ddydz +

2 [( 11711 oy

O
o= (U) < 0U) + 2t vauo.v h dxdydz + t2 (),

0n
y camo Q(Uo)cco , resulta:

o 0<2t ﬁj DU, 7 h-dyez + 12 ()

£y
Pero, la desigualdad (3.3.1), (de segundo grado en t), es

valida para todo t € R, si y solo s1:

Jﬂv U,- 7 h dxdydz = 0 (3.3.2)
O
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En efecto, probaremos que si:

m:auo. 7 h dxdydz % 0,
Q

entonces, existen valores de "t" para los cuales,

0> 2t m DU . 7 h dxdydz + t29(h).

Q
En primer lugar, observemos que:

0(h) = JH“ T h||? dxdydz >0,

Q
ya que || hllz? 0. Pero s1 §(h) = 0, la desigualdad (3.3.1)

toma la forma:
0= thﬂv Uo‘ ¥ h dxdydz,

y entonces, solamente se verificard para cuando "t" y

ﬂ](?uo. “ h dxdydz tengan el mismo signo, es decir: la desigual-
é}d (3.3.1) no seria cierta para todo te R. Luego, la demostra

c16n se hard bajo el supuesto de que §(h) = 0.

Supongamos que:

HEV UO.V h dxdydz > 0,
n
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entonces,
0 < 2t vauo. T h dxdydz + t% ¢(n)

o= 0 < t [Z{MVUD. Zh dxdydz + t Mh)]

Q JI{IV UO.V h dxdydz
=t 0N S )

Vv

P b -ZT.‘J_{IVUO. < h dxdydz

0(h)
a2 [[{fvu .7 h dxdydz
0(h)
-2 }{Iv U,- h dxdydz
(Obsérvese que: < 0)
0(h)
Luego, para todo t € R, tal que:
-2 MVUO- Th dxdydz
<t<0,

¢(h)
ocurre que:
0 :921;JHUUO. T h dxdydz + t2 9 (h)

n
De manera andloga, si partimos del supuesto de que:

”(VUO. ¢ h dxdydz < 0,
4 5
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resultard que para todo t € R, tal que:

-2 H('C?UO.  h dxdydz

let < n :

¢(h)

0>2t H T Uy- © h dxdydz + t2 0 (h).
£}
En resumen, hemos probado que: siempre que,

mvuo. T h dxdydz % 0,

n
ex1sten valores de "t" para los cuales la desigualdad (3.3.1) no

se verifica.
Ahora bien, s1 LU'Q7UO. T h dxdydz = 0, 1a desigualdad
(3.3.1) toma la formé?
2
o<t ¢(h),

la cual es valida para todo t € R, ya que §(h) > 0, y ademés,

t2 =0, para todo t € R.

Entonces, por la igualdad (3.3.2), y utilizando la primera iden-

ti1dad de Green, resulta:

m ( Augh dxdydz = 0 (3.3.3)

g%
Esto se deduce de que: por la primera i1dentidad de Green podemos

escribir:

IJij(a.uo)hdxdyci::+ i]!vuo.vnm}ﬁh oY%
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U
pero como JI“'“%?@?'“*“’ = 0, puesto que h = 0 en on , y, por

(3:3.2): ?ﬂbuo. U h dxdydz = 0, resulta:

O
m ( AU h dxdydz = 0,

0
para todo "h", lo que finalmente implica, por el Lema fundamental

del cdlculo variacional, que:
&UO(X,Y'Z) — Os

para todo (x,y,z) € (0 . Aquf concluye la demostraci6n de la parte

(1) de la proposicién (3.3.1).

(i1) S UOE cztn)ﬂ c%m) y U, es soluci6n del problema de

Dirichlet, entonces:
U, = fen ofL vy,
Uo es armbnica en )
&uo(x,y,z) = 0, para todo (x,y,z) €N}
2 NcAm .
Sea h ec ()l 1c”(r), tal que h = 0 en 2 , entonces:

H[(AU 0)h dxdydz = 0, para todo h

Q
Luego, por la primera 1dentidad de Green:

U
Jﬂ (DU )h dxdydz + jﬂv U, h dxdydz = ﬂh ;;,?0 dxdy;

(@) £ N
pero,

ﬁ(— O )dxdydz = 0y,

2V
Tsjha—v‘l dxdy = 0, por ser h = 0 en 9Q)
on
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entonces:

mv Uy- O h dxdydz = 0,
Q

lo que nos permite escribir que:

o<2t IHVUO. U h dxdydz + t2 9(h), para todo t €R,

puesto :ﬁe: 0(h) = m“VhHZ dxdydz =0, por ser ||Vh||2-‘-,>0. y

2

ademds, t*=0 para todo t € R.

Como por hipbtesis, ¢(UO) = s

0U,) < 0(Uy) + 2t mvuo. T h dxdydz + t2 Q(h)

a
mnvud Paxdydz + 2t m VU,. ¥ h dxdydz + t2 mllv h| |2 dxdydz
U U U G Al ai
l:<( 0’30,030)'(30,30’30)>+
0 x Dy 0z %" Q¥ Ot

(@]

1l

0% 3% %, .an 2n 2
x—2,—0 —Oyoh oh ch,
v <‘ax 2y 02z ox Qy 3z> X

2_-dh 2h Dh, dh Dh 2h ]
t <&E— — 66— T =) | duiydz
g <3x dy 9z 0Ox 09y Bz>

= I[(qauo auo' aUO}_I_t{ah ah, 3h},{3U0' BUO’ aUO}+
2x Oy dz 2x dy dz Ox Oy 9z
O
th 3'1 3h\ cb:c!}dz
t‘ ] 3 !
Ty oy 3z>

oY oY% Y dh dh Dhy2 g
{ 0 0 0} t{ : h’ h}
I“” dx 7y Bz+ Ox 0y bz“

9 |
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oY 3n oY 2h dY 2h
& ( 0 t : 0 D \
ﬁf” 3x+ DX 3y+t Ay dz t'c) “ i
£
2(Uath) JUsth)  3(Usth)
ffuten 2 e,
oy 0z
(@)

19 @, + o1 2o
(@)

=¢ D+th)

Luego, ¢(00)£§ ¢(u0 + th), para todo t € R y para todo

h 6_02(0 )nCO('ﬁ ), tal que h = 0 en ©Q) , donde es claro que
Uo + th G-,c?- Haciendo U = Uo + th eA? , tenemos que:

¢(U0)---‘1~'¢(U0 + th) = §(u), para todo U ej , por lo tanto:

Q(UO) = min {¢(U]: u e;d?}

En resumen, con la parte (1) de la proposicién, queda demostrada

la condic16n necesaria:

Problema Variacional =t Problema de Dirichlet, y con la
parte (11) de la proposicibn, queda demostrada la condici6n suficien

te:
Problema de Dirichlet == Problema Variacional.

La base del enfoque variacional consiste en la afirmaci6n de

que el valor minimo de la i1ntegral de Dirichlet:

0(u) = Lﬁ-||§7 U||2 dxdydz,
0
se alcanza para la funci6n armbnica que resuelve el problema de

Dirichlet. De acuerdo con esto, la solubilidad del problema de
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Dirichlet se reduce a la existencia de er,Jf que minimiza a §.

Los primeros matemdticos que estudiaron este problema no perci-
bieron su verdadera dificultad. La 1dea de este enfoque varia-
cional fue enunciada por primera vez por Gauss; Dirichlet expuso
este enfoque en sus clases, en las cuales estaba presente Riemann,
quien desarroll6 esta teoria y, bajo el nombre de "Principio de
Dirichlet", la puso como base de la teorfa geométrica de las fun-
ciones de variable compleja. El error de Dinchlet y otros matemd
ticos, entre ellos Riemann, consistid en creer que el hecho de que
® estuviera acotada inferiormente para U variando en A?, (¢(u) =0
para todo U e,.?), implicaba la existencia de la funcibn erj,
tal que U(J = min {Q(U):Uelgj. Riemann, en su tesis de 1857 sobre
integrales elipticas, necesit6 del “"principio de Dirichlet" para
demostrar su famoso teorema sobre representacién conforme, y lo
ut1l1z6 para afirmar que el problema de Dirichlet siempre tenia

solucibn.

El trabajo de Riemann produjo una profunda impresi6n en los
matemdticos de la época, pero en 1870, Weierstrass demostré que
las afirmaciones que constituian la base de la teoria variacional
no eran convincentes. El problema consistia en que de los razona
mientos de Riemann no se desprendia la existencia de alguna funcibn
U, en la cual se alcanzase el extremo 1inferior de §. Para esto,
presentd ejemplos de funcionales limitados inferiormente que no
asumen su minimo. Un ejemplo simple de esta situacibn es el

siguiente:
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Sea,
|

d(h) = Shz(t)dt.
(6
con h variando en la clase de funciones:

Js {nec [0,1) :ni0) =0y ne) - 1}

Es claro que el inf {@(h?: h E,<?}'= 0, pero no existe h e,<f, tal
que §(h) = 0. Aqui, C [ﬁ,1] designa el espacio de las funciones

reales continuas en el intervalo [0,1] i

Existe otra dificultad en el enfoque variacional del problema
de Dirichlet, que es importante sefialar. El problema consiste
en que el enfoque variacional se fundamenta en la equivalencia
demostrada entre el Problema Variacional y el Problema de Dirichlet,
que presenta como hip6tesis bdsica el hecho de que la funcién
U0€;<9 en la cual se realiza el extremo del funcional §, que repre
senta la soluci6n del problema de Dirichlet, debe tener integral

de Dirichlet finita en el interior de la regién () . Esto es:

(MUO) < @

Sin embargo, Hadamard presenté un ejemplo de una funcibn continua
sobre la frontera del circulo, que no puede ser extendida al inte
rior de éste, de forma que la i1ntegral de Dirichlet sea finita, es
decir, que no existe una funcibn U en la clase,<?. tal que

®(u) <oo. La funci6n de Hadamard, continua, que da los valores
en la frontera del circulo de radio R, se puede escribir por medio

de la serie:
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F(9) =i Sen(n! fl'
n= n

que converge uniformemente. (La suma de una serie que converge
uniformemente y tiene términos continuos, es también continua).
La solucién U(x,y) del problema de Dirichlet para la ecuaci6n de

Laplace:

2% 3 2%y
dxe

tal que en la frontera del circulo toma los valores dados:

U(R cos @, R Sen ¥) = f(¢Y),
tiene 1integral de Dirichlet igual a: |

8 ®)
o = T > Ly - (1
N= n

Resulta claro, pues, que para la funci6n de frontera de
Hadamard “f({)", no es posible resolver el problema de Dirichlet

mediante el principio variacional.

Después de la observacibn de Weierstrass, el principio de
Dirichlet entrd en crisis. Por tres décadas los matematicos alver

garon serias dudas acerca de que se pudiera producir un método

(1) ver (13_]; Godunov, S.K.; "Ecuaciones de la Fisica-Matemé-
tica", Cap. III, parag. 21, pag. 276.
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correcto para demostrar la solubilidad del problema de Dirichlet.
En este perfodo, otros métodos fueron creados para resolverlo, al
menos para clertos tipos de regiones ) . H.A. Schwarz cre6 el
método “alternante“,(1) trabajando el problema en dos dimensiones,
el cual tiene notable importancia por sus conexiones con la teoria
de variable compleja. El método de Schwarz permite encontrar con
relativa facilidad la existencia de una soluci6n para el problema
de Dirichlet y la validez del principio de Dirichlet para regiones

poligonales con un nGmero finito de lados. H. Polncaré, por su

parte, cre6 el método del "barrldo".(z)

No fue hasta fines del siglo, en 1899, cuando Hilbert mostrd
las condiciones que deben ser impuestas a la regi6n () , a los
valores de frontera y a las funciones admisibles, bajo las cuales

(3).

siempre es posible la aplicaci6n del principio de Dirichlet.

(1) ver([13 J; Godunov, S.K., "Ecuaciones de la Fisica-Matem&tica",
Cap. III, parag. 22, pags. 287 a 298.

(2) Ver[15 J; Kellogg Oliver D.;"Foundations of Potential Theory",
Cap. XI, pags. 283-284 y[ 8 ], Courant-Hilbert. (T.II).

(3) ver[ 15 ], Kellogg, Oliver D., "Foundations of Potential
Theory", Cap. XI, pag. 280 y[30 ], Trejo, César A., "Analisis
Vectorial con Teoria del Potencial y Aplicaciones". Cap. VII,
pag. 249.
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3.4 E] Método de las Ecuaciones Integrales.

Este método consiste en procurar obtener una soluci6n del
problema de Dirichlet en la forma de un pofénCIal de doble capa,
reduciendo asf el problema a la determinacién de la funci6n de
densidad "M " en la frontera. Vamos a estudiar el caso de una
region plana () con frontera 9() suficientemente regular. En
este caso, el potencial de doble capa con densidad 4 sobre 9Q)

Se expresa como:

U(x) = (/“'(y} ,aa,? log Ix1- yI ds (3.4.1)

e}
¢Cébmo determinar q//‘ ? La 1dea fue posiblemente utilizada por

primera vez por Newmann, en 1870, y consiste en lo siguiente:

se puede probar que la integral en (3.4.1) converge para cualquier
X en Rz. inclusive para x € 901 ; mientras que, la fupcién de x
asf definida tiene una discontinuidad del tipo de salto en 201 .

Esta discontinuidad de la funcién U(x) se debe al hecho de que:

U (x) = =T A(x) + U(x) (3.4.2)

Ug(x) = T A(x) + u(x), (3.4.3)

para x € 0Q, donde:

Ui(x) = lmm U(y) y Ue(x] = lim U(y)(1)
y—=X y—x
i ¢Q

(1) ver [ 8 ], Courant-Hilbert, "Methods of Mathematical Physics,
Tomo II, Cap. IV, parag. 1.
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Como se quiere que la funci6n U, armbnica en (0 , sea continua

en () e igual a fen 9N , de (3.4.2) obtenemos que:

f(x) = -TI/“(x) + (/‘(y) -,537— log —I—-,-(-J—-}—I- ds (3.4.4)

N
Aquf vale la pena aclarar que la funcibén (3.4.2):

U (x) = -TDA(x) + U(x), definida en 9L , es continua en todo

punto x € 001 (1). Entonces, la ecuaci6n (3.4.4) puede ser

escrita como:
A0 - [ Kix)inas = otx), (3.4.5)
o 1 . ]
donde, K(x,y) = 27 log | y g(x) = =iz f(x).

La expresibn (3.4.5) es conocida como una ecuacién 1integral
de Fredholm, pues fue &1 quien en 1900 reali1z6 los primeros estu-

dios 1mportantes sobre la solubilidad de estas ecuaclones.

En lo que se refiere al método de la alternativa de Fredholm
para resolver el problema de Dirichlet, al obtener la ecuacifn
(3.4.5), todo se reduce a la solubilidad de dicha ecuacién. Utili
zando la "alternativa de Fredholm, la solubilidad de la ecuaci6n
(3.4.5) para una funci6n "g" definida en 21 , equivale a probar

que la Gnica funci6n continua § : 0N ——R, tal que:

P(x) - j“P(y) ,'DBT? log l L ideat, (3.4.6)
0

(1) ver [30 ]. César Trejo, "Andlisis Vectorial con Teorfa del
Potencial y Aplicaciones", Cap. VIII, parag. 8.6.
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es la funcibn 1dénticamente nula: Y(x)=0.
La ecuaci6n (3.4.6) es la ecuac16n homogénea asoclada a la ecuacibn
(3.4.5).

El método de Fredholm para la soluci6n del problema de Dirichlet
no es aplicable a regiones que tengan vértices o puntos singulares,
pues esto ocasionaria singularidades en el nGcleo "K', lo cual no
permitiria la compacidad del operador lineal T. De hecho, este
método es aplicable a regiones muy limitadas, por lo que nuestro
verdadero 1nterés en el mismo es de cardcter histérico, por su rela-
c16n con los origenes del "Anélisis Funcional" y sus posteriores
desarrollos. Es 1nteresante sefialar, que ademds de las importantes
contribuciones de Riesz y Schauder con respecto a la generalizaci6n
de la teoria de las ecuaciones integrales de Fredhlom, después de
Fredholm, se 1n1c16 el estudio de las ecuaclones integrales singula
res, cuyos nGcleos presentan singularidades, las cuales se conocen
como ecuaciones de Noether en honor al matemético que las estudi6

inicialmente, obteniendo importantes resultados.

La unicidad en el problema de Dirichlet.

Hasta ahora, hemos tratado la cuestibn acerca de la existencia
de una soluci6n para el problema de Dirichlet, a continuacidn,
abordaremos el problema de la unicidad de la solucibn para dicho

problema.
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La primera identidad de Green:

fovse e o3

puede sg} utilizada pa%probar gue no existe mas de una solucién
para el problema de Dirichlet en la clase Cz( n)nN C1(_h"_). En
efecto, s1 Uy y u, son dos soluciones del problema con los mismos
valores de frontera, y ambas soluciones pertenecen a la clase

Cz(n 1R C1(?T_), entonces, la funcibn w = Uy - uy es arménica en
(,wseanulaen 900 ywe Czt mﬂ C1(f‘1'). Luego, en virtud

de la citada identidad de Green, con u = v = w, resulta que:

Jﬂ e *mllvwllzdz =H*§% "

[q) QO )
En esta expresibn, mwAw dz = 0, puesto que w es armbnica en
T PR jw—-.-.a?—,?"ids '90. por ser w = 0 en 2Q) . Por lo tanto:
a0 jﬁllkuzﬂv -0,

lo que 1mplica que %w =0en (O, de lo cual se desprende que w
es constante en la regibn (0 . Como w € C‘( Q)yw=0en20 ,

resulta que w = 0 en Q) , y de aquf, implicamos que:
u‘| = u2 en N
Por otro lado, también es posible demostrar la unicidad del
problema de Dirichlet en la clase Cz(n) ﬂco("ﬁ). Para tal

propbsito, utilizaremos el "Principio del Méximo" para las fun-

ciones arménicas, cuyo enunclado es el siguiente:

S1 u: N———R es una funcién arménica en (\ y continua
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en Q1 , donde () es un abierto conexo acotado, entonces u toma
sus valores méximo y minimo en la frontera de N .
Esto es:

min u(x) < u(y) < max u(x),
xe o0} xeof

para todo yeﬁ(”.

Sean u, y u, dos soluciones del problema de Dirichlet, con

Uy, U, € Cz( o) 1) C°( 0 ), tales que Uy y u, toman los mismos
valores en la frontera 80 . Entonces, w = u-u, € Cz( a)Ncla),
wes armbnicaen Q0 yw=20en o0 . Por el principio del maximo,
tenemos que:

min w(x) = 0 < w(y)< max w(x) =

X € 0N xeon
para todo y e . Luego, w(y) = 0 para todo ye n. Por lo tanto,

=0en O , lo cual implica que:

Ejemplos de Zaremba y Lebesgue sobre la existencia de regiones en

las que el problema de Dirichlet no tiene solucifn.

A pesar de que los métodos 1deados por los matemdticos del siglo
XIX para resolver el problema de Dirichlet s6lo eran aplicables a
ciertos tipos de regiones muy particulares, ellos siempre creyeron
en la posibilidad de encontrar una solucién del problema para cual-
quier regibn n , y que las dificultades para llegar a tal genera-

l1zac16n eran 1nherentes a los métodos que se habfan utilizado, y

(1) Véase demostraci6n de este teorema en[:13] Godunov, S.K.,
"Ecuaciones de la Fisica-Matemdtica, Cap. I, parag. 2
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no al problema en si. Hoy, sabemos que existen regiones en las

cuales el problema de Dirichlet no tiene soluci6n; los dos prime-
ros ejemplos acerca de este hecho fueron presentados por Zaremba

y por Lebesgue, en 1911 y en 1913, respectivamente.

El ejemplo de Zaremba es el siguiente: considérese el disco
abierto D, = [(x1,x2) E szxfugci}y designemos por 0 D, su
frontera. Sea la regién Q= D,- [0] y su frontera 00 =0 D1U{0]
Sea, ademds, "f" una funcibn definida en la frontera de O , en
la siguiente forma:

0, s1Xx e E)D1

f(x)=

T S1% =0
Zaremba mostr6 que de existir una funci6n "u", solucibén del proble
ma de Dirichlet para la regibn N , esto es, una funciébn "u"
continua en N y arménica en () , la misma, necesariamente, ten
dria que ser arménica en el punto x = 0. El razonamiento es como
sigue: supongamos que "u" no es armbnica en el punto x = 0, enton-
ces, dicho punto representa un "punto singular aislado" de la
funcién u, por ser esta arménica en cualquier entorno del punto
x = 0, contenido en la regi6bn () . Ademéds, por ser u continua
en () = 3}, es acotada en cualquier vecindad de "0" contenida en
Q. » lo que contradice el hecho de que "u" tiene una singularidad
para x = 0. Luego, "u" es armbnica en x = 0, y mds aGn, lo es en
D1. Entonces, como "u" es continua en Dl’ aplicando el teorema

®
del méximo para funciones armbnicas, resulta:
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u(y) = 0, para todo y € _},
lo cual implica que "u" no puede ser 1gual a 1 en el origen, o
sea, "u" no asume los valores de frontera dados. Por lo tanto,

el problema de Dirichlet no tiene solucién para la regi6n (O dada.

Con relaci6n al ejemplo de Lebesgue, nos referiremos al
mismo sin entrar en los detalles de la demostraci6n. Considérese
la curva ABCD en el plano (xi,xz),(Fig. 14 ), donde el tramo AB
e-1/X1

estd dado por la ecuacibn Xy = , esto es, la curva ABCD

tiene un contacto de orden i1nfinito con el eje X, en el origen.

i

Fig. 14

Lebesgue consider6 la regibn () en R3, cuya frontera o0Q)
se obtiene mediante la rotacidn de la curva ABCD en torno al eje
X Es posible mostrar que para ciertas funciones continuas en

00 , el problema de Dirichlet no tiene soluci6n en la regién
n

(1) ver[ 8 ], Courant-Hilbert; “Methods of Mathematical Physics",
Tomo II, Cap. IV, page. 303-305.
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Obsérvese que la regién de Lebesgue es homeomorfa a una esfera

en R3, para la cual el problema de Dirichlet siempre tiene solu-

c16n.

Luego de estos acontecimientos cientificos, el rumbo de las
Investigaciones en torno al problema de Dirichlet cambiarfa, en
el sentido de que la orientaci6n de las mismas se encaminarfa a
encontrar nuevos métodos de solucibn aplicables a regiones, cada
vez, de tipo mds general, y también al estudio de la aplicacibn

de dichos métodos a clases mds amplias de ecuaciones diferenciales

parciales.
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"CONCLUSIONES"

A pesar de que los matemdticos y fisicos creyeron siempre en la
posibilidad de encontrar un método general que diera saqlucibn al
problema de Dirichlet para cualquier tipo de regi6n, hasta finales
del siglo XIX se crearon métodos aplicables solamente a clases muy
particulares de regiones. Lo mds que pudo lograrse fue la funda-
mentaci6n de cada método, en el sentido de establecer, de manera

precisa, los tipos de regiones en las cuales su aplicacibn era

valida.

En cada método 1deado para resolver el problema de Dirichlet se uti
lizaron distintos recursos y propiedades matematicas; pero la solu
c16n, en cada caso, depende del tipo de regi6n en la que se aplica
el método, la frontera que limita la regién en cuestiébn y los valo

res de frontera dados.

En el estudio de los distintos métodos 1deados para resolver el
problema de Dirichlet, se observa que los matemdticos y fisicos
que se 1nteresaron en el problema tuvieron que utilizar una amplia
gama de recursos matemdticos, lo cual contribuy6, definitivamente,

al desarrollo de la matemética de la época.

Lo que podemos sefialar como el aporte mas 1nteresante de este traba
Jo de 1nvestigaci6n, es el destacar la importancia histérica que
tuvo el estudio del problema de Dirichlet durante el siglo XIX

para el desarrollo posterior de la matemdtica, en vista de que cada

método 1deado para resolverlo di6 origen a un nuevo campo de inves-
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tigaci6n dentro de esta disciplina cientifica. Asf nacieron: la
Teoria de las Series de Fourier, el Calculo de Variaciones con
Integrales Maltiples y la Teorfa de las Ecuaciones Integrales de
Fredholm; ubicéndose estas dos Gltimas en los origenes del "Andlisis
Funcional", una de las ramas de la matemdtica mds fructiferas del

siglo XX.

El problema de Dirichlet es un ejemplo de cdmo un problema ocupb la
atenci6n de los matematicos durante todo el siglo XIX, en la bGsque
da de una soluci6n general para el mismo; hecho que pone de manifies
to que el estudio de los problemas matemdticos requiere de muchas
horas de dedicacién y de un adecuado proceso de maduraci6n para obte
ner resultados vdlidos y consistentes. Esto i1ndica que el proceso
de ensefianza y aprendizaje de la matematica es un proceso complejo,
que requiere de la utilizacion de recursos didacticos apropiados y
de que el estudiante disponga del tiempo suficiente para absorver y
madurar los conocimientos, lo cual va en funcién del mivel de comple

Jidad del material objeto de estudio.

A través del estudio de la evolucibn histérica del problema de
Dirichlet, hemos podido alcanzar una comprensi6n mas profunda acerca
de su naturaleza, sus caracteristicas, sus aplicaciones y sus proyec
ciones. Esto sugiere: que por medio del estudio del desarrollo
histérico de un problema, esto es, el estudio de su origen y evolu-
c16n, analizando los errores cometidos y las rectificaciones hechas,
hasta l1legar a un resultado superior en el que queda establecido el
marco de generalidad para su validez; se obtiene un conocimiento més

firme, mads profundo e integral del problema.
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"APENDICE"

Entre las 1nvestigaciones mas importantes realizadas con posteriori
dad al ejemplo de Lebesgue en torno al problema de Dirichlet se encuen-
tran: el método de Perron, (1923), aplicable a regiones mas generales
que los anteriores, y el método de la proyecci6n ortogonal de H. Weyl,
(1940). Ademds, es importante mencionar los trabajos efectuados por W.

Ritz, R. Courant, S. Zaremba, K.0. Friedrichs y F. Rellich.

Los trabajos de Zaremba, Nikolyn y Weyl elevaron el uso sistemdtico
del "Andlisis Funcional™ en el problema de Dirichlet; proceso que se
aceler6 en la década de 1950. La utilizaci6n de los "espacios completos"
condujo de manera natural a la noci6n de solucién generalizada, y los
espacios donde tales soluciones debfan existir fueron introducidos imcial

mente por Sobolev y Friedrichs.

La formalizaci6n de la Teorfa de las Distribuciones por L. Schwarz,
al final de los afios cuarenta, desempefiarfa un papel importante en el
desarrollo de toda la Teorfa de las Ecuaciones Diferenciales Parciales
después de 1950. Los métodos del "Andlisis Funcional" resultaron sufi-
ci1éntemente fuertes para atacar las ecuaciones diferenciales parciales
mas generales que las de Laplace. L. Garding, en 1953, 1nic16 el estu
dio del problema de Dirichlet para ecuaciones elipticas de orden supe-
rior a dos. Entre los principales trabajos bésicos sobre esta teoria
se eocuentran los efectuados por C.B. Morrey, L. Niremberg y F.E.

Browder.
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Todos estos estudios realizados en el siglo XX en torno al problema
de Dirichlet, constituyen un buen material para un interesante trabajo
de 1nvestigacibn hist6rica, debido a la importancia de los mismos en el

desarrollo de la Matemdtica en la presente centuria.



