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Ií\JTRODUCCION 

El presente trabajo se fundamenta en una teoría en vías 

de desarrollo, inspirada en sus orígenes por L.I. ZÍ\DEH [81, 

la Teoría de lo Difuso. 

Esta teoría proporciona un marco conceptual má s amplio 

que el de la teoría conjuntista y a su vez ofrece mayores pers 

pectivas de aplicación, sobre todo, en el campo de patrones He 

clasificación y procesos de información. 

Analizaremos las nociones de oK-compacidad y c< -compacti-

ficacin a un punto, introducidas por Gantner y Steinlage [21  

en la teoría general difusa tal como ful introducida y usada 

por ZPDEH. Una generalizaciin de esta teoría ha sido introdu-

cida por Boguen en el sentido de tomar los conjuntos difusos 

con imágenes en un reticulado completamente distributivo. 

Los resultados de este análisis los describiremos en los cap!-

tulos II y III. 

El capítulo 1, dedicado a nociones preliminares, como 

son los conjuntos generalizados de 71\DEH o conjuntos difusos 

y sus propiedades, así como tambin la topología difusa y 

otras nociones concernientes a ella, se presentan en forma de 

definiciones, haciendo 6nfasís en lo que se verifica en la 

teoría conjuntista y no en la teoría de lo difuso. 

En el capítulo II, relativo a la c. y o- compacidad y a 
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la « -compacidad local, reemplazaremos el axioma de Hausdorff 

introducido por Gantner y Steinlage [2] por uno [6J, que no 

solamente nos parece más natural, sino que es estrictamente 

má s general. Tal generalidad se demuestra en las conclusio-

nes. 

Se presenta una equivalencia entre la compacidad de un 

espacio topol6gico ordinario (X,T) y la o<-compacidad del es-

pacio topol6gico difuso (X,tii(T)), para todo OSc.< 1. 

Se demuestra que las topologias difusas -compactas no 

son minimales entre las topologias difusas de Hausdorff. 

A demá s, se modifica apropiadamente, la definici6n de 

o( -compacidad local, para así introducir en el tercer capi-

tulo, una generalizaci6n, que nos parece más natural, de la 

compactificaci6n a un punto en esta nueva teoría. 

En el tercer capitulo se estudia el Teorema de Tychonoff 

para la t( -compacidad, cuya demostraci6n se apoya en el Teo-

rema de í\lexander (T.3.1.1.) relativo a sub-bases. 

Dos importantes resultados se obtienen del análisis de 

la« -compactificaci6n a un punto. De una parte, con el axio-

ma de Hausdorff introducido se generaliza un teorema fundamen-

tal de la topología general sobre la compactificaci6n a un 

punto (T.3.2.3.), obteniéndose una equivalencia, lo cual di-

fiere de lo presentado por los autores [2] que prueban sola-

mente en un sentido. De otra parte, los diferentes grados de 
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compacidad en topología de lo difuso, permiten una doble con-

pactificaci6n, de inters en esta teoría y sobre lo cual mci-

deremos en las conclusiones. 

En las conclusiones, al referirnos a la doble compactifi-

cacin, dejaremos un tema abierto a la investiçjaci6n. Además, 

prestaremos especial atención a la restriccin de la o(-compa-

cidad a los espacios topol6gicos generales. 

La metodología utilizada para la elaboraci6n de la pre-

sente tesis ful la de exposición de trabajos personales y dis 

cusiones así como la revisión periódica por parte del profe-

sor tutor. 

Deseo expresar mi especial agradecimiento al Doctor Jos 

Retegui C., por su valiosa orientaci6n crítica. A mis compa-

ñeros de estudio por sus constantes estímulos, gracias. 



CAPITULO 1 

PRELIMINARES 

1. CONJUNTOS DIFUSOS 

En el presente trabajo X denota un conjunto ordinario, 

no vacío, 1 el intervalo [o,i] de la recta real. 

Sea OCX un sub-conjunto de X, se define la función ca-

racterística de O p0rx8:  X-51 tal que 

1 si xB 

X 8(x) 

si x1  

Si consideramos la familia TX  de todas las funciones 

características de X, podemos establecer una correspondencia 

biunívoca entre y las partes de X,P(X). Por consiguiente, 

no haremos distinción entre los sub-conjuntos de X y las fun- 

ciones características asociadas. 

Consideremos el conjunto de todas las aplicaciones A, 

de X en el intervalo 1, el cual se denota por G (X). 

Definición 1.1.1: A los elementos de G (X) se les llama con-

juntos generalizados o conjuntos difusos 

en X. Para cada x€X, A(x) es el grado de pertenencia de x 

en A. 



Definici6n 1.1.2: Se dice que AEG(X)  es un punto difuso en 

X, si existe un xc X tal que M(x) =)O y 

M(y) = O para todo Ve X, y x, el cual se denota por x, 

donde el punto x se denomina soporte de este. 

Definici6n 1.1.3: Si M€G(X),el  conjunto (xc X : A(x)> o) se 

denomina soporte de A y se denota Sop A 6 

A0. 

Definici6n 1.1.: Si AE(X) toma los valores en 0113 se 

denomina conjunto crispado. A la familia 

de los conjuntor crispados en X, se le denota por (X). En 

particular, si el conjunto crispado toma siempre el valor 1, 

se denota por X; y  si toma siempre el valor O se denota por 0. 

0bservaci6n: Los conjuntos crispados de X, son las funciones 

características de X. 

Sean, O un conjunto de indices y A= ¿Mj} 
jJ 

una familia 

de conjuntos difusos en X. 

Definición 1.1.5: La unión U Aj y la intersección irJ  AJ ici

te manera: 

de la familia ,A. se definen de la siguien- 

(.U3  Pj)(x) = Sup Mj(x)) para xcX. 
jJ 



( .fl Aj)(x) = mf' Aj(x)} para X€X. •jJ
3 

Definici6n 1.1.6: El punto difuso x esta contenido en el 

conjunto difuso A, o pertenece a A, si 

)A(x), lo cual se denota por x 
X 
 e A. El conjunto A está in-

clu!do en el conjunto 8, denotado por ACB si M(x) 1. 6(x) 

para todo xeX. Claramente, todo conjunto difuso A puede ex-

presarse como la unión de todos los puntos difusos que perte-

necen a A. 

Definici6n 1.1.7: El complemento de A, denotado por Al se 

define por: 

Al(x) = 1 - A(x) para x€X. 

Definición 1.1.8: Dos conjuntos difusos A y  8 en X se inter-

sectan, si existe un punto xeX tal que 

(Afl8)(x) O. 

2. TOPOLOGIA DIFUSA 

Definición 1.2.1: Una familia Z de conjuntos difusos en X, 

es una topología difusa sobre X , si satis-

face los siguientes axiomas: 

(Ox) Ø,XE 



( o 2 ) Si A  € Z entonces IflB 

(03) Para toda familia t A jJ tal que 

se tiene U I E Z 
JE.J

. 

 

Si J es una topología difusa sobre X, al par (X,Z)  se le 

denomine espacio topoligico difuso. Los elementos de Z se 

llaman los abiertos difusos, y los complementos de estos son 

los cerrados difusos de la topología 

Ejemplo 1.2.1: Sea X un conjunto no vacío, y sea 

= : X—[0,1i / i(x) = VxeX, 

Claramente Z es una topología difusa sobre X. Los abiertos 

los denotaremos por C, con 0)1. 

Definícín 1.2.2: Si Z, '' Z2  son dos topologías difusas 

sobre X, se dice que Z es más fina que 

Ejemplo 1.2.2: Dado X, Ç = ø, X es una topología difusa 

denominada topología difusa caótica sobre X. 

/ BCXJ = (X) es una topología difusa que denomina-

remos topología difusa discreta sobre X. 

x—*[o,ij} = (X) es una topología difusa que 

denominaremos topología difusa ultra-discreta sobre X. 

Además 
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Def'iniciin 1.2.3: Sea (X, un espacio topolágico difuso. 

Una sub-familia ¿ de Z es una base de Z 

si para cada AEZ, existe AC of tal que A = U L. Una sub- 
LE 

familia 8 de Z es una sub-base de t si la familia 

JP,= [fl S / SET, ysub-conjunto finito de - es una base deZ. 

Sea (X,T) un espacio topol6gico ordinario y consideremos 

la familia W(T) f : X—I semicontínua inferiormente} 

la cual verifica los axiomas de la topología difusa. Al espa-

cio (X,W(T)) se le llama espacio topolágico difuso inducido 

por (X,T). 

La envolvente superior de una familia de funciones rea-

les contínuas en un espacio topolágico ordinario X, es una 

funciin semi-contínua inferiormente en X, sin embargo, en los 

espacios uniformizables, la recíproca es cierta, en particular, 

en los espacios topol6gicos completamente regulares [1] de 

allí que: 

Lema 1.2.1 [i] : Si (X,T) es un espacio topoigico completa-

mente regular, para toda helji(T), existe 

una familia F de funciones T-contínuas en X, tal que 

h = Sup (f / fE} 

Ejemplo 1.2.3 : Del lema anterior se deduce que la familia 

{f : X— 1 T-continua) forman una base 

de la topología difusa U(T) sobre X. 



3. VECINDADES. Q-VECINDADES 

Definici6n 1.3.1: Se dice que un punto x es quasi-.coinciden- 

te con A, y se denota por x q si 

1- A(x) > 1. 

Observacin: Tal noción significa que x no pertenece al com-

plemento de A. 

Definici6n 1.3.2: Se dice que A es quasi-coincidente can 8, 

y se denote por A q a si existe un xe X 

tal que A(x) * a(x) >l. En este caso se dice que A es quas-

coincidentecon a en x. 

Se deduce, que si A q B en x, entonces A(x) ) O y B(x» J 

es decir, A y a se intersectan en x. 

Definici6n 1.3.3: Un conjunto difuso A en (X,Z) es una vecin- 

dad del punto difuso x, si existe un  BC 

tal que x1€ BcA. Si A es un conjunto abierto, en tonces se 

dice que la vecindad A es abierta. La familia de todas las 

vecindades de x, se llama el sistema de vecindades de x, y 

se denota I'x1  

Definici6n 1.3.1+: Un conjunto difuso A en (X,t) as una 

Q-vecindad del punto difuso xV  si existe 

un 8€Z tal que x  q OCA. La familia de todas 1a Q-vecinda- 



des de x se llama el sistema de Q-.vecindades de x y se de-

nota por Qx1  

Observacin: Una Q-vecindad de un punto difuso, generalmente 

no contiene el punto. En el ejemplo 1.2.1, con-

sidrese el abierto ¡L\  tal que í\(x) = 1/2  para todo xeX y el 

punto difuso x213. 

En la topología general, A y el complemento de í, A no 

se intersectan, en la topología difusa í\ no es quasi-coinci-

dente con Al. 

Definiciin 1.3.5: Sea Qx (resp. Px) il sistema de Q-vecin- 

dades (resp. sistema de vecindades) de un 

punto difuso x1  en (X,l). Una sub-familia J4,x (resp. oT x) 

de Qx (resp. rx) es una base de Q-vecindades (resp. base 

de vecindades) si para cada 1\E Qx, 
 (resp. I€rx2), existe un 

BJtx (resp. 6€x) tal que 6c.JL\. 

4. INTERIOR. ADHERENCIA. PUNTOS DE Í\CUMULJCION 

Sea 1\ un conjunto difuso en (X,Z) 

Definicin 1.4.1: Un punto difuso x 7 es un punto interior 

de A si A es una vecindad de x . El inte- 
o 

rior de f\, denotada por Í\, es la unin de todos los conjuntos 

abiertos contenidos en A. 



o 
Se deduce que P es el m69 grande abierto contenido en 

¡: y (p0)
o o 

Definicin 1.4.2: Un punto difuso x es un punto adherente 

de A si, para toda (-.vecindad U de x, se 

tiene Uq A. La cerradura de A. denotada por A, es la inter-. 

seccin de todos los conjuntos cerrados que contienen a A. 

Se deduce que Ik es el más pequeño cerrado que contiene 

a 

 

A y (A) = A. A demás A es cerrado si y solo si A = A. 

Definici6n 1.4.3: Un punto difuso x es un punto borde de 

si x 
1 
e Pflí'. La unión de los puntos bor-

des de P, se llama el borde de A y se denota 6(a). Es claro 

que &(Pi) = ¡fli. 

cJbservacin: Es importante señalar que en un espacio topoli-. 

gico difuso, se cumple la 1nc1us16n estricta 

P U ¿(i)cA. En efecto, en el espacio x = [0,1] con la topo- 

logía Z 
= 

{r : [o, 1  - 1 / P(x) = , V x} basta considerar 

el conjunto J3  tal que P(x) - 3/4 si OS x 1/2  y 13(x) = 2/3 

si 1/2z x íl y  observar que A = c3/6 6(f3) = 1/3 que 

13. 



Definici6n 1.4.4: Un punto difuso x es un punto de acumula- 

ci6n de A si x es un punto adherente de q 

y cualquier L-vecindad U de x es tal que Uq A en un punto 

cuyo soporte sea diferente de x si X 
 11 

€ A. La uni6n de los 

puntos de acumulaci6n de A, se denomina la derivada del con- 

junto A y se denota por Ad Es evidente que Ad c 

Si x e I entonces x P1 6 x A; si x A, se tiene 

xE Ad,  de donde La inclusi6n inversa es trivial, 

luego =AUA'. De aquí se desprende que A es cerrado si y 

solo si A contiene todos sus puntos de acumulaci6n. 

Se caracterizan los conjuntos abiertos en términos de 

vecindades y Q-vecindades de la siguiente manera: 

Proposici6n 1.4.1: Un conjunto A es abierto si y solo si A 

es vecindad de cada uno de sus puntos. 

La demostraci6n es inmediata. 

Proposici6n 1.4.2: Un conjunto P es abierto si y solo si 61 

es -vecindad de cada uno de sus puntos 

con quien es quasi-coincidente. 

I)emostracián: La condicián necesaria se sigue de la defini-

ci6n de quasi-coincidencia. Mostremos que la 

condici6n es suficiente. Sea x€ A tal que). < A(x). Entonces 
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x1 q A de donde existe un abierto Ux,  tal que x1_ q Uxc.A 

Y se obtiene xE Uxc.A. Sea V x  = U U,< 
, luego VA  de ,l<A(x) )'t X  

donde U lJ = A es abierto. 
x€A0  x 

5. ESPACIO DE HAUSDORFF. SUB-ESPACIOS 

Def'inicin 1.5.1: Un espacio difuso (X,Z) es un espacio de 

Hausdorff si para cualquier x2E X,  y M i X I  

con x y, existen U€ Q x V€Q 
Y,1 
 tal que U(1V = I. 

Observación: Si (X,T) es un espacio topolgico ordinario de 

Hausdor??, se deduce fácilmente que el espacio 

topolfigico difuso (X,tiJ(T)) también es de Hausdorff y vicever-

sa. 

Definición 1.5.2: Sean (X,Z) un espacio topol6gico difuso y 

YCX, entonces la familial.4, definida por 

)4= LA/Y  : AE} la cual es una topología sobre Y, se denomina 

la topología difusa relativa a Y. Al espacio (Y,U) se le 

llama sub-espacio de (X,.). 

Para simplificar la exposici6n, utilizare los trminos 

de espacio y sub-espacio en un mismo argumento, pero, bajo 

las siguientes convenciones. 
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i) Un conjunto difuso A en Y es considerado como un 

conjunto difuso en X, en el sentido que A toma el valor O en 

X\Y; inversamente, un conjunto difuso en X que toma el valor 

O en X,-Y, puede ser considerado coma un conjunto difuso en Y. 

u) Para un conjunto difuso A en (Y,14) la cerradura de 

A respecto a L1 y a Z son denotados respectivamente por 

Proposicin 1.5.1 ] : Sean (Y,U) un sub-espacio de (X,Z) 

y A €(Y), entonces 

u) A es 14-cerrado si y solo si existe un 8 Z-cerrado 

tal que A = 

u) Un punto difuso y  en Y es un punto de acumulaci6n 

de A con respecto a L4,  si y solo si, y  es un punto de acumu-

lacin de A con respecto a Z. 

iii) A 
= 

E. DENSIDAD. CONTINUIDAD 

Definici6n 1.6.1: Un conjunto difuso A en X es denso en 

(X,) si A = X. Si (Y,L) es un sub-espa- 

cio de (X,Z), entonces (Y,L1) es denso en (X,t) si) es denso 

en (X,Z). 
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Definici6n 1.6.2: Sean f : X —V una funciin, A€ (X) y 

8G (Y). Definimos: 

1) El conjunto difuso f 1(8) de X como: 

f 1(8)(x) = B(f(x)) para XE X 

ji) El conjunto difuso f() de Y como: 

(Sup jí(x)J 

x€f (y) 

si f_1  (y) ? 

 

 

 

f()(y) = 

  

 

o 

 

si f_1  (Y) = 

   

Lema 1.6.1 [7 : Sea f : X—Y una funcifn, entonces 

1. Para cualquier punto difuso x en X, f(x) es un 

punto difuso en Y y f(xx) = (f(x)) 

2. Sea / jk Jy una familia de conjuntos difusos en 

X. entonces f( jj  A) = U f() 
JE j J eJ 

3. Sea Pe(X), entonces f(A)'C(Y). 

Def'inicin 1.6.3: Sea f : (X,Z1)— (V,Z2). Se dice que la 

funcin f es continua difusa (D-continua), 

B€Z2, si para cualquier 
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Lema 1.6.2 [7] : Sea f : (X, 1)--)(Y, 2). Las siguientes 

propiedades son equivalentes. 

1. f es D-contnua. 

2. Para todo Z2-cerrado í, f(/) esZ1-cerrado. 

3. Para cada \J, elemento de una sub-base 2 de 
 Z 2y 

f(U) es 1-abierto. 

4 •  Para cada punto difuso x en x y cada vecindad U de 

f(x) , existe una vecindad U de x tal que f(U)CV. 

7. CA TEGORIA FUZ 

La familia formada por los espacios topol(igicos difusos 

(objetos) y las funciones D-contnuas (morfismos) es una ca-

tegoría, la cual se denota FUZ. 

Se puede verificar sin dificultad que los espacios topo- 

1gicos difusos, las funciones D-contnuas con la ley de con-

posici6n de morfismos satisfacen los axiomas de una categoría; 

Dados los objetos X,Y,Z,U y  los morfismos 

f X—Y 

g : 

ti : Z-4U 

es claro que (ti o g)o f h o(g o f). 
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Para todo objeto X, la funcin identidad I es D-cort-

nua, por lo tanto, se deduce que, para todo niorf'ismo 

f X—Y, se tiene que: 

'y ° f = 

f o 1 = f 

TL]P, la cateçor.a de los espacios topol6icos y las fun-

ciones continuas, es una sub-cateqora plena de FUZ [41. 



CAPITULO II 

O -COMPACIDAD 

1. c-CDMPACIDAD 

Sea (X,) un espacio topol6ico difuso. 

Definici6n 2.1.1: Se dice que la familia es un 

cubrimiento abierto de X si X = U Aj. 
3 

La definición más natural de compacidad difusa seria la 

siguiente: (X,).es un espacio topolgico difuso compacto, 

si todo cubrimiento abierto admite un sub-cubrimiento finito 

de X. 

Como todo espacio topolgico finito es compacto, esta 

definici6n de compacidad en la Categoría FUZ no es la más 

satisfactoria ya que un espacio topolico difuso (X,Z) don-

de X = [x} , deja de ser compacto. En efecto sea x = x} y 

= {A : X-1 / An(X) = 11  Xinzol la familia IA} es 
ni  

un cubrimiento abierto de X, pero no admite sub-cubrimiento 

finito. 

Nos proponernos dar una nueva definición de compacidad 

más acorde con la noci6n de conjuntos difusos y que ofrece 

diferentes grados de compacidad. Para ello, veamos algunas 

nociones preliminares. 
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Definici6n 2.1.2: Se dice que la familia  tla?es  un o( -cubri-

miento (respect. cc_ cubrimiento) de X, 

para O o< < 1 (respect. para O'.oK-1), si para cada x€ X, 

existe un Uy-U  tal que LJ(x»o( (respect. U(x)Zc'<).  Una 

sub-familia lf de un e<-cubrimiento (respect. o( cubrimiento) 

14 de X que sea tambin un cK -cubrimiento (respect. p<-cubri-

miento) se denomina un o( -sub-cubrimiento (respect. (X*_ sub_ 

cubrimiento) de U. 

Definición 2.1.3: (X,Z) es c'ç-compacto (respect. o- compac-

to) si todo cx -cubrimiento (respect. 

cK-cubrimiento) de X admite un cK-sub-cubrimiento (respect. 

cx* -sub-cubrimiento) finito. 

Es claro de esta def1n1ci6n que cualquier espacio topo-

16g1c0 difuso (X,) con X finito es c,(-compacto y c,<*.compac-

to para todo o€ 1. 

Ejemplo 2.1.1: Sea X = (0,1) con la topología T usual y sea 

= €W(T)/í\(x) 1/2  VxExJU{C 1.,1/2 

i) (X,Z) es c -compacto para o( 1/2. En efecto, cual- 

quier o( -cubrimiento de X contiene por lo menos un C con 

)L ?1/2. 

u) (X,Z) es 0(-compacto para > 1/2. La demostración 

es evidente. 



n(j3 )x+ o( si x(0,1/n) 

,n-1  
8(x) = -- si x = 1/ 2  y lineal en 'i 
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iii) (X,Z) no es o-compacto para o<_1/2. Consideremos 

en X la familia de abiertos 0nn)3  tal que °n = ' 

asociemos a cada abierto O la función I =oX,  la cual es 

semi-contnua inferiormente. La familia {i es un 

Q ;K- cubrimientode X, pero no admite un c'( -sub-cubrimiento 

finito. 

iv) (X,C) no es o(-compacto para o < 1/ 2. En efecto, sea 

tal que oç(<1/2 , y se construye de manera similar que en 

Al  
iii) una familia A n resultando ser un o< -cubrimiento de X. 

Ejemplo 2.1.2: Sean X = (0,1) provisto de la topología usual 

T, 0o/1 y Z = {ILiJ(T) /(x)c<,VxXj 

U{BUX donde los conjuntos difusos 
8n 

 son T-.continuas y se 

definen así: 

~n>3 

donde >i3. 

r n-1 
n(c-i3)(x-1) +o( si x€t--, 1) 

i) (X,Z) es o(-compacto, ya que cualquier o(.-cubrimien-

to de X contiene por lo menos un 

u) (X,Z) no es 1 -compacto para ningCin . En efecto 
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la familia t Bn~ es un 1 -cubrimiento de X que no admite un 

-sub-cubrimiento finito. 

iii) (X,) no es ..M--compacto para ningcnJ.k(O(. 

Sea 1 tal que ,u<c< y A : X----->I tal que: 

si x€( .ç, .a.i) 

para n ? 3 

o si x€X'(, --) 

La familia [An n  23 es un j.&-cubrimiento de X que no 

admite /,k-sub-cubrimiento finito. 

Ejemplo 2.1.3: Sea X = (0,1) con la topología usual T y sea 

= [€W(T) : A(x)oVxX)U{Ø} con 

0çc < 1. 

i) (X,) es c-compacto. En efecto, todos los abier-

tos son mayores o iguales a o( 

u) (X,) no es o-compacto ya que la familia [An,3  

donde 

An(x) 
= 

si xE(, .ai
nn 

.) 

si x€XN( 
1  , n-1

) 

 

An(x) 

 

 

es un v( -cubrimiento abierto de X que no admite o.. -sub-cubri- 

miento finito. 
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Ejemplo 2.1.4: Se trata ahora de exhibir un espacio topo16-. 

gico difuso que sea c'...-compacto para todo 

Oo(.1. Tal prop6sito lo resuelve la proposici6n siguiente: 

Proposici6n 2.1.1: Sea (X,T) un espacio topol6gico ordinario 

y 0!~cx<1. (X,T) es compacto si y solo si 

(X,W(T)) es o( -compacto para todo o( 

Demostraci6n: La condici6n es necesaria. Sea UcW(T) un 

c'( -cubrimiento de X, luego, para todo xE X, 

existe un U tal que U(x))-o.  Por ser U semi-continua 

inferiormente en x yo( < U(x), existe una vecindad abierta 

de x tal que para todo y <-_ W xy  se tiene Ux(y)t( Además 

X 
= 

 XIX Wx luego existen [X1,X27...,Xn:=X  tal que 

X =
Ui. [

UxJ
es un o(-sub-cubrimiento finito 

de X. 

Inversamente, sea ÍA . 
jJ 

 

 

un cubrimiento abierto de X. 

  

X A es una función T-semi-contlnua inferiormente. 

t A) jEJ es un « -cubrimiento de X para todo 1. 

Como (x,UJ(T)) es oK -compacto, existe un o(-sub-cubrimiento 

finito lf= de X, luego X 
=

Aj. Aj~

En lo que sigue, el análisis se hará en base a la definí- 
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ción de o-compacidad, ya que la o< - compacidad no es una ge-

neralización natural pues para tal noci5n no existe el Teoria 

de Mlexander 3.1.1 ni el Teorema de Tychonoff 3.1.2. 

Definición 2.1.: Sea una familia de conjuntos difusos en 

X. Se dice que F verifica la propiedad 

de la unión c'( -finita (c_P,U.F.) si para cualquiera sub- 

familia finita cC.F , existe un xeX tal que U L(x)-°( 
L 

Proposición 2.1.2: (X,) es os-compacto, si y solo si, nin-

guna familia lc.7  que verifica la propie-

dad 0(-P.U.F. es un O& -cubrimiento de X. 

Demostración: Supongamos que (x,) es c<. -compacto. Sea 

una familia de abiertos que verifica la 

propiedad c(-P.U.F. y que es un o(-cubrimiento de X, luego, 

existe un o -sub-cubrimiento finito , de donde, para 

todo x e X, U  J(x)'cX, lo cual es una contradicción. 
U' V 

Inversamente, sea  -U un OÇ-cubrimiento de X, luego no 

verifica la propiedad c'-P.U.F., de donde, existe una sub-

familia finita lf tal que para todo x X, t.J V(x)>o< resultan- 
etr 

do ser un o -sub-cubrimiento finito de X, entonces (X,) es 

-compacto. 
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Teorema 2.1.1: Sea F un conjunto crispado cerrado de (X,). 

Si (X,t)  es o(-compacto entonces F es cx -com-

pacto como sub-espacio de X. 

Demostraci6n: Sea uno( -cubrimiento de F y sea 

=V  a  Z
: U/FL1. La familia =1J U F' 

es un ct, -cubrimiento de X. En efecto, si y € F, existe un 

U £  14 tal que U(Y) 7 Ok y  Si  y . F entonces F'(y) = 1>o(.. Corro 

(X,) es .. -compacto, existe un o'.. -sub-cubrimiento finito 

[UI,...,U,Ft) de f . Ademá s 
t  u 1 / F  ' . . 0  y u  n/F}  es un v( -sub-

cubrimiento finito de t. . Luego F es o -compacto como sub-

espacio de X. 

Teorema 2.1.2: Sea (X,) un espacio topol6gico difuso de 

Hausdorff y Y un sub-espacio de X. Si 

(Y, J•Y es , -compacto, entonces Y es cerrado en (X,¿: ). 

Demostración: Sea x q Y'. Para cada y€ Y, con ,.<1-o( 

existen U 
y x 
E E abierta, U E E abierta tal 

que U U
y

, V E Y) es un c< -cubrimiento de 

Y admitiendo Uy2/,  ... ,Uy/J como o( -sub-cubrimiento 

finito. Sea U 
=

U, entonces Ufl(Uy1u ...UUy  ) = 0; para 

cada z € Y, existe un k € 112,...,n tal tal que Uy (z»c y as! 

U(z) = O, de donde UCY' y x  q U. Por la proposicin 1..2 

Y' es abierto, o sea Y es cerrado en (X, 7J). 
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Teorema 2.1.3: Sea f : (X, 1)— (Y, 2) una funci6n D-cont1- 

nua. Si í (X) es o' -compacto, entonces 

f(P)€(Y) es o( -compacto. 

Demostración: Sea Z2  un o( -cubrimiento de f(PL). Por ser 

f D-contnua, la familia 1J. = [f(U) / U4C 

z i  es un &,-cubrimiento de í, luego, existe 

f -1  (U n)J  o(-sub-cubrimiento finito de A. Entonces 

t
u 1  y u 21—*  u n~  es un o( -cubrimiento finito de f(I%). 

Corolario 2.1.1: Sea f : (X, 1)—(Y,?2) una funci6n D-con-

tnua. Si X es o. -compacto, entonces f(X) 

es o( -compacto como sub-espacio de Y. 

0bservac16n: En TOP, las topologias compactas son minimales 

entre las topologias de Hausdorff. Sin embargo, 

esto no es cierto en FUZ como lo muestra el ejemplo 2.1.5. 

Ejemplo 2.1.5: En X = [o,i] con la topología usual T, consi-

drense las topologias W(T) y ? __tXi/PjE  T. 

Es evidente de W(T) es estrictamente más fina que Z . Además, 

y W(T) son de Hausdorff y  c -compactos para todo O:~.o( 1. 



- 23 - 

2. o( -COMPACIDAD LOCAL 

Definici6n 2.2.1: Se dice que (X,) es localmente c'Ç -compac- 

to si para todo x E X, existe una U  CQ 
11 x 

tal que Sop U es Q',-compacto como sub-espacio crispado de X. 

Proposici6n 2.2.1: Si (X,?') es o(-compacto entonces (X,Z) 

es localmente ck -compacto. 

Demostraci6n: Para todo x X, XQX y Sop X = X es 

C>', -compacto. 

Ejemplo 2.2.1: El espacio (X,W(T)) donde X = (0 1 1) esta pro-

visto de la topolog ía usual T, es localmente 

'K -compacto para todo 0c<(1 pero no es o. -compacto para nin-

gcin o( 

Ejemplo 2.2.2: Sea X = (0,1) provisto de la topolog ía usual 

T y Z= [!\€W(T) / M(x)2t(Vx  IG  X1U í  Ø} con 

0o1. Para todo/3c, el espacio topolEgico difuso (X,' ) 

no es localmente -compacto. En efecto, sea x   e X y Ve 

luego, existe un A Q C tal que x q !cV. Puesto que Sop A = X 

y Sop A cL Sop U entonces Sop U = x y (x, ) no es / -compacto. 



CAPITULO III 

TEOREMA DE TYCHONOFF. -COMPACTIFICCION A UN PUNTO 

1. TEOREMA DE TYCHONOFF 

Sean t)j una familia de espacios topológicos 

difusos y X = TTx 4  el producto cartesiano de jx 1 j€3• 

se define el conjunto di- 

fuso TTU de X así: 
k~ K k 

FrU = fl p (Uk) kEI k 

donde p : X >X es la k-sima proyección. 

Definición 3.1.1: La topología generada por los conjuntos de 

la forma P 1(U) se denomina topología pro-

ducto sobre X y se denota por r. Al par (X,7-) se le llama 

espacio producto de los espacios topológicos difusos 

(X Z) j€3 

Puesto que la familia =fl Uk : K finito IcJ} es 
keI 

base de la topología r-, se tiene que la topología producto 

es la topología difusa menos fina sobre X para la cual cada 

proyección p : (XY)_-_.(X Z) es D-continua. 

Mostremos que el Teorema de 1lexander, relativo a sub-

bases, el cual es ótil y profundo, se verifica para la 

Sea K finito, I'CJ•, para cada Ukk 
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cx -compacidad. 

Teorema 3.1.1: Sea -' una sub-base de la topología Z de 

X y Oc'<i . Si todo c< -cubrimiento de X de 

elementos de - admite un o -sub-cubrimiento finito, enton- 

ces, (X, ) es r. -compacto. 

Demostraciin: Mostremos que cualquier familia que veri-

fica la propiedad o( -P.U.F. no es un O( -cubri-

miento de X. 

1.) Sea 3 : 4,c Z y ,4... verifica c 

no es vacío ya que 14 E Z ; además está parcialmente ordena-

do por la inclusión c . Sea S. c Y una sub-colecci6n totalmen- 

te ordenada y sea = U luego )-L verifica -P.U.F. y 
H€X 

14cz X c , de donde )-( es una cota superior de )-( . Por 

lo tanto (F,C) es un conjunto inductivo y por el lema de 

Zorn, F tiene un elemento maximal 

u) Como , para probar que 1 no es un c'( -cubri- 

miento de X, basta probarlo para £ . Por hipftesis sobre la 

base 1 , se tiene que & fl tiene la propiedad o( -P.U.F. y 

siendo una sub-familia de -% , no es un c -cubrimiento de X, 

de donde existe un p E X tal que, para todo Li E £ (1 , U(p) c •  

Mostremos pues que D(p)- cx para todo D E £ 

iii) Mostremos que es un filtro de conjuntos difu- 

sos abiertos, relativo a la inclusión. Z ' 0 pues 
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X  Z's00 

a. Para todo AE\&, A 0 ya que de ser vacío, 

para todo x €X, A(x) = D ícK y as! A E 

b. Sea A( \& y B EZ tal que ACB. D UJA J  

no verifica o,,-P.U.F. por ser £ maximal, de donde existe 

[D tal que para todo x c X 

(D1uD2u... UDnLJA)(x))•O( 

y como A c 8 se tiene que 

(D1UD2U... UDnUB)(x))o( 

y as! , luego BE 

c. Sean A, 8 ?\J9. £ u {Ai y Lu j8j no verificar 

la propiedado-P.U.F., así existe tDi, 

tal que, para todo x E X. 

(D  1u... UDnUA)(X)>  o( 

(Dn iU•• .UDmUB)(x))  
n+m 

Sea D = U D. , luego, para todo x X, se tiene que: 
i=1 

(D(jA) ( x) > O( 

(DB) (x) 

entonces: 

[DU(A r 8)] (x) ) o( 

de donde A fl sio,  es decir, A fl  8 E Z\ & 

iv) Por ser\un filtro, dado D C J9 y 
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n 
[Ai,A2,...,AnJCC• tal que fl entonces existe un Ak, 

i=1 

con k i [1,2,...,n} tal que 

Sea DE, luego D X por ser\c,9 un filtro. Como 

es una sub-base, D = U(S1fl •••  ns jn con Ske8  para 

todo k E . Ademas, para todo j E  J se tiene 

S.
3
flS. fl ... flS. D 
i '2 

3 

luego existe un k. E j1,2,...,n. tal que 5. 
3k € 

 00  y 
. 
3 

 

as 

 

5
j 
 fl... flS c 5. 
i n. 3k. 

3 3 

de donde 

Por ji se tiene 

luego 

D U S. con E. € 
j€.J 3k 3k 

S . 
3k

(p)~. :X 

D(p). Sup 
t S j

(P*5 c< para todo DE O, 

entonces no es un o(  -cubrimiento de X. 

Por la proposicin 2.1.2 se tiene que (X,Z ) es o( -com-

pacto. 

Observación: En el ejemplo 3.1.1 veremos que para la 

o( ;K- compacidad, el espacio topol6gico difuso 
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(X,¿: ) satisface vacuamente la hipótesis del Teorema 3.1.1, 

sin embargo (X,Z ) no es o( x_ compacto. 

Ejemplo 3.1.1: Sea X = (0,1) provisto de la topología usual 

T. Considrese en X la topología difusa Z 

generada por la familia - = 1 A E W(T) : A(x)<«V x c x) con 

0<o(.1. Claramente X no tiene o( - cubrimiento de miembros 

de • La familia {In  1 donde 1n  es un abierto tal que: n 3 

o1 si  x€(.,.tLi.) 

 

si 

  

es un o<.  cubrimiento de X que no admite o(*_sub_cubrimien:o  

finito. 

Teorema 3.1.2: (TYCHONOFF). Sea (X,3)  el espacio producto 

de la familia {(x Z)) 
.

de espacios topo- 

lógicos difusos. (X,7)  es e<-compacto si y solo si, para 

cada j E 3, (Xil Z) es C -compacto. 

Demostraci5n: La implicaci6n directa se sigue del corolario 

2.1.1 y  del hecho de que las proyecciones 

pi  X­>X son D-continuas y suryectivas. 

La implicacin inversa se basa en el Teorema 3.1.1. 

Mostremos que todo o<-cubrimiento de X, formado por elementos 
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de la sub-base = {p 1(u.) : U €Z} 
,

admite un OC -sub- 

cubrimiento finito, lo cual es equivalente a mostrar que toda 

familia t c que verifica la propiedad oc -P,U.F. no es un 

-cubrimiento de X. 

Considrese la familia 4c2que verifica la propiedad 

Sea sft
, 
 = {I €Z : F1(b\)€ 14J ; para todo j 

verifica la propiedad 0< -P,U.F. En efecto, sea 

A i M 2 •An)C J1#j  y t 1 1) '1n)}C'11' luego existe 

n -1 
un x€ X tal que u  P. 

k=1 

n 
es decir U 

k=1 

Para todo j E J, no es o< -cubrimiento de X
, 
 puesto 

que (X Z) es o(  -compacto, entonces existe un q€ X tal 

que A(q)°( para todo AEJ1J . 

Sea q = (q) e x y = {p 1(A) : A
J 

para i 3. 

Como 14 = U 14 J  se tiene que, para todo j 1 3 y  p 1(A)( 

p 1(A)(q) = A(p(q)) = A(q), de donde Ij no es un 

-cubrimiento de X. 

Observacin: El espacio producto de dos espacios topolgicos 

difusos ce-compactos no es necesariamente 

o< - compacto F2  
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2. cí..  -COMPACTIFICACION A UN PUNTO 

Sean (X, Z) un espacio topolgico difuso y 0 :1 C< z 1. 

Consideremos la colecci6n X= [(x) : FÇ es Z-cerra- 
CK 

do y cx -compacto como sub-espacio de X y  un objeto u X. 

Definamos X = XLIu y para cada KEÇ
Q , K : X

I,  --- )I tal 

que: 

Si X = W 

FY(x) si XE X 

y para cada UE?, U : X*_4I tal que 

O six=u 

U (x) 

U(x) si xX 

La topología generada en X 
IX 
 por 

,= [U:U€Z)U {K: 

se denote por ?.. Claramente (X, ) es un sub-espacio de 

(X*, z:). 

Teorema 3.2.1: Para 0o((1, (X*,  Ç) es c.  -compacto. 

Demostración: Sea ).4 ci .un o(-cubrimiento de X formado por 

abiertos prebsicos. Entonces existe por lo 

KE  jK 1 
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menos un K en IA tal que K(x) = 1 'o( para toda X€ X\I. 

Cama K es o( -compacto, existen U1,U2 ,...,U,, elementos deL 

tal que (Uli K  U2/K•••Un/IJ es un c<-sub-cubrimiento  finita 

de K. !sí se tiene que es un o(-sub-cubri- 

miento finito de X. 

Por el Teorema 3.1.1, se sigue que (Xx, ') es o -com-

pacto. 

Teorema 3.2.2: X es denso en (Xx, Z) si y solo si (X,Z) 

no es e<-compacto. 

Demostración: La implicaci6n es necesaria. Supongamos que 

(X, ) es 0< -compacto. Entonces X E1(y X es 

un abierto de (Xx, de donde X l  = X, es decir, X es la 

funci6n característica de X en X. Además X X y  así X n 

x 
es denso en (X , Zc»• 

Inversamente, si X no es denso en (X,ZJ) entonces X 

es un conjunto difuso de la forma 

si XE X 

!( X)  

¡5 six=w, ¡3<1 

Sea A = X', luego A es un conjunto difuso abierto, 

donde: 
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si x € X 

I(x) 

-/?) si x = u 

ypor ser A abierto, existen c fK tal que 

fl 
 

K 1LJ  . C: A entonces J = O. Esto implica que X U i., es 
j=1 i 1 

decir, X es o( -compacto. 

Teorema 3.2.3: (X, Z ) es localmente o -compacto y Hausdor?f 

si y solo si (X*, Ç) es Hausdor??. 

Demostracin: Supongamos que (X, -Z ) es localmente cX -compac- 

to y Hausdorf'f. Si x E X, 4 E X, x y, 

entonces, existen U € Q x abierta, y abierta tal que 
l y1  

U fl \! = , luego U€Q V Q y un 'J = 0 en (X*, 
•*) 

y 

Sean x
, 
 E X, w ., por ser (X, Z ) localmente cK -compacto, 

existe un hi EQ x  abierta tal que Sop W = K es c( -compacto. 

Como X es Hausdor??, K es cerrado, entonces K es un abierto 

de X y F'1l hJ = 0. 

Inversamente, supongamos que (X, Z) es Hausdorr?. 

Sean x E X y ; entonces existen U € Q abierta y  VE  Q 
A W11- 

abierta  tal que U () U = 0, de donde UcU'. Como U  

se tiene que V'
xx 

. A demás, Ut  '(X) es cerrado y 

pacto.  Luego para x E X, existe U' tal que Sop U' =  VI 
.1. 

es o. -compacto, es decir, (X, Z: ) es localmente x -compacto. 
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Sean x 6 X, y € X, x y, entonces existen UC Q y 

U € Q 
yX1 

tal que U () U = 0 en X • Si w U y w 4 U se tie- 

ne que U Ç) U = 0 en X. Si entonces para x y w1  exis- 

ten UEQ y U E Q tu 
 tales que U U = 0 en X . Además 

X) 1  
A Ç Ç 

U 0 U = O € í y u  4 O  luego O ( U 0 de donde 0 fl U = O en 

X. Entonces (X, ? ) es Hausdorff. 

Ejemplo 3.2.1: Consideremos el espacio topol6gico difuso 

(X,iJ(T)) donde X = (0,1) provisto de la topo-

logia usual T. Los conjuntos crispados K, cerrados y o( -con-

pactos como sub-espacios de X son aquellos tales que 

Sop K = [a,bjc(0,1). Toda Q-vecindad de w en (X,Z) es 

la forma: 

 

K(x) 

 

entonces, el o -compactificado (X,Lii(T) ) de (X,Lii(T)) no es 

homeomorf'o a (S',Lii(Z )) donde es la topología usual de la 

esfera 5'. 

Ntese que los conjuntos crispados K, cerrados y 

0< -compactos de X, lo son para todo resultando que 

(X* ,Lii(T) ) es / -compacto para todo 0lj3t1. Sin embargo, 

como muestra el ejemplo 3.2.2, un espacio c< -compactificado 

puede ajn ser /3 -compactificado para 13 cX. En este sentido, 

diremos que el espacio topol6gico difuso (X,Z ) admite una 
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doble compactificaci6n (X, Z ). o(j3 

Ejemplo 3.2.2: Consideremos los intervalos (0,1), (2,3) de 

la recta real y X = (0,1)U (2,3) provisto ce 

la topología usual T. Sea la topología difusa sobre X gene-

rada por las familias 
t  A 

E LiJ(T) : r\(x) = O V  € (2,3)] y 

tB E W(T) : 8(x) = O Vx(0,1) y 8(x)!Vx (2,3) donde es 

tal que 0<1<I. 

El espacio topol6gico difuso (X, Z7 ) no es J3-compacto 

para ^>6 y  (2,3) es -cerrado y no o -compacto como sub-es- 

pacio crispado de X. 

El espacio topol6gico difuso (X, Ç.) no es 0< -compacto 

parac«6 puesto que (0,1)Uw1}U.4 es un C-(-cubrimiento de X 

dondelJ es un « -cubrimiento de (2,3) que no admite o< -sub-

cubrimiento finito. 

Entonces, el espacio topol6gico difuso (X, Z ) admite una 

doble corr,pactificaci8n (X, 
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El análisis y las investigaciones realizadas durante la 

preparación de este trabajo nos llevan a las conclusiones q;-, E 
a continuaci6n se describen. 

En un espacio topolgico ordinario (X,Z ) el grado de 

pertenencia de un punto x en X es O 6 1. Esto nos permite .n-

terpretar la nocin de or, -cubrimiento de un espacio topo l6ico 

difuso en un espacio topolgico (X,Z ) de la siguiente manera: 

Una familia '1.4Z es un cK -cubrimiento de X, OíZ1, si 

para todo x € X existe un U c -W tal que U(x) = 1 ) 

para todo x e X, existe un U € U tal que x € U. 

es decir, 

De igual manera, la noción de d.. -compacidad se interpre-

ta así: 

El espacio topolgico (X, ) es -compacto si para todo 

11 Z a -cubrimiento de X, existe un -sub-cubrimiento fin.- 

to (Ui•••Un1C4 , es decir, para todo x  X, existe 

j 1,2,...,n} tal que U(x) = 1, o sea x E U. 

Se tiene entonces, que la nocin de -compacidad en FLZ, 

restringida a TOP, coincide con la compacidad conocida. 

De lo dicho a:iteriormente podemos afirmar que la « _con_ 

pactificaci6n a un punto en FUZ, restringida a TOP, coincide 

con la noción de compactificacin de Pdexandroff. 
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La doble compactificacin de un espacio topolgico difuso 

nos ofrece resultados atrayentes como se muestra posteriormen-

te; sin embargo, en un espacio topolgico ordinario esta no es 

de gran interés. 

En el ejemplo 3.2.2 el espacio topologico difuso (X , Z ) 

no es c -compacto para c« El o( -compactificado (X J, ) 

de (X, ) contiene a (O Y 1)U íW11 como abierto. De otra 

parte, el k -compactificado (Xx, Z) de (X, ) resulta ser 

J5 -compacto para 15) I , luego, no es de inters una doble 

compactificacin de (X,Z ) en esta dirección. Ademá s, 

(X 
 Xw  

, Z0(
XX

) no contiene a (0,1)u {w1} corno abierto. De es: 

ejemplo se desprende que: 

ç 
1. (x , no es homeomorfo a (X , ) 

2. Es posible una doble cornpactificaci6n de (X,Z) 

en una direcci6n, resultando sin interés una doble compactifi-

cacin en la otra direccián. 

Se deja como terna abierto a la investigaci6n la búsqueda 

de las condiciones bajo las cuales, un espacio topolgico 

difuso (X, ? ) admita una doble compactificacin en las dos 

direcciones y que ellas sean homeomorfas. 

Demostraremos a continuacián la generalidad a la cual 

hicimos menci6n en la introducci6n. 

El axioma de Hausdorff introducido por Gantner y 5tein1a- 
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ge es el siguiente: 

Un espacio topo lgico difuso (X,¿:) es de Hausdorff si 

para todo x, y elementos de X, x y, existen dos abiertos 

U y  U tales que U(x) = \i(y) = 1 y uflU = 0. 

Este axioma implica el axioma de Hausdorff utilizado, 

dado en la definicin 1.5.1, y la demostracin es trivial. 

La recíproca no es cierta como lo demuestra el siguiente eje--

pb: 

Sean X = {.-i U(0,1)u t21  y  Z la topología generada por 

la familia = x1  'ç/x (0, 1), A1, 
,2

,
-1 

B 1 nz 2 

donde 

x1  son los conjuntos crispados de X, de soporte {xl 

x .(0, 1) 

son los conjuntos crispados de X, de soporte 

U F, donde F es parte finita de (0,1) 

son los conjuntos crispados de X, de soporte 

U FC, donde F es parte finita de (0,1) 

9 = l n U X (01) para n12 

= 2 
n X (-,1) para n> 2 

(X, Z ) es un espacio topolgico difuso que verifica el 

axioma de Hausdorff dado en el texto. Sin embargo, no verifi-

ca el axioma de Gantner y Steinlage puesto que no existen 

abiertos u y U disjuntos tales que u (-1) = U(2) = 1. 
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