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INTRODUCCION

En 1952, G. REEB ([9]) en su tésis doctoral demostrs
que en una foliacidn de codimensidn 1 sobre una variedad
diferenciable con hojas compactas, la funcidén volidmen de
la hoja es una funcidén localmente acotada. A si mismo, did
un ejemplo de una foliacidn con hojas compactas sobre una
variedad diferenciable no compacta tal que la funcién volu-
men de la hoja es localmente no acotada.

Para el caso de un flujo sobre una variedad diferen-
ciable con drbitas difeomdérficas a una circunferencia, la
funcidén volimen se sustituye por la funcidén del tiempo del
primer retornc. En efecto, en 1972, D.B.A. EPSTEIN ( [4])
construyd un flujoc analitico real sobre una variedad dife-
renciable no compacta de dimensidn 3, con funcidn de tiem-
po del primer retorno no acctada. Ademds sugirid gque so-
bre una variedad diferenciable compacta de dimensidén 3,
cualquier flujo con &érbitas difeomérficas a la circunfe-
rencia, debe tener funcidén del primer retornc acotada. A
esta conjetura se le llama "CONJETURA DE LA ORBITA PERIODICA™
y se esperaba que la respuesta fuera afirmativa,

Posteriormente, EDWARDS, MILLET y SULLIVAN ([61), asf
como VOGT ({16]), trataron de extender los métodos de de=-
mostracidn de ([4]) a foliaciones de codimensién 2 con ho=-

Jas compactas,

D. SULLIVAN en ([12]) y ((13)) construy$ un ejemplo de
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bles (Definicién 1.8) ; los no menos importantes conceptos
de Inmersién, Inmersidn Difeoumdrfica, Submersién y punto
regular (Definiciones 1.10, 1.12 y 1,15) y finaliza con
un ejemplo de la variedad de Stiefel (Ejemplo 1.19).

En el Capftulo 2, "SISTEMAS DINAMICGS" , se definen
los conceptos de flujo Global (Definicidn 2.2); Lineas de
flujo y Srbitas (Definicidn 2.5); y 8rbita Maximal (Defini-
cidén 2,10). EL capftulo finaliza con tres importantes Teo-
remas que facilitan el trabajo que se desarrolla; como son
el teorema de existencia de flujo local determinado por un
campo vectorial (Teorema 2.11)3 el teorema de flujo global
determinado por un campo vectorial de soporte compacto (Teo-
rema 2,12) y el teorema de clasificacién de lfneas de flujo
(Proposicién 2,14),

En el Capftulo 3, "CONSTRUCCION DE UNA VARIEDAD DIFE-
RENCIABLE COMPACTA DE DIMENSION 4", se ccmienza a preparar
el terreno para lo que es la parte medular de este trabzjo.

As{ iniciamos el mismo definiendo una regién octogonal D
y una funcién polinomial real Y (Definicidn 3.1) y estudia-
mos las propiedades de esta funcién dentro de la regidén oc-
togonal (Proposicidn 3.2). Se construye ademds una corona
poligonal y se estudian sus propiedades (Proposicién 3.3).

A continuvacidn se define una funcidn real y diferenciable
sobre la ccrona poligonal (Definicién 3.4). Para alcanzar

el objetivo de este capitulo, que es la construccién de u-
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na variedad diferenciable compacta de dimensién 4, defini=-
mos una funcién diferenciable F de R’ en R° (Definicidn 3.5)
de tal manera que la proyeccién sobre las dos primeras co-
crdenadas de H7 de la imagen inversa M del origen detRﬁ,
coincida con la corona poligonal (Proposicién 3,6). Finali-
za el mismo con la demostracidén de que el origen de_lR3 es
un valor regular de F (Teorema 3.7) y M es una sub-varie-
dad diferenciable compacta de codimensién 3 (Teorema 3.5).

El Capftulo 4, " CONSTRUCCION DE UN CAMPO VECTORIAL ",
comienza con la construccidén de un campo vecterial X sobre
R’ (Definicidn 4,1), al cual se le imponen las condiciones
deseadas, Se prueba entonces que cuando se restringe é&ste
a la variedad M, sigue siendo un campo vectorial (Tecrena
4,2), el cual es no trivial; es decir no tiene puntos sine
gulares (Teorema 4.3).

En el Capftulo 5, "ORBITAS DEL CAMPO VECTORIAL SOBRE
LA VARIEDAD M", se verifica que las funciones 43,§),G°y F
y el campo vectorial X son invariantes bajo rotaciones ri-
gidas alrededor del origen en cualquiera de los planoisi
lei (Teorema 5.2). A continuacidén se construye una Invo-
lucidn de R’ que deja invariantesa qi,gi, F, M y el campo
vectorial X (Teorema 5,3). Para finalizar el capftulo, se
prueba que siY¥>0 en M, cada Srbita es difecmorfa a una
circunferencia y cuando ¥ tiende a cero, la funcién del pri-

mer retornc tiende al infinito (Teorema 5.4) y que si{ =0



las &rbitas son difeomorfas a la circunferencia (Teoremas

5.5 y 5.6}



CAPITULO 1
PRELIMINARES



----

En este Capitulo se demuestra el Teorema de la funcién
Inversa en variedades diferenciables y Corolarios gque se
deducen de éste; el Teorema del Rango en variedades dife-
renciables y se definen los conceptos de Inmersidn Difeo-
mérfica, Inmersidén, Submersién, puntos regulares y valores
regulares., Al final del mismo se demuestra un lmportante
teorema que es de gran ayuda para el trabajo que se pre-
senta, como es el de construccidn de Subvariedades dife-
renciables y seguidamente se da un ejemplo donde se apli-
ca el mismo,

TEOREMA 1.1 ( de la funcidén Inversa ).

Sean i y N variedades diferenciables de dimen-
sién n, f ¢ M—— N una funcidén diferenciable y
pe€M tal que (df)p : TPM'**'Tf(p)N es un isomor-
fismo. Entonces existe UP vecindad abierta de p
en M tal que T : Up~——>f(Up) es un difeomorfis-
mo sobre el conjunto abierto f(Up) de N.

Demostracidn: Sean pe M, f(p)e N y (V,¥) una carta local

alrededor de f(p), ¥ con funciones coordenadas‘ir’l,...,‘ijl1
Sea (U,¥) una carta local alrededor de p, ¥ con funciones

, - : -1 Y
coordenadas €,,...,%. ¥ tal que Uc f (V). Como{a%ﬁjl$i$n

2
yviéﬁjémkl‘j\n son bases de los esp301os tangentes ol M y

9 s
Tf( )N respectivamnente y (df) ( /) 2;4 a;;fi/’ % 4i”

Vi = Ly we i & 1A matriz Jacoblana de f en p esté




dada por:

d(W.ef)
J(£. ) = 2 la cual es
() =\ i) ,
i8¢ n

no singular pues (df)p es un isomorfismo.

Sean ahora Uy = $Y(u), Vl =WY(V) vy T UI—~+ Vl con
F=Yofog tal que para cada x en U,, T(x) = (fl(x),...,§n(x)),
donde V 1 = Yy Piweiilla Ei :'ﬂiﬂf , con TTi : R"—~ R 1a
proyeccidn canénica sobre el iésimo factor.

~

f es una funcidn diferenciable y la matriz Jacobiana de

3 / a(r-,os/
o $(P) Rt Y(n)

\éJ,;S“

~

f esen @ip):

1]

1&d.L80

d(Meyefeqy
BN

i)

tEd, e s0

(Y5597
=

¥ip)
1Ea,Lsn
9 (W¥;ef)
1N P

144,L &0

]

J(fp) , la cual es no singular -
Por el teorema de la funcién Inversa eann, existe UO
vecindad abierta de 9 (p) en R™ contenida en U, tal que:

(a) 'f/UO es inyectiva.



(b) ':\t.‘(UO) es abierto en R",

(c) 1. ?(Uo)m—-‘r U, es diferenciable.

Sea Up = @'(UO), entonces Up es una vecindad abierta de
p en M.
f/Up es inyectiva:~- En efecto, si p y q son elementos de
Up tales que f(p) = f(q), entonces W(f(p)) = W (£(q)); luego
Yo£ (F19(p)) = ¥e £(F(4(a)); ast F(¢(p)) = F(¢ ().
Por (a) E/UO es inyectiva y 9(p), ¢ (q)€ U,, Tesulta que
Y(p) =9 (q); de donde p = q.
f(Up) es abierto en N:~ En efecto, %(Uo) es abierto en R®
por (b) y como f = Yefo9™" , se tiene que:

(Y afoy )(U ) =Yef (g (U )) es abierto en R",






lado, la aplicacidén dual, (6q>)w(p) 2 T$(p)ﬂn--%>T;M es

tal que Vi = 1,--«,1’1 (gq’))@(p)(dﬁl) = d(ﬁlu&P)

:dtPi .

c dn base de Ty \RD a.

omo {dl;} ;¢j¢, ©5 base de p)™ ¥ {af5} 1¢1¢n o8
. *

linealmente independiente en TpM y lo genera, idqﬁsl$i£n

es base en T;M, s decir,fS?l{lleva una base en otra ba-
i

se, asf, (SQQWFS un isomorfismo; de donde se tiene que (d@)P
es un isomorfismo, Por el teorema 1,1, existe Up vecindad
abierta de p en M tal que {: Upv————r?(Up) es un difeo-
morfismo sobre el abierto LP(Up) de iR, Asi, (Up,ﬁ’) es
una carta local alrededor de p; de donde ¥,,...,f forman
un sistema de coordenadas en U_.

P
COROLARIOYI.A Sean M una variedad diferenciable de dimen=

sién n y ‘?1,...;?m con m<n un conjunto inde-
pendiente de funciones en p€ M. Entonces
Ql"“’?m forman parte de un sistema de coor-
denadas en una vecindad abierta de p.

Demostracidén: Sea (U,¥ ) una carta local alrededor de p,

Y con funciones coordenadas Wl,...}% y tal que las fun-

ciones ?1,...:% estdn definidas en U. Entonces
; *
{0€),000,00,0% 000 ,dy, ) genera a T M,

Escojamos n-~m de las funciones wl""’wn , digamos

de tal manera que

. "Rl LP*
LJ‘Jll' g ln—m

{dﬁi,...,de,dWil,...,dWi } sea una base de T;M. En=-
n-m






*
en Tf(p)N y (Bf)f(p) es inyectiva, es decir, lleva conjun-
tos linealmente independientes en conjuntes linealmente in-
dependientes y (Sf)f(p)(d?i) =d(¢;cf) , 1 =1,...,n; en-
tonces {d(@iof)/ i= 1,.._,n} es un conjunto linealmente

*

independiente en TDM ; luego \‘QiOf/ 1= l,...,n} es un
conjunto independiente en p. Por Corolario 1.4, las fun-
tiones ‘Plaf,...,?n°f forman parte de un sistema de coor-
denadas en una vecindad abierta de p.

COROLARIO 1,6 Sean M una variedad diferenciable, (Pi, ...,Yf&

funciones diferenciables en una vecindad a=-
bierta de pe M tal que d@i,...;Hi generan T;M.
Entonces un subconjunto del conjunto\?i/ léi$k}
forma un sistema de coordenadas en una vecin=-
dad abierta de p.

Dempstracidn: Escojamos un subconjunto del conjunto

{QE/ 1éi$ki , digamos {?kl,...;Pk& de tal manera gque el
conjunto {d?kl,...,d?kn§ Sea basg de T;M. Entonces
{d?k ,...,d@kﬁ es un conjunto linealmente independiente
en T;M; es degir, {wkl,...)Pk} es un conjunto indepen-
diente en p. Por Corolaric 1.3, el conjunto{?kl,...,?K }
forma un sistema de coordenadas en una vecindad abiertg
de p.

COROLARIO 1.7 Sean M y N variedades diferenciables,




O

f i@ Me——s N una funcidn diferenciable, pE H

-2l gque (df E T e 1T Ii 25 inyec-
tal gue (df)_ TOII £(p) 5 y
tLiva ‘QIF‘P ,...,4>n un sistema de coordena-
das en una vecindad abierta de f(p}. Enton-

i= 1,

}7

ces un subconjunto del conjunto {

2,...¢1} forma un sistema de coordenadas en

una vecindad abierta de p.

Demostracidn: Como (4 f)ﬁ § T;}1~~—————» Tf(p)N £5 inyecti-
va, existe (rj_i‘)"1 .(qi) ( )——~—~——>T‘D1 la cual podemos

extender a T B, Seallei'm v consideremos 1o =@nlicacidén
£(p) g v

- +* * /
- o . e ™ 5 Tn L R -~ 3 (. T
dual (bl)f(p) : if(pyi-—~—+lpﬁ, entonces V w =T

b

(85) gy (B0 (af) ™) (w) = b((af)™ (1r(w)))
= h("r.’),

asf: i = (61) f ){ho( 1) con
ho(dr) g T N ; de donde resuluta que
(Sf)f(p) es suryectivajy es decir lleva generadoies en gene-
radores. Couo i d?i} 1¢iqn fenera a T¥(Q)N s
(gf)f(p)(d?i) = d(?iof) PaAra 1L = lyese,n;

2 . - . rﬁ-
el conjunto {d(@l o £}/ i = L3 s X } genera a PDM. Par

Corolario 1.6, un subconjunto del conjunto
{9, 0r/i=1,..,n}

forma un sistema de coordenadas en una vecindad =Lierta do

I
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DEFINICION 1.8 Sean M y N variedades diferenciables de di-

mensiones m y n respectivamente, f : M——= N
una funcidn diferenciable y peM, Definimos
el Rango de f en p, el cual denotamos por
rgpf, como el nilmero natural:

rgpf = rg((df)p).

TEOREMA 1.9 (Del Rango).

Sean M y N variedades diferenciables de dimensio-
nes m y n respectivamente, f ; M——N una funcidn
diferenciable, pe M tal que rgpf = r. Entonces exis-
ten (U,,Y%Y, ) v (V,,¥Y, ) cartas locales alrededor
de p y f(p) respectivamente tales que

Yae Loy 1 PulUy) CR™ —— Yy (V,)eR™

es diferenciable y
(Lp*o f‘«‘f*)(xl,.qo,xrn) = (Xl,--t,xr.o,--o’O).ﬂ
V(xl'o..'xm)E (‘P*(U*)

Demostracidn: Sea peM . Como f es diferenciable en p, exis-

ten (U,9), (V,¥) cartas locales alrededor de p y f(p) res-
pectivamente, con‘f(U)c:V' y tal que
faWworoq : QU)cR" . Y(V)c RY es di-

ferenciable; ¥ y ¥ escogidas de manera tal que 9(p) = ocR™

y YeE(p) = o eRY,
Sea T 3 P(U) ——H(V) tal que ¥ x = (xp,e0e,x ) (U),

S

£(x) = (£,(x),...,T (x)), donde Vi=1,...,n F, =T%

con 1\ : R®"——+ R 1la proyeccidn candnica sobre el i&si-
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simo factor. La matriz Jacobiana de f en p es

o5
Tty = ale

1¢ién
1<¢jém

Como rgpf = r, existe una submatriz de J(fp) no singu-
lar en o€ R™ , la cual podemos considerar sin pérdida de
generalidad, como la matriz formada por las r primeras fi-
las y las r primeras columnas de la matriz J(fp), es decir,

of:
£V

o/ 14i,j¢r

la matriz

M .m .
Sea h : $(U)cR”——> R~ definida por Vx = (xl,...,xm)E $(u)
~ ol
h(x) =,(fl(x),...,fr(x),xp+1,...,xm). h es una funcidén di-

ferenciable y la matrfz Jacobiana de h en oeR™ es

Al 2. i bt
Sl e

i

25/, . . D5
| ‘am/g “am/oa»u.
J(ho) = o) » 5

Como det(J(ho)) = det (%%%—) el cual es distin-

1¢i,3¢r °
to de cero; por Teorema 1.1, existe UOCZW(U) vecindad a -
bierta de Y(p) = o€ R®  tal que h : UO——-—+ h(UO) es un

difeomorfismo sobre el abiertoh(Uo) de R®, Luego



L

hef : U————+h(UO) es un difeomorfismo, Por otre lado, co-
mo h es un difeomorfismo, tiene sentido considerar

g = fon™: n(U ) —-Y(V)c R7,
(F,(x),eunE ()
(£ () yeeey E.(%) %

X = (xl,...,xm)e P(U)c R™, si hacemos

Adem&s como T(x%)

h(x)

It

r+1""’xm) para
o ~
(Zl,...,zr,zr+l,oucgzm) =5 (fl(x)’---)fr(x)pxr+lrtttvxm)!
donde (zl,...,zm) € h(UO), entonces
|
g(zl,.e.,zm) = (fﬂh )(21,...,2[“)
f(h‘-l(zl'a-.,zm)

I

= T(XyyenesX,)
S

(fi(x),....f;(X),f (%) 000yt (%))

'+l n

1

2 B o won oy ) wn s 5 0 5
Pero \‘/r-rl ¢i¢n,
fi(x) (ﬁiof ) (x)
TV, (goh(x))
Neg (h(x))

= Tl BEhy v By By s i )

I

1t

[}

'ﬁi(g(zl,...,zr,zr+1,...,zm))
= gi(zlto--yzm)-
Asf Yz = (zl,...,zm), glz) = (zl,...,zr,gr+1(z),...,gn(z)).

g es una funcidén diferenciable y la matr{z Jacobiana de g

o Q-0 @ ---0
enn 0EIR es o ! : . :
L7 o -
J(g) E oQg - oS-+ 0
2 Dty g oe s Doty Bhon . len
T o DEr u'ﬁ?rﬂfg ’Oém/o

E@/.“EQI.EQ L
DE9 DEre DEegp2 TIm a
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Como rg(f) = r en una vecindad del origen y

rg(f) = rg(g)
rg(J(go)), se tiene que

Il

LN
r y por tanto la matriz B—i—l} se

r+l¢isn
r+l¢jm

rg(J(g,))

anula en dicha vecindad del origen; es decir:

(*) %i“ = 0 V r+l¢ién, r+l{j<m en esa
) /o
vecindad. Sea ahora <$: Y(V)c R® » ™, definida por

V(Yl,...,yn)ELP(V),
@(Yl}'--!yn) = (yl"'"yr"yr'-i-l_gr-i-l(yl""'YI"O’O’”"O)’
--';Yn‘ gn(ylr---:yrtoyos-ooao))-

CI) es una funcién diferenciable y su matriz Jacobiana en

oﬁﬁn es {t 0-0 O Q
ot i
T T
OO-~-| Q o]
‘O..so
J(q-)o) = ? e}
. :‘. -C)
0O

Luego det(J(@o)) = 1; por Teorema 1,1, existe VDC‘P(V)
vecindad abierta de W(p) = oe R® tal que $: Voﬂ—-—r-CID(VO)
es un difeomorfismo sobre el abierto @(Vo) de R, As{,

Poy: V~——-—-—*C§’(Vo) es un difeomorfismo,

Ahora, écgc . : h(UO) -————————*@(VO) es diferenciable,
de a11f que HoFoh' = PoYorogloh',



es decir, déorfoh"l = (CiDﬁ‘i’)cfo(ho‘P)'l es diferenciable,

doy i =\
o hill) » T
= /\ @w,\\v\?__ﬁ T

Pero @OEah'l =doeg , asi Vz = (zl,...,zm)eh(Uo)
Foglzyseserzy) =PB8(27500002,))
=P(zy,000920:80,1(2) 500 008,(2))
= (2)5000320180,1(2) =8y 1 (270000020005 00040),
ceer8(2)=8 (2]4000y240,002,0)).
Si tomamos [zjl<€ ,V1$j$m , entonces por (*)
gi(zl,...,zm)-gi(zl,...,zr,o,....o) = 0 » Y r+l¢icn .
Luego tomando W, =&doY ,@, =ho@ , U, = n(u)) y
Vi =\P(V0) se tiene el teorema,

DEFINICION 1,10 Sean M y N variedades diferenciables y

f : M—— N una funcién diferenciable, en-

14



15

‘tonces:

(a) £ : M—N se dice que es una INMERSION
DIFEOMORFICA si y s8lo si, f(M) es una sub-
variedad diferenciable de N y f : M — £(11)
es un difeomorfismo,

(b) £ :+ M——=N se dice que es una INMERSION
si y sélo si, Vlbebi, existe Up vecindad
abierta de p en 1 tal que f : Up——-*—f(Up)
es una inmersién difeomdérfica.

PROPOSICION 1.11 Sean M y N variedades diferenciables y

f : M ——= N una funcién diferenciable, en-

tonces, f es una Inmersidn si y sdélo sine.M,
£ & 14 i N es ! .

(dl)p Tp —> Tep)N @ Inyectiva

Demostracidén: Supongamos que f es una inmersidén y sea pe& M,

entonces existe Up vecindad abierta de p en M tal que

s i ) ————>i(Up) es una Inmersién Difeomdrfica; es decir,
f(Up) es una subvariedad diferenciable de N y f : Uﬁ—mif(Up)
es un difeomorfismo,

| b U :TIV £ CT N‘
Considerenos (df)p i————*-Tf(p)I(Up) £(p)

T
PDp p

Como £ : U?——a-f(Up) es un difeomorfismo, de las relacio=-

-1
d(fof )ép)

= Id

nes: (df e df'l)f(p)

Tf(p)f(up)

I

vy (df7S af) a(e"3 £/,

= Idp v,
D
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se tiene que (df)p : T U ———+-Tf(p)f(Up) es un isomorfis-
mo ; luego Y peM, (df)p es inyectiva,

Recfprocamente, Supongamos que Y p€ M, (df)p : TPM-——»Tf(p)N

es inyectiva y sea q€ M, entonces (df)q : Tqm-————v(df)q(TqM)

es un isomorfismo y como f : M —— N es diferenciable, por
Teorema 1.1, existe Uq vecindad abierta de g en M tal que
T & U -—m—+f(Uq) es un difeomorfismo sobre el conjunto a-

Q
bierto f(Uq) de N, Pero f(Uq) es una subvariedad de N pues
es un conjunto abierto en N, Luego T : Uq—~——rf(Uq) es
una Inmersién Difeomérfica y por tanto f es una Inmersién,

DEFINICION 1,12 Sean M y N variedades diferenciables y

f : M—— N una funcién diferenciable, f se
dice que es una SUBMERSION si y s6lo si Vp € 1,
(df)p 5 TpM————-Tf(p)N es suryectiva.

COROLARIO 1,15 Sean M y N variedades diferenciables,

f : M——— N una funcién diferenciable, p€&€M
\ Ql""’*n un sistema de coordenadas en una
vecindad de f(p). Si f es una Inmersién, en-
tonces un subconjunto del conjunto{?iUf/lsisn}
forma un sistema de coordenadasS en una vecin-
dad abierta de p.

Demostracién: LEs inmediato, aplicando la proposicién 1.1l

y el ecorolario 1.7 .

COROLARIO 1.14 Sean M y N variedades diferenciables,

.

f:H » N una funcién diferenciable, pe M




y ?l,...,Qn un sistema de coordenadas en una
vecindad de f(p). 3i f es una Submersién, en-
tonces las funciones %1ﬂf,...,?n0f forman
parte de un sistema de coordenadas en una ve=
cindad abierta de p.

Demostracidn: Es inmediato aplicando la definicidn 1,12 y

el corolario 1.5 .

DEFINICION 1,15 Sean M y N variedades diferenciables y

f : M——= N una funcién diferenciable, en-
tonces:

(a) Un punto pe M se dice que es un PUNTO RE-
GULAR si y sélo si (df)p 5 ’I‘pM —-—m-—»q'f(p)w
es suryectiva,

(b) Un punto g€ N se dice que es un VALOR RE-
GULAR de f si y sélo si para cada pe f'l(q),
P es un punto regular,

OBSERVACION 1.16 S8i g&€N es tal que f_l(Q) = ¢> , enton-

ces g es un valor regular de f, pues si suponemos Qque g no
es valor regular de f, entonces existe p € f'l(q) tal que
(df)p no es suryectivaj pero entonces pe ¢> s 1o cual es
una contradiccidn.,

COROLARIO 1.17 Sean M y N variedades diferenciables y

f + M—— N una funcién diferenciable, enton-
ces;

(a) £ es una Submersién si y sélo si\fpe,M,
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p es un punto regular,
(b) f es una Submersién si y sélo si, ché.N,
g es un valor regular de f.

Demostracidn: (a) Se deduce inmediatamente de las defini-

clones l.l2 ¥V l.15.
(b) Se deduce de Corolario 1.17(a) y de la definicién 1,15(b).

TEOREMA 1,18 ( Construccién de Subvariedades).

Sean M y I variedades diferenciables de dimen-
siones n+k y n respectivamente y f ¢t M—— N
una funcidn diferenciable., Si g€ N es un valor
regular de f, con 71(q) # ¢ , entonces f'l(q)
es una JSubvariedad diferenciable de M, de Codi-
mensién n.

Demostracidn: Sea g& N un valor regular de f y pe€ f'l(q),

entonces p es un punto regular y por tanto, (df)p: TpM-*Tf(p)N
rg((af),)

=n en una vecindad de p.

i

es suryectiva; luego rgpf

Por el Teorema 1.9, existen (U,9) y (V,Y) cartas locales
alrededor de p y q respectivamente tales que:
\.{Jofnq’.‘: ¢ (U)c pitk Y(V)e R® es una

funcién diferenciable tal gque kf(xl,...,xh,xn+l,...,xn+k)etP(U)

(¥°faLP)(xl,...,xn+k) = (Xl,...,xn), donde ¥ y Y son

mn+k

escogidas de tal manera que ¥ (p) = (0,...,0)€ y

Y(q) = (0,e00,0) € R™. Sea f =¥°fs ¢ , entonces
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“10) = (¥e£<¢)"1(0)
(ge£~2¢")(0)
$(£~1(a))

He
i

1l

y ademds:

~ n
f 1(0) -~ {_(Xl,-..,xn,xn+1,...,Xn+k) = foRn-tk/f(x) = D}

= {(Xl,-..,xn+k)ﬁ fﬂn+k/ (xl,...,xn) = (o’...’o)}

{(0’_,,,0,Xn+1,.-.,xn+k)j

I

=0 x RS
= RF,
De a11f que  (~H(a) N U) = ¢ (£71(a))N%(V)
=T Hoyngw)
= REN P).

Luego f'l(q) es una Subvariedad diferenciable de dimen-
sién k y as{, Codim(f"l(q)) = n+k=kK
= 1.

EJEMPLO 1.11 ( VARIEDAD DE STIEFEL)

Consideremos el producto interno usual en Rn, entdnces
un k-MARCO ORTONORMAL de R™ es una coleccidn ordenada de
3 i i L
k vectores de R", (xl,...,xk) tal que <xl,x%> = Oij :
. : (s k nk ol )
Vi, 3 = 1,000,k . Sea Ve ={(4c R 8 o ,x‘j).—_-gi'j

Vi,j = 1,...,k} . Para igj definimos las funciones

=vVeces . .
k < i Q} #
X" X580 1]
V (Xl..n.'xk)e Rnx--.x Rn, fij(xl,.-.'xk) = ’

e 1) -1 s1a=g
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quedan definidas as{ Mg—ﬂl funciones diferenciables de

valor real, Sea f : Rnx...x ;o KHi...x R definida
k-veces k(k+1) —
2

por \d(xl,...,xk)ﬁ R%x...x RP, f(xl,...,xk) = (fij(xl,...,xk))isj.
Entonces f es una funcién diferenciable y
£71(0) = { (xl,...,xk)e R"x...x R%/ f(xl,...,xk) = (o,...,o)}
={ (hyeee s x)e B0 ax BY/(2,5(x)) 5 = (0,000,0)}
(xl’...,xk)e‘ R%%...x ﬁn/fij(x) = (0500050) 1$’i,jék}

{
{ .
(e B, ¢ RY (XTxP = 0 s1 145
{(x perenX e al t,xd) -1 = 0 st i=j}
i

(x'.!',....:':k)E R™X, . 0x R™/ (xi,x'j)-:Sij 1£i,,j$k}

= Vn,k _ _
Sea entonces x€V , X = (xl ...,xk)ﬁ ROK y xt = (xl....,xi)
n,k ’ 1 n’?

i=1,0eey,k ; la matriz Jacobiana de f en xG.Vn k S
L]

b i m ’ ;u o EFL
%r/x. %xg—i:xugféé'%/x 2xh/e
¥.a s ' g . Ofin @ e _._d_é'_E.
h ?Tff/x ":_;!/,‘%—:/x S, el
J(f ) - . . 2 ";cl‘ -a’gl
’ e T S N S 53,

q,
c e ™=

'Q'F-q‘ L _'35&-./ .'ag--u-/_ .. ;;&‘.«/, - QE:-:/‘ .. 'ast.\/
"axl./l ox'alx 2 lw % oxN /x LV

la cual es una matriz de l—{—(}?f;ll filas y nk columnas, Es=
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cribamos ahora esta matrf{z en una forma mds sencilla, don-
de la raya "——" indica que esos elementos no son cero en
determinada fila y "<>o" indica ceros en la fila en que se

encuentra; asi tenemos:

|
E
5 — D © s
£ 1 : <> | &2
2 —-'Q|__l |
13 | |
- I » i I !
. 2 | } ! ‘
I
i | O | . | ——
1k | 3
: I ' l
i |
) | r | |
£ — o C:)i-" S
kk e LY D '3
|
axt | 2x? ... OxK
La matriz J(fx) tiene entonces 5£Eill filas linealmen-
2
te independientes, de allf que rg,f = rg((df)x) _ k(k+1) :
2

es decir (df). : T ARPx...x RP——» T Rx...x R es suryec-
i e f£(x)

tiva; luego Y xeV , (df)_ es suryectiva, esto es, V
n,k n,k

X

es un conjunto de puntos regulares y como V_ , = f'l{O),
?

0 es un valor regular de f; por Teorema 1.18, Vn | ©S una
y

subvariedad diferenciable de an,..x R™ de codimensién

k(k+1) . V., se llama VARIEDAD de STIEFEL,
2



CAPITULO 2
SISTEMAS DINAMICOS
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En este Capftulo se definen los conceptos de Curva Inte-
gral, Flujo Global, Flujo Local y Orbita. Seguidamente se
demuestra el importante Teorema de Existencia de Flujo Glo-
bal y se caracterizan lasLineas de Flujo.

DEFINICION 2.1 Sea M una variedad diferenciable y X : M—= TM

un campo vectorial diferenciable, Una Curva di-
ferenciable K;(-€,€) ——=M es una CURVA IN=-

TEGRAL de X , si Ys& (~€,€),

d .
(dd)s( gt/s) = X(=i(s)), donde*a—t SETSIR
es una base,

DEFINICION 2.2 Sea M una variedad diferenciable, Una apli-

cacidn diferenciable QD: R xM—-—M se 1lla-
ma SISTEMA DINAMICO o FLUJO GLOBAL en M, si
Vt,se R, Ype M se tiene que

(a) $(o,p) =1

(b) $(t,P(s,p)) = P(t+s,p)

Observacidn 2.3 Fijemos t€R y consideremos la aplicacidn

Cf’t: M-——> M definida porVpeM, <.'I‘Dt(p) = P(t,p); entonces
para cada t€R, CIDt es una funcidén diferenciable y podemos
pensar en la familia de aplicaciones diferenciables{@titaﬁ

de pardmetro real. Ademds como

$_(p)

$(o0,p)

= B

IdM(p) » VpeM

1
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y Py, () = P(t+s,p)
=H(t,8(s,p))
= &(t, %, (p)
=®. &, (p))
= (¢.°® )(p) Yt,seR yYpem,
Luego (a) y (b) de la definicién 2,2 quedarian
(a") &,
(b')@t-rs =P &

t s
PROPOSICION 2.4. La familia de funcicnes diferenciables de

parametro real{@t} tc g €5 una fawmilia de di-
feomorfismos,

Demostracidn: En efecto, VteER,
ét -t %
y &0 =8

cién y para cada t€ R, (t?t)"l -_~c§_t es una funcidén diferen-

; asfi @t es una biyec-

ciable, de alli que {Cﬁtfte g ©5 una familia de difeomorfis-

mos.,

PROFOSICION 2.5  Sean M una variedad diferenciable y

$: R x M— M una funcidén diferenciable;

des un flujo Global en M si y sélo si la
funcidn Y: R —— Dif(M) definida porYte R
Y(t) :@t es un homomorfismo del grupo abe-
liano (R,+) en el grupoc (Dif(M),0) de los

difeomorfismos de M en M,
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Demostracidn: Supongamos gue ® es un flujo Global en M y

sean ty,t,€ R, entonces ur’(’(:l-i-tz) = qjtl-rtz

=Ci>tl oy,
= U.)(tl)o Y (tz) , luego
Wes un homomorfismo de (R,+) en (Dif(11),o0).
Rec{procamente, sea Y : R— Dif(M) definido por VteR,
Y(t) =<§9t un homomorfismo, definimos §: R x M—— I por

Y(t,p)E R x M, @(t,p) =¥ (t){p); entonces

$(0,p) =¥ (0)(p)
=P
vy Y(t,s)e R®,\Ypem, P(t+s,p) =¥ (t+s)(p)
=Y (t)o¥(s)(p)
= Y(t) ($(s,p))
=P (t,P(s,p)).

Como @ es una funcidn dii‘erenciable,@ es un flujo Global

en M,

Observacidn 2.4 Veamos un punto de vista diferente que

se obtiene considerando el flujo global <I>=IR X M— M como
una familia de curvas diferenciables de R en M, con paré-
metro en M, Fijemos p€ M y consideremos la aplicacién

Ofp ¢t R—= M definida porﬁp(t) =@(t,p), Vte R, Entonces
para cada p en M, c<p es una curva diferenciable y se ob-
tiene la familia de curvas diferenciables{olp}pem de pa=-

rdmetro en M, llamadas CURVAS DIFERENCIABLES del FLUJO @.
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DEFINICION 2.5 Sean Cb t R X M——M un flujo Global y

p&€ M, La curva diferenciable 0<p i R——— M
definida por & (t) =P(t,p), Yte R, se 1llama
LINEA de FLUJO yo{p(LR) se llama ORBITA en M

que pasa por p.

Observacién 2.6 El hecho de que CXP(R) se llama Orbita en
M que pasa por p se Justifica porque
e (0) = $(0,p)
= b
PROFPOSICION 2.7 Sean M una variedad diferenciable y

<:i:>: R x M—— M un flujo Global, entances
por cada punto de M pasa una Unica Orbita.

Demostracién: En M consideremos la relacidén binaria "~ ",

definida por Vp,qe M, pr~g siy sélo siJte R tal que p :‘ﬁt(q).
"~" es una relacién de equivalencia en M:
$(0,p)

= P

(a) "~o" es Reflexiva pues {0E€ R tal que @O(p)

es decir pesp.
(b) "~" es Simétrica pues
p~g siy sélo si Jte R tal que p =<f_’t(Q)
si y s6lo sid=-teR tal que Clr_ft(p) =ﬁ%(q)
=g
si y sélo si grvp,
(c) "ot es Transitiva pues p~q Yy g~h implican que exis-

ten t,s€R tales que p -—-‘f’t(q) vy a :@S(h), luego existen
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t,5€ R tales que p :!’-P_t(flﬁs(h)), entonces existe t+3€ R

tal que p :C-iD (h); de donde p~h,

t+s
Sea ahora [p] la clase de equivalencia de p, entonces

[p] ={aeM/ p~a}

= {qeM/ q~p}
{aeM/ JteRr, g =‘I’t(p)}
{aem/Jter, q =K (t)}

%E’R O(p(t)

il

]

zC{pGR), de donde se tiene la
unicidad.

DEFINICION 2,8 Sean M una variedad diferenciable y U un

subconjunto abierto de M; una aplicacidn dife=-
renciable C@: (~€,&) x U—>M se llama un

FLUJO LOCAL en M, si Vt,se(-€,€) y Ypeu

se tiene que:

(a)®(0,p) = p

(b)CI)(t,de(s,p)) =C§(t+s,p) siempre que t+s € (=€,€),

Observacidén 2.9 Fijemos peU y consideremos la aplicacién

D<p : (-€,€) —— M definida por dp(t) = é(t,p), Vte (-¢,e),
Entonces para cada pGU,D(p es una curva diferenciable y

se obtiene la familia de curvas dlferen01ab1es{cxp}péiu de
pardmetro en U, llamadas Curvas diferenciables del Flujo
Local@.

DEFINICION 2,10 Sean M una variedad diferenciable, pe U y

P: (-¢,E) xU

M un flujo Local. La cur-
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va diferenciable r.x’p : (-€,£) —> M definida
por cxP(t) =d(t,p), Vte (-€,6) se 1lama LI~
NEA DE FLUJO LOCAL yD‘-p((-E,E)) se llama OR=-
BITA MAXIMAL en M Qque pasa por p.

TEOREMA 2.11 ( De existencia de Flujo Local ).

Sean M una variedad diferenciable, X : M——=THM
un campo vectorial diferenciable y p€M fijo. En-
tonces existen una vecindad abierta Up de p en M,
€70 y una tnica funcidn diferenciable

P (-E,G)xUp—————; M tal gque

(a)V qe Up, la curva diferenciable dq : (=€,£)—M
definida por Oﬂq(t) = P(t,q), YVt € (-€,€) es curva
Integral de X con 0<q(0) = q y tal que otra curva
Integral en M cuyo dominio contiene O€R, coin-
cide en la interseccidén de los dominios con D(q'
(b) Las aplicaciones diferenciables fi?t 3 Up“-“*IVI
definidas para cada tC (-€,€) por (I)t(q) =(P(t,q)

\jqe UP verifican:

(bl)@t-i-s =§9t O@S eanJ's'l(Up), donde t,s,t+se(-€,E).
(b,) P_y :('i)t—l en C_i{t(Up)f"l Up para cada te(-€,€).

Demostracidn: Sea (U,{) una carta local alrededor de p, ¢

con funciones coordenadas ¥;,...,P . Como X€ c°(M,TM), en-

tonces X/U € C7(U,TU); luego existen a, € C(U,R), 1 = 1,.0.,n

tales que X =Tai,—§—;;' 5 Por otro lado, ¥Y(U)c R” es abierto

e
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y $(p) = xO(«;LP(U) . Definimos |, : Y (U) —— TR" por \V/xe‘?(U)
Mix) = (d‘P)L@'(x) 0 X‘-‘étx) donde (d‘P)‘ﬁ{(x) : Tq']‘(x)M _»Txﬁn
entonces u'i"[,i%.(l‘w(t{r’(U), l'1), de allf gque ex1sten~'fl, ¢ C(Q(U) R,

J=121,...,n tal que Y| EJB‘

ey
el TN
r‘ﬁaﬂ
/
g
& ) (.d“?)q» u]

TR

([
. s
{%J)\

Por Teorema de existencia de Flujo Local en !Rn, existe
un conjunto abierto U < ©(U) con X,€ Us,€70 y una aplica-
cién diferenciable Y : (-€,€) x Uo—-—r‘P(U) tal que para
cada XG.UO, \P/(-E,E)x{xies una solucidén del sistema de e-
cuaciones 9%i/dt = (£;(t),...,f (t)), 1¢i¢n , sujeto a la
condicidn inicial fi(O) = x;; esto es, si K : (-€,€) — P(U)

es definida por & _(t) =Y¥(t,x), entonces V 1<i¢n se tiene
A) d . |
(B) & (00 ) (£) =0, (7105 (£),.00,T 0% (1)), V€ (~€,€)

(B) (0% )(0) =T1, (x).
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Ademésn(x es la Unica funcién de (~€,€) en Y(U) que sa-
tisface (A) y (B).
Y es un FLUJO LOCAL en R™.

En efecto, Y: (-&,6) x UO—-—»‘?(U) es diferenciable y
ademds si x = (xl,...,xn)E U,» entonces

P(0,x) = (;04(0,x),...,7,0¥(0,x))

(T\lomx(o),...,ﬁno“x(()))
() (%) 0 eay (%))
(X150000%,)

= X.

[

1l

n

]

Ahora, para t = 0 , ¥(0,¥(s,x)) = ¥Y(s,x); por la unicidad
de la solucidn, Y (t,Y(s,x)) = Y(t+s,x) ; VYt,s,t+s € (~€,€)
y xEU_; luego Y, : UO—_r“th(UO) definida por LPt(x) =Y (t,x)
es un difeomorfismo para cada t €(=€,€),
Sea Up =‘-P"1(Uo), entonces Up es una vecindad abierta de
p en M, Definimos {Dt =tp'lo o s U~ M, entonces $
es una funcién diferenciable para cada t€ (-€,€), Sea aho-
ra $: (-€,€) x U,— M la funcién definida por
&(t,q) =<§t(q), Vte (-€,€) .quUp, & re-
sulta una funcidn diferenciable y ademds si t,s,t+s €(~€,€)
Ef)'t+s = G‘;l 0\v‘lus o §
='-?'1 o“k’t ov, o9
-—-LP']' CR ok?okP-l of o
= cﬁt o@s en @;I(Up);
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¥y para cada te (-€,¢c),
-1 -} -1
P =@ oveo®)

-1 -1

=P Okft o
. R

=(? O\P_t O&P

= cf)_t en Ci)t(Up)ﬂ Up.

Probaremos que o(q: (-€,€) —— M definida por qu(t) = ti)(t,q),

Vté (-€4€) es la Unica curva Integral de X con d-q(o) = Qs

Supongamos gque

q €8 una curva integral de X, entonces

D‘q(O) = CI)(O!Q)
= q ; es decir, de ser curva
Integral, pasa por q. Veamos que es una curva Integral:

Como para cada i = 1l,.se, N
d ; d
— (F1 0% (0 | = (7 0 $(0,0)
d
= =(9; o dy(a))

)
ﬁ-—(‘?i 0 @™ oY, o ¥(a)

I

o 1 .
at (0o~ oW _ o P(q))

d ;. ‘
S 0%, (H(@))

[}

da ,-

Si Y(q) = x' = (xi,....xli), entonces

(P30 4g(0)) = M (TF 00, 1(0),..0, 0% *(0))
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= (T (o J e s o7, o )
=9 (%, e yx2)
=1, (v(q))
= Ti 0" (9(a))
Como “M,(¥(q)) = (dup)q o) xq, se tiene que
a(9(a)) = (ap) (Ya (2) B /g
S’a (q)cdcp) (/P

L—

oLy,
zﬁ (Q) e qar\J /$(q)

)

ziiai(q)iﬁinﬂ?(Q)

L=

de allf que T% ("((¥(a))) = a,(a), Vi=1,...,n ; de donde

‘;‘(?ioﬂq) =a; , Vi=1,...,n; asf
‘Nq es una curva Integral de X,

Ademds, dos de estas curvas Integrales coinciden en la
interseccidén de sus dominios de definicidn, pues el conjun-
to de las t para la que ambas soluciones coinclden es, por
razones de continuidad, cerrado; pero también es abierto.
As{ queda definida en la unidn de todos los intervalos de
definicidn de las curvas Integrales gque cumplen O<1q(0) = i,
una curva Integral Maximal univocamente determinada. Final-

mente, la unicidad de ¢ se sigue de la unicidad local de Y.

TEOREMA 2.12 Sean M una variedad diferenciable y X : M—TM

un campo vectorial diferenciable de soporte com-



pacto. Entonces existe un Unico flujo Global
determinado por X.

Demostracidn: Sea U un subconjunto abierto de M tal que U

es compacto y Sop(X) = U, Sea pe U, entonces por el teore-
ma 2,11, existen Up vecindad abierta de p en M, €p> 0y u-
na Unica funcidn diferenciable Ci)p 3 (-€p,€p) X Up——‘r—'r M
tal que se verifican (a) y (b) del teorema antes citado.

Luego {Up} peﬁ es un cubrimiento abierto de U que es com=-
pacto; entonces existe un subcubrimiento abiertoc finito de

A4 /
{Up]]pi:U’ digamos 1Upi} - que cubre a U.

y Yte(-¢,e), definamos
pi ;1

a si ge M\CJU
L= pl

Sea ahora € = min {&_}
1<i¢k Pi

(tya) si ae U]
t H

M—— M por YqeM, C@t(q) =

Resulta entonces que para cada tér(-E,E),i]?t estd bien
=

definida, es Unica y diferenciable; ademds si qetJ I.Jp ,
L=

i
Pola) =&, (0,a)

= g
y si qu\L';! Up , ‘:IDO(q) = q ; es decir VaeM,
= i
Sea ahora R x M ——» M definida por Y (t,q)€R x M,
C]?(t,q) = Cpt(q), donde para un entero positive n lo su-
ficientemente grande de tal manera que t/n € (-¢,¢), c@t

es dada por (‘Pt = 2/1,1.



@D estd bien definida pues si m es otro entero positivo
lo suficientemente grande tal que t/m € (-€,£), entonces
(LPt/m)m = ((‘i’t/mn)n)m
(C}t/mn)nm
= @y /)™
= (g fp)™"
= (“Pt/n)n-

1l

Ademds q) es una funcidn diferenciable tal que Y q'eM
$(0,a) =P (a)

Idy,(q)

= Q.

Probaremos ahora que Yt,se¢ R, c]_)t oc{vs =q>t+s‘

Sean gq¢ M, t,se R y n un entero positivo lo suficiente-
mente grande tal que (t+s)/n € (~€,€), entonces:
Si qe M\é.}' Upi, d, o (q) = 2/1‘1 oc{ag/n(q)
=(fy jp0- -0y /) 0 (@s/no..fﬁbs/n)
n veces n veces

= q
:QJ(t-rs)/no"'oqj(t«rs)/n(q)
| @) 3 2t 51
qeM\UU_ , &, oF (a) =P, ().

L= pi

Supongamos que qe\_.:\Up , entonces
vEA l
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‘i)t o ¢’5(Q) *q-?lé/n O@E/n(Q)
=@t/n o...off{t/n)o(@s/n s wall S/'n)(q)

n veces I veces

Como VY v,we(-¢,£) & =4’pi((v+w).®

V+W
= ‘bpi(v’ ‘pi (va))

=%, 0®,(a) ,YaeLlu, , se

p; '
tiene que  $y oby(a) = @y, .4 /)o@ n 4.l v s/m) (D
=Bt 4, .. & Sa)ilaln w, o + afe)D
=P(t/n + s/m)ee.os(t/n + 5/n)(D
=P(tes)/n +...+(t+s)/nD
:cﬁ(t+s)/n°'"°§?t+s)/n(Q)
= B(tes)/n (D
=P, (a).
Luego Y qeg_fupi, P, 0P (a) =P, (a). AstVaeH
¢, od, (@) =P, (a),

es decir P, 0P, =Py . . oo 10 tanto P es

un flujo Global en M determinado por el campo Vectorial X,

COROLARIO 2.13 Sean M una variedad diferenciable Compacta

y X : M—TM un campo vectorial diferenciable

no trivial., Entonces existe un uUnicoe flujo Glo-

bal en M determinado por X,
UNIVERSIDAD DE PANAMA

BIBLIOTECA
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Demostracidn: Como M es una variedad diferenciable Compac-

tay X : M—> M es no trivial, el soporte del campo vecto-
rial es compacto; por el teorema 2,12, existe un nico flu-
jo Global en M determinado por X,

PROPOSICION 2.14 Sean M una variedad diferenciable, p€ M

yfxp ¢t R—» M una lfnea del flujo Global
$P: R x M—>M. Entonces o(p es

(a) una Inmersidn inyectiva, o bien

(b) una Inmersidén periddica. En (b) se dan
los casos:

(bl) O(p es una inmersién y 1s3>0 tal

queO(p(t-{-s) :D(p(‘t), \?/'tﬁ R; o bien
(bz) 5 €s constante, es decir,cXp(t) = P

Y teR,

Demostracién: Probaremos primero que ‘dtoa R , d@t (&p(o)) =‘ip(t01
o

En efecto, sea £€ C% (M,R), entonces

43y (X5(0))(£) =% (0) (£, )

o

QFL

T (fo @to(cxp(o)))

= = (7 0%y (@)

o (Bl (£))))

:é&p(to)(f); luego

ad, (X (0)) =& ()
o



Como <f>t es un difeomorfismo para cada tOE IR, entonces
o

L-‘ . v i -
(d ?to)p TpM-—————»T{Dt (p)l es un isomor

o

fismo, Luego si é(p(O) # 0, se tiene que

ad, (% (0)) =& ()
o

£ 0, \;/toe R, es decir,

0<p es una inmersién. Pero si ':.xp(O) = 0, entonces

It

ad, (& (0)) =& (t,)
(@)

= 0, Vt0€ R, es decir

en este caso, D(p es constante y 0<p(t0) = P Vtoe R.

Supongamos entonces Qque D(p es una inmersién no inyecti=-

va, es decir, O‘p es una inmersidn y existen tl,t €R, es-

-

Il

cogidos tal que t;<t,y O-Cp('tl) O<p(t2), entonces

I

élﬁtl(p) C]::’tg(p)

luego Y te R, CPt_tl(éP tl(p)) = <P Bty (‘lbta(p))

a8ly @t(P) = (?.t_l,(tz_tl)(p)t
es decir, OCP(t) z(){p(t+(t2't1)); hacien-
do s = ty=t;> 0, resulta C(p(t) = O"\p(tvfs),\ft&lﬁ; luego

se ,cumple (bl).
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CAPITULO 3
CONSTRUCCION DE UNA VARIEDAD DIFERENCIABLE
COMPACTA DE DIMENSION &4



o4

En este Capftulo construiremos una variedad diferencia=-
ble Compacta de dimensidén 4, utilizando una funcidn dife-
renciable de R7 en.ﬁj, de tal manera que el cero de Rs sea
un valor regular de ésta,

DEFINICION 3,1 Definimos el octdgono D que se muestra a

continuacidén por:

[ = {(x.Y)E¢R2/‘;2£x42, -2¢y<2, ~3<x+y<3, -35x-y<3]

Qg Gs
Q4

y una funcidn W: e i por, Y(x,y)e RZ
W(x,y) = (=x2) (4=y2) (9= (x+¥) %) (9-(x~y)?) ;
Y as{ definida resulta una funcidn diferen-

ciable.,

PROPCSICION 3.2 Sean D y Y como en la definicidén 3.1, en-

tonces:

(a) Y70 en D

(b) S5i I es cualguier intervalo en el plano
con un extremo en el origen y el otro extre=-
mo en la frontera de D e I es parametrizado
linealmente, %VI tiene derivada no nula, ex-

cepto posiblemente en los extremos.
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(c) d¥ # 0 en D{(0,0)}
(d) Si 0<r <1296, \y'l(r)ﬂ D es una curva
simple cerrada.

Demostracién:

(a) Sea (x,y)E€ 5, entonces ~2<{x<2, =2{y<2, =3<x+y<3, =3<{x-y{(3,
asf, 4-X2>0. 4”Y2> o, 9-(K+Y)27O y 9-—(x—y)2>0, luego

WY(x,y) = (4=x?) (b=y2) (9=(x+y)?) (9= (x-y)?) > 0, de don-
de Y >0 en D.

(b) Sea [": [O,l]*—*lﬁz

definida por, para cada (x,y)€ Fr(D)
fijo, ['(t) = (tx,ty), Vte [0,1]. Denotemos para cada (x,y)

en la frontera de D, I(x y) = " ( I:O,l] ), entonces I(x v)
r »

es parametrizado linealmente; as{ ‘V/I(X V) =¥Yo: [O,l]—~+ R
r

es dado por Yte [0,1]
(Yol )(t) = (4=(8x)%) (4=(ty)®) (9 (txrty)?) (9-(2x-ty) ?),
luego (Yo ') (t) = =2t(x-y)?(4=x"t%) (4-y°t?) (9~ (x+y) *t?)
-2t (xc+y) Z (4=x7t7) (h=y®t?) (9= (x=y) *t?)
~2ty? (4-x%t2) (9= (x+y) 2¢2) (9~ (x-y) 2t2)
~2tx? (b=y2t%) (9= (x+¥) ?12) (9- (x-y) %),
donde YV o <t <1 nos quedan al menos tres términos negati-
vos, como son los casos Xx = ¥y o x = -y; luego (Yo[')'(t)<0
Vte (0,1), es decir \P/I(x,y) tiene derivada no nula, ex-
cepto posiblemente en los extremos,
(c) Puesto que V (x,y)¢ 5\{(0,0)},&*}’(3{,3{) =-@M)dx + i-_(aw—)dy;

DA y
por (b), dY(x,y) # 0; asf d¥# O en D{(0,0)}



(d) Sea 0<r < 1296, entonces

Y r)n D = { (x,y)€ D\{(0,0)}/ ¥ (x,¥) = r}.
Como dY¥ # O en D N\ {(0,0)}, entonces r es un valor regular
de ¥ y \P_l(r)ﬂ D# ¢ , por teorema 1,18 qJ—l(r)fW D es
una subvariedad diferenciable de dimensién 1; es decir una

curva; como (L{)/f(X y))'<,0, Y es estrictamente decrecien-
?

S a
te en I(x asi %J es inyectiva en I(x V) y por lo tanto
¥

)
WJ'I(P)F\D es una curva simple, Como adem&s $Y-L(r)ND es
compacta, ella es difeomorfa a la circunferencia; de all{f
W ~L(r)N D es una curva simple cerrada.

PROPOSICION 3.5 Sean A = D N {(x,y)€ R / Y(x,v)1} vy

H = {(Kanulpugrwlrwz)E lRE / (xr:V)E'A '

- S 3 g, .8 2
uj +u; = 4 - x° , W]+ W, = L - vy } .

8 I\

- 2 2
H * IRAxtRulew*

ﬁi es la proyec=-
c¢ién sobre el plano Rﬁ , entonces la proyeccidn
del conJjunto H scbre A tiene las siguientes pro-
piedades:

(a) La imagen inversa de un punto de Q, o Ug

bajo TV, es un cfrculo en el plano Hi.
(b) La imagen inversa de un punto de Q4 o Q8
bajo TKH es un cfrculo en el plano Ri.

(c) La imagen inversa de cualquier otro puato

; . 2 2
de A bajo TTH es un toro en Ru X Rw’

41
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Demostracidn:

(a) Sea (2,t)€ Q,, entonces -1< t <1, luego

2!
sl 6

{(x,y,ul.uz.wl.wz)ﬁiﬁ6/ (x,¥) = (2,t), -1<t<1]

S {(2,t,u1,u2,wl,w2)€ R6/ u% + ug =4 - (2)°
w% + wg =4 - tz}
= i(z,t,ul,ua,wl,wz)e-ﬂ6/ ui + Ug = 0,
w% + w% =4 - tzi
- {(2,t,0,0,w1,w2)€ RG/ wi + wg = 4 - t% -1$t$l}.

Para Qg se procede en forma anfiloga,

(b) Sea (t,2)€Q,, entonces =1<t<1l, luego

8
7‘ﬁl(t32) =i (XIY!ulauzrwliwa)e R6ATH(X:Yru1|u2rwlvw2) = (t,Z)}

= {(x,y,ul,ue,wi,w2)€1R6/ (X|Y) - (tlz)l ‘1gt$l}
= {(t,2,ul,u2,wl,w2)ﬁiR6/ u%+ u22 =4 - t2,

wf + wg L4 - (2)2}

]

6 2
= {(t,z,ul,uz,wl,wz)EIR / ui +u, = 4 - t2,
-
w1 + w2 =0 }
6 2 2 2 i
= { (£,2,uy,u,,0,0) € R°/ u + u3 = 4 - t5, -1<t<L}

Para QQ se procede en forma andloga.
(c) Sea (ty,t,)€4 tal aue (t;,t,) £ Q,U0Q,UQ,U0,, en-

tonces t; £Ef2 t, =1%2; luego:

24



Y —l ~ 6
I\H (tlatz) =i (XDYtulluziwllw?_)t‘ﬂ /HH(X!Y|ulru2aw11W2) &= (t.stz)}

= {(x,y,ul:U2aW1aW2)E‘R6/ (x,7) = (ty,%,)]

By 2 2 2
= {(tl,tz,ul,uz,wl,wz)EIR / uj + uy =4 -ty
2 & 2

Wy + W, = 4 - t2}

DEFINICION 3.4 Sea 53: A——=1IR la funcidn diferenciable

definida por V(x,y)e 4,

Plx,y) = (1-¥(x,¥)) (9= () ®) (9-(x-y)%)
tal que 22 = P(x,y). El efecto de esta ecua-
cidn es que a cada punto del conjunto HC1R6,
le corresponden dos puntos distintos en R7,
correspondientes a las dos soluciones de z,
excepto si Y(x,y) =1 o si (x,y)G.Qlu Q3U 05L3Q7,

donde obtenemos Wnicamente un punto en R7.

DEFINICION 3.5 Sea §= (x,y,ul,uz,wl,WZ,z)E RT, definimos

la funcién F : R’ R® por:
F(5) = (Fy(6),F,(5),F5(5)), donde
Fi(€) = uf + us - 4 + x°,
Fo(§) = wf + wg -4+ ¥y,
F5(§) = 22 - DB},

La funcidén F as{ definida resulta diferencia-
ble, pues sus funciones coordenadas Fl'FZ y

F:5 son diferenciables ya que son polinomiales,



PROPOSICION 3.6 Sean F : R/ — RO

A

como en la definicién

3.5 y M = F(8), donde 6 = (0,0,0)€ R°, en-

tonces la proyeccidn de R sobre las dos pri-

meras coordenadas aplica M sobre A; es decir,

”“—“?|R§ es

si 7":|R7
T\.(x:Y|ul|u2:W :Wztz)
ean7, entonces

Demostracidn: Sea

s = (x,y,ul,uz,wl

definida por,

= (xoY) ’ V (x!Y!ulsuzrwlrwzsz)

(M) = A,

,wz,z)E.M, entonces

F(§) = (0,0,0); es decir, Fy(§) = F,(§) = F5(§) = 0, de a-
111 que u% + ug -4 4 x2 = 0
2 2 -2

wy 4 W, = 4L + y© =0
22 '?(X:Y) =0

u% + ug = 4 = x2

luego w% + wg =4 - Y2

22 = P(x,y)

4 - x2 > 0 (A)

de donde se deduce Qque B Y2 >0 (B)

De (A),(B) y (C) se tiene que P(x,y)(4-x7)(4-y%) 30, es
decir, (1-9(x,y))(9-(x+y)?) (9-(x~y)?) (4=x°) (4-y®) > O, enton-

ces (1-¥(x,y)W(x,y)>» O. Supongamos

que 1-Y(x,y) <0 y¥(x,y)<0,

entonces se tendrfa que 1< Y(x,y) £0, esto es, 1£0, lo

cual es una contradiccidn; luego 1 -Y¥Y(x,y)> 0y Y(x,y)7»0,



de allf que O0gY¥W(x,y)<1 (D).
Por otro lado, es fécil verificar que Y(x,y) =Y (=-x,y)
ZLP(X'-Y)

= Y(=x,=-y)

y que Plx,y) = P(-x,y)
Z'P(xr“Y)

== P('Xa-Y) .

Supongamos que (x,y);./A, entonces por la aplicacidn de
las simetrfas, Xw—» «X ; Yao——>r =y , sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que x + y> 3, De (A) y (B) se
tiene que -2 ¢x €2, -2<y<£2; asi si x + y>3, se debe te-
ner que 1<x €2 y 1<y <2, es decir, -1<x - y<£1l., Se tie-
ne entonces que 9 - (x + y)2<0 y 9 - (x - y)2'>0; asf

(9-(x+y)?) (9-(x-y)®) <0 ().

Por (C), P(x,¥) = (1-¥(x,7)) (5=(x+y)?) (9-(x-y)?) > 05 y
como por (E), (9-(X+V)2)(9-(x—y)2)-’_0, se debe tener que
1 -Y(x,y)<0

de allf que Pix,¥v) 21 3

pero por (D), O0<W¥(x,y)<1l, resulta entonces que

Yix,y) =1 = (4-x2) (4=-y?) (9-(x+y)2)(9-(x-y)2) <0 , de don-

de 1 £0, lo cual es una contradiccién; de allf que (x,y)€A;

luego I\(M)C A,

&
70,

b= y°20, 9= (x+9)220, 9= (x=9)°30y 0<Wx,y) <1;

Supongamos ahora que (x,y)€ A, entonces: 4 - x

luego 1 -Y(x,y)» 0, de donde ¢(x,y) O, Luego existe

45



L6

€= (x,y, Vhax® , 0, \imy? , Vo(x,y) )€ R7 tal que

ch) (Fl(g),FQ(g>.F3(s))

I

= (0007 3
de allf que QE:M, es decir ACTi(M). Se tiene entonces que
™M) =
TiZOREMA 3,7 Sea P :IRT————*-LR3 como en la definicidn 3.5 ,

entonces 6 = (0,0,0) es un valor regular de F,

Demostracidn: Mostraremos que M = F"l(e) es un conjunto

de puntos regulares; es decir, que (dF% : TERT———*-TF(%)RB
es suryectiva para cada {&€ M. Jea % = (x,y,ul,uz,wl,wz,z)élm,
entonces la matriz Jacobiana de F en § es:

2u 0 Q 0

1 >
-Bi-?f— 0 0 0 0 22
x " oy

Ninguna de las dos primeras filas de la matrfz Jacobia-
na de F en S pueden ser ceros, puesto que si lo fueran,

entonces tendriamos: x = ul = u2 =0

3

y =Wy o= W,

0, pero como%ebh se
tiene que =4 = 0, lo cual es una contradiccidnjluego las
dos primeras filas de la matr{z Jacobiana de F eng son li-
nealmente independientes; de allf que el rango de esta ma-

4
tri{z es 2 o 3.

Afirmamos que si rg(dF% = 2, (9-(x+y)2)(9-(x-y)2) = 0,
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En efecto, supongamos que rg((dF%) = 2, entonces existen

Ay P ndmeros reales talgs que:

(- 2° ,-:25 ,0,0,0,0,2z) = %(2x,0,2u,2u,,0,0,0) +

»(0,2y,0,0,2w,,2w,,0)

= (2%x,2py, 20U, , 26U, 2pWq 4 2W,,0) .

™~
LU .
- T=mx = 2aX
- AP ,9) -
Y 2$y
20&111 = 0
Luego:
20“12 = 0 g (*)
2§w1 = )
Eﬁwz =0
2z =0

De (*), z = 0; es decir 22 = 0, de donde,
9(x,¥) = (1-9(x,¥)) (9-(x+¥) %) (9-(x-¥)?) = 0.

8% (9-(x+y)2)(9~(x~y)2) # 0, entonces 1 - Y(x,y) = 0, es
decir Y(x,y) = 1.

Como d(x,y) = (1-P(x,¥))d{(9=(x+y)?) (9= (x=y) )} +

(9-(x+7)?) (9=(x=y)%) (=a¥(x,¥)) vy $(x,¥) = 1,

entonces de(x,y) = -dv(x,y)(9-(x+y)2(9-(x—y)2). Como

Y(x,y) = 1> 0, por proposicién 3.2(a), (x,y)€ D; pero
por proposicidén 3.6, (x,y)& A; luego (x.y)e-ﬁ\\i(O.On; A=
hora, por proposicién 3.,2(c), d¥(x,y) # 0; asi dp(x,y) # O.
Ademds 1 =W (x,y) = (4=x7) (4=y%) (9-(e4y)?) (9-(x-y) %)



= (uf + uD) (5 + w3) (9= (xay)?) (9-(x-y)?) ;

de allf que u% + ug £ 0y y% + wg # 0. De (*) tenemos que

(O(u1=o
) Py = &
Sbwl:O

fw, =0,

es decir;ug(ui + ug) =0
; de allf que o« =§ = 0.
& _

]

ﬁz(wf § wé)

ony)_ QP(ry)

Nuevamente de (*) se tiene que 71 = Q3 pero en-
2% Dj

tonces tendriamos que d?(x,y) = 0, lo cual es una contra-
diccidn, Luego si rg((dF%) = 2, (9-(x+y)2)(9-(x—y)2) = Qg
Mostraremos ahora gque rg((dF%) = 3, Supongamos que
rg(dF% = 2, entonces por la afirmacidn anterior,
(9-(x+y)2)(9-(x—y)2) = 0 ; por la aplicacidén de
las simetrfas xw——X, Yw—sYy, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que X + y = 3 3 entonces
Yix,y) = (4-x2) (4=y?) (9= (x+y)?) (9=(x=y)?) = 0. Aho-
ra, dp(x,y) = (1-9(x,¥))d{(9-(x+y)°) (9-(x=y) %)}
~dp(x,y) (9= (x+y)?) (9-(x=y) %)
d{(9-(x+y) %) (9~(x=y)°)}, pues Y(x,y) = 0
(9= (x+y)?) (=2(x-y)dx+2(x-y)dy)
+ (9=(x=y) %) (=2(x+y)dx=2(x+y) dy)
(9-(x-y)®) (~6dx - 6dy)

Il

i
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~6(9=(x-y)?) (dx + dy)
6((x=y1°=9) (dx + dy).

h

It

Ahora, x-y £ 13 , pues sSi suponemos que X = Yy = 5 por e=-
jemplo, entonces como X + ¥ = 3, se tiene que 2x = 6, es
decir x = 3; asi y = 0 ; pero (B,O)EfA ; luego x = y # i}

y dp(x,y) # 0 ; asf 3%‘:*1: ’3%{;*7’: 6((x-y)°-9) # 0. Pero

entonces de (*) tenemos que:

oy
= S T 200 # 0

) : de allf que
__a_?(nd)_ ’
X£ 0y p# 0.
Nuevamente de (*) se obtiene que Up = U, = Wy = W, = 0.
Se debe tener entonces que | 4 = %% =0 x = ¥o
5 ; es decir ™ 7 " 3
4 - y==0 y = =2

(x,y)€ A,

1l

pero (32,i2)ﬁ5A, pues por la proposicidn 3.6, TKS)

I

Luego rg((dF%) 3, es decir ng es suryectiva para cada

Se M, esto es, M F'l(e) es un conjunto de puntos regula-

il

res y 6 = (0,0,0)€ RO es un valor regular de F; por el Teo-
rema 1,18, M es una subvariedad diferenciable de R7 de co-
dimensidn 3.

TEOREMA 3.8 ™ es una subvariedad diferenciable Compacta.

Demostracidn: Como F ﬁ7___,ﬁ3 es diferenciable, F es con-

tinua y 9 = (O,O,O)EIR3 es cerrado, luego M = F-I(G) es ce-
7

rrado en R',

Probaremos ahora que M es Acotado,



En efecto, sea %: (x,y,ul,uz,wl,w2,z)€M, entonces

5]_\/‘{3+y 2 v u? e vl e Wl e 2?

By * By 1 2
\/x +y2+l+-x +l+-y +§3(x,y)

H

151

8 + Q(X.y) :
Como por proposicidén 3.6, 7_\(%) = (x,y)e A, Yix,v)<1

y sSe tiene que:
0 < P(x,y) = (1=9(x,¥)) (9=(x#y) %) (9= (x=¥)°)
< (9-(x+9)%) (9-(x=y)?)
<81 ;
as{ [S]<&§§ : por tanto existe r =89 tal que
¢ €B(0, V89), con O = (0,0,0,0,0,0,0)¢ R”; de allf que
M es Acotado. Como M es un subconjunto Cerrado y Acotado

de IR7 = le

2 2 e i
A X iRu X LRW x R, M es compacto.



CAPITULO 4
CONSTRUCCION DE UN CAMPO VECTORIAL

DIFERENCIABLE



En este Capftulo se quiere construir un Campo Vectorial
diferenciable en ﬁ7, de tal manera que sobre la variedad
diferenciable Compacta M que construimos en el Capftulo an-
terior, el Flujo Global determinado por este Campo Vecto-
rial, nos de en M Orbitas difeomSrficas a la circunferencia.
Vamos a encontrar las ecuaciones del Campo Vectorial con
las propiedades requeridas. Para eso se van a encontrar los

valores de Xy Yylqgals,Wy,Wy ¥ 2 que se deben usar,

Como se quiere que el Campo Vectorial preserve 14s super-
ficies de nivel de W’ v 43=%¥§JE+~%¥-§ . Se consigue que

Y = 0, haciendo (x,y) proporcionales a (%g-r-%%d. Ade-

m&s se quiere que (x%,¥)= (0,0) cuando W = 0; asf{ definimos

< gy DY
(*) ® = o
y = —‘P%g? , entonces ¥ es cons-

tante sobre las Srbitas. Ahora, por la proposicidn 3.2 ,

(x,y) = (0,0) en M si y sélo si VY = 0; as{ las érbitas en

el plano Ri son curvas simples cerradas en A, excepto cuan-

do (P = Q,

Para encontrar el valor de z que se debe usar, como

B 2P = L 2P -
g™ = P(x,y), entonces 2zz = T # g =y Y -

Ademds de P(x,y) = (1 =P (x,y))(9-(x+y)?) (9-(x-y)?) se tie-

il

ne que 1n {(x,y)

(- ov y)+ —?(xgz%§:;§g+y)y

i

ol G = T 2
=2 ( =y )x+2(x-y)y
9~ (x=y)2

In(1-9(x,y)) + 1n(9-(x+y)?) + 1n(9-(x-y)?),
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entonces .
P - L dY =+ _ 1 B . Y.
N ol ’a)f y = S)(x,_g).[ 1-tP(x,y)( OX X oY y)

- 2(x+y)(&+y) - 2(x—y)(i-—3'f))
9= (x+y)2 9-(x-y)?
~ 1 Y YWY, DY D
= SJ(XDY) [ (- "‘"LP_\P“" il{)f—a%)

1-¢(x,y) ©°* oy 9y

- 2(x+y)

-2(x~y)
w2 DY DY
9-(X+y)2(q}37 Pod 9-(x-y)2(? af%a")]

P(x,y) | =2(x+y)Y QY .2¥) - 2(x=-y )y (ése,,‘g&_?)]
9-(x+y)? ©y o 9= (x-y)? .

2,y Y, (-0 (29 ‘a_tv_]
2 9(x,y) [(m S5 s 9-.(x-y)""( S5 Fa2d

]

Sea  O'(x,y) = (Q¥ -‘g% “‘*Y)“PZ R (Y-sz(%“iJ%“ﬁ-J (*%)3
9= (x+y) 9-(x-y)

0~ es una funcién polinomial con coeficientes enteros;
luego 2zz = 29(x,y)o(x,y); luego zz = z%0(x,y) ; asi
2 = zo(x,y) (**¥).

Vamos a definir ahora a Uy Y Use

1 planolR& y, consideremos el flujo dado por las ecua-

cio Uy -pu, \
. , dondep=pes la velo-
= = Py

cidad angular. Como ui + ug = B - X , Se tiene que
2 2
d(u1 + u2)

. L oW
= =2XX = =2X\4J=—- es decir
dt ¥ oy’



gue los radios de los circulos en el plano ﬁﬁ cambian con
el tiempo; de allf{ gque las ecuaciones:

uy = Kul - pu,
combinan ambas una vee

c
o
I

= puy + Ku2

locidad angular y una velocidad radial. Estas ecuaciones
dan origen en M a gque

2 b
d(us + ug) _ . .
1 2 = 2u1u1 + 2u2u2

dt

= 2(u1u1 + u2u2)

il

2(ul(Kul-pu2) + uz(pul+Ku2))

2 2
Z(Kul -Pu,u, + puju, + Kuj )

]

2 2
2K.(u1 + uZ)

¢ R
g =
€
o

I.e "

2K(4 - xz) = :+ as{ definimos

K(x,y) = -x oY (4=%2) (9= (x+y) 2 (9= (x=y)2). (%#%%)

=
Como queremos Que la £anién de velocidad angular p ten-

ga las siguientes propiedades:

(a) p(x,y) > 0 s1 0<y<2

(d) p(x,y) = p(-x,y) = -p(x,-y) ,

definimos p(x,y) = (9 + XZ - YE)Y (wxwrx) |

Asi, para 0<y <2, se tiene que O<y24 4, entonces

~4¢-y*<o0 ,

as{ x2=ty éx?‘—y2< %= .
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de alll que x2 + 5£9 + x2 - Y2 3

como x2 + 5> 0, se¢_ tiene que 9 + x2 - y2;>0;

y por hipétesis y> 0, luego p(x,y) = 9+x2-y2)y>>0.

Ahora, p(~x,y) = (9 + (~x)% = y2)y
= (9 + %2 = yz)y
= p(x,¥)
y -p(x,=y) = =(9 + x* = (-y)?) (-y)

= {8 & % = ¥ )y
= plx,¥) 3
p(x,y) = =-p(x,-y) , luego p

asf, p(=x,y)
cumnple las propiedades requeridas,
Vamos a definir ahora a Wy Y W,

En el plano Ri, consideremos el flujo dado por las ecua-

ciones ﬁl = =qu,
, donde q =G es la ve=-
¥g = g
y c 2 2 ;
locidad angular. Como Wy o+ w5 = 4 - y=, se tiene que
d(w§+w§) .
dt
= -2y(~-YZE)
= 2y(%)'a¢)), es decir que los

DA
radios de los circulos en el plano Rﬁ cambian con el tiem=-

po; de allf que las ecuaciones

Wl = Lwl - qw2

n

W, qwl + Lw2
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combinan ambas una velocidad angular y una velocidad radial,
Estas ecuaciones dan origen en M a que
d(wid—wg) . .
-—_—= 2wlw1 + 2WoW,
dat
= 2(wlwl + w2w2)
= 2(wl(Lwl-qw2) + wz(qwl+Lw2))
_ ¢ 2
= 2L(wl + w2)

2L(4 - y°) ;

]

asf 2L(4 = yg) = Zyk{)%;{i : de donde
(x#xnx) L(x,¥) = y -2 (4-x7) (9= (x+y) ) (9-(x-y)9).

Como se quiere que la funcién velocidad angular q tenga
las siguientes propiedades:
(d) a(x,y)> 0 si 0<x(2
(e) alx,y) = -a(-x,y) = a(x,-y)
(f) a=penx+y=3,
definimos q(x,y) = (9 = X it yz)x (#%=xx%%) + as{ para

0<x€2 , se tiene que 0<x°L4 , entonces b -x2Z 0 ;

asf y2 - 4<y® - xPey?,
2 2 2
de donde Oy™ + 5<% - x" + y°,
es decir 9 = xz + y2>0 y como por hipdtesis x>0,
se tiene gque q(x,y) = (9 - x° & y?')x>0 .
Ademés a(x,-y) = (9-x%+(-y)9)x
= (9-x2+y2)x

Q(XQY)

il
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y ~q(=x,¥) = =(9=(-x)%+y%) (~x)
= (9-x2+y2)x

= EL.¥) 3

It

de donde q(x,y) -q(=x,y) = Q(X.-Y)-
Por otro lado si suponemos que x + y = 3 y p(x,y) # a(x,y),

entonces, p(x,y) - a(x,y) # O,

luego (9+x2ny2)y - (9—x2+y2)x £ 0

entonces (9+x°=(3-x)°) (3=x) = (9-x"4(3-x))x # O

as{ (94x%=946x=x2) (3=x) = (9=x"+(2-x)°)x £ 0O

luego 6x(3-x) - 6x(3-x) £ 0

as{ 0 # 0, lo cual es una contradic-

cidn; luego q verifica (d), (e) y (f).
DEFINICION 4.1 Definimos el Campo Vectorial diferenciable

X 3 RT——m—MR7 por: para cada § = (x,y,ul,ug,wl,wz,z)

en R7,
X(§) = (Y2 = (¥5)5 + (Kup-puy) 2= + (pup+kuy) 2

+ (Lwl-qw2)7§hj+ (qw1+Lw2)‘§%a + zcﬁ(x,y)qu , don-

de K,p,L,q,0? fueron definidas anteriormente.

TEOREMA 4,2 Sea Sr. M, entonces x(%)e TM, es decir,
X/M : M ——— TM es un Campo Vectorial diferen-
ciable sobre M,

Demostracién: Sean § = (x,y,ul,uz,wl,wz,z)E;M y F la fun-

cidn de la Definicidn 3.5 ; por el Teorema 3.7, (dF)S es

suryectiva para cada £ € M, y como TSM = Ker((dF%}), basta



probar que (dF)S(X(s)) = 0. En efecto,

- &
-qJ%_;E
2x O 21.11 2u2 0 0 0 E’.u1 - Pu,
(dF)s(x(fa)) = 0 2y O 0 2w, 2w, 0 pu, + Ku,
-"%"; -%‘-’? 0 0 ©0 02z Lw, - aw,
qwy + sz
o

= (2x l\—'ajef-r 2u, (Ku, -pu,)+2u, (pu, +Ku,),
oy
-2y % + 2w, (Lw -qwz) + 2w2(qw1+Lw2),

U,fay %‘;\P%%+22 o)
= (0,0,0)
— 9 ;

luego X(S) € TM,

TEOREMA 4.5 Sea X : M—— TM el campo Vectorial diferencia-

ble del Teorema 4,2, entonces X(S) £0 \fse M,

Demostracidn: Sea § = (x,yul,uz,wl,wz,z)e M tal que X(§) =

es decir,
{y %).? (\P:‘%)aj 4 (Kul—pu?,_):E’—u-t +(pu, +Ku,,) %—2 + (Lwl-qwz) :;)-a;;r

(qw1+Lw2)§;E+ (ZO“)%%Tz (0,0,0.0,0,0,0).

D B ) D R )
Como { Yl >y e TR Yo v E)‘é}es base de TSM se tiene
que: x =Y %‘;— =0
=92t =o ()

o4
=
i
=
c
!
¥
=]
o
N
#
o
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u, = puy + Ku2 = 0
Wy = Lwl - qw, =0 (a)
1;'.:2. = 0

Por (A), 4, = ﬁl =0, asf{ O

I
Ce
o
=
=
]
c
, B
=
n

(pul+Ku2)u1 —(Kul—puz)u2

B~ 2
puy +Kulu2—Kulu2+pu2

il

I

2 2
p(ul + uz).

o
Si suponemos que uj + ug £ 0, entonces p(x,y) = 0, de don-

de (9 + x2 - y2)y = 0; luego y = 0, pues si 9 + x2 - y2 = 0,
entonces x2 = Y2 - 950, de allf que y»3 6 y<=-3; pero en-

tonces (x,iE)j{A. También de (A) se tiene que &2 = ﬁl = 0,
as{: Q&= Woly = Wy W,

(qwl+1.w2)wl - (Lwl—qwz)w2

It

2 2
qwl+1w1w2—Lw1w2+qw2

2 2
q(w1 + we).

Como w% + wg =4 - y2 vy vy = 0, se tiene que wi + wg £ O,

(9 - x2

1i

asf que q(x,y)

2 2

- yz)x = 0; entonces x = 0, pues
51 9 - x“ + y° = 0, se tiene que y2 =

= x° = 9%0, de allf
que x %3 & x{~3%; pero entonces (¥3,y)#Z A. En resumen, si

uf + ug £ 0, x=y =0, pero (0,0);{A, entonces se debe te-
ner que ui + ug = 0, pero entonces 4 =~ x2

x = £2; de allf que wi + wg = 0, es decir 4 = y2 = 0, esto

= 0, de allf que



es y =

De donde V§€ M, X(E) # O,

+

#

y asf (x,y) € .A, lo cual es una contradiccidn.

-«
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CAPITULO 5
ORBITAS DEL CAMPO VECTORIAL
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En este Capf{tulo se verifica que las 6rbitas del flujo
Global asociado al campo Vectorial X, construido en el Ca-
pitulo anterior sobre IQQJariedad Diferenciable Compacta
M son difeomorfas a una circunferencia y que la funcidn del

primer retorno de las mismas es no acotada(localmente,)

DEFINICION 5.1 Si una funcidén transforma un objeto tal

como una funcidn, una forma diferencial o un
campo vectorial a su negativo, decimos que el
objeto es Anti-invariante.

TEOREMA 5,2 Las funciones { , P , 0, F, definidas ante-

riormente y el Campo Vectorial X son invarian-

tes bajo rotaciones rigidas alrededor del ori-
&

ren en cualquiera de los planos Ri 0 R;.

o
Demostracidns Sea R :iRG-u—>Ri una rotacién rigida al-

rededor del origen en el plano RS, entonces R es definida
por V(ul,uz)elﬂi .
R(ul,uz) = (ulcoso(+ U,sene , -u,sene + uzcos«).

Para ver que WJ és invariante bajo R, basta que se pruebe
que si ceR, R(Y~1(c))cyi(c).

En efecto, supongamos que (x,y)EI{(qj_l(c)) y (x,y)%‘?'l(c),
entonces Eﬂ(ul,uz)eﬂPhl(c) tal que R(uj,u,) = (x,y) ¥y

Y(x,y) # c, luego‘P(ul,ug) = ¢ con X = U,Co8X+ u,senw,

y = =u;sen « + u,cosk y Y(x,y) # c; de allf que

q)(ulruz) # LP(X’Y) 3 es
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decir, Y(u,u,) # ‘-P(ulcqso(+u25eno<,-ulseno<+uzcoso(); pe-
ro si &€= 2N , se tiene-que LP(ul,ug) # ¥ (u,u,), lo cual

es una contradiccidén; as{ R(\P"l(c))c‘f"l(c); de all{ que
Y es invariante bajo R. La prueba de que P y o son inva-
riantes bajo R se hacen en forma andloga.

Sea F : IRf X R& % Rﬁ x R—— R’ , definida por

\;/ 5: (x,y,ul,uz,wl,wz,z)\?- 1R7,

F(S) = (ul+u2-l++x2 i g-ln-yz,zz- P(x,y)), enton-

2. .
R es dada por F(ul,uz) = u] + u; -4,

ces F/'R‘_Zl i Rﬁ

Luego F°R(u1,u2) = F(R(ulsuz))

F(ulcos X +u,Sen o ,=-u; sene +1,€08 0 )

2 2
(ulcosu +u25eno<) + (-ulsencw: +u20050() -4

uf(cosza +sens) + ug(senzo-{ +cos??x) -4

i

2 2
uy + us =4

i

i

F(ul,u2) , de allf{ que F es invariante

bajo rotaciones rigidas alrededor del origen en el plano lFﬁ.

‘I‘R?, el campo vectorial

. O 2 2 .
Seax.lﬂﬂx%xlﬁwxﬁ

definido por \;’ g: (x,y,ul,u2,wl,w2,z)€. R

_'Q._ 9 , .2 0 D 4 28
X(S) - 2y * u1 T u2302+ Wl‘bw. b wZawf 23z
entonces J{/IRIZ1 - Rﬁ-—————a-lﬂs es dada por

X(ul,uz) = (Ku; - pu,, pu; + Ku,), la cual es una
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transformacién lineal, Si denotamos por Vy la matriz aso-

ciada a X, tenemos ~rK i
Vy = , la cual es un mil-
P K

tiplo escalar de una rotacién rigida de }Ri alrededor del o-

rigen; luego basta probar que VX‘“H = RQV,(. En efecto,

cCoSX - seno K -p
ROVX =
send coso p K
Kcosox =pseno -pcosc{ = Kseno
Ksen™ + pcoso -psen™ + Kcoso
K -p cCoS ~3en«
o —
y VX R =
o) K seno COS X
Kcosa=psen ~Ksen -pcos«
= ’
pcosce + Ksene -psenc + Kcose

de donde VXOR = ReV,, es decir VX conmuta con la matriz de

rotacidn; luego X es invariante bajo rotaciones rigidas al-
rededor del arigen en el plano IRS Las demostracicnes pa=-
ra el plano er, son andlogas a las del plano lﬁﬁ.

TEOREMA 5.3 Sea T : R'——R’ 1la involucién definida por

VEE(X'Y9u1ru2:W1:W2)2)s T(%) = (‘xs-Yvuzvulvwszlvz)t
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luego uiz + uéz = ug +-u§ =4 - x2 =4 - x'2
wig + wéz = wg - wf =4 - y2 =4 - y'2
l2m2_ - = ] ' s [ BT
z'“ =2z = (x,y) = (~x',-y") = (x',y")

de donde se deduce que (x',y',ui,ué,wi,wé,z')é.M

de allf que T(M)C M, es decir que M es invariante bajo T.
Para ver que el campo vectorial X es invariante bajo T,

observemos que :

oY
[=ps

- — 2
%H;—GI\OT(X’Y’uI'uz'V{’Vi’Z) = kPt:aT‘-("'Xt"'y Uzt l’WZ' 1.2)

es Anti-invariante pues

ﬁ;;(-x,-y)

~2(4=y?) { (4=x°) (9= (x+7) ®) (= (x=7)) +
+ (9= (x=y)?) (= (x+y)) +

+ (9= (x+y) %) (9= (x-¥)?) (~x)}

Il

= - 2% (x,y).
En forma andloga se prueba que %;g es Anti-invariante; de a-
111 que %\i y '%f son Anti-invariantes.
Ademds 7%5}- es Anti-invariante pues
j%i oTYoTIx,y,ul,uz, l,wz,z) ;39 T(=X, =¥, Uy Uy 4 W, , W, ,2)
=§¥}(-x,-y)

= (1 = Y(-x,-y)) [(9-(x+y)?)
(~2(x-y)) + (9-(x-y)?)(- 2(x+y)ﬂ
+ (9 (x+7) %) (9=(x~¥) ) ( Xy=y)

= (x,y)

BQ

En forma andloga se prueba que es Anti-invariante; de a-



oy 29
TR y QY

o’ es invariante bajo T pues

11{ que

G OTNOT(X,¥,Uy yUs,WysWpy2) =

]

p es Anti-invariante pues

pDTTOT(X,Y,UI.UZ,Wl,WE,Z) =

q es Anti-invariante pues

Qo7T0T(x,y,u1,u2,w1,w2,z) =

K es invariante bajo T pues

KoTTbT(x,y,ul,u2,wl,w2,z) =

67

son Anti-invariantes,

G’ﬁ&(-x,-y,uz,ul,wz,wl,z)

OJ('X"'Y)
¢’ (x,y).

POTV (=X, =¥, U, Uq Vo y Wy 4 Z)
pl=x,=y)

(9 + («x)% = (-¥)®) (-y)
~(9 + x% - yO)y
~p(x,y).

qdﬁ(—x,-y,uz,ul,wz,wl,z)
a(=x,=~y)

(9 = (x)% + (~y)%)(=x)
-(9 - ¥% + ¥9)x

-C]_(X,Y),

Koﬁ(—x,—y,uz,ul,wz,wl,z)
K(-x,-y)
-xggt-x.—yﬂia-(-y)2)<9-(~x-y>2>
(9-(-x+Y)2ﬂ
xgg(x,y)ca-yz)(9-(x+y)2)
(9-(x-y)?)

K(x,y).
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L es invariante bajo T pues
LeTVeT(x,y,Uy yUy, Wy yWs,2) = LoTW{(=X, =y, U, Uy Wy, W,y ,2)
T = L(ex,-y)
=--yﬁ%¥(—X.—y)E4-(~X)2)
(9=(=x=y)2) (9= (~x+y) )]
= L(x,y)
Utilizando las demostraciones anteriores probaremos que X
es invariante bajo T,
En efecto,
XoT(X,¥,Uy ,Usy Wy yWsy2) = X(-x,-y,u 2,ul,wg, Wy,2)
=[ (-x,-y) B(-x, - ]2 -
(-2, -3)2%8(=x, -y)] 2,
[K(-x..-ymz - p<-x.-y)u1]%a+
ﬁ)(-x --y)u + K(=~x, -y)ul]-%’j+
L=, =y, = al=x,=y)w; | =2
E;l(-:c,-y)w2 + L("X"y)w1]?RE+
2 & (=x,-y)] 27
_{oya _ Q§934(Ku _puz)BU +(Ku +pul).§L2

%yax ox ?y

+ (Lwl-qw +(LW2+QW1)§W5+ 20*52

o),

= X(x,y,ul,uz,wl,wg,z).

TEOREMA 5.4 En M, si Y > 0, cada érbita es difeomorfa a
una circunferencia. Adem&s cuando ¥ tiende a
cero, la funcidn del primer retorno tiende al in-
infinito.

Demostracidén: Sea S(t) = (x(t),y(t),ulgt),uz(t),wl(t),wz(t),z(t))

un punto en M moviéndose bajo el flujo en el tiempo t, Como
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(%,y) # (0,0) en M pues ¥ >0 vy las curvas de nivel de Y
en A son curvas simples cegradas, tenemos que (x(t),y(t))
recorre tales curvas de nivel, moviéndose siempre en la mis-
ma direccidn, contraria a las manecillas del reloj.

Sea 2 A >0 el tiempo del primer retorno de (x(t),y(t)).
~x(0) y y{\) = -y(0). Ademds
0; de allf que

I

Por la simetrfa de ¥, x())

i

si z(0) = 0, entonces z(O)2

[1- ¥ (x(0),¥(0))][0-(x(0)+y(0)) ][~ (x(0)-y(0))?] = o.

Como Y>0, x(0)+y(0) # %3 y x(0)-y(0) # %3, se tiene que
1- P(x(0),y(0)) =0

de donde Y(x(0),y(0))

i

]

1; como Y es constante so-

bre cada érbita, WY(x(t),y(t)) =1 VteR,
de all{ que z(t)2: 0,
asi z(t) = 0 VteR.,

Ademds si z(0) >0, como z(t)2>0 \/te;IR, entonces z(t) >0 o
z(t)< 0 \fte;ﬁ. Pero si z(t) <0 \#tEJR, se tiene que z(0)< 0,
lo cual es una contradiccidn; asf si z(0)> 0, entonces z(t)>0
YtemR, También si z(0) <0, como z(t)2>0 VteR, se tiene
que z(t)>0 o z(t) <0 YteR, Si suponemos que z(t)> 0 VteR,
se tiene que z(0) >0, lo gue es una contradiccién. Luego si
z(0) <0 , entonces z(t) <0 VteR,
Adem&s como z(t)2 = ?(x(t),y(t)), z es determinado sal-
vo su signo por (x(t),y(t)) y como
2(0)% = [1— ‘P(X(O),Y(O))][9-(X(O)+y(0))ZJ@—(x(O)—y(O))2};
como x(}\) = -x(0) y y()\) = - y(0), se tiene que z(0) = z()\).
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Ademés ul()\)2 + ug(k)2-= b4 - X())z
=dia (-x(0))2
=4 - X(0)2
- FlK)=
(=y()0))2
= 4 - y(0)2,
Como “1(0)2 + uy(0)% = 4 = x(0)? y W1(°)2 + w2(0)2 = 4 - y(0)°

I}
e

y w2+ wy(W)?

1l
o
L]

se tiene que ul(/\)‘2 + 1‘12()\)2 = ul(O)2 + u2(0)‘2

y Wl()\)2 + W2()\)2 = w1(0)2 + w2(0)2.

Luego u, (0) = -u;(A), uy(0) = -u,(A) vy wy(0) = -w; (1),

w2(0) = -wz()\). De allf que existe una rotacién R al-

rededor del origen en el plano iRZy una rotacidén S alrededor

del origen en el plano Rique dependen de §(0) tal que
RST(%(O)) = RST(x(O),y(O),ul(O),u2(0),w1(0),w2(0),z(0))

RS(-x(0),=-y(0),u,(0),u, (0),w,(0),w, (0),z(0))

i

= R('X(O) t"Y(O) lu2(0) ,ul(O) |‘Wl(0) ,-W2(O) :Z(O))

It

(—x(O),-y(O),—ul(O),-u2(0),- 1(0),-W2(0),Z(0))

(x(N) 5y (N) yuy (N) yuy (N) Wy (N yw, (X)) ,2(0))
= §(\).

Ademds VteR,

RST(§(t)) = RST(x(t),y(t),u,(t),u,(t),w,(t),w,(t),2(t))

i

RS(-x(t),-y(t) ,u2(t),u1(t) ,Wz(t) ,Wl(t) ,Z('t))
R(‘x(t) :"Y(t) 1u2(t) .ul(t) r'Wl(t) s"wz(t)gz(t))
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n

(=x(£) ,=y () y=uq (£) ,=u, (1), =wy (t),-w,(t),2(t))
(x(t+A) ¥y (T4 2) yuy (E+0) yu, (e4h) ,wy (E44) W, (E41),
2(t40)) )

& (t+d).

i

Por* otreo lado,

RSTRST(s(t)) = RST(R3T(§(t))
= RST(-x(t),—y(t),—ul(t),-uz(t),-wl(t),-wz(t),z(t))
= (x(t),y(t),uy (£),u,(t) ,wq () ,w,(t),2(t))
= £(t) ; de allf que RSTRST es la identidad.

Como RST(§(t)) = §(t+)), si tomamos t =X\, tenemos

RST(E(N)) = §(h+)),
es decir RST(E(N)) = §(2)). Pero £(A) = RST(E(0)),
de allf que §(2)) = RST(RST(§(0))
= RSTRST(§(0))
= §(0).

Luego la érbita es una curva simple cerrada, con tiempo de
primer retorno igual g 2 ).

Asf se ha probado que si Y D> 0 en M, las érbitas a tra-
vés de cada punto en M son difeomorfas a una circunferencia,
Veamos ahora que el tiempo del primer retorno tiende a

infinito cuando ¥ tiende a cero.

En efecto, puesto que X :—-LP%%: y 3.( = -&PQ‘%— , cuando ¥
tiende a cero, x y § también tienden a cero, Ahora bien,
la longitud de la &rbita de un punto (x,y) en A no tien-

de a cero cuando ¥ tiende a cero, sino tiende a 8 + 4V2,



que es el perfimetro del octédgono D.

Como x = Hy, } = -Hx tienden a cero cuando P tiende a ce-
ro, donde H es la velocidad angular en el plano Ei, se tie-
ne que H tiende a cero; como la funcidén del primer retorno
es dada por 2FK/H = 2\, tenemos que A tiende al infinito.

TEOREMA 5.5 Si x+ y =t¥3 0 x -y =%3 para un punto en

M, entonces la dérbita a través de este punto es
una circunferencia,
Demostracidn: Supongamos que X + y = 3, entonces como
P Gey) = (4=x®) (4my®) (9= (e43) 2) (9= (x=y) )  y
Plx,y) = (1-Y(x,¥)) (9-(x+y)?) (9= (x=y)?), tencmos
que  Y(x(t),y(t)) = P(x(t),y(t)) = 0; donde x(t), y(t)

son independientes de t, Ademds como 22 = P (x,y), se tie-

Il

1l

ne que z(t) = 0 Yt.

I

Por otro lado, K(x,y) -x€§$- (h-yz)(9-(x+y)2)(9—(x-yf)
y Llxy) =y RF (4=%7) (9= () ?) (9= (x=y) %)
asf K(x(t),y(t)) = L(x(t),y(t)) =0 Vt.

. O

Como X(%(t)) = (x, —&, ul, o9 wl, w2 z), a través de

¢3¢, j--e3h G

la érbita y e W= Kul-pu2 ;

uq = pu1+Ku2 . wl = Lw1 aw, w2 = qwl-t—lw2

=

y z = zo” , se satisfacen las siguientes ecua-

ciones: x = § =z=20 " &1 = =pu,

Por (f) del Capftulo 4, p = q 0o p = -q a través de la &r-
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bita; luego la velocidad angular en el plano mﬁ lei es i-
gual a |p| , Que no es gepo por (a) del mismo Cap{tulo.
As{ después del tiempo 2/\/|p| , el punto vuelve a la po-
sicidn de partida; de allf que la drbita a través de este
punto es difeomorfa a una circunferencia.

TEQREMA 5.6 B8i x =f20 y =% 2 para un punto en M, enton-

ces la 6rbita a través de este punto es una cir=-
cunferencia,

Demostracidn: Supongamos que X = 2, entonces como

u% + ug = 4-x2, tenemos Qque U =u, = 0. Ademds por ser
W(x,y) = (4-x2)(4=y2) (9-(x+y)?) (9-(x-y)°), tenemos Qque

W(x,y) = 0; de allf que x =kP%%g =0y i =-QJ%£?= D
Puesto que x(t),y(t) son independientes de t, de 2° = y(x,y)
se deduce que z(t) es constante, luego é = 0, Ademds de

L{x,y)

L(x,y) = 0. En resumen tenemos que i =y = ﬁl = Uy = 0

1

Y%g%-(4—X2)(9-(x+y)2)(9-(x—y)2) se tiene que

L] -

y L(x,y) = 0; como X(S(t)) = (i,ﬁ,ﬁl,ﬁz,wl,wz,é), a través

de la 8rbita las siguientes ecuaciones se satisfacen

L] - L L]

X=y=2= U =u, =0, L(x,y) = 0 ; y tenemos en-

tonces en ésta las ecuaciones &1 = -QW, ¥ &2 = qw, , don-
2 2
de Wy o+ W,

no Ri,

= 4 - y2 y q es la velocidad angular en el pla-
la cual no es cero por (d) del Capitulo &4, As{ des-
pués del tiempo 2T/ q , el punto vuelve a la posicidn de
partida, de alli que la 8rbita a través de este punto es

difeomorfa a una circunferencia,



CONCLUSIONES
CAPITULC 1. PRELIMINARES

Para introducir losmc;nceptos de Conjunto Independien-
te, Rango de una funcidén diferenciable, Inmersidn Difeomdér-
fica, Inmersidén, Submersién, Punto Regular y Valor Regular
hemos utilizado las referencias ([1]), ([2]), ([7]), ([10]),
{ @JJ), ([lh]) y ([}5]). Para establecer el Teorema 1.1, de
la funcién inversa, el Teorema 1.9 del Rango y el Teorema
1,18 de Caracterizacidn de Sub-variedades, hemos mo@ifica-
do los lineamientos de ([1]), ([10]) v ([14]).

CAPITULO 2., SISTEMAS DINAMICOS

Iniciamos este Capftulo con Curvas Integrales y Flu-
jos, siguiendo las ideas de ([i]), (EB]) y ([ﬁﬁ]). Para
la introduccidn de conceptos tales como Lineas de Flujo,
Orbita, etc. hemos utilizado la referencia ([1]) y estable-
cemos el Teorema 2.11, Caracterizacidn de Flujos Locales y
el Teorema 2.12, Caracterizacidn de Flujos Globales, modi-
ficando los lineamientos de ([8]), ([10]) y ([14]). Se
demuestra luego la Proposicidn 2,14, la cual establece que
dada una Linea de un Flujo Global, entonces ésta es, o bien
una Inmersién inyectiva o bien una Inmersién periodica, mo-
dificando los lineamientos de ([1]).

CAPITULO 3., CONSTRUCCION DE UNA VARIEDAD
DIFERENCIABLE COMPACTA DE DIMENSION 4,

A través de todo este Capitulo se utilizaron las re-
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ferencias ([3]), ([4]), ([53]), ([6]). ([c]), ([3]), ([16])
y ([17]). Se utilizan 1lps conceptos de Valor Regular y
Punto Regular, para demostrar los teoremas 3.7 y 3.8, que
establecen la existencia de una Sub-variedad diferenciable
gque resulta Compacta.

CAPITULO 4, CONSTRUCCION DZ UN CAMPO VECTORIAL

Las referencias para este Capf{tulo son las siguientes:
([3]), ([4]), ([22]) y ([13]). Se construye un Campo Vec-
torial diferenciable y utilizando la referencia ([3]) se
prueban los teoremas 4.2 y 4.%, que establecen que este
Campo Vectorial es no trivial sobre la variedad diferen-
ciable del Capftulo 3, haciendo modificaciones a los linea-
mientos de ([3]).

CAPITULO 5. ORBITAS SOBRE EL CAMPO VECTORIAL

En lo que respecta a las Srbitas del campo vectorial
sobre la variedad diferenciable, hemos utilizado las refe-
rencias ([3]), ([12]) vy ([13)) para dar una demostracién
constructiva de los teoremas 5.4, 5.5 y 5.6 que establecen
que en la variedad diferenciable construida en el Capftulo
3, todas las drbitas generadas por el campo vectorial del
Capftulo 4, son difeomdérficas a una circunferencia y tie-

nen la funcidén del primer retorno no acotada,
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