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xi 

El trabajo que a continuación presentamos se fundamenta 

en la teoría de lo difuso. 	Esta teoría, introducida por 

L. A. Zadeh [12], generaliza la noción de conjunto ordinario 

y tiene una visinn más amplia de aplicación particularmente 

en el campo de patrones de clasificación y procesos de infor-

mación. 

Siguiendo los delineamientos de R. Lowen [5-7] y H. W. 

Martin [8] demostraremos el teorema de Tychonoff y el teorema 

de ultra-compactificacinn Stone-ech, y hacemos un estudio de 

los funtores W y 	que relacionan las categorías de los espa- 

cios topol6gicos y de los espacios topol6gicos difusos. 

Este trabajo se ha desarrollado a travls de cuatro capí-

tulos; En el primero se dan las nociones preliminares, en el 

cual se define lo que es un conjunto difuso; topología difusa; 

bases y sub-bases; vecindades; Q-vecindades; interior, adhe-

rencia y punto de acumulacinn de un conjunto difuso; espacios 

de Hausdorff; subespacios; funciones generalizadas; funciones 

D-contínuas y o(-compacidad; además se dn una caracterizaci6n 

de los conjuntos abiertos a través de Q-vecindades. 	En el 

segundo capitulo nos dedicamos al estudio de la topología ini-

cial i(r) de un espacio topol6gico difuso (X,e), la ultra-

compacidad y los espacios topol6gicos difusos ultra-Hausdorff; 

además dado el espacio topol6gico (X,1.) y el espacio topo16-

gico difuso (X,t) se caracteriza la topología i(r) y se es-

tudian las relaciones entre U , i(w(11)) ye, w(i(T5)). En 
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el tercero estudiamos la densidad y la ultra-densidad, y de-

mostramos el teorema de Tychonoff y construimos la ultra-com-

pactificaci6n Stone-ech de un espacio topolhico difuso 

(X,r) talque (X,i(r)) es Tychonoff, que son los temas prin-

ciaples de nuestro trabajo. En el cuarto capitulo presenta-

mos las conclusiones, en el cual hacemos ver que la categoría 

de los espacios topol6gicos es una sub-categoría plena de la 

categoría de los espacios topol6gicos difusos. 

Los mátodos de investigación seguidos en esta tesis son 

los mismos que SE siguen en la matemática no difusa, puesto 

que se demuestra en la lógica de lo difuso que ambos mátodos 

son iguales. 



CAPITULO I 

NOCIONES PRELIMINARES 
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En este capitulo presentamos las definiciones y resulta-

dos mns importantes de la teoría de los conjuntos generaliza- 

dos o de Zadeh y de la topología de lo difuso, los cuales uti _ 

lizaremos en el desarrollo de nuestro tema. Para tal propn-

sito, X denota un conjunto (ordinario) no VaCíO, I el inter-

valo unitario [0,1] equipado con la topología usual r1512 Ir 

es I equipado con la topología: 

rr = { (0( ,1] : oce 1} u t ii 

1. 	Dado un conjunto X, a toda funcinn A de X en I se 

le llama conjunto difuso en X o conjunto generalizado o con-

junto de Zadeh. A la familia de los conjuntos difusos en X 

se le denota por G(X). Para todo x e x, A(x) es llamado el 

grado de pertenencia de x en A. El conjunto tx EX : 	(x) >0 

es denominado el soporte de A y se denota sop(A) o A o . Si 

A toma solamente los valores 0,1 (o sea A es una funcinn ca- 

racterística), A es llamado conjunto crispado. Particularmen _ 

te, el conjunto crispado que toma el valor 1 en X es denotado 

por X y el conjunto crispado que toma el valor O en X es deno _ 

todo por 0. 

Con el fin de simplificar la escritura y de no causar 

confusinn, adoptaremos la siguiente convencinn; como es sabido 

todo subconjunto de X determina una funcinn característica y 

viceversa, o sea que existe una correspondencia biunívoca en-

tre los subconjuntos de X y las funciones características de 

X (o conjuntos crispados en X), por consiguiente considerare- 

} 
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mos todo subconjunto de X como un conjunto crispado y vice—

versa. 

2. Un conjunto difuso en X es llamado punto difuso, si 

y solo si, toma el valor O para todo yEX excepto para un 

solo punto x€ X. Si el valor para x es k (o<X,‘.1) denota— 

mos el punto difuso por >< 	, donde el punto x es llamado el 

soporte de este. Si X9. 1 el punto difuso >< es llamado pun—

to crispado. 

Un punto difuso x x  se dice que estn contenido en un con—

junto difuso A, o que pertenece a A, y lo denotamos por X x £ A Y 

si y solo si, XA(x). 

3. Operaciones y Relaciones. 

a. Sea J un conjunto de indices, y sea 

3.- =-(A j  : jEJ} una familia de conjuntos difusos en X. En— 

tonces la uni6n U A. y la intersecci6n n A. son definidas, 
jeJ j 	 .11.] 

respectivamente, por las f6rmulas siguientes: 

( Lj A. )(x) = sup 
i€J 

( n A. )(x) = inf 
j  

A J (x) : jEJ}, para todo xC X, 

: jEJ} , para todo xE X 

b. El complemento de A, denotado por A', es defi— 

nido por la f6rmula siguiente: 

Al(x) - 1 — A(x), para todo x EX 

c. Dados los conjuntos difusos A y B, diremos que 

A estn incluido en B, y lo denotaremos AcB, si y solo si, 



A(x)...< 8(x) para todo x e X. 

d. Dos conjuntos difusos A y 8 en X se intersectan, si 

y solo si, existe un punto x E X tal que (A () 8)(x) 	0. 

De las definiciones anteriores se obtiene la siguiente 

ley, de De Morgan's: 

( u A . ) 1  - n 
ilJ j 	jeJ 

A ' . 
J 

4. 	Una familia tde conjuntos difusos en X es llama- 

da topología difusa sobre X, si y solo si, satisface los si-

guientes axiomas: 

T.1 	0, X e 

T . 2 A(18 e t para todo A, 8 e 

T.3 	U A . 	donde A .et'y J es un conjunto de 
jeJ j 	 J 

indices. 

El par (XX) ES llamado espacio topol6gico difuso. 1- 0-

do miembro de r es llamado conjunto difuso abierto. El com-

plemento de un conjunto difuso abierto es llamado conjunto 

difuso cerrado. 

Sean et-i  Y e. 
 2  dos topologias difusas sobre X. Si 

t (I 1 	ft-2' entonces diremos que t--2 es mns fina que ° 
es mns gruesa que e'''2. 

En este trabajo (X,e) puede representar un espacio topo-

16gico ordinario o un espacio topol6gico difuso, por consi-

guiente utilizaremos las frases espacio topol6gico y espacio 

topol6gico difuso, respectivamente, para diferenciar los con- 
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ceptos. 

5. 	Ejemplos 	de 	espacios 	topolngicos 	difusos. 

a. Dado un 	conjunto X, 	la familia t 0,X } 	ES 

una 	topología difusa 	sobre 	X 	llamada topologia difusa 	can-Lica. 

El par (X,e) 

cio topolngico 

es 	un 	espacio 	topolngico 	difuso, 

difuso 	cantico. 

llamado 	espa- 

b. Consideremos 	el 	conjunto 

t'id  ={ A e 	A 	
} 

G(X) 	: 	es 	crispado 

entonces t'El es una topología 	difusa 

X 	y 	la familia 

de 	conjuntos 	difusos 

	

sobre 	X, 	que 	la 

en 	X, 

llamare- 

mos topología difusa 	discreta. 	El 	par 	(X,e1=1 ) 	recibe el nom- 

bre de 	espacio topolngico 	difuso 	discreto. 

c.  Para 	todo 	conjunto X, 	la 	familia rud = G(X) es 

una topologia difusa 	sobre 	X, 	que 	la 	llamaremos topología 

difusa ultra-discreta. El par (X,tud) recibe el nombre de 

espacio topolbgico difuso ultra-discreto. 

d. Dado un conjunto X y la familia 

r-C= [i:\  CE(X) : A es constante} de conjuntos difusos en X, 

entonces el par (X,e) es un espacio topolngico difuso. 

e. Sea (X,e) un espacio topolngico. Consideremos 

la familia: 

w(e) = { A E G(X) : A es e-rI semicontinua inferiormente}de 

conjuntos difusos en X, entonces w(e) es una topología difusa 

sobre X. El par (X,w(t)) ES llamado espacio topolngico difuso 

inducido por (X,e). 
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6. Sea (X,e) un espacio topolngico difuso. Una sub- 

familia /3 de 1.--; es llamada base de 	si y solo si, para 

cada Aerexiste p c:75 tal que A -tJ H. Una subfamilia 
Bcp 

elLc:27;es una sub-base de ?2 , si y solo si, la familia de to-

das las intersecciones finitas de elementos de Jles una base 

de r. 
7. Sea (X,e) un espacio topolngico difuso. Un conjun-

to difuso A en X es llamado vecindad del punto difuso x x  , si 

y solo si, existe Bettal que x x €13cA. La familia de todas 

las vecindades de xl  es llamado el sistema de vecindades de 

Y 
 y se denota P°11-1x 

De la definicinn anterior se deduce fAcilmente la siguien 

te proposicinn: 

Proposicinn 1.7.1: Un conjunto difuso A es abierto, si y solo 

si, es vecindad de cada uno de sus puntos. 

8. Se dice que un punto difuso x x  es quasi-coincidente 

con A, y se denota xx q A, si y solo si, 2L+A(x)>1. Un conjun-

to difuso A es quasi-coincidente con 13, y se denota por A c13, 

si y solo si, existe x X tal que A(x) + 13(x)>1. De estas 

definiciones se deduce un resultado muy importante que lo ex-

presaremos en la siguiente proposicinn. 

Proposicinn 1.8.1: 	[9] Ac:13, si y solo si, A y 13' no son 

quasi-coincidentes; particularmente, x.x e A, 

si y solo si, x x  no es quasi-coincidente con A'. 
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. 	Sea (X,e) un espacio topol6gico difuso. Un conjun- 

to difuso A en X es llamado Q-vecindad del punto difuso x 9  si 

y solo si, existe Be 	tal que x x  q BcrA. Una Q-vecindad A 

es abierta, si A es abierta. La familia de todas las Q-vecin- 

dades de x es llamado el sistema de Q-vecindades de x?,, y se a 

denota por Q . x w  
Se puede observar que, en general, una Q-vecindad de un 

punto no contiene a dicho punto, como lo muestra el siguiente 

ejemplo: 

Ejemplo 1.9.1: Consideremos el espacio topol6gico difuso 

(X,e) de 5-d, donde X = I. Tomemos el 

conjunto difuso A en X definido por: 

A : X----10- I 

A(x) = 1/2 , para todo x e X 

es claro que A es Q-vecindad de x3/4  (x . 1/ 2 ) puesto que 

3/4 + A(1/2).>1 y Acr.; sin embargo x3/4  tt A, puesto que 

A ( x) <3/4. 

A continuacinn presentaremos una proposicinn que caracte-

riza los conjuntos difusos abiertos en termino de Q-vecindades. 

Proposicinn 1.9.1: Un conjunto difuso A es abierto, si 

y solo si, es Q-vecindad de todos los 

puntos con los cuales ll es quasi-coincidente. 

Demostracinn: 

La condici6n necesaria es obvia. Mostraremos la con-

dicinn suficiente. Sea x XE A y sea 0.91.<X, entonces x 1-y q A' 



- E - 

por consiguiente existe un abierto U tal que xl_yq Ukt.CA, de 

donde se tiene que xy.E 	. Sea U 	_ L...) U 	entonces U X ) 	 x kt< Y" 
es un abierto y xa  c Uxac , por consiguiente A U x xiEA xx 
y A es abierto. 

10. 	Interior. Adherencia. Punto de Acumulación. 

a. Un punto difuso x7,  es un punto interior de un 

conjunto difuso A, si y solo si, A es una vecindad de xa. A 

la unión de todos los puntos interiores de A se le llama inte-

rior del conjunto difuso A, y se denota A o. 

Al igual que en la topología general resulta que A°  es 

el mayor abierto contenido en A, por lo tanto (A°) °  _ A°. 

b. Un punto difuso x A  es un punto adherente de un 

conjunto difuso A, si y solo si, toda Q-vecindad de xa  es qua-

si-coincidente con A. A la unión de todos los puntos adheren-

tes de A se le llama adherencia de A, y se denota g. 

Como en la topología general, obtenemos aqui tambiln, 

que 	es la intersección de todos los conjuntos difusos cerra- 

dos que contiene A, por lo tanto A _ g. 

c. Un punto difuso x a  es un punto borde de un con-

junto difuso A, si y solo si,xxe g()Al. La unión de todos 

los puntos bordes de A es llamado el borde A, y se denota 

S (A). Así pues: 

(S (A) = g n A' 

En la topologia general se cumple la igualdad )7+ -  

mientras que aquí. solo SE cumple AUS(A)c:I, como se muestra en 

la proposición y en el siguiente ejemplo: 



Proposici6n 1.10.1:  

Demostraci6n: 

S(A) _ AU(I(1I-1 ) 

- 

- In(AUFI) 

por lo tanto AlJg(A)cF1. 

Ejemplo 1.10.1: En este ejemplo probaremos que 

En efecto, consideremos el 

espacio topol6gico difuso (X,r) de 5-d, donde X = I. Tomemos 

el conjunto difuso A en X definido por: 

A : 

1/ 2  si x 	1 

1 si x - 1 

entonces 	= X y AUS(A) - A, pero X 	A, por consiguiente 

s* Al)8(A). 

d. Un punto difuso x x  es un punto de acumu1aci6n 

de un conjunto difuso A, si y solo si, x x  es un punto adheren 

te de A, y toda Q-vecindad de x 7,1/4  y A son quasi-coincidentes en 

un punto diferente de x si xxCA. A la uni6n de todos los pun-

tos de acumulaci6n de A se le llama el conjunto derivado de A, 
d - y se denota A d . Evidentemente A C:A. 

De las definiciones de punto adherente y punto de acumula 

ci6n, se deduce que A - Al)Ad ; por consiguiente, podemos afir- 

mar que los puntos difusos de 	que no pertenecen a PUS(A) 

son los puntos de acumulaci6n de A que no están en A. 
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As podemos enunciar la siguiente proposicinn que nos 

caracteriza los conjuntos cerrados a travls de sus puntos de 

acumulacinn. 

Proposicinn 1.10.2: 	[9] 	Un conjunto difuso A es cerra- 

do, si y solo si, contiene todos 

sus puntos de acumulacinn. 

11. 	Un espacio topol6gico difuso ()<X) es T 2 (Hausdorff), 

si 	y solo si, para cada par de puntos difusos x 71, Y yr. con 

x 	y, existen C-vecindades U y V de x x  e y, respectivamente, 

tales que U()V = 0. 

De esta definici6n y de la definici6n de punto de acumu-

laci6n se deduce que si (X,r) es un espacio topolngico difuso 

T2' entonces todo punto de acumulacinn de un punto difuso xpu  

en (XX) es de la forma x (X>)-). 

12. Sea (X,#-C)  un espacio topolngico difuso 	Y un con- 

junto crispado de X, entonces la familia r¿5. definido por: Y 

que es obviamente una topología difusa sobre Y, es denominada 

la topología difusa relativa, o la relativizacinn de t a Y. 

Tal espacio topolngico difuso (Y,T.,y ) es llamado subespacio 

de (X,t). 

Con el fin de no causar confusinn y de simplificar la ex-

posicilin, adoptaremos las siguientes convenciones: 

a. 	Para referirnos al subespacio (YZ,v ) omitiremos la 



topología relativa T:, y simplemente diremos el subespacio Y. Y 

b. 	Un conjunto difuso A en Y es considerado como un 

conjunto difuso en X en el sentido que A toma el valor O en 

X-Y. Inversamente, un conjunto difuso en X que toma el valor 

O en X-Y es considerado como un conjunto difuso en Y. 

c. 	Para cada conjunto difuso A en el subespacio (Y,Z,Y - ) ' 
la adherencia de A con respecto a T.5 y tson denotadas por Y 

5y y Ix respectivamente. 

De la definición de topología relativa y de los conceptos 

de complementacinn y Q-vecindad obtenemos la siguiente propo-

sici6n. 

Proposici6n 1.12.1: 	[9] Sean (Y,Z:y ) un subespacio del 

espacio topol6gico difuso (X,r) y 

A un conjunto difuso en Y; entonces: 

a. A estY  -- cerrado, si y solo si, existe un conjunto 

difuso 'a—cerrado B tal que A = B/y. 

b. Un punto difuso y2, en Y es un punto de acumulacilin 

de A con respecto a " Y' si y solo si, y),  es un punto de acu-

mulaci6n de A con respecto a e . .. 	MY = y(11X 
d. 	A ese-  --abierto, si y solo si, existe un conjunto Y 

difuso T: --abierto B tal que A - B/y. 

13. Funciones Generalizadas. 

Sea f : X---4-Y una funci6n. Para cada conjunto 

difuso A en X definimos el conjunto difuso f(A) en Y mediante 
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la fármula: 
- sup { A ( x) : x E f -1  ( Ud.) } si f 1  ( {y} ) 	0 

f() (Y) 

-1 si f (tyl) - 0 

De igual manera, para un conjunto difuso B en Y definimos 

el conjunto difuso f -1(B) en X mediante la fármula: 
-1 f 	(B)(x) . B(f(x)) , para todo xe X 

De las definiciones anteriores se obtienen las siguientes 

propiedades; 

Propiedades: [iO] Sea f : X--h-Y una funcinn y sean A y 

B conjuntos difusos en X e Y respectivamente; 

entonces: 

Ac=f -1(f(A)). 	f -1(f(A)) . A, si y solo si, para 
-1 f 	( {y} ) 	0 y 

en f -1(14). 

b. f(f -1(8))C18. 	f(f -1(8)) . B, si y solo si, 

sop(8)C1f(X). 

c. Para cada punto difuso x x  en X, f(x) es un punto 

difuso en Y y f(x) 	(f(x))x . 

d. f(A)C28, si y solo si, AC:f -1(8). 

e. Sea [A .1 . 	una familia de conjuntos difusos en X, 

entonces f( LJA-) .-- UfJ-
jeJ J  jEJ J 

f. Si A y B son conjuntos crispados, entonces f(A) y 
f -1(8) son conjuntos crispados en Y y X, respectivamente. 

Además f(A) coincide con el conjunto crispado 

O 

a. 

todo y e Y se tiene A es una funcinn constante 



- 13 - 

{ y 	Y : 	EA, f(x) - y} de Y, y f-1  (B) coincide con el con- 

junto crispado. 

x€ X : f(x) 	B de X. 

	

14. 	Sean (X,e) y (Y,11) dos espacios topolngicos difu- 

	

sos y f 	 una funcinn; la funcinn f es llamada conti- 

nua difusa o D-continua, si y solo si, para todo BEll Y 

f 1(B)e. La funcinn f es llamada homeomorfismo difuso o 

D-homeomorfismo, si y solo si, f es biyectiva y tanto f como 

f -1 son D-continuas. 

Proposicinn 1.14.1: 	[10] Sean (X,e) y (Y,11) dos espa- 

cios topolligicos difusos y 

	

( X , 	) 	> ( Y , 	) una funcinn; las siguientes propiedades 

son equivalentes: 

a. f es D-continua 

b. Para cada A 11—cerrado, f -1(A) es 	cerrado 

c. Para cada miembro V de una sub-base 	dell 

f -1(V) es e--abierto. 

	

o. 	Para cada punto difuso x.), en X y para cada Q-vecin- 

dad V de f(x)w , existe una Q-vecindad U de x x  tal 

que f(U)crV. 

e. Para cada conjunto difuso A en X, f(I)C=f(A). 

f. Para cada conjunto difuso B en Y, 

-1 	-1 - f 	(B) C7  f (B) 

15. 	C‹ -Compacidad. 

Una familia 	e conjuntos difusos en X es llamada 



ck-cubrimiento de X, si y solo si, para todo x e X existe 

A 37 tal que A(x):>(‹. Un c‹-cubrimiento 3:1 de un espacio to- 

polngipo difuso (XX) se dice que es abierto si 

Sean 0<_..0( <1 y (XX) un espacio topol6gipo difuso. 

(X,e) ES o(-compacto, si y solo si, todo 0(-cubrimiento abier-

to 3-7 de X posee una subfamilia finita que es un o(-cubrimiento 

de X. 



CAPITULO II 

TOPOLOGIA INICIAL Y ULTRA-COMPACIDAD 



1. 	Topología Inicial. 

Definicinn 2.1.1: Sea (X,e) un espacio topolágico di-

fuso, entonces i( r15) denota la topo-

logía más pequeña (menos fina) sobre X que hace todos los 

miembros de T5 semi-continuas inferiormente. 

Consideremos el espacio topolágico (Ir ,er ), luego para 

todo Met, A : X ---30-(Ir ,rr ). 

De la topología general sabemos que existe una topología 

sobre X, que la denotaremos¿S‘(r), que es la topología más pe- 

queña sobre X que hace los miembros de r 	cS(t) 	conti- 

nuos. 

recibe el nombre de topología inicial sobre X, 

{inducida por la familia X, Ir ,er , r 

Proposicián 2.1.1: Sean (X,t) un espacio topolágico Y 

A : X 	una funcinn. Entonces 

Me 	(r), si y solo si, A es 	continua. 

Demostracinn: 

Recordemos que 

w(e) 	{MEG(X) : A es e, rI semicontinua inferiormente 

Supongamos que Ac w(Z:). Sea U Cer (U 	I), entonces 

existe o(CI tal que U - (o( , 1] ,luego como Aew(e) se tiene 

que A -1(( e<, 1] )€. 	Si U = I, es obvio que M(U)c. 	Por 

consiguiente A es e _e continua. 

Recíprocamente. Supongamos que A es e- er  continua. 

Sea o(e 1 , entonces (o( , liet-r , luego A-1( (o( ,11)erj. Por 

consiguiente A E w(r). 
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Proposici6n 2.1.2: Sea (X,25) un espacio topol6gico 

difuso. Entonces S(Z5) = 

Demostreci6n: 

Solo tenemos que probar que i(25)  es la topología 

inicial sobre X inducida por la familia X,Irr,-(11:5 	En 
( 

efecto: 

i. Sea A Ce- , entonces PE w(i(t;)), luego por la propo-

sici6n 2.1.1, A es i(e) —tr continua. 

ii. Sea r-CY una topología sobre X que hace todos los 

miembros de 	 continuos. Sea Aer, entonces A es 

-7-~' continuo, luego por la proposici6n 2.1.1, AE 

Pero i(e) es la topología m6s pequeña sobre X que cumple esta 

condici6n. Por lo tanto i(2:5)crrY. 

Asi, por (i) y (ji) se tiene que i(e) es la topología 

inicial sobre X inducida por la familia [X,Ir ,rr ,r}, o sea,  

i(e) S(t) 

Observaci6n: Como 

)
-5 	{A 1  ((0‹, 1]) : AEr, c<EI) 

es una sub-base de la topología 8,(Z) y S(e) = i(t) resul-

ta entonces que 73 es una sub-base de i(r). 

Proposici6n 2.1.3: Sea (X,r) un espacio topol6gico di- 

fuso. 	Entonces, para cada 0(C[0,1) , 

la familia i«  (e) - 	 ,1] ) : Aee) es una topología 

sobre X. 
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Demostracinn: 

i. Como 0, XE rC y 0-1((c(, 1] ) - 0, X-1((o(,1])=X, 

se tiene que 0, X e i«  (r). 
ii. Sean 8 1,...,Bn ei«  (r), entonces existen 

A l,...,Ari ertalesquep._All((o(,1]) para todo 1 . 5_45Zn. 

Luego 
n Bi 	n p,-.-1 ((o, ,l,) 	( n A1)-1 ((«,i,) 

1 i-1 
n 	 n 

Como n P" e e , se tiene que n ei  e io(  (') 
i.i 1 	 i=1 

iii. SeanBi je j  una familia de elementos de 

io< (r),entoncesparacadajeJexisteA.Értal que J -1 8.-A. ((c.(,1]). Luego J 	J 
-1 U B - U A. ((«,1]) - ( Lj 	 ) _1(((A. 	,1]). 

jEJ 	j€J j 	 jeJ 

Como se tiene que L.) B £i (r). 
j€J j  

Así pues, de (i), (ii) y (iii) se tiene que ic((r) ES 

una topologia sobre X. 

Proposicinn 2.1.4: Sean (X,?5) un espacio topolngico 

difuso. Entonces i(r-C) = sup iot (e). 
Demostracinn: 
	 cy(e[0,1) 

Recordemos que la familia 

,{
-1  (( ,1]) : Ac't, o(eI 

ES una sub-base para la topologia i(e) sobre X. 

i(t)c, 

todoc<e[0,1) por consiguiente 

i. Como SE tiene que ioc(e)C=i(e)  para 



se tiene que 
de 0,1) 
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sup 	(e)ci(e) 
ele [o 1) 

Comor C 

i(e)C1 suP 	id(r) 
c(e10,1) 

Psi de (i) y (ii) obtenemos que 

i(e) = suP  
01(e[o,l) 

Proposici6n 2.1.5: Sean (X,Z) un espacio topol6gico y 

o(e[0,1), entonces icl(w(r)) .et  , y 

por consiguiente i(w(t)) 

Demostraci6n: 

Como i(w(e)) es la topología m6s pequeña sobre X 

que hace los miembros de w(r) semicontinuos inferiormente, 

y 25 hace los miembros de w(e) semi-continuos inferiormente 

entonces 	 Luego como i0((w(e))C:i(w(T5)), se 

tiene que io((w(e))Ct para todoc<e[0,1). 

Recíprocamente. Sea Aer, entonces A es un conjunto 

crispado enXyACw(e), por consiguiente 

A -1((c< 	)Cick  (w( r15)) para todoo(c[0,1). Pero como 

A -1((c< ,l1) . A, AC ic<  (w(t5)) para todoo(c[0,1). 	Luego 

r,C=4,((w(r)) para todo o(C[0,1). 

Asi 

 

pus, io((w(t)) 	e para todo o(C[0,1). 

que 

Como i(w(T5)) = suP 	i(t) 
0(c[0,1) 

r 
ic<  (w(r)) =e , se tiene 
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Proposici6n 2.1.6: Sea (X,e) un espacio topol6gico 

difuso. Entonces tClw(i(e)). 

Demostraci6n: 

Sea potet-  entonces A es semicontinua in- 

feriormente, por lo tanto Aew(i()). Así 	w(i(e)). 

Ejemplo 2.1.1: Consideremos el espacio topol6gico difuso 

(X,"-(:) de 5-d, donde X = I. Entonces es 

(T) = {0,X} para todo o(€[0,1),  por consiguien- 

i(r) = sup 	i(t) 
cz,[0,1) 

Luego 

w(i(t)) = 

Ejemplo 2.1.2: Sea X = X1  U X2 , donde X1  = (0,1) y 

X2  = (2,3). Para cada X,tt, e I definimos 

el conjunto difuso C xqb  en X por: 

X 	I 

?‘ si x€X1  

si x EX2 
Es claro que la familia 

= 	X,O,C2/3,0 ,C0,213, 2  —, 
/5 2/3 

es una topología difusa sobre X. Además se tiene que 

ic<  (e) = [0,X,X1,X2 } si o(<2/3, e ic< (e) .10,X} 

claro que 

te: 
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si 0(;>2/3; por consiguiente i(t) -{ 0,X,X1,X 2  

C i,i  Luego w(i(e)) 	 : i,j E I }. Así pues, 

Proposici6n 2.1.7: Sean (X,e) un espacio topol6gico 

difuso y F un conjunto crispado en 

X. Entonces 

Demostraci6n: 

Una sub-base para la topología i(C)F  sobre F es 

77 1 _1Fr) 8-1((0( ,1] ) 	He 	0(€ I} 
y una sub-base para la topología i(eF)  sobre F es 

,1]) : VerF  

Mostraremos que 751 = 'P 2 

Sea AET 	entonces existen ESEt y drleI tales que: 1' 

A = F r)E5-1((c<,11) 

tx€F : x€E5-1((« 1]) 

-- 	X F 	( ) > 

(8/F)((e‹ ,1]).  

Luego como B/FF' se tiene que AE15 2. Así 75  1 

Sea AGT 2' entonces existen VEZ y 0(EI tal que 

v -1( ( 	, 1]). A = 	 Como VerF , existe 8€t tal que V - EVE. 

Luego 

2  
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-1 A - V ( (0( 

 

 

xF : 8(x)>c< _  

{ x €F 	x e 13-1((o( ,1]) 

= F n B-1«c‹ ,1» 
Por consiguiente, AeT, • Así 71 l 
Hemos probado así, que r = 73 2.  

= i(e)F. 

2q 1- 
Por lo tanto 

Proposici6n 2.1.8: Sean (X,r) un espacio topol6gico 

difuso y o(C[0,1). Entonces (X,r) 

ES c(-compacto, si y solo si, (X,i0(  (?:)) es compacto. 

Demostraci6n: 

Supongamos que (X,25) es un espacio topol6gico di- 

fuso 0(-compacto. Sea 	un cubrimiento abierto de (X,i0/ (t)), 

luego cgoc=i0( (.) y X - U H. ComolIC:i0((e), Para cada H e % 
Hel 

-1 existe AH E e tal que H = AH ((o( ,1]); por consiguiente: 

X -1 
U AH ((c‹ /1]). Sea x E X, entonces existe HE I tal 

He ‘Z 
que xcA -1 ((c.(,1]), per lo tanto AH(x):>c‹; o sea, la familia H 

{ AH  : 1-1€%} es un o(-cubrimiento abierto de (x,r). com. 
(XX) 

lia 

Sea 

ES 	c<-compacto, 	existen 	H1,...,Hn  E 

{ AH' ...,AH 	j ES 	un 	«-cubrimiento 	abierto 
1 

x e 	X, 	entonces 	existe 	un 	j, 	1.t5; jn, 	tal 

tal 

de 

que, 

que 	la 	fami- 

(X,e).  

A H  (x)›0‹ , 
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lo 

o 	sea, 

X, 	lo 

tanto,x e 	A -1
H ((o( ,1]) 

la 	subfamilia 	Hl 	,Hn  } 

que 	demuestra 	que 	(X,i ‹,‹ ( t)) 

	

Apor 	 si 	pues x =  H 

de rtg 

es 

j.1 

es un cubrimiento 

compacto. 

de 

Supongamos ahora que (X,i c< (e)) es un espacio topológico 

compacto. Sea U  un c(-cubrimiento abierto de (X,fe), enton- 

ces para todo x e x existe A 	tal que A(x)>c‹, o sea, 

x e A-1((o< ,1); por consiguiente X = U A-1((c‹ ,1]) y 
met( 

A -1((ck ,i] ) e i (t). Por lo tanto la familia 

= [M-1(( 	,l] ) : Mera} es un cubrimiento abierto de 

(X, i0(  (c)). 	com. (x, i (r))  es compacto, existen 

A l 	,A n 	tales que X = u 	((,:< ,1]). Sea x 	X, en- 
j=1 

tal que x EA:I((0( ,1]), o sea 

A x.( )>c(. Así pues la subfamilia A l  ,...,An  } de ra es un 

0( -cubrimiento de X. Lo que demuestra que (x,r) es c‹-com- 

pacto. 

Corolario 2.1.1: Sea (X,rC) un espacio topológico difu- 

so. Si (X, i(r)) es compacto, enton- 

ces (x,r) es c<-compacto para todo o(e[0,1). 

Demostración: 

Supongamos que (X, i(e)) es compacto. Entonces 

com. i (r) c i(r), resulta que (X, icx(t)) es compacto para 

todo 	 Luego por la proposición 2.1.8, (X,25) es 

tonces existe un 

c( -compacto para todo o(e[0,1). 
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Podemos observar que la inversa del corolario anterior 

no es cierta, como lo muestra el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 2.1.3: Sean X - I y 2  la topología difusa sobre 

X generada por la familia 

X {01} u  {A E G(X) : A es constante} U{ A E G(X)  

;dx (0,1] y A(0) := o} 

Entonces es obvio que para todo 	, 0<o( <1, ic„(  (r) esta 

generado por la familia 

{ tu}, xllitcx:Bw(c( ,1] 
e 

io(r) 	 10}, (0,11 

Por lo tanto, para todo 	, 0-<c( <1, (X, 	(r)) es 

ok-compacto. Sin embargo, como i(e) = sup 	i (r) es la 
co(C[0,1) 

topologia discreta sobre X, (X,i(t)) no es compacto. 

Proposicinn 2.1.9: 	Sean (X,r), (Y,11. ) dos espacios 

topolágicos difusos y f 	x 	Y 

una funcinn. Si f es D-continua, entonces 

f 	(X, ¡(C)) ----51-(Y, i(t)) es continua. 

Demostracinn: 

Una sub-base para la topologia i('lt) es 

710 	= 	A 1 ( ( cz( , 1] ) : A El 11 , d( 	I 

Sean A e tt. y dei, entonces 
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f -1(A -1( 	,13) x 	X : f(x)e A-1((c(  

x e X : A(f(x))> 

x e x : f-1(A)(x)>d..} 

 

  

[ f  - 1 ( 	- 1 ( 

- Como Ae la y f es D-continua, f 1  wer, por consiguiente 

[f-1(A)]-1((o( ,1]) 	i(t). Así f es continua. 

Podemos observar que, en general, la inversa de la propo- 

sición anterior no es cierta, como se ilustra en el siguiente 

ejemplo. 

Ejemplo 2.1.4: Sean X = Y - I y 

411 {.A e G(X) : A es constante) 

e = tA
n 

e G(X) : _ D n ( 	n 	„ 
--r ; 	xc X, 1ne[N}U1 0,Xj n+ -1 

Es claro que (X,ft) y (Y, 4(1,) son espacios topol6gicos 

difusos. Consideremos la función identidad f : 

Sea AC11 donde P(y) = 1/3  para todo ye Y, entonces 
-1 f (A)(x) = A(f(x)) = A(x), para todo x e x, o sea 

-1 f (A) = A, por lo tanto f -1(A)#;kr:y f no es D-continua. 

	

Sin embargo, como i(e) - [0,X} y 	- 0,Y} son las 

topologias caóticas de X e Y respectivamente, se tiene que 

f es i(e)-i(11) continua. 



- 2 - 

Proposicinn 2.1.10: Sean (X,rt), (Y,Ii) dos espacios 

topolngicos y f : X 	Y una fun- 

cinn. Entonces f es 	- 	continua, si y solo si, f es 

w()--w(U) D-continua. 

Demostracinn: 

Supongamos que f es T.,-11 continua. Sea AE. W(11) 

entonces A : Y 	I es (11 y-/1,I semicontinua inferiormente 

luego como f : 	 es 25-11 continua, se tiene que 

Aof:X--+— I es e-t: semi continua interiormente osea, 

A o fe w(e). Como A o f - f -1(A), f(A) E. w(e). Así f es 

w (2.)-w(tI) continua. 

Supongamos ahora que f es w(r)-w(1,1) D-continua. 

Entonces por la proposicinn 2.1.9, f es i(w(e))-i(w(1,1)) 

continua, pero como i(w(e)) =te i(w(11)) _11 	f es 

eu, es continua. 

2. 	ULTRA-COMPACIDAD 

Definición 2.2.1: Sea (X,e) un espacio topol6gico di-

fu so. Diremos que (X,T5) es ultra- 

compacto, si 	solo si, (X, i(t)) es compacto. 

Proposición 2.2.1: Sea (X,e) un espacio topol6gico di-

f uso. Si (X,e) es ultra-compacto, 

entonces (X,15) es 0(-compacto para todo c<C[0,1). 

Demostración: 

Sea (XX) un espacio topol6gico difuso ultra-com- 
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pacto, entonces (X,i(T5)) es compacto, luego como 

(T5)(= i(r) para todotE[0,1), se tiene que (X,i0(  (t)) 

es compacto, entonces por la proposicinn 2.1.8, (X,t) es 

o‹-compacto para todoo(E[0,1). 

Podemos observar que la inversa de la proposicinn ante-

rior no es cierta, como lo muestra el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2.2.1: Sea (X,e) el espacio topolngico difuso 

del ejemplo 2.1.3. Entonces (X,i c((t)) 

es compacto para todoc<IE[0,1), luego por la proposicinn 2.1.8, 

(X,?..) es c{-compacto para todo o(C[0,1). Sin embargo (X,e) 

no es ultra-compacto, puesto que i(e) es la topología dis-

creta sobre X = I, o sea (X, i(rd.)) no es compacto. 

Proposicinn 2.2.2: Sea (X,Z5) un espacio topolngico. 

Entonces (X,e) es compacto, si 

solo si, (X, w("15)) es c(-compacto para algrinc<e[0,1). 

Demostracinn: 

Supongamos que (X,e) es un espacio topolngico com-

pacto. Como i(w(T.-..)) =t , se tiene que (X, w(')) es ultra-

compacto. Luego por la proposicinn 2.2.1, (X, W(r)) Es 

0K-compacto para todooV[0,1). 

Supongamos ahora que (X, w(e)) es 0,C-compacto para algnn 

entonces por la proposicinn 2.1.8, (X,i(x (w(e))) es 

compacto; pero como por la proposicinn 2.1.5, io((w(e)) 

se tiene que (X,r,) es compacto. 
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Corolario 2.2.1: Sea (X,Z) un espacio topol6gico. Si 

(X, w(25)) ES o(-compacto para alg6n 

0(6[0,1), entonces (X, w(r)) es Gk-compacto para todoc(C[0,1). 

Demostración: 

Supongamos que (X, w(r)) es c(-compacto para alg6n 

400(E[0,1), luego por la proposicinn 2.2.2, (X,e) es compacto, 

entonces como r-C.= i(w(e)) se tiene que (X, w(r)) es ultra-

compacto, por consiguiente por la proposicinn 2.2.1, (X,w(e)) 

es c<-compacto para todoo(e[0,1). 

Corolario 2.2.2: Sea (X,25) un espacio topol6gico. En- 

tonces (X,e) ea compacto, si Y 

si, (X, w(T5)) es ultra-compacto. 

Demostración: 

Esta demostracinn se deduce de la igualdad 

i(w(15)) = f-C.  • 

solo 

Corolario 2.2.3: Sea (X,2"---) un espacio topolngico. En- 

tonces (X, w(e)) es ultra-compacto, 

si y solo si, (X, w(25)) es 0(-compacto para alg6n 0,0E10,1). 

Demostraci6n: 

La condición necesaria se obtiene de la proposicinn 

2.2.1. Demostraremos la condicinn suficiente. Supongamos 

que (X, w(r)) es c‹-compacto para alg6nc/e[0,1), entonces 

por la proposicinn 2.2.2 (X,e) es compacto, luego por el co-

rolario 2.2.2, (X, w(r)) es ultra-compacto. 
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Definicifin 2.2.2: Sea (X,r) un espacio topol6gico di-

fuso y F un conjunto crispado en X. 

Decimos que F es ultra-compacto en X, si y solo si, el sub-

espacio (F'ft.F)  es ultra-compacto. 

Proposici6n 2.2.3: Sean (X,e) un espacio topol6gico 

ultra-compacto y F un conjunto cris-

pado en X. Si F es cerrado, entonces F es ultra-compacto en 

X. 
Demostraci6n: 

Supongamos que F es cerrado en X. Como (X,e) es 

ultra-compacto, (X, 1(T5)) es compacto, ademAs por ser F un 

conjunto crispado y cerrado en X, se tiene que F es cerrado 

en (X, i(r)). Por lo tanto (F, i(e)F ) es compacto. Luego 

como por la proposici6n 2.1.7, i(rF ) = i(r)F , se tiene que 

(F, i(T5F )) ES compacto, o sea (F,eF ) es ultra-compacto. 

Proposición 2.2.4: Sean (X,T1.), (Y,11) dos espacios to-

pológicos difusos, f :(X,e)---P-(Y,11) 

una funci6n D-continua y F un conjunto crispado en X. Si F es 

ultra-compacto en X, entonces f(F) es ultra-compacto en Y. 

Demostraci6n: 

Como f : (X,r15)---4.-(Y,IL) es D-continua, entonces 

por la proposici6n 2.1.9, f : (X, i(r))----1--(Y, int)) es 

continua; ademns como F es un conjunto crispado y ultra-com-

pacto en X y i(tF ) = i(t)F , resulta que F es un conjunto 

compacto en (X, i(r)). Luego f(F) es un conjunto compacto 
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en (Y, i('U)), o sea (f(F), 1( (11 ) f(F) ) es compacto. PETO 

i(11) f(F) = 
	 Por consiguiente (f(F)711f(F)) es 

ultra-compacto, o sea, f(F) es ultra-compacto en Y. 

3. 	ULTRA-HAUSDORFF 

Definicinn 2.3.1: Sea (X,'(5) un espacio topolngico 

difuso. Diremos que (XX) es ultra-

Hausdorff, si y solo si, (X, í(25)) es Hausdorff. 

Proposicinn 2.3.1: Sea (X,le) un espacio topolngico di-

fuso. Si (X,r15) es Hausdorff, enton-

ces es ultra-Hausdorff. 

Demostracinn: 

Supongamos que (X,r) es Hausdorff. Sean x, y C X 

con x 	y, entonces X1/2, Y1/2  son puntos difusos en X. Lue- 

go como (XX) es Hausdorff, existen 1:1-vecindades abiertas 

U e Qx 	, Ve Q 	tales que UnV - 0. 
1/2 	Y 1/ 2  

U e Q x  
1/2 

V e 
Y1/2 

-1 Como U (( 1/ 2 ,1]) e i( 	
-1

25) y y (( 1/ 2 ,1]) e i(r), SE 

- tiene que U
1 	 -1 ((1/ 2 ,1]) es una vecindad de x,y V ((1/2,1]) 

-1 	 - ES una vecindad de y. Ademns U (( 1/ 2 ,1])ñ 1((1/2 ,1]) = 0, 

puesto que UnV = 0. Por consiguiente (X, i(r)) es Hausdorff, 

o sea, (X,e) es ultra-Hausdorff. 
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Podemos observar, que en general, la inversa de la propo-

sici6n anterior no ES cierta, como lo muestra el siguiente 

ejemplo. 

Ejemplo 2.3.1: Sea (X,1,7:) el espacio topol6gico difuso 

del ejemplo 2.1.3. Entonces i(r,) es la 

topologia discreta sobre X, por consiguiente (X, 1(75)) es 

Hausdorff, o sea (X,r) es ultra-Hausdorff. Sin embargo 

(X,27.) no ES Hausdorff, puesto que para todo par de conjuntos 

difusos abiertos U, Ve rt tales que U 	0, V 	0, se tiene que 

U() V 	0. 

Corolario 2.3.1: Sea (XX) un espacio topol6gico. En-

tonces (X,T5) es Hausdorff, si y solo 

si, (X, w(V)) es ultra-Hausdorff. 

Demostraci6n: 

Esta demostraci6n se deduce de la igualdad 

i(w(e)) =rt-  • 

Corolario 2.3.2: Sea (XX) un espacio topol6gico. En-

tonces (X,t) es Hausdorff, si y solo 

si, (X, w(T5)) es Hausdorff. 

Demostraci6n: 

La condición suficiente se deduce de la proposicinn 

2.3.1 y del corolario 2.3.1. Demostraremos la condici6n nece- 

saria. Supongamos que (XX) es Hausdorff. Sean x x , yr  dos 

puntos difusos de X, tal que x 	y. Como (X,e) es Hausdorff,  
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existen dos abiertos U y V disjuntos tales que xE U, V E V. 

Se tiene entonces que U y V son conjuntos crispados en X con 

U(x) - 1 yV(y) - 1. Por consiguiente Ue x y VEC1 , ade- 
A 	V 

m6s UnV - 0. Así pues (X, w(27....)) es Hausdorff. 

Corolario 2.3.3: Sea (X,T5.) un espacio topol6gico. En-

tonces (X, w(e)) es Hausdorff, si 

solo si, (X, w(t-.)) es ultra-Hausdorff. 

Demostraci6n: 

Esta demostracinn se deduce de los corolarios 2.3.1 

y 2.3.2. 

A continuación presentaremos un ejemplo de un espacio 

topol6gico difuso ultra-Hausdorff (x,rc) donde existe un con-

junto crispado y ultra-compacto F que no es cerrado en (X,T2) 

Ejemplo 2.3.2: 	Sean (X,t) el espacio topol6gico difuso 

del ejemplo 2.1.3, y F el conjunto cris-

pado en X definido por: 

F : 	I 

F(x) 

	fi 	si x 

LD 	si x 

En el ejemplo 2.3.1 se prob6 que (X,e) es ultra-Haus-

dorff. Como F es un conjunto unitario en X, entonces 

(F, i(rt:F )) es compacto, o sea, (F,Z,F ) E5 ultra-compacto. 

Sin embargo F no es cerrado en (X,e), puesto que F L F, ya 
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que x1/4 e  F (x - 1/4) Y xi/LF*F• 

Presentaremos ahora un ejemplo para ilustrar que las to-

pologias difusas ultra-compactas no son minimales entre las 

topologias difusas ultra-Hausdorff. 

Ejemplo 2.3.3: Sean X = I y 

ti = 

tr,2  - VI,X}U{.  A E G(X) : A(X)C 10,1/ 2 } y PIE w(rCI) } 
Es claro que (XX1) y (XZ2) son espacios topolngicos 

difusos ultra-Hausdorff, puesto que 

i(r1) = i(t2 ) - fe',  y f 2 el' Además (X,ri) es ultra-

compacto, puesto que (X, 1(7:1)) es compacto. Así pues 

(X,e1) es un espacio topolágico difuso ultra-Hausdorff y 

ultra-compacto. Sin embargo 't1 no es minimal entre las topo-

logias difusas ultra-Hausdorff de X. 
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1. EL TEOREMA DE TYCHONOFF DIFUSO. 

Definicilin 3.1.1: Sea {(X.X.)}. 	una familia de es- 

pacios topol6gicos difusos. Sea 

X =nX. el producto cartesiano de la familia íx. : je-31 
jeJ 

y sea P. la proyeccilin natural de X en la j-Isima coordenada 

X j. Denotemos con 130,(3) la familia de todos los subconjuntos 

finitos de J. Sea 73 = {n 	: U jet:,1 , Fe  
jeF 

La topología difusa sobre X que tiene al como base es 

llamada la topología producto difuso, y se denota n ej. 
j13  

El par (X, ne.) es llamado el espacio producto difuso de 
jet] 

la familia {(Xi, epliej  • 

Observaci6n: La topología producto difuso es la topolo-

gía difusa más gruesa sobre X que hace to-

das las proyecciones P. : (X, r) D -contí - 
je3  j 	J' j 

nuas. 

Proposicián 3.1.1: Seaní t j, j jjej  una familia de  

espacios topolágicos difusos y 

T-T xi, fl el) el espacio producto difuso de la familia 
jeJ 	jeJ 

{(Xi, ti) 	. Entonces 	 . 7-Y i(t) para todo j 	 jeJ 	jeJ - 

y en consecuencia 
JeJ 	J1J 
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Demostraci6n: 

Recordemos que: 

o( ( flt.)
-  

- R 1 ((c< ,1]) 	Re n t. 
jEJ 

1 	 -1 2)  = {P-1. (B. «c‹ ,1]» J 	J 
ES una sub-base para la topología 

j 	.3 } 

jEJ 

Probaremos que  id,  ( 	 T 	j_0(  ( t.). Sea 
ieJ j  jeJ 

HE i ( , entonces existe REne. tal que 
je.] 

H = -1 A ((c< 	). Luego existe KCJ tal que para todo 

AeK,Jx e p,x (J), 

Entonces 

para cada j 	J existe B  
ix 	jA 

A = U ( n P-1 	» 
.xek 	j EJ jA 	J71  A 

con 

- 
=[ 	( -n P

1  
• (8 	))1-1  ((o( ,1]) 

	

LXe J€J> 	-1  
-1 .{ x e 77 x i:(U( n P i  (B i  ))(x)> o( } 

jeJ ' Aek j...‘eJN -1x -1x,  

1 x€ 77 x• 4 :3xek, ( n p--1(B. ))(x)>«) 
jeJ 	J 	 j eJ ix iX -). 	x 

_ ( x E n x• :gxek, V eJ , P71(8. )(x)>0(} 
jEJ i 	 ix x Jx  JA  

t x e n-  X,.:3AEk, V €.3 , B. (P. (x))> o( } 
jeJ ' 	 i A x 	J x  Jx 

- {x e 77 X .• :-JAE.k, tH e..3), ,P . (x)e B-.1  ((o( 
jeJ J  --' 	-"A  

_ t xe n X .: -3Ack, V .;  eJx ,xE P71(13 -1((c< ,1]))} 
il.-] 	j 	 JA 	il 	j)1/4 



A:1(( 	,11) 

-(P .(x))>c< I 

: p 1(Bi)(x)> 

((o< ,1)) 
J 	J 

((01 ,1]). 

- Como P 1  . ( B ) 

ieJ 

ic,( ( 
jeJ 

se tiene que H 

c( CZ:j Y n 
jeJ 

nic((t/.)-- 

Probemos ahora que i( T—V15.) - T-T 
jeJ 	jEJ 

). Por 

)CioK ( 
jeJ 

ic,c ( 
jeJ 

( t.). En efecto: 

fi  consiguiente 	i4,(( ne.) 
jeJ j  

Hemos probado así que 
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x e n Lp71(B71((01(,1])1} 
si,EJ 

L
rp-.1(B-.1( (0( ,1] 	) 

- 
Como P-1 (A

1  
• ( (o( ,1])) e-f), 

si x  
se tiene que H 6 7\ ic,<((c;)• 

jEJ 

Por consiguiente ic(  ( T—Vt.) C: 7-7 icx  
jeJ 	jeJ 

Supongamos ahora que 
HE?, 

 entonces existe jeJ y B 

tal que 
- - H 	P 1  . (B 1  . ( 	,1] ) 

- sup 	ick(ne.i) jeJ  



i(T-Y11:¡)) ES compacto, por lo tanto 

es ultra-compacto. 

tiene que 
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- sup 	n io,() 
0(E[0,1) jEJ 

= T-T s uP  
J je3 d.e[o , 1) 

. n i(r.) J je3 

Así pues 

7-7 i(e.). 
jEJ 	jeJ 

Teorema 3.1.1: (Tychonoff). El espacio producto difuso 

(7--\ X., T-Y) de la familia 
jEJ 	jeJ 

{(X.,(:.) 	no vacía de espacios topol6gicos difusos es 
J J jej  

ultra-compacto, si y solo si, para todo j E 3,(X j,ei) es ultra-

compacto. 

Demostraci6n: 

La condici6n necesaria se deduce de la proposici6n 

todo j 	J la proyecci6n 

Supongamos que para 

todo j 	J,  J 	J es ultra-compacto, entonces (X 	) 

es compacto, luego por el teorema de Tychonoff para la topolo- 

gíageneral se tieneque (7-1). 	 es compacto. 
jeJ 	jeJ 

Como por la proposici6n 3.3.1, 1-1 i( 
jeJ 

2.2.4, y de que para 

es D-contínua. 

Probaremos la condici6n suficiente. 

= i(  ne'' ) 52  
jEJ j  
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2. DENSIDAD. ULTRA-DENSIDAD. 

Definicinn 3.2.1: Sea (X,e) un espacio topolngipo difu-

so. Un conjunto difuso A en X es den-

so en (X,T;), si y solo si, A - X. Si (Y,ry ) es un sub-espa-

cio difuso de (X,?:), entonces (Y,ey) es denso en (x,r), si 

y solo si, Y es denso en X. 

Definicinn 3.2.2: Sea (X,t) un espacio topolngipo di-

fuso. Un conjunto difuso A en X es 

ultra-denso en (X,r), si y solo si, para todo 

00,(c[0,1) A-1((0(,1]) es denso en el espacio topolngico 

(X, i(T5)). Un subespacio difuso (Y,ey) de (X,e) es ultra-

denso en (X,r), si y solo si, Y es ultra-denso en (X,r). 

Rroposicinn 3.2.1; Sean (X,e) un espacio topolbgico 

difuso y A un conjunto difuso en X. 

Entonces A es ultra-denso en (X:15), si y solo si, A es denso 

en (X, w(i(Z5))). 

Demostracinn: 

Supongamos primero que A no es denso en 

(X, w(i(e))), entonces existe un conjunto difuso E cerrado 

en (X, w(i(r.))) tal que A c= E y E 	X, por lo tanto existen 

un rinmerocKe[0,1) y un punto xE. X tal que A(x):1-1-.., E(x)<:0(<1. 

Como E es cerrado en (X, w(i(e))) la ,uncinn E : X 	I 

es semicontinus superiormente relativa a i(e). Luego 
-1 	 -1 ([0,0(»Ei() y 13 ([9,0()) 	O. Además como ACB, se 



tiene que A _1(( 	,1])n 8_1([D,)) 	0. 	Por consiguiente 

-1 no es denso en (X, ¡(t.)), y A no es ultra-denso 

en  

Recíprocamente, supongamos que A no es ultra-denso en 

(x,r) 	entonces existe un número o(c[0,1) tal que f_1(( 	,1]) 

no es denso en (X, i(r)), por lo tanto existe un conjunto 

abierto no vacío G en (X, i(e)) tal que A-1((c< ,1])() G = 0, 
-1 r 	\ luego Gc=A 	(1_0 09q ),. 

mos la función 

: 

si x e G 

1 	si x 	G 

Entonces es claro que 8 es un conjunto difuso cerrado en 

(X, w(i(e))). AdemósAC8y8 	X. Por consiguiente, A no 

es denso en (X, w(i(?-5))). 

Corolario 3.2.1: Sean (X35) un espacio topológico di-

fuso y A un conjunto difuso en X. Si 

A es ultra-denso en (X,T71), entonces A es denso en (x,r). 
Demostración: 

Supongamos que A es ultra-denso en (XX) entonces 

por la proposición 3.2.1, A es denso en (X, w(i(t:))). 	Luego 

como por la proposición 2.1.E, 	 , se tiene que A es 

denso en (X,t). 

Tomemos un nrtmero p , .0.<1 y defina- 

Podemos observar que la inversa del corolario anterior, 
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en general, no 2S cierta, como lo muestra el siguiente ejem—

plo: 

Ejemplo 3.2.1: 	Sea X 	(0,1) y 2:5 la topologia difusa 

definida por: 

' P,X}UlA e G(X) : A(X)c:k0,1/ 21,y Ae w( x) } 

dondefrX es la topologia usual de X. Definamos el conjunto 

difuso A en X por 

A : X--1— I 

1 si 0 <x <1/2  

A( x) 	- 

O si 1/2 <x<1 

Es inmediato que I = X, luego A es denso en (X,e). 

Sin embargo, como 

icin - 1[3x : Be X } = tx  
-1 y A ((0,1]) . (0,1/2) no es denso en (X, i(e)), Se tiene 

que A no es ultra-denso en (X,T5). 

Corolario 3.2.2: Sea (X,Z2) un espacio topolEigico y A 

un conjunto difuso en (X, w()). En-

tonces n _ es ultra-denso en (X, w(Z5)), si y solo si, A 2S den _ 

so en (X, w(')). 

Demostraci6n: 

Esta demostraci6n se deduce de la proposici6n 3.2.1 

y de la igualdad 

w(i(w(r))) = w(e). 
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3. 	ULTRA-COMPACTIFICACION STONE-nECH. 

Definicinn 3.3.1: Sean (X,r) un espacio topol6gico di-

fuso y (BX,It) un espacio topol6gico 

que contiene a (X, i(?) como subespacio. Definamos la co- 

leccinn tj  por tu = 	G(BX) : Ae w( rit) y A/ x 6e 

Proposicinn 3.3.1: (BX,11) es un espacio topol6gico 

difuso. 

Demostraci6n: 

i. Es inmediato que 0, BXe /CIL, puesto que 

BX 	w(11 , y 0/ x 	0, BX/ x = X. 

ii 	Sean A i,...,An  eily sea A  Como 
i=1 

para cada i, 1 <i 	n, I E. w(r11), entonces Ae w(11)., 	Por 

otro lado, como Ai/x  et y A/x 	n A./ 	se tiene que X' i.1 

Aix est:. 	Así pues Pkeelt. 

	

Sea 	lAi} 

y sea A . 	U 	A •• 	Como para 
jEJ 

A e w(11). 	Por 	otro 	lado, 

se tiene 	que 	Así X 
De 	(i), 	(ji) 	y 	(iii) 

cio 	topol6gico 	difuso. 

Proposicinn 	3.3.2: 

je3 	una familia 

cada 	je J, 	A 

como 	A./ 	y j 	X 

pues AeZru. 

se 	obtiene que 

Si 	(BX,11.) 	es 	un 

de 	elementos 	de 

e w( ra.), 	entonces 

A/ 	- X 	A j/X' jeJ 

(BX,r1L ) 	es 	un espa- 

espacio 	topol6gico 

compacto, entonces (BX, r1:11. ) es un 
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espacio topolbgico difuso ultra-compacto. 

Demostraci6n: 

Por la definicibn de Cu tenemos que rCti wat), 

por consiguiente i( tu)cri,t. Luego como (BX,1.1) es compacto, 

(BX, i( tu)) tambiln es compacto. Por lo tanto (BX,e111) ES 

ultra-compacto. 

Proposici6n 3.3.3: Si (ex,11) contiene a (X, i(e)) como 

subespacio denso, entonces (x,r) es 

un subespacio ultra-denso de (BX, ru. ). 

Demostraci6n: 

Mostraremos primero que (X,'-C) es un subespacio de 

(BX, 'tu ). En efecto: 

i. 	Si A e r.-tx , entonces por definición de (Cu se 

tiene que A/ Xer. 
u. Sea Met y para cada nómero o< definamos los 

1 conjuntos 1/a( 	A- (C0( ,1]) y III  - BX-( 	) BX' luego es inme- 

diato que licx i( rC) , 110(41  EU y II.< 	n X. 	Notemos que 

BX 

cada x e 

luego es 

conjunto difuso 6 en BX por 

B : 6X ----9.- I 
x 	 - sup c< xeucl:} 

Sea x 	X, entonces 

para todo 0(< O y 	que 	u.<41  _ para todo o>1. 	Para 

BX definamos el nnmero 6(x) por 

B(x) 	= sup 	: x E IJ 

inmediato 	que O 	6(x) <1. Así 	podemos definir el 



E(x) 	sup 

sup 

- sup 

X€ vo," 

{ o(: 	
x e vrx 	(") 	x 

{ c‹: 	
x e y, 

= sup 
{ C‹: 	x 	A-1((c< , 1]) 

= sup 
( C‹:  

x 	M_(( 1]) } 

= sup 
{«: A(x)>c< 

= A(x) 

por consiguiente E/x  = A. Mostraremos ahora que 	w(11). 

Sea b e I, si b = 1, entonces E-1( (b ,1] ) 	(le fa ; supongamos 

entonces que b <1. Sea x 	E -1( (b ,1] ) , entonces b < E(x); 

tomemos Xe I tal que b<W<E(x), y consideremos el con junto 

V 	e ti . como e(x) 	sup { o( : G( v 	y X<Ce(x), existe un 

nnmero c. I tal que X<o( y x e vc,T. Luego como X<c‹, l/01 

y por consiguiente x e v1. Si y e 	, entonces 	E( y) , por 

lo tanto b<E( y) , o sea, y e((b,1]); por consiguiente 

C E-1( (b,1]). Así pues, existe 1/x41  E 1.1 tal que 

X E l/x11 	E-1( (b,1]). 	Lo que prueba que 	w(11.), y He tt. 

Hemos probado así, que para todo ME 	existe He rIt tal que 

E/X  = A. 

De (i) y (ii) se tiene que (x,e) es un subespacio de 

(EX, tu). 

Mostraremos ahora que X es ultra-denso en (EX, eu.). 

En efecto, como X es denso en (EX, t.) y i(tu )clt Y se tiene 
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que X es denso en (8X, i(Z.:11. )); además como para todo 

0(6[0,1), X-1((c< ,1]) - X, se tiene que X-1((0(,1]) es denso 

en (BX, icr-u.))  para todoo(e[0,1). Así pues X es ultra-

denso en (8X,e-u.). 

Teorema 3.3.1: (Stone-nech). Sean (X,r) un espacio 

topol6gico difuso tal que (X, icr» es 

Tychonoff Ll y (ex,q1) la compactificaci6n Stone-nech de 

entonces (8X,V) es ultra-compacto y (X,e) es 

un subespacio ultra-denso en (8X,t211). Además si 

f : (x,r)-9"- (Y, r15') es una funcinn D-continua de (X,r) 

en el espacio topol6gico difuso ultra-compacto y ultra-Haus-

dorff (Y,Z,1'), entonces existe una funcinn D=continua 

f 	(E3X, 	 (Y,'')-->- 	tal que 	= f. 

Demostraci6n: 

De las proposiciones 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3 se obtiene 

que (8X, rC-11) es ultra-compacto y que (x,25) es un subespacio 

ultra-denso de (8X,r1t ). 

Como f : (x,e)--3-(Y,151) es D-continua, se obtiene 

por la proposici6n 2.1.9, que f : (X, i(r:))----9.--(Y, 

es continua. Además (Y, i(25')) es compacto y Hausdorff. 

Luego como (8X, (11) es la compactificacinn Stone-ech de 

(X, 5.(T5)), [3] existe una funci6n continua 

i(tI)) tal que ?/x  = f. Mostraremos 

que f : (8X, ru)----->-(Y,V, ) es D-continua. Sea Metí, 

entonces como f es D-continua se tiene que f -1(A)  



ademAs Como d?-1(A)/ - -- (A0'7)/ = Aof y oC w(T1), se tiene 

	

X 		X 

que f (A) Er•tt. Lo que muestra que f es D-continua. 

Observacinn: En el teorema anterior demostramos que si 

(X,T;) es un espacio topolligico difuso y 

(X, i(15)) ES un espacio topolligico Tychonoff, entonces si 
y 

(BX,11) es la compactificacinn Stone-Cech de (X, i(r)), se 

tiene que (BX, ru) es un espacio topolligico difuso ultra- 

compacto que contiene a (X,r,) como subespacio ultra-denso, 

o sea, (BX, Zu) es una ultra-compactificacinn de (X,e). 

AdemAs si f 	(x,e) 	(Y, 'el) es una funcinn D-continua 

de (X,T2) es un espacio topolligico difuso ultra-compacto y 

ultra-Hausdorff (Y,T21 ), entonces existe una funcinn D-con- 

tinua 	: (BX, r„)--,---(x,r1) que hace el siguiente diagra- 

ma conmutativo. 

  

(BX, 

donde h es la funcinn de embebimiento de X en su compactifi-

cado [3]. Esta propiedad de extensinn en la topología gene-

ral caracteriza la compactificacián Stone-nch, por lo cual 

decimos que (BX,') es la ultra-compactificacinn Stone-Cech 

de (X,T2). 
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Ejemplo 3.3.1: Sea (X,Z;) un espacio topol6gico Tycho-

noff y (Bx,u) su compactificaci6n 
v 

Stone-Cech. Consideremos el espacio topol6gico difuso 

(X, w(e)), entonces como i(w(r)) .r, se tiene que (BX,11) 

es la compactificaci6n Stone-nch de (x, i(w(t)).  Luego 

como (X,r) es un subespacio de (BX,TI), se tiene que 

tu.= {A E G(BX) : A e wni. ) y A/ x Ew(Z5,)} . w(11) 

y por consiguiente (BX, w(11)) es la ultra-compactificaci6n 

Stone-ech de (X, w(e)). 

En general se tiene que rii5w(rit), como lo muestra el 

siguiente ejemplo: 

Ejemplo 3.3.2: Sea X = (0,1) yrx  la topología usual 

de X. Sea rt; la topología difusa sobre 

X definida por 

G(x) : A (X) 	t 0,1} y AEw(rx ) I 

como i("Z5) -7:x , se tiene que (X, 1(T5)) es un espacio topo16-

gico Tychonoff. Sea (BX,1t) la compactificaci6n Stone-ech 

de (X ,Vx) , entonces 

G(BX) : A/ X e. 0 y A E w( fi( ) } 

y (BX,r ii ) es la ultra-compactificaci6n Stone-ech de (X,1-...). 

Por lo tanto ritClu(11). 



CAPITULO ni 

CONCLUSIONES 



En esta seccinn trataremos de precisar algunos resulta-

dos para establecer las relaciones y diferencias entre la 

teoría de los espacios topol6gicos y la teoría de los espacios 

topol6gicos de lo difuso. Recordemos que Top indica la cate-

goría de los espacios topol6gicos y las funciones continuas. 

Lo primero que estableceremos es que la familia formada 

por los espacios topol6gicos difusos (objetos) y las funciones 

D-continuas (morfismos) es una categoría, la cual se denota 

por Fuz. 	En efecto: 

i. Es claro que si (X,1-5), (Y,Z5') y (Z,r") son espa-

cios topol6gicos difusos y f 

g : (Y,'') 	 son funciones D-continuas entonces 

la funcinn compuesta gof 	(X,r)---->-(Z,e") es D-continua. 

u. Si (X le), (Y,e'), (Z,e"), (WIrffi) son espacios 

topol6gicos difusos y f 

g 	 h : (Z,r")----*-(W,;) son funcio- 

nes D-continuas, entonces es inmediato que: 

ho(gof) 	(hog)of 

iii. Para cada espacio topol6gico difuso (X,r), la fun- 

cinn identidad I :(X X 	' 

 

es un D-homeomorfismo; 

 

por lo tanto para todo espacio topol6gico difuso (Y,r') y 

para toda funci6n f:(X,e)---->-(Y,'CY) y g:(Y,e')-----11.--(X,t;) 

se tiene que: 

foIx f 

Ixog = g 



Así pues de (1), (ii) y (iii) se obtiene que Fuz es una 

categoría. 

Definamos ahora los funtores 

w : Top ----1.-Fuz 

W(f) = f 

: Fuz ---4-Top 

1(f) = f 

Como 

(fog) = fog 

y 

1 (fog) = fog 

se tiene que los funtores W y 1 son covariantes. 

De la proposicinn 2.1.5, se deduce que 

I(Wc(x,e))) = (X,T5); por lo tanto la categoría W(Top) es 

isomorfa a Top. Además de la proposicinn 2.1.10, se tiene 

que W(Top) es una subcategoría plena de Fuz. Por consiguien-

te podemos considerar a Top como una subcategoría plena de 

Fuz. Sin embargo la categoría Fuz es mucho más grande que 

Top. Para ilustrar esta afirmacinn, a continuacinn daremos 

un ejemplo de un espacio topolngico difuso que no se obtiene 

como espacio topolngico difuso inducido por un espacio topo-

16gico. 
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Ejemplo 1: Consideremos el espacio topolngico difuso 

(X,r) definido en el ejemplo 2.1.2. Enton-

ces se tiene que w(iCZ:)) 

Supongamos que existe una topología II, tal que 

(X,(ti ) e Top Y w(11) 	. 	Luego 

i(w( r(I)) - 

entonces por la proposicinn 2.1.5, 

11 _ i(e) 

Por lo tanto 

w(11) - w(i(e)) 

D sea 

wcice» 
lo que es una contradiccián. 

De las conclusiones hechas anteriormente podemos compren-

der ahora el por qul de que ciertas propiedades que se cumplen 

en Top no se cumplen en Fuz; como por ejemplo, sabemos que en 

Top las topologias compactas son minimales entre las topolo-

gias Hausdorff de un conjunto X; sin embargo esto no es cierto 

en Fuz, D sea que las topologias difusas ultra-compactas no 

son minimales entre las topologias difusas Hausdorff de un 

conjunto X, como lo muestra el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 2: Consideremos los espacios topolbgicos difusos 

(x,r1) y (X,e2) definidos en el ejemplo 

2.3.3. Es claro que (X,ri) Y (X,e2) son Hausdorff, (X,r-1) 

es ultra-compacto y r 2 	 O sea el espacio topolbgico 1 
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difuso (X,Z51) es ultra-compacto y Hausdorff, sin embargo 

t1 no es minimal entre las topologias difusas Hausdorff sobre 

X. 

Si bien es cierto que hay ciertas propiedades de Top que 

no se cumplen en Fuz, tambinn es cierto que hay muchas propie-

dades y teoremas de Top que se generalizan de una forma natu-

ral a Fuz, como por ejemplo, la proposicinn 2.2.3, la proposi-

cinn 2.2.4 y el teorema de Tychonoff para el producto de espa-

cios topolngicos difusas (Teorema 3.1.1). 

Uno de los resultados mns importante obtenido en el desa-

rrollo de este trabajo es la construccinn de la ultra-compac-

tificacinn Stone-Iech de un espacio topolngico difuso (X,r) 

tal que (X, i(r)) es Tychonoff, como lo muestra el teorema 

3.3.1. Mns ann si (X,e) es un espacio topolngico Tychonoff 
y 

y (ex,11) es su compactificacinn Stone-Cech, entonces la ultra- 

compactificacinn Stone-Iech de (X, w(e)) es exactamente 

(EX, w(11)) como lo muestra el ejemplo 3.3.1. 

Por nitimo podemos ver que todos los conceptos definidos 

en Fuz, cuando se restringen a W(Top) = Top coinciden con los 

conceptos correspondientes en Top, como por ejemplo la 0.‹-com-

pacidad (proposicinn 2.2.2), la ultra-compacidad (Corolario 

2.2.2), Hausdorff (Corolario 2.3.2), ultra-Hausdorff (Corola-

rio 2.3.1). 
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