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INTRODUCCION



%1

El trabajo gue a continuacifin presentamos se fundamenta
en la teorfa de lo difuso. Esta teorfa, introducida por
L. A. Zadeh [12], generaliza la nocifn de conjunto ordinario
y tiene una visibn més amplia de aplicacifin particularmente
en el campo de patrones de clasificacifin v procesos de infor-

macilin.

Siguiendo los delineamientos de R. Lowen [5-7] y H. W.
Martin [8] demostraremos el teorema de Tychonoff yv el teorema
de ultra-compactificacifin Stune-ﬁech, y hacemos un estudia de
los funtores W v 1 que relacionan las categorfas de los espa-

cios topolbgicos v de los espacios topolfBigicos difusos.

Este trabajo se ha desarrollado a travfs de cuatro capf-
tulos: En el primero se dan las nociones preliminares, en el
cual se define lo gque es un conjunto difuso; topologfa difusa;
bases y sub~bases; vecindades; (Q-vecindades; interior, adhe-
rencia vy punto de acumulacifin de un conjunto difuso; espacios
de Hausdorff; subespacios; funciones generalizadas; funciones
D-continuas v o ~-compacidad; ademés se df una caracterizacifin
de los conjuntos ahiertos a travbs de Q-vecindades. En el
segundo capftulo nos dedicamos al estudio de la topologfa ini-
cial i( C ) de un espacio topolfgico difuso (X, C), la ultra-
compacidad vy los espacios topolbgicos difusos ultra-Hausdorff;
ademés dado el espacioc topolfigico (X,W) v el espacio topolf-
gico difuso (X,C) se caracteriza la topologfa i(CT) v se es-

tudian las relaciones entre W , iwCW)) y'Z:, w(i(C)). En



xii

el tercerg estudiamgs la densidad y la ultra-densidad, y de-
mostramos el teporema de Tychoneff y construimos la ultra-com-
pactificacibn Stone-lech de un espacio topolfBgico difuso
(X,C) talque (X,i(?j)) es Tychonoff, gue son los temas prin-
ciaples de nuestro trabajo. En el cuarto capituloc presenta-
mos las conclusiones, en el cual hacemos ver gue la categoria
de los espacios topolbBgicos es una sub-categorfia plena de 1la

categorfa de los espacios topolBgicos difusos.

Los métodos de investigacifn seguidos en esta tesis son
los mismos gue se siguen en la matemftica no difusa, puesto
gue se demuestra en l1la l6gica de lo difusoc gue ambos métodos

son iguales.



CAPITULD I

NOCIONES PRELIMINARES



En este capitulo presentamos las definiciones y resulta-
dos m#és importantes de la teorfa de los conjuntos generaliza-
dos o de Zadeh y de la topologfia de 1o difuso, los cuales uti
lizaremos en el desarrollo de nuestro tema. Para tal propb-
sito, X denota un conjunto (ordinario) no vacio, I el inter-
valo unitario [0,1] equipado con la topologia usual’t&EEIr

es I equipado con la topologfia:

T, = {(x,1] : der}yfr}

1. Dado un conjunto X, 2 toda funcifn A de X en I se
le llama conjunto difuso en X o conjunto generalizado o con-
junto de Zadeh. A 1a familia de los conjuntos difusos en X
se le denota por G(X). Para todo x€ X, A(x) es llamado el
grado de pertenencia de x en A. El conjunto {xesx : A(x) >0 }
es denominado el soporte de A y se denota sOp(A) o AD. 51
A toma solamente los velores 0,71 (o sea A es una funcibln ca-
racteristica), A es llamado conjunto crispado. Particularmen
te, el conjunto crispado gue toma el valor 1 en X es denotado
por X y el conjunto crispado gue toma el valor 0O en X es deno
tado por M.

Con el fin de simplificar la escritura y de no causar
confusifin, adoptaremos la siguiente convencifin; como es sabido
todo subconjunto de X determina una funcifn caracteristica vy
viceversa, 0 sea gue existe una correspondencia biunfvoca en-
tre los subconjuntos de X y las funciones caracterfisticas de

X (o conjuntos crispados en X), por consiguliente considerare-



mos todo subconjuntoc de X como un conjunto crispado y vice-

VeETSd,.

2. Un conjunto difusoc en X es llamado punto difuso, si
y solo sf, toma el valor 0 para todo vy € X excepto para un
solo puntog X € X. 51 el valor para x es A (0<A<1) dencta-
mos el punto difuso por x, , donde el punto x es llamado el
soporte de este. Si A= 1 el punto difuso x, es llamado pun-
to crispado.

Un punto difuso x, se dice gue esté contenido en un con-
junto difusoc A, o gue pertenece a A, y lo denotamos por x,€ A,

si vy solo si, A <LA(X).

I Operaciones y Relaciones.
a. Sea J un conjunto de fndices, y sea
I:{F\j : jEJ} una familia de conjuntos difusos en X. En-
tonces la unifin {_J A, y la interseccibn () a, son definidas,
jeJ J jed

respectivamente, por las ffirmulas siguientes:

C U A. )(x) = sup { A.(x) = jEJ}, para todo x € X,
;€3 J J

C MY AL )0 =im°{ﬁ\.(x) : jeJ}, para todo x€ X
jel J J

b. E1 complemento de A, denotado por A', es defi-
nido por la ffArmula siguiente:

AT(x) = 1 - A(x), para todo x €X

c. Dados los conjuntos difusgs A y B, diremos gue

A esté incluido en B, y lo denotaremos AC€B, si y solo si,



A(x)LB(x) para todo x€ X.

d. Dos conjuntos difusos A yv B en X se intersectan, si
y solo si, existe un punto x€ X tal gue (AN B)(x) # @.
De las definiciones anteriores se obtiene la siguiente

ley, de De Morgan's:

(\JA. D)= ()ar,

j€3 4 jeq

L. Una familia T de conjuntos difusos en X es llama-
da topologfa difusa sobre X, si y solo si, satisface los si-
gulentes axiomas:

1.1 #,xe C

T.2 ANBe C para todo A, B € C

T.3 \U A. donde A.ef?& J es un conjunto de
J€2 il ul
{ndices.

El par (X,T:) es llamado espacioc topolBgico difuso. To-
do miembro de © es llamado conjunto difusc abierto. E1 com-
plemento de un conjunto difusoc abierto es llamado conjunto
difuso cerrado.

Sean 1Y ?:é dos topologfas difusas sobre X. GSi
?:1C:’tjz, entonces diremos gue T:é es més fina que

rt:1 es m&s gruesa que'tjz.

1

En este trabajo (X,?:) puede representar un espacio topo-
16gico ordinarioc o un espacio topolbgico difuso, por consi-
guiente utilizaremos las frases espacioc topolbgico y espacio

topolbgico difuso, respectivamente, para diferenciar los con-



ceptos.

5. Ejemplos de espacios topolbBgicos difusos.
a. Dado un conjunto X, la familia C:{M,X} es
una topologfa difusa sobre X llamada topologfa difusa cabtica.
El par (X, C) es un espacio topolfBgico difuso, llamado espa-

cio topolbBgico difuso cabtico.

b. Consideremos el conjunto X y la familia
?:d ={ll€EKX) : A es crispado } de conjuntos difusos en X,
entnncesrt:d es una topologfa difusa sobre X, gue la llamare-
mos topologfa difusa discreta. E1 par (X,Z%) reclbe el nom-

bre de espacio topolbgico difuso discreto.

c. Para todo conjunto X, la familia ?:Ld = G(X) es
una topologfa difusa sobre X, gue la llamaremos topologfia
difusa ultra-discreta. E1 par (X,Tjud) recibe el nombre de

espacio topolbgico difuso ultra-discreto.

d. Dado un conjunto X y la familia
‘C-= {A €G(X) : A es cunstante} de conjuntos difusos en X,

entonces el par (X, C) es un espacio topolBgico difuso.

e. Sea (X,C) un espacio topol6Bgico. Consideremos

la familia:

w(CH =.{A€:G(X) : A es T:-ETI semicontinua inferiormente}de
conjuntos difusos en X, entonces w(C) es una topologfa difusa
sobre X. E1l par (X,w(C)) es ‘llamado espacio topolbBgico difust

inducido por (X,C).



G. Sea (X, T) un espacio topolfigico difuso. Una sub-
familia 75 de C es llamada hase de't:, si y solo si, para

cada A€texisteFA CP tal gue A = () B. Una subfamilia
Be
A

JLC:E:ES una sub-base de‘t:, si y solo si, la familia de to-

das las intersecciones finitas de elementos de iles una bhase

de ?:.

e Sea (X,T:) un espacio topolfgico difuso. Un conjun-
to difuso A en X es llamado vecindad del punto difuso x, , si
y solo si, existe Be (C tal gue Xy €BcA. La familia de todas
las vecindades de x, es llamado el sistema de vecindades de
Xy , Y se denota pDrI—;k

De la definicifin anterior se deduce fhcilmente la siguien

te proposicifin:

Proposicifin 1.7.1: Un conjunto difuso A es abierto,si y solo

si, s veclndad de cada uno de sus puntos.

8. Se dice gue un punto difuso x, es guasi-coincidente
con A, y se denota x,g A, si y solo si, A+A(x) >1. Un conjun-
to difuso A es guasi-coincidente con B, y se denota por R OB,
si vy solo si,existe x€X tal gue A(x) + B(x)>1. De estas
definiciones se deduce un resultado muy importante gue lo ex-

presaremos en la siguiente proposicifn.

Proposicibn 1.8.1: [9] AcB, si1 y solo si, A v B' no son
guasi-coincidentes; particularmente, x, €A,

si y solo si, x, no es guasi-colincidente con A'.



9. Sea (X,T) un espacio topolbBgico difuse. Un conjun-
to difuso A en X es llamado Q-vecindad del punto difusao Xny S1
y solo si, existe se Ctal gue x, g B<CA. Una (-vecindad A
es abierta, si A es abierta. La familia de todas las Q-vecin-
dades de x, es llamado el sistema de [(-vecindades de x,, y se
denota porT Qxx.

Se puede observar gue, en general, una Q-vecindad de un
punto no contiene a dicho puntao, como lo muestra el siguiente

ejemplao:

Ejemplo 1.9.1: Consideremos el espacio topolfBgico difuso
(X, C) de 5-d, donde X = I. Tomemos el
conjunto difuso A en X definido por:
At X—> 1
A(x) = 1/2, para todo x € X
es claro gue A es [~vecindad de X3 /1, (x = 1/2) puesto gue
3/ + A(1/2)>1 y Aezj; sin embargao x3/h¢fﬂ, puesto gue

Al(x)<3/4.

A continuacifin presentaremos una propaosicifin gue caracte-

riza los conjuntos difusos abiertos en termino de Q-vecindades.

Proposicifin 1.9.1: Un conjunto difuso A es abierto, si
y solo si, es (-vecindad de todos los
puntos con los cuales €1 es guasi-colincidente.
Demostracifin:
La condicifin necesaria es obvia. Mostraremos la con-

dicifin suficiente. GSea X,€A y sea D<fb<A, entonces xq_y g A,



por consigulente existe un abierto UF tal gue xq_rq QFC:A, de

donde se tiene gue Xy € Uy « Sea U = U entonces U
gq }L }A— X 1 }Lk(Jl ’ X
es un abierto vy xael%<c:A, por consiguiente A u

A XZER Xy

A

y A es abierto.

10. Interior. Adherencia. Punto de Acumulacibn.

g@. Un punto difuso x, es un punto interior de un
conjunto difuso A, si y solo si, A es una vecindad de x,. A
la unifn de todos los puntos interiores de A se le llama inte-
rior del conjunto difuso A, y se denota a°.

Al igual gue en la topologfa general resulta que A% es
el mayor ablerto contenido en A, por lo tanto (AD)D = AD.

b. Un punto difuso x, es un punto adherente de un
conjunto difuso A, si y solo si, toda Q-vecindad de X, es gua-
si-coincidente con A, A la uni6n de todos los puntos adheren-
tes de A se le llama adherencia de A, y se denota A.

Como en la topologfa general, obtenemos aguf tambifén,
que A es la interseccifin de todos los conjuntos difusos cerra-
dos gue contiene A, por lo tanto g « R.

€. Un punto difuso x, B5 un punto borde de un con-
junto difuso A, si y solo si,x,€ ANRT. La unifin de todos
los puntos bordes de A es llamado el borde A, y se denota

(g(A). Asi pues:
Swy - an @
En la topologfa general se cumple la igualdad A = AL)S(A),
mientras que aguf{ solo se cumple Ak}S(A)c:E, como se muestra er

la proposicifin yv en el siguiente ejemplo:



Proposicifn 1.10.1: aU§n) ch
Demostracibin:
AU §8) = AU (BNAT)
= (AUB)YN(ARUAT)
= BN(AUVET)

por lo tanto nvEn) A,

Ejemplo 1.10.1: En este ejemplo probaremos gue
ﬁ<#ﬂ\/8(ﬂ). En efecto, consideremos el
espacio topolbgico difuso (X,T:) de 5-d, donde X = I. Tomemaos
el conjunto difuso A en X definido por:
A X—>1
1/2 si x # 1
A(x) =
17 s8i x = 1
entonces A = X v AKJS(A) = A, pero X #£ A, por consiguiente
LR AVINCGIR
d. Un punto difuso x, es un punto de acumulacibn
de un conjunto difuso A, sl y solo si, x4 &8s un punto adheren
te de A, y toda Q-vecindad de x4 y A son guasi-coincidentes en
un punto diferente de x si x,€A. A la unibn de todos los pun-
tos de acumulacifin de A se le llama el conjunto derivado de A,
y se denota Ad. Evidentemente Adc:ﬁ.
De las definiciones de punto adherente y punto de acumula
cifn, se deduce gue A - Ak)ﬂd; por consiguiente, podemos afir-
mar gue los puntos difusos de A gue no pertenecen a AL}S(Q)

son los puntos de acumulacifn de A gue no estén en A.



Asf podemos enunciar la siguiente proposicifin gue nas
caracteriza los conjuntos cerrados a través de sus puntos de

acumulacifin,

Propaosicifin 1.10.2: [9] Un conjunto difuso A es cerra-
do, si y solo si, cantiene todas

sus puntos de acumulacifin,

1% Un espacio topolfigico difusa (X, C) es Ts (Hausdorff),

si y solo si, para cada par de puntos difusos x, , can

I
x £ vy, existen Q~-vecindades U y V de Xo B VP’ respectivamente,
tales gue UNV = @.

De esta definicibn y de la definicifin de punto de acumu-
lacifbn se deduce gue si (X,T) es un espacioc topolfigico difuso

T2, entonces todo punto de acumulacifin de un punto difuso X po

en (X,’C) es de la forma xo (A)#L).

12. Sea (X,C) un espacio topolfigico difuso y Y un con-

Junto crispado de X, entonces la familia 75? definido por:
Ty :{A/Y : Aet}

gue es obviamente una topologfa difusa sobre Y, es denominada
la topologfa difusa relativa, o la relativizacifin de ?: =) T
Tal espacio topolfigico difusao (Y,T:Y) es llamado subespaciao
de (x,'C).

Con el fin de no causar confusifn y de simplificar la ex-
posicifin, adoptaremos las siguientes convenciones:

a. Para referirnos al subespacio (Y,T:Y) omitiremaos la



topologfa relativa t:Y y simplemente diremos el subespacio VY.
b. Un conjunto difuso A en Y es considerado como un
conjunto difuso en X en el sentido gque A toma el valor 0 en
X=Y. Inversamente, un conjunto difuso en X gue toma el valor
0 en X-Y es considerado como un conjunto difuso en Y.
C. Para cada conjunto difuso A en el subespacio (Y,?:Y),
la adherencia de A con respecto a t:Y v T:Son denotadas por
EY y E*respectivamente.
De la definicifin de topologfa relativa y de los conceptos

de complementacifin vy Q-vecindad obtenemos la siguiente propo-

sicifin.

Proposicifin 1.12.1: [9] Sean (v,tjy) un subespacio del
espacio topolfigico difuso (X, C) v
A un conjunto difusoc en Y; entonces:

8. A es?jy-— cerrado, si vy solo si, existe un conjunto
difuso ‘C — cerrado B tal que A = B/Y'

b. Un punto difuso y, en Y es un punto de acumulacifn
de A con respecto a tjy, si y solo si, vy, es un punto de acu=-
mulacifin de A con respecto a T:.

Er ﬁy = YF\EX

d. A es'C:,- abierto, si y solo si, existe un conjunto

difuso C—abierto B tal que A - B/, -

13. Funclones Generalizadas.
Sea f ¢ X——VY una funciin. Para cada conjunto

difusag A en X definimos el conjunto difuso f(A) en Y mediante



la fé6rmula:
supv{A(x) : x€if—1({y})} si F_q({v}> £ 0
F(AYCY) =
0 si f7({y}) - @
De igual manera, para un conjunto difuso B en Y definimos
el conjunto difuso f—q(B) en X mediante la fbrmula:

F—q(B)(x) = B(f(x)), para todo x€ X

De las definiciones anteriores se obtienen las siguientes

propiedades:

Propliedades: BD] Sea T : X—>Y una funcibn y sean A vy
B conjuntos difusos en X e Y respectivamente;
entonces:
a. Ac:F'q(F(A)). f—q(F(A)) = A, si vy solo si, para
todo v € Y se tiene f-q({y}) # @ y A es una funcifbn constante
en F—q({y}).

b. F(fT @) cB. f(F7(8)) =B, si y solo si,

]

sop(BYac f(X).

Ce. Para cada punto difuso x, en X, F(xl) es un punto
difuso en Y y f(xy) (F(x) )y -

d. f(A)CB, si y solo si, ace ).

E. Sea {Aj}'jej una familia de conjuntes difuscs en X,

entonces () A.) = U f(A.).
jeq J 3€J J

f. Si A y B son conjuntos crispados, entonces f(A) vy
-1 . .
f (B) son conjuntos crispados en VYV vy X, respectivamente.

Ademés f(A) coincide con el conjunto crispado



{\/e\/ ::3><eﬂ, f(x) = y} de VY, v f-q(B) coincide con el con-
junto crispado.

{ X€E X : f(x)€ B} de X.

14, Sean (X,CT) v (¥,U) dos espacios topolfgicos difu-
sos y ¥ : X-—VY una funcibn; la funcibin f es llamada conti-
nua difusa o D-continua, si vy solo si, para todo Be]l s
f-q(B)ei:: La funcifn f es llamada homeomorfismo difuso o
D-homeomorfismo, si y solo si, f es biyectiva y tanto f como

f-1 son D-continuas.

Proposicifn 1.14.1: [ﬂD] Sean (X,CT) v (Y,)) dos espa-
cios topolbgicos difusos vy
f o (X, C)~—>(Y,l) una funcifn; las siguientes propiedades
son equivalentes:

a. f es D-contfnua

b. Para cada A U-— cerrado, £ 1(n) es T — cerrado

C. Para cada miembro V de una sub-~base J: de]i s
f—q(v) es (- abierto.

a. Para cada punto difuso x, en X y para cada (-vecin-
dad V de f(x)“, existe una Q-vecindad U de x, tal
que f(U)cVv.

e. Para cada conjunto difuso A en X, T(A) < F(R)Y.

e Para cada conjunto difuso B en VY,

“:T‘"‘c: f-q

£7(B) (B)

15. o -Compacidad.

Una familia EF’de conjuntos difusos en X es llamada



A ~cubrimiento de X, si y solo si, para todo x € X existe
ne F tal gue A(x)>A., Un &=-cubrimiento 3-7 de un espacino to-

polfgico difuso (X,C) se dice gque es abierto si ’JTC (

Sean 0K <1 vy (X,T) un espacio topolfBigico difuso.
(X, C) es o -compacto, si y solog si, todo of~cubrimiento abier-
to 31“ de X posee una subfamilia finita gue es un & ~-cubrimiento

de X.



CAPITULD II

TOPOLOGIA INICIAL VY ULTRA-COMPACIDAD



1. Topologfa Inicial.

Definicibn 2.1.1: Sea (X, C) un espacio topolbgico di-
fuso, entaonces i('C) denota 1a topo-
logfa mé&s peguefia (menos fina) sobre X gue hace todos los

miembros de t, semi-continuas inferiormente.

Consideremos el espacio topolBgico (Ir’tr>’ luego para
todo A€ T, A+ X —> (I, T).

De la topologfia general sabemos gque existe una topolongia
sobre X, que la denotaremas (S\('C), que es la topologia més pe-~
guefia sobre X que hace los miembros de t, S(C)—Cr contie-
nuos.

6(6) recibe el nombre de topologfa inicial sobre X,

inducida por la familia{x, I, Cor '(;}

Proposicifin 2.1.1: Sean (X, C) un espacio topolfgico vy
A ¢ X—=T1 una funcibn., Entaonces

Aew (T), si y solo si, A es ’C’—’C’r continua.

Demostracibn:
Recordemos gue

w(C) = { Aes(x) : A es CT- ’CI semicontinua inferiormente}

Supongamos gque Ae w(T). Sea U(—:’C:r(u # 1), entonces
existe o{ €1 tal que U = (L, ’l] ,Juego caomao new(C) se tiene
gue ﬁ\_’]((o( , 1>eT. siu=1, es obvio gue A-,](U)Gt- Por
consiguiente A es ’C-tr cantinua.

Reciprocamente. Su‘pongamos gue A es ’C—'Z:r continua.
Sea €1, entonces (L, ’I]G’C'r, luega A”( (L ,’1])6‘@. Por

consiguiente A€ w(C).



Proposicifn 2.1.2: Sea (X,CT) un espacio topolfgico
difuso. Entonces &(T) = i(T)H.
Demostracifn:

Solo tenemos que probar gue i(T) es la topologia
inicial sobre X inducida por la familia {x,zr,’c‘r,’(‘;} En
efecto:

ig Sea A€ 'C, entonces A€ w(i(T)), luego por la propo-
sicibn 2.1.1, A es i(?:)-—-?:r continua.

ii. Sea ' una topologfa sobre X gue hace todos los
miembros de‘tf,?:'—-’t:r continuos. Ses Ae:f:, entonces A es
T -Tr contfnuo, luego por la proposicifn 2.1.1, A€ w(T").
Pero i('C) es la topologfa més pequefia sobre X gue cumple esta
condicifn. Por lo tanto i(CHcT'.

Asf, por (i) y (ii) se tiene que i(CT) es la topologia
inicial sobre X inducida por la familisa {X,Ir,?:r,?:}, 0 sea,
1Ty = §CTH

Observacifin: Como
7’; ={A—1((0(, 17) Aet’,o(el}
es una sub-base de la topologfa &(T) v 8§(T) = i(T), resul-

ta entonces que'FS es una sub-base de i(T).

Proposicifn 2.1.3: Sea (X,C) un espacio topolBgico di-
fuso. Entonces, para cada K €[0,1) ,
la familia 14 (CY - {A-q((c(,1] ) :lle?:.} es una topoloogia

sobre X.



Demostracifin:

i. Como #,X€T y 87 ((ek, 17 ) = 2, X~ (e ,1])=X,

se tiene gue @, X € iy (C).

ii., Sean 81”"’Bn€i°( (T), entonces existen

Aq""’ﬂnet tales que B, = F\;/I((o(,ﬂ) para todo 1< ign.
Luego N A L
-1 -1
(Me, = () a7’ ccat,2 = ¢ () ap™ et 1
il i=1 im]
n n
Como () Aiet', se tiene gue () B, €ig (T
i=1 i=1

iii. Sean {B.}. una familia de elementos de
Jjti€ d
1o (t), entonces para cada je€ J existe Aje'ctal que

/I

Bj = AS ((eX ,1]). Luego

e = U qu (et ,17) = U Aj>'1<<o<,1j>.

jed Jj€J je€d

Como \J F\jec se tiene gue {_J Bjeio( ).

J€J Jjed

As! pues, de (i), (1i) vy (iii) se tiene que io((t) eS

una topologfa sobre X.

Proposicifn 2.1.4: Sean (X,<C) un espacio topolfigico

difuso. Entonces 1i("C) = sup i, (CT).
o e[0,1)
Demostracifin:

Recordemos gue la familia

"F ={A”1((0(,l]> : AeT, o(EI}

es una sub-base para la topologfa i(t) sobre X.

i. Como id(t)cp, se tiene gue id(’C)Ci(/C') para
todo o{€[0,1) por consiguiente



sup ig(CHei(T)
o€ [0,1)

54, BDmDF)C K{jid(t), se tiene gue
4€(0,1)

i(T)Y)C sup ig(TH
L€[0,1)

Asf de (i) y (ii) obtenemos que
i(CY = sup i (T,
A €[0,D)
Proposicifn 2.1.5: Sean (X,t) un espacio topolfBigico vy
X €[0,1), entonces id(m(t)) =T,y
por consiguiente i(w(‘CT)) =fC.
Demostracifin:

Como i(w(T)) es la topologia més peqguefia sobre X
gue hace los miembros de w('C) semicontfnuos inferiormente,
Y ‘C hace los miembros de w(T) semi-continuos inferiormente,
entonces i(m(t))ct/. Luego caomg i«(m(’C))C i(w(Ty), se
tiene gue id(w(t))Ctpara todo€[0,1).

Reciprocamente. Sea Aet, entonces A es un conjunto
crispado en X vy Aew(t), por consiguiente

A-q((O( ,1]he i (w(T)) para todoglel[0,1). Pero camo

A—’I((O( ,1]) = A, A€ i, (w(T)) para todoke[0,1). Luego
rCC io((m(t)) para todo £€[0,1).

Asf{ puks, id(w(t)) = TJ para todo { €[0,1).

Como 1(w(T)) = sup io(('C) y io((m('(:)) ='C , se tiene
o e[0,1)

que i(w(TH =T
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Proposicifn 2.1.6: Sea (X,CT) un espacio topolfgico

difusn. Entonces Cecuwu(i(T)).

Demostracifin:
Sea Ae‘CC, entonces A es i(t)-tl semicontinua in-

feriormente, por lo tanto Aeuw(i(Ty». nstCc w(i(T)).

Ejemplo 2.1.1: Consideremos el espacio topolfgico difusc
(X, C) de 5-d, donde X = I. Entonces es

claro que i, (T) = {IZ!,‘X} para todoo€[0,1), por consiguien-

te:
i(C) = sup ig(T) ={|2!,x}
A€o, 1)
Luego
w(i(Cy» =T

Ejemplo 2.1.2: Sea X = X, U X5, donde X, = (0,1) vy

X5

el conjunto difuso E"’f" en X por:

= (2,3). Para cada A € I definimos
'f*

Carp @ X—>1I
A si x€ X,

E),,J., (x) =

,.L si x€X2

Es claro gque la familia

t={X'”'52/3,U'50,2/3'52/3,2/3 }

es una topologfia difuse sobre X. Ademfs se tiene gue

ig (T) ={|z!,x,x1,x2} sio(<2/3, & iy (T) ={|z!,x}
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si & >2/3; por consiguiente i(T) —{Z,X,X,,,Xz}
Luego w(i(T)) { C, I i,j € I}. nAsf pues,
H

t§u<i<t>>.

Proposicifn 2.1.7: 5Sean (X,TC) un espacio topolfgico
difusoc y F un conjunto crispado en
X. Entonces
l(?:F) = l(?j)F
Demostracibtn:

Una sub-base para la topologfa i('C)F sobre F es
-1
AF,,—{F(\B ((,1] > : BeT, 0(61}

y una sub-base para la topologia i('CF) sobre F es

Po={v e, s vl Le1]

Mostraremos gue F

17 2 °
Sea L\e?,l, entonces existen BECS v K €I tales gue:

A=FNe o1
{xeF : xea'q((o(,ﬂ)}
-_{xeF : B(x)>0(}
= 8/ e, 11

Luego como B/FECF, se tiene qgue AQ’FZ. Ast ‘F ; C:AFZ’

Sea L\€~F2, entonces existen V€& Y K e1 tal gue

-1 .
A=V (L, 1]). Como U(-:’CF, existe Be€ 'C tal gue V = B/F'

Luego



A= V(e ,1])

1]

8/, 1D

= {XEF : B(x)>o(}

{xsF : X € B_II((O( ,1])}

-1
FOB ((o(,1
Por consiguiente, Aep 1° Asi 'FZC'F 1+
Hemos probado asi, gue 'F,I =? 5e For lo tanto
1(CL) = 1(t)F.

Proposicifn 2.1.8: Sean (X,C) un espacino topolfigico
difuso v o{€[0,1). Entonces (X,T)
es o|-compacto, si vy solo si, (X,io( (?:)) es compacto.
Demostracibn:
Supongamos que (X,T) es un espacio topolfigico di-
fuso o{-compacto. GSea % un cubrimientn abierto de (X,id(t)),

luegn %Cid(t) y X = U%H. Emmm%cio((@), para cada He %
He

existe AHG T tal gque H = Aall((o( ,11); por consiguiente:
-1 .
X = U AH ((c{ ,1}). GSea x € X, entonces existe He% tal
He ¥
-1

gue xe—:AH

((L,1]), por lo tanto AH(x)>o(; o sea, la familia
{AH e H€%} es un o{-cubrimiento abierto de (X,¢). Como
(X,C) es o|-compacto, existen H’I""’Hn E% tal gue la fami-

lia{AH,I""’AH }es un o -cubrimiento abierto de (X, C).
n

Sea x € X, entonces existe un j, 1< jgn, tal que, A

(0>,
J

H



n
1H_((o(,1]) - Hj‘ Asf pues x = U H

J J=1

por lo tanto,x € A~ 5

o sea, la subfamilisa {H'}""’Hn} de % es un cubrimiento de
X, lo gue demuestra gque (X,1y (CTH)) es compacto.

Supongamos ahora gue (X,io( (‘C)) es un espacio topolbBgico
compacto. Sea {U, un d -cubrimiento abierto de (x,C), enton-
ces para todo x € X existe A€ WL tal que a(x)>el, o sea,

X € A-q((o( ,11); por consiguiente X = L_%LA-,}((O( ,11) y
Re

AT (K ,1]) € i (T). Por lo tanto la familia

% ={A-1((o( ,11) A€rU.} es un cubrimiento abierto de
(X, io((t)). Como (X, ioc(t)) es compacto, existen
-1

3 ((£,1]). Sea x € X, en-

N
Aq,...,Aneu tales gue X = t)l A
J:

tonces existe un j, 1<J<<n tal gue x(—:AS’I((o( ,11), o sea
Aj(x)>0(. Asf{ pues la subfamilia {A’I""’An} de u ES Un
ol -cubrimiento de X. Lo gue demuestra gue (X, T) es £ -com-

pacto.

Corolario 2.1.1: Sea (X,C) un espacio topolBgico difu-
so. 5i (X, i(T)) es compacto, enton-
ces (X, T) es of-compacto para todo o{€[0,1).
L Demostracifin:
Supongamos gue (X, i(C)) es compacto. Entonces
como iy (C) € i(T), resulta gue (X, id(t)) es compacto para
todo o{€[0,1). Luego por la proposicifin 2.1.8, (X,T) es

ol ~compacto para todo o{€[0,1).



Podemos observar gue la inversa del corolario anterior

no es cierta, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.1.3: Sean X = I vy t la topologia difusa sobre
X generada por la familia
' X{D}} U {R € G(X) : A es constante}u{ﬂ € g(X) @« D<CA(x)L X
.er(D,’l:] y ACD) = D}
Entonces es obvio gue para todo of , 0<A KT, 1 (T) ests

generadec por 1a familia

{{D}, x}U{ Bex:Ba(d ,1] }

10T = {2, {0}, 0,1}
Por 1o tanto, para todool , 0K <1, (X, ig (’C)) es

o ~compacto. 5in embargo, como i(t) = sup 1y (’C) es 1la
ALeld,1)

topologfa discreta sobre X, (X,i('C)) no es compacto.

Proposicifn 2.1.9: Sean (X,T), (Y,WU) dos espacios
topolfgicos difusos y f @ X—sV
una funcifin, 5i f es D-continua, entonces
(X, i(CY)—>(y, i(W)) es continua.
Demostracibin:
Una sub~base para la topologfa i(W) es
“'6 - { A" el , 1) o hell, dET }

sean AeW v A €I, entonces



S

K€ X & Fexde BT ,ﬂ)}

Xx € X 1 A(F(x))> L }

{
{

SEERE Py o> ol
|

] T Y

Como Aell vy f es D~continua, F_q(ﬂ)ezj, por consiguiente

[%-1(ﬂ)]-1((0(,1]) € i(C). Asf{ f es continua.

Podemos observar gue, en general, la inversa de la propo-

sicifin anterior no es cierta, como se ilustra en el siguiente

ejemplo,.

Ejemplo 2.1.L: Sean X = VY = I vy

11::{A € G(X) : A es Cunstante}
’C:{L\n € G(X) : A _(x) = % C Y x e X, ‘dnE.[N}U{ w,x}

Es claro que (X,T) v (Y,1l) son espacios topolfBgicos
difusos. Consideremos la funcifn identidad f : X—— V.
Sea A€W donde A(y) = 1/3 para todo y € Y, entonces

Y = ACR(X)) = A(x), para todo x € X, 0 sea
£~ ay = A, por lo tanto F-q(ﬂ) é’t:y f no es D-continua.
Sin embargo, como i(C) —{~M,x} vy 1(W) :.{M,Y} son las
topologias cafiticas de X e Y respectivamente, se tiene que

fes 1(TY-1 (W) continua.



Proposicifn 2.1.10: Sean (X,T), (Y,U) dos espacios
topolbgicos vy f ¢ X=——=Y una fun-
cibn., Entonces f es T-U continua, si vy solo si, f es
w(CT)—uw(W) D-continua.
Demostracifin:

Supongamos que f es CT-WU contfnua. Sea A€ w(W),
entonces A ¢ Y——> 1 es QL—'Z:I semicontinua inferiormente,
luego como f : X—a VY es CT-1U continua, se tiene gue
ARof : X—1Ies ’C—’C‘I semi contfinua interiormente, o sea,
Ao few(T). Como Ao f = F—,](F\), F-q(ﬁ\)em(t). Asf f es
w (CH-w(ll ) continua.

Supongamos ahora gque f es w(CT)-w(ll) D-continua.

Entonces por la proposicifin 2.1.9, f es i(w(TH)-i(w(W))

contfnua, pero como i(w(T)) =Ce i(uw(W)) =W , f es

il-IL es continua.

2 ULTRA-COMPACIDAD

Definicifin 2.2.1: Sea (X,C) un espacio topolBgico di-
fuso. Diremos gue (X,T) es ultra-

compacto, si vy solo si, (X, 1(¢)) es campactao.

Proposicifn 2.2.1: Sea (X,CT) un espacio topolfigico di-
fuso. Si (X,C) es ultra-compactao,
entonces (X,T) es o~-compacto para todo Xe€[0,1).
Demostracifin:

Sea (X,T) un espacio topolfigico difuso ultra-com-



pacto, entonces (X,i(T)) es compacto, lueoo como
iy (T)c i(T) para todod€[0,1), se tiene gue (X,iyg (T
es compacto, entonces por la proposicifn 2.1.8, (X,C) es

& -compacto para todo o(e[0,1).

Podemos observar gue la inversa de la proposicifin ante-

rior no es cierta, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemploc 2.2.1: Sea (X,C) el espacio topolfBigico difuso

del ejemplo 2.1.3. Entonces (X,ig (T))

es compacto para todo o(e[D,’}), luego por la proposicifn 2.1.8,
(X,T) es oL-compacto para todo X€[O0,1). Sin embargo (X,t)
no es ulira-compacto, puesto gue i('C) es la topologfa dis-

creta sochre X = I, o sea (X, i(C)) no es compacto.

Proposicifn 2.2.2: Sea (X,T) un espacioc topolfBigico,
Entonces (X,T) es compacto, si vy
solo si, (X, w(T)) es e&-compacto para alglin de€l0,1).
Demostracifin:

Supongamos gue (X,'C) es un espacio topolfigico com-
pacto. Como i(w(CT)) =T, se tiene gue (X, w(T)) es ultra-
compacto. Luego por la proposicifin 2.2.1, (X, w(CT)) es
A -compacto para todo £€[0,1).

Supongamos ahora que (X, w(‘C)) es of-compacto para alglin
o €f0,1), entonces por la proposicifn 2.1.8, (X,ig(w(THY)) es
compacto; peroc como por la proposicibn 2.1.5, io((m(’t:)) =T,

se tiene gque (X,C) es compacto.



Corolario 2.2.7: GSea (X,C) un espacio topolbBgico. GSi
(X, w(CT)) es o-compacto para algln
AL €[0,1), entonces (X, w(T)) es ¢ -compacto para todo o{€[0,1).
Demostracibn:

Supongamos gue (X, w(CT)) es d-compacto para algln
ol€[0,1), luego por la proposicifin 2.2.2, (X,C) es compacto,
entonces como = i(w(T)) se tiene gue (X, w(T)) es ultra-
compacto, por consiguiente por la proposicifin 2.2.1, (X,w(T))

es o{-compacto para todod€[D,1).

Corolario 2.2.2: Sea (X,T) un espacio topolbBgico. En-
tonces (X, T) es compacto, si y solo
si, (X, w(€)) es ultra-compactao.
Demostracibn:

Esta demostracifin se deduce de la igualdad

I(w(T)) =T .

Corplario 2.2.3: Sea (X,T) un espacio topolfgico. En-
tonces (X, w(T)) es ultra-compacto,
si y solo si, (X, w(T)) es o-compacto para algln Le[0,1).
Demostracibn:
La condicifn necesaria se obtiene de la proposicifin
2.2.%. Demostraremos la condicibn suficiente. Supongamos
que (X, w(T)) es [-compacto para algln Jde[0,1), entonces
por la proposicifn 2.2.2 (X,C) es compacto, luego por el co-

rolario 2.2.2, (X, w(T)) es ultra-compacto.



Definicifn 2.2.2: Sea (X, C) un espacio topolfgico di-
fuso y F un conjunto crispado en X.
Decimos que F es ultra-compacto en X, si y solo si, el subh-

espacio (F,T:F) es ultra-compactao.

Proposicifin 2.2.3: Sean (X,’C) un espacio topolfBigico
ultra-compacto v F un conjunto cris-
pado en X. S5i F es cerrado, entonces F es ultra-compacto en
X.
Demostracibn:

Supongamos que F es cerrado en X. Como (X,CT) es
ultra-compacto, (X, i(C)) es compacto, ademfs por ser F un
conjunto crispado y cerrado en X, se tiene que F es cerrado
en (X, i(C)Y). Por lo tanto (F, i(T:)F) es compacto. Luego
comg por la proposicifn 2.1.7, i(th) = i(?j)F, se tiene gue

(F, i(?jF)) es compacto, o0 sea (F,?jF) es ultra-compacto.

Proposicifn 2.2.4: Sean (X,C), (Y,W) dos espacios to-
polfBigicos difusos, f (X, T)—(Y,W)
una funcibn D-continua v F un conjunto crispado en X. Gi F es
ultra-compacto en X, entonces f(F) es ultra-compacto en Y.
Demostracifin:

Como f : (X, C)—>(Y,U) es D-continua, entonces
por la proposicifin 2.1.9, f : (X, i(T))—s (v, i(W)) es
continua; ademfs como F es un conjunto crispado y ultra-com-
pacto en X vy i(?:F) = i(f:)F, resulta gque F es un conjunto

compacto en (X, i(‘C)). Luego f(F) es un conjunto compactao
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en (v, i(W)Y), o sea (f(F), i(QI)f(F)) es compacto. Pero
i(QL)f(F) = i(ﬂlf(F)). Por consiguiente (F(F),llf(F)) es

ultra-compacto, o sea, f(F) es ultra-compacto en v,

3. ULTRA~-HAUSDORFF

Definicifn 2.3.1: Sea (X,T) un espacio topolfgico
difuso. Diremos gue (X,T:) es ultra-

Hausdorff, si y solo si, (X, i(T)) es Hausdorff.

Proposicifn 2.3.1: Sea (X,C) un espacio topolfgico di-
fuso. B5i (X,T) es Hausdorff, enton-

ces es ultra-Hausdorff.

Demostracibn:
Supongamos gque (X,CT) es Hausdorff. Sean x, y € X
con x # y, entances Xq/09 Yqsp SON puntos difusaos en X. Lue-
go como (X, C) es Hausdorff, existen Q-vecindades abiertas

Uuenq , Ven tales gue UNV = @.
X1/2 Ya/2

U€EQn ===£>1/2+U(x):>1==:£>U(x)>-1/2=:=i>x€:u-1((1/2,1])

Xq/2

V€ Qv1/2=:4>1/2+U(y>>-1::4>v(y>:>1/2==4>yexf4<(1/2;ﬂ).

coma U™ '((1/2,1]) € 1(TY vy uT((1/2,1]) € 1(T), se
tiene gue Unq((1/2,1]) es una vecindad de x,vy U-q((1/2,1])
es una vecindad de y. Ademfs u“1<(1/2,1]>(\u"q((1/2,1]) =,
puesto gque UV = @, Por consiguiente (X, i(?:)) es Hausdorff,

o sea, (X,T) es ultra-Hausdorff.



Podemos observar, gue en general, la inversa de la propo-

sicifn anterior no es cierta, como lo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.3.1: Sea (X, T) el espacio topolfgico difuso
del ejemplo 2.1.3. Entonces i('C) es 1la
topologfa discreta sobre X, por consiguiente (X, i(T)) es
Hausdorff, o sea (X,C) es ultra-Hausdorff. 5Sin embargo
(X,C) no es Hausdorff, puesto gue para todo par de conjuntos
difusos abiertos U, VeC tales que U £ #, V £ @, se tiene gue
unNv #£ @.

Corolario 2.3.1: Sea (X,T) un espacio topolfgico. En=-
tonces (X,C) es Hausdorff, si y solo
si, (X, w(T)) es ultra-Hausdorff.
Demostracifin:
Esta dempstracifin se deduce de la igualdad

i(w(T)) =T .

Corolario 2.3.2: Sea (X,T) un espacio topolBgico. En-
tonces (X,T) es Hausdorff, si vy solo
si, (X, w(T)) es Hausdorff.
Demostracifn:
La condicibn suficiente se deduce de la proposicifin
2.3.1 y del corolario 2.3.1. Demostraremos la condicifn nece-
saria. Supongamos gque (X,T) es Hausdorff. Sean X ,'yr dos

puntos difusos de X, tal gue x # y. Como (X,T) es Hausdorff,
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existen dos abliertos U y V disjuntos tales gue x€ U, ve\V.
Se tiene entonces gue U y U son conjuntos crispados en X con

U(x) = 1 v V(y) = 1. Por consiguiente ved, v Ue:Qv , ade-

A K

més UNV - B. Asi pues (X, w(T)) es Hausdorff.

Corolario 2.3.3: 5Sea (X,T) un espacioc topolfgico. En-
tonces (X, w(T)) es Hausdorff, si vy
solo si, (X, w(¢)) es ultra-Hausdorff.
Demostracibn:
Esta demostracifin se deduce de los corolarios 2.3.1

y 2.3.2.

A continuacibn presentaremos un ejemplo de un espacio
topolbgico difuso ultra-Hausdorff (X,’C) donde existe un con-

junto crispado y ultra-compacto F gue no es cerrado en (X,C).

Ejemplo 2.3.2: Sean (X,T ) el espacio topolfgico difuso
del ejemplo 2.17.3, v F el conjunto cris-

pado en X definido por:

F X—1

{} 51 X 0
F(x) =<

LD si x £ 0

En el ejemplo 2.3.7 se prob6 gue (X,¢T) es ultra-Haus-
dorff. Como F es un conjunto unitario en X, entonces
(F, i(?:F)) es compacto, o sea, (F,T:F) es ultra-compacto.

5in embargo F no es cerrado en (X,'C), puesto gue F # F, vya
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que X4/, € F (x = /b)) y xq/q¢Fﬁ

Presentaremos ahora un ejemplo para ilustrar gue las to-
pologfas difusas ultra-compactas no son minimales entre las

topologfas difusas ultra-Hausdorff.

Ejemplo 2.3.3: Sean X = I y

‘T = w(Cp
T, = {@xju{resco s aoo o, vz} y pew(Tp |

Fs claro gue <x,?j1) y (X;?:Z) son espacios topolfigicos
difusos ultra-Hausdorff, puesto gue
i(ﬁjq) = i(?:é) —’t:I’ y'tjzgfttjq. Ademés (X,qu) es ultra-
compacto, puesto gue (X, i(t:q)) es compacto. Asf{ pues
(X,T:q) es un espacio topolfigico difuso ultra-Hausdorff y
ultra~-compacto. S5in embargo ?:1 no es minimal entre las topo-

logfas difusas ultra-Hausdorff de X.



CAPITULD TII
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1. EL TEOREMA DE TYCHONOFF DIFUSO.

inici «1.1: . . . famili d -
Definicifin 3 Sea {(XJ,'C:J)}JeJ una familia de es
pacios topolfigicos difusos. Sea
X = 7_X XJ el producto cartesiano de la familia {Xj : jGaJ}
Jed

y sea Pj la proyeccibn natural de X en la Jj-fsima coordenada

X Denotemos con Py (J) la familla de todos los subconjuntos

j.
finitos de J. GSea -{M Pﬁq(U ) : U,eC,, Fe P (3D}
J J J J
JeF
La topologfa difusa sobre X gue tiene a’F como base es
llamada la topologfa producto difuso, y se denota ; i 2:3'
Jed

El par (X, 7_X?:J) es llamado el espacio producto difuso de
Jed

la familia {(xj,’Cj)}Je‘j )

Observacifin: La topologfa producto difuso es la topolo-~
gfa difusa m&s gruesa sobre X gue hace to=-

das las proyecciones PJ : (X, T—Y'tjj)———+—(x ,?:') D~caonti-
jed J J
nuas.

Proposicifin 3.1.1: Sean {(xj’q:j)}jeJ una familia de

espacios topolfigicos difusos vy

( g—g Xj, g—g ?:6) el espacio producto difuso de la familia
€ €

{(xj”t%)}jeJ' Entances id(gzgf:j) = };§ id(tjj> para todo

oA €[0,1), vy en consecuencia i( T—Xz:ﬁ) = 7_X i(?:ﬁ)-

Jed Jed



Demostracifin:

Recordemos gue:

1 ( c. )'—{ A

jeJ

P -{e3'es

es una sub-base para la topologfa

Tt ,1

Tk, 110

Probaremos gue iy ( 7 &

jea

Heig [Ty,
Jjed
“T(k L, 1),

Aek,J, € Py (3),

H =

A

A€k JAGJ

Entonces:

|
{

_-{xe

o=

-1
Jeh Py n]T

(\Jo M Po

A€k j,ed,

(M)

jkeJR

U N

AEHK

xezT_T X

jed

[T x;:daex,

jed

xeﬁx

Jj&J

A€k, Y. gl
: 1,€ %

X €
JeJ

eﬁx

jed

X.: JAEk, Y.¢e Jd
X3 R R

X

¥

zgxek
j:ZHAEk,

A

xe

{
{
g
{reTT

jed A

To=T1

y para cada j e'Jl existe B

U M e7’ (8,

Ia

V;ednx€ PS

i Re T—X z:

JjeJd

i)

B.eC jeJ}
T_Yld (C).

Jed

ig (T

Sea
jead

entonces existe AG} if: tal gue

Jj€J

lLuego existe K<J tal gue para todo

eC’

con

))

Ja A

o ,1])

(B I (x)> o }

Ja

p1

(B
Jl

500> ]
=~

s P

B,
JA( N

>(x>>o(}

A

, B.

(P
I

Jx

>

/‘
py

T, 10}
A

Py G0en]] (o ,m}
1
A

(B
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= {xel—\x : A€k, xeﬂ }1((0(,1]>>]}

jed J €J

- Uocn PT1<831<<0<,1]>J)
A

: i
AE k JAEJ) A
Como PT’I(Bf’I((O( ,’I]))G,AF) se tiene gue He} \ q(t)
dx Ja Jjed

Por consiguiente i, ( ]—\6) <[ i« (t ).

jed Jjed
Supongamos ahora gue H€F, entonces existe je€ J vy Bjetj
tal que

-1, =
- p- _ 1
H PJ (BJ (o, 1

PPy (0 € B T, 1) }

X €

—1
P3N 60> }

I

- {xe T 1
€J
{XE 7:\ : Bj(Pj(x))>O(}
- el
{

~- -1
xeg Xy ¢ x(—:[Pj <aj>] ((o(,ﬂ)}

1l

-1 -1
(P (B)) (e, 11D

Como P (B )Gﬂt se tiene gque HE iy( ]—‘t). Por

Jj€J Jje€a
consiguiente < iy ﬂt )y lo((t )Cld(ﬁC ).
j€a jed Jjed
Hemos probado asi gue ]_X 1«(2:’) = 1q(7_XZ:)
JEJ j€J
Probemos ahora gue i(ﬂt.) e I_V i(C.). En efecto:
jel jea J

1(7_—{(/ = sup 1¢(7—\C )

je1 - &e[o,1)  jed
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= Sup ].—_‘ io(( 'CJ)

K€[0,1) jed

I sup 1 T
jed «€[0, M) J

T\ i('Cj>

i€

i

Asf pues

(T To= [11(CoH.

jed jed

Teorema 3.1.1: (Tychonoff). El espacic producto difuso

[ X%y Z‘X?jg) de la familia

Jed jed
{(X.,?f.)} no vacfa de espacios topolbgicos difusos es
J J ;
jed
ultra-compacto, si y solo si, pars todo jE:J,(Xj,?iS) es ultra-
compacto.
Demostracibn:

La condicifbn necesaria se deduce de la proposicifn

2.2.4, y de gue para todo j € J la proyecci6n Pj:T—‘Xj———a-Xj

es D-continua.

Probaremos la condicibn suficiente. Supongamos gue para
todo j € J, (Xj’TZS) es ultra-compacto, entonces (xj,i(ztg))
es compacto, luego por el teorema de Tychonoff para la topolo-

gfa general se tiene gue (T—T X .y ’ ‘ i(?:i)) es compacto.
jeg 1 Jea .

Como por la proposici6n 3.3.1, ]—w i(?:i) = i(f_xzjﬂ), se
je] J jed 3
tiene gue (I_X Xy i(f_Tt:.)) es compacto, por lo tanto
i€l jeJ

( T_X Xj’ Z_X’t:j) es ultra-compacto.

jed jed



2 DENSIDAD. ULTRA~DENSIDAD.

Definicibn 3.2.1: Sea (X, C) un espacio topolfgico difu-

so. Un conjunto difuso A en X es den-

50 en (X,?:), si y solo si, A = X. G&i (Y’t:Y) es un sub-espa-
cio difuso de (X, C), entonces (Y,?:Y) es denso en (X, C), si

y solo si, Y es denso en X.

Definicifin 3.2.2: Sea (X,) un espacio topolfigico di-
fuso. Un conjunto difuso A en X es
ultra~-denso en (X, C), si v solo si, para todo
Xe[o,n) A-q((c(,1]) es denso en el espacio topolbgico
(X, i(G)). Un subespacio difuso (Y,T:Y) de (X, C) es ultra-

denso en (X, C), si vy solo si, Y es ultra-denso en (X,?:).

Proposicifbn 3,2.1: Sean (X, () un espacio topolfgico
difuso vy A un conjunto difuso en X.

Entonces A es ultra-denso en (X,'C), si vy solo si, A es denso
en (X, w(i(C)H).

Demostracifin:

Supongampos primero gque A no es denso en

(X, w(i(C))), entonces existe un conjunto difuso B cerrado
en (X, w(i('C))) tal que AC B v B #£ X, por lo tanto existen
un nfimero X€[0,1) v un punto x€ X tal gue A(x) < B(x)<{ 1.
Como B es cerrado en (X, m(i(?:))), la funcibn B ¢ X=—1
es semicontinua superiormente relativa a i(fj). Luego

8-1([D,d))€i(t) y B-,I([D,O()) # @. Ademfs como ACH, se
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tiene que Aok D) f)B-q([D,CK)) . Por consiguiente
A-q((cx,ﬂj) no es denso en (X, i(C)), v A no es ultra-denso
en (X,T:).

Reciprocamente, supongamos gue A no es ultra-denso en
(X,Tj), entonces existe un nfimero o€[0,1) tal gue A-q((d , 11D
no es denso en (X, i(C)), por lo tanto existe un conjunto
abierto no vacfo § en (X, i('C)) tal gue A_q((CK,1]){1 G = 0,
luego GCA—/]([D,OK] Y. Tomemos un nﬁmerof} ,o(<F <1 y defina-
mos la funcifn

B : Xe——1I

P si x€ G
B(x)

1 si x €& G

Entonces es claro gue B es un conjunto difusoc cerrado en
(X, w(i(C))). AdemlAs AC B y B # X. Por consiguiente, A no

es denso en (X, w(i(TH.

Corolario 3.2.1: Sean (X,7:) un espacio topolfgico di-
fusoc y A un conjunto difuso en X. 51
A es ultra~-denso en (X,T;), entonces A es denso en (X,T:).
Demostracibn:
Supongamos gue A es ultra-denso en (X,T:) entonces
por la proposicifn 3.2.1, A es denso en (X, w(i(T))). Luego
como por la proposicibn 2.1.6,E:E:w(i(Z:)), se tiene gue A es

denso en (X,C).

Podemos observar gue la inversa del corolarioc anterior,
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en general, no es cierta, como lo muestra el siguiente ejem-

plo:

Ejemploc 3.2.1: GSea X (0,1) vy T 1a topologia difusa
definida por:
={Z,X}U{A € G(X) : A(X)c{D,WZ},y ne u(t’x)}
andeerx es la topologfia usual de X. Definamos el conjunto
difuso A en X por
A ¢+ X—>1
17 81 0<x<1/2
A(x) =
0 si 1/2Lx <1
Es inmediato gque A = X, luego A es denso en (X,C).
Sin embargo, como
i(T) = {ch : Be’CX} = ’CX
y A_q((D,1]) = (0,1/2) no es denso en (X, i('C)), se tiene

gue A no es ultra-denso en (X, C).

Corolario 3.2.2: GSea (X,?:) un espacio topolbgico y A
un conjunto difuso en (X, w(CT)). En-
tonces A es ultra-denso en (X, w(THy, si v solo si, A es den
so en (X, w(T)).
Demostracibn:
Esta demostracibn se deduce de la proposicifin 3.2.1
y de la igualdad
w(i(w(C) = w(T).
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3. ULTRA-COMPACTIFICACION STDNE-EEBH.

Definicibn 3.3.1: Sean (X,C) un espacio topolBigico di-
fuso v (BX,W) un espacio topolBgico
gue contiene a (X, i(C)) como subespacio. Definamos la co-

leccibBn ,Cu por tu= {A € G(BX) : AE wW() v A/XG,’C}

Proposicibn 3.3.1: (BX,t;ﬂ) es un espacio topolbgico
difusao.
Demostracibn:
i. Es inmediato gue E,ED(GT:MJ puesto gue
2, BXx€ w(lW), v #/y = B, BX/y = X.

n
ii. Sean A,,...,A €Cnyy sea A = () A,. Como
i=1

para cada i, 1< 1 < n, ll\iE w(u), entonces A€ w(W). Por

n
otro lado, como Ai/Xet y /;\/X = Ql A.l/x, se tiene gue

A/XGC. Asf pues ll\et.u.
iii. Sea {ll\j} i€ una familia de elementos de Z:u

y sea A = U Aj. Como para cada Jje€ J, Aje w(W), entonces
Jjed

A€w(W). Por otro lado, como A./,€eC v A/, = U A./
J X X i€ Jjox?

se tiene gue A/XEC. Ast pues A€ Toqy.
be (i), (ii) y (iii) se obtiene gue (BX,'C:.u_) BES un espa-

cio topol6Bgico difuso.

Proposicibn 3.3.2: Si (BX,U.) es un espacio topolBgico

compacto, entonces (BX,'t/u) es un



espacio topolbgico difuso ultra-compacto.
Demostracifn:
Por la definicifin de (Cay tenemos gue q:ﬂLC:w(QL),
por consiguiente i(@u)cu. tuego como (BX,MW) es compactao,
(8X, i(Twq)) tambifn es compacto. Por lo tanto (BX,’Cu) es

ultra-compacto.

Proposicifn 3.3.3: S5i (8X,) contiene a (X, i(C)) como
subespacio denso, entonces (X,T) es
un subespacio ultra-denso de (BX,T;u).
Demostracifin:

Mostraremos primero gue (X,C) es un subespacio de
(BX, Ty ). En efecto:

i. B5i Ae:zju., entonces por definicifn de'tqu se
tiene gue A/Xet.

ii. GSea Ae C y para cada nlmero & definamos los
conjuntos Vg AT 1) oy vX - BX-(Y:V-)BX, luego es inme=-
diato gue Vg €i(T), \J:E'u y Uy = \J:: N X. Notemos gue
Uz = BX para todoX<O0 y gue Mf -~ @ para todo & >1. Para

cada x € BX definamos el nfmero B(x) por

B(x) = Sup{o(: X € \J:f}
luego es inmediato gue 0 < B(x) £1. Asf podemos definir el
conjunto difuso B en BX por
B : BX——>1
x ——B(x) = sup {o( x € \J::}

Sea x € X, entonces
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B(x)

It

sup {ok: x € v |

- sup [ x el ) x]

< sup {6 x € g }

- sup {otz xe A7 CCek 1}
= sup { o «en (o, 1])}

= sup {o(: Alx)> X }

A(x)

por consiguiente B/X A. Mostraremos ahora gue B€ w(U).

Sea b € I, si b = 1, entonces B_q((b,1]) - peWl ; supongamos
entonces gue b <1. Sea x € B_’I((b,’I]), entonces b < B(x);
tomemos A€ I tal gue b<A<B(x), vy consideremos el conjunto
U§€'u. Como B(x) = sup {o(: d € Ui } v A<B(x), existe un
nlimero € I tal gue A<e{y x € U:. Luego como 7\<o(, U:( C\li
y por consiguiente x € Ui. 5i vy € Ui , entonces A< B(y), por
lo tanto b<B(y), o sea, v € B—q((b,1]); por caonsiguiente
Ui CZB~1((D,1]). As{ pues, existe Uie;ll tal gue
X € Ui c B~1((b,1]). Lo gue prueba gue B € m(ml), y Bef:u}
Hemos probado asf, gue para todo Ae G existe Be Ty tal gue
B/y = A.

De (i) v (ii) se tiene gue (X,CT) es un subespacio de
(8x, Cu)-

Mostraremos ahora gue X es ultra-denso en (Bx,tu).

En efecto, como X es densao en (BX,W) vy i(C:u )c:'u , se tiene



gue X es denso en (BX, i(’tj1l)); ademfs como para todo
odero,n, x”((o(,ﬂ]) ~ X, se tiene que x'1(<o(,1]) es denso
en (B8X, i('t;u)) para todo 4€[0,1). Asi{ pues X es ultra-

denso en (BX, "Cq)-

Teorema 3.3.1: (Stone-Cech). Sean (X,T) un espacio
topolbBgico difuso tal gue (X, i(T)H) es

Tychonoff [ﬁ] y (BX,UW) la compactificacifin Stone-Cech de
(X, i(C)), entonces (BX, Taq) es ultra-compacto v (X, C) es
un subespacio ultra-densoc en (BX,'C:u). Ademés si
f @ (X, C)— (Y,T') es una funcifin D-contfnua de (X,T)
en el espacio topol6bgico difuso ultra-compacto y ultra-Haus-
dorff (v,?'), entonces existe una funcifin D=continua
G (BX,”Cw————-)-(v,’C') tal gue ’f‘/x = f.

Demostracifin:

De las proposiciones 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3 se obtiene
que (BX,'t:u) es ultra~-compacto v gue (X,C) es un subespacio
ultra~-denso de (BX, T:u).

Coma T : (X, C)—> (Y,') &5 D-continua, se obtiene
por la proposicifn 2.1.9, gue T : (X, i(T))—> (v, 1(T'))
es contfinua. Ademés (v, i(T')) es compacto y Hausdorff.
Luego como (BX,U) es la compactificacifin Stone-Cech de
(X, 1Ty, [3] existe una funcifn continua
. (BX,U)———>(Vv, i(T')) tal que ?/X = f, Mostraremos
que F : (BX,'t:u)———<>-(Y,Tj') €s D-continua. Sea RE Y,

entonces como f es D-continua se tiene gue f-q(A) = Aoftit:;
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- A
ademAs como $'1(A)/X = (AD?)/X = Aof vy Aof € w(W), se tiene

que $-1(A)Eiz:ﬁf Lo gue muestra que T es D-continua.

Dbhservacifin: En el teorema anterior demostramos gue si
(X,C) es un espacio topolfBgico difuso vy
(X, i(C)) es un espacio topolBgico Tychonoff, entonces si
(BX,UW) es la compactificacifn Stone-Cech de (X, 1(C)Y), se
tiene gue (BX, 2:u) es un espacio topolbBgico difuso ultra-

compacto gue contiene a (X,C) como subespacio ultra-denso,

D sea, (BX,'c:u) es una ultra-compactificacifin de (X,T).
Ademés si f 1 (X,T) —— (Y, ") es una funcibn D-continua

de (X,T:) es un espacio topolbBgico difuso ultra-compactio vy
ultra=-Hausdorff (Y,C'), entonces existe una funcibn D-con-
tfnua T : (BX, Cqy)—> (X, ') gue hace el siguiente diagra-

ma conmutativoe.

(X, N . (BX, T
\1\ //
\\ /
L A
£ £

(Y,{C')

donde h es la funcifin de embebimiento de X en su compactifi-
cado [3}. Esta propledad de extensifin en la topologia gene-
ral caracteriza la compactificacifin StDne-Eech, por lo cual

v
decimos que (BX,CTq ) es la ultra-compactificacifin Stone-Cech

de (X,C).
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Ejemplo 3.3.7: Sea (X,{) un espacio topolfgico Tycho-
noff v (BX,W) su compactificacifn

Stone-Eech. Consideremos el espacio topolbBgico difuso
(X, w(T)), entonces como i(w(THH =C , se tiene gue (BX,U)
es la compactificacibn Stone-Eech de (x, i(w(C)). Luego
como (X, C) es un subespacic de (BX,W), se tiene gque
t'u‘={’:\ € G(BX) : Aeuw(U) v A/XE u('C)} = w(Y)
y por consiguiente (BX, w(l)) es la ultra-compactificacifin

Stone-lCech de (x, w(TH.

En general se tiene gue T:ﬁlsgu(QI), comoc loc muestra el

siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.3.2: Sea X = (0,1) y'tjx la topologia usual
de X. Sea ‘C 1la topologfia difusa sobre
X definida por
’Cj:{Ae G(X) : A(X)C{D,’l} y P\Eu('Cx)}
como i(T:) =?:'

X
gico Tychonoff. Sea (BX,W) la compactificacifn Stone-Lech

y Se tiene gue (X, i(T)H) es un espacioc topolb-

de (X,T:X), entonces

fC,u= {Ae G(BX) A/Xet y Aew(U)}
y (BX,qul) es la ultra-compactificacibn Stone-Cech de (X,T:).

Por lo tanto’t;uczu(Ti).
#
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En esta seccifin trataremos de precisar algunos resulta-
dos para establecer las relaciones y diferencias entre la
teorfa de los espacios topolfgicos y la teoria de los espacios
topolbgicos de lo difuso. Recordemos gue Top indica la cate-

gorfa de los espacios topolbfgicos y las funciones continuas.

Lo primero gue estableceremos es gue la familia formada
por los espacios topolbgicos difusos (objetos) y las funciones
D-continuas (morfismos) es una Bateguria, la cual se denotsas
por Fuz. En efecto:

i. Es claro gue si (X,T), (¥,T') vy (Z,T") son espa-

cios topolfgicos difusos v f : (X, T)——(V,T"),
g (Y, C'")—>(2,/C") son funciones D-continuas, entonces
la funcibn compuesta gof : (X, C)——(Z,CT") es D-continua.

ii. 51 X, T, Y, T, Z,T", (Ww,T™ son espacios
topolfgicos difusos yv f 1 (X, C)——=(Y,T"),
g : (V,")—(Z2,C"), h : (Z,T") —— (W, T"") son funcio-
nes D-continuas, entonces es inmediato gue:

ho(gof) = (hog)of

iii. Para cada espacio topolfigico difuso (X,C), la fun-
cifbn identidad IX:(X,T:)————>-(X,TZ) s un D-homeomorfismo;
por lo tanto para todo espacio topolbgico difuso (Y, CJ') v
para toda funcifn F: (X, T) ——(Y,T'") v g: (Y, ") —— (X, T

se tiene gue:

—
[m}
H
1l
—
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As{ pues de (i), (ii) y (iii) se obtiene gue Fuz es una

categoria.

Definamos ahora los funtores
w : Top—Fuz

(X’t)_ﬁ'(xyw<t))

w(f) = f
i+ Fuz —>Top
(X, C)——(X,1(T))
i(f) = F
Como
o (fog) = fog
Yy
i (fog) = fog

se tiene gue los funtores w y i son covariantes.

De la proposicifn 2.1.5, se deduce gue
T(o(x, TY») = (X, T); por lo tanto la categorfa w(Top) es
isomorfa a Top. Adem&s de la proposiciBn 2.1.10, se tiene
gue w(Top) es una subcategorfa plena de Fuz. Por consiguien-
te podemos considerar a Top como una subcategoria plena de
Fuz. ©5in embargo la categorfa Fuz es mucho més grande gque
Top. Para ilustrar esta afirmacifn, a continuacifin daremos
un ejemplo de un espacioc topolbBgico difusoc gque no se obtiene
como espacio topolbBgico difuso inducido por un espacioc topo-

l6gico.
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Ejemplo 1: Consideremos el espacio topolbgico difuso
(x,C) definido en el ejemplo 2.1.2. Enton-

ces se tiene gue w(i(C)) # T

Supongamos gque existe una topologfa W, tal gue
(x,U> € Top vy w() =T. Luego
iu(W)) = 1(T)H

entonces por la proposicifn 2.1.5,

U = 1(T)
Por lo tanto

w(W) = w(i(CT)

G sea

T = uw(i(T»

lo gue es una contradiccifn.

De las conclusicnes hechas anteriormente podemos compren-
der ahora el por gué de gue ciertas propiedades gue se cumplen
en Top no se cumplen en Fuz; como por ejemplo, sabemos gue en
Top las topologfas compactas son minimales entre las topolo-
gfas Hausdorff de un conjunto X; sin embargo esto no es cierto
en Fuz, 0 sea gue las topologias difusas ultra-compactas no
son minimales entre las topologf{as difusas Hausdorff de un

conjunto X, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2: Consideremos los espacios topolfigicos difusos
(X,?:1),y‘(x,t:2) definidos en el ejemplo
2.3.3. Es claro gue (X,?:}) y (X,?:Z) son Hausdorff, (X,?:})

es ultra-compacto y 2:2 Cz'tjq. 0 sea el espacio topolfBgico



difuso (X,QZH) es ultra-compacto y Hausdorff, sin embargo

2:1 no es minimal entre las topologfas difusas Hausdorff sobre

X.

5i bien es cierto gue hay clertas propledades de Top qgue
no se cumplen en Fuz, tambifén es cierto gue hay muchas propie-
dades y teoremas de Top gue se generalizan de una forma natu-
ral a Fuz, como por ejemplo, la proposicibn 2.2.3, la proposi-
cifn 2.2.4 y el teorema de Tychonoff para el producto de espa-

cios topolfBigicos difusas (Teorema 3.1.1).

Uno de los resultados m&s importante obtenido en el desa-
rrollo de este trabhajo es la construccifn de la ultra-compac-
tificacifin Stone-Cech de un espacio topolbBgico difuso (X,T:)
tal gque (X, i(C)y) es Tychonoff, como lo muestra el teorema
3.3.1. M&s afin si (X,CT) es un espacio topolfigico Tychanoff
y (BX,W) es su compactificacifin StDHE—EECh, entonces la ultra-
compactificacifn Stone-Eech de (X, w(?:)) es exactamente

(8x, w(W)) como lo muestra el ejemplo 3.3.1.

Por Gltimo podemos ver que todos los conceptos definidos
en Fuz, cuando se restringen a w(Top) = Top coinciden con los
conceptos correspondientes en Top, como por ejemplo la of-com-
pacidad (proposicifn 2.2.2), la ultra~compacidad (Corolario
2.2.2), Hausdorff (Corolarioc 2.3.2), ultra-Hausdorff (Corola-

rig 2.3.1).
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