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ix
INTRODUCCION

En la Geometria Diferencial, dentro de la teoria de 1las
superficies regulares, se habia introducido el concepto de
geodésica, que es el andlogo de la recta que pasa por dos pun-
tos,en la Geometria Euclidena. Posteriormente se introdujeron

los conceptos de aplicacidén exponencial y de superficie com-

pleta.

Un problema que surgid en forma natural fué el de rela-
cionar la completez de una superficie al dominio de la apli-
cacibn exponencial. Hopf y Rinow resolvieron este problema en
1931 y 1932 en los importantes trabajos [11] y [12], estable-
ciendo que para una superficie completa, existe una geodésica
minimal que une dos puntos arbitrarios. Una versién moderna
de estos trabajos se encuentra en [4].

Cuando se introdujo el concepto de estructura Riemannia-
na, y se generalizaron para variedades Riemannianas, los con-
ceptos de geodésica, aplicacidén exponencial y completez, tam-
bién surgid el problema de generalizar el teorema de Hopf-
Rinow.

Gracias al "Teorema de la vecindad convexa'" de J.H.C.
Whitehead, que da la estructura local de una variedad Riema-
nniana, el matemdtico francés de Rham establecid también que
para una variedad Riemanniana completa, existe una geodésica
minimal que une dos puntos arbitrarios.

Se han dado versiones modernas de la construccién de

de Rham, por ejemplo, la de J. Cheeger y D. G. Egin, ([3]),



y la de Greene, ([9]).

En el presente trabajo damos una versién del Teorema de
Hopf-Rinow, utilizando las ideas introducidas por Cheeger-
Ebin y Greene.

En 1964 J. Eells y J. H. Sampson ([8]) introdujeron el
concepto de aplicacidén armbnica. Otras versiones de este con-
cepto aparecen en [5] y [22].

Como caso particular de una aplicacién armbénica tenemos
las curvas armdénicas que generalizan las geodésicas y aqui a-
parece en forma natural la energia de una curva armdbnica,
que segln el teorema de Hopf-Rinow, la geodésica resulta un
minimo absoluto de esta energia.

Presentamos este resultado en nuestra tesis, como una
aplicacidn.

Estos resultados conducen a otros problemas abiertos de
aplicaciones armdénicas entre variedades Riemannianas.Ver [22].

Con el objeto de presentar los resultados, arriba mencio-
nados, en forma comprensible, hemos seguido el siguiente or-
denamiento.

En el primer capitulo recordamos definiciones de varie-
dades diferenciables y campos vectoriales; luego demostramos
el teorema de existencia de Particidn de la Unidad.

En el segundo capitulo definimos una estructura Riema-
nniana y una métrica Riemanniana en una variedad diferencia-
ble y concluimos con la construccién de un sistema normal de

coordenadas.



En el tercer capitulo introducimos: el concepto de cone-
xi6n de Koszul sobre una variedad diferenciable, la derivada
covariante asociada a esta conexidn, conexidén compatible con
una estructura Riemanniana y concluimos demostrando el Teore-

ma Fundamental de la Geometria Riemanniana, que establece la

existencia de una Gnica conexidn simétrica compatible con una
estructura Riemanniana.

En el capitulo cuarto damos el concepto de una geodésica
sobre una variedad Riemanniana, utilizando la derivada cova-
riante, asi como el cidlculo de variaciones. Luego estudiamos
la aplicacién exponencial y la curvatura seccional, haciendo
énfasis en el cdlculo de esta Gltima.

En el quinto y iltimo capitulo estudiamos la existencia
de geodésicas con longitud igual a la distancia Riemanniana,
en variedades Riemannianas completas. Demostramos ademids el
Teorema de Hopf-Rinow, analizando sus aplicaciones y termina-
mos con la discusidn de algunos problemas abiertos de apli-
caciones armdmicas entre variedades Riemannianas,

Finalmente queremos afiadir que en la presentacidn de
nuestro trabajo hemos intentado reflejar el pensamiento del

eminente matemiatico inglés M. F. Atiyah.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

En este capitulo estableceremos los principales resul-
tados de variedades diferenciables, campos vectoriales y
particidén de la unidad, que utilizaremos en los capitulos
que siguen.

1.1 VARIEDAD DIFERENCIABLE
1.1.1 DEFINICIONES. Sea M un espacio topoldgico de
Hausdorff con base numerable.

Una carta local en M de dimensidén n es un par (U,')

formado por un abierto U de M y un homeomorfismo 4 de
U en un abierto de RM,

Decimos que las funciones Xj=T;o0%:U >~ R con 1<ig<n
y ni:mn + R,la proyeccidén candnica, constituyen un sis-
tema de coordenadas locales sobre U.

Un iﬁlﬂé de dimensién n de M es una familia {(Uj, ?i)}ieI
de cartas de dimensi6én n, tal que la familia {Uj}; ;4
forma un cubrimiento de M.

Un atlas compatible de clase @S es un atlas de M tal

que para todo par de cartas (U, ‘), (V, ¥) del atlas,
con UNV # ¢, se tiene que la aplicacién

vo?~ 1. YuNvV) - v(UNv)
que llamaremos cambio de cartas, es diferenciable de
clase CK,
De aqui se deduce que la aplicacidn

ey ivuny) -+ puNv)



también es diferenciable de clase CK.

Un atlas de M es maximal,si no existe otro atlas que lo
contenga.

Decimos que M tiene una estructura diferenciable o que

M es una variedad diferenciable de dimensidén n, si y so-

lo si, M tiene un atlas maximal, compatible de dimensién
n.

1.1.2 OBSERVACIONES

1. En adelante consideraremos, solamente, atlas compati-
bles de clase C”.

2. Se puede comprobar que todo atlas compatible en M
estad contenido en un Gnico atlas maximaly asi para de-
finir una variedad diferenciable, no es necesario cons-
truir un atlas maximal, sino que basta con construir

un atlas compatible.

1.1.3 EJEMPLOS DE VARIEDADES DIFERENCIABLES

a) Todo espacio euclideano, con el atlas (R", Id R™)

que consta de una sola carta, es una variedad diferen-
ciable.

b) La esfera S"= {xeR™1 / ||x||= 1}, con el atlas

(Ukj’ hkj)’ donde

Ups=(xeS™ 7/ (-1)x, >0} y

=
'
e
=
]

{xeR® / [|x]]< 1}

n

es definida por hkj (x) (Xoy ouny Xk-1’xk+1""’xn).



c¢) Todo subconjunto abierto de una variedad diferencia-
ble posee una estructura de variedad diferenciable.
1.1.4 APLICACION DIFERENCIABLE. Sean M y N variedades
diferenciables de dimensidén m y n respectivamente.

Una aplicacidén continua f: M + N es diferenciable en

el punto peM, si y solo si, cuando para un par de car-
tas ( y por tanto para todas) (U,¥) de My (V,¥) de N,
tales que peU, f(p)eV y £(U)NV# ¢ , se tiene que la
aplicacién Yefo 1: WUNE 1(V)) — V¥(V) es diferen-
ciable en el punto (p),

La aplicacidn f es diferenciable, si y solo si, es di-

ferenciable en cada punto peM.

1.1.5 NOTA. La independencia de la eleccién particular
de las cartas locales, es consecuencia de que las fun-
ciones de cambio de cartas son diferenciables,

1.1.6 OBSERVACIONES

1. La funcidén identidad de una variedad diferenciable
es diferenciable.

2. La composicidn de dos aplicaciones diferenciables
también es diferenciable.

3. A la categoria cuyos "objetos" son las variedades
diferenciables y cuyos '"morfismos'" son las aplicaciones
diferenciables, llamaremos Categoria Diferenciable y la
designamos con C®%.

4, Con Cw(M,N) designamos el conjunto de aplicaciones

diferenciables de M en N. Brevemente C*(M)=C”(M,R).



1.2 CAMPOS VECTORIALES
1.2.1 VECTOR TANGENTE. Consideremos el conjunto de 1las
curvas diferenciables en la variedad diferenciable M,
de dimensién n y que pasan por el punto peM,
{c/ c:i(-e, +¢) + M, c(0)=p, €>01}
Definimos en este conjunto la relacién R por:
cR¢ <« para alguna carta (U, ¢) tal que peU

d (xj0c) = d (x3° 8)// 1<ign
dt t=0 dt t=0

donde x. = m.o° ¥
1 1
Se comprueba que R es una relacidén de equivalencia y
que la definicidén anterior es independiente de la car-
ta local que se seleccione.
A una clase de equivalencia de la relacidén R llamamos

vector tangente en el punto p.

1.2.2 ESPACIO TANGENTE. Si denotamos el conjunto
{c / c:(-e, +¢) =+ M, c(0)=p, >0} por cur(p). Defi-

nimos el espacio tangente a M en el punto p, el cual

denotamos TpM, como TpM=cur(p)/R.

T. M es el conjunto de todos los vectores tangentes a
la variedad M en el punto p.

1.2.3 DEFINICION. Sea C" (M) el conjunto de aplicacio-
nes diferenciables de la variedad diferenciable M, de
dimensidn n, en R.

Una derivacién de C”(M) es una aplicacidén lineal

X:Cm(M) — [R que cumple la regla del producto, es



decir, para Vf,g € C®°(M) y VpeM se tiene:

X(f.g) = X(£) . g(p) + £(p) . X(g).
Es facil ver que existe una correspondencia entre los
vectores tangentes a la variedad M en el punto p y 1las
derivaciones sobre C*(M).
Asi dos vectores diferentes definen derivaciones dife-
rentes y toda derivacidén determina un vector tangente
sobre M.
Por Giltimo, TpM tiene una estructura natural de espa-
cio vectorial sobre R, de dimensién n.
Ver estos resultados en [1] y [2] .
1.2.4 VARIEDAD TANGENTE. Sea M una variedad diferencia-
ble de dimensién n.

Definimos en el conjunto TM=L—EJ TpM una estructura
PE

de variedad diferenciable de dimensién 2n como sigue:
Las cartas en TM se definen a partir de un atlas de M.
Si {Ui}icI es la familia de abiertos de este atlas,
formamos el cubrimiento de TM con la coleccidn ﬂ_1(Ui),
donde m es la aplicacidén w:TM -+ M que a cada vector
tangente a M le hace corresponder el punto donde el

vector es tangente.

Asi n-1 (p) = TpM para y peM.

Sea ahora Xp € 7-1(U), definimos la aplicaciébn

v:n-T(U) — R2D por

PX) = ) sensxn (), XT(P),. ., X (P))



donde las n primeras coordenadas son las coordenadas
xj=mj°e ¥ del punto peU (vistas en 1.1.1) y las n filti-
mas coordenadas son las componentes del vector Xp en

la base natural ) / 1<ign, de T M.
Gl P

P
Se prueba que eslun homeomorfismo local.
Concluimos que (ﬂ'1(U), ¢ ) define una carta local en
™.
Consideremos ahora otra carta local (V,¥) en M, sea
Yi=T;°¥ el sistema de coordenadas asociado y (mn-1(V),¥)
la carta que define (V,¥) en TM, con UNV # ¢; luego
W W) # .
Si Xp € n'1(U) N n'1(V) entonces

¥ (Xp) = G (0),en 0,5, (0),X ), XN () y
¥ (X)) = rq(), ey (03, X (), X7 (P)).

Luego la funcidn

3l yetwnr o) > Ve W A Ton)

es diferenciable de clase C“, pues para las n primeras
componentes se tiene que los cambios de cartas de M son

funciones diferenciables de clase C°, y para las n Glti-

mas componentes tenemos que si

ni nj
X=ZX(p)__8/=2X(p)8/
Pj= ox; /p i=1 ayj P
entonces X' =2 90X XJ  es una funcién diferenciable
P 3y P
J

de clase C”.



De esto se deduce que los cambios de cartas de TM son
diferenciables de clase C .

1.2.5 CAMPO VECTORIAL. Un campo vectorial sobre una va-

riedad diferenciable M es una aplicacidén X:M » TM , tal

que a cada punto de la variedad le asocia un vector tan-
gente a la variedad en ese punto. Asi para V p € M,
X(p) € TpM.

Observemos que un campo vectorial X sobre una variedad
diferenciable M actia sobre una funcidén real definida
sobre M, de la siguiente manera:

La funcién X(f):M » R se define por X(f)(p) = Xp(f),
para VpeM, V fe coM).

Luego podemos dar la siguiente definicidn:

Un campo vectorial X sobre una variedad diferenciable

M es diferenciable si al actuar sobre toda funcidén di-

ferenciable sobre M, se obtiene una funcién diferencia-
ble, es decir:

El campo vectorial X:M - TM es diferenciable, si Yy solo
si, para V f € c® (M) se tiene que X(f) € c” M) .
1.2.7 EXPRESION LOCAL DE UN CAMPO VECTORIAL SOBRE UNA
VARIEDAD DIFERENCIABLE. Sea (U,y) una carta local en la
variedad diferenciable M, de dimensién n.

Para V p.e U, X(p) se puede escribir como combinacidn

lineal de elementos de la base {.3_/ } de TpM.

0X;' P 1¢i¢n

Asi tenemos que X(p) =

H
nms
—

i 3
Xl(p) giT/p :
1



1.
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De aqui se obtiene n funciones xi: M > R que se denomi-
nan funciones componentes del campo vectorial X en el
sistema (U,x).

Un campo vectorial X es diferenciable, si y solo si,
todas las funciones componentes del campo en una car-
ta local, son funciones diferenciables.

PARTICION DE LA UNIDAD.

Recordemos en la siguilente seccidn algunos conceptos

de la Topologia General que utilizaremos en la cons-
truccién de la particidn de la unidad.

1.3.1 DEFINICIONES. Sea X un espacio topoldgico y V

un subconjunto de X (V puede ser sub-espacio de X),

Una familia {A } _; de subconjuntos A C X es un cubri-

miento de V, si solo si, V€ \__ A

o€ed o
Si para V a, Ao es abierto entonces a la familia
{Aa}aeJ llamamos cubrimiento abierto de V.
La subfamilia {Aa}aeH , HC J, es un sub-cubrimiento

de V, si y solo si, V € ___J Aa.
o€H

Un cubrimiento {BB}BCK de V es un refinamiento del

cubrimiento {Aa}aeJ , Si y solo si, para cada BeK exis-
te aeJ tal que BB C Aa'

Una familia {Cy} de subconjuntos CY € X es local-

yeL
mente finita, si y solo si, para V peX existe una ve-

cindad Wp de p tal que Wp M CY # ¢, para un nGmero



finito de wyel.

Un espacio topoldgico X es paracompacto ,si y solo sij

todo cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento
localmente finito.

Sea M una variedad diferenciable. Una particidén de la
unidad sobre M es una familia {Wi}ieJ de funciones
P, M =+ R diferenciables de clase C* tales que :

i) La familia de los soportes {sop ¢.}. es localmen-
Pi'ied

te finita, donde sop ¥, ={xeM / i (x) # 0}.

11) zVi(p) = 1 para V peM y wi(p) > 0.

Sean M una variedad diferenciable y {Ua} un cubri-

aed

miento de M.

Una particidn de la unidad {vy,! sobre M es subor-

iekK

,si ¥y solo si,para

dinada al cubrimiento {Ua}acJ
VieK, 3a e J tal que sop y; C Uy.

En vista de que toda variedad diferenciable posee un
cubrimiento (dominio de las cartas) nos interesa saber
si existird una particidn de la unidad subordinada a
tal cubrimiento.

Los lemas siguientes nos conducen a dar una respuesta
a esta interrogante,.

1.3.2 LEMA. Sea X un espacio topolégico localmente
compacto de Hausdorff y con base numerable. Entonces

X es paracompacto.

DEMOSTRACION., Veamos previamente que existe una suce-

sidn {Gi}ieN de conjuntos abiertos de X tales que:
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i) Ei es compacto, para Y ieN

ii) Ei C G;,q, para V ieN
iii) X = L2 6,
i=1

Vease para una interpretacidn, la figura siguiente:

Como X es localmente compacto y con base numerable exis-
te una base numerable {Ui}ir1,2,.__de la topologia de X
que consiste de conjuntos abiertos con cerradura compac-
ta,

Sea G1=U1. Construimos recursivamente la familia

{G;};.y como sigue:

Supongamos que Gk=U1\_} UZ WU Ujk y s?a jk+1

_ Jk+1

el minimo entero mayor que Jx tal que Gk c | , U; -
Jk+1 i=1

Ahora definimos Gk+1 - | | U . Se Comprueba facil-

i=‘] 1

mente que la sucesién {Gi}icN verifica las tres pro-

piedades anteriores.

Sea ahora {Ua} un cubrimiento abierto arbitrario de

oed
X.
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El conjunto E& - G es compacto y esta contenido en

i-1
el abierto Givq - Gi_z.
Para iz3, elegimos un sub-cubrimiento finito del cubri-

miento abierto {U, N (G - G, )} ey del conjunto

i+1
G; - G;_q-

También elegimos un sub-cubrimiento finito del cubri-

- - m -
miento abierto {Ua GSIaeJ del conjunto compacto

GZ'
La unién de estos subcubrimientos resulta un cubrimien-
to finito para todo el espacio X, el cual denotaremos

por {VY} Ademéds para V peM, existe una vecindad

yeH®
Gip de p tal que Gjp N VY ¢ .

Concluimos que el cubrimiento {VY} es localmente fi-

YeH
nito. ,
1.3.3 LEMA. Existe una funcidén Y:R™ R diferenciable
de clase C”, no negativa, que sobre el cubo cerrado
c(1) vale 1 y sobre el complemento del cubo abierto
c(2) vale 0.
DEMOSTRACION: Sea la funcién f:R - R,
e 1/t sit>0
definida por f(t)=
0 sit g0

Definimos tambié&n la funcidén g:R -+ R por

f(t)
f(t) + £(1-t)

g(t)=
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valor 1 para t>1 y el valor 0 para t<0.

Sea ahora la funcidén h: R + R definida por
h(t)=g(t+2). g(2-t),

h es diferenciable de clase C~, no negativa y toma el

valor 1 sobre [—1,+1] y 0 (cero) en el complemento de

(-2,+2).

Luego la funcidén =(hﬁﬂ1)‘...‘(h°ﬂn)2 R™ -~ R

n A . - - -
(donde m;: R -+ R con 1<i<n es la proyeccién candnica)

i
es no negativa, vale 1 sobre el cubo cerrado

ET77= E1,+1]X...X E1,+1]de n copias, y vale 0 (cero) en
el complemento del cubo abierto c(2)=(-2,+2)%x...%X(-2,+2)
de n copias. ,

1.3.4 TEOREMA. (Existencia de particidén de la unidad).
Sea M una variedad diferenciable y {Uu}aeA un cubrimien-
to abierto de M. Entonces existe una particidén de la
unidad numerable {Wj}j=1,2,... subordinada al cubrimien-
to {Uu}ueA, con sop y; compacto para Vj=1,2,...

Si no se requiere soportes compactos, entonces existe
una particién de 1la unidad'{qu} subordinada al cubri-
miento {Uu}’ esto es, sopup, c Uu con a lo mas un nG-
mero enumerable de los Y DO identicamente nulo.
DEMOSTRACION. Como M es una variedad diferenciable, es
localmente compacto, de Hausdorff y con base numerable.

Por el lema 1.3.2 existe una sucesidn {Gi} de abier-

ieN

to tales que é; es compacto para V ieN,
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Pongamos G, = ¢

Para cualquier peM sea ip el maximo entero tal que
peM - a;

Entre los oeA elegimos un up tal que peUu , Y sea

(V,7) una carta local alrededor de p tal que:

+2 1

Ve, ng ,,-6) vy t® 3 c@ .
p 1 p
p

\ \L/l {;Z/Jl (:3) oo c
,.f//{/ Gi .
- p

Definimos wp: M » R por

go T (x) si xeV
WP(X) - 0 si x¢V

donde y es la funcidn construida en el lema 1.3.3,
Luego wp vale 1 en una vecindad Wp de p (pre-imagen
por T del cubo cerrado de radio 1) y tiene soporte
compacto contenido en V.

Ahora para cada i1, elegimos un conjunto finito de
puntos peM cuyas correspondientes vecindades Wp cu-

bran E; - G el cual es compacto.

i-1

Ordenamos las funciones y_ en una sucesidn {y,}_ .
p JJ—1,2,000
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La familia {sop wj} de los soportes es local-

j=1,2,...
mente finita.

Sea ahora la funcidén ¢ = I wj’

Se observa que y: M +~ R es diferenciable de clase

Cm, pues cada término lo es, y ademis Y (p)>0 para VpeM.

Finalmente para cada j=1,2,... definimos
9y M ~+R por @ (x) - vy (x)
) y (%)
Luego la familia {Wj}j=1 5 de funciones es una par-
3250 e
ticién de la unidad subordinada al cubrimiento {QukcA

y es tal que sop ¥ es compacto para V¥V j=1,2,..."

Asi queda demostrada la primera afirmacidén del teore-
ma.

Si no se requieren soportes compactos para la particibn
de la unidad que deseamos construir, se procede de la
siguiente manera:

Caso 1: Si para aeA fijo, ningln sop 9 estd conteni-
do en U, donde {wj}j=1,2,... es la particién de la uni-

dad construida anteriormente. Entonces definimos Y,

idénticamente nulo.

Caso 2: Si dado aeA, existe un nlmero natural j tal que

sop ‘fj C Ua’ definimos Wa = ZWj.
Para ver que el sop 2 C Ua observamos que si [ es

una familia de conjuntos cerrados localmente finita,

entonces { J A = | J] A, sin embargo es claro
ACE AGE
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que el soporte de ¢y no es necesariamente compacto.

Asi resulta que la familia {y,} _, es una particidn de

la unidad subordinada a {Ua} con lo que queda demos-

o€A,
trada la segunda afirmacibn del teorema. ,

1.3.5 COROLARIO. Sean G un abierto en una variedad di-
ferenciable M, A cerrado con A € G. Entonces existe una
funcidn ¢: M - R diferenciable de clase c” tal que

i) 0 < w(p) <1 para V peM.

ii) ¢ (p) =1 para V peA.

iii) sopy € G

DEMOSTRACION. La familia {M-A, G} es un cubrimiento de
M, luego por el teorema anterior existe una particidn
de la unidad {y,9} subordinada a este cubrimiento tal
que : sop Y C M-A y sopy C G.

Se comprueba ficilmente que la funcibén g verifica las
condiciones i) 11i) y iii).

Vease EZS] Y
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CAPITULO II
METRICA RIEMANNIANA

Con el objeto de introducir los conceptos de estructu-
ra y métrica Riemanniana sobre una variedad diferenciable,
discutiremos estos conceptos previamente en abiertos del
espacio euclideano MR". Ademds estableceremos algunos de
los resultados que se utilizaran en los capitulos que si-
guen:

2.1 ESTRUCTURA RIEMANNIANA SOBRE UN ABIERTO DE @RI,

n+k

2.1.1 DEFINICION, Sea f: U ~» R una aplicacidn di-

ferenciable de un abierto U de RP en ®RN*K

con k>1 y
tal que la derivada Df(u) tiene rango n, para V ueU;
sea también B el espacio lineal de todas las aplicacio-
nes bilineales de R! x R" en R.

Para cada ueU definimos la aplicacién g: U - B por
g(u) (z,w) = <Df(u)(z), Df(u)(w)> para V z,w € R,

Se concluye facilmente que g es diferenciable.

2.1.2 OBSERVACIONES

1. Para V ueU g(u) es simétrica, es decir,

g(u)(z,w) = g(u) (w,z) para V z, w € RN,

2. Para V ueU g(u) es definida positiva, asi,

|1z]}? = g(u)(z,z) > 0 con g(u)(z,z) = 0,8i y solo si,
z=0.

Concluimos con estas observaciones que g(u) es un pro-

ducto interno sobre R", que lo denotaremos g(u)=<, Dy.

Este nuevo producto interno nos permite definir una es-
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tructura geométrica sobre U, diferente de la euclideana,

que se denomina Estructura Riemanniana.

Las ideas centrales de la geometria euclideana: distan-

cia y angulo, son definidas en términos de este producto

interno como veremos a continuacién,

2.1.3 DEFINICION. Sean o y B dos curvas diferenciables

en el abierto U CR", es decir, las aplicaciones

a, B: R » U son diferenciables; luego para V t € R

Do(t) y DB(t) son aplicaciones lineales de R en R dis-

tintas de cero.

Si para s,t € R se tiene a(s) = B(t) es decir, a y B

pasan por un mismo punto,y ademds Da(s)(1) = X vy
DR(t) (1) =Y

entonces definimos el angulo 6 comprendido entre los

vectores X e Y por la relacidn:

x|, FIYH, cos @ = <X, YD,

donde IIXIIi =<X,X>h
| 1Y] 1121 =<Y,Y>u :

2.1.4 DEFINICION. Sea y:[a,b] + U una curva seccional-
mente diferenciable sobre un abierto U de R".

Si x = y(a), y = y(b) definimos la distancia de x a vy,
que denotamos con d(x,y), por:

d(x,y) = inf L (v;), donde {Yi}ieI es la familia de to-
das la curvas seccionalmente diferenciables que unen

X e y; también para V i e I,L(Yi) denota la longitud de

Y5,
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2.2 ESTRUCTURA RIEMANNIANA SOBRE UNA VARIEDAD DIFERENCIABLE.
2,2,1 DEFINICIONES., Sean M una variedad diferenciable

de dimensién n y TM =-——J T M 1la variedad tangente.
p eM

Denotamos con I(TPM) el conjunto de todas las formas
bilineales, simétricas y definidas positiva sobre TﬁM

y sea I(TM) = ) I(T._M).
peM p

Una Estructura Riemanniana sobre M es una funcioén

{, D>+ M+ I(IM) , que también designamos con g,tal que

<, > =<, >I) , donde { , >I> es un elemento de I(TPM)

Una estructura Riemanniana<, > sobre M es diferenciable

de clase c” , si y solo si, para todo subconjunto abierto
U de M y todo par de campos vectoriales V y W sobre U, di-
ferenciables de clase C°, la funcién Y¥: U » R , definida
por Y¥(p) = <V(p),W(p)>P, es de clase C»

A una variedad diferenciable M con una estructura Riema-

nniana <, D de clase C~, o sea, al par M, <, >) 1a

llamaremos Variedad Riemanniana.

2.2.2 LEMA. Una estructura Riemanniana { , ) sobre una
variedad diferenciable M de dimensién n, es de clase Cm,

si y solo si, para todo sistema de coordenadas (x1,...,xn)

asociado a una carta local (U,x) de clase c” sobre M, se

tiene que la funcién Y: U - R definida por:

¥(p) = (JL—é;~jL—/ )»P es diferenciable de clase C .
Bxi 3X.|p



19

DEMOSTRACION. Supongamos que la estructura { , > sobre
M es diferenciable de clase C%,

Sean p € M, (U,x) una carta local alrededor de p de cla-
se C%, (x1,...xn) el sistema de coordenadas asociado a

esta carta y { 3 / } la correspondiente base

8x; P 1<€i<n
candnica de TpM. , ;
Para V i, j = 1,2,...,n 5?; ) 5?; SOn campos vecto-
riales sobre U, diferenciables de clase G
Luego como la estructura < s ) es diferenciable de cla-
se C°, 1a funcidn ¥: U + R definida por ¥(p)= éhikji;%?l}
es diferenciable de clase C* por (2.2.1). ’
Reciprocamente, sean U un abierto de M, V,W campos vecto-
riales sobre U diferenciables de clase C” y P, € U.
Probaremos que la funcidén ¢ : U » R definida por
¢(p,) = (V(po), W(po)>pO es diferenciable de clase C*
sobre U.

Sea (U',y) una carta local alrededor de P, > diferencia-

©0 q P
ble de clase C ; consideremos la base condnica

3
{z de T_ M
ayi’ p} 1<ign Py

Como U M U' es abierto y contiene p_ , se tiene que
0
U N U'" # ¢, luego los campos vectoriales V/U N U' ,

W/U N U' son diferenciables de clase C%

n
Para YV p e U N U' sean V(p) = I a;(p) ~3—§—/
i=1 yi P

W(p) =
j

[ I o libe
—

9
by (p) 35 /p
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las expresiones locales de V y W en UNy: donde aj

b4 b

bj son funciones diferenciables de clase C~ sobre UNU',
Ahora la funcidén w: UNU' - R definida por

w(ip) =<V (p), W(p))p es diferenciable de clase C® pues-
to que:

n n
Para V p € UNU' (p) =<3 ,. 9 B o R >
i=1 T1PI TGy P Ty ) ayj/P P

= L Za;(p) by(p) ¥(p)
1]
y por hipdtesis la funcidn Y dada por

¥Y(p) =<5§_/p ’ 5s—/p>p es diferenciable de clase C*
i j

sobre U', luego también lo es sobre UNU'.

Por tanto w es diferenciable en P, Y como este punto es
arbitrario , concluimos que la funcién ¢ es diferencia-
ble de clase C* sobre U, A

2.2.3 NOTA. En todo lo que sigue solo consideraremos
estructuras Riemannianas de clase C'.

La existencia de un estructura Riemanniana sobre una
variedad diferenciable,se establece en los teoremas
siguientes:

2.2.4 TEOREMA. En toda variedad diferenciable paracompac-
ta existe una estructura Riemanniana diferenciable de
clase C".

DEMOSTRACION, Sean M una variedad diferenciable de di-
mensidén n, paracompacta y Y= {(Uy, ¢k)}keA un atlas

diferenciable sobre M, La familia {Uk}keA es un cubri-
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miento abierto de M, y como M es paracompacta, existe
un refinamiento localmente finito {Uj}jcy del cubrimien-
to dado.

Consideremos la particién de la unidad {X;}; ; subordi-
nada al cubrimiento {U;}; ;
Para cada carta local (Ui, ¥;) alrededor de peM, consi-

. . 1 i
deremos, el sistema de cooordenadas asociado (k1,"”x;)

la base canbénica {—éf- }
Y 3 é> 1

de T.U;, C T M.
N n®® fpii - p

< 3J <

Definimos el producto interno sobre T_U.

P 1
; / ; / 0 si k=j
{—=/p > . D N . .
ayt By s PZp 1 si k]

J
Para k,j = 1,2,...,n.
Sean V, W campos vectoriales sobre M de clase c” enton-

ces para Y p € M se tienen:

n - 3
V(p) = I aj(p) —3 /7
j=1 ij

n 3 3
W(p) = T by(p) —5 Vs
k=1 Ay
J
las expresiones locales de V y W en U;.
Ahora definimos < , D M~ I(TM) por:

vy, wepdd = 2 [z zale i ] A
y jk

sipelU, ;ysip ¢ U, las funciones a?, bi no estén

definidas, pero no se cuentan,ya que A.(p) = 0.
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Por lo que resulta que { , > es una estructura Rie-
manniana diferenciable de clase C~ sobre M. A

2.2.5 TEOREMA. Toda variedad diferenciable inmersa en
un espacio euclideano m?, admite una estructura Rie-
manniana.

DEMOSTRACION. Sean M una variedad diferenciable,

f : M+ R?* una inmersidn y < s > el producto escalar
usual en mb.

Para V p € M, la aplicacién T f: T M ~ Tf(p)(Ra,es un
homomorfismo inyectivo.

Construiremos una estructura Riemanniana sobre M de la
manera seguiente:

Sean V y W campos vectoriales diferenciables de clase C*
sobre M.

Definimos < , >F i M - I(T™M) por

V), Wp) D7) = KT E(V (), T EMW(P))) .

Se comprueba que < , >*es una estructura Riemanniana, ,
2.2.6 OBSERVACIONES.

1. Por el teorema de Whitney, para todad variedad dife-
renciable M de dimensidn n existe una inmersidn

f: M +|Rn+1 (Ver [2] ). Luego podemos aplicar el teore-
ma 2.2.5 para obtener una estructura Riemanniana sobre M.
2. La construccibn del teorema 2,2.5 se generaliza de

la manera siguiente:

Sea f una inmersidn de la variedad diferenciable M en

la variedad Riemanniana (N, < , > ).
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Entonces para V p € M se tiene que Tpf: TpM + Tf(p)N
es un homomorfismo inyectivo.
) *

Definimos < , > : M » I(TM) por
Vip), Wip)> % = KTRE(V(P)), T £(W(p))> para todo par
de campos vectoriales V y W diferenciables de clase c®
sobre M.

*
Se comprueba que < , > es una estructura Riemanniana
diferenciable de clase C® sobre M.
3. Sean (M, { , > ) una variedad Riemanniana de dimen-
sién n, (U,x) una carta local y (x1,...,xn) el sistema
de coordenadas asociado,
Entonces sobre U la estructura Riemanniana < , > se
puede escribir representar por

n
< , > =i §=1gij dxi ® dxj donde las funciones g;

son diferenciables de clase C* y ademas satisfacen las

j

condicionhes:

i) gij = 8;; porque {, D> es simétrica,

ii) det(gij) >0 ya que <, > es definida positiva.
Concluimos que una estructura Riemanniana sobre M es
un tensOr covariante de orden 2.

METRICA RIEMANNIANA,

Recordemos que:

1. Una funcidn vy del intervalo cerrado [ a,b:] en la va-
riedad diferenciable M es diferenciable de clase C%, si
y so0lo si, existen un nlmero real € > 0 y una funcidn

Y (a-e, b+te) + M diferenciable de clase C® tal que

€
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la restricidn Yg/ [:a, b:] = v

2. Una aplicacién continua y : [ a, b | » M es una curva
seccionalmente diferenciable de clase Cm, si y solo si,
existe una particibén finita a = b1 < b2 < ... < bk = b
tal que la restriccién Y/[:bi’ bi+1t] es diferenciable
de clase C .

2.3.1 DEFINICIONES, Sea (M, < , > ) una variedad Rieman-
niana de dimensidén n y vy : [:a, bj] + M,una curva seccio-
nalmente diferenciable.

Se define la longitud de y, que designamos con L(y),

b 12

por L(v) = [ (Tv(1), Tr(MD dt
a

v (t)

donde Tt es el homomorfismo de R en el espacio tangente
T M.

v (t)

Definimos la funcidén d: M x M - R de la siguiente manera:

Para V x,y € M, con M conexo, d (x,y)=Inf {L(Yi)} donde
iel
}

mente diferencialbes que unen x e y.

{Yi el ©% la familia de todas las curvas seccional-
Si M no es conexo, entonces definimos d, separadamente,
sobre cada componente conexa.

La funcidén d definida anteriormente tiene las siguien-
tes propiedades:

i) Para V'x,y e M, d(x,y) > 0

Esto es claro, pues para V i e I, L(yi) > 0 entonces

Inf'{L(Yi)} > 0.
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ii) Para V x,y e M d(x,y) = d(y,x).
Se debe a la simetria de < , > para V p € M.
iii) Para V x,y,z e M d(x,z) <Ih(x,y) + d(y,z)
Para ver esta propiédad, consideremos las curvas seccio-
nalmente diferenciables
a: [a,b] +M vy
B : [c,d] +M
tales que o une x e y, B une y e z.
Definimos una nueva curva seccionalmente diferenciable
vy : [a, b*d-c ] + M por
o(t) si te [a,b]

t =
v(t) B(t-b+c) si t e [ b, b+d-c ]

Claramente la curva y une x y z, luego

L(y) = L(a) + L(B)

Asi tenemos que: d(x,z)

A

Inf {L(v)}
Inf {L(a)} + Inf {L(B)}
d(x,y) + d(y,z).

De estas propiedades alin no podemos concluir que la fun-

7

cidén d es una métrica, mas del siguiente teorema y su
corolario podemos deducir que la funcidén d es una mé-

trica sobre M,
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2.3.2 TEOREMA. Sean 1 la topologia de M como variedad
Riemanniana de dimensidén n, y o la topologia sobre M
determinada por la funcidn d definida en 2.3.1.
Entonces las topologias T y o coinciden.

DEMOSTRACION. Previamente convenimos que para cualquier
carta local (U,¥) con Vv : U ~» U C[Rn, identificamos

la topologia T restringida a U con la topologia indu-
cida (sobre U') por la norma euclideana en mn, que es
la topologia usual.

Ademds denotemos por d la funcidén d definida en 2.3.1;

riem

y por deuc la funcibén distancia euclideana U x U » R

dada por la norma euclideana en R", es decir:

Para V u,v € U d_, (u,v) = Py - vy(v) 1.

e i 1/2
Asi mismo para V z € T M con u e U,llzllriem— {z,2> =
y Mzl gye = HT¥ @],

Sean u € Uy a > 0 tales que la bola cerrada E de cen-
tro u y radio a {veM/ deye (U, V) < a}, estd conteni-
da en U.

Para cada v € E consideremos la esfera unitaria

SV = {w

™

TM /|l gy = 13

Luego B WJ SV es un haz fibrado de esferas sobre E

veE
tal que B € TM es compacto.

Asi la funcidn £ : B » R definida por £(z) = ||z|] ;.

es continua y por lo tanto alcanza sus valores mdximo
- .
y minimo.

Sean H y h los valores miximo y minimo de f respecti-
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vamente con h > 0,
Consideremos la curva seccionalmente diferenciable

Yy : [ 0,0 ] » M que une los puntos uy v con v € E,

I_CASO: Supongamos que im(y) C E,

Reparametrizando y, si es necesario, podemos asegurar

que [T y(1) [l ,,c = 1 ParaV te [0,p].

Luego Tty(1) € B y ademias

L . Y
riem(Y) JOIITty(1)||riem dt > h p > hd (u,v) -

euc
II_CASQO: Supongamos que im(y) € E.

Entonces:

Loien(Y) = fp Ty (D e 6t 2 h a2 h d  _(u,v),
0

En ambos casos tenemos que Lriem(Y) >hd (u,v)

de donde driem (u,v) > h de

(u,v) (*)

uc
Consideremos ahora la curva B : [ 0,a | - E definida

por B(t) = ¥ [ 1/a(¥(8(t)) - ¥(u)) ]

para u, B(t) = v e E con a = deuc (u,B(t))

En este caso tenemos:

_ a
Lejen(Y) = J Ty (D ey 4t s H a
0

de donde deducimos que d (u,v) < Hd UC(u,v) (*¥%)

riem e

De (*) y (**) resulta

h de (u,v) £ d (u,v) < Hd (u,v)

uc riem euc

con lo que concluimos la demostracidn. A
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2.3.3 COROLARIO. d es una métrica sobre M,

riem

DEMOSTRACION. Como d = d tiene las propiedades

riem
i), ii) y 4iii) de 2.3.1 basta probar que:

Para V x,y e M d (x,y) = 0, si y solo si, x = vy

riem
Si x = y entonces dyjen (X,Xx) = Inf'{L(yi)} = 0

luego d(x,y) = 0.

Reciprocamente, supongamos que X # y, como M es un es-
pacio de Hausdorff, existen vecindades t-abiertas P y Q
de x e y respectivamente tales que P N Q = ¢,

Por otra lado como las topologias T y o coinciden, exis-

ten nlGmeros reales r,s > 0 tales que las bolas Br(x) y

Bs(y) tienen interseccidén vacia.

Asi driem(x,y) > r+s > 0 lo que implica que driem(x’y)>0
lo cual es una contradiccidn. ,
2.3.4 DEFINICION, A la métrica d = d_. determinada por

Tliem

la estructura Riemanniana { , > sobre M, llamamos

Métrica Riemanniana.

SISTEMA NORMAL DE COORDENADAS.

2.4.1 TEOREMA. Sean M una variedad Riemanniana de dimen-
siébn n, p e M y {V1""’Vn} una base ortonormal de TpM.
Entonces existe un sistema de coordenadas (x1,...,xn)

alrededor de p de clase c” tal que:

i) p «— (0,...,0).

11) v, = para YV i=1,...,n,
X .
i
iii) Si 854" ¢ o, o >: M >R es de clase c” enton-
axi ij
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ces dgij/p =0 para ¥V i,j = 1,...,n.

DEMOSTRACION. Sea (U,Y) una carta local alrededor de p
y (21,...,zn) el sistema de coordenadas asociado.
Consideremos la aplicacidén t: R™ + RN definida por
t(a) = q - ¥(p) para ¥ q e ®R",

Es claro que t es una traslaci6én y por tanto un difeo-
morfismo.

Luego (U,y) con ¢ = te¥ s una carta local alrededor
de p y sea (y1:---’Yn) el sistema de cooordenadas aso-

ciado, entonces { ) / } forman también
P7i=1.2,...,n
una base de TpM con

3

SOt = 9 , ViOV. Vi,j=1,2,...
ayi/p Z<ayi/P V32 Vs “? Caneed

a g = s .
y<_a.};T [p > V3> V5 I
1

Asi el sistema de coordenadas (y1,...,yn) satisface las
condiciones i) y ii).
Para que se cumpla la condicidén iii) definimos un nuevo
sistema de coordenadas (x1,...,xn) alrededor de p por

i

sz - i i
.+ = vy, =
la relacibn X3 § alm X1 Xy y; con aj. apy-
b ]“‘

Por el teorema de la Funcidn Inversa las funciones X
son de clase C” en una vecindad de p.

Veamos ahora las condiciones que deben satisfacer 1las

constantes a's para que se cumpla iii).
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Por la regla de la cadena:

k k
3 = I a}’k 3 . 1}2 [511( + (I (ai1+ ali)xl)afz :]
axi k aXi ayk k
_ .98 +I (I Za]i(1 xl) 3
oy k 1 ayk
Ahora 3 3 _ ] 9
(2 2y - (2, 2
9X3 axj ayl ayj
+ I Zak1 Xy e ,§_>
k,1 ayk ayj
I )
+ I 2a 1 x1<—~ >
ayl ayk

+ términos cua ratico en x's.

Luego en el punto p tenemos

k
9 3 3 + ¥ 2a. &, .
-a__ < 8 ’ ._a_> = —— <__’ > alq kJ
axq axi axj axq Byi ayj
k
+ ¥ 2a.
k jq "1k
5 3 5 ( + 2al + 2at
G B Dt
*q H 73

Por lo tanto,las constantes a's deben satisfacer la

ecuacidn

2a) + 223 =—g§— <53- ’ 53—> (*)
i . }
q q 8 YJ

para que se cumpla iii).

Sea al, = -1/4 ( 9 ¢ 2y * 3 8,2y
q Iy, Byj 3y ay oy 4
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I . S .

De aqui resulta que se verifica (%),

Como 3 3 , 3 sy - b ¢ B, B 3

Concluimos que los valores de las a's asi definidos sa-
tisfacen (%*).
Ademas estos valores son finicos pues:

1) aj + al
iq Jq

- d 3
1/2 < DA 0 >.

g Y5 an

2) a9+ al = -1/2 3 < RIS
J1 gi 3y 3 3Y5 8

3) aéj + agj = -1/2 2 < MR >.
oy . 0 oy -
Y5 7 Y

Haciendo una permutacidn ciclica de 1,j y q y tomando

(1) -(2) y (3) obtenemos:

i 0 0 0 0 0
2at = -1/2 < g > - < ’ >
jq ayq Iy 3y - 3y; 9y ayq

2.4.2 OBSERVACION. Cualquier par de sistemas de coor-
denadas (x1,...,xn) y (i1,...;in) alrededor de p con

i) p «— (0,...,0)

ii) 9 / - para V i=1,2,...,n
P axi P

axi
iii) dgij(p) = déij(p) = 0 para V i,j=1,2,...,n

son iguales excepto términos de tercer orden.
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En consecuencia 2 0 - o excepto términos de

segundo orden.
2.4.3 DEFINICION. Sean M una variedad Riemanniana de

dimensién n y p € M. Un sistema normal de coordenadas

en p es un sistema de cooordenadas (X1""’Xn) en una
vecindad de p tal que:

i) p +~—— (0,...,0)

ii) gij(p) = Gij(en p) para V 1,j=1,2,...,n

iii) dgij = 0 (en p) Para V i,j=1,2,...,n

2.4.4 NOTA: E1 teorema 2.4.,1 garantiza la existencia de

un sistema normal de coordenadas alrededor de todo pun-

to en una variedad Riemanniana.




CAPITULO III

CONEXION Y TENSOR CURVATURA

En este capitulo estudiaremos las conexiones y las pro-
piedades y conceptos asociados, como la derivada covariante,
paralelismo y tensor curvatura.

3.1 CONEXIONES.
3.1.1 DEFINICION. Sea M una variedad diferenciable de
dimensidn n. Denotemos por *¥(M) el espacio de todos 1los
campos vectoriales diferenciables en M,
Una conexidén (Koszul) sobre M es una aplicacioén

Vo: ¥X(M) x ¥(M) =+ %¥(M)

cuyo valor denotamos por V(X,Y) = VXY Yy que satisface
las siguientes condiciones:

Para V X, Y, X., X,, Y., Y. € X¥(M); f, g € C°(M)

12 722 "1 72
i) v es lineal en X, es decir,

Y = fUy Y + gV Y
1 2

ii) V es aditiva en Y, o sea,

v
£X, +gX, X

Ve (Y,+Y,) = Vy¥, + VoY,

XY + X(£). Y

Se sigue que la aplicaciodn

1i1) Vy(£.Y) = £.V

T
¥(M) x T M > T M

que al par (Y,Xp) le hace corresponder el vector

VXpY = VXY(p); satisface las siguientes condiciones:

! ©
Para ¥ X, Y, Y, Y, € X(M); X, X e TM; £ ¢ CT(M),

p’ P
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a, beR y pe M.

Y = aVX

33 Vax_ o+ bx! I BV Y
p P p P

RIS R PR CHNE R SR
p p P

339 Ty ED) = £@) TY ¢ X (DY

jv) La aplicacién M =+ TM dada por

P = VX Y es un campo vectorial.

P

Reciprocamente, se puede definir una conexidén de Koszul
como una aplicacidén V: ¥ (M) x TpM - TpM que asocia a

todo par (Y, X € ¥X(M) x TM un vector V, Ye T M
par (Y,X,) M) 3 X .

p
y que satisface las condiciones j), jj), jji) y jv).

Asi definimos ahora para V X,Y € ¥(M) el campo vecto-
rial VXY : M - TM por VXY(p) = VX Y, para V p € M,
P

3.1.2 EXPRESION LOCAL DEL CAMPO VECTORIAL VY.
Sean p ¢ M, (U,¥) una carta local alrededor de p vy
(x1,...,xn) el sistema de coordenadas asociado. Los cam-
pos vectoriales X e Y se pueden representar por

n g

i

a n g
X = 1§ xt-—= e Y = 3yl 3

i=1 axi j

donde X' e Y’ son las funciones componentes de los cam-
pos vectoriales X e Y respectivamente, en el sistema de

coordenadas (U,x).

Definimos Fk por la relacidén V
1j _9 93X k=1 ij 09X
J j j
aXi
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Luego VyY = vp . Y ='r21 X1 v vy
z X gx—- i=1 )
i=1 i 90X,
1
como V Y =V I;; yl @
d d =1 0X -
3Xi axl J J
& j d d iy _8
e Lyl v 3_0Xj e (V) 'ﬁnc_] :
j=1 — 1 ]
9X .
i
n . n : J
_ i j 9 9Y 9
Entonces Uy Y § X § [Y v e e Bx.]
i=1 j=1 3 j i ]
Bxi
n n ; j . .+ Dk
=T Xt %%- ao- + xt vl g T o)
i=1  j=1 i j k=1 *J %k
para j = k y combiando el orden de las sumatorias
n _n . k n
obtenemos: VyY = I [z x*¢ gz tz Ykl"]f.)]g%—
k=1 i=1 i k=1 1] k

esta es la llamada expresidén local del campo vectorial

VXY -

_—

n .
Formemos ahora para cada campo vectorial Y = I YJ é—i——
=1 %%

la coleccidn de transformaciones lineales {VY(p)}p e M
donde VY(p) : T.M =~ TpM se define por

p
VY(p) (X,) = Yy ¥ = ¥y Y(p)
p
Luego VY(——B—) =V Y
X3 =218

n . n j
k 3 3Y) 3
=3[y =& rf, + —
j= =1 1 ax 9X; Xj]
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n n
para j = k AR S G
k=1 k=1 1ij
3X 4 8xk
n
Hagamos Yk; i = YF z Tk. R
k=1 13 ==
X .
n
Luego V Y (sgfﬂ = I (Yk; i) —°-
1 k=1 axk
n
Asi resulta que VY = I (Y i) dx; © ?%_ es un
= k

tensor del tipo (}).
DERIVADA COVARIANTE
3.2.1 DEFINICIONES Sean M una variedad diferenciable de
dimensién ny c:[ a, b ] - M una curva diferenciable,

Un campo vectorial a lo largo de ¢ es un campo vectorial

V:['a, b:] +~ TM tal que V(t) € T. M.

(t)
Denotaremos V(t) por Vt'

Si (U,¥) es una carta local alrededor de c(t) y
(x1,...;xn) es el sistema de coordenadas asociado, enton-
ces el campo vectorial V a lo largo de c se puede escri-

n .
bir localmente como: V(t) = z Vl(t) —2—-/ c(t)

i=1 9X -
1

V es un campo vectorial diferenciable de clase c” al

largo de ¢, si y solo si, las funciones Vi:[é,ﬁj + R
son diferenciables de clase Cm, para V i=1,2,...,n.
Denotaremos por *C(M) el espacio vectorial de los cam-
pos vectoriales diferenciables de clase c” a lo largo
de c.

Sean M una variedad diferenciable con una conexién V

y W un campo vectorial definido sobre una vecindad abier-
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ta de c([_a, b_] ). Se llama derivada covariante de W

a lo largo de ¢ al campo vectorial a lo largo de c,

D : [a, b] > TM™, dado por

dt
t n—r vdc W.

dt

Al vector Vd W 1o denotaremos DW .
C B
it at

3.2.2 PROPOSICION. Sea M una variedad diferenciable con

una conexién Vy c¢: [a, b ] + M una curva diferencia-

ble.

Existe una funcién VY : XC(M) > XC(M), cuyo valor deno-

tamos VY(V) = DV , para V € XC(M) y que cumple las si-
dt

guientes condiciones:

i) Si VS = Yc(s) para algin campo vectorial Y de clase
ci definido en una vecindad de c(t). Entonces DV = VdCY
Tt I
.. . dc _ DV t
ii) Si It - 0 entonces DV _ 0
dt
iii) Y(V+W) = Y(V) + ¥Y(W)

iv) Y(f.V) = gi V+ fV¥(V) paraV £:[ a, b ] + R.
t

DEMOSTRACION. Definimos VY: *C(M) - XC(M) por

Y(v) = vdc V. Probaremos que esta funcidon satisface las

dt
condiciones 1), ii), iii) y iv).

Supongamos que dc 4 0
dt
Por el teorema de la funcidén implicita existen vecinda-
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des abiertas W de c(t) y R de t tal que c es un difeo-
morfismo local de R sobre W.

Definimos un campo vectorial Y sobre la vecindad abier-
ta U de c(t) con W €C U, de manera que Y/W = V.,

Asi tenemos que V_ = Yc(s) para Y s e [ a, b ].

Ahora escogemos una carta local alrededor de c(t) y

sea (X1""’Xn) el sistema de coordenadas asociado;

luego el campo vectorial Y y el vector g%~ admiten las

q n J 3
representaciones: Y = .E Y T
j=1 j
n
E: b dcl 3)3( /
dt  i=1 g¢ i’ c(t)
donde c; : [a, b] +R con c. = xjec.
L V. Y=Y Tl
uego = Vn
N S TV C RS
i=1 dt 3x;/ c(t)
- 7 [deidyk ooy orR ce))9i I (2] 2y
k=1 S S, dt Kei)

De aqui resulta claramente que Vqc Y no depende del
TF
campo Y, sino de los valores que toma dicho campo a lo
largo de la curva c, ademas, Vde Y tampoco depende del
dt
sistema de coordenadas escogido.

A= DV .
Concluimos que FEia Vdc Y se cumple i).

dt
dc

o DV DV _
Sl = 0,por definicién de e at VacV

pero VéE v = 0 y luego se cumple ii).
dt
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Las condiciones iii) y iv) resultan immediatas de las

propiedades de la conexidn de Koszul V. A

PARALELISMO.

3.3.1 DEFINICION. Sean M una variedad diferenciable de
dimensién n con una conexién V y c¢: [a, b ] » M una
curva. Un campo vectorial V a lo largo de c es paralelo

a lo largo de c, si y solo si, g% =0.Vte [a, b].

3.3.2 OBSERVACIONES. Siempre que tengamos una curva
c: [a, b_] +M y un vector v e Tc(a)M’ es posible
construir un campo vectorial V paralelo a 1o largo de
c de la manera siguiente:
Para V t € (a, 5], el vector v, € Tc(t)M se obtiene
de v, bpor traslacibén paralela a lo largo de c.

DV

Luego el campo vectorial V satisface la condicidn Iz~ 0

y como LU= vdc V se cumple que

dt
dt
avk D ogei(t) ok ;
(t) + z °%i I (c(t)) VI(t) =0 (*)
dt ij=1 dt ij

La expresidén anterior es un sistema de ecuaciones dife-
renciales lineales, por lo tanto posee una finica solu-
cidn V cuyas funciones componentes son

vl [a, b] »® para j = 1,2,...,n.

Luego para V t € (a, ﬁ] y para alguna carta local (U,y)
alrededor de c(t) y (X1""’Xn) el sistema de coordena-
das asociado, se tiene la expresidén local para el cam-

po vectorial V:
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v, =

i~

vi(t) 2 .
=/

Por otro lado como el conjunto de soluciones del siste-

j=1

ma (*) forman un espacio vectorial sobre R tenemos que:

(V+ W =V, + W

t

y (A V)

asi podemos definir 1a funcién Ty Tc(a)M -> Tc(t)M

kVt para A € R

dada por Tt(Va) =V que resulta una transformacién

-t’

lineal. Claramente T, esS biyectiva y por lo tanto es

un isomorfismo entre esSpacioS tangentes.
En forma general,para cualquier curva diferenciable c
en M tenemoS un isomorfismo entre dos cualesquiera es-

pacios tangentes Tc(t1)M y Tc(tZ)M'

3.3.3 PROPOSICION. Sean c una curva diferenciable en una
variedad diferenciable M de¢ dimensidén n, con conexi6n V,
con c(0) = p, c'(0) = Xp’ Y un campo vectorial so-
. 1 -1
bre M. Entonces Vo Y = 1im = ( =t Y - Y. ).
Xp ha0 t c (h) P
DEMOSTRACION. Fijemos h en el dominio de c, y sea Z el

campo Vectorial paralelo a lo largo de ¢ tal que:
-1

i) Z, = 7T
0y

Asi podemos definir también el vector Z, por

i1) 2y = Y.,
-1
nn Yem) T Yem)

ues 72, = T
p h h(ZO)

Para todo t del dominio de c, escribimos el vector Z,y
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el campo vectorial Y, localmente por

S | 3
Z _ Z7(t) EEZ /

t

c(t)

i=1

ns
Ty
i=1

Y

o
90X .
1

Como el campo vectorial Z es paralelo a lo largo de c

entonces

S850) d?k t n dc. . X

111 az (v) 4 g Lz2de) T ce(t) =0
dt ij=1 dt 1j

iv) ademis ZX(h) = Y’(c(h)) por ii).
Por el teorema del valor medio tenemos:

v z25m) = 2500y + X)) para £ e (0,h) .

Luego 1a k-ésima componente de % ('r“1 Yc(h)

- Y
- p) es

igual a 1 (ZX@0) - Y¥(c(0)) ) aplicando v), iv) y iii)
h

respectivamente a esta expresidn obtenemos

[ e

2 ) 23 @) e ¢ DR em) e ]

ij=1 dt

y el 1limite de esta G1lltima expresidn cuando h + 0 es

M3

. k
2% (0) Yl (c(0)) 1, (c(0)) + SN (o)

501 dt dt

el cual es la k-ésima componente del vector Uy Y.
p

. -1
Concluimos que V. Y = 1im 1 (t " Y -Y).
R T O
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3.4 CONEXION COMPATIBLE CON UNA ESTRUCTURA RIEMANNIANA.
3,4.1 DEFINICION. Sea (M, <, > ) una variedad Riemannia-
na.

Una conexidn V sobre M es compatible con la estructura

{ , > si las traslaciones paralelas Tt:Tc(a)M -+ Tc(t)M
a lo largo de cualquier curva diferenciable c:[é,ﬁ] + M,
son isometrias. (con respecto a { , > S <H D c(t))'
3.4.2 LEMA. Una conexidn V sobre una variedad Riemannia-
na M, <, > ) de dimensién n es compatible con la es-
tructura < , > , si y solo si, satisface la siguien-
te condicidn:

Si Vy W son campos vectoriales a lo largo de

* cualquier curva diferenciable c: [ja, b:] + M,
D DW
Entonces 9 <V,W)> =( DA W+ v, 28N
dt dt dt

DEMOSTRACION. Supongamos que V cumple la condicidn (%*).
Sea V un campo vectorial a lo largo de c.

Entonces %— v, v =2¢ Dl », V> =0 y por lo tan-
t dt

to {V, V) es constante a lo largo de c.

Asi las traslaciones paralelas T preservan la norma;

t
luego son isometrias.
Reciprocamente, supongamos que V es compatible con 1la
estructura < , ) .

Consideremos los campos vectoriales PT""’Pn paralelos

a lo largo de c y ortonormales en un punto de c. Luego

P1""’Pn son ortonormales en todo punto de c.
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Esto es, para Y t e [a, b ] vy para V i,j=1,2,...,n.

1 s1 1i=j

P, (1), Pj(t)> = {

0 si i#j

y ademis || P; (1) = 1
Asi Pi(t) =12 e non forman una base de Tc(t)M‘
Sean V, W campos vectoriales a lo largo de c.

n i n
com V= % V' op, y w= 1 wlp,

=1 i 1 j

1 J

n 1 : n j

Entonces v . I g-\—/’—-Pi(t) y v _ T aw- P.(t)

dt I NG dt  j=1 dt

Por tanto, calculando,obtenemos:

DV DW d
= » W) + (V, a$'> = — <V, W)
dt dt A

Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente:
3.4.3 COROLARIO. La conexidn V en la variedad Riemannia-
na (M, < ’ > ) de dimensidn n es compatible con < , > R

si solo si, X Y,Z = vV, Y, Z + Y ,V, Z

y p <Y.20 = vy 50 <Y,»9% 22
p p

para V Y, Z campos vectoriales a lo largo de una curva

diferenciable c en M, Xp € TpM, p € M.

3.4.4 TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA GEOMETRIA RIEMANNIANA,
Sobre una variedad Riemanniana (M, {, > ) de dimensidn
n existe una Gnica conexidén simétrica compatible con { ,
DEMOSTRACION. Para demostrar la existencia, recordemos
que en un sistema de coordenadas (x1,...,xn) asociado

a una carta local (U,y) alrededor de p € M, tenemos que:
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n .
C» D> = g: . ax' © dx’ por la parte c) de 2.2.6.

Si tomamos otro sistema de coordenadas (yl,...,yn) alre-

dedor de p, se demuestra que vale la relacidn:

FISRRE S e
aytay?  Y=1 I axY

ver [ 19 ],

A los sz llamamos simbolos de Christoffel

YooY
ij ii

Se demuestra tambié&n que vale

Recordemos tambi&n que una conexidén clidsica sobre una

variedad Riemanniana M de dimensidn n estd dada por una
asociacidn de n3 nlmeros reales ng a cada sistema de
coordenadas (x1,...,xn), tal que si ng es asociado

al sistema de coordenadas (y1,...,yn), vale la siguien-

te relacidn:

S ko oaxt axd  ayY ., 0 %M oy
Y = oz ore XK 3 -
8 55k i3 ay® ayP  axF u=1 ay%s®  ax

Se demuestra que sobre una variedad Riemanniana (M, { , >)
siempre existe una conexidn clasica. Ver [ 19 ] .

A esta conexidn clasica se le llama conexidn de Levi-Civita,

Se comprueba también, sin dificultad, que esta conexidn
clasica es simétrica y compatible con la estructura { , >,
Para demostrar la unicidad, supongamos que V es una cone-
xidén simétrica y compatible con < , D

Para una carta local (U,v) y (XT,...,Xn) su sistema de
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coordenadas asociado tenemos que:

3. < 8', 3k> =KV ’§i>+ <F§T’ Va é£>

ox1t ax)  ax i ax?  ax 3x7 i 9x
X 3x

Haciendo una permutacidn ciclica de i,j,k y utilizando

la simetria de la conexidén V resulta

n 1
3 . .
z Fglk = <V 3 ——-_'r > _a‘E>= Elj, k]
1=1 1j Pty X~ X
he
1 n
T. . = 1 ¢ [1j, x]

t] k=1
Concluimos que los simbolos de Chistoffel T%j para 1la
conexidén escogida V coinciden con los simbolos de Chirs-
toffel para la conexidn clédsica. Ver [19]
Por consiguiente la conexidén V coincide con la conexién
de Levi-Civita; de aqui se deduce que dos conexiones
simétricas compatibles con < s > siempre coinciden. A
3.4.5 COROLARIO. Poseen una Gnica conexidén simétrica,
compatible con su estructura Riemanniana las siguilentes
variedades:
a) Esfera Unitaria s™
b) Espacio Proyectivo Real (complejo) P R" (P En)

c) Variedad de Stiefel V
n,k
d) Variedad de Grassmann Gn K

e) Grupo de Lie Real O(n)
f) Grupo de Lie Complejo U(n)

ver [2]
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DEMOSTRACION. Las variedades a) hasta f) son compactas
y por consiguiente poseen una estructura Riemanniana
por 2.2.4 y por 3.4.4 existe una finica conexidén simé-
trica compatible con cada una de las estructuras Riema-
nnianas obtenidas. ,

TENSOR CURVATURA.

3.5.1 DEFINICIONES. Sean U un abierto de ®R% con coorde-
nadas (x,y), M una variedad diferenciable con una cone-
xién V. y % : U -+ M wuna funcién de clase c”. Un campo
vectorial V a lo largo de ¥ es una funcidén V : U = TM

tal que V(x,y) € T M para V (x,y) € U,

Y (x,¥)
Para cualquier campo vectorial V a lo largo de ¥y defini-
mos el campo vectorial g% (x,7) como la derivada cova-

riante de V a lo largo de la curva c, tal que, c:[ﬁ,1] + M

y para V t € [:0,1 j es c(t) = y(t,y).
DV

Similarmente se define el campo vectorial 5y (x,y)

Luego g¥-: [0, 1] - T dada por

t T Vi,

= : [0, 1] = TM dada por

t SR
(x,t)
son campos vectoriales a lo largo de c.

3.5.2 OBSERVACION. Y y 3% son campos vectoriales
X oy

de clase se C* pues Vg 5%—-= %% Yy Vi n T



y si la conexidn V es simétrica, entonces

DL W Sl W
X ay oy X

3.5.3 DEFINICION. Sean U C RZ con coordenadas (x,y), M
una variedad diferenciable con conexidén V y ¢: U -+ M
de clase C .

: 1 Y
Denotemos: g \') y Ty W

Definimos la aplicacidén R(V,W) : ¥x(M) » Xx(M) por

R(V,W) T = 1 %T-gy—-—g;'r

Se comprueba que R(V,W) es lineal.

Luego a la aplicacidn trilineal

R : ¥(M) x ¥(M) x ¥(M) - X%(M)
definida por R(V,W,T) = R(V, W) T llamamos el tensor

curvatura de M.

47
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CAPITULO IV

GEODESICAS Y APLICACION EXPONENCIAL

Hemos visto en el capitulo II los significados de dis-

tancia y angulo sobre una variedad Riemanniana. Veremos, en

el presente capitulo, cOmo se interpreta otro de 1los concep-

tos fundamentales de la Geometria Euclideana, como lo es, la

linea recta.

El resultado es el concepto de geodésica, el cual discu-

tiremos conjuntamente con la aplicacidén exponencial y la cur-

vatura secclonal, estableciendo las relaciones entre los mis-

mos.

4,1

DEFINICION DE UNA GEODESICA UTILIZANDO DERIVADA COVARIAN-
[ER

4.1.1 DEFINICION. Sean (M, <, > ) una variedad Riema-

nniana de dimensién n, vy : [a, b | + M una curva di-

ferenciable en My  dy _ yr(t) e] vector velocidad de Y.

dt
Se dice que v es una geodésica sobre M si D dy _
dt dt ’

esto es, la derivada covariante del vector velocidad

se anula.

4.1.2 ECUACIONES DE UNA GEODESICA. Sean (M, < , > )

. . . . e 1
una variedad Riemanniana de dimensidn n, (x ,...,xn) un

sistema de coordenadas alrededor de un punto p € My y
una geodésica en M que pasa por p.

Como D dy. 0, de la expresidn local de W e

dt dt dt dt
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obtenemos:
2.k n i j
d®y + k dy dy’ _ (%)
-1 L To.(v(t) = 0
dt ij=1 gl dt— dt

el cual es un sistema de ecuaciones lineales en R", por
lo que posee una Gnica solucidén, dada las condicCiones
iniciales.

De esta forma se asegura la existencia de una finica geo-
désica que satisface (*). Al sistema (*) se le llama

ecuaciones de la geodésica vy

En resumen hemos establecido el siguiente:

4.1.3 TEOREMA. Para cada punto p ¢ M y para cada z € TpM,

existe una finica geodésica y : (-8, +§) = M tal que
y(0) = p, vy'(0) = z para alguna carta local (U,¥) al-
rededor de p.

4,1.4 NOTA. Si vy es una geodésica sobre My y'(t) es el
vector velocidad, entonCes al vecCtor g? y'(t) 1lamamos

veCtor aceleracidn de la curva.

Luego las geodésicas son simplemente Curvas de acCelera-
Cidén nula.

4.15 REPARAMETRIZACION DE UNA GEODESICA. Sea (M, < , >)
una variedad Riemanniana y y : [ a, b | - M una geodé-
sica sobre M,

Si V es un campo vectorial a lo largo de Y, entoncCes V

se puede expresar como: V = f dy
dt

para £ : [a, b ] >Ry DV es cero si £ es lineal,
dt

pues,
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DV = df dy , D dy _ df d
dt = at ar * farar " dr & Y
como %{ # 0, para que g% = 0 debe ser f lineal.

Por lo tanto , una reparametrizaciébn y' = y.g de una geo-
désica y es también una geodésica, solo si g es lineal.

En otros términos, para toda geodé€sica y sobre M se tiene:

d d dy d d d
HdIH = constante, ya que =, (ﬁ,ﬁ) = 2<-g—t —d—z, -a%) =0

Luego vy es parametrizada proporcionalmente por la longitud

de arco b 1/2 b
: dy dy
L(v) J <dt ’ dt> dt = j |Ile| dt

i

dy-
97 e+ c.

CONCEPTO DE GEODESICA MEDIANTE CALCULO DE VARIACIONES.
4.2.1 DEFINICION.Sean (M, < , > ) una variedad Riemannia-
na , vy [ﬁ,ﬁ] -+ M una curva seccionalmente diferenciable

en M tal que +vy(a) = p y «v(b) =q.

Denotemos J = [a,b], I = (-e,+e) para e > 0.

Una yariacién de la curva y es una aplicacién o:IxJ > M
que satisface las siguientes condiciones:

i) Para todo t € J, a(0,t) = vy(t).

ii) Para todo velI, a(v,a) =p y o(v,b)

1
0

iii) Para toda particibn a = t, < ... < tg b de J, la

restriccibn a, = a/IXJi es diferenciable , donde

I3 = By t5l

1



51

- \\
- ownlll=clNe
+€ // - /q
£ 2
d e
’ ‘/,r/’ _ - 7
-c L{"J/—‘ //
a ._—
V——\
e
-

4.2.2 OBSERVACIONES. Partiendo de la definicidén anterior
si a es tal variacidén de y entonces:

1) Para cada v € I podemos definir una curva seccional-
mente diferenciable Yyt J~+M por yv(t) = a(v,t).

Obtenemos asi una familia {YV} de curvas seccional-

vel
mente diferenciable sobre M.
2) Podemos definir también la funcién longitud A: I » R
por A(v) = L(YV) donde L(YV) denota la longitud de la
curva y_.
4.2.3 NOTA. Nos proponemos ahora caracterizar las cur-
vas sobre una variedad Riemanniana M, para las cuales
con cualquier variacidén o de las mismas, tenemos que
D A(0) = 0, esto es, que la funcién longitud X se hace
critica en v.
Recordemos por 2.3.1 que para una curva seccionalmente
diferenciable vy: [a, b_] » M;

b 1/2

L - [ T, T

en donde la raiz cuadrada nos ocasiona cierta dificultad

en los calculos, y por lo tanto, en lugar de la funcidén
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longitud XA, trabajaremos con la funcidén energia E, que

esti dada por la expresidn
b

2 E(y) = J CTy v, T, y(1) ) dt
a
Asi definimos la apliacidén n : I » R por n(v) = E(yv)

y trasladamos nuestro estudio a caracterizar las curvas
Yy para las cuales con cualquier variacidén o de y, se
obtenga Dn(0) = 0.

Para ello veamos los pasos ilmportantes siguientes:

Sean (M,g) una variedad Riemanniana de dimesidn n,
J=1[a, b ], y: J > M una curva seccionalmente diferen-
ciable que pasa por p € M y o una variacidn de y.
Consideremos la carta local (U,¥) alrededor de p vy
(x1,...,xn) el sistema de coordenadas asociado. Podemos
asegurar que la imagen de Y; = Y/Ji estd contenida en
U, haciendo un refinamiento de la particidén de J si es
necesario.

También podemos asumir que ai(IXJi) Cc U,

Consideremos la aplicacidn B, : IxJ; +R"  donde

B. = Yoou,, claramente B; es diferenciable.

1

Ademas para V v € I definimos la curva Bsiy® Ji > )M por

Biv(t) = Bi(v,t) que también es diferenciable,
Tomando I><J.1 como un subconjunto de m? y denotando por
[gjl(x)] la matriz de g(u) para ue U, x = ¥Y(u), se

tiene que:
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dx. dx
8100 (3 1) at

n
s
=1 at * dt

"
——
+
[N
~

2 E(y.,)
iv jl

n

n
donde x Biv(t) € R .

Se deduce de la expresidn anterior que y es un punto
critico para la funcidén n, si y solo si, y es diferen-

ciable y en cada carta local se tiene:
n

T , ozt o 8y 9% . "
dt?2 j1=1 jl dt  dt

T
il
los de Christoffel, dados por:

para r = 1,2,...,n y T : U cR®R” + @® son los simbo-

n
217 x) = ¢ g'% (x) D8
j1 s=1 J

(x) + ngls(X) - Dsgjl(X).
4,2.4 DEFINICION. Sean (M,g) una variedad Riemanniana de
dimensién n, vy: [:a,b:] -+ M una curva seccionalmente di-
ferenciable y a:(-e,+e) x [ a,b_ ] + M una variacién de v.
Si X:(-e,+e) * R es la funcidn definida por A(V)=L(YV).
Decimos que Yy es una geodésica sobre M si y es un punto
critico para la funcidén A,

4.2.5 NOTA. De lo anterior podemos deducir que las geo-
désicas tienen la propiedad de minimizar localmente 1la
longitud de arco; asi se justifica pensar en las geodé-
sicas como las "rectas'" de una variedad Riemanniana,
4,2.6 OBSERVACION. La funcidén E que definimos anterior-

mente se denomina energia por su relacidén con la Mecéni-

ca Clasica. Se puede suponer una Variedad Riemannia-
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na como un espacio que encierra la medida de la energia
cinética de una particula que se mueve sobre M sin fuer-
zas externas. La trayectoria recorrida por dicha parti-
cula es una geodésica sobre M.
4.3 EJEMPLOS DE GEODESICAS.

4.3.1 Sobre la variedad diferenciable R" con el atlas
2‘.= ((Rn, 1d m™M) que consta de una sola carta, tenemos
que [:gjl(x) ] es la matriz identidad para la funcidn

Id{Rn; luego los simbolos de Christoffel rt se anulan.

jl
3 3 P n .
Por consiguiente las geodésica sobre R son las solucio-
nes de las ecuaciones diferenciales.
dzxr
dt?

n
que sabemos son las rectas de R,

=0 r=1,2,...,n,

4,3,2 Sea la variedad Riemanniana (U,g) tal que
U={(x,y)erRz/ y >0} vy
gu) (X,Y) = <x,¥> = e (XYX)Y))
(y)*
para u = (x,y) € U X,Y € Tu U.
Consideremos sobre U la Gnica carta (U,IdU) para el cual

la estructura Riemanniana g tiene matriz:

I
;f 0
Ejk(u):] = Y cuya matriz inversa es

1
° Y
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yz 0

L_gjk(u)] = 2
0 Y

-

De donde las funciones correspondientes a los simbolos

de Christoffel serin:

LS LR LR L L I I
1M 12 21 22 11 12 21 22
A A A A 3 3 A A

¥ ¥ ¥ v ¥
1A 1 1
y Y y y

Asi resulta que las ecuaciones diferenciales para las

geodésicas de (U,g) son:

5 e
X - =X =0
Y 4
®%
y+ 1P -5h =0
y

Aunque resulta dificil resolver este sistema, es posi-
ble determinar la imagen de cualquier geodésica como ve-
remos a continuacidn.

Sean (u,v) € Uy vy la geodé&sica que pasa por (u,v) con
vector inicial (&,n) = (0O,v).

ler. CASO. Supongamos que & # 0.

Luego la recta perpendicular a la imagen de ¥y en (u,v)
intersecta la recta y = 0 en el punto (u + v n/£,0)=(§,0)
Ahora como y satisface el sistema (**) y (u,v) € im (y)
se tiene que § = 0,

De otro lado como esto se cumple para todo punto de 1la

imagen de Yy, resulta que § es constante.
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Concluimos que im (y) es un arco semi-circular cuyo cen-

tro es el punto (§,0) y radio r = Yul+v? quitando los

extremos

Véase la figura siguiente:

y
|
(u,v)
U L
| . e b x
(0,0 (§,0)

I1. CASO: Supongamos que & = 0

Luego la recta tangente a la im(y) en (u,v) intersecta

la recta y 0 en el punto (u,0).

Como u = £ 0 resulta que u es constante para todo

(u,v) € im(y) vy concluimos que im(y) es la recta
X =u, para y > 0.

Véase la figura siguiente:

]

(u,v+n)

U (u,v)
am (y)

(0,0) (u,0)
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4.4 FLUJOS GEODESICOS Y APLICACION EXPONENCIAL.
4.4.1 FLUJO GEODESICO SOBRE TM. Sean (M,g) una variedad
Riemanniana, p € M, (U,y) una carta local alrededor de
PY (x1,...,xn) el sistema de coordenadas asociado.

Consideremos las cartas locales (HM1(U), ¥) alrededor

1

M (HM1(U)),.E) alrededor de

_1 -

de Ty (p) en TM y (HT
-1 -

Moy (' (p)) en  T(TM).

Luego las ecuaciones diferenciales:

n
Xp * jli le(x) Xj X, =0 parta T = 1,2,...,n.

1 1

con x = y(u) y u e U para las geodésicas de M
se pueden expresar como el sistema de ecuaciones de

ler. orden. X_ =
T. 0 RS

n

I T (x) ys Yy
j1=1 i1 3

el cual se puede interpretar para el sistema de coorde-

T

Yr

nadas de la carta (HM1(U), E) como un campo vectorial

V : T™ » T(TM) sobre TM dado por
n

Vix,y) = (x,¥), (y, - T TT (x)y.
jl=1 j1 J

el cual Tesulta diferenciable.

y1))

El flujo & : A » TM,donde A es abierto de R x TM, corres-
pondiente a las integrales del campo vectorial V, se de-

nomina flujo geodésico sobre TM.

4,4.2 OBSERVACIONES.

1) Las 6rbitas del flujo ¢ son curvas diferenciables
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sobre TM que bajo la proyeccién HM resultan geodésicas

sobre M.

2) Para Vwe TM y para Vs, t eR se tiene
M(e(st,w) ) = My(e(s,tw)

Por esta propiedad, al campo vectorial V se le llama geo-

désica Spray sobre M,

V(tw)
X ¢ (s,tw)
™ tw

W d(st,w)
Viw)

l

M

Esta propiedad nos dice intuitivamente que, como quiera

que la velocidad de una geodésica es constante, se puede
viajar sobre su traza en un tiempo estipulado, ajustando

nuestra velocidad apropiadamente

4.4.3 DEFINICION. Sean V un Spray sobre una variedad Rie-
manniana M y © = {w e TM / ¢(1,w) estd definida}. Se prue-
ba que © es un abierto de TM. La aplicacifn exp:0 - M

definida por exp(w) = I(®(1,w)) se denomina Aplicacién
Exponencial de V.

Claramente exp es una aplicacién diferenciable, puesto
que es la compuesta de dos aplicaciones diferenciables.

4.4.4 OTRA DEFINICION DE APLICACION EXPONENCIAL., Sean
(M,g) una variedad Riemanniana de dimensién n, p € M

y VvV e TpM , con [|v]]| = 1.
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Como las geodésicas son curvas de aceleracidn nula,
ellas satisfacen una ecuacidn diferencial ordinaria de
segundo orden. Luego por p y en la direccidén de v pasa
una Gnica geodésica de M, o sea existe una Gnica curva
vy:(-e,+e) = M con aceleracidén nula y tal que +y(0)=p

y vy'(0) = v.

Si |t|] < e y w = tv definimos expp(w) = v(t).

Se comprueba facilmente que en una vecindad U € TpM

del origen de TpM, la aplicacidn expp: U+ M estid bien

definida y ademis es diferenciable de clase c”.

',ﬂ-
¢ E""ﬁ-.. T M
P R -
J,’ - - ."-----.._‘__:!.I
-."H"""'\_

#
> 7
r

4.4.5 OBSERVACIONES
1) En vista de que para cada p € M podemos definir
expp: TpM + M, entonces la aplicacidén exp: TM - M es

definida sobre ™ = L T M.
pPeEM

2) Para cada v ¢ TpM podemos identificar TV(TpM) con

TpM y definir la aplicacidn Tv(expp):Tv(TpM) > Texpp(v)(M)'

3) La aplicacidn Te(expﬁerM - Texpp(e)M es la identi-

dad sobre TpM.

4) En una vecindad suficientemente pequefia del origen de
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TpM, la aplicacidn expp es un difeomorfismo.
5) Si escogemos una base ortonormal {e1,...,en} de TpM
podemos definir para cada z € TpM un sistema normal de

coordenadas alrededor de p, asignando al punto

n .

expp(z = I xlei) el sistema normal de coordenadas
i=1

(X1""’Xn)‘

Ademads se cumple que para Vv e T .M (V . ) / =0
p Voo9xjy p

6) Si consideramos en TpM el rayo c(t) = tv que parte

del vector nulo 8 en la direccidn del vector v y asumi-
mos que exppes definida a lo largo de c, es facil veri-
ficar que d expp(c'(t)) = ;(t) y que |[c'(t)|] = ||y ()]]
fejor alin, tenemos el siguiente resultado:

4.4.6 LEMA DE GAUSS. Si c(t) = t v es un rayo que parte
del origen de TpM y w € Tc(t)(TpM) es perpendicular a
c'(t), ePtonces d expp (w) es perpendicular a d expp(c'(ﬂ)
DEMOSTRACION, Ver [3].

4,4.7 TEOREMA. Sea (M,g) una variedad Riemanniana, peM.
Entonces existe una vecindad U de p y un nGmero € > 0
tales que pata Vqe U y paraV v e TqM con ||v]|<e,
existe una Gnica geodésica Yvi(‘Z,Z) + M que satisface

las condiciones YV(O) =q y v'(0) = v.
%

DEMOSTRACION. Notemos primeramente que si a:(-e,+e) = M
es una geodésica en M paremetrizada por t, la curva
c:(-e/s,+e/s) » M definida por c(t) = a(st) es también

geodésica.



61

Per el teorema 4.1.3 existe una vecindad U de p y €, €,
positivos tales que para q € Uy v € TqM con ||v]] < e,
existe una Gnica geodésica Yv/ez : (-2e,,426,) » M

con las condiciones ¥y )
v/ie,(0) = q Y
2 > Tv/e,(0) = v .
2

Escogemos € < eqe, . Luego si [|v]| <e y [t]| <2 se

tiene ]lv/ez|| <e; v leyt]| < e,

Definimos yv(t) s (tez) » luego se tiene que
2

YV(O) = Yv/ez(o) =q vy Y;(O) = YJ/éZ(O) =V . ,

.5 CURVATURA SECCIONAL.

4.5.1 NCCION DE SUPERFICIE SOBRE UNA VARIEDAD RIEMANNIA-
NA . Sean M una variedad Riemanniana de dimensién n,p € N

y P el,sub-espacio de dimensidn 2 del espacio tangente
TpM. Sea también O una vecindad abierta del vector nulo
en T M tal que la aplicacidn expp/O sea un difeomorfismo
Claramente P (— O # ¢, por lo tanto denotamos PP=Pr\O.
De esta manera la aplicacibn expp/Pp es también un di-
feomorfismo. En consecuencia podemos considerar expp(Pp)
como una superficie sobre M, la cual denotamos por Sp(p)

y cuyo plano tangente en p es el plano P.
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Como quiera que el Teorema Egregium expresa la funcién
curvatura Gaussiana kx en términos del producto interno

y sus derivadas, de la siguiente manera

L..L..-L2

c = 117227712

2
118227812

ver [17].

podemos utilizarla para calcular la curvatura Gaussiana
de Sp(P), la cual denotaremos por Kp(p).

4,5.2 DEFINICION. Sean M una variedad Riemanniana de
dimensidén n, p € My P un subespacio de TpM de dimensidén

2. Se define la curvatura seccional de M en p en el pla-

no P como la curvatura Gaussiana de Sp(P) en p.
Busquemos a continuacidn una forma de calcular la curva-
tura seccional de una variedad Riemanniana M en un pun-
to; con este objeto establecemos los resultados que si-
guen:

4.5,3 LEMA: Sean (x1,...,xn) un sistema normal de coor-
denadas alrededor de un punto p de una variedad Riema-
nniana M de dimensién n y Q : TpM X TpM + R la funcidn

cuadriatica definida por:

QX,Y) = I Ciiogg dx? (%) dxd (x) ax¥v) axleyy,
1jkl1 ’
2
1 97845
donde (G20 = — 1
lj,kl 2 k 1
89X 9X
Entonces

QX,Y) = - 3 <R(X,Y) Y, XD
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donde R es el tensor curvatura riemanniana.
DEMOSTRACION. Como

3Q (X,Y) = Ioc
ijk1

i k j 1
i5,k1 (dx A dx7) . (dx’ Aadx") (X,Y)

desarrollando el miembro derecho y haciendo cambios de
indices, respectivamente, obtenemos:

3 QLYY = (eyy 51* €51,4% %41, 5% ik, i)

caxt e axd e axF e ax! x, Y, X, V)

Ademds como los simbolos de Christoffel se anulan en p
ya que estamos trabajando con un sistema normal de coor-
denadas, se tiene que:

1

30X,Y) = Z R (p) dx' @ dx) e axF e ax (x, Y, X, V)

ijk1 131

k

IR () dxt e ax) e ax® e ax! (x,v,X,V)

ijk1 )

- CRIX,) Y, K)> A
4.5.4 TEOREMA. Sean (M, ¢ , > ) una variedad Riemannia-
na de dimensidn 2, X, Y € TpM vectores linealmente in-
dependientes y A(X,Y) el &rea del paralelogramo genera-
do por X e Y,
Entonces la curvatura Gaussiana en p, Kp, coincide con

1 CR(X, Y) Y,X >,
AKX, T)°
En particular, si X, Y son ortonormales entonces Kp
coincide con < R(X, Y) Y,X D .

DEMOSTRACION. Sean (x,y) un sistema de coordenadas aso-



64

ciado a una carta local alrededor de p € M. Para demos-

trar la afirmacidn del teorema basta considerar
X = m / e Y = 22 /» 3 Dporque cuando cambiamos
9X p oy p’

a cualquier otro par de vectores, el numerador queda mul-
tiplicando por el mismo factor como el denominador.

En el caso que estamos considerando se tiene:

= 0 ) 0 )
CR(X,Y)Y,X > = <R(5§— /p’ 37_'/p) 52 /p’ > /p>

Ryz12(P)

Si escribimos:

<>

donde g11 = E, 812 = 8,1 < F, 85, = G entonces

Edx ® dx + Fdx ® dy + Fdy ® dx + Gdy @ dy

A (X, Y)° = EG - F%,

Por consiguiente, debemos probar que:

4 Ry,q,(EG - F2) = 4 (E6 - P57 «

121

pero esto se deduce fdcilmente de la identidad

N S1 5%%ik . 2°8j1 32841 328k )
Bk o oy ioys  Bypltay 3y By 3y Loyl

n
+ 1 ¢*® (D1, o Ok, 8] [Ci1, oJ ik, 871

a,B
ver [19]. N
4.5.5 TEOREMA. Sean (M, < , > ) una variedad Riemannia-
na y W un subespacio de dimensidén 2 de TpM, generado
por X, Y € T M. Sean ademds O C W una vecindad del vec-
tor nulo 0 € TpM sobre 1la cual exp es un difeomorfismo,

i : exp (0) » M la inclusidn y R el tensor curvatura
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Riemanniana para exp (0) con la métrica Riemanniana in-
. -
ducida i*< , >.

Entonces se tiene:

<R, ) Y, X {R(X, Y) Y, XD
Por consiguiente

1 {R(X, Y)Y, X
A (X, Y)°

es la curvatura Gaussiana en p de la superficie exp (0).
DEMOSTRACION. Se deduce sin dificultad que la forma cua-
drdtica Q asociada con (exp (0), i*{ , > ) es la res-
triccidén a W de la forma cuadratica Q sobre TpM, porque
son los segundos términos no nulos en la serie de Taylor
de la misma estructura. A

Se deduce facilmente el siguiente:

4.5.6 COROLARIO. Sean (M, < , > ) una variedad Riemannia-
na, X e Y € TpM generan un subespacio W de dimensidn 2
de TpM y O € W una vecindad del vector nulo 0 sobre 1la
cual exp es un difeomorfismo. Si Q es la forma cuadrati-
ca sobre TpM definida anteriormente, entonces:

3 Q (X, Y) . 1 {RX,Y) Y, X> =«
A (X Y)2 A (X, Y)

donde k es la curvatura Gaussiana en p de la superficie
exp (0).

4.5.7 OBSERVACIONES.

1) En virtud de la definicidn 4.5,2,

1 {R(X,Y) Y, X2 es la curvatura seccional de
A (X, V)
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M en p en el plano W; por consiguiente por 4.5.5 tene-
mos una forma de calcular la curvatura seccional de una
variedad Riemanniana en un punto.

2) Si los vectores X e Y que generan el subespacio W de

TpM son ortonormales y la aplicacibn tangente TtX expp

de expp en el punto tX, t € R, aplica el vector Y (su-
poniendo Y como un vector tangente a una curva de TpM
que pasa por tX) en un vector del espacio Texpp(tX)M’

entonces la relacidn entre geodésica y curvatura seccio-

nal puede expresarse por la formula siguiente:

i

T (exp ) (tX) = 1 - K(W, p) g T

donde K(W, p) es la curvatura seccional de M en el pun-
to p.

3) La fdormula anterior muestra que si comparamos las
geodésicas de un espacio de curvatura nula (el espacio
TpM) con las geodésicas que salen de un punto p de la
variedad Riemanniana, M vemos quc estas Gltimas tienden,
en una vecindad de p, a aproximarse, si K (W, p) > O,

y a apartarse, si K (W, p) < 0.
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CAPITULO V
TEOREMA DE HOPF-RINOW

Hemos estudiado en los capitulos anteriores la estructu-
ra métrica local de una variedad Riemanniana; analizaremos en
este capitulo su estructura global por medio de la condicién
de completez y deduciremos uno de los mds importantes resulta-
dos que es el Teorema de Hopf-Rinow, asi como sus consecuen-
cias y aplicaciones.

5.1 VARIEDAD RIEMANNIANA COMPLETA.
5.1.1 DEFINICION. Sean M una variedad Riemanniana y

d la funcidén distancia sobre M.

riem’

Decimos que M es una Variedad Riemanniana Completa si

la estructura de espacio métrico sobre M determinada por

la funcidn d es completa.

riem
5.1.2 EJEMPLOS DE VARIEDADES RIEMANNIANAS COMPLETAS.
a. Toda 'variedad Riemanniana compacta es completa. Lue-
go las variedades vistas en 3.4.5 son variedades Riema-
nnianas completas.
b. El espacio euclideano R™, con la métrica usual, es
una variedad Riemanniana completa.

5.2 PROPIEDAD DE UNA APLICACION EXPONENCIAL EN UNA VARIEDAD
RIEMANNIANA COMPLETA.
5.2.1 PROPOSICION. Sean M una variedad Riemanniana de

dimensidén n, p € M.

Entonces exp es definida sobre todo TpM, si y solo si,
b
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para V v e TpM con ||v]] =1, € >0 y toda geodésica
Yy : (-e,+e) = M con v(0)=p y «v'(0)=v existe una geo-
désica ¥y : (-»,+®) » M tal que vy/(-g,+e)=vy.
DEMOSTRACION. Supongamos que expp es definida sobre todo
TpM y sea Vv € TpM con ||v]|=1, >0 y vy : (-e,+e) > M
la geodésica que satisface: v(0)=p, +v'(0)=v. Luego

para [t|<e expp(w)=y(t) con w=tv.

Definimos ¥ : (-»,+x) » M por ?(t)=expp(z)

para todo z € TpM y z =tu con |]u]|=1, t eR.
Ademids la ecuacidn diferencial de la geodésica y admite
la solucién maximal ¥; luego ¥/(-e,+e)=v.
Reciprocamente, sabemos que para Vv € TpM con |lv]|]=1

y toda geodésica y : (-e,+e) = M que satisface vy (0)=p,
y'(0)=v, existe ¥ : (-»,+®) > M tal que 5/(-e,+e)=v.
Como para |t]|<e y(t)=expp(w) con w=tv podemos

definir para V z € TpM expp(z)=7(t) para t e R

y z =tu con |[ull=1.,
5.2.2 LEMA. Sea M una variedad Riemanniana completa. En-

tonces para V p € M, expp es definida sobre todo TpM.

DEMOSTRACION. Veamos que para V vV € TpM con ||v]]|=1,

e>0, la geodésica y:(-e,+e) - M se puede extender a una

geodésica Yi(-w,+®) > M,

Sea o = sup A donde

A = {B/B > ¢ y 3 una geodésica y1:(-e,8) + M con
Y1/(-e,+e) = v }

Si B1> B, € A entonces las extensiones de y con dominio
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(-8,81) y (-e,B,) coinciden sobre (-e, min (81,82)).
Luego existe una geodésica ?1:(—e,a) +~ M tal que
?1/(-€,+€)=Y.

Veamos que a=+~ por reduccién al absurdo.

Supongamos que a < «,

Si {Bi} es una sucesidén en (0,a) tal que B; * o entonces
{?1(8i)} es una sucesidn de Cauchy en M cuyo limite de-
notamos por q.

Por el teorema 4.4.7 existen €0>0 y una vecindad U de g
tal que para V q; € U y para Vve Tq1M con |[|v]]|=1
existe una geodésica c: (-80,+€0) + M tal que c(0)=q1
c'(0)=v.

Tomemos i tal que |8i-al < €95 ?1(8i) € U y supongamos
que c(0)=Y,(8;), ' (D)=} (By).

Utilizaremos la geodésica c para extender ?1 en la for-
ma siguiente:

Definamos 72:(-8,8i+80) + M por

Y, (1) si te (-e, B;)

~t

Y,(t) =

c(t-8;) si t e (By,B; * gg)
Debido a la unicidad: ¥1(t)=c(t—ei) sit e (Bi-eo,a)
Concluimos que ?2 es una geodésica definida sobre
(-8,8i+€0) de clase Cw, ademés ?2/(—e,+e)=¥1/(-e,+e)=y
Pero B +.€0 > a, lo cual es una contradiccidn.
Concluimos que 7 = + o,

La extensidén de y a - = es en forma similar. ,
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5.3 EXISTENCIA DE GEODESICAS CON LONGITUD IGUAL A LA DISTAN-
CIA RIEMANNIANA.
5.3.1 LEMA. Sean M una variedad Riemanniana, p € M,
r >0, Br(e) c TpM la bola de centro 6 y radio r sobre
la cual expp es un difeomorfismo. Entonces.
i) Para v e B_(8), v,: [0,7] - M es la Gnica curva que

satisface: L(YV) = d i (P expp(v)) = ||vi],

En particular para cualquier curva c, si L(c) =
driem(c(O), c(1)), entonces ¢ es una geodésica de clase
Cm, excepto una reparametrizacion.

ii) Si q ¢ expp(Br(e)) = Br(p), entonces existe q' en

la frontera de Br(p) tal que driem(p,q) =1 + driem(q'q).

En particular d (p,q) >r.

riem
DEMOSTRACION.

i) Sea c: BL1] + M una curva seccionalmente diferencia-
ble que va de p a expp(v).

Asumiremos que c(t) € expp (Br(e)) para t < tg,,

esto es r c(t) € T,

Si calculamos L(c) obtenemos:
1
L(c) = r(c(ty)) + [ llc']|dt con 0 < ty <1
to
por el teorema del valor medio encontramos un primer va-

lor t, para el cual r c(t;) = [1v]].

L(c) = ||vl]] +J1 et at.
t

=

As
1



71

Luego L(c) = ||v]]| «— donde quiera que c(t) es diferen-

ciable tenemos c'"(t) = A(t) (53_) con X (t) >0 vy
T

|lc']| = 0 para t > t,. Asumimos que t, = 1, ademds

1° 1
excepto una reparametrizacidn, cada segmento diferencia-
ble de c es una geodésica radial. Como c es continua, c
es una geodésica radial.

1i) Si c(t) es la curva que va de pagq y q ¢ Br(p),

existe ty tal que c(tO) € 3 Br(P)’ por i) tenemos

L(c) > r +d.. (c(ty),q) > + driem(a B.(p), q),
Luego d_; . (p,q) = 12f L(c) 2 drien (@ BL(P), a),

por la desigualdad triangular, la desigualdad también se

dd en sentido opuesto.

Asi driem(P’q) = r + d (3 Br(P)’q) y como 9 Br(p)

riem
es compacto existe q' € 3 B (p) tal que:

d (s B.(p), a).

riem(q" a) = rlem
5.3.2 LEMA. Si M es una variedad Riemanniana y p € M tal
S92 estd definida sobre todo TpM. Entonces para
cualquier q € M existe una geodésica que une p y q con
la longitud igual a la distancia Riemanniana de p a q.

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0, B, (8) € T M, B, (p) C M tal

P
que expp: BZe(e) - BZE(P) es un difeomorfismo.

Para cada v € B, (8) la geodésica c, : [0,7] » M defini-
da por cv(t) = expp(tv) es tal que cV(O) = p, CV(O)
(p,c(1)),

y ademas L(cv) = driem(p,expp(v)) = driem

Sea q € M,
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ler, CASQ: g € Be(p).
Si q € Be(p) se tiene que q € BZe(p)’ por lo tanto existe

2
definida por cw(t) = expp(tw) es la Gnica geodésica tal que

weB E(6) tal que expp(w) = q, luego la curva QM:HL1]+ M

L(c,) =4 eXPp(W)) =d (p, a).

riem(P’ riem

2do. CASQ: q ¢ Be(p), por la parte ii) de 5.3.1 existe

q' € 9 Be(p) tal que driem(p’q) = g + driemtq',q).

Para v € TpM con ||v||] = 1 consideremos la geodésica sobre
M dada por c(t) = epr(tV) y tal que expp(ev) = q'.

Vemos que esta geodésica nace en p, pasa por q' y va direc-

tamente hacia q, luego se debe tener que c(d (p,q)) = q.

riem

Para probar esta igualdad, basta ver que para todo t en
[e, driem(p,qI] se tiene: driem(ctt),q) = driem(p,q) - t.

Sea S={se [e,driem(p,qﬂ / dpyoptc(®),q)=d . (p,a)-t, tes).

riem

Como c(e) = exp (ev) = q' y dyg o (a',a) = d; o (p,a) - e,

se tiene, que € € S; ademds S es cerrado en [}, driemtp’qi]

por la continuidad de ¢ y de la funcié6n d_. .
riem

Veamos ahora que S es abierto en [},driemtp,qi].

Sea ty € [é,driem(p,qxj tal que to< driem(p,q).

Para 6§ > 0 sea BG(G) c TpM,

Sea también epr(Bé(e)) = Bd(c(to)).

Denotemos= ch(C(to)) = K

Tomemos q'l € aBé(c(tO)) tal que;

(q'",q) = inf d
X€E K

driem riem(x’q)'



Como vimos anteriormente: (q',q)=d

r1em (C(t )Qq)'d

=d_:oqp(Pra)- ty-$

=d_en(Pra) - (t,+6).

riem

Veamos que q'' = c(to + § ) por reduccidén al absurdo.
Si q" # c(t + § ), se tiene que:

*) d (c(ty-8), q" ) < 28

riem

- ——

e

c(t -6]‘-_.L" ff‘ ty+6)
s
Geodésica de longitud = r1em(c(t -8), a")

Por la desigualdad triangular tenemos

drjem(Prc(ty=6) + do; (c(ty-8), q") + d_. (a",q) >
> rlem(p Q)
de donde. d ri m(c(t0 §), q'") + driem(q”’ q) >
> dsen(Psa) -ty + 8
como d_. -(a",q) =d_, (c(ty), q) - &
y dojen(@a) = dyn(Psa) - o - 6 resulta
**¥) d_iepc(ty-6) , q") > 26

lo cual es una contradiccién.
Concluimos que q'"' = c(t0+6) y ty*ée S para § >0
lo suficientemente pequefio.

Como [ﬁ,d (p,q)] es conexo y S es abierto y cerrado,

riem

coinciden. A

5.3.3 COROLARIO. Si expp es definida sobre todo TpM,
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para alghn punto p de una variedad Riemanniana M. Enton-
ces se tiene que:

i) Para cualquier r > 0, {q e M / driem(p,q) < r 3} es

compacto.

ii) Cualquier subconjunto cerrado y acotado de M es com-
pacto.

1i1) M es completo.

DEMOSTRACION. B_(6) = {v e TpM / |lv]] £ r} es un con-

junto compacto en TpM y Br(p) {q e M/ driem(p,q)sr}
p: Br(e) > Br(p) es

un difeomorfismo; asi se tiene que expp(Br(e)) = Br(p) y

es un subconjunto de M tal que exp

como expp es una aplicacidn continua, lleva compactos de
TpM en compactos de M; luego Br(p) es compacto.

ii) Sea B C M, B cerrado y acotado, entonces existe >0
tal que B C {q ¢ M / dsen(Pra) € e} por i) Be(p) es com-
pacto y 'como B es un cerrado contenido en un compacto,

se tiene que B es compacto.

una sucesidén de Cauchy en M, la

iii) Sea {x;};_q 5
S las

cerradura {xi/i=1,2,...} es cerrado y acotado, por ii)

es compacto, como {xi/i=1,2,...} ¢ {x;/i=1,2,...} se tie-

ne que {Xi} es una sucesidn de Cauchy en un com-

i=1,2,...
pacto y por lo tanto converge a un punto x € M.

Se concluye asi que M es completo. ,

5.3.4 TEOREMA (HOPF-RINOW). Sea M una variedad Riemannia-

na completa. Entonces para cualquier par de puntos p y

q € M existe una geodésica en M que los une, y que tie-
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ne longitud igual a la distancia Riemanniana de p a q.
DEMOSTRACION. Como M es completa por lema 5.2.2 para to-
do p € M, expp es definida sobre todo TpM. Por 5.3.2 pa-
ra todo q € M existe una geodésica que une p y q Yy cuya
longitud es igual a la distancia Riemanniana de p a q.,
5.3.5 COROLARIO. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
i) M es un espacio métrico completo.
ii) Para V p € M, eXp,, es definida sobre todo TpM.
i1i) Para algln p € M, expp es definida sobre todo T_M,
5.3.6 COROLARIO. Cada una de las afirmaciones i), ii) y
iii) anteriores implican el Teorema 5.3.4.

5.4 APLICACIONES DEL TEOREMA DE HOPF-RINOW.
En esta seccidn introduciremos otra definicidén de varie-
dad Riemanniana sumergida en un espacio euclideano, lo
que es posible, graclas al Teorema de Whitney; luego
adaptaremos los resultados de capitulos anteriores,
5.4.1 OTRA DEFINICION DE VARIEDAD RIEMANNIANA. Sean n,N
enteros positivos mayores que 0 tales que N > n.
Una variedad Riemanniana es un subconjunto MR C[RN (n in-
dica la dimensidén de la variedad) tal que para todo peMn
existe una bola abierta Be(p) de ®R" y una aplicacién
x: U cRr" .~ Be(p) N M™ de un abierto U de R" sobre
B.(p) n M tal que:
i) x es un homeomorfismo diferenciable,

ii) La diferencial dxq: R + ®R" es inyectiva para V qeU.
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5.4.2 OBSERVACIONES.
1. Por la definicidén anterior podemos considerar una va-
riedad Riemanniana como si fuese una '"superficie" de di-
mensién n en un espacio euclideano de dimensidén N con
N > n.
2. En forma anidloga que para superficies:
i) Llamamos a X una parametrizacidn.
ii) A las coordenadas (u1,...,uN) llamamos coordenadas
de x(uq,...,uy) € B_(p) n M.
iii) El1 espacio tangente Tx(q)Mn = dxq@Rn) a M* en
x(q) estid bien definido independientemente de la

parametrizacidén x.

iv) Existe una base {X1 = éﬁn,...,Xn - 3X 3
a1 3UN

de Tx(q)Mn asociada a la parametrizacidn x.

3. Se demuestra que toda variedad Riemanniana abstracta
(vista en el capitulo II) es una variedad Riemanniana se-
gln la definicidn anterior.

4. En base a esta nueva definicidn los conceptos de:
aplicacidén diferencialbe, campo vectorial diferenciable,
derivada covariente, geodésicas y otros son recapturados
de 1la manera siguiente:

5.4.3 DEFINICIONES. Sean M® € R una variedad Riemannia-
na, p € Mri y f: M® > R una funcidn real.

Diremos que f es diferenciable en p si existen una bola

abierta B_(p) de R" y una funcién diferenciable
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F: B_(p) » R tal que la restriccién F/B_(p) N M = f,
Si indicamos con (X1""’XN) las coordenadas de[RN, F se
escribe como F(x1,...,xN).

Se define el gradiente de F como:

grad.F(p) = ( 2 2 y(p) e rN.

8x1 axN

El cual no necesariamente pertenece a TpMn. Su proyec-
cidn sobre TpMn es la parte del grad F que es '"vista de
la variedad M"',

Como F y f coinciden en Be(p) N M? se define el gradien-

te de f como: grad, f(p) = proy. de grad, F(p) sobre TpMn.

Un campo vectorial diferenciable en M" es una aplicacién

diferenciable X : M* » ®R" tal que X(p) € TpMn, para to-
do p € M.
Dado un tal campo X y un vector vV € TpMn definimos la

derivada covariante D X(p) de X respecto a v en p como

la componente tangencial de la diferencial de x aplica-
da a v. O sea DVX(p) = proy, sobre TpMn de dxp(v).

Una geodésica de M" es una curva de M" cuyo campo de
vectores tangentes tienen derivada covariente nula.
Dado un campo vectorial diferenciable X en Mn, para ca-
da p € M™ consideremos la aplicacién lineal siguiente:

g : TpMn > TpMn dada por:

v - DVX(p)

Se define la funcién div X: M" + R 1llamada divergencia
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por div, X(p) = traza de g. Claramente div X es diferen-

ciable. Seguidamente definimos el Laplaciano Ayn f de

una funcién diferenciable f: M" - R por AMn f=div/(grad, f).
5.4.4 APLICACIONES ARMONICAS ENTRE VARIEDADES RIEMANNIA-

N y M ¢ mM dos variedades Riemannianas,

NA. Sean M" C R
D ¢ M" un conjunto abierto, conexo y acotado de M? cuya
frontera 3D sea la unidén de un nGmero finito de cerradu-
ras de variedades de dimensidén n-1 contenidas en M" y
f: D~ M™ una aplicacién diferenciable, donde D = DU23D.
Si (X1""’XN) son las coordenadas de mN y (y1,...,yM)

las coordenadas de mM, podemos escribir:

F(xq5000ox) = (£(xq, 000X 5000 fy(Xg, .00 ,xy)) para
(X1"”’XN) e D.

Se define la energia de f por :

M
E(f) = 5 j_D (I lgrad £ 15 aM = Jﬁecf) aM”

donde e(f) =
i

|grad filz es la densidad de energia

|| Rt
-

de f.

Si F : Dx(-g,+e) = M es una variacidn de f,se concluye

e %g s=0 - 'Jﬁ(?(p) : %?) de M" para s e (-e,+¢),

p € 5, y donde f(p) es el vector tensidn de f que es da-

do por f(p) = proy. sobre Tf(p)M“’de (AMnf1,...,AMnfM)

vy %g es el campo variacional de F.

En resumen damos la siguiente definicibn:
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Una aplicacidén diferenciable £:DeM? +» M" es armbénica,

”~

si y solo si, £ = 0.
En el caso particular en que f es una aplicacidn

£: [0,1] ~ M"  obtenemos :

1
dF/ _ J (Ft) 2Fyar N
X = - = para s € (-e,+e), t € [0,T]
ds® s=0 0
~ dzf ~n ”~
y f(t) = proy. de — sobre Tf(p)M , 0 sea f(t) es 1la
dt

aceleracibn de f '"vista de la superfice" la cual coinci-
de con la derivada covariante de f.
Asi la definicidn anterior queda de la siguiente manera:

Una aplicacién diferenciable f: [0,1] + M es armbnica,

~

si y solo si, f = 0.

Por el argumento anterior f es armbénica, si y solo si,
es un punto critico para la energia de cualquier varia-
cidén de f; luego por 4.2.4 se tiene que las aplicaciones
armdnicas de un intervalo en una variedad Riemanniana,
son precisamente las geodésicas de la variedad que unen
dos de sus puntos.

Por ejemplo, en una esfera son los arcos de circunferen-
cia maxima, y en un cilindro son los arcos de alguna hé-

lice sobre el cilindro.

Geodésicas en una esfera. Geodésicas en un cilin-
dro.
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El problema de encontrar 'curvas armbnicas'" (geodésicas)
que unan dos puntos dados de una variedad Riemanniana
(superficie) S, estd resuelto.

Si S es completa y py q € S, entonces existe una geodé-
sica de S que une py q y tal geodésica es un minimo abso-
luto de energia (Teorema de Hopf-Rinow).

Vale la pena mencionar que la geodésica asi obtenida no
es necesariamente finica, porque ademds de las geodé&sicas
"minimales' pueden existir otras que unen los puntos da-
dos y que no son minimales, sino apenas puntos criticos
de la energia.

5.4.5 PROBLEMAS FUNDAMENTALES SOBRE LAS APLICACIONES AR-
MONICAS. En esta seccidn estableceremos brevemente algu-
nos problemas abiertos sobre aplicaciones arménicas, par-
tiendo de las hipdtesis de la seccidn anterior.

Problema 1. Dada una aplicacién continua g: 3D - Mm,
hallar una aplicacién f: D » M continua en D y arménica
en D tal que f£/3D = g.

Tal problema, como vemos, envuelve cuestiones de existen-
cia, unicidad y minimizacién de la energia de f y aunque
parezca problema exclusivo del andlisis, la geometria
juega un papel fundamental en la solucibn del mismo.

Como la cqondicidn f =0 es un sistema de ecuaciones di-
ferenciales parciales de segundo orden, el interés de la
geometria estid ligado, de un lado, al hecho de que las

condiciones para su solucidén deben expresarse en térmi-
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nos de la geometria de M" y MM y, de otro lado, la in-
fluencia que dicho problema tiene en la solucidén del pro-
blema siguiente.

Problema 2. Suponiendo que M" y M™ sean variedades Rie-
mannianas compactas. Nos preguntamos si toda aplicacidn
£: M® > M™ se puede deformar continuamente en una aplica-
cidén armdnica. Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. M' = g

Se tiene que las aplicaciones armbnicas f: S1 +M™ son
las geodé&sicas cerradas de Mm; ademds se prueba que toda
variedad Riemanniana compacta contiene una geodésica ce-
rrada no trivial. Ver [22].

Utilizando la notacidén de la seccidn 4.5.

K(W,p) < 0 significa que las geodésicas que salen de

P € MM y son tangentes a W se apartan més répidamente
que las .rectas de W que salen del origen.

También se demuestra que toda aplicacidén continua

f: M* > MM es continuamente deformable en una aplicacidn
armbnica que realiza un minimo absoluto de energia.

Mayores detalles de estos prohlemas se encuentran en [27].
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CONCLUSIONES

CAPITULO I. PRELIMINARES

Para los conceptos de variedad diferenciable, campo vec-
torial que incluimos en el primer capitulo, hemos utilizado
las referencias [1], [2] y [21]. Para establecer el Teorema
1.3.4, que de la existencia de una particién de la unidad so-
bre una variedad diferenciable paracompacta, hemos modificado
los lineamientos de [23].

CAPITULO II. METRICA RIEMANNIANA

Iniciamos este capitulo con una motivacién de estructura
Riemanniana sobre un abierto de un espacio euclideano, siguien-
do las ideas de Robertson. [17].

Para la generalizacidén de este concepto sobre una varie-
dad diferenciable, hemos utilizado las referencias [9], [17]
y [19], concluyendo con el teorema 2.2.4, que establece la
existencia de una estructura Riemanniana diferenciable, sobre
una variedad diferenciable paracompacta.

Después de introducir el concepto de métrica Riemanniana,
siguiendo las referencias [9], [17] y [19], hemos demostrado
el teorema 2.3.2, el cual establece que, en una variedad Rie-
manniana, coinciden la topologia de la variedad y la topolo-
gia determinada por la métrica Riemanniana.

Finalmente, modificando los lineamientos de [9], demos-
tramos el teorema 2.4.1, que establece la existencia de un

sistema normal de coordenadas.
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CAPITULO III. CONEXION Y TENSOR CURVATURA
A través de todo este capitulo se utilizaron las referen-
cias [1], [17]), [19] y [20] y hemos puesto énfasis en la ex-

presidn local del campo vectorial VXY.

Utilizando los conceptos de derivada covariante y parale-
lismo, hemos demostrado la proposicidn 3.3.3, que caracteriza

al vector VX Y como un limite.

p

Modificando las referencias, hemos demostrado el teorema
3.4.4, que establece la existencia de una finica conexidn simé-
trica compatible con una estructura Riemanniana.

Concluimos este capitulo con el corolario 3.4.5, que da
ejemplos de variedades Riemannianas, con una finica conexién
simétrica, compatible con su estructura Riemanniana.

CAPITULO IV. GEODESICAS Y APLICACION EXPONENCIAL

Las referencias para &ste capitulo son las siguientes:
(21, (31, Dad, [sl, 7] vy [O9].

Se introducen los conceptos de geodésica y aplicacidn
exponencial. E1 primero, utilizando la derivada covariante,
asi como el cdlculo de variaciones, y el segundo, usando el
flujo geodésica y generalizacidn, en forma natural, de su
definicidén en superficies regulares.

Demostramos, ademds el teorema 4.4.7, que establece la
existencia de una Ginica geodésica, que pasa por un punto da-

do de una variedad Riemanniana y cuyo vector velocidad es el

vector tangente al punto dado.
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Utilizando el concepto de curvatura seccional, estable-
cemos en el teorema 4.5.5, la forma de calcular esta curvatu-
ra en un punto.

CAPITULO V. TEOREMA DE HOPF-RINOW

En lo que respecta a superficies regulares, para la ver-
sion original del teorema de Hopf-Rinow, hemos utilizado las
referencias [11] y [12], y la referencia [4] para una versién
moderna.

Para las variedades Riemannianas, hemos utilizado 1la re-
ferencia [17]; y las referencias [3] y [9] para versiones mo-
dernas.

En cuanto a la aplicacidn del teorema de Hopf-Rinow, se
utilizaron las referencias [5], [6], [8], [16], [18], y [22].

Iniciamos el capitulo exponiendo algunos ejemplos de va-
riedades Riemannianas completas. Luego, demostramos la propo-
sicidn 5.2.1, que da una condicibn necesaria y suficiente pa-

ra que, sobre una variedad Riemanniana M, la aplicacidn expp

esté definida, sobre todo TpM para p € M.

La demostracibén del teorema 5.3.4, (Hopf-Rinow) se basa
en 5.2.2 y 5.3.3. E1 primero establece que, para todo punto
p de una variedad Riemanniana completa, la funcidn expp esta
definida sobre todo TpM; entonces existe una geodésica que
une p con cualquier otro punto dado, g con longitud igual a
la distancia Riemanniana de p a q.

A continuacidén del teorema, expresamos algunas afirmacio-

nes equivalentes, en el corolario 5,3.5.
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En 5.4.4, recordamos el concepto de aplicacibn armdnica
entre variedades Riemannianas y observamos que la geodésica,
en el teorema de Hopf-Rinow, es un minimo absoluto de energia
de una curva armdnica.

Finalmente en 5.4.5, discutimos brevemente dos problemas

fundamentales sobre aplicaciones armdnicas.
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