& siBiUP

Biblioteca Int. Simon Bolivar
O
ABZ63164
UNIVERSIDAD DE PANAMA
VICERRECTORIA DE INVESTIGACIDNES Y FDSTGRADD

PROGRAMA DE MAESTRIA EN MATEMATICA

"UNA GENERALIZACION DE LA

COMPACTIFICAGION DE STONE-GECH-ALEXANDROFF®

Por:

EGBERT AGARD WHITE

Tesis presentada como uno de los regquisitos
para optar por el grado de Maestro en [Oiencilas
can Especializacidn en Matemdtica.

Panama, 1982



UNIVERSIDAD DE PANAMA

&
=3
o3
o3
-1
Loy
(o
Aprobado por:
Director de Tesis O@W)cﬁg
Oscar Valdivia G., Ph. D.
Miembro del Jurado o
Augusto Arriagada, M.Sc.
Miembro del Jurado - -
o
Jorge Rojo, Ph. D.
C
N |
% Fecha 7 @4 Giwale , LTS
i/ /
\Q‘\
!

Ciudad Universitaria “"Octzvio Méndez Pereira”
ESTAFETA UNIVERSITARIA

PANAMA, R. DE P.

Zry.



ii

"In these days the angel
of TOPOLOGY and the devil of
ABSTRACT ALGEBRA fight for the
soul of each individual mathe-
matical domain'.

Hermann UWeyl.
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de la TOPOLOGIA y el lucifer
del ALGEBRA ABSTRALTA luchan
por 21 alma de cada daminio
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En 1948, E, Hewitt publich en [8], el primerc de una
serie de trabajos sabre el anillo de Tunciones continuas de-
finida en un espacio topolfigico y con valores reales, bajo

ciertas condiciones.

En 1960, L. Gillman y M. Jderisaon publican en [3] los re~
sultados obtenidos en [8] tanto para el anilloc de funCiones

continuas como tambifn para funciones continuas y acotadas.

El trabajo que, a continuacifn presentamos, consiste en
la generalizacifin de algunos resultados de [3] al sub-anillo
de funciones continuas con soporte compacto, }R(X,[R), donde

X es un espaCioc topolfgico localmente compacto.

Hemos seguido las ideas de G.G. Gould en [5] y el de
G. G. Gould y M. Mahowald en [6]; en efecto, la estructura
"extrafia" presentada en [5] proveerf una nueva definicifin de
canjunto acotado; ademés, para un espacic X gue no es local-
mente compactoc, ni acotado, se construye un espacio
33(x> N {o} , localmente compacto de enorme importancia para

gl estudioc de las medidas de Borel sabre X.

Hemos desarrocllado este trabajo a través de cuatro capi-
tulos; en el primero, gue hemos denaominado preliminares; es-
tudiamos las propiedades de los espacios completamente regula-
res y la, denominada de Hewiltt, gue consiste en la compactifi-

cacifin de Stone~§ech~ﬂlexandroff.
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El segundo capitulo se caracteriza par dos hechas; en
primer lugar, Ja introduccitn de la estructurs del sistema
acotante gue generaliza la definicifin de canjuntos acotados
para espacios localmente compacios y el homeomorfismao, dena-

tada por /\ , de X en el producto l TlR? dande ﬁ? es una
feR(X, R)

copia de la compactificacifn de los nlmeros reales R, el que

permite estudiar la compactificacifn minimal de X.

En el capftulo tercern, hacemos un estudio de los idea=-
les (fijos y libres) ver [3], del espacioc de funciones con-
tinuas definidas en X con valores en R, C(X, R), [8] ; una
vez definideo los términos de filtros, n-filtros v n-ultra-fil=-
tros, damos una nueva canstruccifn del compactificado de un
espaciao X completamente regular, gque denotamos por;q Ay par
medio de Tiltros vy n~-filtros; finalmente, hacemos una gensra-
lizacibn de los ideales y n-filtros al subanillo, (X, R), de

funciones reales vy continuas rde sopaorte acotado; finalizamos

este capfitulo caracterizando los ideales fijos v libres.

Iniciamos nuestra cuarto capftulo demostrandao cémujﬁx s
homeamaorfo a la Tamilia de todos los ldeales maximales T1ijos
(}L(X) dotado de 1¢ topolaonis de Stone vy luego generalizamos
este resultadn a (X, R). Finalizamos este capftulo demcstran
do en primer lugar gue, ver [23, el coclente de toda clase resi
dual de O(X, R) o de B*(x, R), espacio de funciones continuas y
acutadas definidas en X con valores en B, cene-ado por un ideal

maximal Mn rg isomorta al cuerpo de was nfimerss reales .
=
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Siguiendo el lineamiento de G. G. Gould en [SJ , generaliza-

mos este resultado para el subanillo ${(X, R).

Concluimos esta introduccifin, expresando que nuestrao
trabajo ejemplifica una sintesis de estructuras topolgicas,

algebraicas.



CAPITULO I

PRELIMINARES



En este capfituln establecemos propiedades de los espacios
completemente regulares, de la tonnnlogia dé&bil as? como las
. . 2. . v
teoremas de caracterizaciln de la compactificacifn de Cech-

Alexandraff gue utilizaremos en el presente trabajo.

1e NUCLEOS, ESPACIOS COMPLETAMENTE REGULARES.

Definicifin 1.1.1: Sea (X,%4J) un espacic topolBgico. Con
’

n(X) definiremos la familia de todos
los subconjuntos de X de la farma n(f) = F_q(U) donde f es un
elemento de G(X,R ), anillo de funciones reales y contfnuas
definidas sohbre X. A cada n(f) llamamos nficles de f y a n(X)

familia de nlcleos.

En otras palabras

ﬂ(X):{ﬂ(f)QX:FéD(X,gl)};ﬂ(f):{XGX : F(X) = U}

Proposicifin 1.1.1: (HEWITT). Sean (X,T) un espacioc topo-

—

lhgico vy n(X) la familis
de nficleos.
(1) X vy el subeconjunto vacfo pertenecen a n(X).
(2) o(f) es un cerrado de X para todo fel(X,R).

1

(3) Para todo FeC(X,R) vy n3i, T (0= Tm=c}r ] ).

(4) Para todo N€n (X) existe FeD(x, ) tal que 0L y
N= F(D).
(5) 5i n(f), n(g) €n(X) entances n(F)NInly) = n(Fa+g2).

(6) n(X) es estable bajn la interseccitn numerable.

(7) Todo ntecleo, n{f), s un Gg



(8) 5i n(f), n(g)en(x) entonces n(f)Un(g) = n(fg).

Demostracifin. &) Results como consecuencia inmediata

del hecho de gue las funciones 0, 1,
constantes sobre X de valor 0 yv 1 rwespectivamente, saon conti-
nuas y X = W—q(D), g o= 1—1(0).

(2) Como {D} es un cerrado de H v fe O (X,{H) entonces

F—1(D) es un cerrado de X.

(3) En efecto, para cualquier xen(f), f(x) = 0 si y solamen~
n
te si, f(x) = 0, si y solamente si, |fi(x) = 0, si y solamente

si IF'(x) = O
(LY Como Nen(X) existe felD (X, 1) tal gue 'Fl_q(D) = Ny la
funcifn g = min(if1l, 1) es tal gue [ g g £ 1.

(5) Sean n(f), n(g) n{X) entonces T,g C(X, R) vy
=1 -1 : 2.~1 2 ¢

nCFYNnC) = £770 N o™ ) = (r255 7 ) = n(r%eg?).

(6) Se desea demns’tljar gue si Ny NZ""’NH’“"?’HCX) donde

0
Ni = n(F.l) entonces (W Nn(’:n(x)e Como por (4} sabemos gue
n:1

existe fnem(x,zﬂ) tal gue Q<f <1, definamos, para cada

neih, la funciln g, = -——?-l; glla es continua y mayorada por
2

frs
=

--;] ; ademfs Z, —-% = 2, luego por el Criterio M de Weierstrass
2 n=1 2

o0
)

la serie }_J g, converge uniformemente; de lo antesricr se dedu-
n="1

@

~ . =] .
ce que T = ; fn ges continua en todo H y, x&f (0) si vy
n="1
solamente si f‘n(x) = 0 para todo nelN, si v solamente si

7

[ ]
xeNn, para todo ng N, si y solamente gsi x& f\‘ Nn-
n. 1



(7) Se desea demostrar que cada n(f) es una intersccciln nu-
merable de abiertos; pero esto resulta como consecuencia del
hecho de que:

n(h) = ncieh = (Y {=ex : Irool<d |
n=1

donde {xeix e |F(x)ki%¥ es un abierto de X.
(8) Sean f, gel (X, R) y n(f), nlg) en(X); se tizne gue

YW nca) = FmU g™ ) = (fa)” Yoy = nerod.

Ejemplo 1.1.1: Con el objeto de ilustrar claramente
nuestra definicifn 1.7.1, nos referiremos
a espacios topalBigicos especificos.
(a) Sea (X,d) un espacio métrico y A un subconjunfu cerrado
cualesquiera de dicho espacio; consicérese la Ffuncidn f deii-
nida por:
f @ X =2

X e T(X) = E(x,ﬂ) = inf{d(x a)}
ach -

es clarn que f es continua y f{x) = 0 si vy soplamenite si
xeA = A; por lo tanto, A = F7 o).

(b) Sea (X,C) un espacio topolfgicc normal y F un cenjunto

o
cerrado y Bs, es decir, [ = (“} G, dande b, es abierto de X
e 1
. c =
nara neN . Considérese ahora fwl - Bn (complemanto de qn)

para cada ne€iN ; entonoces Fn es un cerrado para ozda nelN v,
F(\Fn = @#. Por el Lema da Uryzocnhn, existe f”E:U(X,ﬂl) tal

gue



(a) 0 <L Fn(x)<\f 1, para cada x€ X

) o 1701 {1)
(e) Fn [F] "{D}
ademls, X = F U (91 F). Seag_ =f_ A2, 'gn|<2~n y

<o

oo

Z =" = 2 luego por el criterioc M de Weierstrass, Z g, = f
n=1 n="1
converge unifgrmemente a F gue es continua.

Si x€ F entances f"n(x) = 0 luego gn(x) = 0, por tanto f(x) = O

Si x¢F entonces existe i€ N tal gue X€ Fy luego f’i(x) —
o

5~ y F(x) # 0; pues Ff(x) = Z gn(x) >___31: >0;

y g.(x)
= n="1 2

1!

de aguf se concluye que n(f) = F,

Definicifin 1.1.2: Dado t € C(X,R ), se denominaré una

unidad de C(X,R ) si n(f) = #:

Feﬂ*(x,[R) se denominarf una unidad de B*(X,B’J Y, anillo de fun-

cignes continuas y acotadas sobre X, si Ifi>r, para r > 0.

Definicifin 1.1.3: Dos subconjuntos A y B de X se dirén

campletamente separados (el ung del

otra) en X si existe F e C7(X,R) tal que: @ K<L y:
F(x) = 0, (para xC€A)

f(x) = 1, {(para x€B).

Definicifn 1.1.4: Sea A un subconjunto de X; si n(f) es

una vecindad de A, diremos gue n(f) es

una vecindad-nficieg de A.



Definigcifin 1.1.5: Sea (X,T) un espacio topolbgicao vy

S un subespacio de X, diremos gue S
7

es C-inmerso en X si cada funciBn en C(S, R ) puede ser exten-

dida a una funcifn en C(X, ). & se dird C -inmerso en X si

cada funcifin en X (5,R) puede ser extendida a una funcifn

*

en C7 (X,R).

En otras palabras:

~h
o

¥Fe (s, R), Jfe C(X,R) tal que 7[5 =

i

vre c¥(s,R), Jfe o¥(x,R) tal que Tfs = f.

Un resultado bésico que utilizaremos mfs adelante, es el

sigulente:

X .
- 3in-

Teorema 1.1.1. (URYSOHN) Un subespacio 5 de X es [
merso en X si y solamente si
dos conjuntos completamente separadas en 5 son cuompletamente

separados en X.

Véase demastracifin en [3]

e CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS COMPLETAMENTE REGULARES.

De la topaolonfa general es sabidou gue si (X, T) es un
espacio topolfgico, una familia ng;'t: es una base para W
sl cada conjunto abierto U (estu es, miembro de T2) es la
unifin de miembros dezz . En vista de gue nuestras considera-

cinnes topolfBigicas se expresarén en términos de los nficlecs vy

estos son cerrados, es prudente deifinir lz base de la toupolo-



gia en términocs de estos Gltimos.

Definicifn 1.7.1: Sea (X, T) un espacioc topol6gico.

. . i 3
Una familia fg de subcaonjuntos cerra-

dos de X es una base para los canjuntos cerrados en X si cada

conjunto cerrado F de X es una interseccibn de miembros de.js,
es decir,
F e X r:erracm,g{u_l E\ﬁ’, F = ﬂ U,
JIjeJ jed J
Teorema 1.2.1. (de Caracterizacifin). Sea (X,T) un espa-
cio topolfigico v
:@ una familia de conjuntos cerrados de x“j3 es base de con=
juntos cerrados si y scolamente si para todo conjunto cerrado

Fen Xy x € X\F existe un miembra de /) gue contiene a F

pETO 1O @ X.

Demostracifin. Sea .’/ una hase de canjuntos carradas; se

debe demostrar gue para todo F &€ X cerrado
Y xEX\F existe A€ tal gue ADRF vy x¢.ﬂ- GComo F es cerrado
v 3514na familia de cerrados en X, entonces por hipfBtesis,
3{;-\.} =P r=Na.
Js jel i€ J
supangamos gue: para todo j&€ AjQF, Aj‘{i:ﬁ v xﬁ:Aj; enton-
ces, de

F=()A.5x

jeq

se deduce gue X€F y esho es une cnnbtradicecifin porgue xe X\ |



luego existe K € J con Ak5;33 tal gue x %:Ak v

Reciprocamente, sean F un cerrado de X y x € X\

.. o ‘: 2 :) :— y e - 3
existe Axgwf)cun Ax =2F vy xgéﬂx por hipHtesis.
ra que (w AR, = F; una inclusifin es trivial, 1la

xEX\F
povgue :

S5i existe y e M Ax tal gque y¢ F, entonces
xeX\F

cada x€ X\ F; luego V¢Ay contradice gue yeﬂy.

Teorema 1.2.2. (TYCHONOFF). Sea (X,T) un
lGgico;

maciones son eqguivalentes:

(i) Para todo conjunto cerrado F & X, F es la intersec=-
cibn de todos los nficleos nue lo contienen; es decir:
r _(){n(f> F & n(f), feE(X,ﬁ)}
(ii) Para todo conjunto cerrado F &€ X v X un punto en su
complemento, existe una funcibfn continua f de X en
i tal que:
f(x) = 1, ¢ [F] = {G}
0 simb6licamente:
V FEX cerrado ¥ e X\ F, JFECX,B):f(x) = 1,
rFF} ={o}
(iii) Para cada (7' topologia sobre X vy B[(X,?Z),WQ] e

—~ _c ) - G [
cicx, =, Bl se tiene TL T

FCA

k.
F:; entonces
Mostremos aho

otera resulta

vy & Ax para

AN

espacic topo~

las siguiesntes afir-



Demostracifin., Haremos fista demostracifHn mediante la

sucesifin de implicaciones

(D)e==> (1) ==>(ii1) =D (1).
(i)=D>(ii).

Sean F un subconjunto cerrado de X y X€ X\ F;
por (i)
F oo m{n(f) : Fen(f), feilX, lﬁ)}
como X € X\ F entonces existe un fE€O(X,R) con F € n(f) vy tal
gue f(x) # 0; considérese ahora la funcifin g *+ X——> R defi

nida por:

ay) = 3

g es continua y no nula; para x&€X\NF, g(x) = 1y g [F]~ {D}.

(ii)e==> (1ii)

Sea TZ' una topologia sobre X tal gue
C [(X,'{;),ﬁ] < B[(X,C'),!ﬂ]; debemos demostrar que cada F
cerrado can respecto a la topologia /C:' es un cerrado con Tes-
pecto a la topologfa CC'; es decir, para cada x€ X\ F, existe
U'x€t' tal que x € o' 2 X\ F.
Sea x€ X\ F, por (ii) existe TE€C(X,N ) tal cue f(x) =« 1y
f[F] :{D}, Considérese el abiertc subbfsico de [ dado por

]-:IZ-,OD ['; entonces:
x& T (_}72,_-,0’0[)= g!
came G [ (X, ), Rl < ¢ [, wo,u] 0 rec [ oG, B

. , . N e P q . .
luega 0' €773 ademfs, F ) Gi o= g implica que o' EX\F;
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luego x = D'x_-:X\F,.

(Lii)e=> (1)
Sea ! la coleccifin de todos los X\ F tal gue
F es un T -cerrado v cumple con (i); esto es:
(o ={ X\NF : F es T-~cerrado y cumple con (i)}

mostraremos que T, asi definida, es una topologlia sochre X.

(R) xeT'
En efecto, [f = ’I~1(D) es un C-cerrado y cumple con

la propiedad (i) por lo tanto,
X = x\ff e T
feT'
Sabemos gue X = o~ luegu X es un { -cerrado gue cum-
ple con la propiedad (i) por lo tanto

Yy o= x\xe

(B) 81 X\F,, X\F, € ¢ entonces X\ (FUF et

Supongamos gue x € F,UF, entorces X¢F’l y x(f-;[—‘:z,
x¢F1 implica gue existe f,]f‘::,C(X,lFé) tal gue f"lg”(f‘/,) y
xe,;‘:n(f“,]) x(,tFZ implica gue existe F,&€C(X,R) tal gue
Fo C_;—"-_n(f’?) y xg{:n(iz); de donde:

. c: £ iy — B ;:,l‘ .

FaU Fp &Sn(iy) U n(12) = n(f,]f"?) y x4 n(F,]FZ_)

por lo tanta

XN(FyUF) e T

. . L s . 1 =
(C) &i { X\ F'm })(/\5_‘-: (% enLances . (X \ p}._\, o



Sabemnos que U (XN Fy) = X3 m F. ; supongamos gue
AeN xeA

X ¢ M F,; entonces existe AgL/\ tal gue x ¢ ., » Ppor lo tanto,
A€A °

existe F€C(X,R) tal gue ﬂ Fy &2 F, &= n(f) vy x 7§ n(f) luego
AeN ©

(A]Fi tiene la propiedad (i). por lo tanto
x\NF = Uoxvrpet
ACA AEA
Ahara demostraremos que Co=70. Sea FEC(X,H) vy e R
cerrado en la topologfa usual de R gue notaremos por qzjus
S5i x€ X es tal gue xej:f‘—q[ﬁl resulta que: F(x)e R vy f‘(:x)ef;‘,lﬁ
Camo (R,Ty,;) es normal vy {f(x)}, C; son cerrados disjuntos de

!, existe oe C(R ,Ty.) tal gue:

o(F)) = 1, v ofgl={0}
Sea h =g o T;es nlaro gue hecC K(X,?Z),Ul] ; adem8s si
y e f‘-1[£] entonces f(y)e€le luegn h(y) = g(f(y)) = O: por la
tanto,
1G] =t (1
ademés :

! -'ll
n(x) = g(f(x)) = 1 implica que x¢:h () (2).
por (1) yv (2) se tiene gue:
il [ oAl I m{h”(m 8 len Y, neclcx, ), 0] }
gs decir;
f es C'-C,continua si y solamente si
re oo, e, R

por 1o tanto [(X,Ej),ﬂ?] << [(X,?Z‘),iﬂ] de donde por (iii),



TLT
)
Reciprocamente, sabemos que todo abierto 6) con respecto a la
topologfa ' es de la forma X\ F donde F esCreerrado, por lo
tanto se cumple que T £TT ; luege resulta que T=TT°'.
En conclusifn, para cada FeX con F ¢7-cerrado es:
~1 - r ) 1

F ={W g (0) : Fe<g (0); gecC L(X,L,.),{R]J

porque

=" ={X\ F:F = ﬂ{f”(u) crefrm i), fe C{(X,’C),Iﬂ]}}

Definicifin 1.2.2: Un espacio topolbgico (X, T) es comple-

tamente regular si:

(1) (X,C) es de Hausdorff

(2) (X,T) verifica una cualesquiera de las %res afirmaciones

del teorema anterior.

Del teorema 1.2.2. y de la definici6n 1.2.2. se deducen

fAcilmente:

Corolario 1.2.71: Todo conjunto cerrado F en un espacio
completamenlte regular es una iniersec-

cifin de vecindades~nficlenos de F.

Corolario 1.2.2: Un espacio de Hausdorff (X,T) es com=-
pletamente regular si y sciamente si 1la

familia de nficiens n(X) es una base de conjuntos cerrados.

Ejemples 7.2.1: (&) Un espacio normal y por lo tanto me-

trizabile, es un espacin completamente
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reqular. Esto resulta como consecuencia inmediata del Lema

de Urysohn.

(b) Todo sub-espacio de un espacio completamente regular es
un espacio completamente regular.

Sea E un espacio completamente regular y E! un subespacio
arbitrario de E; considérese ademés, F' un cerrado de E'; si
Xx€E€E' y x§F' entonces existe un cerrado F de E tal que
FN E' = F'; ahora hbien, camn)<¢$‘entunces existe una funcifn
?, continua de E en [0,1] tal gue ? es igual a 1 en x y 0 en F;

su restriccibn f & E!' es igual a8 1 en x y 0O en F'.

(c) Todo espacio localmente compacto es completamente regular.
Sea X un espacio localmente campacto, pe X y A un cerrado

gue no contiene a p; como X es localmente compacto, podemos

obtener, debido a repetidas aplicaciones, conjuntos abiertos vy

relativamente compactos U1, V,, tales gue.

2

pev, €U, Sv, ST, Sa".

1 2

por ser Wz compacto, por tanto es normal y existe una funcidn

f o Wz'—“ '[0,1]

tal gue f tienme valor uno en p vy cero en UZ \Uq.

Sea:
Fos X—[0,1]
la funcifn gque coincide con 7 sobre WZ e ldenticamente nula
sofire UZU; como FE“ ’ ﬂ c son continuas y coinciden sobre
‘J2 V1
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szw ch entances existe una (nica funclbn continua:
For X[ 0,1]

De lo anterior se concluye gue X es completamente regular.

Teorema 1.2.3: Sea (X,fj) un espacio completamente re-
gular; si f(x) = f(y) para todo

fec(X, A) entances x = vy.

Demostracifin. Supongamos, per el absurdo, gue x, v € X,
x # y; como (X,T) es un espacio de Haus-
dorff entonces {y} es un subconjunto cerrado de (X,T); como
dicho espzcio es completamente regular, existe T : X-—%—[D,1]

cantinua tal gue:

luego f separa x de y; es decir, f{x) # f(y) y estld en contra-
diccifin con la hipbBtesis.

L tat

3a TOPOLOGIA DEBIL.

Sea (X,C) un espacio completamaznte regular, su topologia
es determinada por las funcicnes continuas de valor real., Sea
. c - X . = .
X un cenjunta y C' un subconjunto de {7, conjunto de FTuncio=-
nes de X en @ ; la topologfia dfbil inducida por G! schre X es
la minima topolcgfs sobre X tal que todas las funcilones en $!
resultan continuas; es decir, la topologfia es inicial.
o » ‘ » . -
Sea:T le coleccifin de todes las preimfoenes de abiertos

. - . = N
en [@ bajic elementos de C'; es decir, U € X pertenece a.J si



y s0lamente si existe f&L0' vy un conjunto abierto V en R tal
que U = F"q[U]; ghora bisn, la topologfa débil inducida por
C!' tiene Jjustamente por sub-base a :f.

Para obtener la topnlogia déhil inducida por C', no es
necesaric considerar las preimfgenss de todos los abiertos de
H puesto que las preimlgenes de los conjuntos abiertos bési-
cos en (R o de los conjuntos abiertos sub-bfsicos bajo elemen

tos de C', ya constituyen una sub-base para la topologfa débil,

Teorema 1.3.7: Sea C! una subfamilia de C(Y, R ) que de-
termina la topologfa de Y. Una aplica-
cibn 7~ del espacio S en Y es continua si y solamente si la

funcifin compuesta g o ¢~ estd en 0(S5,R ) para todo ge&C'.

Demostracifin: La condicifin necesaria ss evidente. Para

la condicifin "suficiente. debemos demostrar
que g~ es continua. Sea |” un subconjunto cerrado de  ; por
ser g continua, g-q[F] es un conjunto cerrado sub-bf&sico de vV
donde g&¢C'; ademés,
::-'1[9"1[F]] = (g o o) [F]
es un cerradec en 5 por ser g dCP‘Continua; por lo tanto, & es

continua.-
Fiy

Tegrema 1.3.2: Sean (X:,‘,‘*(';"\a):““gA una familie de espacios
topolfgicos completamente regulares,
X i ] X, el producto cartesiano y pars todg 7\&/\_,

AT/

Tﬂé X~—~»w~XA la proyeccifin cenfinica. Si . es la topoloofa



inicial determinada por los TT, entonces (X,T) es completamen-

te regular.

Demostracifin: Recordemos gque una base para la topologia

n
C estd dada por ﬂ»]‘l""l (®, ) donde
k=1 % K

@AKS ’CK Y 7\“6/\ . Probaremos gque todo cerrado F € X con
respecto a la topologia T tiene 1a propiedad (i) del teorema
1.2.2. Sea x€ X\ F € C entonces existen ';\,l, ;\2,.“ ,)\ne/\
con @;\Ke ?..;ﬂ tal que

|n}
xe () TT;: (B, S x\F

por lo tanto, para k = 1,2,....0 TTA‘((X)E 87\k de donde resule

ta: TTA(KX) ¢ Xy .‘.‘1 9

A y este conjunto es cerrado; como

cada uno de los espaclos (X,, Ta ) acs ©S completamente regu-

lar ellos verifican la propiedad (i) del fteorema 1.2.2; esto

significa que para k = 1,2,...,n existe Nﬁy = n(i ) € n(Xay)d

tal gue X;\K\ @"K esta contenido en N"\k y TT'A(KX) e/é I\l}‘K; luego,

n -1 ~ E n =1
Fe) M (800 = YT 06, A Da0 € U TT\ (n,

como para todo M - TT;\KEB ?: ?v"_continua entonces para cual-
N '
guier k, TTQ\K (f\l.;\K Y€ n(X,T) v de (8) de la proposicibn
n -1
1.7.1. se concluye gue: N - U TT;,{ (Na%) también es ele-
k=1 '

mento de n(X,T).

Luego F & N pero X

A
=2
>



Obhservacifin 1.3.1: 5i examinamogs la demostracifbn del

teorema 1.3.1; nos damos cuenta qgue
no depende de ninguna propiedad especial de ¥ ; luego podemos

establecer, de manera mis general, los siguientes términos:

(%) Sea 43 una familia de aplicaciones gue determinan la to-
pologfa de un espacio X; una aplicacifin O~ de un espacio
5 en X es continua si vy solamente si(?°€és continua para
cada P6 (ID

5i, en particular X = Tj'XA entonces la proposiciln puede
AE/s

enunciarse de la siguiente manera:

(#%) Una aplicacifin @ de un espacio 5§ en X = | l X., es conti=-
TAN A

nua si y solamente si TT%DCV es continua para toda proyec-

citin T1..

“h

L, COMPACTIFICACION DE 5T ONE-CECH-ALEXANDROFF .

En esta seccifin procederemos a la construccifin del espa-~
cig /5X conocida como la Compactificacifin de Stone-Cech de X
el procedimiente gue utilizaremos serf mediante la inmersifin
de X, como un subconjunto denso en un producto de rectas rea-
les; de este mftodo, debido a Hewitt, cbtendremos 9 X denomi-
nada la Compactificacifin real de X, gue es el j3x obtenido
mediante procedimientos algebraicos.
Estableceremos sin demostracifin (ver [3 ) los resultados

siguientes.
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Teorema 1.4.1: Sea Y una aplicacibn de un conjunto A
en un conjunto B; para cada aplicacidn

’ B
g de un conjunto B en umn conjunto £, es decir elemento de E

la caompuesta g o \p es una aplicacién de A en E; luego ‘P induce

una aplicacibn W' : EB-—--—ihEA definida por:
Ww'g - g oY
y tal gue:
(1) o' es inyectiva si y solamente si Y es suryectiva.

(2) @' es suryectiva si y solamente si @ es inyectiva.

Teorema 1.4.2: Sea © una aplicacibn continua de X en Y
y &' el homomorfismo inducido g —s goQ
de C(Y, R) en C(X, R) (resp. C°(Y, R) en C®(X, R)) -
(a) @' es un monomorfismo si y solamente si ~3[XJ es
censo en Y.
(h) &' es un epimorfismo si y solamente si © es un
%

homeomorfismo cuya imagen es C-inmerso (resp. 07~

inmerso) en Y.

Lema 1.4.1: El (nico homomorfismo nao nule del campo de
los ndmeros reales en si mismo es la iden-
tidad.
Examinemos ahora el problema reciproco;esto es, determinar
cuando un homomorfismo dado de C(Y,R) en O(X,R) es inducidn port
algln homomorfisms de X en Y? la respuesta a esta pregunta esté

dada por el lema anterior ocue, al mismo tiempo, hace trivial
i G 3 ’



la demostracifin del siguiente lema:

Lema 1.4.2., (a@)' Todo homomorfismo no nulo h de C(Y, R)

(resp. Cx(Y, R)) en R es sahre,

(b)' La CDTTESDDﬂdEICia eritre los homomorfismo de C(Y R)
’
(TESD. C7(Y R) sobre R vy los ideales aximales reales
H ’

ES5 uno a una.

c®(x, R)

. . . HJC(X’ m)
Definicifn 1.4.1. Con P =[S y Px:=[1

denotaremos todas las aplicaciones de-

finidas en C(X, R) (resp. CX(X, R)) con valores en R .
Cada punto p € P es una familia de nlmeros reales.
P={Pelr e gex, R)

donde el nfimero real Pe €S gl valor de p en ¥, Para cada

fe C(X, E),'TTF denotar8 la proyeccifn de P sobre R definida
porT :

Luego P es un producto cartesiano de copias de R o sea

P = T_T EJF con lﬂf =

fe C(X, R)

Consideramos la topologia déhil en P inducida por la fa-
milia {TTF}
f€ C(X, R)

An&logamente, consideramos en P, 1a topologfa débil indu-

cida por la familia de todas las Tuncisnes |1 fe;Cx(X, R,

.
x F?
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Tecrema 1.4.3: (a) La aplicacifin 0~ definida por:

T

Ox - (f(x))f X € X

< C(X, 1)
s un homeomorfismo de X en Py ﬁ“[X] es C-inmerso en P.
(a)  La aplicacibn 0, definida por:

Oy * = (FCDNee ¥ R)

es un homeomorfismo de X en Px v CT; [X] es CY-inmerso en Px'

Demostracifin: Por definicibn de G, TTFOG“: f para todo

fe (X, H”R); mediante ohservaciln 1.3.1.
(x%x) se tiene gue O es continua y, por el teorema 1.4.2.,
existe un homomorfismo inducido o' de C(P,R ) en C{(X,M) tal
gque:

o 1oTT, =TT, 5= f.

luego ¢5—' es un epimorfismo; Tinalmente, por el tecrema 1.4,2.
(b) se tilene gue G- es un homeamorfismo cuyo imagen CT‘[X]
g C-inmerso en P.

La demostracibn de (a)x es similar.

Del teorema anterior se coancluye gue ¢~ es un homeomorfis-
mo de X sobre O“EX]; nuevamente par el teorema 1.4.2. (h) el
hamomorfismo §-' inducido por ¢, es un isomorfismo de
B(G“[X]R) sobre C(X, ) v esthé defipido por:

o' g =9 00
donde ge C(O~ [X]R), Sea f una Funcidn de X 2n [} definida
por:

F(x) - g(ox) (x € X)



luego feC(X,R )., Ohservamos,g determina f vy reciprocamente
porgue & es un homeomorilismc. Perg gecabamos de definir
O‘x = (F(X))FG;C(X,[FI) ; ,‘.L]EQD

donde i es la inclusifn de O"[X] en P; ademfs, hemos visto gue

f =g oo (x€X); por lo tanto,

TTe [iO“x] = f(x) = g(o7x)
MMy tlox] = alox]
por lo tanto TTFO i = g.

De lg anterior se deduce el siguiente teorema.

Teorema 1.4.,4: (a) La aplicacifn F—-—-—s—-"ﬂ’F\cl 6"[_)(]
es un isomorfismo de C(X, Q) sobre
Ceelofx]ry.
(b) La aplicacibn:
P TT, ¢|ot olx]

gs un isomorfismo de G:(X, ) sobre E:(ClCS“;‘K[x]) A

tas clausuras de D"‘[X] Y (}“‘x [X] servirén como modelos
D I . . .
para y X y X respectivamente cuandg se demuestra gue el pri-

mero es real cvompacto y el segundo es compacto.

ol

JTeorem

-
1.k.5: La clausura de G [X_j en P_ es un com-

pacto luegc es un modelo de ;%X.

. S . '
Demostracifin: Cemo TE€LC7(X,R) entonces f [X] es acota-

da en R luego la clausura de {_—\(} es
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un compacte de B, ademés TwTﬁlm{ FEX] es un compacto de

.t.f’"(x
- o TTR:
o ofen®(x, M)
A TT r N
Sea X = cl IF[X] es claro que 6;’LX]§;
FeC*(x, R)
A
sabemns que [XJ es C¥-inmerso en Px; por lo tanto, en X;

como ©l 0“‘[x] X y Q\es compacto en P <1 Tesulta gue
Py

CHJG;[X] es también compacto en P

]

Ahora demostraremos gue esta clausura es una compactifi-
cacifn de G“[X]; es decir, ella es compacta en P} yCT%LX] es

denso en Sl [X]

En efecto, del hecho de gue G; es un homeaomorfismo de
X en X, sigue gque el hamomorfismo inducido ! es un monomor-
fismo de BCQ,EJ) en C(X,M) vy por =1 teorema 1.4.2. (a) G;[X]

A
es denso en &. Luegm‘a;[x]es denso en Clp (T;[X]. Esta com=
pactificacibln de CT;[X] lo designamcs con j3ay;[x]),

Ohservacifn 1.4.1: Coma GV[X] es homeomorfo a X,

0
}J(O;[X]) es un modelo de ng. A

Nuestro siguiente obhjetivoc es demostrar gue
Dlﬁ?{X] =;?GT{XJ); es decir, es una real-compactificaci6n de

GILX} madiantc una caracterizecifin algebraica de clg”[x}.



Definicibn 1.4.2: Para cada xeX, el puntoox de P, gue

es una aplicacifin de C(X,RB) en R ,
es determinada mediante su valor en el punto T, @Yx)f, gs de-
finida por:

(T"x)p = F(x).

Por ser C(X,H ) un anillo, se tiene gue:

(om)ﬂgz-(wx%?+(om)g
(CTX)FQ = (o"x)p . (Cr'x)g f,g € C(X,R)
luego O°x es un homomorfismo de C(X,®) en ¥ ; ademls, por

ser G”x una aplicacibn sobre y @ un campo entonces el nflcleo
es el ldeal maximal M e
Sea:
H::{;JeFJ: p es homomorfismo de C(X, B )sobre H }
por el lema 1.4.7. (&) estos saon hamomorfismos no nulos en R

luego

pf‘+g - pf + pg

Pe o, = P o P fs0€C(X,H); peH.

-g g
por =1 lema 1.4.2. (b), H est& e=n correspondencia ung a uno
con el conjunto de todos los ildeales reales maximales en

C(X, ®) gue son los nlcleos de estos nomomorfismo.
Teorema 1.4.6: H = clp@‘[xj.

Demostracifin: (Ver [3] o

Establecemos sir demostracifn.,



Teocrema 1.4.7: La clausura, H, de G“[XJ en P es una com=-

nactificacibn real vy por tanto
H = v @ [xDh

Comao 6“[X] es homeomorfo a X, *O(Gﬂ}]) es un modelc de ;QX.

Demostracifn: (Ver [3] ) ¢




CAPITULD II
COMPACTIFICACION DE STONE~DECH-ALEXANDROFF DE

UN ESPACIO COMPLETAMENTE REGULAR.



SZE NS

En este capfituloc introducimos una nueva estructura gue
generalizar8 la definicifin de conjuntos acotados para espacias
logcalmente compactos; se estudia la topologfa del conjunto ex-
tendidao [Dx de los nlmeros reales, la compactificacibfn de
Stane~§ech~ﬂlexandroff de un espacic completamente regular y
estableceremos las propiedades de la compactificacifin local
J:(X) de un espacioc completamente regular X.

Hemaos generalizadeo algunos resultadeos de la bibliografia

utilizada, las gue aparecen en los teoremas 2.2.2, 2.2.3.

SISTEMAS ACOTANTES.

De la topologfa general es sabido que para los espacios
localmente compactos, un conjuntoc se dirf acotado si &1 esté
contenido en algln subconjunto compacto del espacic. Con el
objeto de generalizar esta nocifin, introducimaos la estructura

de sistema acotante saobre un espacic completamente reqgular.

Definicifin 2.7.1: Dado un espacio tepolfBgicn, (X,T),

completamente regular, una Familia’ﬁ

de subcanjuntos B.1 de X se denomina un sistema acotante si

ella satisface las siguientes condiciones:
(B~1) kiJ B, = X
(8~2) Dados B, B ej@ existeE%(e?% tal gue
B.U B S8,
(8-3) Dadoy 9, en Sﬁ existien Bj enj5 y fFel(X,R) tal

que:
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F(x)

1l
-
~
X
N
m
[\

F{x)

i
0o
N
x

-
m
v/

Observacifn 2.1.1: De (8-1) se deduce gue el sistema aco-

tante 78 = {Bi} cubre a X.
Dados 51, 52""’Bn elementos de‘jg, de (B=2) se concluye gue

n
existe B, elemento de ﬁ tal gue H B, & 8.

De (B-3) se deduce gue Bi es un subconjunto de Bi porque

..

C I
B N B: =8 y ademis se tiene

J
-1
B, & f ({1 =8;-
53 =r"Tc{o).
Pefinicifn 2.1.2: Un subcunjunto de X se dice acotada

(con respecto a 35) si est8 contenida

en algfin miembro de .

Ejemplo 2,.1.%1. (8). En espacios localmente compacto,
los conjuntos compactos farman un
sistema acotante.

Sea (X,d ) un espacic localmente compacto; definimos
ngz{Bi} la familia de todos los subconjuntos caompactos de X.
Comg toda xe€ X esté contenida en una vecindad compacta por ser
X localmente compacto, se cumple (B-1).

50 Bj son tos compactos, se cumple (8-2).
Ahorz demostraremos (B-3). Comc X es loczlmente compacto

entonces por (1.2.1.(c)) es completamente regular.
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Sean Bic_;x compactc, a (f: Bi; entonces para cada x & Bi
exlsten vecindades compactas ‘Jx, \Ja disjuntas; luego

{\/x} es un recubrimiento de Bi par lo tanto
X

1 2 m

o - -] C
de donde B.lC__‘_.;B S5ga F = (Bk) cerrado, entonces como X BS

ko

caompletamente regular, para tode xe Bi existe F\( elemento de
- : - = ol
C(X,R) tal que f (x) = 1y 7 [F] = {o}.
. , . -1.91 3
Considérese ahora el abierto Ux = Fx (]—2-,72- [),

B.l{-"-:U U, como B; es un compacto, existen x,, Xgaess s Xy tal
X&BBi

U v
que B,z x,; sea ¥ = max F_ ; s8i xeF, F_ (x) =0
b= M 1gkgp Tk e

A
= X € [n] fonmns ‘\ 15 0] P
luegn f(x) = 0. Sea x€B;, como B, |‘>~J’1 Jxk existe Kk ele

mento de{’!, e, p;tal gue x& U
J xk

tanto, para cada xeBi, 1< 2F(x) < 2.
Sea g = 2T A1 entonces:

1) Si x&F, 2f(x) = 0 1luego g{x) = min {Zf(x), 1} = 0, por
lo tanto, g(x) - 0, para todo x&F,

2) Si xeB., g{x)} = 1, por la tanto, g(Bi) = {’l}.. En con-

clusifin, dade B; compacto existen B, compacta y g €C(X, 1)

tal gue verifican (B-3),



Ejemplo 2.1.1. (b). Para un espacio métrico, la familia
de todas las holsas ahiertas (resn.
bolas cerradas) Torman un sishtema acotante.
Sea (X, d) un espacioc métrico cualesguliera donde el con-
Ay
Junto X es distinto del vacio y P ;{B(x,ﬁ)}xcx la familia de
£30

todas las bolas abiertas; es claro gues X = Lﬁé B(x, £ ) lueqgo
Be

se cumple (8-1), Gean B = B(xo,En) y B'" = B(xq,Eq) donde
B, B'e?g 1 Xoy Xy pertenecen a X vy ED’ 61 > 0 arbitrarios da-
dos; considérese B(x1, E?) dande &2 = d(xD,xq) o+ ED + £1
entances B(xq,Sz)Gjﬁ y BuU8at? g;B(xqiﬁz), cumplifndose asf
(8-2).

Sea B(xD, E‘,D) = BG:B donde Xg & X, aD>D arhbitrarios
dados; ahora procederemns a verificar (8-3); tomemos
B = B(xy, ZEU) y considerese la funcifn

g : X ——a— R
2 —me g(2) = d(z,(8N°) = inf{d(z,w
ye(E‘.')E}

es claro que ge C(X,R) v si z € B' entonces z ¢ (g1)° que es
un cerrado par lo tanto d(z, y) # 0, es decir, g(z) # 0 vy

9((8’)8) ﬁ{D}. Sea ahnra ze€ B entunces d(z,xﬂ)<ZED y

EQ<IMZ,V); es decir, 1< gw-d(z,y); luegn z€ H implica gue
0
1 € g(2).
Sea f(z) = min {g(z),ﬁ } entonces es clarao gues

(i) FETIX, H)

1}

(ii)  F(B) ={



(ii1) £ [@H%]) = {0}

luego se cumple (B-3).

Observacibn 2.1.2: De los ejemplos 2.1.1.(a) v 2.1.1.(B)

se sigue que en un espacio completa-
mente regular existe un sistema acotante.

Considérese la siguiente afirmacidn .

(B-3)1" Dadao B, en }5 existe Bj en 75 ,
cuya interior contiene a la clau-

sura B. .
i

Proposicidn Z2.1.1. Sean (X,C) un espacic topoldgico com-

pletamente regular v 75 un sistema a-
cotante. Entonces: Si (X,T) es normal, (B-3) es eguivalente

a (8—3):

. q ~
Demostracifn. Camo (X,T) es un espacio normal un
b

sistema acotante definido en X entonces
dado B; en 75 existen Bj en ?5 y felC(X, R) tal qgue:
F(x) = 1 (x € Bi)
fi(x) & O (x ¢ Bj)

es decir, B, = f—1{(1}) = Bj luego B‘.l_cm: f"q(ﬁ}) E:Bj; por lo

— -]
tanto se tiene Bi < B..

J 0 o
Reciprncamente, por ser (X, T) normal y Elszﬂj : Bj{w (Bj)c =
o
— o ©
por 1o tanto, B, vy (Bj)u san dos cerrados disjuntos luego por

el Lema de Urysohn existe f @ $(X, R) tal que f{x) = 1 para
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x €8, v, f(x) = 0 para x ¢:Bj; lo gue demuestra que (B-=3)!

implica (B-3).
F="Y

Teorema 2.71.1. (GOULD). Sea (X,%) un espacio topolbgico
completamente regular y,}s un
sistema acotante; entonces:
(a) La unibn finita de conjuntos acotados es acotado.
(b) Tode subconjunto de un conjunto acotadeo es acotadao.
(c) Todo punto posee una vecindad acotada.
(d) Todo conjunto compacto es acotado,

(e) La clausura de un veonjuntec acotado es acotado.

ura Tamilia finita de

4 5 £
Demostracifin. (a) Sea {Ai}1éién

conjuntos acotados; luego Ai.géai

n n
para 1<ign; por lo tanto, | AL = U B; &8, a causa de
i=1 i=1

la gbservacifin 2.1.1.

(B) Inmediato.

(c) Sea x € X; por (B-1), existe Bh elemento de 35

X € Bh; de donde. por (H-3) existen H

K BN ;J y T en
C(X,R) tal gue (y) = 1 para vy & Bh y f(y) = 0 para

; 13 E : .
V& B SEajlﬁn E-[una vecindad ablerta de la unidad de

) - 1 =1, i1
Hy = f ( ]TH [); entonces x € B, ¢ F 1) <

nafw

F‘T(}%y.%{ ), es deoir, x e.Brlgzéa. Para demostrar gue

> P [ . . =191 3
E}g;ak, 2s suficiente chservar gue si y € T (]E, ﬁ'E)



entonces —;_I-<F(y)< luego f(y) # 0 lo gue implica que

AN

L oa=~T,1. . =
y 9& T (1U}); es decir, vy ¢ Bk 0 sea y € Bk.

(d) 6Sea A g X compacto v x€A; por (c) existe una vecindad

acotada Bx del punto x; ademés, {Bx} es un recubri-
xe A

miento abierto de A y, por ser compacto, existen

g

XqsXorees, X €A tal gue A & Bx ; finalmente por

P i1 X4

il

(a) se concluye la demostracifin.

(e) Sea A un subconjunto acotado de (X,TS) entonces BBi:AG..:Bi;
para Bieﬁ existen Bjeﬁ y f en C(X,[3) tal gue f(x) = 1

para x€8,, f(x) = 0 para x¢,8j;1uegn A B,

i < F-1({.1})g8j1

por lo tanto, g8, & (1< 8, de donde F(x) = 1

en A< B..

I A
Corolario 2.1.1, Sean (X,7T) un espacio topolfgico com-
pletamente regular,:ﬁ un sistema aco-
tante v [C la familia de todos los conjuntus acotados de

(X,)S); entonces [© es una bornologia.

Demostracifin. [ es una bornologfa porgue se cumplen
(a) y (b) del teorema anterior vy, para

todo x € X el conjunto {x} estd en OO por la condicifin (8-1)



e LA COMPACTIFICACION DE STDNE~EEEH—ALEXANDRDFF DE UN

ESPACIO COMPLETAMENTE REGULAR.

Definicibn 2.2.1. CDFI;% (X,H ) denotaremos el sub-anillo

de C(X,B) cuyos miembros se anulan en
el complemento de algln conjunto acotado; o sea:
Foxmy ={recx,r) :98.e B, f(x) =0, v_en®, AcB
¥ - 9 S Bl | ’ ? X L i

As=X
Andlogamente, las familias de funciones continuas definidas en

% . .
X con valores en [R™, el compactificado de [} mediante dos pun-

tos, serfin denotadas respectivamente por C(X,Elx) y ;?(X,Eix).

Observacifn 2.2.1. Los conjuntos C(X,KJK) v ;%(X,Elx) no

son necesariamente anillos.

Denotemas con G el espacio der todas las aplicaciones
%, Ff———s o{(f) definidas en }?(x,ﬂl*) con valores en 7
0 sea:
G = { ot | o: R(X,P*)-—-——%ﬂx, A =5 una funcifin %
entonces G = T_TEJ? « dande ﬂ]; = ggﬁ. 4
feR(x: F™)

Considérese ahora el espacio topolfigico ([,T) dande T
es la topologfa usual definida sohbre B v B = R U {—cn, +Co };
denotemas con 2' la familia de todos los intervalos abiertos
de H vy sea T:% la topologla sobre mx generada por T vy la
familia de intervalos de la forma (a, +cm}, E—OB, +06], [—Cn,a);
de esta manera inducimos sobre C una topologia producto.

£l espacio producto O es compacio por el Teorema de Tvchonoff.



=3

Teorema 2.2.2. Fl espacio topolBgico (X,T) se identi-

fica con un subespacic de GO mediante la

aplicacifn canfinica x ——~ X, dande X es la aplicacifin
F——qn-Q(F) = f(x), es decir

X ~ [ > ¥

X e K e R(FY = P00

gue es un homeamorfismo de X sobre AX.

Demostracifin. GSe demostrar& gue la aplicacibn

/\: X——=- G es un homeomorfismo.
Sean X9 X5 € X tales gue /\(xq) = /\(xz); denotemos con
A . ] A A © ke _
X; = /\(xi) con i=1,2;entonces Xq = Xy significa gue F(x1) =
F(xz) y, como el espacio es completamente regular, se tiene,
por el teorema 1.2.3., gue Xq = X5 VY, pOT lo tanto, A es in-

vectiva.
Para demostrar gque /A es continua, recordemos gue un

punto de G es una familia {O((F)}Pekcmn ol € G.

Para todo gefX (X, R™), la proyeccifin

T, @ [E7s=—=s n=
FeR(X,H1™)

es tal gue {c«f)} = YT, ({ (P} ) = o ()
FeR(x, R%) rex

-\I

. Y . 1 ; . \ .
51 “J) es un ahierto de ﬁqx entonces un abierto sub-bh&sico ca-~
nbnico de G serd de la forma:

i ;1<8> = { {occf')}mﬁ P TT, (AP pe = d«.g)e@}



por lo tanto

- -1, ; N : -1 ¢
N 1(T'Tg1(6)) ={x€>< . R {F(x)}f.en‘w 1T, (E\))} =

Y

={x€>< :TTg ({F(x)}f‘cpz) g(x)€@} '-'%:XEZX : g(x)&%} =

5”1 (®).

gue es un ablierto,.

1l

Ahora demestraremos gue la aplicacibn /\ es abierta,

Cama (X, C) es completamente regular, su topologia es la
inicial inducida por la familia C(X,H) < C(X, IR%); luego un
abierto basal de esta topolcgia es de la forma

ﬁ f‘;1 (ei), para f‘i € C(X,l), 1= i< ny E)l un ablerto
i=1

de R ; ahora bien,

n _ ‘A n -1
/\(io1 fi1 (81)) —.{x . {f‘(x)}f.eR txe () f] (81)} .

2 i=1

1!

I;Q = NS f(x)@:@i; i= 1,2,,...1’1}:{/:}. -

ié {F(XD}FGR : Fi(x)€E 8:1} = m{‘i‘ =

i=1

i

n
{‘F(X)}FQR. : T'Ti,(’{'f‘(x)})e g)l} = i(j’l (T—r”-ll(@l)m AR

que es un abierto puesto gue TT;q (81) es un abierta sub-
bAsico de C(X,R) v A(X) es un abierto sub-bfsico de si mig=-
mo. De lo anteriocr se concluye gue A\ es una aplicacifn
abierta y se concluve que A : X—-= G e€s un haomeomarfismo

sobre su imagen. ,

UNIVEHSIDAJ DE PANAMA

_BIBLIUTEGA




Teorema 2.2.3. Sea (X,T:) un espacio topolbgico comple-
tamente regular; la topologia inducida
sobre A X, dada por la topologia producto en (i colncilde con
la topologfa AT definida por:
AT={ AU - Uec }

Demostracifin. Sea U&S ; como nos hasta representar U

por un abierto b&sicou, podemos suponer

n .
-1 ‘ . R
U = iQ f. (U) con U elemento de la familia ”\/(lr(xu))

de vecirndades ablertas donde 1L LNy frél C(X,R)D;

ahora bien:

AU = ACO) it ={ian e xe A 7o W | =

T="1 T=1

n 1
={{f‘(x )}FGP" -XQIC\,‘ fr (Ur)}:{(/\x)r—
n =
:{f(x )}fejz f‘r(x)e U_s ’I<r<§n}=£1ﬁfr (ur>(\(/\x)
=<T"‘va)f\.</\x> con Vo = [ U, : F=Ff_ :1g€r<gn
felk

Definicitn 2.2.2. Sea (X,{3) un espacio completamente

2
regular con un sistema acotante /2

1lamaremas 7O - compactificacifin de X o compactificacifin de X

con respecto al sistema acotante a la clausura de A(X)

: o )
en G fque denotaremos por )3(><), es decir:
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Py = el ACX).

Esta definicibn tiene sentido puesto gue G es un campac-

to, por el Teorema de Tychonoff.

Observacifin 2.2.2. E1 espacio }BCX) es la generalizacifin

de la compactificacifin de Stone~Cech-
Alexandraoff y comparte junto can &sta, las mismas propliedades
pero con algunas madificaciones que se presentan en lo gue

sigue.

pefinicifin 2.2.3. Sean (X,<T) un espacio completamente

regular yjﬁ un sistema acotante defi-

nida en X.

(i) P es degenerado si el espacio X es acotado.

(1ii) B es esencial si el espacio X es no acotado.

Teorema 2.2.4. (GOULD). 8

(G

a CKD la aplicacifin de
Z(x, R®) en R" definida por
L (F) = O (fe Tx, R*)
G(D como elemento de G es elemento de.ja(x) si y solamente si
el sistema acotante es esencial.

Para una representacifin geométrica de ifu véase la figura 1.

N . T




. ~ z
Demostracifn. Supongamos gue ,}-5 no es esencial; enton-

CES 7@ gs degenerada. Considérese la
funcibn 8 gue es identicamente uno para todo xe X; es claro
gue 2 € JL(X, Iﬂx); considérese la vecindad \V de O(D definida
por:

v ={o<ea : |olCe) - O(D(e)]<-;—}

se desea demostrar gue VO (AX) = , lo gue implicarfia que
O(D Gﬁ }%(X); para esto, supongamos lo contraric; entunces
existe o{'= Ax € AX tal gque (AX) € U; pero esto significa
que '=Ax € G. En [}Qz se tiene gue Io(ﬂ(e%C(D(e)l =

= |1~D|>~;— gue es una contradicecifin; lueqo 1‘-{D¢cla(/\X) =

= 'ﬁ?(X). Por lo tanto, hemos demostrado gque si O(DGZ f:(x)
entonces 'f} es esencial. Ahora demostraremos que reciproca-

mente, si:ﬁ es esencial entonces C{D e 2 (X).

Supongamos ahora gue }” es esencial, una vecindad tipica
de O(D ES:
W = {o(ea :|lr|<E

Il;

I‘ = 1 2,oan’n} 'FI‘GR-(X] m%)

Se desea demostrar gue para todo W, vecindad de L“?{D, SE
tiene WN(AX) # B. Sea:
& ={x€X:f‘r(x);éD}

T

entonces cada K_ es un conjunto acotado por ser T e K, B

n
por lo tanto por (B-2) resulta gue L’ Hr es un conjunto acota-
="
n B n
do vy qu Ko& X; por ser ;' esencial, !‘\,}1 K. es un subconjunto
= T=

propio de X, Fipnalmente,
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Hi:{xex P F_(x) - U}

por lo tanto

n n
r) Hi SR LJ e
= r=1

=

n
pera (AXIOW2(AXIN | (AKD # B, luego Ag€cl (AX) =
r=1

Poxo. ,

Corolario 2.2.1. El1 elemento G(D de B no es elemento de
73(X) si vy solamente si el sistema aco=-

tante ?3 es degenerado.

Definicifin 2.2.4. 5i ’)6 es esencial el punto oy defini-
do en el teorema anterior se denomina

el punto al infinitoc de Alexandroff mw?g(x) vy se denotaré

por & .

Con el objeto de demostrar que el punto al infinito de
Alexandroff es una generalizacibn de la compactificacifn de
un punto en el caso de gque X es localmente compacto, pasemos

a demostrar el siguiente:

Teorema 2.2.5. (GOULR). Sea X un espacic localmente com-

pacto y B la familia de todos
los subconjuntos compactos de X entonces:.sijg es esencial,
jBCX) es la compactificacifn 2 un punto de X. Si'fﬁ es degene-

rada (en este caso X es un compachto) entonces 7B(X) = X.



Demostracifn. Si ?’3 es esencial, sabemos que

°<U C'f) (X), Debemos demostrar gue
PX) = ol (AX) = /\XU{O(U}.
(Ax) Ul ) =P .

Esto resulta de dos hechos a saber; en primer lugar,
AX E'fJ(X); ademis, {O(D}E“?(X); luego AX U{O(U} E?(X).
P s anoU{d,y

Sea o, € G; si o, e}’b(x) y of, A c(U entonces °<1€ A X;

€ X tal que o{,' = Ax,, o sea para toda f,

es decir, existe X4

* .
en R(X, R™) se tiene que °<’|(F'1) = (Ax1)(Fi) = Fi(x’l)'
Sea o(,I € G tal que o(,le’ﬁ(x) y 0(1 # O(U; entonces exis-
te £, e (X, R) tal que o{,(F,) # {y(f) # 0. Supongamos gue

0(1(F1) es finito vy f:—;- [0<’I(F’l)’ entonces la bola cerrada

de centro 0(1(1’,!) y radia € , 'B—[_’_o(q(f‘q-),e,j- , s vecindad de

o(,l(F,l) en R* y la imagen inversa, TT;']
1

(B¢ o(q(Fq),SSj , de

esta bola cerrada hajo la proyecci6n TTF es una vecindad sub-
b&sica cerrada de ({1 en G que tiene la topologia producto; por
lo tanto,

1
1

r

i TR CEET N AX = {x€AX : | F60- &y<rp]se)

que notaremos, de ahora en adelante, con U’I" Como U’l es la

traza sobre A X de una vecindad de °<’I y recordando gue

0(1 e ch/\X, es clarn que V, es distinto del vacio; ademas,

1

como F’l e)Qf(x, R) entonces su soporte es un cerrado y acotado
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contenido en un elemento del sislema acotante gue es un compac-

to, luego es un compacto. Mostremos ahora gue V, <A (soporte

1
! 1
de Fq) en efecto, sea x € V,, entonces l.q(x )~ dﬂ(Fq)lsgéi :
I
es decir, 0(1(f1)-&s1-“1(x )goi,,l(f’,l) + E

como &= % qu<f1>l entonces:
1 ' £ ; 1
1 A, (F) - 5 [P F () Lol (F ) + 5 | ol (F )

ahora bien, de la desigualdad anterior, surgen los sigulentes

dos casos:

1er. Caso: O(,I(F )Y> 0.

En este caso,

ol ((F ) = 3 o, (F ) = 3 o (F)
K, (F ) g o (F) =3 o (F ).
2do. Casg: ol ,(F,)<0O.
Se tiene:
A (Fy) - %C’\"I(F1) = ‘% o, (F )
AP )+ 3 A () = =3 of (F )

!
De lo anterior se deduce gue para x € U1 se tiene gue
L]
Fq(x ) £ 0 vy, por lo tanto, U1g;/\(soporte de F1) que Bs un
compacto; pero \/1 s un cerrado, luego compacto.

Considérese la familia de conjuntos

v, ={/\xe AX 5 F () - xj{q(’f‘i)’:\iﬁi} (& >0

1
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observamos que

~1 = - ( _
Vg =TT BCRTRED N CAX) ={axeAX ¢ [F 60- & (F))IE &)

luego cualgulier interseccidn finita de tales Ui es la traza

de una vecindad de <X1 sobre AX; ademds, como U1 es un con-
Junto de la forma Ui y sabiendo gue 5{1675(X) . DlG A X
entonces se flene gue para cualguier subconjunto finito 3 de I,
(ﬂ\ UifW V, es distinto del vacio; ademfs, como para cualquier
ield

i

i, V., es un subcaonjunto cerrado de AX y V, es un compacto en-
Wy 1

tonces (\ Ui{\ Uq tiene la propiedad de la interseccidn fini-
iel

ta; por ser \/1 compacto, por lo tanto (m\ \/i gs distinto del
ied

vacio. En vista de gue Sz(X, R) es separante (ver anexo) exis-
te un Gnico punto Ax & AX tal gue c%q(Fi) = Fi(xq) para todo

Foe S{x, R,

SEil j5 gs degenerado, entonces X es acotado, esto es, exis-
te 81675 tal gue X EEBi; por ser ?5 un sistema acotante, cada

Bi & X, por lo tanto, X = Bi es compacto, por lo tanto

P = X.
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3. COMPACTIFICACIUN LOCAL DE X.

Teorema 2.3.1. (GOULD). Un subconjuntoc A de X es acota-
do si vy solamente si la clausura

de AA en '}6(X) gxcluye a <& .

Demaostracibn.

ler. caso: 76 eg degenerado. luego X es acotado y, por

el teorema 2.1.1%. (h) tambilén A es acctada. Como AAQA = AX

entances ch/\Ac:Bl(./\X = }: (X) vy, caomao :ﬁ) es degenerado, A
- a

es acoteado vy L{D <¢ };'I"(X); por 1o tanto, se concluye gue

olg ¢ clg AR THoo (.



Sabemos ademfs que ch/\A = clg (AA)f\,'jz‘(X):r:l (AR)
P

por lo tanto, de (1) y (2) se concluye gue o, € cl (AR
- B (X)

Por el corolario 2.2.1. sabemos gue oy € cl (AA) si y sola-

5 (X)

mente 51 'ﬁ es degenerado luego en cenclusifin hemns demostrado
gue A es acotado si y solamente si la clausura de AA en

'jb(x) excluye a o,

2do. Casn: }E‘ 25 esencial. El caso es distinto del ante-

rior; puesto gue 'ﬁ es esencial, se ftiene gue o(DE‘-}cl ( AR);
BIX)

ahora bien, sabemos, por hipotesis, gue A es acotado; luego

existe Bie;\b tal que A &8.; pero, por la definici6n 2.1.1.,

dado B,eP existen Bje“ﬁ: , FEC(X, BR) tal que f [A] = {1}
C

r8%]- {0}.

Considérese la vecindad W de o(D definida por:

-1 1 s B 1
OJ=]—|'F (]-r,-E[):{dCG. ’O{(f‘)!<—2-!
WAAm = 7 ¢1-4 2oncam =14 s xen, [roo] <
= ﬂ'F 2, 2 7 1 M P 3 / 2,
y Jroo] = 1)
es clera queWN(ARA) - P, por consiguiente, A es acotado, lo

cual implica que cl ( AA) excluye a <.
PX) 0

Reciprocamente, supongamds ahora gue C‘{D £ Clp(/\.ﬁ‘«); entances
(X))

existe UV vecindad basal de of , en f;B(x) tal que VM (AA) i

0

(2)



B -
sea U« () 7 (3-&,8D) con a e {X, B); 1= 1,2,...,0;

i=1 g.
1 P .
: e . s
entonces: VN{AA)= @ impnca.[Q 93_{}"’{'-;5[)]/\ A= d’. entores :
P c P P
aslMoi’d-e,e T =M oihon® - gl" dobs;
i=1 i=1 =1
pero, g, € %(X, R) para i1 = 1, 2, 3,¢e0, P implica qgue
P
-1 q q N
Ai = 9 ({D}) 25 acotado por consiguiente, }:4 Ai e¢s acota-
0 =
do por ende, A SEl\) A. es acotado.
i=1 1 a
Definicibn 2.3.1. Al espacio localmente compacto

75(X)\{CD} gue denotamos con J:(X),

llamamos la Compactificacifn local de X. Observamaos gue si

"% es degenerada entonces K(X) = P (X).

Ahora estableceremos las principales propiedades de

LX) en el siguiente:

Teorema 2.2.2. (GOULD). S5i (X,T) es un espacio topoll-
glico completamente regular con
un sistema acotante ?6 entonces:
(a) JK/(X) es localmente compacto.
(b) AX es denso en A(X).
(c) Un subconjunto A <= X es acotado si y solamente si la
clausura de AA en jl(x) gs compacta.
(d) Cada miembro de (X, R®) tiene una extensidn fnica
a H[500,m*]
ngggtraciénf (a). Como X =s un espacioc completamente

regular, a causa del Teorema de



Compactificacidn de Stnne—Eech, admite una compactificacibn
R(X), y, comg ella es maximal, admite P(X); ademés,
75(X)\{Cb} es un abierto de " (X); luego K(X) = js(x)/{CD}
es laocalmente compacto.

(b) Jder. Caso: /> es esencial. Sabemos gue

(AX) ER(X)E"}J(X); ademés, cl (AX) = cl(AX) N K(X) =
KX G
B(x) N K(X) = K(X) por ser KA(X) = “(X); luego

Dlj'\( AX) = H(X) lo cual demuestra gue ( AX) es denso en INGCON
(X)

2do. Caso: 'ﬁ degenerado. En este caso  K(X) - :fJ(X) y

cl (AX) = KR(X), luego cl (AX) = KX).
P (XD SNQY)

En canclusifn, A X es denso en JA(X).
(c) ler. Casao: ’f) gs degenerado. Camo A& X entonces

cl (AR =cl (AX) = (X). Como™ es degenerado, . &R (X)
PX) WX % P o #F
luego cl (AR) ~%’90(0; esto es, C(D¢ cl (AA) — cl (AA). Final-

PCX) P X INGD)

mente, cl ( AA) es un compacto luego cl (AA) es compacta.

WX J(X)
Reciprocamente como ’;Q es degenerada, dD{,é“)%(X), luego
cl (AA) = el (AA) excluye a & ; luego, a causa del teorema
INOP) P X

2.3.17, A =X es acotado.

2do. Casa: ’}Q) gs esencilal. Como A & X es acotado, por
el teorema 2.3.1. se tiene que cl ( AA) excluye a & por lo
B(X)
tanto cl (AA) = cl ( AA) es compacta. Reciprocamente, como
"R (X) LX)
ENCORERY SCORNE L3 RS

A es compacta, entonces cl AA
ING®. (X))
excluye {C{D}, luego A <2 X &5 acoltado.



- Lba

(d) Sea f € K(X, R*) donde X es completamente regular y Rr*

compacto; por (b) sabemos que AX S K(X) € B (X) donde

AX es densa en J(X) luego existe una (nica extensifn

Fe [0, rR¥].



CAPITULO III

IDEALES Y N=FILTROS
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En este capitulo estableceremos algunas propiedades de
los ideales (fijos y libres), los n-filtros y los n~ultra-
filtros; adem&s, generalizaremos algunos resultades obtenie
dos en la nueva construccifn de ’f'JX, dados en [3] por el
anillo C(X,[H), para ,,R’(X,P) gracias al sistema acotante de-
finido en el capfitule anterior. Hemos gereralizade algunos
resultados de la bibliograffa utilizada, las gue aparecen en

teoremas 3.1.1, 3.1.2, as{ como el lema 3.4.3.

1. CONJUNTOS DE BAIRE, DE BOREL, CONJUNTOS UNITARIOS.

Definicifin 3.1.17. 5i f es una funcifn del espacic A en

H (o en iﬂx), llamaremos:

i

Conjunto positive de ¥, gue denotaremos caon, P(f), al

conjunto {x € A f‘(x)}D}.

Conjunto negativo de f, denotada por N(f), al conjunto

{xé’z A : f‘(x)<0}.

Conjunto unitario de f, denotada por E(f) al conjunto

{xe A : f(x) = ’l}.

Con pos (f) designaremas

X € A F(x)>D}
Con neg (f) designaremos

{xﬁﬂ

LS

f(x)(D}
5i 3 es una familia de funciaones Fy» la familia de nfi-

Clens{n(f‘i) g Fi€ fgf ;
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ser8 denctada por 2 %), la familia de conjuntos positivos
por P(%®), la familia de conjuntos negativos pmr“ﬁf(ﬁ) y la

familia de conjuntos unitarios por F(F).

Teorema 3.71.%1. Sean (X,T) un espacioc topolBigico com-
pletamente regular;jg un sistema aco-

tante vy A € (E[K(x, {Rl)]. Entonces los conjuntos A, pos T,
neg f son acotados donde feﬂ:(x,m). En particular, A es un

G

L

Demostracifin. Es una consecuencia inmediata de las de-

finiciones gue preceden,

Sea X un espacio localmente compacto; del cursoc de Teo-
ria de la Medida (ver 14 ) recordamos gue los conjuntos de
Borel son los miembros del ¢&r-anillo generado por los canjun-
tos compactos de X v los conjuntos de Balre son los miembros
del ¢”-~anillo generado por los subconjuntos compacios vy GS
de X. La generalizaciln a subconjuntos de un espacio comple-~
tamente regular con un sistema acotante se har& de la siguien

te manera. Aﬁ

Definicifin 3-1.2. Dado un espacio topolfgica (X, T)

completamente regular y]@ un siste-
ma acotante, se tiene: la familia § de conjuntos de Borel
es un §-~anillo generadc por la clase { de todos los subh-
conjuntos de X verrados y acotados. La familia SU de oonjun-

. i . N . ol o, ) ~
tos de Baire es el $"-anillo generado par la clase'fgjikx,ﬁQDE«
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De ahora en adelant=, solamente con-

Observacifn 3.1.1.

sideraremos espacios topolfigicos com

pletamente regulares.

Teorema 3.71.2. Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

(a) Ae G[Rx,m)]

A es la trsza sobre X de un miembro L\;K de

G[R(R. ],

A es la traza sobre X de un subconjunto a" compacta vy

(b)

(c)
Gg de JX).

Mediante la cadena de implicaciones

(a) ==> (h) ==> (c) ==[>(a), haremos

Para la primera implicacibn. sea

Demostracifin,

nuestra demostracifin.
pne (F (R(X,1)) entonces existe fe R (X, R) tal que
A = th ({1}) Como T € }{(X,ﬂ ) entonces existe gs}%(j:(x),mj)

tal que (g/AX) o /\ = f; por ser g€ j{[J:(x),@ﬂ tenemaos gue
A* = g (i e E[RR 00, Rm)].

Afirmacin. AR = A%f\(AX). Esto es lo que significa

la afirmacidn (b). En efecto, xe€¢ A im-

plica que T(x) = 1 luego g(Aax) = 71 por lo tanto Ax € A’
ahora bien, A= X v X € A implica gue AX e A® y Ax € AX luego
Ax € AFN AX donde AR = AFOAX.L

Reciprocamente, sea y € ﬂx{\/\x con vy o= AxX, X 8 X; como

y € A% entonces g(y) = 1 pero como (g/AX)e N\ = f se tiene que



f(x) = 1 o sea x € A y por tanto v = Ax€ AA, o0 sea se ha
probado la afirmacifin. En conclusidn, (a)e> (b).

La implicacifin (b)a==C>(G) gs inmediata tomando en cone-
sideracifin gl teorema 3.1.1.

La demostracifin de la implicacifin (c)===£>(a) gs inme-
diata tomando en cuenta el teorema (ver [7] ) siguiente:

5i f es una funcifn continua de valor real sobre X y cC
gs un nflmero real entonces cada uno de estos tres conjuntos:

{x : F(x)}c},{x : f(x) = c},{x : f(x) & c}

es un conjunto cerrado vy ES. Si, reciprocamente D es un com-

pacto Gg entonces existe una funcifn f en C*(x, [0,11) tal

gque D =‘{x : F(x) = D}.‘g

Teorema 3.1,3. (GOULD). Un subconjunto A de X gs la
traza de un subconjunto compac-

to de J:(X) si y solamente si es cerrado y acotado.

Demostracifin. Supongamos gue A es cerraco y acotado en

X; aplicando el teorema 2.3.2. (c) y del
hecho de gue /\es un homeomarfismo, se tiene gue AA es uUn

cerrado v cl AR es compacto; por lo tanto, cl AA = AA.

) SO0
Por consiguiente, AA = AX N AR = AX{ clAA
KX

Dbservamos gque un subconjunto A de X es cerrado si vy

solamente si AA = AX N clAA
L0



Reciprocamente, sahemos por hipotesis gue existe
B &= LX) tal gue AA =« AX (" B donde B es un compacto de

£(X); adembs cl (AAR) S cl (AX) N cl B luego por teore-
ACX) HCX) LX)

ma 2.3.2. (b) cl (AA) < L(X) N c1 B =ocl B ; de lo an-
K (X) HCX) ACX)

terior se deduce gue cl ( A) es un caompacto. De lo anteriar

(X)

se deduce que AAS AX N cl ARES AX N B = AA, por lo
INGD!

tanto, B = cl A A.
ANQ D)

Finalmente, cl ( AA) compacto implica por teorema 2.3.2.
(c) gue A es acotado; de la observacifn anterior se tiene gue

s cerrado, conc endo asi la demostracifin.
A es cerrada, nclu d

Teorema 3.1.4. (GOULD). Un subconjunto A de X es un
conjunto de Baire (resp. de
Borel) si y solamente si es la traza sobre X de un Subconjun-

to de Baire (resp. de Borel) en £(X).

Demostracidn. Denotemos con H la familia de todos los

subconjuntos de K(X) tales nue su traza
sabre A X son miembros de SD; can SD(j:(X)) indicaremos las

subconjuntos de Baire de A (X).
x 5 *
H = {A = KX) + AT (AX) € SD}

H es ¢ -@anillao

X

%
Sean A1, AZ

€ H, entonces A} N (AX) € 5, A;‘n(;\x) € 5

lueqgo,

0
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(A7 OVCAXD N (AT NV CAXD) = (A N AD) N (AX) € 5
par ser SD un o -anillo, se tiene que Af \ A; € H.
Sea Ai: € H entaonces A:(\(/\X) € SD; por ser SD un ¢ -anilla,
se tiene gue:

kn)(A:f N CAX) =(knj AYINCAX) € 5,

por lo tanto, UAHEH; de esta manera, gue H es el O° -anillno
generadoc paor lanclase C‘.}[g( £X, lR)], luego por el tecrema
3.1.2. (c), H contiene a los subconjuntos compactos y

CTS de ,Q(x), luego contiene a todos los subconjuntos de Baire
de £00.

(1 SR S H = {A*Qf\(x) /| BEN (AX) € 50}

Sea H! la‘ familia de todaos los conjuntos AA subconjuntos
de AX tales que AA = A ( AX), donde p** eg subcanjunto de
Baire de K (X).

T = {ARSAX [ AR = BN (AX), A e s (R0}

H! 25 ¢ -a@anillno

Sean AA AA, € H!' entonces, /\A,I\ /‘\IA2 =

1? 2l
A\ AROINCAX) € Hi; si A eH, (AR D = (AN AKX
n n

por ser SD un o~ -anillo en J;(X), luego H!' contiene a
@[ﬂ(x, [R)] ; esto es,

(2 GLKx, s < {An = AN CAX) [ A% 5,0R00)
De (1) y (2) se concluye que SD(X) € H; ademis,

AR € H'e={>AR = AT N CAX) can A€ 55(K (X))

A
= A= 2" N(AX) con a%¥e
= A= AN (AX) con ANV (AX) € SD
== >AA € S,J
Esto es, H‘&"SD. De lo anterior se concluye gue H! - SD"



El argumento anterior se aplica, sin modificacifn, al

casa de los conjuntos de erel,ﬁﬂ

2. NUEVA CONSTRUCCION DE “}%x.

Definicibn 3.2.1. Una familia }’g;n(x) se denomina un

n~-filtra en X si ella satisface las

siguientes condiciones:
(1) F # 8
(ii) 351 N, Nzel}'entances N, AN, € 37

(iii) si qu'}’, N, € n(X) con N, c:N:2 entonces NPQB—’.

Definicifin 3.2.2. Un ideal propio de C(X, R) es un sub-

conjunto I de O(X, R) gue satisface

las siguientes candiciones:

(1) Qe1, (1 #£8)
(2) Para todo f, g en I, f~g pertenece a I
(3) Para todo f en [, para todo g en C(X, R), f.g € I

(L) 1€ 1.

Fjemplo 3.2.1. Sea X =~ R; considérese el ideal princi-
nal I, generada por i, en C(R ,R ) donde

i es la identidad sobre R 3 entaonces:

i

I = <i> = {if : F(x) x g(x) para algln g & CGR , R)}

es un ideal propin de C(R, R) v n(I) es un n~filtro en C(R, R).

Notacifin. Con T(X) v 2 (X) denotaremns las siguientes

familias de cunjiuntos.



T = {I <= C(X, R) : I es ideal prmpiu}

LX) = .{?;z n(x) : es un n«filtrn}

Proposicifn 3.2.1. 51 I es un ideal propio de C(X, R)

gentonces:
() T = {n) s re1lexm
(b)Y S8i Fes un n-fFiltra en C(X, R) entonces:

{F . n(f)e ':S}ez':!(m.

Demostracifin. Directa utilizando las definiciones ver

[3] Capfitulo II.A

Observacifn 3.2.1. E1 an&logo de la proposicifin 3.2.1.

(a), en general, es falso al reem-

plazar C(X, R) por EX(X, R). Ver contraejemplo en [3] Cap.TIIl.

Observacifin 3.2.1. (a) Definimos la transformacifn

Nt JIX) mm FE(X)
por n(I) = {n(F) : f e I}. Se observa claramente por la propo-
sicifin 3.2.1. (a) gue n{I)€ FE(X). An&logamente definimos la
transformacitin

LI ¢S T

por (' F) = {FE:C(X, R) : m(f)i:t}}; igualmente se obhserva gue

T(F) € J(x) por la proposicidn 3.2.1%. (b).
Se deduce, utilizando las definiciones anteriores, gue
existen transformaciones gue tienen las propledades siguientes:

wLA[3F]] =3 v AW [r}1=i

-1



Definicibn 3.2.3. Por un n-ultra~filtro entenderemas

ct

un n-filtro maximal; zcoto es, un
n-filtro que no estd contenido en ningln otro.
Notacifn. Con J&(X) vy U (X) denotaremcs las siguientes
familias:

Moo

W) = {'}": F' es un n-ultra filtro sobre X.}

11

{1 : 1 es ideal maximal de C(X, fﬂ)}

OChservacifin 3.2.1. (b) Las transformacilcnes fue hemos

definido en la observacifn 3.2.1.
(a) podemos extender a los conjuntos J&(X) v A (X) de la mane-
ra siguiente: n : J&(X) — WX
I —> n(l)
donde n(I) = {n(F) : f e I.} Ahora demostraremas que n(l) es
un n=-filtro maximal sobre X.
Ya sabemos gque n(I) es un n-filtro por observacidn 3.2.1.
(a). BSea E;‘un n=-filtro sohre X tal gue n(I) EZt}’, 2ntonces
T ]1=8F), pero 1 =7 [n(D ] = 7P
y como I es un ideal maximal, resulta gue I - B(F).
De aguf se obtiene gque "3'-‘: n [Tﬁ’("}‘)] = n(I).
Anflogamente, N Qi(x)-~a-‘ﬁ£(x)
F — TH)
dunde'ﬁ(?}) ::{'FG C(X, R) : n(F)E:Z}}. Ya sabemos gue IGS D)
es un ideal propio a causa de la observacifn 3.2.1. (a), ahora
demostraremos gque es maximal.
Sea :] un ideal tal gue H(F) :\j, entonces

n [ﬁ(?})]sg n(J); luego por las propiedades anterinres



J = n(1), pero JF es un n-filtro maximal, se tiene gue
J=- n(3). De aguf resulta gue WIF) =T L] =3
pero como J es un ideal maximal, deducimos gque W(F) = J.
Teorema 3.2.1. La aplicacibn n : JJ;(X)-—nqh WO es

biyectiva vy su inversa eBs n.

0 Q fi q . ~t
Demostracifin, n es surjectiva, Para todo - elementao

de W (X) se tiene que n [B(I) ] =F ,
donde T1(3) es elemento de JL(X).

n es injectiva. Basta considerar dos ideales maximales

I e J; se demuestra fécilmente gue si
n(I) = n(Jd), entonces I = J.
De lo anterior se concluye gue n =2s biyectiva; ademés
= ("™ )] = 5 can n(D) = 2.
donde 1 : W(X) —= JL(X) tal gue para cade Fell(X) se tiene

que H(F) es un elemento de d&KX).ég

Proposicifn 3.2.2. Si ‘F es un n-ultra filtrc sobre X, I

un ideal maximal de C(X, R) entonces
AL T=TF ; 1s=n [T(D]

Demostracifin. Inmediata. A

Observacifin 3.2.2. De las chservacinones anteriogres se

deduce que n o n = 1 p
_ 3 (X)
En general, n o n # i ver, LZ].
J(X)
Definicifn 3.2.4. Sea | un cspacio completamente regu-

lar, X un sub-espacio denso en T vy

e

F un n-filtro (o filtro) sobre X; p e T es un punto adherente

a ¥ en T si toda vecindad de p en 1 intercepta cada miembro



de ¥; es decir,

VFeF,  yveNT(m,T), VN F £ g,

p es un punto limite de ¥ en T si toda vecindad V de p en T

contiene un miembro de ¥F; esto es:

(h

(2)

(3

(L)

mite

(1)

vVe’YJ(p,U JFeF :: F= V.

Lema 3.2.7. §1 X es denso en T, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:
Toda aplicacifn continua f de X en un compactoc Y posee

7~

una extensifn f continua de T en Y.
X .

X es O =inmerso en T,

Cualguier par de nficleos disjuntos en X tienen clausura

disjunta en T.

Para todo par de nlcleos N,e N, en X ¢l (Nq(\ NZ) -

e T

cl Nq(\ cl N

T T 2

Todo punto de T es limite de un finico n-ultra filtro

sobre X.
Demostracifin. (Véase [3], cap. VI).

Teorema 3.2.2. (de Compactificaci6n de Stune—ﬁech)-

Todo espacio completamente regular X ad-

una compactificacibn }5x con las siguientes propiedades:

(5tone), Toda aplicacifin continua f definida en X

con valores en un compacto Y admnite una



P ~
extensifn continua ¥ de 35 X en Y (f se de-

namina la extensifin de Stone de f).

(11) (Stane~§ech), Taoda funcifn f en B*(X,El) tiene una
extensifin 2 una funcibn P en CCH X,R)

(111)  (Cech). Para todo par de nficleos disjuntas en

£

X, sus clausuras en ;7 X san disjuntas.

N, de

(1v) Dado dos nficlecs cualesguiera N 5

1!
X, se tiene;

cl (N, Y N,) = ¢l N, () cl N
?5X 4 2 jﬁX 1 f5X 2

(v) n-filtraos distintas en X tienen limites
distintos en ?5 X; ademés, 75 X es f(nico
en el sentido siguiente: 81 T es unsa
compactificacibn de X gue satisface una
cualesguiera de las propiedades de (I)

a (IV) entonces existe un homeomorfisma

entre .ﬁ Xy T gque deja Tijo a X.

Demostracifin. Unicidad de "3 X en el sentido dadg. Del

Resumida. lema anterior, sabemaos gue si T satisface
una cualesguiera de las propiedades de (I) a (V), entonces
satisface tudas sllas. Considérese la aplicacifn idx
X—>X & T; ella es continua en el espacia compactw. Comg

- - S .
f5X satisface (I) entonces existe T : j&x'“ =T cantinua
o~ - N
tal gue f/X = idy; adembs, la identidad es una aplicacifn

. , AR o - .
continua de X en A X vy, coma T gatisface (I), entonces adni-



A N .
te una extensifn f T-——~am‘f5x continua.

~

A
, fof = id . La

d
j%X T

AN .
Demostremos ahora gque fof = 1

A (a4
restriccifn f o f/x coincide caon la aplicacifn id : X—» X vy,
X
A e~
como X es densao en 73 X entonces f Of = idj& . Analogamente,
X

~ A
cama f o f/X coincide caon idy ;! X=——>» X y X es denso en T, en-

~ A r~
tonces fof = idT; por la tanto, f es un homeamorfismo con
. A
inverso f

@

Demostracifn del (I) al (V).

Haciendo T = J£>x en el lema 3.2.1., obtenemas la
validez de I), II), III), IV); ademés, todo punto de 115x es
1fmite de un Onico n~ultra-filtro en X; de aguf se deduce gue

dos n-filtros distintos en X tienen limites distintas en 36>h

. "B
Canstruccifin de 2 X.

Sea E(X) :{11 : W es un n-filtro sabre X},

'Up ={'N € n(X) : pg¢ N} tal gque p = 1lim U 3L (F) el sub-

p YR
conjunto de X (X) gue consiste de twdes los n~ultra-filtraos

fijos; sabemos gue existe una biveccibn entre 38 (F) v X,
X

por consiguiente como a cada p € X ce le asocia un Gnico

n-ultra-filtra fijo U , entonces{ll} cogincide can
p ]

X (F).
X

Ahora gqueremus describir 53¢ (X) como una familia indicia-

da con un conjuntc gue sea extensifin de X.Los puntos f%x san
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definidos como los elementos del ceonjuntc de {ndices, exten-

sifn de X; ademfs, se representa la familia de todos los
ultrafiltros sohre X con limite p ar {1ﬁ1 s oen
! B2 p X B e PX

caso gue p € X, entcnnes'up coincide Dcn‘Up. Introduzcamaos
una topologia en ]53( de manera gue pe jb X sea limite del
n-ultra-filtro UP; definiendo N = {p e X : N€E ’U.p‘, 76 X
se hace un espacic topolBigico 2l demostrar que la familisg

é%,:{ﬁ : Ne n(X)} es una base de cerrados para una topolo-
gia en }SX; lo anterior, es una consecuencia de la demostra-
cifn de los siguientes puntos a saber: (a) X = 'ybx, (b)) X es
subespacic de 75X y (c) X es densc en 75X y }%x es compac-
to. Para mayores detalles, ver [}] cap. VI.

Con el objeto de introducir algunos ejemplos de Compac-

tificacifin, consideramos lo sigulente:

[} . s
Lema 3.2.2. ©Sea 5 un subespacio de X no necesariamente

denso entonces.
(1) S' es C*-inmerso en X si vy sclamente si cl 51 = j@)S'.
X
(2) Todo conjunto compacto sn X es c*-inmerso en X.

(3) S5i S' es un abierto y cerrado en X entonces cl SIURY

.ﬁx

cl (X\S8') son conjuntos abilertos v complementarios en

P X
76x.

(4) Un punto aislado en X es alslado en ;Bx; vy, X 83 ahier-~



to en 75X 81 y solamente si X es localmente compacto.

Ver demostrarifin [3] Cap. VI,

Ejemplo 3.2.1. (a) Compactificacibn del conjunto IN de

los nlmeros naturales. Sabemos gue

N es un abierto de j%w nor ser lgcalmente compacto;
ademés, por el lema 3.2.2. (3) si D es un subconjunto de N,

gntonces cl D es un abierto en 75W. Sea N1 el conjunto de
76&\1

todos los enteros positivos impares entonces N1 es CXinmerso en

N, luego por el lema 3.2.2. (1) cl N, = 75Nq; de igual ma-

PN

nera, sea N2 el conjunto de todos los enteros positivos pares,

entonces D}ﬁﬂ\] N2=’)BN2_. f’ﬂ\l: jﬁN,} U 'ﬁNZ y

P, N 75(\12 = g.

Ejemplo 3.2.1. (b) Compactificacifin del conjunto q}

de los nfimeros racionales. Resulta

como consecuencia inmediata del hecho gue tcda aplicacifn T
de N sobre ) en ;Sﬂ} es continua, luego tiene una extensifin

de Stone f de 75&% sabre 736}

Ejemplo 3.2.1. (c) Compactificacifn_del canjunto R de

-~ = +
1los nflimeros reales. Sea R el sub-

gspacio de todos los nlmeros reales no necatives y R el sub-~
espacio de los nfimeros reales no positivos; como la clausura

de un canjunto conexo es siempre conexa, entonces ¥3E+,
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75R‘, ]50? son conexos; ademfAs R es homeomorfo a R~ luego

\ oo . +
}BUQ es homeomorfo & "= R ; por consiguiente, cl R’ es

ﬁﬁ
homeomorfo a cl R , por lo tanta, cl R+\[R+ ycl R \R"
PR PR PR

son homeomorfos. Como BT es localmente compacto, entonces
por el Lema 3.2.2. (4) se tiene que RY es ablerto en ;BHQ+

por consiguiente, cl RY - RT = )6!R+ - RY es un cerrado en

PR

76[R+ luego, es compacto. Finalmente para
f 'R ———a:]- %I . %I [

existe

Fad
Tz U‘_\'““"‘""_[-—é-,':érl]

y tal que f (BRAR) = TBR) - F®) = FOBRINF®) =
Ty
= [U ]- [D,Z [{5—

V{%]:}(){— %1}= @ implica que { })(ﬁ £ {, %I}) = d.

"‘!:%
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3 TEOREMAS DE SEPARACION PARA NUCLEDOS Y CONJUNTDS UNITA=-

RIOS.

Los teoremas desarrollados en esta seccifin generalizarén

v
el resultado de Cech dado en el teaorema 3.2.2. (IV).

Lema 3.3.1. Si A es el conjunto unitario de fe R(X,R)

entonces existe h e K(X,LD) cuyos valores

estln contenidos en [D,’I], tal que A = & (h).

Demastracifin. Sea g(x) = max (f(x), 0) = | f(x), si f(x)=0
0, si 0> (x)

definamos h : X— R tal gue h(x) = g(x) si (g(x) KL 1) vy

1
) = 50

diciones gue se reguieren puesta gue para todo x & X

si (g(x) > 1); h, asi definida, satisface las con-

h(x)<L 1 81 glx)y<K1
h(x) < 1 81 g(x)>1
luego 0K h(x) < 1;ademés,n(g) n(h) luego h es a soporte acotado
h_,\(x) :{x@ X : h(x) = 1}={x € X : g(x) = 1}:
= {x @ X : f(x) = 1} = A; pero A = f‘1(1); por lo tanta,
A = F(h).

Lema 3.3.2. Cada punto de un espacio localmente compac-
to posee un sistema fundamental de vecinda-

des compactas y Gpa
9

Demostraciin. Sea x € E un punto de un espacio loucal-

mente compacta; entances dada una vecin-

dad abierta V del puntoc » en E existe una vecindad compacta
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U de en E tal gque U = V. Considfrese ahora el compactifi=

X
A
cado E de E madiante el punto al infinito de Alexandraff; en

. A C .
vista de que £ es normal v U, V  son dos cerrados disjuntos

por el Lema de Urysohn existe f: ’E\-«*m continua v tal que

(a) 0L F(x)< 1 (x & E)
(h) F(x) = 1 (x € U)
(c) f(x) = 0O (x ¢ V%)

Como E(f) es un cerrado en ’E, se tiene gue es una vecin-
dad compacta; por (b) y (c) se tienen que USE f"1(1) y
vl = f~1([]) luego U, v® saon vecindades compactas vy E (f) es
un Gg; finalmente, U N v® =7 si y solamente si UE VvV, por

1o tanto E (fF) = V'.fi

Lema 3,3,3. EN un espacio completamente regular, X con

. + o
un sistema acotante 7' , los nlcleos de

R(x,R) forman una hase para los conjuntos cerrados.

Demustracifin. Considérese en X un conjunto cerrado F vy

X€ X\ F; por el teorema 2.2-1. () exis-
te V! € 'Y?XD,C) acotada y abierta tal que V' ) (X=F) =V
= V! donde V es abierta y acotada, ademés, existe f : X-—=R
continua tal gue F(xD)= 17y f(x) - 0 para x ¢ V; luego

fe RX, R), n(f) RF; x5 ¢ n(f)

(—- i G AR=] |=
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Tearema 3.3.1. Gean A y B dos corjuntos unitarios dis-
. o .
juntos de R(X, R) entonces existe un

miembro de (X, R) cuyo valor es cero sobre A y uno sobre B.

Demostracifnm. De la hipfOtesis del teorema, podemos ha-

cer las siguientes deducciones a saber.
Existe Féif{(x, R)Y v K un conjunto acotado gue posee las si~

guientes caracteristicas:

(a) El rango de f esth dentro de [0,1].

Fs consecuencia inmediata del lema 3.3.1.

(b) A es el conjunto unitario de f e F(X, R).

Fn efecto, A ={;x € X : f(x) = 1} = F-1(1)-

(c) f = 0 sobre el complemento de K.
Es una consecuencia de la definicifin 2.1.1., puesto gue
dado A acotado existe K acotado vy f € C(X, R) tal gue

F{x)

H

181 x€ Ay f(x) - 0 si x & K.

Comag A v B son acotados, por el tearema 2.1-1., se tiene
gue A U B es acotado; podemos asumir, sin pférdida de gsznera-
lidad que: AUBES K. En este caso se observa claramente
gue ASE K v F(x) = 1 para cada x elemento de A y, f(x) = O

para cada x elementin del.complemento de K.

Considérese la funcib continua F1 = 1 - f; es claro gue

gl rango de f, estd contenldo en =21 intervale cerrado [0,1]

1

y A = n(fq); ademnfs, Fq(x) = 1 para cada x € K donde K es un



conjunto acotado luego por la definicifn 2.2.1. (B-3) y por
el lema 3.3.1. existe K, acotado y he (X, R) tal que
h{x) = 1, (x € 1K)

h(x) = O, (x ¢ k)

it

y KE K, h(x)e€ [o,1].

Considérese ahora la funcién QP = Fq.h; como A = n(fq),
es claro gue &P se anula sobre A yisubre el complemento de
K, por ser h nuleo en ésta regifin; finalmente, schre K\ A,
0 <P 1y q?:>D sobre B. Considfrese ahora la funcifn
continua g, cuyo rango estd dentro [0,1] y B su conjunto uni-
tario; la funcibn g = 1-g, tiene por nficleo el conjunto B.

Finalmente, la funcifn:
\p

R

estfd bien definida puesto que A y B son dicjuntos, es caontinua

sobre X,

i
Q
~
X
-
)
~

WP (x)
W ()

y se anula en el complemento de H1. A

1 (x £ 8B)

Teorema 3.3.2. (GOULD)s Si A y B son nficleos de
R, ®) y ¥ un conjunto unita-
rio de f{(x. R) tales gque AN K y B NK son disjuntos entonces:

cl (A N K) cl (BN K) =40
£ A L)



Demostracifn. Mostraremos, en primer lugar, que A N X

es un conjunto unitario de fR(X, R).
Sea f eH(X, R) tal gue A = n(f) y ge (X, R) tal que g se
anula en el complemento de un conjunto acotado, digamos C,
ademfs K es el conjunto unitario de g; por el lema 3.3.1. po-
demos asumir que cada una de estas funciones tienen como ran-
go [D,’I]. Ademés, la funcibn (1-f)g tiene como conjunto uni=-
tarioc a A N K, es continua y se anula en el complemento de C.
De manera similar, B )\ K es un conjunto unitario de K(X, R)
luego AN K vy BN K son conjuntas unitarios en R’(X, R) dis=~
juntos y, por el lema 3,3.1, existe he j-’((x, R) tal que

h(x) = 0 (x € AN K

h(x) = 1 (x € BN K)

Como X es completamente regular, por el teorema 2.3.,2. (d)

existe h extensifn de h, definida en Jl(X) con valores en R*

tales que n(h) contiene a el (A NK) vy (E(F) contiene a
LX)

cl (BN K); come n(?{) N E () = @ entonces

L0

el (AN K (\el (BN K = d.
£0X) L0X) A

Teorema 3.3.3. (GOULD). 5i f,ge K(X, R) vy si ae JL(X)

es tal que a& cl n(f) vy
HCXD)
a€ cl n(g) entonces aecl n(f)/'\ cl nd(y).
S0 (XY ENGY)

Demostracifn. Supongamos gue a qu cl (n(fY N n(g)),
LX)




entonces por el teorema 2.3.2. sabemos gue L (X) es localmen-
te compacto, luego por el lema 3.3.2. existe wuna vecindad

Vy Gg de a en LX) tal que VN n(f) N n(g) = @; ahora bien,
por el teorema 3.7.2. la traza K de V sobre X es el conjunto
unitario de alguna funcifn h (-:f((X, R); camo K N n(f) N
n(g) = B entonces KN n(f) v K N n(g) son disjuntas; por lo

tanto, por el teorema 3.3.2,

cl (KA N N cl (KN n(g)) =P
X X

de donde

cl (KN n(FY) N cl (kN nCg)) =04
ING®; KX

lo cual es una contradiccibn.

L, TEBREMAS SDBRE IDEALES Y n-FILTROS.

Notacifén. De ahora en adelante, el anilloc R (X, R) seré
denotada por R por ser conveniente. S5i T es
un ideal propio de R, entonces B(I) es la familia de todos

los nficleos con f € I.

Teorema 3.4.1. (GOULD). (a) Si I es un ideal propio
de R

milia de nficleos g(I) posee las siguientes propiedades:

{(x, R), la fa-

3 3 S T [= ,p
(1) §i N, N2 € ﬁ}(l) entonces N N N2 € B

(i1) si N, € B, N, € 3(R) y v, = N, entonces N, & D (D)

(iii) Ningdn miembro de E(I) es vaclo.



(b) 5i f) es esencial en X entonces las propiededes (i), (ii),

(iii) también se cumplen en ?)("R).

5i P es degenerado en X entonces D (R) no verifica

(iii); esto es, 2€ D(R).

Demostracifn. Para la demostracifin de la parte (a),

(véase [3] capitulo II).

Si'ﬁ) es esencial la demostracifn de (i), (ii) resulta
igual que la parte (a); para demostrar (iii) basta considerar
un n(f) € f;(gi(x, R) con fe (X, R); esto significa gque exis-
te A acotado tal gue A® & n(f) luego X \ n(f) = A < 8,; por
ser f) esencial, X es no acotado luego n(f) # @ puesto gue de
serlo, tendriamos una contradiccién con la hipotesis; luego P
no es elemento de ;3(53{0(, k).

De lo anterior se concluye que Z)(I((X, R)) es un n-fil-
tro en X.

Sl ﬁ es degeneradn, la demostracifn de (i) e (ii) resul-
ta igual a la parte (a); sin embargo, :'5(52(0(, R)) no satisfa-
ce (iii); esto es, B€ B (F(X, R)), es decir,

2 =nCl) €$(R’(X, R)); pero log anterior equivale a
j],GR(X, R) 1o cual es correcto puesto gue existe Bief)

con A B, I(x) =0, ¥ xe P,y X <8, .

Definicifn 3.4.1. (&) Una suhfamilia de B (K (X, R))

gue satisface las condiciones

del teoreme 3.4.1. se denomina un N-filtro sobre X. Si la

-

subfamilia es propia de ;’3 (K (x, R)) entonces el N~filtro se



denomina N-filtre propiog. El1 N-filtro 3(I) se dice generada

por el ideal I.

Del teorema 3.4.1. deducimos:

(1) 851 el sistema acotante 75 es dengenerada, entonces todos
los ideales propios de S((X, R) generan N-filtros pro-
pios; esto se dehe al hecho gue P € ﬁ(ji(x, R)) vy, por
lo tanto, si un miembro f de I posee un nicleoc vaclo en-
tonces su inverso % existe vy es miembro de H(X, R) vy
por lo tanto, el ideal no es propio.

(2) No es evidente demostrar gque si el sistema acotante 75
es esencial los N-filtros generados por un ideal precpio

son siempre propios; nos dedicaremos a realizar ésta de-

mostracifn en varias etapas.

Lema 3.4.1. S5i D es un N-filtro, la familia I(23) de
miembros de $ (X, R) cuyos nfcleos son
miemhros de 2) es un ideals.

51 75 es esencial, este ideal puede ser todo SZ(X, R).

(3> « {refx, R : n(rI€ B (Ax, RN}

Demostracifin. La primera parte de este lema es la propo-

sicibn 3.2.7.
Para la demostracidn de la segunda parte, ochservamas gue si
?5 es esencial, (X,®) un espacic topolfgico localmente com-
pacto pero no compacin, 75 la familia de los subgonjuntos com-
pactos de X y 2 = B (K (X, R)) el N-filtro de X entonces:

I(p (R, R = {fe (ix, r) / nir)e Begx, )}



por consiguiente, es inmediato gue I(B)E K(X, R).
Reciprocamente, sea f € }7\'(}(, R) entonces
NCFYE B (H (X, R)) luego £ € I(3); esto es, (X, R) S I(3).

De esta manera concluimos que IC3) - H(X, R).

Definicifn 3.4.2. (a) E1l ideal I(;B) del lema anteriar

se denomina ideal generado por el
N-filtro ,31_.
(b) Cualguier ideal generadao por algin N-filtro se denomina

un N-ideal.

Lema 3.4.2. Si')g) es esencial, 3 un N-filtra, > un
N-filtro propio y Ny un miembro de B@ROI\D
entances la familia de miembros de .B(R) gue canjuntos

del tipo N NN con N€ B es un N-filtra.

BOKx, ) = {me 3RY[Tned, nyNnen)

Demostracifin. Sean My My QE(R); entonces:
My e B(RY e=> AN, €D NN, =M,
MZeE(R> => 3IN,e3 :NjNN, = M,
luega, (ND(\ N,])(\ (Ng N NZ) = ND('\ (N, N N2)§r41(\ N, ==>
M, N M, €3 (R).
Sean M, € 3 (R), M, € 3 (R) can M, M,
M € B(RY => 32N, €3 :n;NNE M S M esto es

3N,] EB Ng N N,]g M, lo cual implica que M, € B (RO

N

Supongamos que P E,B(R ) entonces existe Ne€ B tal que

ND AN = 7; pueo N:? NDQ'B(H) implica qgue



P = ND{\NG;B(@N-&-—-); luegn Z¢ BMR) y ast, ;'}(R) es

un I\i-—f’iltru.tA

Definicifn 3.4.3. Si P es esencial, el N-filtro cons-

truido en el lema anterior se deno-

mina N-filtro generads por Ng v 3.

Lema 3.4.3. (a) Sea X un conjunto distinto del vacio,
F un filtro (resp. n-filtro) en X y
A un conjunto distinto del vacio que no pertenece a EF. 5i
A es una parte de X tal que para tode FE€F, ANF £ ¢
entonces existe
(F:m ={csx/ JreF : ANFSGC}
filtro (n-filtro) generado por el filtrao F(resp. n-filtro)

y el conjunto A,

Lema 3.4.3. (h) Si.?b es esencial, I ideal propio de
S{(x, R, FD no es elemento del ideal
propio I; si IV es el ideal generado por FD € I entonces el

N-filtro generado por I' es igual al N-filtro generado por

NCF) y DD,

Demostracifn. Existencia del generado; esto es, demos-

traremos gue ¥ h € I, N(FR) N NCh) £ B.

f o s 8@ . 9 <
En vista de que fg € (X, R), existe 81675, existe A1_— B,

tal gue A:‘..:. N(Fg) (1). Si he& I, como IS K (x, R
entonces h € ka, R), por lo tanto, existe Ei‘j Qjﬁ tal que



C C . - - ~ o
A ..Bj con Aj S NCh); (2) pero N, A, es acotado y j5 es

esencial luego:
PAX N (A A, = A?/\ Ag N(Fg) N NCh); par lo tanta,
v herl, N(FD)(\ NCh) A4 2 lo cual por el Lema 3,4.3. (a), nos

asegura la existencia del N-filtro generado por N(FD) Y fﬁ(I).
Sea:
H —{NG',?)(S{(X, R))/ Fhel : N(h) N NF S N}
el N-filtro generado poaor N(FD) y (I); demostremos gue
H = 3(I).
Sea N € H entances S h €I : N(FD)f\N(h)SE Nj; pero
2 2 2

fqg + h® € I implica gue N(fD)f\ NCh) N(Tg

ahora bien, caona N(fD)f‘\ NCh) € B(I) v N(fD) N N(h) < N implica

+ h%) € A(D;

que N€ 2(I); esto es, HE D(I).

Reciprocamente, sea N(h) € ,3(I'), entances h € I'; pero
h e Il={>h_g+1.fo donde g € I y 1€ (X, R); esto sig-
nifica que N(FD)f\ N(g) & N(h); esto es, N(h) € H, es decir,

,B(I')‘-E H, concluyendo asi fque H = ,8<[')'4

Lema Jebobe Sega L un espacio topolbgico localmente com-
pacto, M % E compacto y[% . 9i f es una

funcibn definida en K can valores en [0, +o]) , continua can

N

la topologia inducida por E sobre ¥ entonces existe [ exten-

’

sién de la funcidn f sobre [ tal que:

(a) T es continua sohre E.

. . o)
no taoma el valor infinito sobre K7,

ol

(h)



Demostracifn. Sabemos de la topolmgia general, gue

Lo, 1) v [0, +o] son homeomorfos; este
hecho nos permite hacer esta demostracifin con el espacio ima-
gen [0, 1) en lugar de [0, +o].

Como E es un espacio localmente compacto, &1 esta inmer-
so en el compacto g (compactificado de Alexandroff); ademés,
nor ser K un compacto vy GS de F, estas propledades se conser-
van en E. En vista de gue g es un compacta, 21 es normal
luego por Urysohn, existe una funcidn continua ? extensifn

A
de f definida en E con valores en [0, 1]. Definamos una fun-

A
cifn troncadura h sohre E con valores en [0, 1] y tal que
h_1(1) = K, cnﬁpacto y B6 de E; esto nos permite construir
A
f‘

una nueva funcibn T = . h continua que 2s una extensidn de

f vy satisface las condiciones requeridas.

Tegrema 3.4.2. (GOULD). S5i I es un ideal propio de
R(X, R) entonces existe un
miembro de B (H (X, R)) gue no es miembro de B(I).

( 3(I) es un N-filtro propio).

Demostracifén. Se desea demastrar que si I es un ideal

propio de 51(x, R) entonces B(I) es un
ideal propio de B(E(X, R)); esto es, existe un miembro de
jB(}((X, R)) que no es miembro de B(I). Para hacer esto,
demostraremos que es falsa la siguiente afirmacidn:
Todo miembro de 'ﬁ(?{(x, R)) es un miembro de 3(1); es

decir, I = S{(X, R).



Sea FDEZF((X, R) donde g £ 1; entonces existe Biejﬁ

y A g;EBi tal gue FD(X) -~ 0 para todo x € AC; es decir,

At < N(Fy) luega X \ N(f ) €A <B., por lo tanto, X \ N(F,)
S

es un conjunto acotado; ademés, por la definicibn de sistema

acotante, dado BiE;f- existen BJ e)g , h e (X, R);
M<hg 1 tal gque B, < EC(h), ag < N(h) per lo tanto,
X\ N(FD)SQE%_EQE(h); adem@s como suponemas que B(1) =
A (X, R)), dado h , debe existir un 9, tal gue n(gy) =
n(h) vy, por ser I un ideal entcnces g = gé € I, par lo tanto,

n(g) = n(h) g es positiva sabre X \ N(h) y g(x) > 0 para
todo x € E(h). Considérese ahora dos extensiones g y h de
g y h respectivamente sobre S;(X); observamos gue la restric-

cifn de a sobre E(h) es caontinua y no negativa. Definamos:

F(x) = ——, (xe E(F), 0 < §(x) <+®)
g(x)

fF(x) = +o , (x € [EC(R), g(x) = 0 )

f(x) = 0 ’ (x € E(h), g(x) = + )

entonces f es una funcidn continua y no negativa definida
en [E(h) con valaores en R; ademés, [E(h) es un GG y cerradno
en L (X) gue es localmente compacto, luego un sistema acotan

te }5 son los subconjuntos compactos de K (X); de lo ante-

rior se deduce que E(R) es un cerrade en un compacto, luega

compacto. Del lema 3.L.4., se tiene gue existe T extensidn
de ¥ a L (X) gue satisface las condiciones mencionadas del
lema. 5i consideramos ahora la funcifn contraccibn £, de

/‘

f a X, ella posee las siguientes propiedades:



(a) F1 gs caontinua y de valor finito.
(B) Fq(x) g(x) = 1 para todo x € E(h) por lo tanto, para
todo x € X \ NCFL)

A

Finalmente, la funcibn h . F1 = T posee las propiedades

(a) y (b) gue han sido satisfechao por f en efecto, es claro

1

que e St T y de valor finito cumpliéndose asi (a2);
ademis,
%(x) g(x) = h(x) . Fq(x) g(x) = Fq(x) . g(x) (x € ECh))

Como ? y h son elementos de (X, R) entonces
Fe (X, R).

A

Como g € I, el producto Y =g . f es también un elemen-
to de I; demostremos gue ahora Y (x) = 1 para todo x € X
FD(x) # 0. En efecto, FD(x) £ 0 si vy solamente si x €
X\ N(FD)€§ E(L) por lo tanto, FD(x) # 0 implica qgue

x € ECh), lo cual tiene dos implicaciones a saber:
(1) h(x) = 1; (1i) Fq(x) . g(x) = 1; ahora bien,

W(x) = g(x) . Q(x) = g(x) h(x) . r”,l(x) = g(x) « h(x) = 1.

Ademids, WPe€I luego fg -9el; pero fy . = fy siy
solamente si FD'u I; en conclusidn, para todo FDG,f((X, R)

€ I, de donde (X, R) & [; pero 1

[yl

5 un

< (X, R).

se tiene gue FD

ideal propio de H®(X, B) lo cual significa que I

It

De lo anterior se deduce gue como lP = 1 cuando FD £ 10

entonces por (b) fg - =~ fy€1 (—> ).

El teorema gue acabamos de demostrar, nos permite esta-
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blecer algunas propiedades entre ideales maximales vy

N-filtros,

Teorema 3.4.3. Todo ideal maximal es un N-ideal.

Demostracifin. De la definicifn de ideal maximal se

sabe gue todo ideal maximal es un ideal

propio; ademfs por el teorema 3.4.2. si M es el ideal propio

antes mencionado, entonces fS(M) es un N-filtro propio de

B(H(X, R)). Si M! es el N-ideal generado por N-filtro

B(M) entonces es obvio gque M & M! donde M! es propio por-

que N-filtros propios generan N-ideales propilos; pero recor-

demos, gue M es ideal maximal, por lo tanto, M = Ml.ﬁ&

esté

(a)

Definicifn 3.4.4. Un N-filtro propio se dice maxi-~

mal en B (R) si y solamente si na

propiamente contenido en otro N-filtro propio.

Teorema 3.4.4. Un N-filtro propio 2 es maximal en

B (R ) si y sclamente si o hien

Dado un miembro cualesquiera A de B3 (R ) gue no es
miembro de 3 y dado un miembro cualesquiera 3 de

A3 (R) existe un miembro C de ,% tal que AN C < B.

o bien
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(b) Si A es un miembro de Q](]D,Q) gque no es miembro de 3 , el

N~filtro generado por A vy A es 3)(31).

Demostracifin., GSe deduce fAcilmente del Lema 3.4.2, uti-

lizando las definiciones, &

Teorema 3.4,5, E1 N-filtro generado por un ideal maxi-
mal M de f{(X, R) es maximal. Recipro-
camente, si 3 es un N~filtro maximal, el genera un ideal

maximal.

Demnstracifin, Como M es un ideal maximal, considfrese

A vy B definido de la misma manera gue rl

teorema 3.b4.4L, y 3 BCM). Sean f, ge}{(x, ") de manera

i

gue N(Ff) = A y N(g) = B; ademfs, existe n en My }‘\&‘,H(X, n)
tal que g = Af + h; ademfs, por la praopiedad 1.1.1, N(f) N
N(g) &= NCATF + h) = N(g); es decir, AN C < B donde B = N(h);

del teorema anterior, se concluye la demostracifin.

Reciprocamente sea 3 el N-filtro maximal y M el ideal
generado poT %, gs claro gue 3 es propio, puestio gue M es
propio. GSea f € F{(X, R) donde T ¢ M; entaonces
N(T‘)(f: 3, p‘DI‘ causa del lema 3.L.3%. sahemos que si M! es el
ideal generado por T y M; vy, :55' es el N-filtro generado por
N(TY vy 5 antonces R' = 3(?4') y, POrT ser maximal, 3’:{3(}()

por lo tanto, M' = R en virtud del teorema 3.4.2.
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5. CARACTERIZACIOCN DE IDEALES FIJOS5 Y LIBRES.

En esta seccifin, generalizaremos algunos resultados

de [3].

Definicifn 3.5.1. Un ideal maximal de K(X, R) es fijo

si los miembros del N-filtro corres-
pondiente, poseen interseccifn no vacia. Se dice libre si la

interseccifin es vacia.

Teorema 3.5.1. (HEWITT). G5i p € X, la familia Mp de
miembros de K (X, R), gue se

anulan en un punto es un ideal maximal fijo. Reciprocamente,

=

si M es un ideal fijo entonces = Mp para algin p elemento

de X.

Demostracifn. Debemos demostrar que Mp = {f‘e}Z(X; R)

f(p) =0 } para alglin p X es un ideal
maximal fijo. Sea }ip : }Z(X, R) =R
fo—— U (F) = 7
}1p( ) (p)
J. , asf definida, es un homomorfismo de anillos; ademés,

ker }Lp = Mp; por lo tanto, Mp es un ideal de }Z(X, R).

Se comprueba fAcilmente gue LLD es un epimorfismo; por
4

consiguiente, el cociente de j((x, R) par Mp es isomorfo a R
que es un campop; por lc tanto, Mp s un ideal maximal. La

demostracifin de que Np gs ideal Tijo es inmediato.

Reciprocamente, sea M un ideal maximal fijo, sz tiene,
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por definicidn, que @ # (w F—q(D); por lo tanto, existe,

feM
-1 .
al menos, un p e X tal gue p g fw f (0); de lo anteriar
feM
se deduce que M E;M{p} = Mp; ahora bien, como M es un ideal
maximal, se tiene que M = ™ .
P A

Definicibn 3.5.2. Sea (X,T) un espacioc topolfgico

compacto qu(x) el conjunto de
todos los ideales maximales de G(X, R); si
G;::{P%JG'TT{ : felmj} con f € C(X, R) es una hase de ce-
rrados para una topologia, la topologia definida por(é;

sobre.ﬂ

“1 se denomina la topologlia de Stone Bubreﬁfk .

Teorema 3.5.2. (GBOULD). Si (X,T) es un espacio lo-
calmente compacto, todos

los ideales maximales de ﬁZ(X, R) son fijos.

Demostracifn. Sea N un nficleo de 5((X, R) donde N

no es elementa de rB(M) y M es ideal

maximal; X VW N es relativamente compacto, es decir, X \ N

es compacto. Sea {N. una subfamilia finita de

'1}1Si£n

A A ~ A
2(M), entanges N, N A AN AR

es distinto del vacio por el teorema 3.4.1.; ademds, como
cada Nr es cerrado y X\ N es compacto entonces

A E———
A(/‘\\ N N (X \ N) es distinto del vaclo per lo tanto es
N e A(M)

un ideal f1jeo.
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Teprema 3.5.3. (GOULD). S5i X es un espacio gue no es
localmente compacto vy
g_e.ﬂ(x) \ X entonces la familia M_ de todos los
f€:}Z(X, R) tales gue la clausura en J(X) de N(F) contiene
a a es un ideal maximal libre,

M. =¢!fe (X, R)|]aecl N(F)
. { / ENC?) }

es libre.

Dempstracifn. Denotemos por }: = {N(f) /| e Ma} ; se

desea demostrar gue }: tiene la propie-
dad de la interseccifn finita; en efecto, sean

N(f1), N(fz),...,N(fn)€}: entonces f,, f,,...,f_€ M_, por

2

lo tanto, a e cl N(Fi), Ui, implica que
S0

pu

n
ae fﬂw cl N(fi) = cl( (ﬁ\ N(Fi)), por el tegrema 3.3.3.,
i INQ.P; =i
n
por lo tanto, N(fi) £ D .

i="1

1l
BEN

Pasemos ahora a demostrar que F? es un N-filtro.
Sea N(F)eF , N(h) = ne B(R) y N2 N(F); como N= N(F)

entonces c1l N = cl N(f)>a; por lo tanto, N = N(h)ep
LX) (X

Sea N(f)GF: ; si N(Ff) = 2 entonces a€ cl 2 =@ 1o
J.00

cual es una contradiccidn, luego F: es un N-filtro.
Para demopstrar gue 7~ es maximal, consideramos un
nficleo Ny tal gue Ng @33 y N2 (R ); se debe demostrar

gque N contiene la interseccidn de Ny con algin miembro



N1eF5; esto es, N. N N, < N

0 1 ik

Comao ND & & entonces a & cl Ny; esto es,

AINGY!

a € (cl ND)D gque 2s un abierto, por lo tanto, un elemento

NG9!
de la familia A\/J(a); por el teorema 3.3.2., existe una ve-

cindad V compacta y G tal que V&= (cl N)E y VN N, = B;
* g0 -

sea A = VN X = E (f) de algln fe K(X, R) y NN N -1

g = 9 (M
para g € S{(X, R), entonces (1-f) . ge (X, R); demostremos

gque A< N((1-f) . g) = N,; en efecto,
xe A ==> (Xe V a xe X) ==> Ff(x) = 1
x € A ==> (1=F)(x) = 0 ==> ((1-F) g)(x) = 0 ==>

e==>x€ N ((1-f) g) = N,; por lo tanto, ASN,l. Pero,

coma A = XNV

cl A-cl XNAYVSel X N el V =¢l V =V=V;
ING®. L(X0 LX) LX) ACX)

por lo tanto,

Uf\clA;éEJ===1> aeclﬂ-clﬂ=#> a€ N,.
LX) R(X) A(X) L

De lo anterior se concluye qgue N1€F y (1-f) « ge M e
Demogstraremos, finalmente, gue N, N ND = NN Ny &= N.

Sea x € N,If\ND entonces x€ N, A x € N

1 0°

Como x € N, ((1-f) g)(x) =0 => (1-F)(x) g(x) =
0 r_——zD (1-f(x)) g(x) = 0; de lo anterior se deduce que
(f(x) = 1) o g{x) = 0, 51 f(x) = 1 entoncee x € V, pero

X € Ny vy esto, es una contradiccidn.



1=

Para g(x) = 0 se tiene gue x& N N Ny por lo tantao,

x € N N Npg&< N por lo tantao, ¥~ es maximal e I(F) es
maximal.
Por Gltimao, demaostraremas que I(F) = M, donde

I(F) = {F e {(X, R) [ N(F) € F}; en efecto, f e Mo ={>
N(F) € F~ puesta que T € Mo==> e A (X, R), N(F)
fe€ I(RK); par consiguiente, MEEI(F).

Recipraocamente,

fe (F)=> re K(x,R), nAeF
=> re KX, R), fe My e IR =

por lo tanto, M_ = I(R).

a

Observacifn 3.5.1. Hemos demostradao, en el capltulo

anteriaor, que J:(X), es localmente
campacto; por el lema 3.3.2. existe un sistema fundamental
de vecindades del punto p compacta vy G& gque es disjunta de
Ngs ademés, por el teorema 3.1.2. sabemas gue la traza
sabre X de ésta vecindad, es un caonjunto unitarioc de
f e (X, R) y que existe una funcibn g de ${ (X, R) cuyo

conjunta nulo es N N N Camao (1-f).g e K(X, R) ella es

0°
Q= . : _
incluso un miembrao de Mp par lo tantao, N1 6,3 Y N,l N ND =

NN ND &= N.

Tegrema 3.5.4. (GOULD). (a) Todo ideal de (X, R)
esta contenido en un
ideal maximal.

(b) Todo ideal maximal es del tipo Mp.
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Demostracifn. Del teorema 3.5.2. se deduce gue todo

ideal de §{(X, R) en L£(X) es un ideal
fijo; esto significa gue la interseccidn de la clausura en
L(X) de un N-filtro es diferente del vacio, por lo tanto,
existe un ideal maximal gue la contiene.
Si la interseccifin del N-filtro es reducido a un punto,

gentonces se tiene la salucién-§



CAPITULO IV

REPRESENTACION DE LX)
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En este capitulo haremos daos generalizaciones; la prime-
ra, consiste en la representacidn de L(X) mediante ideales
maximales; la segunda, generaliza un resultado de C(X, R) en
el cual el anillo clase-residuc generadao por un ideal maximal
es un campa. Finalizaremos este caplitulo poniendsc en eviden-
cia un isamorfismo existente entre la (Q-caompletacidn 9( X)

de X v el espacio de todos los ideales maximales de C(X, R).

Te REPRESENTACION DE f{(X) MEDIANTE IDEALES MAXIMALES.

Sea (X,T) un espacio topolfigico completamente regular;

sabemos, de las referencilas gue se indican:
1) Cada ideal fijo maximal de C(X, R) es de la forma:

My = {fe.c(x, R) [/ f(p) = 0} (pex) [12]

Tearema 4.1.1., Las siguientes afirmaciones son egui-
valentes:

(1) X es compacta.

(2) Tado ideal en C(X, R) es fijo.

(2*) Todo ideal en G (X, R) es fijo.

(3) Todo ideal maximal en C{X, R) es fijo.

(3*) Todo ideal maximal en C¥(X, R) es fijo.
(véase [3] ).

5i (X, C) es un espacio compacto, cada ideal fijo maxi-
mal de C(X, R) es de la forma Mp; es decir,

}L(X) = -{M & C0(x, R) I M es maximal}



4
1

altn més, la aplicacidn:

JLs X >~ Moo

p—— }L(p) = M

P
es una biyeccidn. (ver DZ] )/

Si (X,T) es un espacio compacto y si para cada

felC(X, R) y para cada pe X indicamos:

frop = {Mp€ J(x)/ fe Mp}
= e M -
oo {m e doo /e = o
entonces: Q—{FFP/FG.B('X, R), pex}
1

es una base de cerrados para la topologlia de Stone, que

denotaremaos por T, , sobre M), tal que

5t
~n)
x = M

P

El teorema de Gould que se desarrolla a continuacidn,

generaliza ésta situaciftn.

Definicién &.1.1. 5i ‘Hl es la familia de ideales maxi-

»

males de H(X, R) y si f. es un

miembro de (X, R) entonces denoctemos con Ai a la familia
: \
. E 7
{Mecﬂl : 1".1 M

Teorema L.1.2. (GOULD) (&) La familia {Ai} forma una

base de conjuntos cerrados
para la topologfa 3 sobre WQ,

(b) EL espaciocﬂl con la topoclogie }? es homeomorfo a L (X).



Demostracifin. £n j((x, R), todo ideal maximal es primo
por ser semi-regular; en vista de gue
cada ideal maximal en un semi-regular, genera un campo de
clase residual.
Sean A, = {med, /f e m}, A= {m edl/f, e M} y
= A = - . > . . G =]
A, = {meM s =7, P M} y e AU A, entonce
M eA, oMe A,; si M€ A, entonces f, € My si M € A,, se
i J i i J
tiene fj € M; esto implica gque para peX, (f, . fj)(p) =
fi(p) . fj(p) =0 = fk(p) siendo fk = fi . fj luego M € Ak;

de lo anterior se deduce gue Ai\J Aj SA, .

Reciprocamente, si M € Ak entonces fk = Ty . fj-; M;
pero, como M es maximal y 5(<x, R) es semi-regular, (ver
tearema 4.2.2.) por lo tanto M es primo, luego I fj e M
implica que (M€ A;) V (M € Aj); ges decir, M € AiU A

luego A, = A, U A..
1 J

k
(b) Acabamos de demostrar gque 0= {Ai} es hase de cerrados
para una topologia [ snbreuu., 5 Parao(Sﬂ , sea

F - () A.; entonces {F }, es decir la familia de las
(4 A e 1 o
1

intersecciones arbitrarias de elementos de ﬁ)., constituiré
la familia de los cerrados de la topologia T gque define la
base de cerrados {1 . Gracias a los tearemas 3.5.1. v
3.5.4., se puede establecer una correspondencila

Lxy ——- A

8 bt ©(a) = M_

donde es evidente gue es biyectiva. Ahpra hien
?



A = {ae R0/ v e ad={aelon/ w oen}
=leenoo/ £ em ) fa e RO/ £ita) - o}
= {ae L0/ ae WF }= W)
lo anterior significa que A, = 4 (N(F,)); esto es, que

cada A.l es la imagen bajo Y de un subconjunto cerrado

T M a =

i
Afad

) (:\ ‘P—/I (A.) = ' T\R—T? cerrado en L(X); por lo
A. e

€ * A €

N(F,) de KR(X). Luego, ag‘q(Fq) S %

1

tanto, Fo( es la imagen de un subconjunto cerrado de J:(X).

Reciprocamente, sea B un subconjunto cerrado de JX(X)

Xg € LX)\ B; por el teorema 5.3.1, existe una vecindad V

Ead
£

de B vy F‘iaﬂ( LX), R) tal qgue f, = 0 sobre UV y .(xpy)

de lo anterior se deduce gue X, é n(f,); esto es F.l¢ MXD.

Ademés, por el teorema 2.3.2. (b), X es denso en LH(X) y VU
es una vecindad de B, luego W(B) & A.; es decir, Ww(B) es
interseccifn de todos los conjuntos A gue cantienen a B; en
conclusién, la topologia de ‘”i definida mediante las imégen

de ¢ de los cerrados de f(X) es idéntica a &.

2e CAMPOS ORDENADOS GENERADOS FPOR IDEALES MAXIMALES DE

K (x, R).

Del teprema 3.5.1. (c) hemos visto que todo anillo de

clase residual de C o T7 generado por un ideal maximal fijo

la

es
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Mp s un cuerpo isaomorfo a R.

En (EF1& £) se presenta urn ejemplo de un campo-clase-
residual de un anillo de funciones continuas gue es isomorfo
con un campo cociente de un anillo clase residual de otro
anillo de funciones; el primer anillo es C(N) donde N es el

conjunto de los n@meros naturales; el segundo es C(X ) donde
>S=nV{o} vy o eBn -wn.

Nuestro objetivo es demostrar gue el anillo clase resi-
dual generado por el ideal maximal de J{(X, R) es un campa.

A pesar de gue no se ha especificado, todos los anillos
dados en los ejemplos citados, son conmutativos vy con unidad.
Para ohviar esta dificultad en f{(X, R); introducimos la si-

guiente definicifin:

pefinicifin 4.2.1. (a) Un miembro “ de un anillo con-

mutativao %% se denomina una uni-

dad local de f en P g1 @€-f = f.

¢
(h) Un anillo caonmutativo é% se denomina semi-regular si

cada f; en % posee una unidad local '“:"‘i'

Teorema 4,2.71. Dado un ideal I de un anillo semi-regular

- . §
“''y g un miembro de %% gue no esta en

I entonces el ideal generado por I y g es el conjunto:

{‘F : f - h + sg, he& I, 56'35 }

Demostracifin. Denotemos por <I U {g}:> = 1! el ideal




- B85 -

generado por I & g; veamos gue forma tienen los elementos

de I'; para n¢€ Z un elemento tfpico es s€ed he I

h + 8¢ + ng = h + (n+t8) g = f, es un elemento de I'; como el
anillao %% es semi-regular, luego se tiene ng = n(eg) = (ne)g

= f, y, por consiguiente
s + nNg = 89 + (n.e) g = (8 + n.e) g =71' g

donde ! = 8 + n.e &€ %@
A

Corolarig 4.2.1. Todo ideal maximal de un anillo semi=-
regular genera un campo de rclase resi-

dual.

Demaostracin. Ver [4] N

Teorema &.2.2. (GOULD). JR(X, R) es un anillo semi-

regular.

Demostracifin. GSea @ # E S X acotado; sabemos gue existe

QGH(X, R) tal que @(t) = 1 para todao
t € E; por lo tanto, esta funcibn es la unidad local de f si

el soporte de f est8 contenido en E.

Definicifn 4.2.2. Dado un ideal maximal M en j?(X, R);

la clase de equivalencia mfdulo M de

fe fT(X, R) seri denotada paor M(f); en particular,M(®)se deno-

tard por 0.
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Definicifin 4.2.3, (a). Dado un ideal maximal M y un

elemento f en }{(x, R): decimos
gue M(f) 2> 0 si existe g en j{(x, R) tales gque g 20 vy M(F) =

M(g).

(b) Dado dos elementos f y g en j{(x, R); decimos gue

M(F) > M(g) si M(F - q)> 0.

Con las dog definiciongs antes mencilonadas, estamos en

capacidad de imponer un orden total sobre H(X, R)/M.

Teorema 4.2.3, (GOULD) (a) S5i M(F) >0 y M(g)_> 0,
entonces se tigne las si-

guientes relaclonesg:

(1) ™M(f + g) >0, (ii) M(Ff . g)> 0.

({w]

(b) Para todo FER , o bien M(F) 2> 0 o hien M(-F) > O.

(c) 6Si tanto M(F) 2> 0 come M(~f) > 0 entonces M(f) = O.

Demogtracifn. (i) En efecto, sean f, g ¢ R (x, R) y
M un ideal maximal en dicho anillo;
entonces, existen Y., qu € M tales gue

f =¥ 1t h

g =P, + hy
>2 0; por la tanto, por ser M(F) >0 vy M(g) > O;

f r g = (qu 4—KP 2) + (h1 + hz)

donde l?q - %32 €M vy hy + hy =4

l]

H

donde h h

17

N

luegn:
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M(Ff + g) = M(\p,I e $32) + M(hy + hy) = M(hy + hy)

de donde por la definicifin 4.2.3. (a) se tiene M(f + g) > 0.

(ii) Sahbhemos gue:

Fog= @y Py+hghy s Porohp+ @,0y
donde el primer, tercer y cuarto término son elementos de M;
lueqga,

M(F . g) = M(h,I 5 h2> >0

por lo tanto, se concluye le demostracifn,

(b) Considfrese:

£* = sup (F, m), f7 = - inf (F, m)

. + -
entonces, es evidente gque f', f son elementos de R; por ser

R/M un dominio de integridad vy M(f+ . f7) = 0 entonces se

tiene o bien M(FY) = 0 o bien M(FT) = 0 y fF, F > 0.

1er. Casa: M(F~) = 0.

,l.

En efecto como f = f° ~ 7, M(f) = MCFTY -

MCFTY = M(F¥) >0, luego M(F) > 0.

2do. Caso: M(f') = O.

Coma f = f+ -

Py M(F) = MCFT) = M(FT) =
-~ M(f7) entonces M(~-f) = M(f ) 2> 0 concluyendo asi la demos-

tracifin.

(c) Demostremos, en primer lugar gque para cada T € f((x, R,
fFTE Mo fTe M.

ES “w

Notemos que: T . f = 4 & M, luegag M(f+. F7Y = M@ = 0.



Caoma f{/M gs dominio de integridad vy M(F+) .
tonces o bhien M(FT) = 0 o bien M(f7) = 0 la

lente a Y€ M o hien f e M.

Caso (a). Supongamos gue f e M.

En este caso, recordamos gue

M(F) = M(F*) > 0. Supongamaos, por hipotesis,
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M(FT) = 0, en=

cual es equiva-

por (b) se tiene

que M(-Ff) >0

entonces es claro gue M(Ff) £ U entaonces existe h >0 tal gue:

MCFT) = M(F) = M(-h)
es decir, existe g & M tal gue g = Y o4 h.
Dhservamos gue

Xx € N(g) si vy solo si g(x) =10

x € N(g) si vy solo si FH(x) + h(x) =0

(F (x) >0, h(x)>=0)

-+

o}

X N(g) si vy solo si f

X

0]

X

Y

por consiguiente:

NCg) = NCFTY O nen) & Neeh)

N(g) si vy solo si x€ (N(FT

(x) = DA h(x) =0

N(g) si v solo 31 x€ N(FP) A x € n(h)

) N N(h))

luego por el teorema 3.4.3, se tiene gue f1© M.

Fn resumen, Frte M y1;'e M entonces f' - £

tanto M(F) = 0. A

= f € M por lo

Tecremsg 4.2.4. (GOULD). ELl campo de clase residual

e ety

ideado por =21 ideal maximal M de

'K(X,R) y ordenzda de acuerdo a la definicibn 4.2.3, contiene

un subeonjunto isomorio a 12 recta real



Demastracifin. Sea fq € (X, R) tal gue M(F,) es la

identidad en R/M; como M es un ideal
maximal, entonces M es un N-ideal, luego M( 'Af’,l) # 0 para

cualguier A #£ 0. Considérese ahora la aplicacin

P <M(F> R

Ae MOF) = MO T — A

Y es bhien definida.

En efecto, si M('j\f’,l) = M~ f’,l) entonces
que PMcx -por ] < @[M@®] por 1o tanto, A-p =0,
esto es 7\:};,.

<M(f’,|)> es campo de unidad M(f’,l).

PMCATF) + MORF ) = (MCA+RIF) = A+ jo =
AT D) + P M,

CMOATL) - MO P) = QMMCNLPIF ) = Ao =
WMCAT D) « LT

‘.D es injectiva.

PMAF) = QMR F) = ©@MA-)IF) = 0 =
=> A= ==> MINF) = WP,

\D es epimaorfisma.

Esto resulta del hecho puesto gue para cada }J‘-‘e R,
‘P(M(}bf’,l)) —}Lb
Ademés, (P(M(f’,])) = WM . f,l)) = 1; luego, P es un iso-

morfismo de campos.

Sea M(f’,]) la unidad de B/M ( - {g + M/ g e':R} )
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se demostrar& ahora lo siguiente:

.

(1) M(F,I) =2 0

(ii) ¢ AER, M(AF1)20<}=:D A>0.

Demostracidn. Sabemos que f, = F: - F; y gue par el

teorema 4.,2.3., o bien f‘: € M o bien

e
|

1

il

€ M. Supongamos gue F: € M, entonces coma F:

entonces:

+ -
M(F,I) = M(F,I =N

+ + 4
,I)=M(F,I+F,I)=M(2F,I)=M=ﬂ]

puesto gue F: € M; luego, M(F,) @ (——> =) puesto gue

M(F,I) es la unidad de "R/M.

M(F,]) = M(F1 - F

5i F: £ M. entonces se tiene gue F; € M; pero entonces,

+ - + - +
,|)=M(1°,I )—M(F,I)—_-M(F,I)- 1
y>2o0 puesto gue F; > 0; luego M(F,I) 2> 0.

1

De la demostracifn gue acabamos de hacer, se tiene gue

= M(F

M(F,I) = M(F:); luego M( ?\F,]) = M( ',\F:). Supongamos gue

0

= M(AT,) = M(A F:); entonces existe h » 0 tal que

M(',\Ffl') = M(h); por lo tanto, existe J- €M tal que ?\f: - h =
Sea x € X \ sop (M); entances (AF: - h)(x) = XA (x) = 0

por lo tanto, 7\?: (x) = h(x) 2 0; pero, como £ o(x) > o,

/I

por consiguiente, A > 0.

Reciprocamente, A>0 =(> ',\F: >0 :.—4> M(’AF:) > 0;

pero M(';\F,]) = M( RF:) > 0, por lo tanta, M( AF) 2 0.

Para concluir, sdlo nos resta demostrar gue * 2s un
’ g

isgmorfismo de orden. En efecto, sea M(C\F,1) elemento de

<M(FI)> tal que M(?\f,l) < M(}qu) entonces

IO



MCpF, - A f,) 2 05 por lo tanto, M((p - A)F,) 2 0y, por
(i), se tiene gque F- A 2 0; esto es, A SP«; de lo anterior
se deduce que lP(M(RF,I)) £ YM(p 422 luego

<MCAF > =

3 A

Definicibn L4.2.4. (&) Si el subconjunto

{M()qu) :',\e[R} de R/M es

idéntico a '-R-/M entonces M se denomina un ideal real.,.

(h) §5i {M(Rf,l) g 7L€IR} es un subconjunto propio de R/M,

M se denomina un ideal hyper-real.

Ejemglu L,2.1. (a) Todo ideal maximal en c* es real;
esto es, si el ideal maximal es

fijo o libre.

Ejemplo 4.2.1. (b) Todo ideal libre maximal en

C(X, R) es hyper-real.

Ejemplo 4.2.1. (c) Si W es el conjunto de los nlme-
ros naturales, entonces todo ideal

libre y maximal en C( N, N) es hyper real.

Definicibn 4.2.5. Un subconjunto S de un conjunto to-

talmente ordenado A se dice cofinsl
si para cada x € A existe s € § tal gque s 2 x.

Un cuerpo & totalmente ordenado se dice arguimediano

si {ne/ ne N ee!%} es cofinal.

Sea M un ideal maximal de (X, R); diremos que M es



arguimediano si el cuerpao {P4(2.f1)/ Ae R } es arquimediano.

(M(f,)) indica la unidad en R/ Mo

Definicién 4.2.6. Un espacio vectorual ordenadao

(E, 4, «, € ) tal gue (E, € ) es un

reticulado se denomina un Espacio de Riesz.

Lema 4.2.1. 51 E es un Espacio de Riesz entonces son
equivalentes:
(i) E={0} o 2R

(ii) E es arquimediano y totalmente ordenado.

Tecrema 4.2.5. (GOULD). Un ideal maximal M es real
si y solamente si es arquime-

diano.

Demostracidn. Sea M un ideal maximal y real cuales=

quiera de ;((X, R); como M es real, en-
tonces H(X, R) /M = {).M(F,l)/ 'AGP} . Sea
M(F1)€ (X, R) /M; entonces existe n € N : A €n; esto
es, existe ne N tal que n - A > 0, luego (n - A ) M(Fq) =
= M({(n - A ) Fq) > 0 lo cual implica que M (n(Fq)) > M(S\(Fq));
esto significa gue {n M(F1) /, nen } es colineal, luego M
es arguimedianao.
Reciprocamente, sea M un ideal maximal arguimediano; de
las definiciones 4.2.1. v L4.2.2. se tiene claro gue
{M(Riﬂﬂ : Ae R } es un espacio de Riesz y gue es distinto

de M = M(0) pues al menas M(Fq) es ctroc elemento de €1; 2n



conclusifn {M(A Fq)/ aed } es un espacio de Riesz totalmen-
te ordenado distintoc de {D}, luego por el lema 4.2.1., 5
isgmorfo a [R; por lo tanto:

Rym= {mar) [ Aer} 2R

1o cual implica gque M es rTeal.

Teorema h4.2.6. (GOULD). Todo ideal maximal fijo de R

es Teal.

Demostracifn. Sea Mp un ideal fijo maximal; por el

teorema 3.5.1. la aplicacidn MD(F)

Mp(f“) — f(p) es un isomorfismo de K(X, IR)/ en R
M
p

luego por la definicidn 4.2.4, Mp es real.
Hemos visto gque todo espacioc X, completamente regular,
e .z 3 X
posee una compactificacidn jBX y que C7 (X, R) y C (jﬁX, R)
son algebraicamente isomorfos. Al preguntar cual es 21 &néa-
logo de ésta propiedad en el anillo C(X, R), Hewitt introduce
la nocibn de Q-espacio (real ccmpacto) y se demuestra gue es-

tos espacios juegan un papel ardlogo en C(X, m).éa

Definicibn 4.2.7. Un espacioc completamente regular X

se dice un Q-espacio con respecto a

su sistema acutant975 si todo ideal libre y maximal en
H(X, R) es hyper-real.
Recordamos gue un campo [ se dice arguimediano si:

V ael ,:3r1€ N :a=ne



donde e es la identidad de K. Un campo totalmente ordenado
¥ no es arguimedianc si existen elementos infinitamente
grandes; esto es,
Jaelk : a>n e, Y nel.
Un elemento b de 8 se dice infinitamente pequefioc si:
b>0 A b<ie, VYnel
esto es eqguivalente a % >ne, VYneN; esto es, — es infi-
nitamente grande.
Luego un cuerpo totalmenite ordenado no es arguimediano

si existen elementos en K infinitamente grandes, si y sola-

mente si existen elementos en [ infinitamente peguefios.

Teorema 4.2.7. (GOULD). Si a € L(XI\ X y M_ es un
ideal maximal libre definida

por: M_ = {f e (X, R) | ae ci N(f)}

INGS)

entonces:

(a) Ma(F) - 0 implica gue f(a) = O

@M Sl Ma(f) no es infinitamente grande, entonces Ma(f)
difiere por un elemento pegquefic o nulo, del nimero
real F(a).

(c) 6&i *a(F) es infinitamente grande y positiveo (resp.

negativo) entonces f(a) = +oo (resp, -~ o).

Demostracidn. (a) Camo Ma(f) = 0, entonces Ma(F) = M,

por lo tanto, si f € Ma entonces

agcl N(f). Pero, come a € cl N(f) entonces existe

LX) INGY]



(X o ) N(f) tal que a = lim x, ; luego,

de A =

(A
f(a) = T ( 1lim Xg ) = lim F(x) = lim f(x) = lim 0 =0
FETN de A = ol €A « den
(b) Primer caso: 0 < Ma(F) - f(a) Ma(fﬂ)'

Supangamos gue Ma(F) - f(a) Ma(F1) no es infinitamente

pegquefio, entonces existe g tal gue

= 1
Ma(F) - f(a) Ma(Fq):Z e Ma(F1)

g
1 (%)
( -y fq)

0 sea: M _(f) - f(a) fF,) 2 M
a 1 0

a

Coma: F(a) vy ?1(8) = 1 son finitos y como la funcidn
n Ma(h) —> h(a) " preserva el orden de los elementos fini-

tos, resulta gue de (%) se deduce gue:

0 = F(a) - F(a)

F(a) - F(a) . 1 = F(a) - F(a) T, (a) =

i

- 1 - 1
(f - F(a) Fq) (a) = FE Fq(a) = HB

o sea: o >

IJI_\

, con ng € )| (—*—4——)
0

Luego: si 0 < Ma(F) - f(a) Ma<f1)’ €l es un elemento infi-

nitamente peguefio de }l/Ma

Segundo caso: 0 < F(a) M (F ) = M (F)

la demostracidn es analoga.
Y como siendo Ma(F) no infinitamente grande sAlo puede
ocurrir gue:
M (F) = F(a) M_(F) =0
o hien 0 <M (F) - f(a) Mo (F,) v finito

o hien gque 0 < f(a) M_(F ) = M (F) y finito



1
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se tiene gue: la diferencia entre el real F(a) y Ma(F) es

infinitamente pequefic o nulo en R/ Ma'

Corolario 4.2.17. Un espacio completamente regular X
es un {d~espacioc (con respecto a )3 )
si y solamente si para todo punto a en K(X) - X existe un

miembra f de (X, R) tal gue F(a) = + .

Demostracifn. S5ea a € K(X)\ X, M_ un ideal libre vy
maximal; cama X es [ -espacio entocnces,
M es hyper-real, par la tanto, K(X,H) / M, no es arguime-
diano yfademés, existe Ma(f) infinitamente grande y, por la
propaosicifn 4.2.7., f(a) = +® .

Reciprocamente, sea M un ideal libre y maximal de
(X, R); necesariamente, existe a € KN(X) - X con M = M
ahora bien, por hipotesis sabemos gue existe T € R(X, 129
tal que f(a) = + 0 ; pero, esto implica que Ma(f) es infi-
nitamente grande, esto es, K(X, R) / M no es arguimediana,

es decir, Ma es hyper-real.

Definicitn 4.2.6. E1l conjunto de todas los A x perte-

neciente a RK(X) tales gue para toda
fen F(AX, R) y la extensibén F a L(X) se tiene F( Ax) es

finito, se denomina la Q-completacin ~) (X) de X.

Teorema 4.2.6. (GOULD). La Q-completacidn ~Q(X) de X
es isomorfa al espacioc de
todos los ideales maximales le de Q(X, R). El1 espacio “\)(X)

gs un Q-eepacion.



CONCLUSIONES



A continuacibn, exponemos cbhmo se han utilizado las re-
ferencias bibliogré&ficas y las principales modificaciones gue

hemos introducido en las demostraciones.

Capftuleo I: Preliminares.

Con el objeto de caracterizar los espacios completamente
regulares hemos establecido el teorema 1.2.2. gue da condicio-
nes de equivalencia, las gue hemos logrado mediante una sinte-
sis de los resultados dados en el capfitulo ITII de [3] y en
[12].

Para generalizar la compactificacifin de Stone—Eech—AlexaE
droff, construimos j%x en el teorema 1.L4.5.,; ademés, caracte-
rizamos algebraicamente clpG’[X] en los teoremas 1.L.6. vy
1.4.7.; las demostraciones de estos tevuremas han sido modifi-

cados de los gue aparecen en el capitulo XI de {3].

Capftulo II: Compactificacifn de Stone»Eech-Alexandruff de

un espacio completamente regular.

S5e considera un espacio completamente regular con un sis-
tema acotante y se generaliza el concepio de compactificacifin
de Stone-~Cech-Alexandroff gue establecemos en los tecremas
2e2e2¢y 242,34, 2.2.4. y 2.2.5. También se han modificado

las demostraciones de estos resultados gue aparecen en LS].

El resultado para la compactificacifin local de un espacio
completamente regular con un sistema acotante gue aparece en

[5] ha sido establecido en el teorema 2.3.2. con algunas modi-



ficaciones.

Capftulec III: Ideales y N-filtras.

Se ha dado una nueva construccifin de 35X, usando los
filtros y n~filtros gue se ha presentado en el teorema 3.2.2.

me jorando los resultados del capitulo VI de [3].

Igualmente se han caracterizado los ideales fijos vy

libres sintetizando algunos resultados del capftulo II de [3].

Luego se ha generalizado los resultados anteriores para
un espacio completamente regular con un sistema acotante me-
jorando los rasultados de [5] y [8] gque han sido establecidos

en los teoremas 3.5.2., 3.5.3. y 3.5.4.

Capftulo IV: Representacifn de L.

Me jorando los resultados de [5] vy de [BJ se representa
Jl(X) mediante ideales maximales y gue ha sido establecido en

el teorema L.1.1.

Tamhién hemas modificado los resultados de [3] y [5]
sohre campos ordenados generadaos poar ideales maximales de

}((X, R) v se ha establecido en el teorema L.2.4.

Finalmente, se han modificado algunos resultados de {5]
y de [6] para establecer el teorema 4.2.8. gue permite definir

un (J~espacio.



ANEXO



- 1 -

Teorema. j{(X, R) es separante.

Demostracifn. Sean Xqs %o < X caon X # Xo3 ©OMO

BX(X, R) es separante existe fe B*(X, R)

tal que DK €7y F(x,]) = F(xz); lo anterior significa gue
F(xq) y F(xz) no pueden ser ambos ceros a8 la vez; esto signi-
fica gue IF(xz) - F(xq);;> 0.

Considérese la funcidn:

= IF - Flx) | AT
IF(xq) - F(xz), !

es claro que OKog {1 V. g(x,]) = 0, g(xz) - 1. Como (X,T)
es completamente regular vy ?5 un sistema acotante, por el

teorema 2.1.17. (c) Xo € X luego existe Bi ePB tal gque

X5 B, vy, por la definicibn 2.1.1. (8-3), dado B,

existe Bj635 y h € C(X, R) tal gue:

X5 © é’is; h—1(1); B = n~ ()

definamos ahora la funcibn k = g . h; para cada 7 ¢ Bg £

0

s

k(z) = g(z) . h{z) g(z) . D 0

it

lo cual significa gue k € Si(x, R) puesto que el soporte de

k es el acotado Bj‘ Ademés,

k(x,) = g(x) . hix,) =0 . kix,)) =0
) - — - -
k(xz, g(xz) . h(xz) =1 .1 = 1
luego k(xq) =0 £ 1= k(xz) concluyendo asi la demostra-

» 2
C10ma 2
&
FitaN
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