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INTRODUCCION

La presente investigacién tratard sobre algunas técnicas
de operadores no lineales enh espacios de Banach. El propé-
sito fundamental de este trabajo consiste en describar
de diversas maneras algunas técnicas, para que nos faciliten
manipular con mayor destreza dentro del campo del andlisais
la teoria de operadores y especialmente en los espacios
de Banach.

Puesto que una de las 1iniciativas que surgen dentro
del estudio de 1la ensefianza de la matemAtica, consiste
en buscar nuevas maneras de presentar los contenidos matemi-
ticos a ensefiar en todos los niveles y en especial a naivel
superior con el préposito de lograr mejores resultados
en el aprendizaje. Es por ello que la propuesta de estudio
que se presenta en este trabajo estd orientada dentro de
la dindmica que mueve a todo sistema educataivo.

La descraipcidn dg los contenidos que se desarrollaran
en esta:investigacién, es la siguliente:

En el.primer Capitulo se hace una breve descripcidn
de las definiciones, proposiciones y teoremas mas importan-
tes que nos permitiran dar las bases necesarias para desarro-
llar la teoria correspondiente a los operadores no lineales
Y que permitan enmarcar este estudio dentro de los espacios

de Banach.



En el Segundo Capitulo, se describen las técnicas sobre
operadores no lineales que se han considerado para este estu-
dio tales como las contractivas, de compacidad, analiticaidad
y monoténicas, cada una de ellas estard acompaifiada de su res-
pectiva teoria y de ejemplificacidédn correspondiente.

En el Tercer y ultimo capitulo se hace una revisidn de
los praincipales resultados de Browder y otros autores, a los
cuales se les aplica técnicas similares a las utilizadas por
ellos, obteniendo asi algunos resultados nuevos.

Finalmente se presentan algunas consideraciones que el

autor del presente estudio considerdé sugerar.



CAPITULO I

PRELIMINARES



ESPACIOS METRICOS

Definicaidén 1l.1.

Un espacio métrico es un par iM,d) formado por
un conjunto .M no vacio y una aplicacién d: M x M——————5R+,
llamada distancia en M(o métrica) denotada por d(x,y) para

todo X,y € M que cumple los siguientes axiomas:

gl) d(x,y) = 0 si y sblo s1 x = y.
dz) Para todo los x,ye& M, d(x,y) = d(y,x).

d3) Para todo los x,y,z € M, d(x,z2)< d(x,y) +
d(y,z) (desigualdad triangular).

Los elementos de un espacio ‘métrico pueden ser de natu-
raleza arbitraria: nimeros, puntqi, vectores, funciones, con-
Juntos, etc. Sin embargo los llamaremos siempre los puntos
de M.

Cuando no se preste a dudas se denota el espacio métrico

con el mismo simbolo que el conjunto base.
Ejemplos.
1. La recta real R.
Sea M = R.y d la aplicacién de R x R en R definida por:
d(x,y) = |x-y| péara todo x,ye R

Teniendo en cuenta las propiedades del valor absoluto
es i1nmediato comprobar que d es una métrica en R, y se cono-

ce como métrica natural o usual de R,




Al espacio métrico ( R,d) lo designaremos simplemente,

por la recta real R.

2% El espacio euclideo R".

Sea M = R? y d4' la aplicacibén de R" x R" en R de-

finida por:
a'(x,y) = [ é (xl—yl)z ]1/2 para todo
1= .

_ _ n
X = (x.l' CRCRC I xn)l Y= (yl' IR Yn)é-'m w

Los axiomas dl' d2 son i1nmediatos. Procbaremos d3.

n
Sean X = (xl,..., X ),y = (yl,..., yn) Yy z = (z;,..., zn)E.R

n

Hagamos a_ = - = - = s34
g 5. Xy 2, ¥ b1 % y, para 1 1, .

2

i(x—y)

=i 5

S v, i

1=1 (al+bl)

Lo N L
—ial+2 a; b+ b, (*)

=1l 1=1 i=1

Entonces

[d'(x,y):l z

Por 1la desigualdad de Cauchy-Schwarz

i Elbl__-é-_ (i ai)l‘,2 (ibi)l/z de (*) se obtiene
1i=1 1=1

[d-(x.y)ﬂ é[(g az)lfz . (i bi)uz_'] 2

{¥*]

[arx.9)) % [ar(x,2) + a*(z.1)]?



Finalmente, extrayendo la raiz cuadrada en ambos miem-
bros de (**) se obtiene la desigualdad triangular (d3).
La métrica d' definida en esta forma se conoce como la

métrica euclidea.
El par ( Rn.d') se conoce como el espacio euclideo n-

n
dimensional R .

3. La métrica del maximo en Bn.

Sea M = R" y 4" la aplicacidn de R® x R" en R definida
por:

d"(x,y) = Max |x1-y1| para todo x = (xl,..., xn)

l1<i%n

& n
Yy = (¥5, «eey ¥y ) ER.

En este ejemplo probaremos los axiomas dl, d2' d3.

d,) d"(x,y) = 04— Max |x, -y | =0

I€1i=n
Como Max |kl-yl|£3 l%, ¥, | \/1=l, ..., N se tiene que
1<41sn
d"[er) - Oﬁ ]xl-Yll = 0 Vl=l: eee, N
a"(x,y) = Ud:xl B R V1=1.. ses, N
a"(x,y) = 0 & *. * 9, \{1=1, s 0
d"(x,y) = 06— x = y.

d,) d"(x,y) = Max |x -y | = Max |y -x|
141%n 1€£1%n

entonces d"(x,y) = d"(y.x).



d;) d"(x,z) = Max le-z
1€1&n

N

Como \/ i=l, ssweq B3 |xl-z1|5§ |x1—y1| + |y1-zl| y

ademas \/ i=1l, ..., n; le—y1| estd acotada por el maximo

al igual que Iyl-zll, es decar:

|x,- vy | £ Max |x -y | V1=1, cee, M
| Va1, e m

Sumando miembro a miembro tenemos:

S < Ma -
ly,-2, 1< Max ly,- 2,

Ix,- 2 | € Ix =y, | + ly,-z ] € Max |x -y | + Max |y - z

1
1<£1<n 1<1%n
Luego Max [xl-zll < Max !xl-yll + Max lYl“zll
1€1<n 1<1<n 1€ 1€n
Por consiguiente d"(x,z) < d"(x,y) + d"(y.z)

Observacién.

Sean d', 4" las métricas dadas anteriormente.
Cualesquiera gque sean X,V & RrR" existe un enterc positivo n
tal que:

d"(x,y)L d'(x,y) £ nd"(x,y).

Ejemplo.

Sea B(X; R) es el conjunto de todas las fun-
ciones acotadas. Se sabe que la suma, la diferencia y el

producto de funciones acotadas son funciones acotadas.



En B(X; R) definimos una métrica ponlendo para

f,9 € B(X] R) arbitrarias d(f,g) = Sup |f(x)-g(x)|. Esta
xe X

métrica recibe el nombre de métrica de la convergencia uni-

forme o métrica del supremo.

Sea X = [a,b] . Dadas f,g : [a,p]—————?ﬁ acotadas,
la daistancia d(f,g) es la longitud de la mayor cuerda verti-
cal que se puede trazar uniendo la gréfica de f a la de g.

Asi, por ejemplo, en el espacio métrico B([b,i] , R) la das-

tancia de la funcidn f(x) = x a la funcidén g(x) = xz es

d(f,g) = 1/4.

r'd

Y1

¥ bias saasaensmass

]
o it
L

En el caso que X = {1,2,3, R n} toda funcidn

f : X—>R es acotada y se identafica a una lista

(xl,...,xn) donde x. = f(xIL X, = f(xz), i bay X

1 = f(xn).

n



Asi para X = {1,2, NSl n} tenemos que B(X; R) = R"

y la métrica del supremo coincide con la métrica del maximo.

Definicaidén 1.2.

Una sucesi6n en un espacio métrico M, es una

funcidén que a cada nuimero natural n € N, asigna un elemento

xne M.

Definicidén 1.3.

converge
Diremos que una sucesidn (xn)n c N g

hacia x € M y la denotamos x —X 6 Lim x, =X
n

cuando d(xn,x)——-——-—>0, es decar V&} 0, }noe N tal que
ax )< E . Y nzn,.

Definicidén 1-4.

Una sucesibdn (xn) de M se llama una
né&N

suces16n de Cauchy si para cada £ > 0, existe un n_, tal

que v nme& N con n,m2n_ se tiene d(xn,xm)éﬁ :

Proposicidén 1l.1.

En un espacio métrico M, toda sucesidén conver-

gente es de-Cauchy.1

1. Fernandez, José L. y De La Torre Molné, Graciela. An&a-
lisis Matem&tico. Editorial Pueblo y Educacién, 1983.
Pag.: 37-38.



Definicidén 1.5.

Un espacio métrico M es completo si1 toda suce-

s16n de elementos de M converge a un elemento de M.

Proposicién 1.2.

El espacio euclideo R" es un espacio métrico

completo.
Demostracidén.

Sea (xn)n e\ una sucesi6n de Cauchy en R"
donde x = (nﬁi, S .czl. Entonces, dado £> 0, existe un

entero positivo n_, tal que

d(x_,x;) =[§zl {Q(; - ad;)zj 1/2<:£ slempre gue

r.,.s>2n
(o}
Por tanto, paracada i=1l, ..., m
¢t - LT E slempre que r,s> n_ .
r s o
Es decair cada sucesién componente (aC:) €s una su-

ne N
cesi6n de Cauchy en R. Como R es completoz, existe un

nimero real o' tal que «* = Lim {:, para 1 <1< n.

N—%as

A containuacidén verificaremos que el punto x=(¢¢‘,...,acm)

2 Haaser, Norman y Sullivan, Joseph A. Analisas Real.
Editorial Trallas; México, 1978. Pag.: 54-55.



es el limite de la sucesiédn (x_) .
ne N

Sea £ >0, entonces para cada 1=1, ..., m existe un

entero positivo n_ tal que:

|a<:'o(l| < &) v, siempre que n > n

1

Se = : =
a “0 Max {nl £ oA=L, e m}, entonces para nJ}no

2
‘i 1 .4 | 142 f 1/2
se tiene que d(xn,x) = {n(n - K7) ] < l—'l=1 E'E] <

1i=1

m
Por consiguiente R es un espaclo métrico completo.

Definicidén 1.6.

Una coleccién {ul : 1€ I} de conjunto abier-
to en un espacio métrico M, es un cubrimiento abierto de un

conjunto A en M si Ag;; LJ Ul.
1el

Una sub-coleccidn {Ul, 1€ F, F flnlto} de conjuntos

en el cubrimiento abierto {Ul, 1€ I} se llama sub-cubrai-

miento abierto finito de A sa AC_:. Ul
1€ F

Definicidén 1.7.

Un subconjunto A de un espacio métrico M es
compacto si todo cubrimiento abierto de A contiene un sub-
cubraimiento abierto finito.

Se dice que un espacio métrico M es compacto si, como

conjunto, M es compacto.
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Teorema l.1.

Sea M un espacio métrico; en €1, las siguientes

condiciones son equivalentes.

1. M es compacto

2. M es secuencialmente compacto (esto es, toda sucesidn de

puntos d2 M contiene una subsucesidén convergente).

3
- M es completo y acotado.

Definicibén 1.8. Continuidad en espacios métricos.

Sean (M,dl) Y (N,dz) dos espaclos métraicos.
Se dice que una funcién £ de M en N es continua en el punto
a €M s1, para cada E}O, existe 5) 0, tal que

a,(£(x), f(a)) £ £ siempre que dl(x,a)<<g %

2 7 Haasér, Norman y Sullivan, Joseph A. Analisis Real.
Editorial Trillas; Meéxico, 1978. Pag.: 112-114.



11

ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS.

Definicidén 1.9.

Sea E un espacio vectorial real. Una norma en
E es una funcidén real |.|] : E—— K (K puede ser C &6 R)
que asocia a cada vector x € E el numero real x| llamado la

norma de x, de manera que se cumplan las propiedades siguien-

tes:
Nl) Ix] = 0 si1 y sé6lo s1 x = 0.
N,) Para todo x € E y todo Ae K, | x| = PRIEIR
N3) Para todos los x,y € E se tiene que
Ix+yl £ Ixl + lyl (desigualdad triangular).
Al par (E,|] |) formado por un espacio vectorial E y

una norma en E se llama espacio normado. Un mismo espacio
vectorial puede tener diferentes normas.
Todo espacio normado es métrico con la distancia asociada
a la norma definida por d(x,y) = |x-yl. Un espacio normado
se considera métrico con la distancia asociada a la norma.
No toda distancia d en un espacio vectorial E proviene
de una norma. Para que esto ocurra tiene que cumplir las pro-
piedades siguientes:
1) Para todos los X, vy& Evy he x
a A x, \y) = ]de(x,y) (homogeneidad po-
sitiva para homotecia).
11) Para todos los x,y,z en E, d(x+z,y+z) = d(x,y)

(1nvarianza para traslaciones).
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S1 d es una métrica sobre un espacio vectorial E que ve-
rifica estas dos propiedades, entonces la funcién
-] : E—mR
X———> d(0,x) = |%x] es una norma en E, vy d es la distancaia
asociada a esta norma.

Una propiedad que tiene el valor absoluto de un numero
real y gue se cumple en todo espacio vectorial normadc E es
la siguiente.

Para todos los x,y en E
| Ixi - Iyl | £ Ix-yi-

Ejemplos de espacios normados.

1. El valor absoluto (o médulo) de un numero real hace de
R un espacio vectorial normado.

2. En el espacio vectorial B(X! R) se define ﬂfl=Sup{jf(x)[:
X € X}
Veamos que es una norma.

Esta claro que [£f] = 0.

S1 |f| = 0, entonces para todo x € X, |f(x)| = 0. Luego

f = 0 y se.cumple N,. Por otra parte N, se satisface trivial-

2

mente.
Para comprobar N3, tenemos f£,g€ B(X, R). Se tiene que

[ £(x) + g(x)| £ [£(x)] + g(x)| < [1£f] + lgl, luego

P

1£+g] Sup{lfm +gtx)| ¢ x € XJLIE1 + 1l

Suele llamarse norma del supremo © norma uniforme a esta nor-

ma.
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Por consiguiente (B(X,; R); [ |) es un espacioc vectorial nor-
mado.
3. En el espacio Bn se pueden definar las siguientes nor-
n
mas: S1L x = (xl'xi' S § xn) € R,
a) |[x] = Max |xl]
1<1%<n
b) [x]| = (i |x:l_|2)1’r2 {norma euclideana),
1=1
Entonces ( Rn, Il 1) es un espacio vectorial normado.

La definicién de funcién continua en un espacio normado

se,generaliza de la siguiente manera.

Definicién 1.10.

Una funcaién f de un espacic normado (E, | Il)

en un espacio normado (F, | ﬂz) es continua en el punto a € E,
s1 para cada E)O. existe ¢S> 0 tal gue If(x)-f(a)ﬂzéa,

siempre que ﬂx-aﬂl<5 »

Observacitn.

Denotaremos por‘if(E,F] al espacio de las fun-

cliones lineales continuas.

Proposicidn 1.3.

En un espacic normado E, la norma es una fun-

cidn continua.
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Demostracién.

Consideremos | | +: E—m— R+u {0} g
x€ E——xle R+u{0} ¢
Debemos probar que VE_> 0, 35) 0 tal que

| [xl — Ix, 1 | €« £ siempre que Hx-xoﬂ(£ :

como |. Ixl - Ixgl [glx-x 1 ¥ ﬂx-xoﬂ<5-
tomemos é' = £. y obtenemos que | Ix] - lxol | (,E_ slempre
que ﬂx-xo| <(S .

Definicidén 1.11.

Sea (x_) una sucesidn en un espacio li-
new

neal normado (E, | [|) ¥y sea x un vector de E. De acuerdo al
concepto general de convergencia de una sucesién a un punto

en un espacio métrico, se tiene que:

Lim x = x — (VE) 0)(] n,:n2 no: len-xﬂ<€,

2 oo

Definicidn 1l.12.

Una sucesidn (x ) en E es acotada sai
ne N

3 M > 0, para todo n tal que ﬂxnﬂf; M.
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ESPACIOS DE BANACH

Definicidén 1.13.

Se llama espacio de Banach a todo espacio vec-
torial normado en el que toda sucesidédn de Cauchy es convergen-
te, es decir, es un espacio lineal normado (E, | |) que como

espacio métrico es completo.

Ejemplos.
R con |x] = |x| es de Banach.
2. B(x, R) con [f] = Ssup |f(x)| es de Banach.
x e X
3 S1 F es de Banach y E es un espacio vectorial normado
cualguiera, (Jf(E,F{?H l) es de Banach.

En los espacios de Banach se cumplen propiedades como la
desigualdad triangular y la de completitud. Mostraremos la
de completitud.

' ¥ = " e w 6
En efecto, sea f] (9¢13, gLZJ, . qfnj) una sucesién

de Cauchy en En, 1,e, sSupongamos gue IfJ-ka————~—>0, cuando
), k———00,’
Luego, para & > 0, podemos hallar un nimerc N sufi-

cientemente grande tal que
2 _ _ 2 P 2 2 ru
IfJ-fkl = (a<.1] a(_lk) + eee + “"ng o 1) ET (%)
cuando 3,k 2 N.

En particular, Ia‘lj—dlkl Z €, 31,k=N.
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Luego, la sucesidn (aClJ) es una sucesi6n de Cauchy de

nimeros reales, la cual posee un limite. Asi existe un nime-

ro real o(, tal que && 1> &4 cuando J————as.

De manera similar, podemos mostrar que para cada
/€= B Eboas Ty a(',(:l_)o{ﬂ' cuando j———>oo.

Sea f = (adl, Shobie ""n)‘ Entonces f € E". Haciendo
k———>ccen (*), tenemos:
)2

2 -
(o(lj— ST (°<n3 - a(n) < §£°, para 312 N

Mas, esto es precisamente lfj-flz. Por consiguiente’

|f3-f|-————9 0 cuando J———>co.

ESPACIOS DE HILBERT

Definicaidén 1l.-14.

Un producto interno sobre un espacio vecto-
rial E es una forma sesquilineal (bilineal en el caso real),
hermitiana (simétrica en el caso real), positiva, o sea es
una aplicacién < : > : Ex BE———>K (donde K es O R),
que asocia a cada par ordenado (x,Y) € E x E el escalar

<x,y> Y que cumple las siguientes propiedades:

1. < : > es sesquilineal, esto es, para cualesquiera
X,Y,2eE ¥y ).e K, se tiene:
a) <x + vy, z> =<x, z> + (y, z>
vy = Ax v
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b) <x,y+z> f‘_x,y> +<x,z>
(o Ayd (x>

2 < i :> es hermitiana, esto es, para cualesquiera

X,y € E se tiene.
(xy ) = vx)
3. < . > es positiva, esto es, para todo xe€ E.
Se tiene

< x,x>2 0; <x,x>* =0 s1y sblo s1 x = 0.

Observaciones.

1. La barra que aparece en algunas de las propiedades ante-

riores, denotan el complejo conjugado.
2. <x,0> = 0 =<0!Y>

Definicién 1.15.

Un espacio vectorial provisto de un producto

interno, se llama espacio pre-hilbertiano.

Ejemplos.
1, En Kn, para x = (xl, e xn), y = (yl, S yn), la
expresidén < x,y> = i xl?l define un producto inter-

no, que se llama producto escalar usual de Kn.
2 Sesan (x,,x,.), (¥,,Y,)E& IR2 tales que
“ - 1:%27 ¥1.Y, q
< (x],'xz)' (Ylayz)> = xlyl = leZ = xzyl * 4x2Y2!

2 ;
entonces R~ es un espacio pre-hilbertiano.
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Otra propiedad importante del producto interno aparece
en la desigualdad de la siguiente proposicidn. La desigual-
dad fue introducida por primera vez por el matemAtico francés
August Louis Cauchy (1789-1857) en relacién con las sumas de
productos de numeros reales o complejos, y fue generalizada
en 1859 por el matemadtico ruso Victor Jacovlevich Bunyakovski
(1804-1889) para integrales. La aportacién de Bunyakovskai
pasd desapercibida en Occidente, y la desigualdad hubo de ser
redescubierta en forma independiente por el matemidtico alemén
Hermann Amandus Schwarz (1843-1921). En la bibliografia de
habla inglesa, la desigualdad se conoce diversamente como
desigualdad de Schwarz, de Cauchy-Schwarz o de Cauchy-

Bunyakovsk1—5chwarz4.

Proposicidédn 1l.4. Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Sea E un espacio con producto interno, enton-

ces, para todo x,vy¢€ E,

1<%,y D1 £ Ixl 1yl

donde la i1gualdad se cumple si, y sb6lo si1, X Y Y son lineal-

mente dependientes.

4, Haaser, Norman y Sullavan, Joseph A. An&lisis Real.
Edatorial Traillas; México, 1978. Pag. 386.
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Demostracién.

S1 X y y son vectores linealmente independien-

tes en E, entonces para cada >\€: K

0<<x- Ny, x- >\y> = (xix>- )\< y,x>——5\-<x,y>+
FINP vy

X
S1 ponemos >\ = oY , obtenemos.

2 . 2 o 2
0 < xox) _l%ngl "lgﬂigl+lgngl'

Por tanto

VIR EEIRELD:
de donde se deriva la desigualdad de Schwarz,
[ERDIFG IR
A contxinuacién supdngamos que X Y Y son linealmente de-

pendientes.
S1 y = 0, entonces se ve con claridad que

I %,y > = 0 = Ixl lyl-
s1y $ 0, entonces x = Ay vy

IKCxy Dl = 1Ky D | = I IKyy D] = 1) iyl dyl
I<xoy D1 = Ixl iyl

Teorema 1l.2.

Sea E un espacio con producto interno, enton-

ces x| =\'I<x,x> define una norma en E.
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Demostracién.

Las propiedades Nl Y N2 se deducen de la de-
finicibén de producto interno. Probaremos la desigualdad

triangular.

Vx.ye e, 1xey1?

Cxow, w07

== Ixevi? = {xx) v (xyD + {vx) + (v
= Ixyl? = 1x1? v (xyd + (yx) o+ 1yl
= Ixwyl? = 1x1? + 2Re ( x,¥) + Iy1?

= peyl® = 1?2 | (xy) |+ ovld.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
R L 2
— Ix+y]" & Ix1” + 2 |x] |yl + 1yl
2 2
= Ix+y1"< (ix] + lyl)

Por consiguiente
Ix+yl & Ix] Ivi.

Observacibn.

En un espacio pre-hilbertiano la métrica se

denota por d(x,y) = [x-y| = V <x-y, x-y).
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Proposicién 1l.5.

En un espacio pre-hilbertiano E es valida la
ley del paralelogramo.

Vxyer, xeyl? + 1x-y1? = 2 [1xi% + 01%] .

Demostracién.

Vg 2. »e tisnes
xry, xey ) + ( x-y, x -y
(xxd + (xy) + {yux) +
Hyy )+ (xx) - (xy) -
L¥x) + {ny) -

2L 2 + 2 YYD

2 Ixi% + 2 1yi?

2 [1xi% + %) .

Un producto interno esta completamente determinado por

2 2
Ix+yl™ + Ix-yl

]

- IX"'YIZ + Bx—yl2

la norma definida en un espacio pre-hilbertiano. La férmula
de polarizacidn (proposicidn 1.6) permite obtener el produc-

to i1nterno a partir de la norma.

Proposicién 1.6.

En todo espacio pre-hilbertiano E 5.

5. Kreyszig, Erwin. Introductory Functional Analysis with
Applications. John Wiley & Sons 1Inc. New York, 1978.
Pag.: 130-134,
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a) Complejo: V X, y& E, se tiene:

(v

b) Real: VK.Y é¢ E, se tiene

{xyd = 1 [ixey1? - 1x-y1%]

. 2
2 Vixeyl? - 1x-y12 + 1Qxeay)? - 2)x-1y]?
4 L

Definicaidén 1.16. Conjunto Convexo.

Diremos que un subconjunto A de un espacio
vectorial E es convexo si, para cualesquiera X, Y& A,

)\x + (1—)\)ye A, para todo )\6 [O,l:] .

Observaciones.

i B Todo subespacio vectorial de E es convexo.
2, La 1nterseccién de una familia cualquiera de conjuntos

convexos es un conjunto convexo.

Definicaidén 1.17. Espacio de Hilbert.

Un espacio pre-hilbertiano completo se llama

espacio de Hilbert.

Observaciones.

1. S1 un espacio pre-hilbertiano no es un espacio de Hilbert
significa que, como espacio normado es un espacio de
Banach.

2. Cualquier espacio lineal normado (pre-hilbertiano) de

dimensién finita es un espacio completo (Hilbert).
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3. Un subespacio S de dimensibén finita de un espacio norma-
do E, es cerrado en E (decimos que un subespacio S de
un espacio normado E es cerrado si y sdlo si, toda suce-

s16n (xn) de puntos en S gue es convergente en E,
ne N

converge a un punto en S).
Ejemplo. Espacio de Hilbert.

Sobre el espacio vectorial ﬂEn de la n-uplas
n

'—f defai-

de nimeros complejos; la expresién < x,y> = Z xj 3
1

5=
ne un producto interno y por tanto (In con este producto
interno definido es un espacio de Hilbert.

Lo que se conviene llamar andlisis funcional no lineal es un con-
junto de métodos, algunos de ellos ya conocidos por los ma-
tematicos del siglo pasado, que se aplican a problemas espe~
cificos. Con el aparecimiento de los conceptos de espacios
de funciones y la formulacién del andlisis funcional en este
si1glo, estos métodos fueron.puestos en forma abstracta uni-
ficada, mostrando claramente los puntos esenciales de los re-
sultados del pasado y posibilitando el tratamiento de proble-
mas nuevos. Con el objeto de introducir uno de estos métodos
presentaremos uno de los ejemplos ma&s simples de aplicacién,
gue es precisamente el problema de Cauchy para ecuaciones di-
ferenciales ordinarias de primer orden.

(1) x = £{t,x), x(tO) = X .
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Con el auxilio del teorema fundamental del célculo es
posible mostrar que el problema (1) es equivalente a la si-

guiente ecuacién integral.

(2) =x(t) = X, + u{}f(s,xts Jds gque es una ecuacidn

integral no lineal de Volterra,

Asi si1 x(t) es una solucibdn del problema de Cauchy en-
tonces también es solucidn de la ecuacidn (2) de Volterra y
reciprocamente.

Resultados sobre la solucién del problema de Cauchy o
de la ecuacidn integral (2) eran conocidos por los.matemiti-
cos del siglo pasado, antes de surgir el espacio de funciones
y de los teoremas de punto fijo del analisis funcional no
lineal. Con el lenguaje para estos nuevos conceptos y teo-
rias es pdsible escribir las demostraciones de estos resulta-
dos de modo ma&s simple, pero esencialmente equivalentes. Sin
embargo, la abstraccidn de estos nuevos conceptos nos permite
tratar otros problemas més complicados de modo conciso y ele-
gante.

Uno de los resultados mé&s antiguos sobre la solucidn del
problema de Cauchy, es el teorema de Picard, cuya demostra-
ci16n original usa el método de las aproximaciones sucesivas
que es un método conceptualmente bastante simple.

Supongamos que se desee obtener la solucidn (o solucio-
nes) x de una ecuacidn de la forma £(x) = b, en donde f es,

por ejemplo, una aplicacaién continua, definida en una parte
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cerrada de R" y tomando valores en R". Escribiendose

Lp(x) = f(x) + *x - b, observamos gque q’ es continua y la
ecuacidn original equivale a encontrar x tal que {P(x) = X.
Para resolver ésta Gltima ecuacidén, tomemos un punto arbitra-

10 X ¥ consideremos la sucesi6n de puntos

X, = LP(_xo), X, = kp(xﬁ, coes Xoq =lp(xn), il

llamados las aproximaciones sucesivas de la solucidn buscada.
51 esta sucesibn converge en el dominio de Hp , entonces

a = Lim x sera tal que

a = Lim X 41 =Lim (]O(xn) = HD(le xn) = (P(a) esto sig-
nifica gque a es una solucidn de la ecuacidn q7(x) = X y
por consiguiente de la ecuacidn f(x) = b.

Estas observaciones de caracter intuitivo encuentran su

formulacidén en el principio de punto fijo para contracciones.

Definicidén 1.18.

Un punto £i1jo de una aplicaciébn £ : M—M

es un punto x € M tal que £f(x) = Xx.

Ejemplos.
El origen 0 € R™ es el Gnico punto fijo de 1la
aplicacién £ : RE—————a-Rn dada por f(x) = -x.

La aplicacidén f : R———>R dada por f(x) = xz posee
dos puntos fijos que son precisamente el cero y el uno.
Los puntos fijos de una funcién real de. variable real

son las abscisas de los puntos del plano en que la grafica de



26

f i1ntersecta la diagonal y = x.
Hay aplicaciones que no poseen puntos fijos como por
ejemplo la traslaciédn X—— 3% + a , a # 0 de R” en R".

También la aplicacién £ : R\{O}—————? R '\{ 0}- definida

. No posee punto fijo. En efecto si

L

por f(x) = % sen

f(x) = x tenemos que

X = % sen % de donde se concluye que sen

.

= 2 lo que

es imposible.

Nada impide que una aplicacién tenga infinitos puntos
fijos como es el caso de la aplicacién f : Ra———————}RZ dada
por f(x,y) = (y,x).

Un famoso resultado de topologia, llamado el teorema de
punto fijo de Brouwer, dice que s1 B = B [h,lj es la bola
unitaria de Bn, entonces toda aplicacidn continua
f : B———B posee (por lo menos) un punto fijo.

Existen varias demostraciones de este hecho, pero en
todas ellas se utilizan técnicas no triviales. Sin embargo
en el caso n=1 es de fécil demostraci6bn. Para esto probare-
mos ‘que toda funcién continua f : l—_O,l]-—-——) E).]J posee
un punto” fi1jo; consideremos la funcidén continua

LP: [O,lj'———-——'—HR dada por LP(x) = £(x) - x.

Como 0 £f(x)< 1 para todo xe [0.1:] , entonces
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Weo)y = £(0) 20 y (1) = £(1) - 1£ 0, luego por el
teorema del valor 1ntermedlo6, debe existir un x€ (0,1) tal

gue Lp(x) = 0, esto es f(x) = x.

Observacibn.

En los siguientes resultados vamos a represen-
tar las métricas de la misma forma, ya sobre entendiendo gque

cada una esta en su espacio.

Definicién 1.19.

Sean M,N espacios métricos. Una aplicacién

f : MmN se dice una contraccidédn cuando existe una cons-

tante ¢, con 0 £ c £ 1 tal que

d(f(x),f(y)) £ cd(x,y), para cualgquiera que sean X,y € M.
Es f4cil mostrar que toda contraccidn es uniformemente

continua.

Ejemplo.
Sea £ : I———> R una funcién real deraivable
en el intervalo I. S1 existe una constante ¢ tal que

|£'(x)| £ ¢ £ 1, entonces £ es una contraccidn.

6. Leithold, Louis. El Calculo con Geometria analitica.
Segunda Edicién., Harla. México., Pag. 313-314.
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En efecto por el teorema del valor medio, dados x,y en I,

existe un punto z entre x y y tal que f(x) - £(y) = £'(z)(x-y)
Yy por consiguiente If(x) - f(y)| £ ¢ | x-y|, como queriamos
mostrar.

El método de las aproximaciones sucesivas puede ser usa-
do para probar la existencia y unicidad de solucién de una
ecuaci6n integral lineal de Fredholm de segunda especie. Mé&s

precisamente de la ecuacidén de Fredholm-

Y(t) = £(t) + )\fK(t,s) Y(s) ds en donde
K = [a,p] X [a,bJﬂ————a ([ es una aplicacidédn continua. Y

para todo )\e ad tal que | >\| Z _l“l_(%:g) . M| > IK]; dada

f e ?( Ea,b] , L ) existe una Gnica func:.bn/C(E ?( {a,b],ﬂ:)

que es solucidn de la ecuacidn integral de Fredholm.

Demostracion.

E = ?( [@,b] , C ) es un espacio métrico com-
pleto.

Sea T :+ E——— E definida por:

¢
PEILE) & E{L) x i;K(t.s) x(s)As con

1
IMN < sy - te [an] .
Observemos que s1 u,v &€ E, eritonces:

r
(Tu)(t) - (T,)(t) = >‘_i~ K(t,s) [u(s) - v(s)] ds

(T () - ‘T}"‘t”,‘é | \ [M(b-a) Ju-v]|
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O sea
1T 0F L | A IM(b-a) Ju-v],
esto significa que T es una aplicacibén contractiva con
c = | NIM(b-a)< 1.
Una vez que un punto fijo de T es precisamente la solu-

ci16n de nuestro problema, se concluye la demostracién.

Observaciones.

La condicidén de Lipschitz no es condiciédn ne-
cesaria para la existencia de solucién del problema de Cauchy.
Tampoco es necesaria para la unicidad. Existen condiciones
mas debiles ligadas a los nombres de Osgood, Nagumo, Kamke,
Perrom y ofros. Consulte por ejemplo el libro de J. Hale,
"Ordinary Diffential Equations".

Con respecto a la existencia de solucidn del problema de
Cauchy, hay mucho mé&s que afiadir. Por ejemplo la mera conti-
nuidad de f es condicién suficiente para la existencia de
solucidn del problema de Cauchy en espacios de dimensién fi-
nita. En el caso de dimensidén infinita, hay ejemplos de fun-
ciones .continuas para las cuales la ecuacibédn integral de
Volterra ligado al problema de Cauchy no tiene soluciédn. El
primer ejemplo fue dado por Dieudonné. Posteriormente York
presentd un ejemplo en espacios de Hilbert y Cellina en espa-
cros de Banach reflexivos y recientemente Gudunov produjo
ejemplos en espacios de Banach arbitrarios.

Las técnicas de contractividad y de analiticidad y sus
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variantes .dominaron el panorama de las ecuaciones diferencia-
les hasta 1nicio de la década de 1,930, cuando Schawder
aisld una clase importante de operadores no lineales, deno-
minados operadores compactos. En la actualidad las técnicas

que dominan el campo de aplicaciones son las de compacidad y

monotonicidad.



CAPITULO II
ALGUNAS TECNICAS PARA OBTENER PUNTO FIJO DE

CIERTOS OPERADORES NO LINEALES
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En este capitulo trabajaremos principalmente con algunas
técnicas para obtener punto fijo de ciertos operadores no li-
neales, es decir, exhibiremos las técnicas contractivas, de
compacidad, analiticidad y monotdnicas. Con el objeto de in-
troducir estos métodos, definiremos en el transcurso del ca-
pitulo algunos conceptos gque nos serén utiles para el desen-

volvimiento y mayor comprensidén de las técnicas anteriormente

mencionadas.

Definicién 2.1.

Sea E un espacio de Banach real. Sea MC_E y
sea ¢ : M——> E un operador. El operador ¢ es continuo

en xOE. M sai Ixn-xol——%o (xnc-, M) 1implica que

19 (x)) - #(x )|— 0.

Definicibébn 2.2

Sea E un espacio de Banach real. Sea MC E vy
sea $ : M—>E un operador. El operador ® se dice acotado
s1 para cada subconjunto acotado de M la norma de los vectores

imagenes estd uniformemente acotadaj.

Definicibén 2.3.

Sean El, E2 espacios de Banach reales y sea A

Ve Kreyszig, Erwin. Introductory Functional Analysis with
Applications. John Wiley & Sons Inc. New York, 1978.
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un operador de El sobre Ez (sa1 Bl = Ez = E, entonces A actua
en E). D(A) denota el dominio de definicidn de A y R(A) su
rango. El operador A se llamar& compacto sobre el subconjun-
to MC D(A) si1 la imagen de cada subconjunto acotado de M es
relativamente compacto. en particular s1 M = El, entonces A
es compacto si1 la imagen de cada bola estad contenida en un

conjunto compacto.

Observaciones.

l. Un operador compacto es desde luego acotado
2. M es relativamente compacto o precompacto

s1 y sélo s1 M es compacto.

Definicidén 2.4.

Sean X,Y espacios de Banach y DC X. Un ope-
rador (no necesariamente lineal) T : D———>Y es completa-

mente continuo si, para toda sucesidn x —>X, se tiene

S
Xn x

Observacibn.

Un operador es completamente continuo si es

compacto y continuo.
Sean X,Y espacios vectoriales normados. Un operador K
de X a Y es llamado compacto (o completamente continuo) si

D(K) = X y para cada sucesibn {xnl(c X tal que Ixnlé e

la sucesidn { Kxn} contiene una subsucesidédn la cual conver-
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ge en Y. El conjunto de los operadores compactos de X a Y lo

denotaremos por K(X,Y).

Teorema 2.1.

Sea X un espacio vectorial normado y Y un es-

pacio de Banach. Si L€ B(X,Y) y s1 existe una sucesibdn

{ Fn}(:_K(X,Y) tal que |L-Fn|—————ﬁ 0 cuando n———es,

entonces L &€ K(X,Y).

Demostraciotn.

Supongamos que {xn} es una sucesidn acotada
en X, es decir lxni < c. Puesto que Fl es un operador com-

pacto, existe una subsucesidn { X } por cual { F.x
n, 1 ny

converge.
Puesto que F es un operador compacto, existe una subsuce-

s16n { an} de { xnl} por cual {lexnz} converge. Conti-

nuando este proceso existe una subsucesién i.xn } de
kK

X } por cual {hF x E converge.

Hagamos Z, = X . Asi TPF z } converge cuando k— -0
n, nk

para cada Fn'

= JLz_ - F

Ahora Ile:| - szﬂ 3 nz] n?7 nZk

szﬂ

= £ =z - =
= |]1’..z:I szl < []I..z:j Fnzjl + IFan Fnzki + anzk szl
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- V.4 - =
:::>|Lz] szl,__2c IL Fnl + |Fnz3 Fnzkl

Dado £ > 0, tomaremos n-grande de modo gque chL-FnME/z

Puesto que '{thk} converge, podemos tomar ] y k sufi-

ciente grandes de modo que |F - Fnzk|¢ ?-/2.

nzj
De aqui, {sz} es una sucesién de Cauchy y como Y es
un espacio de Banach, se completa la demostracidn.
Sea T : X——>X una funcibén continua que envia un
espacio métrico completo (X,d) en si1 mismo. a continuaciébn

presentaremos la existencia Y la unicidad de punto fijo para

TI

Definicidn 2.5.

Sea AC X un conjunto acotado. Por el nimero
real << (A) denotamos el infimo de todos los nameros &£ > 0
tal que A admite una cobertura finita consistente de subcon-
juntos con diametro menor que E .

Observamos que:

a) 0 < (A) < diam(A) (diram(A) = diametro de A).
b) o (A) = 0> A es precompacto.
c) oX'(A\UB) = M&ax «{oqm, a(.(B)} .

Definicién 2.6.

La funcién continua T se dice o - condensada

s1 para todo subconjunto acotado A de X, tal que <{(A) > 0,

tenemos que o ( [ (A)) £ «(A).

UNIVERSIDAD DE PANAMA

BIBLIOTECA
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Observacit6n.

La funcibn contractiva y la completamente con-

8
tinua son o< -condensada‘.

Definicibn 2.7.

Una aplicacidn F definida en un subconjunto de
un espacio normado X y con valores reales es semicontinua
anferiormente en X, s1 F(x) $ —co y F(x) Z lim F(x).

X— X
o

Definicaidn 2.8.

Sea F una funcidn real semicontinua inferior-
mente definida en XxX. La funcibén T antes mencionada seré

débilmente F-contractiva si se cumple la condiciédn

F(T(x), T{y)JLF(x,y) para todo x,y € X, x # Y.

Observaci6én.

Esta condicién se cumple en especial cuando
F=1]1, es decar |T(x) —T(y)| £ [x~-y| en este caso la apli-
caci6n se dice no expansaiva.
Si1 F(x,y) = d(x,y) (d = daistancia en X), entonces deci-

mos simplemente T contraccién débal.

8. Nussbaum, R.D. The fixed point index and fixed poant
theorems for K-set-contractions.
Ph. D. dassertatiop Univ. of Chicago. 1968.
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Teorema 2.2.

Sea T : X———X, @& -condensada y débilmente
F-contractiva definida en un espacio métrico completo X. Si
para algin X € X, la sucesidn {xn} de 1teraciones que co-

mienza por xotxl = T(xo), X

Sl = T(xn)) es acotada, enton-

ces T tiene un Gnico punto fijo g en X.

Demostracién.

Probaremos 1inicialmente gque s1 existe punto
fijo este es Gnico.
Supongamos que existen dos puntos X, Y X,, (xl # xz)

tales que Tx

]
b
-

1

Tx. = x

2 2°

Luego F(xl,xz} = F(Txl, sz) y como T es débilmente

F-contractiva obtenemos que

F(x),%x,) = F(Tx,, sz)ti F(x;, X,) la cual es absurdo.

Por consiguiente si existe el punto este es Unico.
A continuacidn probaremos la existencia del punto fijo.

=0 oo
Supongamos A = }:an. Tenemos que T(A) = }:{XQC: A,

entonces A es un conjunto invariante. Denotamos por A la
clausura del conjunto A. A también es un conjunto invarian-
te. En efecto,por la continuidad de T, obtenemos que

T(A)C T(A)C A,

Ahora probaremos que A es compacto, para esto es sufi-

ciente mostrar que oKX (A) = 0, puestd que en un espacio mé-
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trico completo los conjuntos precompactos son ademés relativa-

mente compactos.

Supongamosa((A) > 0. En este caso o (T(A)) < o (A) (*)

Yy puesto que A = T{A)U{xo} , obtenemos gque
ol (A) = Max {aC(T(A)). a((xo)}= Max {DC(T(A)).O}
—> o (A) = &X(T(A)), pero esto contradice (*). De aqui
ol(A) = 0.

Consideremos la funcidn ‘real LP : A——>R tal que
A A
X—>F(x, T(x)) definida por F o Q, donde F es la restric-

— A —

c16n de F en A X AyT T: ——-)Xxi tal que
X— (x,T(x)). Puesto que % es continua y ? es semiconti-
nua inferiormente, entonces Hﬂ es semicontinua inferior-
mente.

Por lo tanto LP tiene un punto minimo, digamos é en A.

Asumamos ahora que g + T(g ); por la débilmente

F-contractiva de T tenemos que

Peregn = Frgo. tHE N L rs g = P g,

es decar no es un punto minimo.

Por consiguiente S = T(S ).

Observacién.

Si-la funcién T satisface la hipdtesis del
teorema y es contraccibn débil (o estrictamente no expansiva),
es decar F(x,y) = d(x,y), entonces para cada xoéi X la su-

cesién { xn} de i1teraciones converge el Unico punto fl]os

de T. En efecto, 0 f;d{xnﬂ_, 5 ) Sd(xn,j) y puesto que 5
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es un punto de acumulacién de la sucesidn {xn} , tenemos que

Lim d(xn,s ) = inf d(x_, 5) =0
n-— o n

Teorema 2.3. Operador de contraccién de Banach.

Sea (M,d) un espacio métrico completo y
T : M——>M una aplicacién tal que, para un entero n >0, Yy
0<£<k<1, se tiene
a(r"x, ™y) £ kd(x,y); X,y€ M. Entonces, T tiene un
Gnico punto fijo.
Observamos que cuando n=1, obtenemos una consecuencia
del teorema 2.2 y podemos utilizar el principio de contrac-

cién para obtener la demostracién facilmente.

Corolario 2.1.

Sea T : MM una aplicacidén de un espacio
métrico completo M en si mismo. Sea 0 <k <1 tal que

d(Tx, Ty) £ k d(x,y): v X,y € M, entonces alli existe

un unico punto fijo para T.

Demostracién.

Como dA(Tx,Ty) < kd(x,y) para 0 <k £1,
obtenemos que T es << -condensada y contraccién débil.
Ademis sa ‘{xn} es una sucesidén de iteracciones de T, te-

nemos gue

[

o0
d(x,,x ) .éigl d(x;_;.%;) < igl d(x,% )K"
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d(xo,xl)
:}d(xo,xn) & —y—ij— . es decar {xn} es acotada.
Por el teorema 2.2, T tiene un Gnico punto fijo.
Sea E un espacio de Banach uniformemente convexo con nor-
ma [.] v el elemento cero € .
Sea B un subconjunto no vacio, cerrado, acotado, convexo
de E, y supongase (sain perdida de generalidad) que & € B.

diam(¥) denota el diametro del conjunto X C E y a(x)=inf|x|.
XEX
(0,2] -

sea 1, = (0,1] y I,

Definicién 2.9.

Sea I, (0,1] y I, = (0,2] . EL espacio

de Banach E es uniformemente convexo s1 existe una funcibdn
positiva y creciente é- : IZ———-—!»I:L tal que [x| £ r,

lvl€r y Ix-yi>€r, entonces

1 £ (-8 Enr, (x,y € E).

Es obvio que Lim ‘S(E) =0 vy ‘S (2) = 1. Denotaremos
§E—0

la inversa de CS por V]w , Y observemos que Lim YL(y) = 0.
y—0

Recordemos que una transformacién F : B———> B es no
expansiva s1 se cumple la desigualdad |[Fx-Fy| £ |x-yl para
todo x,y contenidos en B.

A continuacidén, presentaremos resultados importantes
sobre las técnicas contractivas y las cuales hacen uso del

bien conocido praincipio de contraccién de Banach.
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Teorema 2.4. .De Browder y Kirk.

Cada funcién no expansiva F : B———B tiene
al menos un punto fijo.
Antes de hacer la demostracién del teorema, observemos

el siguiente lema.

Lema.

Sea E un espacio de Banach uniformemente con-
vexo y u, v, w elementos de E tal que Ju-w] £ R, |jv-w| < R

Yy lw - ‘-1';513 r 7-0, entonces

lu=vi £ R Y], (3E5).

Para la prueba del lema, necesitamos reescribir la con-

u+v
2

d:.c:.égn fw- l=2r>?0 en la forma

l(w-U);(w-v)l > (1-B25)R, y obtenemos el resultado

inmediatamente por la definicidn (2.8).

Demostracibédn del teorema 2-4

para £ I, = (0,1] , sea Fg¢ = (1- €)F.

Obviamente, Fg es una contraccién de B, y por el
principio de contraccién de Banach, existaira para cada € e I,

un xg € B tal que xg = Fg Xg . De esto obtenemos que

Ixe - Fxg| = |Fg X¢ - Fxg| = E|Fxg | £ § daam(B)



42

de aqui
inf |x-Fx] = 0.
X€EB
Sea Ce = {x : Hx—Fxl{:E} y

D¢ ={x€C£= Ix| £ a +E.} » donde Lim a(Cg ) = a_.
o E—>0 o

Es suficiente probar que la interseccidédn de todos los
C¢g¢ es no vacia. En' efecto si1i esto fuera falso, se obtiene
que aof> 0, ya que cada C¢£ es cerrado.

Tomemos U, u, en Ce Yy observamos que para 1=1,2.

u1+u2 ul+u2
= < -Fu Fu -
(1) Iul F( 2 )l——lul 1' + ' 1 F( 2 )l“

ul+u2 1
v ~F(—5=)< &+ 5 Juy-u,| y

u, +
1 u

2 1
(2) Wu - == 1<E+ 3 luyuyl
Por otra parte, como

u., +u u. +u
2
|Ul—U2ﬂfé:ﬂUl' %( 12 2 +'F(‘£§__))" +

o Wil Gl o M
4.|u2_ 5(——3—— + F(—5—))l, se verifica la siguiente de-
sigualdad
u,+u u, +u
1
(3) du, - (=52 + P21 2 3lu;-u,l

para al menos uno de los valores 1i=1,2.
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Por el lema y las desigualdades (1), (2} v (3) se ob-

tienen las siguientes relaciones

u) *u, b B 1 £
== - Fesg il & (8 7 Wty DY st
p)
u, +u u., +u
— w : Y ¢
7 | ) - F( 5 )1 £ Sup(i*é)}?‘(e_‘_g—).
045 édlam(B)
A, +u u, +u
e 10y £
7 1—=5= - B )u_émaxESup(ug,)Y(D{jU ~)s

0<E<VE-E
Sup (£+5)\'L(E—f‘g—)]
\/?_55‘5 P4 dlarg(B)

u, +u
2

. I] u

Fd

2—F(

+u
41 £ max [2VE ,(220(B) L gy (VE) ]

sea ¢( £) = Max[ 2VE (S220(8) LEN(VE )] . en-

tonces podemos concluir gue si u,, u, € C& . luego
u, +u
= _2 ¢ ¢ .
2 ¢(E )
Obviamente, Limg( g ) =0
¢—>0

Tomemos ahora u;. u, € Dg . Tenemos las desigualdades

u.+d
1 72
lulﬂéao+£ yluzl{_. a, +€ y como — =)

Soie)
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se obtiene la siguiente relacidbdn
u, +u
; g

=712 85 42

Utilizando una vez mas nuestro lema, obtenemos la desi-

gualdad

a +f =aic
diam(Dg ) = Suplu,-u,| £ (a°+E)YL|: 2 T (& )J
(o]

y Lim diam(Dg ) = 0. Por el teorema de Cantorg, la inter-
£—0

secc1ié6n de todos los Dg es no vacia y asi nuestro resulta-

do es provado.

En conclusidén podemos decir que en la técnica contracti-
va el objetaivo es utilizar las funciones del tipo Lipschat-
ziana con constante k €< 1 definidos en espacios de Banach
para luego utilizar el teorema de Banach o uno de sus corola-
rios y asi obtener los resultados deseados.

Para comprender con claridad aspectos sobre los opera-

dores monotdénicos, consideremos los sigulentes resultados.

9. George Simmons. Introduction to Topology And Modern
Analysis. Mc Graw-Hill Book Company, Inc. Pag: 70-75.
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Teorema 2.5. De Manty

Sea H un espacio de Hilbert real y T : H——>H
un operador (no necesariamente lineal) continuo y tal que
existe una constante o{ > 0, para la cual

(1) <Tx - Ty, x-—y>>o(lx-y|]2; X,y € H, entonces T
es un homeomorfismo 10.

Es verdad que operadores con la propiedad (1) son bastan-
te naturales, y ya habian sido considerados anteriormente por
Vainberg, Kacurovskii y por Zarantonello. Es mas, esos au-
tores hacian una hipbétesis adicional que T fuese Lipschitziana,
lo que hace posible demostrar el resultado usando el principio
de contraccaén. Por otra parte nada nuevo se dice respecto a
nuevas técnicas, sin embargo uno de los resultados mas gene-

rales es el teorema siguiente.

Teorema 2.6. De Zarantonello

Sean H un espacio de Hilbert real y

T : H——>H un Operédor Lipschatziano, esto es,
(2) T - Ty} < K|x-y|, %x,¥y € H, donde K > 0.

Supongamos también que T satisface (1) del teorema anterior.

Entonces T es un homeomorfismo.

10. Faigueiredo, D.C. Topics in Nonlinear Functional
Analysis. Lecture Series, N2 48; University of Maryland.
1967o Pag- 130"1311 .
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Demostracién.

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

en (1) del teorema 2.5, obtenemos:

ITx - Tyl > oC Ix-yl, con lo cual se demuestra que T
es 1nyectiva y T-l es continua en R(T). Resta probar que T
es sobreyectiva, esto es, para cada y € H, la ecuacidén TX =y
tiene solucidén en x, 0 equivalentemente x = x - A.(Tx-y)
tiene solucién, donde A $ 0.

La 1dea ahora es escoger .X de modo que el operador
Sx = x - X(Tx—y) sea una contraccibn.

Ahora consideremos

2 2
lel - szﬂ lxl A(Txl-—y) - X, + }\(sz-y)l

2
p— ISx; = sSx,l

2
le - x2 - A(Txl - sz)l

2 2
le - xzﬂ + ‘X nTxl - szl -

:-:}Ile = szlz
—2>\< ‘I':-:1 - szy X - x2> -
Luego utilizando (1) del teorema 2.5 y (2) del teorema

2.6 con )\) 0, obtenemos

2 2 2 2
Isx; - sx,l| £ (1+K )\ —20(.)& Mz, = %1%,

Por lo tanto basta tomar 0L >\<g—§d— para que S sea
k

una contraccién.
Los operadores que satisfacen la condicién (1) del teo-

rema 2.5, son llamados operadores monoténicos.



CAPITULO III

GENERALIZACIONES DE ALGUNOS DE LOS RESULTADOS DE BROWDER
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En este capitulo pretendemos generalizar algunos resul-
tados de Browder [bﬂ , sobre la convergencia débil de suce-
siones de operadores no lin€ales en espacios de Banach.

Por simplicidad de técnica, laboraremos en espacios de
Hilbert. Consideraremos D un subconjunto convexo y cerrado
de este espacio y (VJ) una sucesidén infinita de aplicaciones
de © en DD, no necesariamente distintas dos a dos. Hacien-
do la composicidén de los n primeros operadores VJ, definimos:

S (X) = V.V . ...V (x)

~1

Tenemos como prancipal objetivo investigar la convergen-
cia de la sucesidn {sn(x)} para un punto gue es un punto
fijo para todas las aplicaciones VJ.

Browder ha trabajado con sucesiones [V]} de operadores

no expansivos. Queremos extender algunos de sus resultados
para la clase més general de aplicaciones Cuasi-no expansivas
(Vease def. 3-5. y nota 1.1).

Presentaremos i1nicialmente algunas definiciones y pro-
posiciones bdsicas a fin de facilitar la lectura que sigue.

De manera general, omitiremos ejemplos, puesto que los
conceptos aqui presentados ya son conocidos por agquellos que
investigan en esta area.

Estos ejemplos pueden ser encontrados en Figueiredo

[10] y Opial [22] .
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DEFINICIONES Y PROPOSICIONES BASICAS

Definicién 3.1. Espacio de Banach Estrictamente Convexo.

Un espacio de Banach X es estrictamente con-
vexo s1, para cualquiera pares de vectores x,y en X, tales

gue
Ix+yl = Ix] + |lyl, se tiene que x = >\y, con >\>0.

Proposicidén 3.1.

Todo espacio de Banach uniformemente convexo

es estrictamente convexo.

Definicién 3.2. Espacio Dual o Conjugado.

Sea X un espacio de Banach. El conjunto de
todas las funcioneales lineales, continuas definidas sobre X

es llamado dual o conjugado de X.

Observacioén.

Al espacio dual lo denotaremos por X¥*.

Definicidén 3.3. Espacio de Banach Reflexivo.

Un espacio de Banach X es reflexaivo si1i la apli-

cacidn candnica de X en su bidual X** es suryectiva.

Proposicibén 3.2.

Todo espacio de Banach uniformemente convexo

es reflexaivo.

11. Larsen, Ronald. Funtional Analysis. Marcel Dekker,
Inc. New York. 1973. Pag.: 217.
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Proposicidén 3.3.

Todo espacio de Hilbert es uniformemente con-

vexo.

Definicién 3.4. Conjunto de los, puntos fijos.

Sea U una aplicacidédn de un subconjunto D de
X en X. El conjunto de los puntos fijos de U en D es el con-

Junto de todos los puntos x en D, tales que U(x) = x.

Observacién.

Usaremos la notacién F(U) para tal conjunto.

Definicién 3.5. Aplicacibdn Cuasi-No-Expansiva.

Una aplicacidén V de un subconjunto D de un
espacio de Banach X en X se llama cuasi no expansiva si las

sigulientes condiciones se verifican:

l. V tiene al menos un punto fijo en D

2. |JVi(x)-p] £ Ix-p], pata todo x en D y todo p en F(V).

Nota l.1l.

El concepto de aplicacidén cuasi-no-expansiva
lo introdujo Tricomi [3@ , para funciones reales y estudia-
da mas tarde por Diaz y Metcalf [0'?] y Dotson [08] . para
aplicaciones en espacios de Banach.

Observemos que toda aplicacidn no expansiva U : D—X,
es cuasi-no-expansiva, desde que F(U) $ ¢ y que una aplica-

cién lineal cuasli-no-expansiva en un subespacio D es no ex-
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pansiva en este subespacio.
No obstante, existen aplicaciones continuas y disconti-
nuas no lineales cuasi-no-expansivas las cuales no satisfacen

las condiciones de no-expansividad como se puede observar en

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.

Sea U una aplicacibdn definida en el conjunto
de los numeros reales R de la siguiente manera:

0

U(0)

U(x)

; Sen % , X % 0.

Mostraremos que U satisface las condiciones de cuasi-no-
expansividad, sin embargo U no cumple las condiciones de no-

expansividad.
Como U(o) .= 0 —= 0 € F(U) =—>F(u) ¢ ¢ .
Sea x € F(u) —/ U(x) = x
x % 0

—x = % sen %
=>2x=xsen-l'-

X

——> sen % = 2 jimposible!

= FlU) = {oz'

Sea x € Ryp-=20

== 1u(x)-pl = IU(x)-ol = Ju(x)] = |sen | ||

= 1ux)-pl & |51 £ x| = 1x-pl.
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Por consiguiente U es cuasi-no-expansiva.
Sin embargo U no satisface las condiciones de no-expan-
siva.

6

2
Escogiendo x = 5F y = Vi

tenemos:

5
.

n

1U(x) - U(y)l = 13 sen I - 3— sen T
—> [u(x) - U(y)] = |.7i]__+ T?ﬁr‘l - I

Por otro lado

2 6 8 _ 16
I%y] = b=~ ] = 7 = T
Luego existen x,y en X = R tales que:
[0(x) - U(y)l > Ix-vl y por consiguiente U no

satisface la condicidn de no-expansividad.

Definicién 3.6. Sucesidédn Admisible.

Una sucesié6n de aplicaciones fv]} , donde
cada vj es definida en un subconjunto D de un espacio norma-
do X en s1 mismo es una sucesidédn admisible, si las saiguientes

condiciones son satisfechas:

l. 0e D

2 vJ(O) = 0, para todo j.

3. Existen dos aplicaciones continuas estrictamente cre-
cientes ¢, W , definidas en el conjunto de los nUmeros reales
positavos R" con valores en R+, con ¢(0) = 0, VNO) = d

y tales que

¢(Iv3(x)ll) + W:(lx—vj(x)né ¢(lx]) para todo x€ D vy
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para todo 3.
TOPOLOGIA DEBIL

Definicidén 3.7.

Llamamos topologia fuerte la topologia métrica
inducida por la norma en un espacio de Banach X.
Trabajando en X*, dual de X, podemos introducair otra to-

pologia, /1la topologia débil en X, de la siguiente manera:

Definicidén 3.8.

Dado £ > 0 y una sucesién finita de elementos

*
fl' fz, SRR fn de X* sea

v(flrfzc veey fn? € ) = {XE X; I <f_-|_f x> '<£ '

3 = X8y wwwy N
donde < f13x> indica el valor que la funcional fl € X*
asume en x € X.

Denotaremos por \? la familia de todos los conjuntos
V(fl,fz, S fn;E_) para cualquier £ y cualquier sucesidn
1° fz, «e., £ . La familaia \} constituye una base

n
de vecindad de cero en X. La topologia definida por la base

finita £

\? es llamada, topologia débil de X.

Definicién 3.9. Convergencia Débil

Una sucesiédn {~xn} de elementos de un espacio

de Banach X es débilmente convergente hacia x € X sai

<-f,xn> converge hacia < f,x > para todo f en X*, dual
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de X.
Observacidn.
Usaremos las siguientes notaciones.
"———p" , para i1ndicar la convergencia fuerte,
k- " . para indicar la convergencia débal.
Proposicidén 3.4. Smulyan, Eberlean.

Un espacio de Banach X es reflexivo si y sola-
mente si1i toda sucesidn acotada de elementos de X, contiene
una subsucesién que es débilmente convergente.

El segmento que une a los vectores x e Yy gue pertenecen

a X es el conjunto de todos los vectores
z = (1-t)x + ty, donde 0 £t<1.

Un subconjunto © de un espacio vectorial X es convexo
s1 el segmento 2z = (l-t)x + ty pertenece a D cualesquie-

o<t<l
ra que sean X,y en D.

Proposicién 3.5. Mazur

Todo subconjunto convexo y cerrado de un espa-

ci1o0 de Banach es necesariamente débilmente cerrado.

Definicién 3.10. Aplicacidén Convexa.

Sea D un subconjunto convexo de un espacio

vectorial X (real). Una aplicacién
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f :» D—— R se dice convexa si:

fltx + (1-t)y) £ tf(x) + (1l-t) £(y) para todo x,YyE€ D

¥t & [b,i] .

Definicién 3.11. Aplicacién Demi-Cerrada.

Una aplicacaidén U : D———>X, definida en
un subconjunto D de un espacio de Banach X con valores en

X es demi-cerrada s1 para cualquiera sucesidn {xn} en D,
tal que
xn___..h. X, en D vy U(xn)—-———__.p.y en X, entonces

U(xo) = Y.

Nota 1.2.

Fue demostrado por Browder [Qﬂ gue si X
es uniformemente convexo, D es convexo y cerrado,
U: D———3X es no-expansiva, entonces I - U es dem

cerrada.
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El primer resultado de este capitulo es una extensién
del trabajo de Browder @%] . Y garantiza la convergenc1a‘de
la sucesidén {Sn(x)} , composiciones de un numero n de apli-
caciones VJ no-lineales y cuasi-no expansivas, hacia un punto
comin a todas ellas. Al reemplazar la condicién de cuasi-no-
expansividad por la condicidén de no-expansaividad, fue necesa-
rio introducir una condicibén adicional, (a), para la suce-
s16n auxiliar {UkB de aplicaciones de un subconjunto D

de X en X, conforme podemos constatar a continuacién.

Teorema 3-1.

Sea X un espacio de Hilbert, D un
subconjunto convexo y cerrado de X, el cual contiene el orai-
gen, {VJ} una sucesi6n admisible de aplicaciones cuasi-no-
expansivas de D en D -

Sea [Uk} una sucesi6én (finita o infinita) de aplaica-
ciones continuas cuasi-no-expansivas de D en X, tal gque,
para todo k se cumple la siguiente condicidn:

(a) (I-Uk) es demi-cerrado.

Sea F el conjunto de-puntos fijos comunes a todas las

aplicaciones U esto es, F = F{Uk).

k' X

Supongamos que 0 € F y para todo j y todo f en FJ

v = L
J(f)

Supongamos también satisfecha-la condicién de recurrencia.

(R) para cada Do acotado en |p , cada entero k y cada
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€>0, existe un entero positivo m( £ ,k), tal que, de cada
conjunto de enteros sucesivos { m+l,...,n+m( € ,k)}, podemos

escoger un entero j, tal que, para todo x en D, tenemos:

|v3(x) - Uk(x)l <€

Para x € D , sea Sn(x) = Vn vn-l - Vltx).

Entonces, para cada x € D la sucesién {Sn(x)} converge
débilmente hacia un elemento f de F.

La demostracién del teorema 3-1., se hard a través de
una serie de Lemas, usando la misma técnica de Browder ibé] .

Repetiremos algunos lemas usados por Browder, procurando
dar mayor claridad a las demostraciones y modificando otros,
obteniendo asi nuevos resultados adaptados a la situacién de
nuestro problema.

El primer lema es debido a Browder y una vez gue el mis-
mo no depende de la expansividad de los operadores Vj, pode-

mos utilizarlo en nuestro teorema.

Lema 3-1. (Browder, [02]
Sea D un subconjunto convexo y cerrado
de un espacio de Banach X y {_Vj} una sucesién admisible
de aplicaciones de P en D .

4

Consideremos Sn = Vn vn-l cas Vl, para cada entero
positivo n y Un = SnlUOI, para Uo arbitrario en D.

Entonces tenemos que IUn-Un_ll———-*-O cuando n — ‘&0 .
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Demostracion:

Por la admisibilidad de {VJ} sabemos
que existen dos aplicaciones continuas estrictamente crecien-
tes, & y Y ge R' en ®' con @¢(0) = 0, V(O) = 0, tales
que, para todo x € D y todo 3,

¢(|V3(x)ll+ ‘i’(l]x-VJ(x)II)s Aixl) (3-1)

Haciendo ] = n, X = Un-l' y teniendo en cuenta que

Un-l = Snfl(uo) = vn-l Zaa vl(Uoj. tenemos que

Un =,Sn(Uo) = Vn vn-l omiin Vl(UO) = vn(Un_l) = vn(x)
reemplazando estos valores en (3-1), se tiene.

s(lu 1) + Yo, _,-u < é(lu ;1)
de donde

V(o _1-u 1) < 61U, _11) - ¢(1U_ 1) (3-2)

Sumando en n de 1 a N, tenemos:

nil W (1u,_1-U 1) < 61U 1) - o(1Uuyl) < 8(1u ) (3-3)

Haciendo N o , Sigue que:

% V(v _;-u < %o (3-4)

n=1

Siendo la relacidén (3-4) consecuencia de (3-3) y de
propiedades de la aplicacidn ‘P gue garantizan ser la suce-
s16n de sumas parciales de tal serie mondétona, no decreciente,

acotada superiormente por ¢(|Uoﬂ) y por tanto, convergente.
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A partir de (3-4) tenemos

Lim (Ju -U_|)
n =00 n-1 "n

]
o

(3.5}

y por (3-5) y propiedades de #} ., concluimos finalmente que

jU

~U_j — 0.
n

n-1

El siguiente lema es una variacidén de un resultado de
Browder [bé] , donde el autor exige la no-expansividad de

cada aplicacidn de la sucesidn {Uk} .

Adgptando a nuestro caso, constatamos que es suficiente

ex1gir la continuidad de cada U sin necesidad de gue se le

k!
imponga la condicidén de no-expansividad, obteniendo de la
misma forma la convergencia de la sucesidén [un-Uk(un)]

hacia cero, cuando n — O -

Lema 3-2.

Sea D un subconjunto convexc y cerrado
de un espacio de Banach X.

Consideremos {VJ} una sucesi1ién admisible de aplica-
ciones de D en D y {Uk; k € A} una sucesién (finita
o infinita) de aplicaciones continuas de D en X.

Supongamos que las dos sucesiones [VJ} vy {Uk} sa-
tisfacen la condicidén de recurrencia (R) del teorema 3-1.

Sea e = Sn(Uo), para Uo elemento arbitrario de D.

Entonces para cada en A, se tiene:

ﬂUn—Uk{Un}I —=» 0, cuando n ——= Q@ .
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Demostracidn:

Fijando k en Ay £ > 0, queremos demos-

trar que: I3 N( € ,k), entero positivo, tal que
HUn-Uk(Un)l = A para n > N(E ,k).
Por la admisibilidad de (VJ} ., garantizamos que

{U;}es acotada. En efecto, sea l%,e D . Tenemos entonces

que

Up = Sp(Uy) =V 3+« V4(U), donde U =V _(U__,).

Una vez que {Vj} es admmisible, para j = n =2 y

X = Un-l se tiene:

p(av o+ Yo -v, (v _hsstlu D .
Saiendo Un = vn(Un-l)' sigue que:

(v ) + Waiu _;-u 1) < é(lu ;1) (3-6)
Una vez que 4’ es estrictamente creciente, con

Y(0) = 0, sigue que
Y, _-u b 2 Yo =0 (3-7)
Las relaciones (3-6) y (3-7) verifican
s(Iu 1) < é(lu, ;1)

y por tanto, iUnI < |U n =2.

n-ll'
Asi, por la condicién de recurrencia ( R), para k € A

y € >0 fijos, existe un entero positivo m( £€/2,k), tal que,
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de cada bloque de enteros sucesivos [n+l,...,n+m( E/Z,k)}

podemos escoger un entero j, para el cual
ﬂvj(x) - Uk(x)ﬂ < b42, para todo x en D .

Para dicho ] tenemos:

I]U _l"Uk(Uj_l]l“g IUJ_l"'V

]

< v _;-v (u £/2 (3-8)

= e 3-—1” +
Por el lema 3-1, sigue que:

IUn-Un_lI = ﬂVn(Un_l)—Un_ll-—————oO, cuando Nn———— po=(3.9)

Asi podemos escoger un entero N( £ ,k), tal que, para

todo m = N( € ,k).

E
IUm'Vm+l(Um)I << m) < £/6 (3-10)

Para n > N( ¢ ,X), podemos escoger, como anteriormente
un entero j del blogue [ n+l,...,n+m( £€/2,k) ] .

Asi, tenemos
IUn-Uk(Un)Igg lUn-UJ_lI+IUJ_l-Uk{U]_lJI + IUk(UJ_l)-Uk(Un)I (3-11)

Por otro lado,

- (€ k)-2
Iun-uj_lic:bg 'Us'Us+1'SS§ U -V, (U B+12)

y a partir de (3-10) y (3-12) obtenemos gue

< € £ :
1U,-U, 0 m €/2,k) G ETT R T < ¢ (3-13)
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Por otro lado, considerando (3-8) y (3-10):tenemos:

10,10, (U )1 13-V (U )] + 5
<£+ £ -‘é—a— (3-14)
Ademés, por (3-13) y por la continuidad de Uk
U (Up) = U (U < /6 (3-15)
Por (3-11) llevando en cuenta también (3-13), (3-14) y
(3-15) sigue finalmente que
lIUn-Uk(Un)i < £
y por la arbitrariedad de £
ﬂUn-Uk(Un}E-———q» 0 cuando n — —s. 0 . para

cada k {1jo en A.

Dada una aplicacidén U : D —— X y una sucesidén déb1l-
mente convergente en D , necesitamos garantizar que su
limite débil sea un punto fijo de Uen D . En Exﬂ Browder,
utiliza el hecho de ser la aplicacidn no expansiva y trabaja
con espacios de Hilbert. Una vez gue no mas tenemos la no-
expansividad del operador, se hizo necesario imponer otra

condicibébn (a) y se obtiene un nuevo Lema gue garantiza la

convergencia deseada, para un espacio de Banach X cualquiera.

Lema 3-3.
Sea D un subconjunto convexo y cerrado

de un espacio de Banach ¥ y sea U una aplicacién continua de
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D en X.

Consideremos {Vn} una sucesidén en D, tal que:
Vn—h-V y HVn—U(Vn)I{ ——p0, cuando n —— @@

Supongamos también gue

a) I-U.es demicerrado
Entonces V ED y U(v) =V
Demostracidn:

Una vez que D es un conjunto convexo y
cerrado en .X, (X espacio de Banach), tenemos por la propo-
sicidén 3-5 (Mazur) gque D es débilmente cerrado.

Luego, como por hipo6tesis Vn-———J“ V, tenemos que
Vg iy s
Ademas ; (I—U)(Vn} — (0 cuando n ——== Q) ¥y CcOmoO por
(a) I-U es demi-cerrado, se concluye que
(I-U)(v) = 0, o0 sea U(v) = v.
El siguiente resultado es un teorcma de Browder @2]

Mostraremos que dicho teorema es un corolario de Lema 3-3,

gue acabamos de probar.

Corolario 3-1.

Sea [D un subconjunto convexo y cerrado
de un espacio de Hilbert y U una aplicacidn no expansiva de

D en X.

Consideremos {Vn} una sucesidén en D , tal que:
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Ve—=a ¥ § [(ZWV j—>0; tugido f—— o

Entonces, VvV €D y U(V) =V,

Demostracién:

X es un espacio de Hilbert y a consecuen-
cia de la proposicién 3-3 es uniformemente convexo. Una vez
que U es no expansiva sigue que I-U es demicerrado (vease
nota 1-2). Tenemos pues, satisfechas las hipdtesis del
Lema 3-3, lo que garantiza la tesis.

Debilitando las condiciones en X e imponiendose la con-
dicién (a) del Lema 3-3, obtuvimos un nuevo resultado, del
cual el Lema 5 de Browder BLd pasa a ser una consecuencia
inmediata, utilizandose argumentos similares al del Corolario

3—1-

Lema 3-4.

Sea D un subconjunto convexo y cerrado
de un espacio de Banach reflexivo y {Vj} una sucesién admi-
sible de aplicaciones de D en D -

Consideremos {Uk} una sucesién (finita o infinita) de
aplicaciones continuas de p en X, tal que, para todo k, la
siguiente condicién se satisface:

(a) (I-Uk) es demicerrado.
Sea F el conjunto de los puntos fijos comunes a todas

las aplicaciones Uk' o sea, F = EJ F(Uk).

Supongamos que o € F y para todo j y para todo £ en F,
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£) = £.
VJ( ) £

Supongamos también que se cumple la condicidén (R) del

teorema 3-1.

Sea Sn(x) = Vn vn-l' e Vl(x), para x € D Y
Un = SnLUO) para Uo eiemento arbitraric en D .
Entonces cada limite débil de la sucesidn {Un} es

elemento de F. En particular si F es constituido apenas por

el punto cero, entonces {Un} converge débilmente hacaia

cero.

Demostracidén:

Con un razonamliento andlogo al que se

hizo en el Lema 3-2, se concluye de la admisibilidad de la

sucesidn {Vj} , Que {Un} es una sucesidn acdtada.
Podremos entonces considerar {Vs = Un } una subsuce-
s
s16n de {Uh} . debilmente convergente, con limite débil v,

una vez que X es reflexivo.

Por el Lema 3-2,

q,—Uk(VS}————b 0, cuando s§8——QD ¥ por el Lema 3-3
v es un punto fijo de Uk' para todo k en A esto es
F = L;] F(U, ).

Si F es el conjunto constituido apenas por el punto cero,
- /
entonces cada subsucesién debilmente convergente de la suce-

s16n acotada {Un} , converge de€bilmente hacia cero.
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Luego, la sucesidn principal [Un} converge débilmente

hacia cero.

Nota 1-3.

Hasta el momento no hemos necesitado de
la no-expansividad de la sucesidn {VJ} y {Uk} y fue
posible omitir esta hipotesis en los lemas anteriores.

Si1n embargo, s1 agregamos esta condicidn para V3 en los
Lemas (3-2) y (3-4) podriamos garantizar el acotamiento de
{Un} sin la necesidad de exigir la admisibilidad de {VJ}
admitiendo solamente que VJ(O) = 0, para todo 3.

En efecto, como 0 € F, suponiendo la cuasi-no-expansivi-

dad de VJ tenemos:

IV](K)IJE Ix]

Haciendo j = n y x = Un—l en la relacidén arriba tene-
mos :
vV (U < |U
ﬂ n( n-l)ﬂ'“ i n-lll
y por tanto, IUnﬂsg "Un-l"" o sea, {Un} es acotada.

El siguiente Lema se debe esencialmente a Oplal[?Z ] .
Repetiremos su prueba, procurando dar una demostracidédn mas

detallada y precaisa.

Lema 3-5. (Opiall22]
Sea F un subconjunto convexo cerrado de

un espacio de Hilbert X y {Un} una sucesién en X tal que:
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1) Para cada f en F, {[Un—fﬂ } es una sucesidén no
Creciente;
2) Cada limite débil de la sucesidn {Un} esta en F.

Entonces £Un} converge debilmente hacia un punto fO de

F.

Demostracion:

Para cada f € F, considerese la siguiente

funcién definida por:

p(f) = Lim IUn-fH
n

/
Vemos facilmente gue p es una aplicacidn convexa. En

efecto;

Sean fl yf,enF y te [0,1] . Como F es convexo,
sigue que
X ='tfl + (l—t)f2 € F

Queremos garantizar que
p(x) < tp(f;) + (1-t) o(f,)

Asi para codo n

U, - (Lt +(1-t)E,) = t(U_-£,)+(1-t)(U -£,)

Luego

0 < |U_ -(t£ +(1-t)E,1< £1U £, 1+(1-t)[U_-£,]

Pasando al limite, por la definicidn de p viene que:

p(x) < tp(f) + (1-t) p(£,).
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La funcidn p es semi-continua inferiormente puesto que
una aplicacidn convexa definida en un espacio de Banach y
asumiendo valores en el conjunto de los nimeros reales es
semli-continua inferiormente. .

Por la hipoétesis (1), sigue gque {]Un-fﬂ} es acotada
para £ dado en F y por lo tanto HUnI es acotada por una cons-
tante M.

En vista de que, para tocdo £ € F

I£1 - U l< 1£-U_| = |u_-f]

Por pasaje al limite, sigue gque
p(f) = |f] - M y por consiguiente, p asume su minimo

en algin punto fo € F.

Sea fo tal minimo. Mostraremos gque {Un} converge
debilmente hacia fo‘

Como {Un} es acotado, es suficiente probar que cada w
limite débil de la sucesidn, coincide con fo'

Por la condicidén (2), es suficiente admitir que

{Vs} = {Un ‘ converge débilmente hacia fl en F y mostrar
s

gue f1 = fo'

Para cada t € [0,1] tenemos gue el punto (L-t)f _+tf,
es elemento de F, puesto que F es convexo.

Como x es de Hilbert viene:

S ~ 2_ 2 2 2
W-t1-tIE =8, [T= IV 2 1 %02k W ~f £ ~F, > #t°1L <£]% (%)
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Cuando S&————= a0 , Vé————Jh-fl, lo gque implica,

2
CVf . B 5 TR o, £-£,> = - I£,-£1

o]

Pasando al limite en (*) tenemos:
2 2 2 2
P((l—t)fo+tfl} = p(fo) - Ztﬁfo—fll +t Efo-flﬁ
2
> p(f )",

Por tanto,

2 2 2 he
2tﬂfo-fln =t ﬁfo—fli , £t >0, 1lo que implica fl = f0

El préximo lema es un resultado ya conocido de la teoria
‘de puntos fijos de operadores cuasi-no-expansivos. Hay va-
rias demostraciones de este lema. La gue presentaremos esta

basada en el teorema de Dotson [bﬂ

Lema 3-6.
Sea D un subconjunto convexo y cerrado
de un espacio de Banach X, estrictamente convexo y U una apli-
cacidén cuasi-no-expansiva de D en X. Entonces, el conjun-

to de los puntos fijos de U en D es convexo.

Demostracidn:
Sean a y b elementos de F(U), a £+ b ¥y
t € (0,1). entonces
c = (l-t)a+tb € D , puesto que D es convexo.

Como U es una aplicacidén cuasi-no-expansiva; tenemos
(1) [u(c)-aj = lc-ai y

(2) {u(ec)-b} < lc-bl



Observese que
c-a = t(b-a) y c-b=(1l-t)(a-b).
Por tanto, sumandose miembro a miembro (1) y (2) y te-

niendo en consideracién la observacién anterior, tenemos:
[b-al < [b-U(c)] + jU(c)-a] € lc-b| + [c-a] = [b-a}
Asi,

[(b-U(c)) + (U(c)=-a)| = [b-U(c)] + JU(c)-al

S1 b - U(c) = 0, entonces

IU(c)-a] = [b-a] £ |c-a} = tlb-a]
Lo que implica que t = 1, contradiccién.
Analogamente, si U(c)-a = 0, tenemos que 1< 1l-t,
donde t < 0, lo gue es absurdo.
Por tanto, como X es estrictamente convexo, existe

r >0, tal que:

U{c)-a = r{b-U(c)) (3)

Haciendo S = y usando (3), tenemos:

r
1+ '
U(c) = (1-S)a + S(b)

donde U{c)-a = S(b-a).

Luego,

Sib-a] = ju(c)-a]l < [c-a] = tjb-aj]

Lo que verifiéa.

st (4)

Usando la relacién U(c)-b = (1-5)(a-b), tenemos:
(1-s)fa-b] = jU(c)-bl & jc-b] = (1-t)]a-bl

70
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donde
(1-S) < 1-t y por tanto
52t (3)
de (4).y (5), tenemos que S = t y finalmente

U(c) = (l-t)a+tbh = c
O sea, ¢ es elementc de F(U), lo que lleva a la conclu-

s16n de que F(U) es convexo.

Estamos ahora en condicién de demostrar el teorema 3-1.

Demostracidén: (Teorema 3-1}.

Sea Un = Sn(UO), para U0 arbitrario en D x

Como {VJ} es una sucesién admisible, sabemos que {Un}

es acotada.

Por el Lema 3-2, garantizamos gue
ﬁUn-Uk(Un)ﬂ-———b-O, cuando n ——— y por el

Lema 3-4, sabemos que para cada punto limte débil de la su-

cesi6n ‘{Un} es elemento de F, donde F = r] F(Uk}
k

Cada F(Uk) es un conjunto convexo, segin lo obtenido en

el lema 3-6.

Ademés, F(Uk) es un conjunto cerrado, puesto que U, es

k
una aplicacidén continua para tedo k.
Tenemos entonces que F es la interseccidn de subconjuntos

convexos y cerrados de un conjunto convexo y cerrado D en

X. Luego F también es convexo y cerrado.
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Por hipdteslis, para cada f en F, V](f) = f vy cada Vj es
aplicacidén cuasi-no-expansiva.

Asi

"UI'H-]. "fﬂ = !VI'H']. (Un,‘fu-'-:.. Iun-f"

v por tanto, la sucesidn {lUn-fl} es no creciente.

Aplicando, el Lema 3-5, sigue gue {Un} converge débll—
mente hacia un elemento fo en F, obteniendo asi nuestro re-

sultado.



CONCLUSION
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Tratandose de un trabajo de matem&tica educativa tenia-
mos como pramera meta presentar algunas técnicas no lineales
en espaclios de Banach, con el propdésito de proporcionar
a los futuros investigadores en esta &rea alguna facilidad
de conocer mas rapidamente las técnicas de punto fijo y
de la teoria de sobreyectividad. Parte del objetivo fue
logrado por medio del teorema de contraccidén de Banach,
1922 y de los teoremas sobre homeomorfismo de Manty, 1962
y de Zarantonello, por medio de los cuales se hizo la presen-
tacidn de algunas de las técnicas de manera clara y de féacal
comprensién.

A medida gque el trabajo se fue desarrollando nos fue
posible profundizar mucho mas en estas técnicas y de manera
natural. sobre pasar el objetivo que teniamos como meta.
En este sentido nos fue posible generalizar algunos resulta-
dos de Browder y con esoc producir un trabajo de investigacidén
de mayor rigurosidad matemético desde el punto de vista del
andlisis, esperando con esto prosegulir 1investigando en este
campo, ya que es un campo muy fértal.

Ademds, se espera gque este trabajo sirva de fuente
de informacidén para todos aquellos investigadores gque desean

trabajar en este campo.
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