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INTRODUCCION

En nuestra practica como docentes universitarios, nos
encontramos muchas veces con dificultades al presentar una
construccién de 1los ndameros reales, siendo las mas
utilizadas las basadas en : Las sucesiones de Cauchy y las

cortaduras de Dedekind.

El presente trabajo proporciona una construccién que
utiliza, como nameros reales, intervalos de @ que cumplen
ciertas propiedades y cuya vrelacién de orden depende
directamente de 1la inclusién entre conjuntos. Como las
propiredades de los conjuntos son manejadas por la mayoria de
nuestros estudiantes, estamos seguros que la misma sera de
mucha utilidad. Se presentan ademas una serie de
equivalencias del Principio de Continuidad y algunas

aplicaciones.

Este trabajo esta dirigido a profesores y estudiantes de
la Licenciatura en Matematica, asi como a investigadores con
la conviccién de que hacer Matematica Educativa es hacer

Matemataica.

El trabajo esta dividido en cuatro capitulos. Cada

capitulo es antecedido de una breve presentacién o



introduccién y eventualmente finaliza con conclusiones vy

observaciones pertinentes.

En el primer capitulo se presenta en forma axiomatica el
cuerpo de los ndmeros reales. Como principio de continuidad
se ha escogido la propiedad de que todo subconjunto no vacio
de R acotado inferiormente posee infimo en [R. En este
capitulo se establece un isomor fismo entre cuerpos
totalmente ordenados que tienen al menos dos elementos; este
1somor fismo nos permitird en el capitulo dos establecer que
el conjunto construido no es mas que R. También se hace una
demostracién de la propiedad arquimediana ( cuya novedad
consiste en no utilizar el método de reduccién al absurdo

como consecuencia directa del Principio de Continuidad.

En el capitulo dos, que es el central de nuestro
trabajo, se hace una construccién rigurosa del conjunto R,
cuyos elementos son intervalos de @ que cumplen las
condiciones de ser abiertos, acotados inferiormente y no
acotados superiormente. Se garantiza entonces que R es un
cuerpo totalmente ordenado y completo. Para ello se definen
las operaciones de adicién y multiplicacién, asi <como una
relacién de orden que depende directamente de 1la inclusién
entre conjuntos; lo que hace posible que una serie de

propiedades se obtengan de manera natural. Se demuestra que

II






caracteristica esta que le confiere cierta originalidad vy
eleva su valor ya que estamos convencidos que una
demostracién directa es mucho mas elegante y didactica que

una demostracién por reduccién al absurdo.

Otra de las caracteristicas que presenta el trabajo es
la de brindar material que puede servir como referencia en
la construccién de problemas y proyectos en cursos como el

de Fundamentos y An&alisis Real.
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CAPITULO 1
AXIOMATIZACION DE LOS NUMEROS REALES



1 INTRODUCCION.

Para iniciar nuestro trabajo hemos querido presentar en
forma axiomiatica el cuerpo de 1los nameros reales. Este
conjunto de axiomas nos daran las pautas ha seguir en la
construccidén que presentamos en el capitulo siguiente. El
punto de partida es la existencia de un conjunto R en el
cual estan definidas una adicién, una multiplicacién y una

relacién de orden.

2. PRESENTACION AXiIOMATICA DE LOS NUMEROS REALES.

1.Existen al menos dos numeros reales distintos.

Axiomas de la Adicién.

2. Propiedad Clausurativa.

Va, belR; a+belkR

3. Propiedad Asociativa.

Va, b, celR; a+ (b+c)=Ca+b))+c

4. Propiedad Conmutativa.

Va, beR; a+b=>b4+a

S. Existencia de Elemento Neutro.

Existe O e R tal que VaeR; a + 0 = a



El conjunto R - { 0 } se denota por R*. De acuerdo

Axioma 1, R* ®2 P

6. Existencia de Opuestos.

Para todo a € R existe —a e R tal que a + ( -a ) =0

Axiomas de la Multiplicacién.

7. Propiedad Clausurativa.

Va beR; asb e R

8. Propiedad Asociativa.

vV a, b, ¢c € R a*(b°c) = (a*b)-c

9. Propiedad Conmutativa.

Va, b € R a*b = b-a

10. Existencia de Elemento Unidad.

Existe 1 e R tal que Va € R; a1 = a

11. Existencia de Inversos.

Para todo a € R* existe a’ € R tal que a+a’' =1

12. Propiedad Distributiva.

Va b, celR; a( b +c ) = a*b + a-c

al



Axiomas de Orden.

13. Ley de Tricotomia.
Va belRse tiene una y sélo una de las siguientes
afirmaciones :

a<béa>boéa-=hb.

El conjunto { x e R 7 x > 0 > se denota R'

14. Compatibilidad de la Adicién.

Va, bekR, Vc € R+; si a { b entonces a + c { b + c

15. Compatibilidad de la Multiplicacién.

Va, b, c e R si a { b entonces a*c < be-c

Axioma de Continuidad.

Sea (A, <) un conjunto ordenado y B un subconjunto
no vacio de A. Un elemento de A, L es cota inferior de B si:
para todo x € B resulta L < x. Un elemento y de A es {infimo
de B s1 @

a. y es cota inferior de B

b. S1 L es cota imferior de B entonces L £ vy.

Cambiando < por 2 y la palabra inferior por superior

tenemos los conceptos duales de cota superior y supremo.



B es acotado inferiormente ( superiormente ) si posee al

menos una cota inferior ( respectivamente superior ).

16. Axioma de Continuidad.

Todo subconjunto no vacio acotado inferiormente de R
posee infimo en R.

A todo conjunto que cumple 1los Axiomas 1-16 lo

llamaremos un cuerpo totalmente ordenado y completo.

Una caracterizacién del infimo de un subconjunto B
no vacio de R es la siguiente :
a. y es cota inferior de B.

b. Para cada ¢ > O existe x € B tal que x { y + &.

Ademas de 1los axiomas presentados se verifica la
propiedad arquimediana. Como un aporte significativo de
nuestro trabajo presentaremos una demostracién directa de la
propiedad arquimediana diferente a las que aparecen
comunmente en los libros de Andlisis, ya que las mismas se

realizan, generalmente, por reduccién al absurdo.

Enunciaremos primero algunas versiones equivalentes de

la Propiedad Arquimediana.



Propiedad Arquimediana

Cada una de las siguientes afirmaciones son
equivalentes :
) Para todo a, b € R+, si a?> 0 existe n € IN tal que

na 2> b.
w) Para todo b > 0, existen e N : n > b.
w) Para todo b > O, existe n e N : 1/n < b.
w) R es arquimediano si y sélo si i { 1/n : ne€e N ¥ = O.
Proposicién 1.2.1.

R es arquimediano.
Demostracidn.

Sea A={{1/n : ne€lN } probaremos que «n£{ A = 0.

A es un subconjunto de R no vacio Yy acotado

inferiormente pues, para todo n € N; 0 < 1/n. Por el Axioma

16 existe inf A = ¢ de donde vresulta que 0 £ ¢ <

Consideremos ahora

A’={:—z=nem}

1.

como A' € A resulta que A' es acotado por lo tanto existe

wlf A’ y ind A S inf AT,
Por otro lado

nf A’

1A
3 |~
A
:In



para todo n € N. Es decir, inf A’ £ 1/n para todo n € N;
consiguiente inf A’ £ inf A. AsS inL A’ = C

Por otro lado como 0 £ ¢ £ 1/n resulta que:

C S — (1)

y como 1/n £ 1 tenemos :

1 e (t/me-cI /MY S22 1/ - ) ¢

2
n
Sea ¢ > 0, comoc = inf A, existe n € IN tal
1/n = c < /2. Para este n se deduce de ( 2 ) que :
1—z<cz+s «3)
n

De ( 1 )y ( 3 ) se deduce que c? = ing A' por tanto

Esta dltima ecuacién sé6lo admite las soluciones ¢ =
c =1, pero¢c < 1, por lo tanto c = 0O,
Asi, inf { 1/n 2 n €N 2 = 0 y por w) resulta que R

arquimediano.s

2

por

)

que

o vy



Cada cuerpo totalmente ordenado con al menos dos
elementos posee un subcuerpo de fracciones o de nuameros
racionales. Las fracciones se obtienen como cocientes de
maltiplos enteros de 1l1la unidad. Nos referimos a estos

elementos genéricamente como ndameros racionales.

Ademas de estos axiomas la siguiente proposicién se
verifica en todos 1los cuerpos totalmente ordenados y
completos. Ha esta propiedad se le conoce con el nombre de

DEnsidad de Q.

Proposicién 1.2.2.

Sean a, b ndmeros reales con a < b, entonces existe un
namero racional v tal que a < r < b.
Demostracién.

Analizaremos los casos a > 0, a = 0, a < 0.

S1 a > 0 por la Proposicién 1.2.1 existe un natural n
tal que ntb - a > > 1 por 1lo tanto, nb > na + 1.
Consideremos el conjgunto A = { me N / m > na }. Nuevamente,
por la Proposicién 1.2.1. resulta que A = ¢. Asi, A posee un
primer elemento el cual denotaremos por p, es decir, existe
un natural p tal que p > na 2 p - 1 de donde
nb >na +1 2 p > na, asi, b > p/n > a y tomando r = p/n
se obtiene el resultado.

Si a = 0 entonces se tiene que 0 < s»2 b < b por lo que



existe un racional r tal que 0 = a { ¢»2 b < r < b.

Si a < 0 tenemos dos opciones :
si b > 0 resulta que r = 0 verifica la proposicién. Por otro
lado s1 b < O entonces, 0< | b | < | a | por lo tanto
existe un numero racional r tal que 0 < | b | < r < | a |

asi, a < -r < b.=

La proposicién siguiente nos permitird ididentificar el

cuerpo de nuestra construccién con el conjunto R.

Proposicién 1.2.3.

Dos cuerpos totalmente ordenados y completos con al
menos dos elementos distintos son isomor fos.

El esquema de la demostracién se basa en identificar el
subcuerpo de las fracciones de ambos cuerpos. Sean A y A?
dos cuerpos totalmente ordenados y completos, a € A. Por 1la
proposicién anterior a = f { xe€eBNQR /7 x2a 3.

Como { xeANQ/ x2a 2 s A" este conjunto es acotado
inferiormente en A’ luego existe L { x e ANQ/ x 2 a 3
en A’, llamemos ha este {nfimo a’. Resulta entonces que la
aplicacién

v A — A?
que al elemento a le hace corresponder el elemento a’
cbtenido de 1la forma anteriormente presentada, es un

1somor fismo.m



Podemos entonces presentar nuestra construccién de modo
que al cumplirse los axiomas de los nameros reales el cuerpo

obtenido ser4 isomorfo al cuerpo R.



CAPITULO 2
CONSTRUCCION DE LOS NUMEROS REALES
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1 INTRODUCCION.

En este capitulo desarrollaremos la construccién del
conjunto de los numeros reales R. Para ello utilizaremos un
tipo de intervalos de @ que cumplen ciertas propiedades. Al
conjunto de estos intervalos lo denotaremos por RX. R seréa
identificado con €1 conjunte R. En R definiremos wuna
relacién de orden y las operaciones de suma y producto que
lo caracterizaran como un cuerpoc totalmente ordenado y
completo. Como se ha visto en el capitulo anterior son
validas la propiedad arquimediana en @ y la densidad de @ en

R.

2. SUPUESTOS

Se dispone del sistema numérico (@ , + , « , =< ) el
cual es un cuerpo totalmente ordenado y arquimediano.
Necesitamos ademias algunos conceptos que caracterizan

clertos subconyjuntos de Q.

Definicién 2.2.1.

Un subconyunto I de @ es un intervalo si posee la
siguiente proniedad :

Para todo x, y € I con x < y,vsi ze®Qy x £ 2z = Yy

entonces z € 1.



Ejemplos.

1A
o

Suponiendo a, b e Q y a los siguientes subconjuntos
de ® son intervalos :

] o, bl e/ x<b1

]
)
x

1 -0, b1 e®/ x<b?

]
™~
x

la, to [ ={xe®/a< x 2
[a, to[={ xe®/ a=<x?2

lJa,blfl={xe®@/a<x<b?1’

-~
(1]
-
o
o
]
™
X

e/ a b >

IA
x
A

Ja,bl={xe®/a

A
x
A

b 2
fa,bl={(xe®@/asx=<>b3:

] -0, +to [ = @

Los intervalos pueden reducirse a un punto como es el
casode [ a, b )l si a=boser vacios como en el caso
l]a, bl sia=b. Es importante seflalar que ademas de 1los
ya mencionados, hay intervalos de @ que escapan al listado
anterior. Por ejemplo :

I={xe@ /x>0y x°<2%
es un intervalo, pero no es de la forma 1 a , b [ pues en
este casc debe ser pz =2 y no existe b € @ con esta

propiedad.






3. EL CONJUNTO R

Definicién 2.3.1.

Llamaremos numero real a todo intervalo a de @ que
cumpla las siguientes propiedades :

+) acotado inferiormente

w) no acotado superiormente

) abierto

El congunto de los intervalos que cumplen la Definiciédn

2.3.1 lo denotaremos por R.

La razén de la escogencia de estos intervalos se puede
observar en la dificultad de definir la multiplicacién de
manera que el producto sea un elemento de R. Esta definicién
también es vAalida si1 cambiamos los conceptos superiormente e
inferiormente por su contraparte pero el producto de dos

intervalos de este tipo no es un intervalo saimilar.

Observemos que si x e a, a e R, y € @Qcon x < y también
y € a ya que como o cumple w) existe z € A tal que y < z y

como a es un intervalo, z. € a.

Ejemplos.
i.a=1a, to [l e Rparacada a € Q. Al conjunto

formado por este tipo de intervalos lo denotaremos por Q y



los llamaremos racionales
2.=(Xxe€e®/ x>0y x>>2 > es un elemento de
R pero no es de la forma 1 a , +o [ con a € @. Estos nameros

se llaman irracionales.
Pasemos a definir ahora una relacién de orden en R.

Pefinicién 2. 3. 2.
Sean a, B € R decimos que a es menor o 1gual a f# y lo
escribiremos a £ 3 s1 y s6lo 51 3 € a.

Si a £  pero a # 3 escribimos a £ f3.

Proposicién 2.3.1.

La relacién < es una relacién de orden.
Demostracién.

Como la relacién € verifica las propiedades reflexiva,
antisimétrica y transitiva también la relacién = verifica
estas tres propiedades por lo que ella es una relacién de

orden.m

Veamos ahora que en efecto £ es una relacién de orden
total. Para ello necesitaremos el siguiente lema el cual nos
sera de wutilidad no sélo en 1la demostraciédn de la
proposicién siguiente sino a través del desarrollo del

presente trabajo.



Lema 2.3.1.

Sea aeQyprreR:

-si aefpentonces 1] a, +to L €

-si aefpentonces &l1a, +ol
Demostracién.

Sean a e 3, x €l a ,+o [ entonces a { x y por ser # un
intervalo no acotado superiormente x e §.

Sean a ¢ 3, x € 3, como 3 es acotado inferiormente

a < xpor lotanto x €1 a, +o (.

Proposicién 2.3.2.

S1 0, feRentonces a £ B 6 B £ a, s decir, < es una
relacién de orden total.
Demostracién.

Si ax fgentonces a\ % ¢ & £\ a=# ¢$. Supongamos que
a\ fx2¢pyseaaeal\ fentonces aeaya &€ 3. Por el
Lema 2.3.1 se tieneque g £ 1a, +0ol € a, es decir, 2 £ a.
De forma saimilar si # \ a # ¢ se concluye que a £ f3.

Esta proposicién es la ley de tricotomfia, es déclr,
dados a, # € R se tiene una y sélo una de las siguientes

situaciones a<{ 6 < a b a= .0

Proposicién 2. 3. 3.
La correspondencia

a —— la, +tol



de @ en R es inyectiva y creciente.
Demostracién.

Observemos primero que &nﬁn Jry, +t0o [ =r.

En efecto r es cota inferior de 1 r , +o [ ¥y todo a € @
tal que r < a no es cota inferior pues ( r +a 2 > r y
(r + a)d)/2 < a, as{ pues cualquier otra cota inferior r’ es
menor o igual que rvr. Sea 1 r , 40 L = 1 r?, <+ [. Como
Jr , 0oL €1 7r’, +o [ entonces

r’=¢n$alr’, +0 [ Sonﬁo]r,+co[=r

De la misma manera como 1l r?, +0o [ € 1 r , +o [ resulta que

r £r’, luegor =r’.s

Proposicién 2. 3. 4.

El conjunto Q es denso en el conjunto R.
Demostracidn.

Sean a, 3 € R tales que a < 3, trabajando similar al
Lema 2.3.1 como a \ B # ¢ existe a € a tal que
f<s€la, +tol € a. Como a es abierto existe a’ { a tal que
a’ € a y considerando r = -E%EL se obtaiene que

fc 13 r , +0o [ € a, es decir, a < p < £ donde

e=1r , to [.®

Veamos ahora que el conjgunto R es completo.



-17-

Proposicién 2.3.5.

Todo subconjunto A de R no vacio y acotado inferiormente
posee infimo o -
Demostracioén.

Sea a, = U a. Probemos que a, es un intervalo de R. Lo
OEA

primero que verificaremos es que en efecto a, €es un
intervalo.

Sean x, y € a » Z € @ tales que x < z { y. Como x € L
existe a en A tal que x € o entonces z € o pues x £ =z y
por tanto z € a .

V) o, es abierto por ser unién de abiertos.

w) Como A esta acotado inferiormente existe un # € R tal
que a € 3, para todo a € A, entonces L € Bypor lo tanto
g =< a,- En consecuencia a, esta acotado inferiormente ya
que 3 también lo esta.

w) Como a € o, para todo a en A resulta que L < a para
todo aen A y como los a no estan acotado superiormente o
tampoco lo esta.

Por las propiedades reticulares de la unién se verifica

facilmente que a, = wnf a pues la unién es el menor congunto
OE€A

que contiene a todos los conjuntos que 1la forman.®s

Es importante que en este punto enunc iemos la

contraparte de esta proposicién cuya demostracién
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realizaremos en el siguiente capitulo.

Proposicién 2. 3. 6.
Todo subconjunto de R no vacio y acotado superiormente

posee supremo.

De todo lo realizado hasta este momento podemos decir
que el par ( R , £ ) es un conjunto totalmente ordenado y
completo. Pasemos ahora a definir las operaciones que

dotaran al conjunto R de la estructura de cuerpo.

4. EsTRUCTURA DE CUERPO ORDENADO DE R
Definicién 2.4.1.

Sean a, € R definimos a + = { xty / x ey, Y € 3 .

Observemos que a + 3 = U ( x + 3 ).
xR EO

Proposicidén 2.4.1.

Si o, € R entonces a + ? € R.
Demostracién.

Como x + 3 es una traslacién de 3, x +  es un conjunto
abierto y como.la unién de abiertos es abierta resulta que
o + 3 es abierto.

Veamos ahora que a + 3 es acotado inferiormente. En

efecto a es acotado inferiormente y por lo tanto existe M e



Q tal que M £ x para todo x en a de igual manera 3 es
acotado inferiormente por lo que existe M € @ tal
que M + M’" €< x + y para todo x e a, Yy € B por loquea + f
es acotado inferiormente.

Por otro lado, dado m € @ como 3 no es acotado
superiormente existe y e f tal quem < y; como o no es
acotado superiormente existe x e a tal que x > O, luego
m< x +y lo que quiere decir Qque a + f# no es acotado
superiormente.

Finalmente verifiquemos que a + 2 es un intervalo. Sean
U, vea+ ffyze®tal que u< z < v. Como u € a + VE]
exi1ste x e a tal que u e x + 3, pero x + # es un intervalo
no acotado superiormente; por la observacién hecha al final

de la Definicién 2.3.1, z € x + 3 y por lo tanto z € o + f3.®

Veamos ahora dos propiedades importantes de la adicién.

Proposicién 2.4.2.
Sean a, By yr € R entonces :
v a+ =R+ a ( propiedad conmutativa )

W a+ (f+y)=Ca+ )+ y (propredad asociativa )

Demostracidén.
La demostracién es evidente si se toma en cuenta

que la definicién de suma involucra nameros racionales y el



hecho de que estas dos propiedades se cumplen en Q.m

Necesitamos ahora comprobar la existencia de un elemento
neutro y la existencia de opuestos aditivos para todos 1los

elementos de R.

Proposicidén 2.4.3.

Existe 0 € R tal que para todo a € R se tiene a + 0 = a.
Demostracidén.

Sean 0 = 1 0 , 40 [, Y€ a+ O entonces y =x + 2z con
x €eayz >»0entonces y > x3 por el Lema 2.3.1, v € a de
donde a + 0 € a.

Tomemos ahora vy € a. Como a es un intervalo abierto
existe x € a tal que x { ypor loquey - x > 0 y podemos
escribir y = (y - x ) + x luego ¥y € a + 0, es decir,

aS o+ O.m

Proposicién 2.4.4.

1 ae€ R existe —ae R tal que a + ( —~a ) = 0.
Demostracién.

Observemos primero que si a=1l a , +to [ con a € @ el
namero real -~ a =1 -a., +to [ es tal que a + ( —~a ) = 0.

Sea ae€e R\ Q, se tienen dos posibilidades a > O &
a < 0. Sea a > 0 entonces existe r > 0 tal que para todo

xe€ o %X > r. Consideremos 1la familia de intervalos



] r , +to [ tal quer > 0y r &« a. Esta familia es acotada

inferiormente y por lo tanto existe :

“-a=4dnf ] -r , v0o L =V ] -r , +to [
rE&a r&o
r>0 r>0

el cual procediendo como en la Proposicién 2.3.5 se prueba
que esta en R.

Veamos ahora que a + ( —a ) = 0,

Sea z €e a + ( ~aa ) entonces existen x € o, y € —~a tales
que z = x + y. Como y € —a existe r > O cota inferior de a
tal que y €1 -r , +to [, es decir, v > -r y como x > r se
tiene x + y > O por lo tanto z €e O y asi a + ( ~a ) € 0.

Sea ahora z € 0, es decir z > O, existen dos
posibilidades z e a6 z € a. Si z eatenemos z =2 + 0 y
como O e ~ase tienezea+ ( —a ). 8 2z &« a por 1la
propiredad arquimediana de los ndmeros racionales existe g
tal que N2 Eay L n, + 1 )z € ay por lo tanto, -n,z € -o,
luego 2 = =N,z + ( L +1 )z estda en a + ( -a ) asi
Oc€Sa+ ( ~a)d.

S1 a <€ O consideramos la familia de intervalos
l] -r , +t0 [ tal quer < 0 y r &« a la cual es acotada

inferiormente por lo tanto posee un infimo y procedemos como

en el caso anterior.as
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Definicidén 2.4.2.

Sean o, # € R definimos a - B =a + ( -3 ).

De la definicién y de las proposiciones anteriores se

infieren las siguientes propiedades.

Proposicién 2.4.5.

S1 a, # € R se tiene

O~ ~a)d) =a
w) ~(a+p)=(~-ad + (-6
Demostracidn.
Basta observar que :
v at+t (~-ad =0

Wa+p+(~a)+(-)=0.m

Proposicién 2. 4.6.

S1 &, 3y y €RYy aX pentonces a+ »y £ 3 + ».
Demostracién.

Sean ay, By y €e Ry a £ ffentonces # € a por 1o que

B ryr<Ec€a+ydedonde a+ y =3 + y.n

Proposicién 2.4.7.
Para todo a e R se cumple una y sélo una de las

si1guientes propiedades :



Voa=0
w) a >0
w) —a > 0
Demostracién.
En ) y w) basta tomar # = 0 en 1la Proposicién 2.3.2
Para ver que a { 0 equivale a ~a > O veamos que s1 a < O
entonces 0 =a + (—a) <0+ ( -a ) = -a por 1lo que

0O £ -oa.=

Proposicién 2. 4.8.
S1 a4, f€eRya=x 3 entonces 3 -~ a2 0.
Demostracién.
Basta observar que s1 a4, 2 € R y a = f3 entonces

a+ (-a) £+ (~-a), es decir, - a2 0.8

Definicién 2. 4.3.

Definimos el conjunto R como R = € a e R/ a20 3.

Nos resta ahora definir la multiplicacién.

Definicién 2. 4. 4.

Sean a, # € R’ definimos a3 ={ xy / x €a, y € 8 3.

Observemos que : a*f3 = U ( xf3 ).
nEA



Proposicién 2. 4.9.

Si o, ? € ®' entonces as*fl € =
Demostracién.

Como xf? es una dilatacién de 3, xf3 es un conjunto
abierto y como la unién de abiertos es abierta resulta que
a*f3 es abierto.

Veamos ahora que a°*f3 es acotado inferiormente. Como
a, f € R poseen cotas inferiores M, M' € Q' es decir, que
para cada x € o, Y€ fresulta M £ x y M £y luego MM’ < xy
es decir que MM’ es una cota inferior de a-f3.

Por otro lado como 2 no es acotado superiormente dado
me€ & existe y € # tal que m  y; como a no es acotado
superiormente existe x € a tal que x > 1 de donde xy > m
luego existe xy en xf3 que verifica la Definicion 2.1.3. es
decir que xf? es no acotado superiormente, y con mayor razén
acf3.

Como en el caso de la adicién se comprueba que también
a*f3 es un intervalo.

Sea z € a*f? entonces existen x e a, y € 2 tales que
2 =xy, como a 20y 3 20rvresultax >0, y >0 luego z > O

es decir a*f3 € 0 6 a*f3 2 O.m

Veamos ahora dos propiedades importantes de la

multiplicacién.



Proposicién 2.4.10.

S1 0, BYy ¥y € %" entonces :
W a3 = fBcra ( propiedad conmutativa )
w) a*( 3oy ) = ( a*f3 )°y ( propiedad asociativa )
Demostracién.

La demostracién es evidente si se toma en cuenta que 1la
definicidén de multiplicacién involucra nameros racionales y

el hecho de que estas dos propiedades se cumplen en Q.=

Necesitamos ahora dar 1la existencia de un elemento
unidad y la existencia de inversos multiplicativos para

todos los elementos de R mayores que O.

Proposicién 2.4.11.

En &' existe 1 = 11 y too [ tal que para todo a € R se
tiene a1 = a.
Demostracién.

Sea z €e a*1, es decir, z = xycon x € a, ¥ > 1 por 1lo
que x < z y como a no es acotado superiormente z € a.

Reciprocamente sea 2 e a, como a es abierto y esta
contenido en 1 0 , +o [ existe x € a tal que 0 < x < z por
lo tanto z = x(%}) con x €e ay z/x € 1 1o que implica que

o € a*l.n



Proposicién 2.4.12.

Si a € Rcon a > 0 existe o’ € R tal que a*a?! = 1,
Demostracién.

Observemos primero que si a=1la , o L con a € @ el
namero real «’ = 1 1/7a , +o [ es tal que a*a’ = 1.

Sea a > 1 e irracional. Entonces existe r ¢ a tal que
r > 1. Consideremos la familia de intervalos 1 1/r , +o [
tal que r > 1 yr &« a. Esta familia es acotada inferiormente

y por lo tanto existe

o' =énf 1 t/r , 0L = U] 1/r , 40 [
rEa re&a
r>1 r>4

el cual procediendo como en la Proposicién 2.3.9 estéd en R.

Veamos ahora que a*a’ = 1. Sea z € a*a’ entonces existen
X e€ea, yea tales que z = xy. Como y € o’ existe r > 1
cota i1nferior de a tal que y €1 1/r , +o [, es decir,
y >1/r y como x > r se tiene xy > 1 por loque z €1 y asi
aa’ € 1.

Sea ahora z e 1, es decir z > 1. 8i z > 1 y z € o
resulta que z = 1z e a*a’. S1 2 > 1 y 2 & aa consideramos la
susecidén z, zz, =»= Bn donde existird un natural n tal que

+
ea” yz = : e 2™ e a

z 4

+
2" e@ay z™ € a luego

por lo que 1 € a*a’,



El caso 0 < a < 1 se analiza de igual manera
considerando los intervalos de la forma 1 1/r , +@® [ donde

reayo<<r<i.m

Veamos ahora la propiedad distributiva que relaciona las

dos operaciones de adicién y multiplicacién.

Proposicién 2.4.13.
Si o, 3, ¥ € R’ entonces a-( P +y )= oa'f + ay.
Demostracién

Sean a, 3, ¥ € R entonces :

a*{ B+ y)=UuxtpB+y)= Ulxp+xy)
REAN xEN

=S U X+ U Xy =o°f3 + o'y. &
RER xS0t

Nos falta definir el producto para todos 1los elementos

de R.

Definicién 2.4.5.
Sia € R se tiene que :
Vapg=-Lal( -1 s1a20, =50.

w) a3 =-L (~a )3 ] sia<0,3

v

0.

w) af=C-ad-g)siac<0, 0

A

0.



De todo lo presentado podemos concluir que ( R , + , ¢ )

5 un cuerpo.

Proposicién 2.4.14.

Si1 0, 3 yEeRconas By y 20 entonces a*y £ f3ey.
Demostracién.

Sea a, 3, Yy eRyrz20, a< pgentonces #—-az0
por lo que y*( - a ) 2 0 aplicando la Definicién 2.4.2 y

la Proposicién 2.4.13 resulta a*y < ficy.s

Proposicién 2.4.15.
Si a € R entoces a*0 = 0.
Demostracién.
Como O = ¥y + ( —y ) para todo y € R y por la Proposicién

2.4.13 resulta que a*0 = a*y + a*( -y ) = O.m

En conclusién hemos obtenido un modelo de cuerpo
totalmente ordenado y completo. Como observamos en el
capitulo 1 este cuerpo es Gnico salvo isomorfismos.

Los numeros reales pueden visualizarse en una recta
numérica como la semirecta racional formada por los nameros
racionales mayores que el namero en cuestién . Vale la pena
seffalar que para todo a e R, a=in{re® / a< r J.

La idea de escoger estas semirectas o intervalos de Q@

surge de dos consideraciones geométricas: Un segmento puede



extenderse ilimitadamente en una direccién dada. Dado wun
segmento fijo, todo otro segmento puede superarse con un
maltiplo del primero. Estas corresponden, en @, al no

acotamiento y a la propiedad arquimediana.



CAPITULO 3
EL PRINCIPIO DE CONTINUIDAD
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1. INTRODUCCION.

Recordemos que toda construccién de los numeros reales
tiene por objeto obtener un cuerpo totalmente ordenado que
satisface el Principio de Continuidad (¢ Axioma 16 del

capitulo 1 ) o uno equivalente al mismo.

En este capitulo estableceremos algunas de las
equivalencias del Principio de Continuidad ya que en nuestra
construccién se obtuvo el principio del extremo inferior
( Axioma 16 ). Haremos las demostraciones de las
equivalencias de los demas principios con el principio del
extremo 1nferior para concluir después que todos ellos son

equivalentes.

Para el desarrollo de este capitulo utilizaremos las
propiedades algebraicas de los nameros reales tal y como se

establecieron en el capitulo uno.

2. EL PriINCIPIO DEL EXTREMO INFERIOR.

Este es el principio de continuidad que wutilizaremos
en nuestra construccién por lo tanto 1lo utilizaremos como
base para hacer todas las equivalencias. Ligado al concepto
de infimo se presentara también el concepto de supremo para

presentar entonces el principio del extremo superior.



Definicién 3.2.1.

Sea A un subconjyjunto no vacio de numeros reales. Diremos
que a € R es el infimo de A y 1o denotaremos por a = inf A
si 2 +J a es una cota inferior de A.

w) Si b es una cota i1nferior de A, entonces b = a.

Definicidén 3.2.2.

Sea A un subconjunto no vacio de nameros reales. Diremos
que a € R es el supremo de A y 1o denotaremos por a = ounp A
S1 : ) a es una cota superior de A.

w) S1 b es una cota superior de A, entonces a £ b.

Caracterizaremos ahora estos dos conceptos mediante las

proposiciones siguientes.

Proposicién 3.2.2.

Sea A un subconygunto no vacio de nameros reales y sea
aelR, a=4f A si ysélo si
W) a £ x para todo x € A

w) Para todo ¢ > O existe x € A tal que x < a + &.

Proposicién 3.2.1.

Sea A un subconjunto no vacio de nGmeros reales y sea
aelR, a=oun A si y sédlo s1

v) x £ a para todo x € A



w) Para todo ¢ > O existe x € A tal que a - ¢ < x.

Principio del Extremo Inferior ¢ PEI D)
Todo subconjunto no vacio de ndmeros reales acotado

inferiormente posee infimo en R.

Principio del Extremo Superior ( PES )
Todo subconjunto no vacio de ndameros reales acotado

superiormente posee supremo en R.

Proposicién 3.2.3.

El Praincipio del Extremo Inferior es equivalente al
Principio del Extremo Superior.

Demostracién.

Primero haremos la observacién de que si es valido PEI y
tenemos un intervalo I acotado inferiormente pero no
superiormente entonces existe ae A tal que I =1 a, +to [ &
I =(C0a, +o L.

En efecto, I # ¢ y por PEI existe inf I = a. Como para
todo x €I, x 2 aentonces I €L a, +w L.

Por otra parte si x > acomo a = inf I existe y € 1 tal
que a £y < x peroentonces x e I por loque 1 a, o [ € I,
asi la, to (€1 &€l a, +o L.

Anidlogamente se tiene para PES.

Hecha esta observacién pasaremos a la demostracién.



PEI = PES. Sea ) un conjunto de nameros
reales no vaci{o y acotado superiormente y consideremos
el conjunto

B=4{xelR/ x es cota superior de A J.
Como A esta acotado superiormente resulta que B # ¢ y no es
acotado superx?rmente ya que si b € B resulta que
1 b , +0o [ € B, ademas B es un intervalo acotado
inferiormente pues A # ¢ ¥y s1 a € A, a es cota inferior de

B; dedonde 1 a, t0o [ €E B S [ a, +o [, donde a = inf B.

Verifiquemos ahoraque B= € a , +o [ con lo que
a = oun A.

Sea x > a entonces existe y € B tal que a £ y { x luego
como y € B resulta que para todo z € A, 2z £ y de donde para
todo z € A, z { x y por lo tanto x ¢« A. De 1lo anterior se
deduce que si x € A entonces x £ a, es decir, a € B.

De menera similar se demuestra que PEI = PES.s

3. EL PriNcIPIO DE CONTINUIDAD DE CAUCHY.

Otro de los praincipios equivalentes al principio del
extremo inferior es el Principio de Cauchy. Este principio
sirve de base en la construccién de los numeros reales por
sucesiones de Cauchy. Para el estudio del mismo supondremos
conocildos los conceptos basicos de las sucesiones reales Yy

solo recordaremos las nociones siguientes.



Definicién 3.3.1.
Una sucesién de nameros reales { X 3 se dice
decreciente sa x"“_s X » para todonelN, n2 1. Se dice

que la sucesién es creciente si X £ x para todon € N,

nez1.

Definicién 3.3.2.
Una sucesién de nimeros reales { X } es acotada si
exi1ste un namero real m > O tal que | xnl < m para todo

nelN, n21.

Definicién 3.3.3.

Una sucesié6n de ndimeros reales { X } es convergente
s1 existe un namero real L con la siguiente propiedad : para
todo ndmero real & > O existe un natural n tal que

o

| L | £ £ siempre que n 2 n,

En tal caso diremos que { x 2 converge a L.

Principio de Continuidad de Cauchy I ¢ PCCI )
Toda sucesién creciente y acotada de nameros reales es

convergente.

Principio de Continuidad de Cauchy II ¢ PCCII >
Toda sucesién decreciente y acotada de ndimeros reales es

convergente.



Proposicién 3.3.1.

El Principio de Continuidad de Cauchy I es equivalente
al Principio de Continuidad de Cauchy II.

Demostracién.

PCCI » PCCII. Sea { X } una sucesién decreciente y
acotada de nimeros reales, entonces existe un ndamero real
m > O tal que -m £ X, < m, para todo n 2 1.

Consideremos la sucesién y,=m- x_ . Es claro que 1la
sucesién { Y, > es creciente y acotada y por PCCI
convergente. Asi, { m - Y, } es convergente por 1lo que
{ X } es también convergente.

PCCII = PCCI. Sea ( X } una sucesién creciente vy
acotada de numeros reales, entonces existe un namero real
m > O tal que -m £ X < m para todo n 2 1.

Consideremos la sucesidén y,=m - x_ . Es claro que 1la
sucesiéon { Y, } es decreciente y acotada y por PCCII
convergente. Asi, { m - Y, 3 es convergente por 1l1lo que

{ x } es convergente.s

Proposicién 3.3.2.

El Principio del Extremo Inferior es equivalente al
Principio de Continuidad de Cauchy II.
Demostracién.

PEI = PCCII. Sea { x } una sucesién decreciente vy

acotada de nUmeros reales. Consideremos el conjunto

BIBLIOTECA
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A={x /n21).
n
Como la sucesién { x } es acotada existe un namero real
m > 0 tal que
i X | <m para todon = 1
por lo tanto A es acotado inferiormente. Como A = ¢ por PEI
existe c = {nf A.
Probemos que { x > converge a ¢c. Sea & > O, como
c = inf A exa1ste un natural N tal que
c £x < c + ¢
N
pero como { x )} es decreciente resulta que
<
cs=x = X < c+ e
para todo n 2 N de donde

0 < x — ¢ < € para todo n 2 N

y { X J converge a c.

PCCII = PEI.
Sea A un conjunto de ndmeros reales no vacio y acotado
inferiormente, es decir, existe un namero real M‘ tal que

M‘ < %, para todo x € A. Sea x, un elemento fijo de A. Sa

x1 = M‘ entonces es claro que HL = inf A.

Supongamos entonces que H‘~< X, Si ( Fu + X, /2 es una

cota inferior de A tomamos

M =(M +x )2y x =x
1 'l 2

2 1’
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de lo contrario hacemos Nz = rk y fijamos un elemento Xy de

A menor que ( M‘ + X, )/2. Resulta entonces que

H‘ s X, < ( H‘ + x ys/2

y que Nz es cota inferior de A.

Ahora si x, = "z entonces es claro que "z

inf A.
Supongamos entonces que "z < X, Si ( Hz + x, /2 es una

cota inferior de A tomamos

M =« Mz + X, Y72 y Xg = X

en caso contrario hacemos Ma = Hz y fijamos un elemento Xg

de A menor que ( Mz + X, /2. Resulta entonces que
M € x < (M +x )2
2 8 2 2
y que Ms es cota inferior de A.
Ademas

M -x 2(M - x )J)/2
2 2 L '}

y también
2
Ma X <« Mz X, Y72 = ( M‘ X, /2.

Repitiendo este proceso obtenemos una sucesién decreciente



de elementos de A

X 2 X 2 X 2 208 2 X Z ans
] 2 8

y una sucesién creciente de cotas inferiores de A

X
A
= 4
A
px 4
1A
[ ]

[ ]

]

1A
b= 4
1A

como { X, } es decreciente y acotada por PCCII es

convergente. Como también se verifica PCCI y ( Mh } es

creciente y acotada ella es convergente. Como { Mn - x_ } es

decreciente y
0<SM -x S(M -x )/2.<_(M—x‘)/2"-‘

resulta entonces que

13g %, = Mg m,

denotaremos este limite por L el cual probaremos es el

infimo de A.

Sea x € A, como cada M“ es cota inferior de A resulta

que M“ < x, para todo n 2 1 por lo que



para todo x € A, es decir, L es cota inferior de A.
Sea k otra cota inferior de A resulta entonces

k = x v para todo n 2 1, esto es,

por lo tanto L = inf A.m

4. EL PrinciPiIO DE COMPLETITUD DE DEDEKIND.

que

Esta es una versién mas geométrica del princaipio de

continuidad y es el que sirve de base a una de

las

construcciones mas utilizadas en los cursos de fundamentos,

las cortaduras de Dedekind.

Principio de Completitud de Dedekind C PCD D
Supongamos que A y B son subconjuntos de R con
propiedades.
Vv AUB=R
w) A= ¢, Bx ¢

w) Si aeAybeBentonces a<b

Entonces existe un dnico namero real x tal que

S1 u £ x entonces u € A
(1)

Si x < v entonces v € B

las

Observemos que de acuerdo a ) y w) x pertenece a uno Yy

s6lo uno de los conjuntos A o B.



Proposicién 3.4.1.

El Principio del Extremo Inferior es equivalente al
Principio de Completitud de Dedekind.
Demostracién.

PEI = PCD. Sean A y B dos subconyguntos de R los cuales
satisfacen las propiedades i), w) ¥y iw) del PCD.

Sea a € A, entonces a < b para todo b € B por lo tanto B
es un conjunto no vacio de nameros reales acotado

inferiormente luego por PEI existe c = inf B.

Supongamos que u < ¢, entonces u e By por J u € A.

Supongamos que ¢ < v, como ¢ = {nf B existe b € B tal
que ¢ £ b << v. Como a { bpara todo a e Ayb<<v se tiene
que v &« A luego por +J v € B. Por 1la unicidad del infimo
resulta que ¢ es dnico.

PCD » PEI. Sea E un conjunto no vacio de nameros reales
acotado inferiormente.

Sean

A={xelR /7 x es cota inferior de E

y B=R \ A, Como E esta acotado inferiormente, A = ¢-
Como E =2 ¢, B» ¢, sean a € A, b € B entonces b no es cota
inferior de E luego existe g € E tal que g < b. Como a € A
se tiene que a £ gy asi, a { b. Hemos probado hasta el
momento que se cumplen ), w) y w) luego por PCD existe

un dnico numero real x que verifica (1).



Probemos que x = inf E.

Observemos que la condicién u < x 2 u € A equivale a
ue A > x €£u; es decir, que x es cota inferior de R \ A.

De manera similar de x S u®2u eR\ A deducimos que
ueA»u =< x luego x es cota superior de A.

Por otro lado

ES(R\NAIXUVUL{ x?

y por tanto x € A.

Como x € A Yy es cota superior de A entonces

X = oun A = inf E.m

5. EL PrRINCIPIO DE INTERVALOS ENcAJUADOS DE CANTOR.

Una construccién de los numeros reales por medio de 1los
intervalos encajados de Cantor aparece en [ 9 1].
Para la comprensién de este principio primero daremos la

definicidén de intervalos encajados.

Definicién 3.5.1.
Se dice que una sucesién de intervalos { I“ }n21 forma
un sistema de intervalos encajados si :

I 2I 2 eee 21 > ..
1 2 n

Definicién 3.5.2.

IA
o

§i I es un intervalo con extremos a y b, a
n N n n

entonces el diametro de In se denota por diam ( In ) y se



—42-

define por :

Principio de Intervalos Encajados de Cantor C PIEC )

Sea { In b ] una sucesién de intervalos cerrados no

n24
vacios y encajados tales que %sg diam ( Ih > = O. Entonces

existe un dnico numero real c tal que :

Proposicién 3.5.1.

El Principio de Intervalos Encajados de Cantor es
equivalente al Principio de Completitud de Dedekind.
Demostracién.

PCD » PIEC. Sea ( In }n21 una sucesién de intervalos

cerrados no vacfos y encajados tales que lim ﬁfﬂ% ¢ Lg = 0.

Denotemos In =10 a bn ] entonces por hipétesis,

a £a ... £a =b =b € ... £b
E S n n n-4

2 1

Si existe un.natural N tal que a, = bN y entonces para todo

n 2 N tenemos que
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asi Ih = { a, } para todo n 2 N y por 1o tanto

=4{ a .

fisi que supongamos que a £ bn para todo n 2 1. Consideremos
los siguientes conjuntos

A=4{x 7/ x < a para algan {indice n 2

B=R\A
Veamos que se verifican las propiedades de PCD.
vJ Es claro que A UB = R
w) Como a € Ay b‘ +1e€eB, A ¢y Ba= .
w) Sean a €e AybeB. Comob & A se tiene que para todo n
b > a y como a € A entonces existe N tal que a £ a, luego
a < b. Como se verifican las condiciones de PCD existe un
dnico namero real x que verifica las condiciones de ( 1 ).

Probemos que

b=
L]

{ x .

Observemos primero que debido a que 1la sucesion de
intervalos { In } es encajada tenemos que a < b“ para todo
n 2 1.

Sea n 2 1, como a € A tenemos que a £ x y como bn € B
tenemos que x < bn - Asi pues x € In = [ a b" J para todo

nz1l. Sea



entonces

- < -
l vy x | £ bn a para todo n

por consiguiente :

< - i - = 1i
0< |y x |} £1lim ¢ bn a ) lim ﬁg%%

asi{ pues y = x. Por lo tanto

{ x 2.

=X
|
L]

PIEC > PCD. Sean A y B subconjuntos de R con

propiedades de PIEC. Fijemos dos elementos a e Ay b‘

entonces por w) de PCD a £ b1.

S1 ( a‘ + b‘ )/2 € A tomamos

a = ( a + b‘ /2 y bz = b‘.

8i (¢ a‘ + b‘ )/2 € B tomamos

a=a4ay bz = ( a + b‘ ¥/2.

As{ pues

las



y diam ( Iz ) = ( b‘ - a, )/2.

Nuevamente s1 ( a3 + b3 J/2 € A tomamos

a =Ca_+b )2yb_=b
8 2 2 8 2

y 81 ( az + bz /2 € B tomamos
a =a yb =(a +b_ )2
- 2 2

] entonces,

0
™
W
o

Denotemos I
8 8
I‘ > Iz > I8 y
diam C I ) =(Cb - a Y2°
] 4 4

Reirterando este proceso formamos una sucesién encajada

intervalos cerrvados no vacios

I 2 I D eaa 21 2 .aee
4 2 n

tales que @

de
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Bue el 1limite anterior sea precisamente cero es
consecuencia de la Propiedad arquimediana de R.

Por PIEC tenemos que existe un namero real x tal que :
[
N I =4{x 1}
ns4 n

Supongamos que u < x entonces existe un namero natural n tal
que u £ a. Como por construccién a € A se tiene por W)
que u € A. Supongamos que x < v entonces existe un natural n
tal que b“ < v. Como bn € B se tiene por ww) de PCD que
v € B. Probemos ahora que x es el dnico naGmero real que
satisface estas dos propiedades. Supongamos que existe otro
namero real y que satisface estas dos propiedades entonces
como a_ € Ay bn € B se tiene que a_ € y = b" para todo
n 2 1 por consiguiente

[
y € ng‘ In = { x 2.
Asi, y = x.0
Como conclusién de este capitulo tenemos el siguiente

Teorema que se obtiene inmediatamente de las proposiciones

analizadas en el mismo.
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Teorema 3.5.1.
En R son equivalentes los siguientes principios :
i. PEI
2. PES
3. PCCI
4. PCCII
5. PCD

6. PIEC

En un contexto m&s general :

PCD equivale a PIEC + Propiedad Arquimediana

Hemos alcanzado nuestro propésito de presentar de manera
clara las equivalencias del principio de continuidad. En
vista de 1la importancia del mismo hemos considerado
conveniente presentar en el préximo capitulo algunas de sus

aplicaciones.



CAPITULO 4
APLICACIONES
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1. INTRODUCCION.

Ademas de servir como base para la construccién de los
nuameros reales, la importancia del Principio de Continuidad
radica en su su aplicacién en diferentes resultados de 1la
Matematica. La construccién del cuerpo totalmente ordenado y
completo (R , + , * , £ ) puede no tener cabida en los
cursos elementales de la Licenciatura en Matematica; sin
embargo de este conjunto de propiedades de R se pueden y
deben obtener algunos resultados fundamentales en el

Analisis.

En este capitulo consideraremos algunas consecuencias
del principio de continuidad. Particular importancia
tienen el teorema de Weierstrass, sobre maximos y minimos;
el Teorema de Rolle y el de valor medio de Lagrange que son
la base del cAlculo diferencial en una variable; su
demostracién, obligatoria, se basa precisamente en el citado

teorema de Weierstrass.

Otros resultados siempre relativos a funciones
continuas son los teoremas de Bolzano y Bolzano-Weierstrass
de valor intermedio. Es dificil determinar la gran
importancia que estos teoremas tienen tanto en la matematica
pura como en la aplicada; en problemas de ecuaciones, de

inversién de funciones, de funciones implicitas, etc. por



eso consideramos indispensable su demostracién. Afirmaciones
similares pueden hacerse a propésito de los teoremas de

punto fijo.

Asi pues, en este capitulo presentaremos demostraciones
de algunos teoremas clasicos sobre funciones continuas que
pueden abordarse de manera directa y elegante con 1la ayuda
de el principio de continuidad o alguna de sus
equivalencias. Por supuesto que esto no agota 1la gama de
aplicaciones del principio; Aareas como la Teoria de
Integracién, de igual importancia, quedan fuera del alcance
y propésito de este trabajo, pero nos indican el amplio
panorama abierto en el AnAlisis, por la consideracién de

este principio.

2. APLICACIONES DEL PRINCIPIO DE CONTINUIDAD.
El primer resultado que analizaremos serd el teorema

del valor intermedio de Bolzano.

Proposicién 4.2.1.

Sea f una funcién continua definida en un intervalo
L a, bl. Si fca) y f(b) tienen signos contrarios, entonces
existe un x €.( a , b ) tal que f(x) = 0.
Demostracién.

Supongamos que f(a) < Oy f(b) >0 yseam>1, me N,

divaidamos [ a , b 1 en m partes iguales, entonces,



2(b~a) {m=-1) (b-a)

a<a+ 22 caa+ < weu < a+ <b
m m

consideremos la imagen por f de estos puntos; es decir,

2(b- o tm=-1) (b-a

L Yy see pflar TUD f(h)

2, fca+
m

fca), fca+

Si al menos uno de estos valores es cero no hay nada que
probar. Supongamos que todos ellos son distintos de cero.
Como f(a) < Oy f(b) > O entonces existen dos valores
consecutivos de f donde el primero es negativo y el otro es
positivo. Designemos estos valores por f(a‘) y f(b‘) tales

que f(a‘) < 0y f(b‘) > 0, de donde

a <b yb -a = (b-a)/m.
1 1 1 1

De la misma forma dividiendo el intervalo ([ a v b‘ J en m
partes iguales nuevamente obtendremos dos valores
consecutivos de f tales que el primero es negativo y el otro
es positivo ( si al menos uno de estos valores es cero no

hay nada que probar ). Designemos estos valores por f(az) y

f(bz) tales que f(az) < 0Oy f(bz) > 0 donde a, < bz ’

'y 1 b-a
a‘ < .'-.\z < bz < b‘ y I:b2 az —-—mz mz

Reiterando este procedimiento obtendremos una sucesion

{1 2 de intervalos encajados con 1 = [ a s b ] vy
n n n n



luego por PIEC existe un x tal que

00
n I =4{x 3,
ns4 n (]
asi,
%5& an = 1lim bn = X .

Como f es continua resulta que

%3& f(an) = 1lim f(bn) = f(xo),
pero

%3& f(an) £0ylim f(bn) 20

por lo que f(xo) = 0.m

Veremos ahora una aplicacién directa de este resultado,

el teorema del valor intermedio para funciones continuas.

Corolario 4.2.1.
Sea f una funcién continua definida en un intervalo
cerrado [ a , b J. §i fCa) # f(b) entonces f toma todos los

valores entre f(a) y f(b) en el intervalo L a , b 1.
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Demostracién.
" Supongamos que f(a) < f(b) y sea A € R tal que
f(a) < A < f(b). Definamos una funcién
g: fa,b)] —a R
como
gi(x) = f(x) - A.

Es claro que esta funcién es continua y ademas

g(a) fa) - A K O

g(h) fib) - A >0
luego por la Proposicién 4.2.1 existe un Xo € (a, b)) tal
que

g( Xo ) = f(xo) - A =0,

es decir, f(xo) = A.B

Cabe sefialar que este teorema de Weierstrass permite
definir rigurosamente las potencias racionales de
una constante positiva distinta de uno.

El hecho es que las funciones fn(x) = x" , x > 0,
n e Z* transforman de manera continua y monétona el
conyunto R* en sf mismo. Por tanto si m € Z por la
Proposicién 4.2.1 existe un dGnico real positivo Xo tal que :

n m

X = a
o



Esto da pie a la introduccién de las potencias racionales

definiendo :

13

Otra aplicacién directa de la Proposicién 4.2.1 es el

teorema del punto fijo.

Proposicién 4.2.2.

Sea f: [ 0 , 1 J—=a[ 0, 11 una funcién continua
entonces existe un Xy € £ 0O, 1 ] tal que f(xo) = X e
Demostracién.

Si f(0) =0 6 f(1) =1 1la proposicién es verdadera.
Supongamos entonces que f(0) > 0 y f(1) < 1 y definamos 1la
funcién

g: L0, 1] — R
tal que
gi(x) = f(x) - x.

Es claro que g es una funcién continua y que ademés

g(0) = f(0) > 0 yg(l) = f(1) - 1< O

luego por la Proposicién 4.2.1 existe un X, € (0, 1) tal

que ngo) =-0 de donde f(xo) = X -8

Presentaremos ahora el Teorema de Weierstrass con una

demostracién directa diferente a las demostraciones por



reduccién al absurdo que confrecuencia aparecen en los

libros de Analisis.

Proposicién 4.2.3.

Si una funcién f: [ a , b ] — R es continua en
[La, bl entonces f estd acotadaen [ a , b 31, es decir,
existe una constante K =# O tal que -K £ f(x) € k para todo
xela, bl.

Demostracién.

Observemos primero que siendo f continua en x = a,
existe c, a < ¢c £ b tal que f es acotada en [ a , ¢ J. Sea
A={c/a<<csb, fes acotadaen [ a, c 1 2
por la observacién anterior A # ¢ y b es cota superior de A,

luego existe
o = oun A
Yy ¢, < b.
Probemos que f es acotada en L a , ¢ 1; f es acotada

o
alrededor de €o POT lo tanto existe c e A tal que ¢ < ¢

[ ]
como f es acotada en [ a , c 1 yen [ c, <o ] también es
acotada en [ a , <o J. Asi pues €, € A.

1 demostramos que € = b obtendremos lo deseado.

Sea c €e Ay ¢ { b entonces existe c’ € A tal que
c ¢, esto equivale a decir que

sice A y ¥V ¢c' € A, ¢’ £c entonces ¢ 2 b.

Pero Cp = OUn A € A por tanto para todo c € A, ¢ < €, Y Ppor

lo sefflalado <o 2 b. Como <o < b resultaentonces que o = b.m



Otra consecuencia del principio de continuidad y del

teorema anterior es la proposicién siguiente.

Proposicién 4.2. 4.

Sea f: (. a , bl ——m R una funcién continua en
L a, bl entonces f alcanza su méximo y su minimo en
fa, bl esdecir, si A={ f(x) / xel a, b1l?!} existen
c,del a, b1l tales que f(c) = oun A y f(d) = inf A.

Omitiremos la demostracién pero observemos que por la
proposicién anterior A es acotado y por PES y PEI existen
oup Ay inf A , comprobando que estan en A se obtiene

finalmente el resultado.ms

Proposicién 4.2.5.

Gea f: [ a, b] —— R una funcién inyectiva y
continua en [ a , b 1. Entonces f es estrictamente monétona
enf a, b 1.

Demostracién.

Como f es inyectiva en L a , b 1 se debe tener que
fca) < f(b) & f(b) < fCa). Analizaremos el caso f(a) < f(b)
y demostraremos que f es estrictamente creciente. El1 caso
f(b) < f(a) se hace de manera similar y se demuestra que f
es estrictamente decreciente.

Como f es continua existen X %X, € fa, b1l tales que

f(xi) =qn (L a,bl)y f(xz) =mex (L a,b1l)

Sea I el intervalo de extremos X, » %, y POV el



Corolario 4.2.1
f(I1yYy=fCCCLa,bl)
y como f es inyectiva I = [ a , b 1 y por lo tanto
fca) = f(x‘) < f(xz) = f(b)

El procedimiento anterior se puede aplicar a todo
intervalo f a , x 1 contenidoen L a , b 1, es decir, que el
miximo de fen T a, x 1 es f(x).

Sean x, yel a, b 1, x < y entonces,

fa,xlcla,y]l
Como f es inyectiva,
f(Ca,x1) = fCa)y , f(x) 1 cC fCa) , f(y) 1 = f(la,ylD)

luego f(x) < fly).m



57—

CONCLUSION

Después de la realizacién de este trabajo debemos hacer
las si1guientes conclusiones, basadas en los resultados
obtenidos y en todo el trabajo de investigacién realizado.
No dudamos que el mismo sirva como marco de referencia a
profesores y estudiantes en los cursos de la Licenciatura en
Matematica y en la opcién Matematica Educativa del Programa

Centroamericano de Maestria en Matematica.

Por el isomorfismo establecido el cuerpo totalmente
ordenado y completo ( R , + , *» , £ ) se puede identificar
con (R, +, ¢« , £ ) donde el subcuerpo Q es también
identificado con @. Es decir que tenemos un modelo del

si1stema presentado axiomaticamente en el capitulo 1.

La construcciédn de los numeros reales presentada ofrece
ventajas, ya que muchos de 1los resultados son bastante
evidentes s1 se toma en cuenta el manejo por parte del
estudiante de la teoria de conjuntos y el conocimiento

practico de los numeros racionales.

El alcance de El1 Principio de Continuidad queda
de manifiesto en la gran cantidad de aplicaciones que tiene

el mismo.



Las demostraciones directas presentadas en el trabajo
son de menor complejidad que las realizadas por reduccién al
absurdo que aparecen en la mayoria de 1los textos de
AnAlisis. Ademas estas demostraciones usan de manera
reirterada el significado de los conceptos basicos tales como
limite, continuidad, etc. y por esto sirven para reforzar la

cmprensién de los mismos.

Es claroc que los conceptos matematicos se introducen por
sus usos. No tiene sentido presentar los numeros reales como
un sistema que satisface los dieciseis axiomas del primer
capitulo y luego olvidarse del axioma 16. Este axioma es
crucial; en algun momento debemos sacar de él1 consecuencias
importantes. Los teoremas del capituleo 4 son una muestra de

estas consecuencias.
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