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INTRODUCCION 

En nuestra práctica como docentes universitarios, nos 

encontramos muchas veces con dificultades al presentar una 

construcción de los números reales, siendo las más 

utilizadas las basadas en : Las sucesiones de Cauchy y las 

cortaduras de Dedekind. 

El presente trabajo proporciona una construcción que 

utiliza, como números reales, intervalos de Q que cumplen 

ciertas propiedades y cuya relación de orden depende 

directamente de la inclusión entre conjuntos. Como las 

propiedades de los conjuntos son manejadas por la mayoría de 

nuestros estudiantes, estamos seguros que la misma será de 

mucha utilidad. Se presentan además una serie de 

equivalencias del Principio de Continuidad y algunas 

aplicaciones. 

Este trabajo esta dirigido a profesores y estudiantes de 

la Licenciatura en Matemática, así como a investigadores con 

la convicción de que hacer Matemática Educativa es hacer 

Matemática. 

El trabajo está dividido en cuatro capítulos. Cada 

capítulo es antecedido de una breve presentación o 
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introducción y eventualmente finaliza con conclusiones y 

observaciones pertinentes. 

En el primer capitulo se presenta en forma axiomática el 

cuerpo de los números reales. Como principio de continuidad 

se ha escogido la propiedad de que todo subconjunto no vacío 

de IR acotado inferiormente posee ínfimo en R. En este 

capitulo se establece un isomorfismo entre cuerpos 

totalmente ordenados que tienen al menos dos elementos; este 

isomorfismo nos permitirá en el capitulo dos establecer que 

el conjunto construido no es más que R. También se hace una 

demostración de la propiedad arquimediana ( cuya novedad 

consiste en no utilizar el método de reducción al absurdo 

como consecuencia directa del Principio de Continuidad. 

En el capitulo dos, que es el central de nuestro 

trabajo, se hace una construcción rigurosa del conjunto X, 

cuyos elementos son intervalos de 0 que cumplen las 

condiciones de ser abiertos, acotados inferiormente y no 

acotados superiormente. Se garantiza entonces que .9t es un 

cuerpo totalmente ordenado y completo. Para ello se definen 

las operaciones de adición y multiplicación, así como una 

relación de orden que depende directamente de la inclusión 

entre conjuntos; lo que hace posible que una serie de 

propiedades se obtengan de manera natural. Se demuestra que 
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Jt es completo, es decir, se establece que R cumple todos los 

axiomas establecidos en el primer capitulo y por el 

isomorfismo se identifica con el conjunto IR. 

El Principio de Continuidad se tratará en el capitulo 

tres, en el mismo se presentan una serie de equivalencias de 

este principio observando que cada una de ellas sirve de 

base para las diferentes construcciones de los números 

reales que se conocen. 

Afirmando más aún la importancia de El Principio de 

Continuidad pasamos al capitulo cuatro, en el cual se 

presentan una serie de aplicaciones como los teoremas de 

Bolzano, Bolzano-Weierstrass, así como un teorema del Punto 

Fijo. En a?os recientes varios autores ( ver Hernández 

E 12 ) y  1 13 ] entre otros) han insistido en la 

conveniencia de introducir estos resultados desde el mismo 

inicio del estudio del Cálculo. Creemos que las 

demostraciones presentadas aquí son accesibles a nuestros 

estudiantes novatos y nuestro esfuerzo ha consistido en 

desarrollar estas demostraciones de la manera más sencilla 

posible. 

Una de las características más notables de este trabajo 

es el evitar las demostraciones por reducción al absurdo, 
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característica esta que le confiere cierta originalidad y 

eleva su valor ya que estamos convencidos que una 

demostración directa es mucho más elegante y didáctica que 

una demostración por reducción al absurdo. 

Otra de las características que presenta el trabajo es 

la de brindar material que puede servir como referencia en 

la construcción de problemas y proyectos en cursos como el 

de Fundamentos y Análisis Real. 

IV 



CAPITULO 1 

AXIOMATIZACION DE LOS NUMEROS REALES 
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Para iniciar nuestro trabajo hemos querido presentar en 

forma axiomática el cuerpo de los números reales. Este 

conjunto de axiomas nos daran las pautas ha seguir en la 

construcción que presentamos en el capitulo siguiente. El 

punto de partida es la existencia de un conjunto R en el 

cual están definidas una adición, una multiplicación y una 

relación de orden. 

2. PRESENTACION AXIOMATICA DE LOS NUMEROS REALES. 

1.Existen al menos dos números reales distintos. 

Axiomas de la Adición. 

2. Propiedad Clausurativa. 

Va, b e112; a+b e IR 

3. Propiedad Asociativa. 

Va, bo ceR;a+ (b+c) = (a+b) + c 

4. Propiedad Conmutativa. 

a,beR;a+b=b+ a 

5. Existencia de Elemento Neutro. 

Existe O e R tal que V a e R; a + O = a 
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El conjunto R - { 0 se denota por R*. De acuerdo al 

Axioma 1,  

6. Existencia de Opuestos. 

Para todo a e R existe -a e R tal que a + ( -a ) = 0 

Axiomas de la Multiplicación. 

7. Propiedad Clausurativa. 

V a, b e R; a-b e IR 

8. Propiedad Asociativa. 

V a, b, c e R; a.(b-c) = (a.12) ,c 

9. Propiedad Conmutativa. 

V a, b e R; a.b = 12-a 

10. Existencia de Elemento Unidad. 

Existe 1 e R tal que V a e R; a.1 = a 

11. Existencia de Inversos. 

Para todo a e R* existe aP e R tal que way = 1 

12. Propiedad Distributiva. 

V a, b, c e R; a•( b + c ) = aq, + a.c 
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Axiomas de Orden. 

13. Ley de Tricotomía. 

V a, b e IR se tiene una y sólo una de las siguientes 

afirmaciones : 

a <bóa>b8a= b. 

El conjunto {xeIR /x>0} se denota 112.  

14. Compatibilidad de la Adición. 

apbeIR,VceR*; sia<bentoncesa+c<b+ c 

15. Compatibilidad de la Multiplicación. 

V a, b, c e R; si a < b entonces a-c < 12-c 

Axioma de Continuidad. 

Sea ( A , ) un conjunto ordenado y B un subconjunto 

no vacío de A. Un elemento de A, L es cota inferior de B si: 

para todo x e B resulta L x. Un elemento y de A es ínfimo 

de 8 si : 

a. y es cota inferior de B 

b. Si L es cota imferior de B entonces L S y. 

Cambiando 5 por y la palabra inferior por superior 

tenemos los conceptos duales de cota superior y supremo. 
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B es acotado inferiormente ( superiormente ) si posee al 

menos una cota inferior ( respectivamente superior ). 

16. Axioma de Continuidad. 

Todo subconjunto no vacío acotado inferiormente de IR 
posee ínfimo en R. 

A todo conjunto que cumple los Axiomas 1-16 lo 
llamaremos un cuerpo totalmente ordenado y completo. 

Una caracterización del ínfimo de un subconjunto B 

no vacío de R es la siguiente : 

a. y es cota inferior de B. 

b. Para cada s > O existe x e B tal que x < y + s. 

Además de los axiomas presentados se verifica la 

propiedad arquimediana. Como un aporte significativo de 

nuestro trabajo presentaremos una demostración directa de la 

propiedad arquimediana diferente a las que aparecen 

comunmente en los libros de Análisis, ya que las mismas se 

realizan, generalmente, por reducción al absurdo. 

Enunciaremos primero algunas versiones equivalentes de 

la Propiedad Arquimediana. 
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Propiedad Arquimediana 

Cada una de las siguientes afirmaciones son 

equivalentes : 

1) Para todo a, b e R.1, si a > O existe n e N tal que 

na >b. 

LO Para todob> O, existeneN:n> b. 

u4) Para todo b > Ó, existe n e N : 1/n < b. 

1v) IR es arquimediano siysólo si ¿al 1/n :neN) = O. 

Proposición 1.2.1. 

R es arquimediano. 

Demostración. 

SeaA= { 1/n :neN) probaremos que «t 'A= O. 

A es un subconjunto de IR no vacío y acotado 

inferiormente pues, para todo n e N; 0 5 1/n. Por el Axioma 

16 existe tml A = c de donde resulta que O S c < 1. 

Consideremos ahora 

A' = : n e IN } 
n 

como A' g. A resulta que A' es acotado por lo tanto existe 

«J A' y trbA A S in.1 A'. 

Por otro lado 

¿ri., A' < 1 < 
n2 n 
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para todo n e N. Es decir, MI A' 5 1/n para todo n e N; por 

consiguiente ¿NI A' 5 44 A. As1 MI A' = c 

Por otro lado como O 5 ic 5 un resulta que: 

1 cz 

nz ( 1) 

y como 1/n 5 1 tenemos : 

1 -c2 = ( 1/n - c )( 1/n + c ) 5 2( lin - c ) ( 2 ) 
nz 

Sea e > O, como c = .inf A, existe n e N tal que 

1/n - c < e/2. Para este n se deduce de ( 2 ) que : 

< c2  + e ( 3 ) 
n2 

De ( 1 ) y ( 3 ) se deduce que c2  = M. AP por tanto : 

2 c =c ( 4 ) 

Esta última ecuación sólo admite las soluciones c = O y 

c = 1, pero c < 1, por lo tanto c = O. 

As1, 44 C 1/n :neIN =Oypor 1v) resulta que 02 es 

arquimediano.m 

1 
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Cada cuerpo totalmente ordenado con al menos dos 

elementos posee un subcuerpo de fracciones o de números 

racionales. Las fracciones se obtienen como cocientes de 

múltiplos enteros de la unidad. Nos referimos a estos 

elementos genéricamente como números racionales. 

Además de estos axiomas la siguiente proposición se 

verifica en todos los cuerpos totalmente ordenados Y 

completos. Ha esta propiedad se le conoce con el nombre de 

DEnsidad de O. 

Proposición 1.2.2. 

Sean a, b números reales con a < b, entonces existe un 

número racional r tal que a < r < b. 

Demostración. 

Analizaremos los casos a > O, a = O, a < O. 

Si a > O por la Proposición 1.2.1 existe un natural n 

tal que n(b - a ) > 1 por lo tanto, nb > na + 1. 

Consideremos el conjuntoA= CmeIN /m> na }. Nuevamente, 

por la Proposición 1.2.1. resulta que A 0 O. Asi, A posee un 

primer elemento el cual denotaremos por p, es decir, existe 

un natural p tal que p > na k p 1 de donde 

nb > na + 1 p > na, asi, b > p/n >a y tomando r = p/n 

se obtiene el resultado. 

Si a = O entonces se tiene que O < 1/2 b < b por lo que 
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existe un racional r tal que O = a < t's b < r < b. 

Si a < O tenemos dos opciones : 

si b > O resulta que r = O verifica la proposición. Por otro 

lado sibiOentonces,0< ibi < 'al por lo tanto 

existe un número racionalrtal que0<lbl<r< f  al 

asi r  a < -r < b.a 

La proposición siguiente nos permitirá identificar el 

cuerpo de nuestra construcción con el conjunto R. 

Proposición 1.2.3. 

Dos cuerpos totalmente ordenados y completos con al 

menos dos elementos distintos son isomorfos. 

El esquema de la demostración se basa en identificar el 

subcuerpo de las fracciones de ambos cuerpos. Sean A y A' 

dos cuerpos totalmente ordenados y completos, a e A. Por la 

proposición anteriora= 1.1mItxAnO/xka }. 

Como {xelln0D/xka}SA9  este conjunto es acotado 

inferiormente en A' luego existe talCxeAnCl/x.): a> 

en A', llamemos ha este ínfimo a'. Resulta entonces que la 

aplicación 

y: A  

que al elemento a le hace corresponder el elemento a' 

obtenido de la forma anteriormente presentada, es un 

isomorfismo.e 
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Podemos entonces presentar nuestra construcción de modo 

que al cumplirse los axiomas de los números reales el cuerpo 

obtenido será isomorfo al cuerpo R. 



CAPITULO 2 

CONSTRUCCION DE LOS NUMEROS REALES 
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tiNTRODUCCION. 

En este capitulo desarrollaremos la construcción del 

conjunto de los números reales R. Para ello utilizaremos un 

tipo de intervalos de Q que cumplen ciertas propiedades. Al 

conjunto de estos intervalos lo denotaremos por Y. será 

identificado con el conjunto R. En Y. definiremos una 

relación de orden y las operaciones de suma y producto que 

lo caracterizarán como un cuerpo totalmente ordenado y 

completo. Como se ha visto en el capitulo anterior son 

validas la propiedad arquimediana en 0 y la densidad de 0 en 

R. 

El SUPIMOS 
Se dispone del sistema numérico ( , + , • < ) el 

cual es un cuerpo totalmente ordenado y arquimediano. 

Necesitamos además algunos conceptos que caracterizan 

ciertos subconjuntos de 0. 

Definición 2.2.1. 

Un subconjunto I de 0 es un intervalo si posee la 

siguiente proniedad : 

Para todo 1, ye'Iconx5 y, size0y x z y 

entonces z e I. 
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Ejemplos. 

Suponiendo a, betnyaSblos siguientes subconjuntos 

de O son intervalos : 

3 -0 ,b(= {xeG/x<b} 

3 - b3 = {xe<11/x<b) 

3a, +0E= :{xeQ/a<x} 

Ea P  +ce ( = Cxe0/a<x) 

3a P 12E= CxeQ/a<x<b) 

Ea P bE= {xeQ/a<x<b } 

3a P 131 = <xe<11/a<x5b) 

(a, b 3 =( xeQ/a<x5b> 

3 -co +oo E = 0 r 

Los intervalos pueden reducirse a un punto como es el 

caso de E a , b 3 si a = b o ser vacíos como en el caso 

3a,bEsia= b. Es importante seflalar que además de los 

ya mencionados, hay intervalos de Q que escapan al listado 

anterior. Por ejemplo : 

1 = CxeCl/x>49yx2  < 2 Y 

es un intervalo, pero no es de la forma 3a r b E pues en 

este caso debe ser bz = 2 y no existe b e 0 con esta , 
propiedad. 
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Definición 2.2.2. 

Un subconjunto no vacío A de Q es acotado inferiormente 

si existe m € Q tal que para todo x € A, m 5 x. 

De manera similar se consideran los conjuntos acotados 

superiormente. 

De importancia para nuestra construcción son las 

negaciones de los conceptos anteriores. 

Definición 2.2.3. 

Un subconjunto no vacío A de 0 es no acotado 

superiormente si para todo M E 0 existe x E A tal que x > M. 

Ejemplos. 

] a , +w E y E a , +w E. El hecho de que estos conjuntos 

sean no acotados depende de la propiedad arquimediana de 0. 

Definición 2.2.4. 

un subconjunto A de 0 es abierto si para cada x E A, 

existen a, b E Q tales que a < x < b y 3 a , b E 5 A. 

Ejemplos. 

3 -co  , b E , 3 a , b 1 9 3 -co 9 +oo 1 = 
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3. EL CONJUNTO .sx 

Definición 2.3.1. 

Llamaremos número real a todo intervalo a de Q que 

cumpla las siguientes propiedades : 

I) acotado inferiormente 

u.) no acotado superiormente 

'l'A) abierto 

El conjunto de los intervalos que cumplen la Definición 

2.3.1 lo denotaremos por .9L. 

La razón de la escogencia de estos intervalos se puede 

observar en la dificultad de definir la multiplicación de 

manera que el producto sea un elemento de Esta definición 

también es válida si cambiamos los conceptos superiormente e 

inferiormente por su contraparte pero el producto de dos 

intervalos de este tipo no es un intervalo similar. 

Observemos que si x e a, a e X, y e Q con x < y también 

y e a ya que como a cumple 10 existe z e A tal que y < z Y 

como a es un intervalo, z,  e a. 

Ejemplos. 

1. a = ] a, +o, E e 92. para cada a e CL Al conjunto 

formado por este tipo de intervalos lo denotaremos por Q y 
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los llamaremos racionales 

2. p. c x'eQ/x > Oyx2  > 2 } es un elemento de 

.7t. pero no es de la forma 1 a 1 

se llaman irracionales.  

+co [ con a e Q.  Estos números 

Pasemos a definir ahora una relación de orden en X. 

Definición 2.3.2. 

Sean a, e e A decimos que a es menor o igual a ft y lo 

escribiremos a 5 p si y sólo si p S a. 

Si a 5 p pero a w p escribimos a < fi. 

Proposición 2.3.1. 

La relación 5 es una relación de orden. 

Demostración. 

Como la relación S verifica las propiedades reflexiva, 

antisimétrica y transitiva también la relación 5 verifica 

estas tres propiedades por lo que ella es una relación de 

orden .m 

Veamos ahora que en efecto 5 es una relación de orden 

total. Para ello necesitaremos el siguiente lema el cual nos 

será de utilidad no sólo en la demostración de la 

proposición siguiente sino a través del desarrollo del 

presente trabajo. 
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Lema 2.3.1. 

SeaaeGyfieSt : 

-si a e p entonces 2 a , -hccESp 

-si a fi  entonces p S 1 a , +co 

Demostración. 

Sean a e p, x e la p-hoo (entonces a < x y por ser p un 

intervalo no acotado superiormente x 

Sean a p, x e fi, como p es acotado inferiormente 

a < x por lo tanto x e 2 a y +0, Lig 

Proposición 2.3.2. 

Si a, peSt entoncesaSpóp5 a, es decir, 5 es una 

relación de orden total. 

Demostración. 

Si avepentoncesa\ pw0óP\a00. Supongamos que 

a \pwOyseaaea\pentoncesaeaya p. Por el 

Lema 2.3.1 se tiene que p S 1 a , +ce E S a, es decir, p 5 a. 

De forma similar si p a al O se concluye que a 5 p. 
Esta proposición es la ley de tricotomía, es decir, 

dados a, p e R. se tiene una y sólo una de las siguientes 

situacionesa<póft<aóa= p.g 

Proposición 2.3.3. 

La correspondencia 

a a , +00 
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de en .9t es inyectiva y creciente. 

Demostración. 

Observemos primero que 4,41,11  3 r, +co = r. 

En efecto r es cota inferior de 3 r +o, E y todo a e 

tal que r < a no es cota inferior pues ( r + a )/2 > r y 

r + a )/2 < a, asi pues cualquier otra cota inferior rP es 

menor o igual que r. Sea 3 r +co E = 3 rP, +co E. Como 

3 r , +co 5 3 rP, +co E entonces 

+o) E 5 tn.101  3r + co = r 

De la misma manera como 3 rP, +co E S 3 r +oo E resulta que 

r 5_ rP, luego r = r'.11 

Proposición 2.3.4. 

El conjunto Q es denso en el conjunto ,L 

Demostración. 

Sean a, p e .9t tales que a < p, trabajando similar al 

Lema 2.3.1 comoa\poOexisteaeatal que 

p 5 3 a , +oo E 5 a. Como a es abierto existe aP < a tal que 
a+aP  av e a y considerando r = 2 se obtiene que 

p c +o) E c a, es decir, a < p < p donde 

p = 3 r +W C.m 

Veamos ahora que el conjunto .9t es completo. 
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Proposición 2.3.5. 

Todo subconjunto A de X no vacío y acotado inferiormente 

posee ínfimo ao. 

Demostración. 

Sea ao = U a. Probemos que ao  es un intervalo de Lo 
«EA 

ficaremos es que en efecto ao es un primero que veni 

intervalo. 

Sean x, y e ao  , z 

existe a en A tal que 

por tanto z e a0.  

e 0 tales que x < z < y. Como x E a o 
X e a entonces z e olx pues x < z Y 

O ao es abierto por ser unión de abiertos. 

1.13 Como A está acotado inferiormente existe un p e .9t tal 

entonces ao S p y por lo tanto 

está acotado inferiormente ya 

que a 5 (1, para todo a e A, 

p ao. En consecuencia ao 
que p también lo está. 

ti.y) Como a 5 ao para todo a 

todo a en A y como los a 

tampoco lo está. 

en A resulta que aO < a para 

no estan acotado superiormente ao 

Por las propiedades reticulares de la unión se verifica 

fácilmente que a = 4.(4 a pues la unión es el menor conjunto 
aew 

que contiene a todos los conjuntos que la forman..a 

Es importante que en este punto enunciemos la 

contraparte de esta proposición cuya demostración 
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realizaremos en el siguiente capitulo. 

Proposición 2.3.6. 

Todo subconjunto de Y. no vacío y acotado superiormente 

posee supremo. 

De todo lo realizado hasta este momento podemos decir 

que el par ( ) es un conjunto totalmente ordenado Y 

completo. Pasemos ahora a definir las operaciones que 

dotarán al conjunto St de la estructura de cuerpo. 

4. ESTRUCTURA DE CUERPO CODE:~ DE A 
Definición 2.4.1. 

Sean ot, p e It definimos a + ft = { x+y / x e a, y e p ›. 

Observemos quea+p=u(x+(3 ). 

Proposición 2.4.1. 

Si 04 p e entonces a + p e A. 

Demostración. 

Como x + ft es una traslación de x p es un conjunto 

abierto y como-la unión de abiertos es abierta resulta que 

a + p es abierto. 

Veamos ahora que a + p es acotado inferiormente. En 

efecto a es acotado inferiormente y por lo tanto existe M e 
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O tal que M 5 x para todo x en a de igual manera p es 

acotado inferiormente por lo que existe hl' e O tal 

que M + My 5 x + y para todo x e a, y e p por lo que a + p 
es acotado inferiormente. 

Por otro lado, dado m e 0 como p no es acotado 

superiormente existe y e 0 tal que m < y; como a no es 

acotado superiormente existe x e a tal que x > O, luego 

m < x + y lo que quiere decir que a + p no es acotado 

superiormente. 

Finalmente verifiquemos que a + p es un intervalo. Sean 

u,vea+pyzed) tal queu<z< v. Como u e a + p 
existe x e a tal que u ex + 0, pero x + p es un intervalo 

no acotado superiormente; por la observación hecha al final 

de la Definición 2.3.1, zex+pypor lo tantozea+ pa. 

Veamos ahora dos propiedades importantes de la adición. 

Proposición 2.4.2. 

Sean a, pyreSt entonces : 

1.)a+p=(3+a( propiedad conmutativa ) 

14.)a+ ( p'+r) = (01+(3) +r( propiedad asociativa ) 

Demostración. 

La demostración es evidente si se toma en cuenta 

que la definición de suma involucra números racionales y el 
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hecho de que estas dos propiedades se cumplen en Cl.m 

Necesitamos ahora comprobar la existencia de un elemento 

neutro y la existencia de opuestos aditivos para todos los 

elementos de A. 

Proposición 2.4.3. 

Existe O e .It tal que para todo a e X se tiene a + O = a. 

Demostración. 

Sean0= ] 0,+co E,yea+Oentoncesy=x + z con 

xeayz>0entoncesy> x; por el Lema 2.3.1,y e a de 

donde a + O 5 a. 

Tomemos ahora y e a. Como a es un intervalo abierto 

existexeatal quex<ypor lo quey-x> O y podemos 

escribir y= (y-x) +xluego y e a + O, es decir, 

a 5 a + 0.m 

Proposición 2.4.4. 

Si a e Y. existe -a e a tal que a + ( -a ) = O. 

Demostración. 

Observemos primero que si a = ] a , +012 E con a e O el 

número real - a = ] -a,, +o) E es tal que a + ( -a ) = O. 

Sea a e it \ Q, se tienen dos posibilidades a > O ó 

a < O. Sea a > O entonces existe r > O tal que para todo 

X E ay x > r. Consideremos la familia de intervalos 
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-r +o) E tal que r >0 y r ea. Esta familia es acotada 

inferiormente y por lo tanto existe : 

-a = 4.4m1 -r +co E = -r +co E 
rom rosa 
r>0 r>0 

el cual procediendo como en la Proposición 2.3.5 se prueba 

que está en A. 

Veamos ahora que a + ( -a ) = O. 

Sea z e a + ( -a ) entonces existen x e a, y e -a tales 

que z = x + y. Como y e -a existe r > O cota inferior de a 

tal que y e -r +co E, es decir, y > -r y como x > r se 

tienex+y>Opor lo tantozeOyasia+ ( -a )e O. 

Sea ahora z e O, es decir z > O, existen dos 

posibilidadeszeaóze a. Sizeatenemosz=z + Oy 

como O e -a se tiene z e a + ( -a ). Si z a por la 

propiedad arquimediana de los números racionales existe no 
tal que noz a y ( no + 1 )z e ay por lo tanto, -noz e -a, 

luego z = -noz + ( no í. + 1 )z está en a + ( -a ) as 

O e a + ( -a ). 

Si a < O consideramos la familia de intervalos 

3 -r , +coEtal quer<Oyreala cual es acotada 

inferiormente por lo tanto posee un ínfimo y procedemos como 

en el caso anterior.. 
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Definición 2. 4. 2. 

Sean a, p e definimos a - p = a + ( -fi  ). 

De la definición y de las proposiciones anteriores se 
infieren las siguientes propiedades. 

Proposición 2.4.5. 

Si a, p e .9t se tiene : 
I) -( -a ) = a 

113 -( a + (3 ) =-a ) + ( -p ) 
Demostración. 

Basta observar que : 

O a + ( -a ) = O 

II) a + p + -a ) + ( -p ) = o.. 

Proposición 2.4.5. 

Si a, p, rE Styalpentoncesa+r5ft+ r. 
Demostración. 

Sean a, p, re.9tyaSpentoncesp 5 a por lo que 
p +r5a+rde dondea+705.(1+ 

Proposición 2.4.7. 

Para todo a e R. se cumple una y sólo una de las 

siguientes propiedades : 
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Demostración. 

En I) y u.) basta tomar p = O en la Proposición 2.3.2 

Para ver que a < O equivale a -a > O veamos que si a < O 

entonces O = a + ( -a ) < O + ( -a ) = -a por lo que 

O < -a.m 

Proposición 2.4.8. 

Si a, pe.91.yaSpentonces p — k O. 

Demostración. 
Basta observar que si a, peStya < p entonces 

a + ( -a ) 5 p + -a ), es decir, p — a > 0.m 

Definición 2. 4. 3. 

Definimos el conjunto .1914.  como = tae.R. /ak0 ›. 

Nos resta ahora definir la multiplicación. 

Definición 2. 4. 4. 

Sean a, ft e definimos ot.p = < xy / x e a, y e p ›. 

Observemos que : aeft = u ( xft ). 
xea 
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Proposición 2.4.0. 

Si a, p e Y," entonces a•p e 

Demostración. 

Como xp es una dilatación de p, xp es un conjunto 

abierto y como la unión de abiertos es abierta resulta que 

a-p es abierto. 

Veamos ahora que a-p es acotado inferiormente. Como 

a, p e Jqt:` poseen cotas inferiores M, MI e Ci/  es decir, que 

para cada x e a, y e p resulta M 5 x y MI 5 y luego MI 5 xy 

es decir que MM' es una cota inferior de wp. 
Por otro lado como p no es acotado superiormente dado 

m e Q existe y e p tal que m < y; como a no es acotado 

superiormente existe x e a tal que x > 1 de donde xy > m 

luego existe xy en xp que verifica la Definición 2.1.3. es 

decir que xp es no acotado superiormente, y con mayor razón 

a-p. 
Como en el caso de la adición se comprueba que también 

ca-p es un intervalo. 

Sea 2 e app entonces existen x e a, y e p tales que 

z = xy, comoakOyPkOresultax> 0,y›Oluegoz> 0 

es decir a-p s 0 ó a-p k 0.m 

Veamos ahora dos propiedades importantes de la 

multiplicación. 
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Proposición 2.4.10. 

Si a, p y y e it+  entonces : 

ce.P = p.cit ( propiedad conmutativa ) 

11) (9•>,  ) = ( ct-p )-r ( propiedad asociativa ) 

Demostración. 

La demostración es evidente si se toma en cuenta que la 

definición de multiplicación involucra números racionales y 

el hecho de que estas dos propiedades se cumplen en 0.. 

Necesitamos ahora dar la existencia de un elemento 

unidad y la existencia de inversos multiplicativos para 

todos los elementos de X mayores que 0. 

Proposición 2.4.11. 

En 91:«1  existe 1 =1 y 4-co E tal que para todo a e 91. se 

tiene a-1 = a. 

Demostración. 

Sea z e ce.1, es decir, z = xy con x e a, y > 1 por lo 

que x < z y como a no es acotado superiormente z E 01. 

Recíprocamente sea z e a, como a es abierto y esta 

contenido en 3 0 , +0, E existe x e a tal que O < x < z por 

lo tantoz = x(21-) conxeayz/xe1 lo que implica que 

a e ail.m 
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Proposición 2.4.12. 

Si a e X. con a > O existe a' e Ata/ que asa' = 1. 
Demostración. 

Observemos primero que si a = a , +co E con a e el 

número real a' = 1 1/a , -hoci E es tal que asa' = 1. 
Sea a > 1 e irracional. Entonces existe r off a tal que 

r > 1. Consideremos la familia de intervalos 1/r +co E 

tal que r > 1 y r a. Esta familia es acotada inferiormente 

y por lo tanto existe 

a' =1/r , +oo E = u 1/r , +co E 
rom rOa 
r>1 r>1 

el cual procediendo como en la Proposición 2.3.5 está en R. 

Veamos ahora que asa' = 1. Sea z e asa' entonces existen 

X e a, y e a' tales que z = xy. Como y e a' existe r > 1 

cota inferior de a tal que y e 1/r +cc E, es decir, 

y > 1/r y como x > r se tiene xy > 1 por lo que z e 1 y asi 

asa' c 1. 

Sea ahoraze1, es decirz> 1. Siz> lyzea 
resulta que z = lsz e asa'. Si z > 1 y z a consideramos la 

suseción z, z2, ... en donde existirá un natural n tal que 
n+11. 1 1 n+1 mayz e a luego e a' y z = • z e asa' 

z
n 

z
n 

por lo que 1 Ç  asa'. 
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El caso O < a < 1 se analiza de igual manera 

considerando los intervalos de la forma 3 1/r , +ce E donde 

reay0<r< 1.m 

Veamos ahora la propiedad distributiva que relaciona las 

dos operaciones de adición y multiplicación. 

Proposición 2.4.13. 

Si a, fi,  y e .R.+  entonces a•( p + r ) = ot.p + ay. 
Demostración 

Sean a, p, y e .92. entonces : 

ot.( p + y ) = u x( p + y ) = u ( xp + xy ) 
xea xea 

= u x(3 + u xy = + a•y. m 
xea xea 

Nos falta definir el producto para todos los elementos 

de 

Definición 2.4.5. 

Si a, p e .92. se tiene que : 

1) = -E a( -p ) si a k O, p 5 0. 

1.1.) a•p = -E ( -a )p 3 si a 5 O, p 0. 

= ( -a )( -p ) si a 5 O, p 5 O. 
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De todo lo presentado podemos concluir que ( + , • ) 

es un cuerpo. 

Proposición 2.4.14. 

Si a, p, rex conaSPyrkOentonces a.2,  5 p-r. 
Demostración. 

Sea a, p, 7elty7k0, aSpentonces fi-a0 

por lo que 7.(p-a)kOaplicando la Definición 2.4.2 Y 

la Proposición 2.4.13 resulta wy 5 fi-.. 

Proposición 2.4.15. 

Si a e entoces ae0 = O. 

Demostración. 

Como 0=r + ( -r ) para todoreitypor la Proposición 

2.4.13 resulta que a.0 = opr + -r ) = 0.m 

En conclusión hemos obtenido un modelo de cuerpo 

totalmente ordenado y completo. Como observamos en el 

capitulo 1 este cuerpo es único salvo isomorfismos. 
Los números reales pueden visualizarse en una recta 

numérica como la semirecta racional formada por los números 

racionales mayores que el número en cuestión . Vale la pena 

seflalar que para todoaen% a= 4411<reQ/a< r 3. 

La idea de escoger estas semirectas o intervalos de Q 

surge de dos consideraciones geométricas: Un segmento puede 
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extenderse ilimitadamente en una dirección dada. Dado un 

segmento fijo, todo otro segmento puede superarse con un 

múltiplo del primero. Estas corresponden, en O, al no 

acotamiento y a la propiedad arquimediana. 



CAPITULO 3 

EL PRINCIPIO DE CONTINUIDAD 
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1.  
Recordemos que toda construcción de los números reales 

tiene por objeto obtener un cuerpo totalmente ordenado que 

satisface el Principio de Continuidad ( Axioma 16 del 

capítulo 1 ) o uno equivalente al mismo. 

En este capítulo estableceremos algunas de las 

equivalencias del Principio de Continuidad ya que en nuestra 

construcción se obtuvo el principio del extremo inferior 

( Axioma 16 ). Haremos las demostraciones de las 

equivalencias de los demás principios con el principio del 

extremo inferior para concluir después que todos ellos son 

equivalentes. 

Para el desarrollo de este capítulo utilizaremos las 

propiedades algebráicas de los números reales tal y como se 

establecieron en el capitulo uno. 

21 EL PRINCIPIO DEL EXTREMO INFERIOR. 
Este es el principio de continuidad que utilizaremos 

en nuestra construcción por lo tanto lo utilizaremos como 

base para hacer todas las equivalencias. Ligado al concepto 

de ínfimo se presentará también el concepto de supremo para 

presentar entonces el principio del extremo superior. 
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Definición 3.2.1. 

Sea A un subconjunto no vacío de números reales. Diremos 

que a e IR es el ínfimo de A y lo denotaremos por a = tml A 

si : 0 a es una cota inferior de A. 

10 Si b es una cota inferior de A, entonces b 5 a. 

Definición 3.2.2. 

Sea A un subconjunto no vacío de números reales. Diremos 

que a e IR es el supremo de A y lo denotaremos por a = ov" A 

si : 1) a es una cota superior de A. 

1.1) Si b es una cota superior de A, entonces a 5 b. 

Caracterizaremos ahora estos dos conceptos mediante las 

proposiciones siguientes. 

Proposición 3.2.2. 

Sea A un subconjunto no vacío de números reales y sea 

a e R, a = 4m1 A si y sólo si 

1) a 5 x para todo x e A 

LO Para todo e > O existe x e A tal que x < a + s. 

Proposición 3.2.1. 

Sea A un subconjunto no vacío de números reales y sea 

a e R, a = oura. A sí y sólo si 

x 1 a para todo x e A 
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10 Para todo e > O existe x e A tal que a - e < x. 

Principio del Extremo Inferior C PEI Y 

Todo subconjunto no vacío de números reales acotado 

inferiormente posee ínfimo en R. 

Principio del Extremo Superior C PES 

Todo subconjunto no vacío de números reales acotado 

superiormente posee supremo en IR. 

Proposición 3.2.3. 

El Principio del Extremo Inferior es equivalente al 

Principio del Extremo Superior. 

Demostración. 

Primero haremos la observación de que si es válido PEI y 

tenemos un intervalo I acotado inferiormente pero no 

superiormente entonces existe a e A tal que I = 1 a , +ce E ó 

I = c a , +co E. 

En efecto, I 0 O y por PEI existe 4,11 I = a. Como para 

todo x €1, x k a entonces I Sta, +co E. 

Por otra parte si x > a como a = ¿mg I existe y e I tal 

que a 5 y < x pero entonces x e I por lo que 2 a , +0 E S I, 

asi 2 a , +0 E S I S E a , +0 E. 

Análogamente se tiene para PES. 

Hecha esta observación pasaremos a la demostración. 
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PEI PES. Sea A un conjunto de números 

reales no vacío y acotado superiormente y consideremos 

el conjunto 

B = (xeIR /xes cota superior deA 2. 

Como A está acotado superiormente resulta que B Pe 0 y no es 

acotado superiormente ya que si b e B resulta que 

b +CC E S B, además B es un intervalo acotado 

inferiormente puesAwOysiaeA, aes cota inferior de 

B; de donde 2a, +wESBSEa, +o, E, dondea= M. B. 

Verifiquemos ahora que B = E a +05 E con lo que 

a = 01111 A. 

Sea x > a entonces existe y e B tal que a 5 y < x luego 

como y e B resulta que para todo z e A, z 5 y de donde para 

todo z e A, z < x y por lo tanto x e• A. De lo anterior se 

deduce que si x e A entonces x 5 a, es decir, a e B. 

De menera similar se demuestra que PEI PES.. 

3. EL PRINCIPIO DE CONTINUIDAD DE aelliOW. 
Otro de los principios equivalentes al principio del 

extremo inferior es el Principio de Cauchy. Este principio 

sirve de base en la construcción de los números reales por 

sucesiones de Cauchy. Para el estudio del mismo supondremos 

conocidos los conceptos básicos de las sucesiones reales y 

solo recordaremos las nociones siguientes. 
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Definición 3. 3. 1. 

Una sucesión de números reales x } se dice 
VI 

decreciente si x 5 x , para todo n e N, n > 1. Se dice r 

que la sucesión es creciente si x 5 x para todo n e N, 
VI n+1. 

n 1. 

Definición 3.3.2. 

Una sucesión de números reales C x ) es acotada si 
VI 

existe un número real m > O tal que 1 xn1 5m para todo 

n e N, n 1 . 

Definición 3.3.3. 

Una sucesión de números reales x ) es convergente 

si existe un número real L con la siguiente propiedad : para 

todo número real s > O existe un natural no tal que 

lx -L1 <ssiempre quenk no 
En tal caso diremos que C x,  converge a L. 

Principio de Continuidad de Cauchy I C PCCI ) 

Toda sucesión creciente y acotada de números reales es 

convergente. 

Principio de Continuidad de Cauchy II C PCCII ) 

Toda sucesión decreciente y acotada de números reales es 

convergente. 
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Proposición 3.3.1. 

El Principio de Continuidad de Cauchy I es equivalente 

al Principio de Continuidad de Cauchy II. 

Demostración. 

PCCI » PCCII. Sea { x una sucesión decreciente y 

acotada de números reales, entonces existe un número real 

m >0 tal que -m < x < m, para todo n k 1. 

Consideremos la sucesión y,  = m - x . Es claro que la 

sucesión { y, es creciente y acotada y por PCCI 

convergente. Asi, m - y, es convergente por lo que 

x es también convergente. 

PCCII * PCCI. Sea C x una sucesión creciente y 

acotada de números reales, entonces existe un número real 

m > 0 tal que -m < x < m para todo n k 1. 

Consideremos la sucesión y,  = m - x . Es claro que la 

sucesión { y,  } es decreciente y acotada y por PCCII 

convergente. Asi, C m - y, es convergente por lo que 

x es cónvergente.m 

Proposición 3.3.2. 

El Principio del Extremo Inferior es equivalente al 

Principio de Continuidad de Cauchy II. 

Demostración. 

PEI » PCCII. Sea x una sucesión decreciente y 

acotada de números reales. Consideremos el conjunto 

BIBLIOTECA 
UNIVERSIDAD DE PANAMÁ 
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A = C x / n k 1 >. 

Como la sucesión { x } es acotada existe un número real 

m > O tal que 

I x I m, para todo n > 1 

por lo tanto A es acotado inferiormente. Como A 0 # por PEI 

existe c = tril A. 

Probemos que { x converge a c. Sea e > O, como 

c = 44 A existe un natural N tal que 

c S xm < c + e 

pero como C x es decreciente resulta que 

c 1 x x < c + e 

para todo n k N de donde 

O Sx -c<epara todon.IN 

y x converge a c. 

PCCII PEI. 

Sea A un conjunto de números reales no vacío y acotado 

inferiormente, es decir, existe un número real M tal que 

• S x, para todo x e A. Sea xl  un elemento fijo de A. Si 

• = M entonces es claro que Mt = in? A. 

Supongamos entonces que MI  < xl. Si ( MI  + xl  )/2 es una 

cota inferior de A tomamos 

M = ( M + x )/2 y x2 = y 1 
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de lo contrario hacemos M = M y fijamos un elemento x de 2 

A menor que ( 112  + x2  )/2. Resulta entonces que 

MI 5 x8 < ( M
i 

X )/2 

y que Mz es cota inferior de A. 

Ahora si x = M2 entonces es claro que M2  = ¿al A. 2  

Supongamos entonces que M
2 
 < x2. Si ( 112 

 4' X )/2 es una 2 
cota inferior de A tomamos 

M = ( 11 
2 

+ X ) /2 y xa = x2, a 2 

en caso contrario hacemos Ma = Ma y fijamos un elemento x a 
de A menor que ( 112  + x2  )/2. Resulta entonces que 

M5 x < (M +x )/2 2  
2 2 

y que Ma es cota inferior de A. 

Además 

Mz - x2 k ( M - x )/2 

y también 

M -x 5(M-2 )/2 5 (M-2 )/22. 
3 8 2 2 

Repitiendo este proceso obtenemos una sucesión decreciente 
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de elementos de A 

y una sucesión creciente de cotas inferiores de A 

M 5 M 5 M 5 ... 5 M 5 ... t 2 

COMO < X es decreciente y acotada por PCCII es 

convergente. Como también se verifica PCCI y Mn  } es 

creciente y acotada ella es convergente. Como C Mn  - xn  es 

decreciente y 

-1 O 5M -x 5 ( M - x ) /2 5 ( M - x )/ 2' 
TV•41. 4 

resulta entonces que 

lim x =limPl n41X, n n 

denotaremos este limite por L el cual probaremos es el 

ínfimo de A. 

Sea x e A, como cada M es cota inferior de A resulta 

que M 5 x, para todo n k 1 por lo que 

L = hm M 5 X, n400 n 
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para todo x e A, es decir, L es cota inferior de A. 

Sea k otra cota inferior de A resulta entonces que 

k 5 x, para todo n k 1, esto es, 

k 5 lkm x =L n~ n 

por lo tanto L = 4,4 A.m 

4. EL PftekklaPK) DE CCOPIPIJMTIUD DE DEDEKIND. 
Esta es una versión más geométrica del principio de 

continuidad y es el que sirve de base a una de las 

construcciones más utilizadas en los cursos de fundamentos, 

las cortaduras de Dedekind. 

Principio de Completitud de Dedekind C PCD 

Supongamos que A y B son subconjuntos de IR con las 

propiedades. 

O A uB = CR 

LO A 0 0, B 0 O 

SiaeAybeBentoncesa< b 

Entonces existe un único número real x tal que : 

Si u < x entonces u e A 
(1) 

Si x < v entonces v e B 

Observemos que de acuerdo a 1) y u.) x pertenece a uno y 

sólo uno de los conjuntos A o B. 
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Proposición 3.4.1. 

El Principio del Extremo Inferior es equivalente al 

Principio de Completitud de Dedekind. 

Demostración. 

PEI PCD. Sean A y 8 dos subconjuntos de IR los cuales 

satisfacen las propiedades O, II) y ha.) del PCD. 

Sea a e A, entonces a b para todo b e 8 por lo tanto B 

es un conjunto no vacío de números reales acotado 

inferiormente luego por PEI existe c = 4nj B. 

Supongamos que u < c, entonces u 8 y por 1) u e A. 

Supongamos que c < v, como c = ¿ml B existe b e B tal 

quec<b< v. Comoa<bpara todoaeAyb<v se tiene 

que v « A luego por 1) v e B. Por la unicidad del ínfimo 

resulta que c es único. 

PCD * PEI. Sea E un conjunto no vacío de números reales 

acotado inferiormente. 

Sean 

A = CxeR /xes cota inferior deE› 

y B = R A. Como E está acotado inferiormente, A 0 

Como E 0 O, B 0 O, sean a e A, b e B entonces b no es cota 

inferior de E luego existe g e E tal que g < b. Como a e A 

se tiene que a g y asir  a < b. Hemos probado hasta el 

momento que se cumplen O, 10 y 111) luego por PCD existe 

un único número real x que verifica (1). 
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Probemos que x = ¿al E. 

Observemos que la condiciónu<xu e A equivale a 

u e A x 5 u; es decir, que x es cota inferior de IR \ A. 

De manera similar dex<uueIR A deducimos que 

u eA*1.15xluegoxes cota superior de A. 

Por otro lado 

ES( IR \A)u{x} 

y por tanto x e A. 

Como x e A y es cota superior de A entonces 

x = ou.ft. A = tal E.m 

5. EL PRINCIPIO DE W1111101ALOS ENCAJADOS DE CANTOR. 

Una construcción de los números reales por medxo de los 

intervalos encajados de Cantor aparece en E 9 3. 

Para la comprensión de este principio primero daremos la 

definición de intervalos encajados. 

Definición 3.5.1. 

Se dice que una sucesión de intervalos < I nki forma 

un sistema de intervalos encajados si : 

12 . . . . 

Definición 3.5.2. 

Si I es un intervalo con extremosayb,a< b n n n n n 
entonces el diámetro de I se denota por dimn ( I ) y se n n 
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define por : 

dÁa.m. ( I ) =b - a . n n 

Principio de Intervalos Encajados de Cantor C PIEC 

Sea I una sucesión de intervalos cerrados no n nkt 

vacíos y encajados tales que 14121tun In  ) = O. Entonces 

existe un único número real c tal que : 

n I ={c 
n= 1 

Proposición 3.5.1. 

El Principio de Intervalos Encajados de Cantor es 

equivalente al Principio de Completitud de Dedekind. 

Demostración. 

PCD » PIEC. Sea < I una sucesión de intervalos 
n ner.1 

cerrados no vacíos y encajados tales que hm ( In) = O. 

Denotemos I =Ca,b2 entonces por hipótesis, 

a 5 a2 ... 5a5b5 b 

Si existe un-natural N tal que aN  = bN  , entonces para todo 

n k N tenemos que 

=a =b = bw 
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as1 1 = { aw ) para todonkNypor lo tanto n 

•x• 
A =' { a } . n=1 

As1 que supongamos que an  < bn  para todo n k 1. Consideremos 

los siguientes conjuntos 

A = (x/x5a para algún indicen) n 

B= IR \ A 

Veamos que se verifican las propiedades de PCD. 

1) Es claro queAuB= 02 

LO Comoa eAyb + leB,AwOyBat O. t 1 
1.11.) SeanaeAybeB. ComoboAse tiene que para todo n 

b > a y como a e A entonces existe N tal que a 5 a luego n N 
a < b. Como se verifican las condiciones de PCD existe un 

único número real x que verifica las condiciones de ( 1 ). 

Probemos que 
co 
A I = •C x }. n=1 n 

Observemos primero que debido a que la sucesión de 

intervalos ( I ) es encajada tenemos que a < b para todo n n n 

n a 1. 

Sea n k 1, como an  e A tenemos que an  5 x y como bn  e B 

tenemos que x5 b . As1 pues 3 para todo n   n n n 

n k 1. Sea 
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co 
ye n I , n=1 n 

entonces 

ly-xl Sb -a para todonkl n n 

por consiguiente : 

O Sfy-x15 hm ( bn  - an  ) = hm d¿oz, ( In  ) = O 

así pues y = x. Por lo tanto 

co 
n I = < x >. 

n=1. n 

PIEC * PCD. Sean A y B subconjuntos de 02 con las 

propiedades de PIEC. Fijemos dos elementosat  eAy bt  e B 

entonces por III) de PCD al  < tia. 

Si ( a + b )/2 e A tomamos 1 t 

az = ( al + ba )/2 y ba =ba. 

Si ( a + b )/2 e 8 tomamos t t 

Así pues 

az = a y bz = ( a + b )/2. a a a 

a 5 a 5 b 1 a r 
z a I I 

I =Ca ,b 3DCa ,b ]=I a a a 2 2 2  
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y 4" ( I 2 ) = ( b -a )/2. a t 

Nuevamente si ( aa + b2 )/2 e A tomamos 

a=(a +b )/2 y b =b s z z 2 a  

y 51 ( a +b )/2 e B tomamos z 2  

a = a y b = ( a + b )/2. e a z z 2  

Denotemos I = [ a a a y b2 3 entonces, 

I D 1 DI y 2 a a 

di" ( Ia ) = ( bl - al  

Reiterando este proceso formamos una sucesión encajada de 

intervalos cerrados no vacíos 

1  D 1 D ... D 1 D ... 
I 2 n 

tales que : 

lim di" ( I ) = hm 
n4W n n-K0 

b -a 
n n =0 
2 TI a  
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Que el limite anterior sea precisamente cero es 

consecuencia de la Propiedad arquimediana de IR. 

Por PIEC tenemos que existe un número real x tal que : 

nI=Cx) n=1 n 

Supongamos que u < x entonces existe un número natural n tal 

que u < a. Como por construcción a e A se tiene por 110 

que u e A. Supongamos que x < v entonces existe un natural n 

tal que b < v. Como b e B se tiene por 140 de PCD que 

v e B. Probemos ahora que x es el único número real que 

satisface estas dos propiedades. Supongamos que existe otro 

número real y que satisface estas dos propiedades entonces 

comoa eAyb eBse tiene quea 5 y 5 b para todo 

n k 1 por consiguiente 

YE nI={x}. n=1 n 

Así, y = x.11 

Como conclusión de este capitulo tenemos el siguiente 

Teorema que se obtiene inmediatamente de las proposiciones 

analizadas en el mismo. 
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Teorema 3.5.1. 

En IR son equivalentes los siguientes principios : 

I. PE! 

2. PES 

3. PCCI 

4. PCCII 

5. PCD 

6. PIEC 

En un contexto más general : 

PCD equivale a PIEC 4 Propiedad Arquimediana 

Hemos alcanzado nuestro propósito de presentar de manera 

clara las equivalencias del principio de continuidad. En 

vista de la importancia del mismo hemos considerado 

conveniente presentar en el próximo capitulo algunas de sus 

aplicaciones. 



CAPITULO 4 

APLICACIONES 



-48- 

1 INTRODUCCKM. 
Además de servir como base para la construcción de los 

números reales, la importancia del Principio de Continuidad 

radica en su su aplicación en diferentes resultados de la 

Matemática. La construcción del cuerpo totalmente ordenado y 

completo ( IR + , • , ) puede no tener cabida en los 

cursos elementales de la Licenciatura en Matemática; sin 

embargo de este conjunto de propiedades de IR se pueden y 

deben obtener algunos resultados fundamentales en el 

Análisis. 

En este capitulo consideraremos algunas consecuencias 

del principio de continuidad. Particular importancia 

tienen el teorema de Weierstrass, sobre máximos y mínimos; 

el Teorema de Rolle y el de valor medio de Lagrange que son 

la base del cálculo diferencial en una variable; su 

demostración, obligatoria, se basa precisamente en el citado 

teorema de Weierstrass. 

Otros resultados siempre relativos a funciones 

continuas son los teoremas de Bolzano y Bolzano-Weierstrass 

de valor intermedio. Es dificil determinar la gran 

importancia que estos teoremas tienen tanto en la matemática 

pura como en la aplicada; en problemas de ecuaciones, de 

inversión de funciones, de funciones implícitas, etc. por 
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eso consideramos indispensable su demostración. Afirmaciones 

similares pueden hacerse a propósito de los teoremas de 

punto fijo. 

Así pues, en este capitulo presentaremos demostraciones 

de algunos teoremas clásicos sobre funciones continuas que 

pueden abordarse de manera directa y elegante con la ayuda 

de el principio de continuidad o alguna de sus 

equivalencias. Por supuesto que esto no agota la gama de 

aplicaciones del principio; áreas como la Teoría de 

Integración, de igual importancia, quedan fuera del alcance 

y propósito de este trabajo, pero nos indican el amplio 

panorama abierto en el Análisis, por la consideración de 

este principio. 

El APLICACIONES DEL PRINCIPIO DE CONTINUIDAD. 

El primer resultado que analizaremos será el teorema 

del valor intermedio de Bolzano. 

Proposición 4.2.1. 

Sea f una función continua definida en un intervalo 

a , b 1. Si f(a) y f(b) tienen signos contrarios, entonces 

existe un x e0( a , b ) tal que f(x) = O. 

Demostración. 

Supongamos que f(a) < O y f(b) > O y sea m > 1, m e N, 

dividamos E a , b en m partes iguales, entonces, 



a a <,a + b- 2(b-  o)  < ... < a +  < b m m < a + 
TVI 

a 5 a < b 5 b y b - a =  2 z A a z z  m2 ma 
b - a , s. s - b - a 
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consideremos la imagen por f de estos puntos; es decir, 

b-  a 2(,-  a) Om-4)al." f(a),f(a+ ),f(a+ , 
Fp ... ,f( a.1 ),f(b) m m m 

Si al menos uno de estos valores es cero no hay nada que 

probar. Supongamos que todos ellos son distintos de cero. 

Como f(a) < O y f(b) > O entonces existen dos valores 

consecutivos de f donde el primero es negativo y el otro es 

positivo. Designemos estos valores por f(al) y f(b ) tales t 
que f(a ) < O y f(b ) > O, de donde 1 a 

a <byb-a= (b-a)/m. 1 1 1 1 

De la misma forma dividiendo el intervalo E a , b 3 en m 1 a 

partes iguales nuevamente obtendremos dos valores 

consecutivos de f tales que el primero es negativo y el otro 

es positivo ( si al menos uno de estos valores es cero no 

hay nada que probar ). Designemos estos valores por f(a2) Y 

f(b 2  ) tales que f(a2) < O y f(b 2  ) > O donde a2  < b2  , 

Reiterando este procedimiento obtendremos una sucesión 

< I } de intervalos encajados con In = E an , bn 3 y n 
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ugs  d.4.. In  = O 

luego por PIEC existe un xo tal que 

0 
n I ={x ›, n=i n o  

así, 

liA a = hm b = xo. Irt~ n n 

Como f es continua resulta que 

u%  f(an) = hmf(:3n) = f(xo), 

pero 

LIgil  man) 5 O y hm f(bn) k O 

por lo que f(x0) = 0.. 

Veremos ahora una aplicación directa de este resultado, 

el teorema del valor intermedio para funciones continuas. 

Corolario 4.2.1. 

Sea f una función continua definida en un intervalo 

cerrado ( a , b 1. Si f(a) Pe f(b) entonces f toma todos los 

valores entre f(a) y f(b) en el intervalo [ a , b 3. 
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Demostración. 

Supongamos que f(a) < f<b) y sea X e IR tal que 

MI) < X < f(b). Definamos una función 

g:(a,b3---)1R 

g<x) = f(x) - X. 

Es claro que esta función es continua y además 

g(a) = f(a) - X < O 

11(2) = f(b) - X > O 

luego por la Proposición 4.2.1 existe un xel e(a,b) tal 

que 

9( xo ) = f(xo) - X = O, 

es decir, f(x0) = Xam 

Cabe sefialar que este teorema de Weierstrass permite 

definir rigurosamente las potencias racionales de 

una constante positiva distinta de uno. 

El -hecho es que las funciones f(x) = x" y  x > O, 

n e Z* transforman de manera continua y monótona el 

conjunto R.  en si mismo. Por tanto si m e Z por la 

Proposición 4.2.1 existe un único real positivo xo tal que : 

XIC, = a
m 
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Esto da pie a la introducción de las potencias racionales 

definiendo : 

an = x o 

-Otra aplicación directa de la Proposición 4.2.1 es el 

teorema del punto fijo. 

Proposición 4.2.2. 

Sea f: [ O , 1 0 , 1 3 una función continua 

entonces existe un xo e [ O , 1 3 tal que f(x0) = xo. 

Demostración. 

Si f(0) = 0 ó f(1) = 1 la proposición es verdadera. 

Supongamos entonces que f(0) > 0 y f(1) < 1 y definamos la 

función 

g: [ 0 1 3 IR 

tal que 

g(x) = f(x) - x. 

Es claro que g es una función continua y que además 

g(0) = f(0) > 0 y g(1) = f(1) - 1 < O 

luego por la Proposición 4.2.1 existe un xo  e O , 1 ) tal 

que g(x0) =- 0 de donde f(x0) = xo.e 

Presentaremos ahora el Teorema de Weierstrass con una 

demostración directa diferente a las demostraciones por 
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reducción al absurdo que confrecuencia aparecen en los 

libros de Análisis. 

Proposición 4. 2. 3. 

Si una función f: E a , b 1 ----4 IR es continua en 

E a , b ]entonces f está acotada en E a , b 3, es decir, 

existe una constante K O tal que -K 5 f(x) k para todo 

xeCa,b 3. 

Demostración. 

Observemos primero que siendo f continua en x = a, 

existe c, a < c 5 b tal que f es acotada en E a , c 3. Sea 

A = Cc/a<c5 b, fes acotada enEa,c3 

por la observación anteriorAWOybes cota superior de A, 

luego existe 

co = ourt. A 

y co 5 b. 

Probemos que f es acotada en E a , co 3; f es acotada 

alrededor de co por lo tanto existe c e A tal que c < co 
comofes acotada en[a,c3yenEcrco 3 también es 

acotada en E a , co  3. Asi pues co  e A. 

Si demostramos que co = b obtendremos lo deseado. 

SeaceAyc<bentonces existe c'e A tal que 

c < c/, esto equivale a decir que 

Si c e A y Y c e A, ct 5 c entonces c b. 

Pero co = oup.AeApor tanto para todoceA, c5 co y por 

lo seMalado co b. Como co S b resultaentonces que co = b.. 
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Otra consecuencia del principio de continuidad y del 

teorema anterior es la proposición siguiente. 

Proposición 4.2.4. 

Sea f: E a , b ----+ R una función continua en 

E a , b 3 entonces f alcanza su máximo y su mínimo en 

Ea,b3, es decir, siA= C f(x) /xeEa,b3 } existen 

c v deEa,b3 tales que f(c) = ouft.Ayf(d) = ¿m' A. 

Omitiremos la demostración pero observemos que por la 

proposición anterior A es acotado y por PES y PEI existen 

oup. A y ¿m'A , comprobando que estan en A se obtiene 

finalmente el resultado.a 

Proposición 4.2.5. 

Sea f: E a , b R una función inyectiva y 

continua en E a , b 3. Entonces f es estrictamente monótona 

en E a , b 3. 

Demostración. 

Comofes inyectiva enEa r b 3 se debe tener que 

f(a) < f(b) ó f(b) < f(a). Analizaremos el caso f(a) < f(b) 

y demostraremos que f es estrictamente creciente. El caso 

f(b) < f(a) se hace de manera similar y se demuestra que f 

es estrictamente decreciente. 

Comofes continua existenx,x2  eEa,b3 tales que 

f(x)="4"((a,b3)yf(x)= irtax ((a,b3) 2 
Sea I el intervalo de extremos x X , por el 

2 
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Corolario 4.2.1 

f( I ) =f(Ea,b] ) 

y comofes inyectiva I =Ea,b]ypor lo tanto 

f(a) = f(x ) < f(x ) = f(b) a z 
El procedimiento anterior se puede aplicar a todo 

intervalo Ea v x] contenido en Ea,b1, es decir, que el 

máximo de f en E a , x ] es f(x). 

Sean x,yeEa,b], x<yentonces, 

Ea,x]cEa,y1 

Como f es inyectiva, 

f(Ea,x1) = [ f(a) , f(x) 1 c E f(a) , f(y) ] = Mar y]) 

luego f(x) < f(y).m 
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CONCLUSION 

Después de la realización de este trabajo debemos hacer 

las siguientes conclusiones, basadas en los resultados 

obtenidos y en todo el trabajo de investigación realizado. 

No dudamos que el mismo sirva como marco de referencia a 

profesores y estudiantes en los cursos de la Licenciatura en 

Matemática y en la opción Matemática Educativa del Programa 

Centroamericano de Maestría en Matemática. 

Por el isomorfismo establecido el cuerpo totalmente 

ordenado y completo ( X , + , • , 5 ) se puede identificar 

con ( R , + ., • , 5 ) donde el subcuerpo Q es también 

identificado con O. Es decir que tenemos un modelo del 

sistema presentado axiomaticamente en el capítulo 1. 

La construcción de los números reales presentada ofrece 

ventajas, ya que muchos de los resultados son bastante 

evidentes si se toma en cuenta el manejo por parte del 

estudiante de la teoría de conjuntos y el conocimiento 

práctico de los números racionales. 

El alcance de El Principio de Continuidad queda 

de manifiesto en la gran cantidad de aplicaciones que tiene 

el mismo. 
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Las demostraciones directas presentadas en el trabajo 

son de menor complejidad que las realizadas por reducción al 

absurdo que aparecen en la mayoría de los textos de 

Análisis. Además estas demostraciones usan de manera 

reiterada el significado de los conceptos básicos tales como 

limite, continuidad, etc. y por esto sirven para reforzar la 

cmprensión de los mismos. 

Es claro que los conceptos matemáticos se introducen por 

SUS usos. No tiene sentido presentar los números reales como 

un sistema que satisface los dieciseis axiomas del primer 

capítulo y luego olvidarse del axioma 16. Este axioma es 

crucial; en algún momento debemos sacar de él consecuencias 

Importantes. Los teoremas del capítulo 4 son una muestra de 

estas consecuencias. 
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