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INTRODUCCION



Al afio 1759 se remontan los inicios de lo que hoy conocemos como
Investigacién de Operaciones. Los problemas de asignacién fueron es-
tudiados como métodos matematicos por los hingaros KONIG y EGERVARY en
la segunda y tercera década de este siglo y los de distribucién se
estudiaron por el ruso KANTOROVICH en 1939. Los problemas de distribu
ci6én asi como los de asignaci6én pueden tratarse como modelos de trans-
porte, transbordo o transporte con vértices intermedios donde se utili-

zan conceptos de redes de optimizaci6n.

Hace poco afios, la teoria de grafos se habia establecido como una
herramienta con una amplia variedad de objetivos, alineada a la inves-
tigacién de operaciones asi como a otras areas como son la linglifstica

y la quimica.

La teoria de grafos esta intimamente relacionada con varias ramas
de la matemadtica, como son: teoria de grupo, teoria matricial, anélasis
numérico, probabilidad y teoria combinatoria. EIl hecho es que la teoria
de grafos sirve como modelo matemético para cualquier sistema que con-
templa relaciones binarias. Sus aplicaciones se extienden a la fisica,
ciencia de comunicacién, computacién, ingenierias civil y eléctrica,

sociologia, psicologia, economia, etc.

El objetivo de nuestro trabajo es de presentar los métodos que deter
minan longitudes 6ptimas entre vértices y caminos de un grafo, asi como
los métodos y modelos asociados a redes de optimizacién. Estos incluyen:
flujo méximo en una red de transporte, flujo de costo minimo, por Gltimo

grafo de actividades y la aceleraci6n de la duraci6n de las actividades
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con costos minimos.

Sobre un grafo G podemos definir diferentes tipos de matrices las
cuales sirven de recursos para representar un grafo y ademds nos faci-
litan el trabajo con los elementos de los conjuntos de vértices y de
arcos de un grafo. Mediante la representaci6n matricial de un grafo
podemos estudiar las estructuras y propiedades que el grafo posee,
utilizando el célculo matricial y el computador como herramientas para

tal fin.

Veremos la resolucién, mediante la teoria de grafos de ciertos pro-
blemas que pueden tener aplicaciones concretas y se pueden repre-
sentar mediante grafos en los cuales se plantean la bGsqueda de un cami-

no de valor 6ptimo, ya sea minimo o maximo.

Consideramos un grafo G=(X,U} en el que a los arcos (xi,xj) € U se
le asocia un nGmero real llamado valor del arco, nos interesa determinar

un camino que una pares de vértice con longitudes 6ptimas.
Dependiendo del problema la longitud del camino puede representar:

1- distancia fisica
2- costo de transporte

3- tiempo de tréansito en un sistema de comunicacibn etc.

Estos problemas de determinaci6n de longitudes 6ptimas podemos

clasificarlos de la siguiente manera:

1- Encontrar distancia minimas entre los vértices de un grafo,

como también circuitos.
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2- Encontrar el camino de valor minimo desde un vértice x, a

1
cualguiera de los otros vértices.
Estudiaremos para la resolucién de estos problemas algoritmos
y sus fundamentaciones. Los algoritmos de Roy-Floyd y Dantzig se
utilizan para resolver los problemas identificados con (1). Los pro-
blemas presentados en (2) se resuelven mediante los algoritmos de

Dantzing y Yen.

Dentro del contexto de la determinacién de longitudes 6ptimas
(minimas) nos interesa el caso en que todos los vértices de la red

pertenezcan al camino (cadena) y también a circuitos (ciclos).

Estudio que realizaremos através de los grafos hamiltoneanos y
los problemas de configuraciones hamiltoneanas: p1) determinaci6n
de las cadenas hamiltoneanas minimas, pz) la bGsqueda de cadenas
hamiltoneanas con extremos fijos y p3) encontrar ciclos hamiltoneanos

minimos.

A través del teorema de Chvatal y Camion, estudiaremos el problema

de la existencia de estas configuraciones hamiltoneanasen grafos.

Los algoritmos de Kruskal, Ioan Tomescu y Cristofides nos brindan
soluciones para obtener una cadena hamiltoneana minima, asf como una

cadena hamiltoneana minima de extremos fijos.

Un ejemplo muy interesante de grafos los constituyen las redes de

transporte, debido a que tienen una gran aplicabilidad.

El problema central est& enfocado hacia el manejo de un solo
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producto, es decir, hacia determinar el flujo mdximo que va de la en-
trada a la salida de la red, una solucién a este problema se alcanza
a través del algoritmo de Ford-Fulkerson, con el que se determina un
flujo méximo y un corte de capacidad minima cuya existencia es asegura

da por el Teorema de Ford-Fulkerson.

La determinacién de un flujo a un costo minimo tiene aplicaci6n en
problemas de distribucién y asignaci6én de recursos; empleamos el algo-
ritmo de Kleim para encontrar la solucién de estos problemas. Sin
embargo, la aplicacion mas fuerte de los métodos de redes, es la combi
nacion de los problemas de flujo mdximo en una red a un costo minimo.
La aplicaci6én que presentamos del problema de flujo a costo minimo es
el problema de encontrar el camino critico en un grafo de actividad.
Presentamos el caso deterministico C.P.M. y el que sus duraciones de
las actividades son variables aleatorias, es decir, el PERT, que fueron
los métodos originalmente empleados en la determinacién de caminos cri-
ticos y los mas utilizados. Por Gltimo resolveremos el problema de
determinar la aceleraci6n de la duraci6on del proyecto en un grafo de
actividades a un costo minimo mediante la bGsqueda de un corte de capa-
cidad minima en la red asociada al subgrafo formado solamente por
aquellos arcos que constituyen los caminos criticos del grafo de activi-

dad.



CAPITULO I
DISTANCIA Y CAMINO MINIMO



1.- DISTANCIA MINIMA ENTRE VERTICES.

Estudiaremos ciertos algoritmos que nos permitirén encontrar
los caminos elementales de un grafo dado, sin tener que recurrir
a la enumeracidn de los mismos, otros nos proporcionaran la dis-
tancia minima entre cualquier par de vértices, asi como circuitos

que eventualmente existan en el grafo.

El primer algoritmo que estudiaremos nos permitirg hallar
todos los caminos elementales de un grafo, sin enumerarlos, a

partir de la matriz de adyacencia M.

Algoritmo de Roy-Warshall.

1. Hacer k = 1-

2. Reemplazar los elementos mij = 0 de M por el

min { Mg M } para 1,] = lyweeay $51 4 K ¥y M 28 la

matriz de adyacencia. Se repite el paso 2 para k = 2,...,n.

Con el propdsito de expresar el algoritmo de Roy Warshall en
un lenguaje operacional definiremos un operador Tk aplicable a

la matriz de adyacencia M como sigue:

Al aplicar Tk(M) obtenemos una matriz P - (pij) con
2] = 154200 donde
max { mij , min { M+ My }} Lod o8 ol § ] oK
pij =

mij 5t 1&ek & ek



Proposicién 1.1:

Los operadores T,, k = 1,...,n son idempotentes y conmutativos

k,
dos a dos.

Demostracion:

Sea M una matriz de adyacencia entonces

T Tk(

M) = Tk(P) = P' con P' = (pij) y
pij = max { pyj» Min { Pik > Pk }} . Por definici6bn de

los elementos de P tenemos que:
5 ) 1
pij = max { max { mij,mln { Mo mkj }} ,min { max { Mo

mh}{nHk, L } } , max { mkj’ min { Mk s mkj } }} }

lo cual podemos escribir en la forma siguiente:
.= : AY A
pi5 = Lmypyv mpeame Ivlimy (mige® mge)) A (my gV (mi mes)))

Por las propiedades de absorci6én e idempo-

tencia de la disyuncidn y la conjuncibn tenemos que

i e : o e : .
P mijV (mikr\mkj), es decir, Dij max {mij,mln {"ﬁk’mkj} } pij

ij
de donde Tka(M) = Tk(M) = P.

Haciendo Tth(M) =Q=(q..) , donde

S g = LS PR
qij = max{ pij’ min { pih’phj}} se demuestra la conmutatividad
de los operadores mediante un procedimiento similar al de la

demostracién anterior.



Proposicibn 1.2:

Para cualquier matriz de adyacencia M siempre se cumple que

Demostracion:

Sea M una matriz cuadrada de dimensifn n cuyos elementos son

+*
ceros y unos. Si T, (M) = M para K = 1,2,...,n, entonces M = M .
k

*
Supongamos que M * M , entonces existe una serie x

1: xz:"axp
Gy ik B L 4 +
tal que BB (xi) pata 1 = Teewsp=t ¥ xa#f" (Xi)' Sea K el
nGmero menor de la serie 1,...,p tal que xg#{“+(x1), entonces

xk_fiF“+(x1), luego T 1 transforma la matriz M, ya que los ele-

k-
mentos m1,k-1 y mk—1,k son iguales a uno, por lo tanto para

- L i = 1
Tk—1(M) P obtenemos Py = max {m1,k,m1n {m1k,k~1’mk-1,k}}

Es decir, el operador T transforma el cero de la posici6n (1,k)

k-1
en uno, lo que contradice la hipdtesis, luego M - M*.

Sea‘:ﬁ; T (M) = M, resulta que [Tk(M []* - M para todo
k = 1,...,n; puesto que el operador Tk solamente detecta conexiones
entre los vértices no adyacentes X; ¥ xj en el grafo asociado,
siempre y cuando éstos estén unidos por un camino de longitud dos
que pasa por X .- Por la aplicaci6n repetida de este proceso
obtenemos M: = M*. De acuerdo a la proposici6n anterior, la
matriz Mn es invariante para todo operador Tk’ para K = 1,...,n,
es decir M: - Mn conforme a lo demostrado anteriormente. Resulta
que Mn - M* y el algoritmo de Roy- Warshall queda completamente

justificado.



Ejemplc 1:
Sea G un grafo y su matriz de adyacencia M, mediante la

aplicaci6n del algoritmo obtenemos la siguiente matriz de los

: *
caminos M .
6 1 1 &5 4 o T - R
G g 1T 1 1 .8 A D A O
M_000110,M=M*:000111
EiOM A AURE R 6 8 0 00 91
T L s A ¢ 0 o8 o 9 01
D0 6 090 0 L 0 0 0 00

Para un grafo G orientado con n vértices, si existe el arco

(xi,xj), denotaremos su longitud por aij‘

Definicidn 1.1:

Llamaremos matriz de las distancias directasde un grafo G

orientado con n vértices, a una matriz cuadrada de dimensi6n n

que denotaremos por A = (aij)i,j . S tal que
L(u) si existe el arco u = (xi,xj)
gy = 0 g5 1 a ]
0 si no existe u = (xi,xj)

Definici6n 1.2:

Sea G = (X,U) en grafo, llamaremos matriz de las distancias

minimas entre los vértices del grafo, a la matriz que denotare-



mos por A* - (a?,j)1,j 2 1,'”,ntal que
[ o g1 1 wj
* *
aij ={1 (xi—————r-xj) si it jyexiste (x{——~*-xj)

© si no existe (xi4———#-xj)

donde 1 (xi———-xj)* es la longitud minima de los caminos

(xi————*-x.ﬁ

El siguiente algoritmo es andlogo al anterior y nos permite
encontrar la distancia minima entre los vértices de un grafo a

partir de la matriz A.

Algoritmo de Roy-Floyd.

1. Hacer k = 1.

2. Reemplazar los elementos aij por min { aij,aik+akj}para
P4 0 04k Kt wparg 1.0 5 Tk

3. Repetir el paso 2 para k = 2,...,n.

Al igual que el algoritmo anterior podemos expresar este

algoritmo en un lenguaje operacional.

Definiciébn 1.3:

Sea Tk un operador que actla sobre la matriz de las distancias

directas de orden n, de la siguiente manera:

K i5)
bij = min {aij’ aik”kj} para i,j = 1,...,n i *J; i,jilrk;

T.(A) =B = (b donde

Tad Elswaewd

ademls la matriz B estd definida como una matriz de distancias



como sigue:
iy s 51 iekdjek
1]
B = 0 si i & j

min { 340 gy * akj} gid$d s1+k¥ I ik

Las demostraciones de los siguientes resultades son andlogas

a las de las proposiciones 1.1y 1.2.

Proposicibn 1.3:

Los operadores T son idempotentes y conmutativos dos a dos

k
{k = 1,2,...,n); ademds para cualquier matriz de distancias

) 1 * *
directas A, tenemos que ;U: Tk(A) = A donde A es la matriz

de las distancias minimas.

Observaci6n: Los elementos que estdn sobre la diagonal principal
de la matriz A permanecen invariantespara todo k = 1,...,n en el

proceso del paso 2.

Solo se hardn los cdlculos sobre los elementos que posean
indices diferentes entre si y distintos de k obteniéndose una
submatriz cuadrada de dimensidn n-1. Por lo tanto se realizaran
(n-1)(n-2) sumas y comparaciones, y asi n(n-1)(n-2) sumas e igual

namero de comparaciones al final del algoritmo.

Mediante una variacion del algoritmo anterior podemos encon-

trar el camino minimo entre los vértices de un grafo.



Definici6n 1.4:

Llamaremos matriz de los vértices vecinos a la matriz

D = (dij)i,j:1,...,n
definidos de la siguiente manera:

cuyos elementos son conjuntos de vértices

@ & iy, =D

Observacion: Una vez aplicado el algoritmo de Royd-Floyd a la
matriz D, dij va a ser el conjunto de los vértices vecinos a xj
relativos al camino minimo de X; @ xj 147

En el paso 2 de este algoritmo, los elementos dij se modifi-

can de la siguiente manera:

12 81 fe 54

ij it ¥ %

Kj dij no varia.

29 51 8. WG

1 ik + akj , reemplazamos dij por diju d

kj~

32 Si aij?>aik + akj’ hacemos dij = dkj'

Puesto que conocemos el vértice vecino para cada caso, pode-
mos reconstruir, cualquier camino, sin dificultad, partiendo, del

Gltimo vértice hasta llegar al primero.

Veremos .ahora, un algoritmo gue nos permitira hallar las
distancias minimas entre los vértices de un grafo y también detec

tar los eventuales circuitos negativos de él.



Si un grafo admite un circuito de longitud negativa, la dis-
tancia entre cualquier par de vértices del circuito puede hacerse
negativa y tan pequefia como se quiera, recorriendo un n(mero
suficientemente grande de veces el circuito, es decir no existe

la distancia mds pequefia entre los vértices del circuito.

Algoritmo de Dantzig.

_ m . : )
Sea Xm = { x1,...,xn|} param< ny dij la distancia minima
del vértice X; al vértice Xj en el subgrafo de G con el conjunto
Xm, que denotaremos GX para cualquier i,j = 1,...,m.

m

2 .
1- Hacer d12 = 2,53 d21 = a5 donde a5 ¥ 354 SON elementos de

la matriz A. Si a12 + a21<< 0 hemos encontrado el circuito

negativo (x1, X5 x1); aplicar el paso 2 param = 3,...,n.
2- Si ya hemos determinado las distancias minimas dT31, calcular

m .
dij por:

{i) d" = min (d.rf"1 +a, ) para 1sis<m-1

M set,omr U 4

ii " - mi 3 . 4dm ara 1<i<m-1
(ii) i ggﬂ.--mk1( i i ) p

Verificar si existe un indice i con la propiedad que
isism-1y dim + dmi<10. Si existe un indice asi hemos encon-

trado un circuito negativo en el subgrafo Gx que pasa por los

m
vértices Ay ¥ % En caso contrario calcular:

b m ; m-1 ..m m
(iii) dij = min (clij + dim + dmj)

para igj = 1)---: m-1 g 1 * j



Observacitn: Cuando finalizamos la aplicacién de este algoritmo
hemos encontrado las distancias minimas di?’ i A IR [ ol SRR

en G. Siempre supondremos que diT = 0 para cualquier Gy .
m

Proposicibn 1.4:

Sea G = (X,U) un grafo tal que X = {x1,...,xn } ¥y sea

GX un subgrafo de G, las expresiones (i), (ii) y (iii) represen-

m
tan las distancias minimas entre los vértices de Gx 3
m

Demostracidn:

Haremos la demostraci6n de (i) por inducci6n sobre m.
3 : e 2 »
Para m = 2. Tenemos que d12 34, ¥ d21 =AY consideran
do que ze tiene solamente dos vértices, entonces la distancia

directa aij coincide con la distancia minima aij.

Supongamos que la proposicién se cumple para m-1, demostra-

remos que se cumple para m.

La distancia minima del vértice xi al vértice xm en Gx
m

puede ser la distancia directa & obtenida de (i) para cuando

j =10 la longitud minima de los caminos (Xi’ Xk1’ xkz,...xks,xjo,xm)
¥
en GX denotada por I(xi"*‘___"xm) ; sin embargo los vértices
m
i Xk1’ xkz,...,xks,xjo pertenecen a Xm_1 y el camino

beeea Xy ,xj Y debe ser un camino minimo en GX tal que
1 S 0 g m-1

U M pened X ok ) B@E ! conforme a la hipbtesis de
induccién. Si este camino no fuera minimo podriamos reemplazarlo

X

(xi,xk

por otro mas corto de X; a xj en G que al prolongarlo con el
0 m- 1
arco (xj ,xm) generaria un camino mads corto que
0
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X lo cual contradice la hip6tesis; por

(xi, xk1,...,xks, xjo, m)
m-1 m-1 g m-1

.. +a, d..  + a, . = min(d.., +a, ).
15 dgm y ij, aJOm ( ij Jm)
En efecto si existiera otro indice j, % j, tal aque
dm-1 4.m-1 S —— : :

i +ajm > i & aj1m significaria que existe un camino en

1]

0 ;

G&“_ al que si le afladiéramos el arco (xj ,xm) resultaria ser
1 1

mds corto que el supuesto camino minimo (x.,X, ,....,X, ,X. ,

i k1 ks o

lo cual es imposible, entonces las distancias minimas de Xp a X

consiguiente di$ =d

xm)

estdn dadas por la expresion (i) Vi = 1,...,m-1.

En forma analoga podemos escribir la expresi6n (ii) y valorar

la para todo i; I<ism-1.

Demostraremos ahora, que di? es la distancia minima de X, @

*
xj en G&m, denotemos por (xfh—+~xj) el camino minimo de X; a Xj’

si (xi———anxj) es de longitud minima y no pasa por % significa
* i
e 3 g

1 s
g © ] i

conforme a la hip6tesis de induccibn; en caso contrario si el

gue es minimo en el subgrafo G

+*

camino (xfh———rxj) pasa por x_ significa que:

m

l(xi—-a-x

* b1
l(x.—‘—xm) +l(xiﬁ—v-xj} (2) y ambos sumandos se refieren a

*
i
caminos minimos en GX puesto que de no ser asi, el camino

m

(xf__*'xj) no fuera minimo. Ambos sumandos de (2) se calculan

respectivamente por (i) y (ii).

m ; m-1 m m
De (1) y (2) concluimos que dij min (dij : dim + dmj)

donde (iii) queda justificado.
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Observacitn: Para el caso en que no existan circuitos negativos

m-1

no verificamos (ii). Como dii = 0 para j = 1 en las expresiones

(i) y (ii) no se efect(ia ninguna suma, luego el nimero de adiciones
es m-2 y el de comparaciones es m-1 por lo tanto el nlmero de com-
paraciones y sumas necesarias es (m-1)(m-2) en cada expresi6n.

Luego el nGmero de operaciones aplicando este algoritmo es:

il N

3 2 (m-1)(m-2) = 3 25 (n°-3m2) = n(n-1)(n-2)

ya que para cada par de vértices X xj se considera la posibili-

dad de que existan los arcos (xi,xj) y (xj,xi).

El siguiente algoritmo también propuesto por Dantzig nos per-

mite calcular la longitud minima del vértice x, a cualquier otro

1
vértice de un grafo G.

Denotaremos por t la funci6én distancia minima de X, a cualquier

*

vértice, asi t(xp) representa a1p y sea Xq el subconjunto formado

por g vértices del grafo G. A continuacién detallamos los pasos

de este algoritmo.

1) Considerar Xy = {x1} y definir t(x1) = 0. Aplicar el paso 2
para q = 1,...,n-1.

2) Determinar el conjunto X _ = {X: X ,...,X, . Para cada
q 11 12 1
vértices x, € X_ hallar un vértice y. ¢ X_tal que la longi-
ipb” 9 i q

tud l(xi————a~yi ) sea minima en el conjunto de las longitu-

P p i L
des de los arcos que tienen como extremo inicial a x, 'y

; p
final a un vértice que no pertenece a Xq, si es que este con-



AP

junto de arcos es no vacfo. Si existen varios vértices a los

cuales les llegan el arco de longitud minima desde X; , esco-
p
gemos cualquiera de ellos.

Determinar el vértice ¥i que verifica la siguiente igualdad
S

P, ¥+ 10 vy Y=min (bl 3+ 1k, .¥: ¥) (3)
A et i iy
J= 100

Hacer Xq+1

S S S L

thJ {yi } y definir la funcién t por:
s

Observacién: Al final de la aplicacién del algoritmo obtenemos
los valores de la funcién de distancia minima entre X,y cualquier

otro vértice X, del grafo. Si no podemos definir la funcién t
para un vértice xp significa que no existe camino de Xy a xD y

escribiremos t(xp) = ©

La cantidad de operaciones para determinar el vértice y; en
el paso 2 es a lo sumo q(n-q-1) + g-1 (4) comparaciones y qssumas.
Puesto que en el paso 2, previamente tenemos que determinar para
g vértice del grafo su vértice mds cercano de los n-q vértices
restantes, obtenemos asi para cada vértice Y; € Xq a lo sumo n-g-1
comparaciones, por lo tanto para q vértices vamos a tener g{(n-q-1)
comparaciones lo que proporciona el primer sumando de (4); si analiza
mos la expresion (3), tenemos g sumandos que comparar para deter-

minar el minimo. Esto significa que existen a lo sumo g-1 compara-

ciones adicionales y obtenemos as{ el segundo sumando de (4).



s

Al final de la aplicacién del algoritmo resulta que el nimero

de operaciones necesarias es mayorado por:

n-1

E q = "(" 1) sumas y
g=

j;{: (nq-q2-1) = (n-i)(n;Z)(n+3) comparaciones

Cuando no existen ciertos arcos entre algunos vértices, ésto
reduce la cantidad de operaciones en el algoritmo.
Ejemplo 2:

Considerando el grafo de la siguiente figura.

obtenemos, con ayuda de este algoritmo, que las distancias minimas
*

*
calculadas de Xy @ los vértices restantes son: a 33~ 2y

12
+*
dyq = 3

- 1.

Otra alternativa que resuelve el mismo problema de calcular
la distancia minima del vértice X, a cualquiera de los otros

vértices restantes del grafo Ges:
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Algoritmo de Yen.

{. Buscar en la matriz A el minimo de las distancias directas

PR P Si alcanzamos este minimo, por ejemplo para un

indice i, es decir a,. = min (a,.), entonces
0 11 §=9 11
* R =
da,. es la distancia directa a,. .
11D 110

2. A excepcidn de los elementos agq ¥ a4 reemplazar los res-
0
tantes de la primera fila de A por min (a1-,a . +a, .)3 yen
L PR PN
1a matriz obtenida, suprimir la columna y la fila de rango io,
conservar el rango inicial para las filas y columnas restantes
(para no alterar la identificaci6n de los elementos en los

calculos).

Si la matriz que obtenemos es de orden 2, entonces el elemento

representa la distancia minima de x, a X donde k es el rango

%12 1
(conservado)} de la segunda columna en esta nueva matriz. El

algoritmo finaliza cuando obtenemos todas las distancias minimas

*

9 W —

Si la matriz obtenida al menos es de orden tres ir al paso 1
y efectuar las operaciones sobre esta matriz, como hicimos con A.

En este caso el elemento a,; va a representar al elemento situado
en la primera fila y 1a columna de rango i de la matriz gue obtu-
vimos y para el cual se han conservado los respectivos rangos

iniciales de las filas y columnas de la matriz A.

la siguiente proposici6n justifica el algoritmo de Yen.
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Proposicién 1.5:

Sea G = (X,U) un grafo y Gx = (X U1) un subgrafo de G, donde
1
1 } y GX estd
0

asociado a la matriz que se obtiene en una sola iteracitn del

19

el conjunto de vértices X, estd dado por X - { X.

1

algoritmo de Yen sobre una matriz dada. La distancia minima de

X4 a X5 en GX coincide con la distancia minima de X, @ xi con
1
(i § iy) en el grafo G.
Demostracion:
Puesto que a,; = min (a_, )}, resulta que a,, es la distancia
Yo im2 U ‘o
minima del vértice X, al vértice X; » ya que cualguier camino de
0
longitud minima de Xg @ X5, se inicia en el vértice X, ¥ su
0

longitud es aproximada a la longitud del arco mds corto (x1,xi 3
0

Como este arco es un camino de X, a X, resulta que la distancia

directa a3 es igual a la longitud minima de los caminos de
0

Demostraremos ahora que las distancias minima de Xy @ los

otros vértices diferentes de X3 son las mismas en los grafos G y
0

Gy .

A4

Sea GX1 el subgrafo asociado a la matriz que se obtiene al
efectuar una sola iteraci6n del algoritmo, consideremos un vértice

cualquiera X $ Xy entonces van a existir dos casos:
0

*
1- en el grafo G existe el camino minimo (x1—————r—xi) que no
*
pasa por X; ¥ 2- cualquier camino minimo (x{a——~»~xi) en
0

el grafo G pasa por X
0
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Para el primer caso consideremos el camino minimo

(x,,%X: ,X. ,...,%X.) Que no pasa por x. . Tenemos que
1 J17dp i 14

aij <2 a1i + ai j. pues en caso contrario podemos reemplazar
1 0 01

el arco (x1,xj ) por un camino de dos arcos (x,,x. )y (x. ,x. )
1

I a e 4
0 o -1
y obtener asi un camino mé&s corto, lo cual contradice la hip6te-

sis,

Esto significa que al aplicar el paso 2 del algoritmo, el
elemento aij permanece invariante, por lo tanto, la longitud del
i
camino (X, ,X. ,X: ,...,X.) es exactamente la misma en Gy G, -
BT : %

Para el segundo caso consideramos un camino minimo (XT__*'xi)

*

en G que pasa por xi .

)
i = fiects BUNE Ri® tlRe QLG E o Th i ’x P RN |
Sea este camino d (x1 xJ1 XJZ xlo k1 sz x])
puesto que 1(x1,xi ) = l(x1,xj) resulta que ademds
0
d' = (X,sX: 4X, +X, s---,X.) €5 un camino minimo de
] L k1 k2

x1 a X3 en el grafo G. Podemos suponer también que el vértice

X; no aparece mas entre los vértices xk ’Xk
0 1T "2
comprendidos entre xi Y X en el camino d', puesto que en caso
0
contrario podriamos eliminar los subcaminos comprendidos entre

,...,que estan

los vértices que se repiten, y asi obtener un camino de longitud

mis pequefia o igual que d'; ademés en el segundo caso se da la

110 lok1

camino d" = (x1,xk ,...,xi) es un camino de longitud minima en G
1

que no pasa por x, , lo que contradice la hipfitesis.
0

relacion a,, > a + 2. , ya que de los contrario el
1
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En consecuencia, por la aplicaci6n del algoritmo de Yen en el

paso 2, el elemento a es reamwplazado por la suma a1i + ai ,

1k
1 0 o1
entonces la longitud del camino d' en el grafo G es igual a la

longitud del camino d" en el subgrafo GX1' Resulta que en el
segundo caso se conservan las distancias minimas del vértice X, al
vértice x, con i 3 io por la eliminaci6n de la fila y la columna

de rango io’ es decir por el pase al subgrafo GX
1
Observacién: En cuanto al nlmero de adiciones y de comparaciones

que se ejecutan mediante este algoritmo, se tiene lo siguiente:
para realizar el paso 1 se necesitan a lo sumo n-2 comparaciones,
puesto que los elementos a1i = N0 se van a considerar. Para

el paso 2 se necesitan a lo sumo n-2 adiciones e igual nimero de

comparaciones, debido a que no consideramos los elementos a11 Y ay;
0

para la comparaci6on y la adicién respectivamente; los elementos

contribuyen a la reducci6n del nimero de cdalculos.

Debido a que el orden de la matriz A decrece en cada iteracién

del algoritmo en una unidad serdn necesarias a lo sumo:

[p%]

n-

Va :E: q

_ (n-1)(n-2} comparaciones y
=1

0

T
)

g = lﬂ:l%iﬂlgl— adiciones.

e
I
—



AT

Finalmente si aplicamos n iteraciones del algoritmo de Yen,
determinamos la distancia minima para cada vértices xi, con
1<i<n con respecto a los vértices restantes del grafo. De donde

vamos a necesitar a lo sumo n(n-2)(n-1) comparaciones y

Iﬂﬂ;l%iﬂlgl s5Umas.

Ejemplo 3:

Al aplicar el algoritmo anterior a la matriz.

0 1 4 O O O
won OB o g
A_°°"002500
L
© © O O 0 1
9 W O W ©
se ghtiene que: a ® . 1 a* * 5 = .
que: TR b 3, aM = b, a15 =8y a16 =9,

Si queremos obtener los caminos minimos de un vértice x; a

otro xj, podemos proceder asi: supongamos que (xk,xj) es el

*
@ltimo arco de un camino minimo (xim_«a—xj) , entonces

* *
%y ™ B F Yy

si los indices k para los cuales se cumple esta iqualdad son
k1,k2,...,ks, resulta que {xk1,xj), (xk2
(iltimos arcos de los caminos minimos de X; a xj; entonces para

,xj),...,(xks,xj) son los

cada uno de estos fndices se repite el procedimiento, asi obtenemos
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los Gltimos arcos que llegan a Xy (i=1,...,s) de los caminos
i
minimos de X; a xj. Procedemos con Xy de igual manera que con
i
Xx., etc.
J

Si no existe algGn fndice k $ i,j para el cual se verifica
la igualdad; resulta que el arco (xi,xj) es el (nico camino

minimo de xi a Xj'

PROBLEMAS HAMILTONEANOS.

Definici6n 1.5:

Diremos que el grafo G = (X,U) es hamiltoneano, si existe

un circuito (ciclo en el caso no orientado) elemental que pasa

por todos sus vértices.

A un circuito (ciclo) de esta forma lo llamaremos hamiltonea-
no. En particular un camino (cadena) elemental que pasa por

todo los vértices del grafo se llamard también hamiltoneano.

Los problemas hamiltoneanos encuentran aplicacién en la opti-
mizacion de ciertos procesos concretos de distribuci6n o de
coleccibn, la determinacién de sucesiones Optimas de preparacion

de algunas piezas sobre una mdquina etc.

Teoremas de Existencia.

No conocemos hasta el presente una condicién necesaria y
suficiente para la existencia de los ciclos o de las cadenas

(de los caminos o de los circuitos) hamiltoneanos valedera para
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para cualquier grafo, Se han propuesto numerosas condiciones ya
sean necesarias o suficiente, para la existencia de estas configu

raciones hamiltoneanas.

Presentaremos el teorema de Chvatal y los corolarios de Ore
y Dirac relativos a ciclos hamiltoneano; asi como un resultado
dado por Camion relativo a la existencia de circuitos hamiltonea-

nos en 1-grafo completo y fuertemente conexo.
Teorema 1.1 (Chvatal):
Sea G un grafo no orientado con n vértices, n=3.

Si ordenamos los grados de los vértices en serie creciente

d1s;dzs;... dn y se verifica la propiedad:
n
dkg k%z —D dn_k‘z n-k,
entonces G es hamiltoneano.

Demostracion:

Supongamos que el grafo G1 cumple con las hipbtesis y no es
hamiltoneano. Supongamos ademds que agregamos aristas entre los
vértices que no son adyacentes en 61, con el cuidado de que el
nuevo grafo obtenido no llegue a ser hamiltoneano. Sea G = (X,U)
el grafo no hamiltoneano obtenido, para el que la serie de los
grados de sus vértices conserva la condicidn del teorema, puesto
que agregando arista los grafos de los vértices crecen, ademds
si agregamos una arista entre cualquier par de vértices no adya-

centes de G aparece un ciclo hamiltoneano.
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Consideremos un par de vértice (a,b) no adyacentes del grafo
G para el cual d(a) + d(b) es mixima y d(a) < d(b), como el afia-
dir la arista (a,b) conduce a la formaci6n de un ciclo hamiltonea
no resulta que en G va a existir una cadena hamiltoneana que
unird a con b

(Yq = 35 Yo ¥gsmeua¥ 45 ¥ = D).
Denotemos por S = { i/(a,yi+1)€lJ} yT= {i/(B,yi)EEU}

Los conjuntos S y T son disjuntos puesto que si existiera

un fndice i€SNT, en el grafo G existiria un ciclo hamiltoneano

(B,¥s¥j_goeens¥gr @ Yippee-or Ypob)

Luego si j<«S tenemos que la arista (b,yj) no pertenece a Uy
puesto que d{a) + d(b) es mixima, resulta que d(yj)s;d(a). En
consecuencia va a existir en el grafo G por lo menos |S| vértices
de grado menor o igual a d(a). Formamos la serie de los grados
de los vértices tal que estos |S| vértices sean colocados antes
del vértice a, lo cual es posible puesto que tienen grado inferior
o igual a d(a). En este caso obtenemos dlslﬁi |s] = d(a) y de la

misma manera |T| = d(b).

Evidentemente SU T (::{1,2,...,n—1} y como n€SUT, resulta
que d(a) + d(b) = |S| + |T| = [SUT|<n.

Pero d(a) < d(b) de donde deducimos que df(a) < % ; denotando

k - d(a) obtenemos gque dk-g ks%.
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Aplicando la condici6n del teorema, deducimos que

dn_k;;n-k.

La serie de los grados es creciente, resulta que si
dnpk+1’dn—k+2""’dn son superiores o iguales a n-k, entonces el
grafo G contiene al menos k+1 vértices de grado mayor que n-k.

Como el vértice a tiene el grado igual a k, resulta que exis-
te uno de éstos vértices, que denotaremos por c que no es adyacen
te al vértice a, luego obtenemos:

d{a) + d{c) < d(a) + d(b)< n de donde deducimos que

d(c) <<n-k, lo cual es contradictorio.

Corolario 1.1.a (Ore):

Si G es un grafo simple con n vértices, n=3, tal que para
cualquier par de vértices (x,y) no adyacentes tenemos que

d(x) + d{y)=n, resulta que G es hamiltoneano.

Demostracidn:

Arreglamos los vértices del grafo G en orden creciente con

respecto al grafo de ellos. Si existe un vértice X, Que tiene
la propiedad que d(xk) = dk55k<1gw entonces existen por lo menos

n-k-1 vértices no adyacentes a X -

Conforme & la hip6tesis estos vértices no adyacentes a x, SON

de grado superior o igual a n-k, de donde resulta que

dn_k;an—k.

Aplicando el teorema 1.1. deducimos que G es hamiltoneano.
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Corolario 1.1.b. (G. Dirac):

Si G es un grafo simple con n vértices, n=3, tal que para

cualquier vértice x, d(x)= g, resulta que G es hamiltoneano.

Demostraci6n:

Como por hipbtesis para cualquier par de vértice
d(x) + d(y)>n; aplicando el corolario anterior sale la demostra

cién.

Teorema 1.2. (Camidn):

Cualquier fi-grafo completo y fuertemente conexo es hamiltonea

no.

Demostracion:

Sea U = (a1,a2,...,ah = a1) un circuito elemental de longitud
méxima h. Supongamos que existe un vértice b que no esta en 4 .
5 aiﬁ.rﬂ+(b) entonces b¢-r"+(ai_1) (de lo contrario podriamos

prolongar el circuito por intercalacién del vértice b entre
a4y ai).
Como el grafo es completo, ai_1€—r“+(b). Siguiendo este

razonamiento obtenemos que a; € rﬂ+(b), \/i = 1,...,h. Si el

+ X +
caso es que b el (ai), deducimos andlogamente que ai+1% rﬁ (b)
y atendiendo a que A/ es de longitud mdxima y el grafo es comple-

to, se deduce que b e-l'ﬁ(ai ). Repitiendo este razonamiento

+1

1legamos a que bE[’—'J’(ai), Vi =1,..., h.
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Dividimos entonces los vértices que no estdn en 4 en dos clases:

B1 y B2 tal que si b € B,, todos los arcos que unenab con los

1!

vértices de # son dirigidos hacia éstos y si b € B,, todos los

25
arcos que unen ab con los vértices de # son dirigidos hacia b.
Si 4 no es hamiltoneano, B, U B, t 0. Ademds B, 10y
B, { 0, pues el grafo es fuertemente conexo. Esta condici6n de
fuerte conexidad del grafo implica, ademds de la existencia de

los elementos b e B, y b e BZ’ la existencia del arco (b2, bl)’

1
lo cual a su vez da lugar a la existencia en el grafo, del circui
to elemental (a1,az,...,an,b2,b1,a1) de longitud h+2 que contra-

dice la hipGtesis.

Ciclos Hamiltoneanos Optimos.

Un grafo no orientado y completo con n vértices, denotado
por kn, contiene gl- cadenas hamiltoneanas, ya gque el primer
vértice de la cadena puede ser escogido entre los n vértices, el
sequndo puede ser elegido entre n-1 vértices del grafo y asi
sucesivamente, al final vamos a tener n! posibilidades de elegir
los vértices de la cadena. Asi cada cadena puede pasar en dos
sentidos diferentes, resultando dos permutaciones distintas de
los n vértices, luego vamos a tener .E% cadenas.

En forma andloga obtenemos gue el nimero de ciclos del grafo

(n-1)!

5 para cualquier n=3.

k es
n

Si fijamos las extremidades de las cadenas van a existir
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{n-2)! cadenas hamiltoneanas correspondientes a las permutaciones
de los n-2 vértices intermediarios de estas cadenas. Por esta
situacibn se hace dificil enumerar las configuraciones hamilto-
neanas de los grafos completos kn para los valores de n que apare

cen en los problemas reales.

Definici6n 1.6:

Si a toda arista u del grafo completo k, se le asocia la

longitud 1(u ) =0, llamaremos ciclo hamiltoneang minimo al

ciclo hamiltoneano kn para el que la suma de las longitudes de

sus aristas es minima.

Observaci6n: En forma andloga definimos cadena hamiltoneana
minima y para el caso de grafos orientados, el circuito hamilto-

neano minimo, respectivamente camino hamiltoneano minimo.

En el caso de grafo no orientado, clasificaremos los problemas

de acuerdo al tipo de configuraci6n hamiltoneana que busquemos:

P1) Cadena hamiltoneana minima, PZ} cadena hamiltoneana minima

con extremos fijos i1 e 12 y PB) ciclo hamiltoneano minimo.

Si el conjunto de los vértices del grafo completo es X y la
matriz de las longitudes de las aristas es A, denotaremos la cade-
na hamiltoneana minima relativa a X y a A por cadena H.M. (X,A)

y H.M. 11,12 (X,A) si la cadena tiene los extremos fijos 11 e 12;

andlogamente nos referiremos al ciclo H. M. (X,A).
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Proposicibn 1.6:

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Es posible resolver el problema P1.
(ii) Es posible resolver el problema PZ‘
(iii)Es posible resolver el problema P3.

Demostracibn:

Para la implicacion (i) e—=o (ii), sean I,J los conjuntos
de indices correspondientes a vértices iniciales y terminales

respectivamente y (Xi-——"*“xj) (1,j)es8,5 =1 x 4

la familia de cadenas H.M. de G (soluci6n de P1).

El problema P2 consiste en encontrar una cadena HJmi i
1°7°2
donde (11,12) e S (es claro que pueden existir pares (x, s)

gque no pertenecen a S).

Considerando una cadena H.M. obtenida al resolver P,, suma-
mos a todos los elementos de las filas y las columnas 11, i2 de
A, a excepcidén de los que estdn en la diagonal principal, un
ntmero k mayor que el valor de cualquier cadena hamiltoneana del
grafo G, para lo cual es suficiente elegir a k como la suma de

todos los elementos de la matriz A.

Denotaremos Ai » j @ la matriz asi modificada. Nos propo-

1 "2

nemos demostrar que a toda cadena H.M. (X,A. ) le correspon
1772
de una cadena H.M.. . (X,A) con los mismos vértices.

11,12
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En efecto, sea 47 una cadena H.M. (X, A SUS

11;12 11e i

extremos, existen tres posibilidades:

a) %0(,;3} = { i1,i2 }
b) F! J‘e{cx,/g}tal que X'e{i1,iz}
o dE{ip) Ve {op)

Para el caso a) si denotamos la longitud de la cadena

i ) por 1, la misma cadena considerando la matriz A
1'7°2
va a tener una longitud l1 tal que: 1= 11 + 2k, puesto que

esta cadena contiene nada més dos aristas que le llegan respec-

H.M. (X,A.
i

tivamente a los vértices i1 e 12, cuyas longitudes han sido

aumentadas en K unidades. Los demds vértices y aristas quedan

invariantes por construcci6n de Ai -
i g

Los otros dos casos no son posibles. En efecto, puesto que

M es hamiltoneana, en el caso b) tenemos la situaci6n

] = 11 + 3k yenel casoc) I= 11 + 4k. Si consideramos
cualguier cadena H, . (X,A, . ) de longitud L =1, + 2k, donde
L, es la longitud de la cadena Hi

1 (X,A), por definici6n de

vz
k resultaria que L< 1 (en ambos casos), lo cual es imposible

puesto que 4 es minima.

Demostraremos que (ii) == (iii): Sea I-:{ 1,2,...,n} y
Y=XU { xn+i} . Elegimos un vértice cualquiera xp e Xy
haciéndo la longitud de la arista (xn+1’xi) igual a la de la

arista (xp,xi) para ie(I1-{p}) y cero la longitud de la arista
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(x

columna, con a . = g = a, ara I = lisew 0
n+l,1 a1,n+1 ip P o

n+1,xp). Asi complementamos la matriz A con una linea y una

Para este nuevo grafo determinamos una cadena H.Mx %

) P n+t
Supongamos que en esta cadena; xj es vertice vecino de xn+1,

suprimimos (i;;;fi}) y la reemplazamos por (E}T}B) que tiene la
misma longitud obteniendo asi un ciclo hamiltoneano en el grafo
inicial G.

El ciclo hamiltoneano ¢, asi obtenido es minimo, en efecto,
supongamos que existe un ciclo hamiltoneano c¢' de longitud menor
que la de ¢, por ser éste hamiltoneano contiene el vértice Xy S€a

Xj un vértice adyacente a x_, agregando un vértice x supri-

p 1’
miendo la arista (xj,xp) de longitud 1' y tomando 1' como la lon-

)

gitud de la nueva arista (x.,x

17" n+1

), la cadena (xﬁ————h-xn+1

tendria una longitud menor (por construccién) que la cadena

H’Mx i {X,A), lo cual es una contradicci6n. Cabe sefialar que
p’n+l

de acuerdo a nuestra construccibén, la cadena en el grafo
(Xll{xn+1} , U) tiene la misma longitud del ciclo en el grafo
s )

Finalizamos mostrando que (iii) = (i): Sea
Y= XU {xn+1} un conjunto de vértices, consideremos a =0

igual a la longitud de todas aristas (x;,x_ ), donde x;€X

Yi=1,...,n.

Determinamos un ciclo hamiltoneano minimo en el nuevo grafo

obtenido con el conjunto Y, eliminamos las aristas que unen al
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al vértice xn+1 son los dos vértices del conjunto X y obtenemos
asi una cadena H.M. en (X,A). La cadena que hemos obtenido es
minima, pues en caso contrario desde cualquier otra cadena
hamiltoneana en X obtendriamos un ciclo hamiltoneano mayor que

la cadena en 2a; lo que significa que el nuevo ciclo es menor que

el que obtuvimos como minimo, lo cual es una contradiccion.

Observacidn: Los problemas P1,P2 y P3 se pueden enunciar también
en el caso de los grafos orientados para caminos y circuitos
hamiltoneanos, la proposici6n 1.6 es vdlida y la demostracidn en

este caso es andloga a la anterior.

Antes de abordar algunos métodos concretos para las resclu-
ciones particulares de estos problemas, haremos mencidén de ciertos

detalles necesarios para la fundamentacién de esos procedimientos.

Teorema 1.3:

Sea H = (X,U) un grafo tal que |X| = n>2. Las siguientes

propiedades son equivalentes y caracterizan un arbol:

1) H es conexo y sin bucles.

2) H es sin ciclo y tiene n-1 aristas.

3) H es conexo y tiene n-1 aristas.

4) H es sin ciclo y si se le agrega una sola arista entre dos
vértices cualesquiera no adyacentes se forma un ciclo (nico.

5) H es conexo y si se suprime una arista cualguiera deja de ser
conexo.

6) Para cualquier par de vértices distintos de H existe una cade-
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na y nada mas una que los une.
La demostracién es clésica (ver [9:] y [29] )

Para referirnos al problema P1 estudiaremos primero la deter-
minacion de un &rbol parcial de longitud minima, haciendo refe-

rencia al método siguiente:

Algoritmo de Kruskal (A.K).

1. Seleccionar la arista mas corta del grafo G.

2. De las aristas no seleccionadas, elegir la arista més corta
y que no forme ciclos con las seleccionadas. Repetir este
paso hasta que el nimero de aristas seleccionadas sea igual
al cardinal del conjunto de los vértices del grafo menos una

unidad.

Para justificar este algoritmo demostraremos la siquiente

afirmacion.

Proposicibn 1.7:

£l subgrafo parcial obtenido con el algoritmo de Kruskal es

un &rbol parcial minimo de G.

Demostracitn:

Sea B el grafo parcial de G obtenido con el A.K. Por cons-
truccion B no contiene ciclos y cualquier arista no seleccionada
formaria ciclos con las ya seleccionadas. Por el teorema 1.3, B

es un darbol parcial de G.
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Sea B, un drbol parcial de G cuya longitud es menor que la de

1
B y supongamos que A4, ,/E,..., /Mh_1son las aristas de B obte-
nidas con el A.K en el mismo orden de selecci6n. Considerando
la primera arista '/Mk de la serie anterior que no es arista de
B1 y afiadiéndola a éste, se forma en B1 un cicle Gnico (por el
teorema 1.3), que a su vez contiene al menos una arista Vi, que

no es arista del arbol B, pues en caso contrario B contendria un

ciclo, lo cual es imposible.

Si en B, asi transformado, elimindramos la arista Vi obten

1
driamos evidentemente un é&rbol 82. De acuerdo a nuestra termino-

logfa, 1a longitud del Aarbol B, estd dada por:

2
1(82) = I(B1) + l(,ﬂk) w 11 Vi) . Por

aplicaci6n del A.K. , A\ es la arista més corta que no forma

ciclo en B con las aristas A, A,..., 4 vy v, no forma ciclo

con estas aristas en B1 puesto que B1 es un arbol. Entonces

1(/”k) < 1( Vi) y 1(82) < 1(B,). Continuando este proceso

obtendriamos una serie de &rboles parciales

B

B +»B,, tales que: 1(81) ;al(BZ);z...zzl(B ) = 1(B) lo

I r

cual contradice el supuesto de gue 1(81) << 1{B}.

Si el arbol parcial minimo obtenido mediante el algoritmo de
Kruskal tiene solamente vértices de grado uno y dos, entonces él
es una cadenas hamiltoneana, que ademds es minima, ya que el
conjunto de las cadenas hamiltoneanas de un grafo esté incluido

en el conjunto de los drboles parciales del grafo.
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Demostraremos que si un darbol parcial de G tiepe solamente
vértices de grado uno y dos, entonces &l es una cadena hamiltonea
na de G. En efecto si denotamos por q el nlmero de vértices de
grado uno del d&rbol, resultan n-q vértices de grado dos. Debido
a que la suma de los grados de los vértices es igual al doble del

nimero de aristas podemos expresar lo siguiente:
q+ 2 (n-q) = 2(n-1)

De ahi deducimos g=2, luego el &rbol tiene exactamente dos
vértices de grado uno y n-2 vértices de grado dos, es decir él es

una cadena hamiltoneana.

Describiremos un algoritmo que nos permitira
obtener una Gnica cadena hamiltoneana a partir del é&rbol parcial
minimo en caso de que él no 1o sea. Las operaciones que utiliza-

remos son las siguientes:

Operacion A: Unir dos vértices terminales x,y por una arista
(x,y) esto produce la aparici6n de un ciclo Gnico. Para este
ciclo va existir un vértice Z tal que d(z) =3, puesto que en caso
contrario, el arbol del cual hemos partido seria una cadena hamil-

toneana, lo que contradice la hipotesis.

Si de este ciclo eliminamos la arista (v,z) el grafo obtenido
seria un arbol que anteriormente tenia uno o dos vértices de
grado mayor que dos y estos grados han disminuido en una unidad,

sin que aparezcan otros vértices de grado mayor que dos.
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Operacibn B: Sea y un vértice terminal unido al vértice x y d(x)=3.
Intercalar y entre dos vértices adyacentes z y t de grado a lo sumo

dos. Para ésto basta eliminar las aristas (x,y) y (z,t} y afiadir

las aristas (y,z) y (y,t).

Operacitn C: Sea v un vértice no terminal unido a un vértice x

con d(x) =3. Unir v con un vértice final y que tenga la propie
dad de que v no pertenezca a la (nica cadena que une a x con y, y

eliminar la arista (x,v). Finalmente se obtiene otro &rbol.

Con la operacidon A el crecimiento del &rbol es igual a
1 {x,y) - 1({(Vv,Z), en la aplicaci6n de B es igual a

1(y,z) + 1(y,t) - 1(x,y) - 1(Z,8) y en la aplicacién de la opera-

cifn C es igual a 1(v,y) - 1{X,v).

Por la aplicaci6bn de la operacidn A, B 6 C el nlmero de vérti-
ces de grado mayor que dos del &rbol disminuye al menos en una uni
dad. Si aplicamos reiteradamente este procedimiento obtendremos
un &rbol gue contiene nada mds vértices de grado uno o dos, es

decir, una cadena hamiltoneana.

Para que la cadena hamiltoneana obtenida tenga una longitud
lo mds pequefia posible, elegimos la transformaci6n hecha sobre el
drbol, tal que en cada etapa se minimice el c¢recimiento de la

longitud del &rbol.

Con el siguiente algoritmo nos proponemos obtener una cadena
hamiltoneana en la siguiente forma: partiéndo de un drbol parcial

minimo, éste se transforma en una cadena hamiltoneana minimizando
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en cada paso el crecimiento de sus longitudes totales.

Algoritmo de (Ioan Tomescu) [?Q}

1. Para cada vértices terminal yi,i x 1,254..,0, considerar
los vértices terminales yj con j>i y determinar, para un
j elegido, la arista de mayor longitud en la cadena que los
une, adyacente a un vértice de grado mayor que dos. Aplican-
do la operaci6on A, calcular el crecimiento minimo de las

longitudes correspondientes.

2. Para todos los vértices terminales y unidos a los vértices
de grado mayor que dos, determinar el minimo crecimiento de
la longitud del &rbol, mediante la aplicacién de la operacién

B.

3. Para todos los vértices no terminales v unidos a vértices x
de grado mayor que dos, determinar el minimo crecimiento de
la longitud del arbol mediante la aplicacion de la operacidn

L.

4, Entre los minimos calculados mediante los pasos 1,2 y 3 selec-
cionar el valor més pequefio y efectuar sobre el drbol la

operacidn que hace este crecimiento minimo.

Si existen varias operaciones con las que se alcanza el mismo
crecimiento, elegir la transformacion que produce una reduccién
de una unidad en el grado de los vértices que tengan grado supe-

rior a dos, si tal transformaci6n existe se produce una disminu-



-35-

ci6én del grado en un nGmero mé&ximo del &rbol.

Si el darbol obtenido tiene nada mas vértices de grado uno o
dos, parar, en caso contrario, reconsiderar el algoritmo desde

el paso 1.

Observaci6én: Sea n.={ xeX : d(x) 23} y n el nimero de

iteraciones del algoritmo de Ioan Tomescu resulta que:

r1£§§£;l(d(x) - 2).

A continuacién estudiaremos la fundamentacitn del algoritmo

de Cristofides, concebido para resolver el problema P2.

Se define un vector p que llamaremos vector de penalizaci6n,
con componentes p(i) donde i = 1,...,n, cada componente es un

nimero real no negativo elegido arbitrariamente.

Se modifica la matriz A de las longitudes de las aristas como

sigue: aij = aij + P(i) + P(j) para cualquier i,j=1,2,...,n e

i 4 j obtenemos una nueva matriz A' de las longitudes de las
aristas que tiene la propiedad que no produce cambios en el orden
con respecto a las longitudes de las cadenas hamiltoneanas con

extremidades fijas i1 e 12.

En otras palabras si dos cadenas hamiltoneanas de extremos

i1 e i2 tienen las longitudes 11 y 12 tal que 115512, entonces

1 |
estas cadenas relativas a la matriz A' tienen longitudes l1 y l2
1 1 :

que verifican la desigualdad 115;12.

BIBLIOTECA
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En efecto:

l1 - 11 + p(i1) + p(i2) &g o P(i)
iH,,1,

b, ol % FlI.) 4 Pli.) 4+ 2 = P(i), luego
12

Descripcidn del Algoritmo de Cristofides.

Determinar un drbol parcial minimo del grafo dado con la
matriz A modificada por la adicibn de una constante suficiente-
mente grande a la fila y a la columpa con indices i1 e 12 respec-
tivamente. Si este drbol tiene solamente vérticesde grado uno o
dos, significa que una cadena H.M. ii’iZ' En caso contrario
definir el vector p, que le llamaremos vector de penalizacidn,
con componentes p(i) como sigue: p(i) = 0 si para X d(xi) es
igual a uno o dos; p(i) =k (d(xi)-Z) si d(xi)2> 2; k es una cons-

tante que se elige de modo arbitrario, sin embargo tiene un valor

no muy grande con respecto a los datos del problema.

Modificar la matriz A utilizando las componentes del vector
de penalizaci6n; determinar un nuevo arbol minimo para A'. Si este

arbol es una cadena H.M.i j parar; en caso contrario y en base a

172
los grados de los vértices de éste, definir un nuevo vector p,
obteniendo una nueva matriz de las longitudes digamos (A)' y asi

un nuevo arbol minimo etc. Observemos que el vector p produce
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penalizacion a los vértices de grado mayor que dos.

En la aplicaci6n del método de "penalizaci6n"” podemos dar
diferentes valores a la constante de penalizaci6tn k, valores que

pueden diferir de un paso a otro.

Puede suceder que estemos recorriendo un mismo drbol y que
no sea cadena o que estas iteraciones no se terminan en ningdn
momento, en este caso el algoritmo no tiene un nimero finito de

pasos.

La dificultad de la aplicaci6n de este algoritmo estd en que -
no conocemos a priori el valor de la constante de penalizacién

gue nos conduzca lo mds ré&pido a la solucion.

La justificacién de este algoritmo se basa en la propiedad

anterior.



CAPITULO I1I

APLICACIONES DE LAS REDES DE TRANSPORTE
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1.- FLUJO MAXIMO EN UNA RED.

Definicidén 2.1:

Llamaremos red de transporte a un grafo conexo y sin bucles

G = (X,U) con n+1 vértices que verifica las siquientes condiciones:
a} Existe un Gnico vértice X, € X tal que (‘*—(xo) = 0, que

l1amaremos entrada o fuente de la red.

b} Existe un Gnico vértice X X tal que rﬂ+(xn) = 0, que llama-

remos salida o destino de la red.
¢} Existe una funcibn
c:u———~m*u{o}
El nomero c(u) se denomina capacidad del arco u.

Definici6n 2.2:

Diremos que una funcién

WU IR+U{O}

Es un flujo sobre una red de transporte Si:

a) Z\P Zw:_\f’ 5 1i<n-1

er_

b) 0 <P (u) <clu) Vuel

La expresion a) es conocida como la ley de conservacién del

flujo.



B

Como el flujo se conserva resulta que el flujo t{ que sale
0
por el vértice fuente X, €s igual al flujo p que entra al vér-
n

tice destino xn, es decir,

(1) Y = Yy donde Y - :§;:: Y (u) y

n
0 uaw(xo)

R a4 ()

n UEW_(XH)

La expresi6n (1) es conocida como el valor del flujo  que

denotaremos v( ‘Y ).

Definicibn 2.3:

Llamaremos arco saturado a cualquier arco uel con flujo

igual a su capacidad. Cualquier camino que contenga al menos un

arco saturado lo reconoceremos como camino saturado. Diremos

que un flujo es completo cuando todos los caminos que van de

xo a Xn son saturados.

Definicidén 2.4:

Sea G = (X,U,c) una red de transporte y A un subconjunto de
X tal que xo¢;A y x &h. Llamaremos corte de la red al conjunto
w (A) de arcos (xi,xj) tales que xi#:A y xjeaA. E1 nfmero
c(w (A)) =5 clu)
e w(A)

define la capacidad del corte.



-40-

El problema del flujo méximo en una red de transporte consis-
te en determinar un flujo definido sobre el conjunto de los arcos
de la red, de tal manera que el flujo Y que entra al vértice

n
destino Xo tenga el mayor valor posible.

El algoritmo de Ford y Fulkerson resuelve este problema y se

basa en las siguientes propiedades.

Propiedad 2.1:

Sea M un camino cuyo vértice inicial es Xq y el final es X
Si todos los arcos de este camino son no saturados, se puede
aumentar el flujo Lf en x ., respetando las condiciones (a) y

n
(b) de la definici6n 2.2.

En efecto, si consideramos el valor més pequefio de las dife-

rencias positivas

rS‘(u) = c(u) - LF(u)> 0

* *
Haciendo (S = min ér(u) > 0, aumentamos con & el flujo
ueM

sobre cada arco del camino/xl. Con el nuevo flujo

*
LPn + (5 :>LP , al menos un arco del camino A sera saturado.
Un punto de vista mds general es el siguiente:

Propiedad 2.2:

Sea v una cadena gue une el vértice fuente X, con el vértice
" : %
destino X Denotaremos por v al conjunto de los arcos de v

orientados en el mismo sentido que sique la cadena desde x0 hasta
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X, Yy por v_ el conjunto de los arcos de la cadena v orientados en

. ; +
sentido contrario a los de v .

*

Sea (5

H

min (c(u) - P(u)),

IIEV+

P = min _‘Y(u)

uev
y £ o=min( S5

*

Si é’ > 0 podemos transformar el flujo LPn como sigue: aumenta-
* . + i < i *

mos £ al flujo en cada arco u € v' y disminuimos £ en cada

arco uev .

En esta forma vamos a obtener un flujo total con componentes
no negativas que verifica (a) y (b) de la definici6n2.2 yel flujo

en Xn va Ser:
* LD
VI
n é? in

*
Una cadena para la que Ef resulta cero es evidentemente

saturada.

Un flujo completo no necesariamente es mdximo, puesto que
puede eventualmente aumentarse considerando las cadenas no satu-

radas de xO a xn gue no son caminos.

Sea G = (X, U,c) una red de transporte en la que toda cadena
elemental que une la entrada Xo con la salida X estd saturado

por el flujo ‘¥ definido en U. Siendo V el conjunto de estas
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cadenas, consideraremos para cada veV, el primer arco u de V
\"

+ iy
tal que u €V y F(u)=clu)ou,eV y ¥(y,)-=-0

Suprimiendo el conjunto de arcos UU ,v eV, obtenemos un grafo
parcial con al menos dos componentes co;exas, pues asumir lo
contrario implicaria la existencia de una cadena no saturada de
Xg @ X Si el conjunto de vértices de A tal que X ehAy xoéeA

es una de estas componentes, A define el corte w (A) y

¢ = ZLE(u) Z‘f’ = > c(u) - 0 = c(w (A)),

n uew (A) Uew A) uew (A)
puesto que todos los arcos de w (A) tienen igual orientacién que
las cadenas de X, @ X,y por lo tanto son saturados y todos los
arcos de wj(A) tienen la orientaci6n contraria y su flujo es

cero.

Fs claro entonces gue si todos los arcos del corte son satu-
rados resulta que Y = c{w (A)) y en el caso contrario
n
(f < c(w {A) ); es decir, para cualquier flujo Y y cualquier
n

corte w (A) resulta que Y < c(w (A)).
n

Resulta ahora evidente que la modificacitn del flujo en una
red, basandonos en la propiedad 2.2,conducirfa a una saturacifn
de todas las cadenas de Xy @ X obteniéndose de acuerdo a lo
anterior, un flujo mdximo, ademds con este razonamiento queda

demostrado la siguiente afirmacion:
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Teorema 2.1 (Ford y Fulkerson)
En una red de transporte, el valor maximo del flujo en la

salida es iqual a la capacidad minima de un corte, es decir:

max‘f = min cw-(A))
n
A|Xo4€ A, x €A

Sobre la base de la caracterizacién de un flujo méximo en la
salida por la inexistencia de cadenas no saturadas de la entrada
a la salida de la red, descansa el conocido algoritmo de Ford-
Fulkerson para una red cuyos arcos tienen capacidades y componen-

tes de flujo dadas en nGmeros enteros no negativos.

Sus etapas consisten en introducir un flujo compatible con
las capacidades de la red, transformar €l mismo a un flujo comple
to y obtener, a partir de este filtimo, un flujo de valor maximo.
Los procedimientos rutinarios para desarrollar cada una de estas
etapas estdn ampliamente difundidos en la literatura especializa-
da. Es bien conocido también la modificaci6n de este algoritmo
para obtener un flujo minimal. En este caso varia la definicifn
de flujo en su aspecto de compatibilidad con las capacidades,

reemplazandose dicha relacién por la siquiente:

Y (u)>c(u), uel; el corte w (A) se define por las rela-
ciones xo* A, xneeA y w*(A) = 0 y el Teorema de Ford-Fulkerson,
para el caso de flujo minimo identifica el valor minimo de un

flujo en la salida con la capacidad maxima de un corte, es decir:



44 -

min lP = max c{w (A))
n

A/x0¢ A,xne A, wj(A) -0

Flujo de Costo Minimo.

Sea G = (X, U, c) una red de transporte. El problema de
introducir un flujo de costo minimo se reduce a determinar un
flujo ¢ que verifique la condicidn a) de la definicifn 2.2, cuyas
componentes sean nmeros enteros y que ademds verifique la siguien
te condicién:

b' Para cualquier arco u = (xi,xj) el flujo

Y(u) = {Pij satisface la doble desigualdad:

que la expresifn siguiente sea minima:

S= > {?ij Ci§ donde cijE:IR es el costo asociado a

u.—(xi,xj)e_u
(xi,xj).

Consideremos el siguiente problema: dada la red G, determinar
un flujo Y que verifique (3) y (b) de la definicién 2.2 y que

tenga un valor v en la salida, es decir, Y =v<max Y que
n n

minimice la suma S. Para determinar este flujo utilizaremos el

algoritmo de Kleim, pero antes haremos algunas consideraciones.
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A G le asociaremos una red formada con un grafo parcial que
contiene también arcos sobre los que se intentard aumentar el
flujo de la salida, utilizando cadenas no saturadas. Esta red
se denotard por G( ¥ ) = (x", y", cm), donde

m m

-
X=X 5 U =U U,y

=
- 3

1]
—

=

]

(Xi’xj) el / Yu) <c(u) } . donde la capacidad
(xi,xj) es c™(u) = c(u) - P (u);

Ug = { g = (xj'xi) el / Lf’(xi,xj) >0 } ; donde la capacidad del

(=}
[1v]
—
u
=
(9]
o
(==
]

— m —_
arco u = (xj,xi) es ¢ (u) = (xi,xj).

Observemos que la existencia de una cadena no saturada de la
entrada a la salida en la red G, corresponde a la existencia de

un camino del vértice fuente al vértice destino en la red Gm(‘f B

Definimos los costos asociados a los arcos de la red Gm(‘F )

de la siguiente manera:

m m
i T N oy = B
Si (x1 XJ) | entonces €y i3 y
5 m m
.)€ Ve B o= B o 1
&4 (xj,xl) Uz' entonces ch CIJ, donde clJ es el costo

asociado al arco.(xi,xj) en la red G.

El algoritmo de Kleim, se fundamenta en la siguiente caracte-

rizacion del flujo:

El flujo ¢ , de valor ‘Pn = v, minimiza la suma S, si y
solamente si para la red Gm(‘? ) no existe circuito alguno @ para

&l que la suma de los costos de sus arcos sea negativa.
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La condici6n necesaria es inmediata, por el modo de definir
la red Gm('P ), al circuito Q le corresponde un ciclo no satura-
do WYen la red G. Haciéndo que circule una unidad adicional de
flujo sobre este ciclo, en el sentido que determina el circuito
¢, lo que significa que le aumentamos una unidad de flujo sobre
todos los arcos u e ﬁﬁl que tienen la propiedad que
i = (xi,xj) e § y le disminuimos una unidad al flujo sobre todos
los arcos ueW , que tienen la propiedad que u = (xi,xj) y el
arco (xj,xi) € §, el flujo obtenido va a tener el mismo valor v

en la salida.

El costo SH del nuevo flujo en la red G es:

.

=S+ c(f) <S,
puesto que conforme a la hip6tesis la suma de los costos de los

arcos del circuito §, denotada por c(f) es negativa.

De ah{ resulta que para un flujo Y de valor v a la salida
que minimiza la suma S, en la red Gm( ¥ )} no pueden existir cir-
cuitos negativos, pues de lo contrario se contradice la optimali-

dad de Y .
El algoritmo consiste en los siguientes pasos:

1. Se determina un flujo cualquiera Y de valor q; - V.
Para ésto se puede utilizar el algoritmo de Ford-Fulkerson,
partiendo con el flujo con componentes nulas sobre cada arco

de la red y aumentando el valor del flujo en la entrada hasta
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el valor v << max LPn sobre la cadena no saturada de la entra

da a la salida.
2. Para el flujo ‘f obtenido, se construye la red Gm(‘P 1

. . L
3. Si 6 (%) no contiene circuito alguno para el que la suma
de los costos de sus arcos sea negativa, y’minimiza la expre-

siébn S. De lo contrario aplicamos el paso siguiente.
4. Para el circuito § y la red 5 ) se calcula,

§ = min cm(u)
uel

Para la red G se modifica el flujo ¢ como sigue:

Se considera el ciclo no saturado ¥ de la red G gue tiene los
mismos vértices del circuito § de la red Gm(*P ) a la cual se le
atribuye un sentido de recorrido igual al del circuito § (sentido

de orientacién de sus arcos).

; . +
Aumentamos el flujo (P en § unidades en cada arco ueY¥ y lo

disminuimos J unidades en cada arcou e Y .

Dada la forma de definici6n de la red Gm(‘P ), resulta que el
flujo obtenido es admisible de valor LPn - v, para &l que el nuevo

valor de la suma S es:

S + é;c(w) < S, puesto que c() <0 con el nuevo

flujo aplicamos el paso 2.
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Observacion: el hecho de que el algoritmo tenga un nGmero finito
de pasos, resulta de que la suma S es acotada inferiormente y en

cada paso la soluci6n se mejora con el valor dfc(¢) < 0.

Se pueden utilizar los algortimos de Dantzig y Royd-Floyd
para detectar el circuito negativo de Gm(‘P ).
METODOS DEL CAMINO CRITICO.

CASOS DETERMINISTICO.

El camino critico en un grafo de actividades constituye un

ejemplo de determinacidén del camino de valor médximo en un grafo.

Definicitn 2.5:

Sea G = (X, U) un grafo de actividades cuyas vértices repre-
sentan eventos. Denominaremos evento al inicio o terminacién de
una actividad, hechos bien definidos en el tiempo. Los arcos del

grafo representaran las actividades de un proyecto; la longitud

asociada a los arcos, su tiempo de ejecucion. Denotaremos por tij

a la duraci6n de 1a actividad representada por el arco {xi,xj), donde tij es un

nimero real no-negativo.
Consideraremos para cada vértices xi€'X lo siguiente:

Todos los arcos que parten del vértice x; representan activida
des que no pueden iniciarse hasta que hayan terminado todas las
operaciones representadas por los arcos que llegan al vértice X; -

Los grafos de actividades no poseen circuitos, puesto que en

caso contrario, conforme a la consideraci6n anterior, una misma
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actividad tendria que empezar después de la terminacion de ella

lo cual es un absurdo.

Definicibn 2.6:

Considerando que al evento inicial le asignamos un tiempo

igual a cero, llamaremos duracibn del proyecto al tiempo de ejecu-

cib6n del conjunto de actividades y es igual a la suma de la dura-

ci6n de las actividades consideradas en el camino critico.

Este camino no tiene que ser (nico, pero es un camino de

valor maximo.

Eventos Criticos e Intervalos de Fluctuacioén.

Definicifn 2.7:

Sea G un grafo de actividades para el cual los vértices repre-

sentan los eventos E1""’En‘ Llamaremos duracifn esperada ti del

evento Ei a la mayor distancia calculada del vértice que represen-

ta el origen al vértice Ei'

*
Denominaremos duracifn limite ti al tiempo necesario para

realizar las operaciones entre los eventos Ei y En y la obtenemos
restando a la duracibn tn del evento final el valor maximo de los

caminos de Ei a En' Si al valor mdximo de los caminos de Ei a En

Jok
lo denotamos por I(E{————*-En) , se tiene que:

* *k
t, =t -{E—E )
1 n 1 n
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Los eventos criticos son representados por los vértices situa
dos sobre el camino critico. Por la definici6n anterior tenemos

que:

*k

ti = 1(E1**~—4PE1) para Ei evento critico. Por lo tanto:

* 1 ) * A
by =1, - HE En)
** *%
= I(E, Ed = WE—*F ]
l E *k * E x*%
(E, P+ LE Bl ~ UE—=Ey)
*k
= 1(E] E;)
=t

Los intervalos [ti’ tz ] se conocen como intervalos de
fluctuacién y representa el tiempo disponible en que pueden reali-
zarse los eventos no criticos Ei’ sin modificar la duraci6n del
proyecto. Para el caso de los eventos criticos este intervalo

se reduce a un ndmero.

El margen libre es el retraso que puede ser admitido en el

inicio de una actividad Aij sin afectar la duracién esperada tj

y es iqual a:

EI margen total se refiere al retraso que puede ser admitido
en el inicio de una actividad Aij sin cambiar la duracién limite

de ejecucibn del evento Ej y estéd dado por la siguiente expresifn:
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B t
Lo-ty - by,

y es el retraso mdximo que podemos admitir al inicio de la activi-

dad sin afectar la duraci6n del proyecto.

Observaci6n: Para cualquier actividad resulta que el margen libre
) *

es menor o igual que el margen total, puesto que tjé‘tj, para las

actividades criticas ambos margenes resultan ser nulos.

El intervalo de fluctuacitn de los eventos y el margen libre
de las actividades miden la elasticidad en la realizaci6n de un

proyecto.

En el caso en que el tiempo tij de las actividades no criticas
pueda ser aumentado, el margen libre va a corresponder a la mayor

duraci6n posible de las actividades.

Conocer los intervalos de fluctuacién de los eventos del pro-
yecto asi como el margen total de las actividades nos permite

sequir el tiempo de ejecucién del proyecto.

Si todos los eventos se realizan antes de la duraci6én limite,
el proyecto se degérrolla en formanormal y el tiempo esperado tn del
evento final va a ser considerado; pero si el tiempo de ejecucion
de un evento Ei excede a su tiempo limite, entonces tenemos que
acelerar todas las actividades situadas sobre el camino (E;***-En)**.

Si no existe esta posibilidad, tendriamos que evaluar tardiamente

la realizacién del proyecto.
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Actividades Disyuntivas.

El orden de ejecucion entre dos actividades es a veces a elec
cibn del ejecutor, es decir, es el caso en que se tenga dos
actividades que para su realizacién dependan de un mismo recurso

que no se pueda emplear en ambas al mismo tiempo.

Este situacion la representamos en la siguiente figura:

Y X Lik
x [ Y p— x
p t K
ij
y
L
X e et X
q Y 5 Ay 1

En general tenemos que tij } tji' Un arco entre los vértices
xi y xj como el que representamos en la figura se denomina arco
disyuntivo y podemos considerarlo como el arco que estd asociado
a la duracibn tij 0 el que estd asociado a la duracifn tji’ pero

no de ambos arcos simultaneamente.

En el caso de los grafos que contienen arcos disyuntivos nos
interesa determinar la orientacidn de todos estos arcos de tal
forma que la duraci6n tn del proyecto sea la mas conveniente, en
otras palabras, que el camino critico tenga la menor longitud
posible; si existen r arcos disyuntivos se deben estudiar 2"

grafos de actividades, encontrar la longitud del camino critico
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en cada uno de ellos y después elegir el grafo gue minimiza la

longitud.

Determinacidn del Camino Critico.

Sea G un grafo de actividades cuyos vértices son KpsooesXos
demostraremos que la duracitn esperada ti y la duraci6tn limite
* -
ti de un evento X pueden calcularse en forma recursiva, por

las siguientes expresiones:

a) ti = max { tj + tji}
fjer“"(xi)

donde rﬁ'(xi) 5 { xj : (xj,xi)elj} es el conjunto de los prede-
cesores del evento Xis Y todas las duraciones tj’ han sido calcu-
ladas en un proceso anterior partiéndose de t1 = 0 como tiempo

inicial del proyecto.

* . *
b) t; = min { tj - tij }
+
Xy e [ (xi)
donde r"+(xi) = { xj/(xi,xj) € U} es el conjunto de los sucesores

*

del evento X, ¥ donde tdoas las duraciones limites tj, han sido
*

calculadas en pasos anteriores partiéndose de tn z tn gue es la

fecha de terminacitn del proyecto.

En efecto, si en el camino de Xy a xi de valor miximo, xj es

el penGltimo vértice entonces:
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(1) ti =tj +tji

puesto que el camino de valor méximo de Xy @ X; se compone del

camino de valor méximo de x, a xj y del arco (xj, xi).

1
Si xj no es el penGltimo vértice de algin camino de valor

maximo de x, a xi, entonces

1

(2) ti>tj + tji para xje[“ (Xi)
De (1) y (2) deducimos a).

Si un camino de Xy a X de valor méximo tiene como primer

vértice intermediario a Xj resulta que:
0

*
o=t - (1;ij ¥ ljo)
0

donde 1j es la longitud del camino de valor maximo
0

P oot )**

U n

Denotando con 1j la longitud mdxima de los caminos de un

vértice xje.r—+(xi) a x, obtenemos que:

*

ty = t, - max (Ij + tij)

t -max 1. - max t..
Ul J 1]

*
t - max t..
J ij

I
=
—
=

—
-+
]
o+
—
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donde el méximo (respectivamente el minimo) se toma segGn todos
los indices j con la propiedad de que xjffrﬂ+(xi) y asi obtenemos

B F

Las expresiones a) y b) pueden ser efectivamente aplicadas
*
para determinar los ti y ti respectivamente, puesto que el grafo

de actividades no contiene circuitos.

Hagamos t, = 0 y para todo (x1,xi) < w:(xi) donde

w:(xi) = { = (x.,xi) y xj e[“"(xi) } denotemos t, =t

Har * ¥ j 1"
Tenemos que demostrar que si la funcién t ha sido definida para

un subconjunto A de X tal que A contiene a x,, entonces existe

1 ¥
un vértice xi B, donde B es el conjunto de vértices de X que no

estan en A, es decir, B = X~A, tal que ti puede ser definido por
la expresion (a), es decir, que el vértice X solamente debe tener

predecesor en A, ésto es r"'(xi) A,

Demostraremos por absurdo que esta situaci6n se da. Suponga-
mos que para todo xie:B, existe al menos thEB tal que:
X ef""(xi); para un grafo de actividades correctamente definido,
cada vértice X{» con excepcidn de X, tiene por lo menos un prede-
cesor, ésto es, I (x;) @, puesto que cada evento es precedido
de al menos un evento que puede ser el evento inicial Xy También
cada vértice X; con excepcibn de X tiene al menos un sucesor, es
decir, F"+(xi) + 0, ya que cada evento es sucedido de por lo menos

otro evento que puede ser el final.
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Supongamos que todas las condiciones que hemos mencionado
estan satisfechas y sea X; € B; conforme a la hipbtesis hecha
- - 1 -
existe x. €[ "(x, ) con x, e B, también va a existir x,e[ (x. )
i i i i i
2 1 2 3 2
con x; € B, ademds X4 t x; puesto que G no contiene circuitos.,
3 3 1
Repetiendo el procedimiento encontramos un camino elemental
{xi » Xy veeea Xy ) formado con vértices que pertenecen a B.
s s-1 1
Encontraremos un vértice x. & B, distintos de todos los otros
5+1
vértices del camino, pues en caso contrario, obtendriamos un
circuito en G', ademas como B tiene un nimero finito de elementos,
llegaremos a un camino cuyos vértices pertenecen a B, andalogamen-
te encontraremos que al primer vértice delcamino le llega un arco
desde un vértice de B y siendo G sin circuito resulta que la hipf
tesis hecha es falsa, entonces existe un vértice X; € B que tiene

predecesor nada mds en el conjunto A.

Hemos demostrado que la duracidn ti puede ser calculada con
la expresion a); ademds que podemos aplicarla a todos los vértices

de G en un orden convenientemente elegido.

Andlogamente se demuestra que existe un orden de los vértices
*
de G, para el cual, obtenemos la duraci6n limite ti para todos
los vértices de G mediante la expresi6n (b), para lo cual basta

con substituir los predecesores del vértice X; por sus sucesores.
ACTIVIDADES CON DURACION ALEATORIA.

CASO PERT.

El método PERT introdujo el concepto de una estimaci6n triple
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del tiempo, como sigue:

Un tiempo pesimista, un tiempo mds probable y un tiempo
optimista. La interpretacifn que se les da al significado de
estos tiempos ha ido variando desde su origen hasta nuestros

dias.

Definici6n 2.8:

En la actualidad llamamos tiempo optimista ”aij“ a la duracitn

minima en que podemos suponer que puede realizarse una actividad

Aij' La esperanza matemdtica de que podamos efectuar la actividad

con una duracién menor que el tiempo optimista es muy pequefia.

Llamaremos tiempo mas probable "mjj"’ al tiempo que normalmen

te invertiriamos en efectuar una actividad Aij' Y tiempo pesimista

"de” a la duraci6n maxima que podriamos tomar en la ejecucién

de una operacidn Aij (si tuvieramos, por ejemplo una cantidad

considerable de problemas).

El modelo original del PERT tuvo una gran demanda por tener

la capacidad de considerar la incertidumbre en la estimacidén de
las duraciones de las actividades y también porque se obtuvieron

importantes resultados.

Este modelo considerd la funcion de distribucién beta como la
funcién de distribuci6n que seguién las duraciones de las activi-
dades. Las justificaciones que se dieron para adoptar esta fun-
ci6n de distribucibén estan basadas en que el modelo se ajusta a

ciertas caracteristicas que cumple esta funcibn de reparticion.
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En consecuencia este método utiliza para estimar la duracion

de la actividad Aij el siguiente valor medio:

: A
tij % (aij + 4mij + bij)

y para la estimacion de la varianza del tiempo tij la siguiente

expresion:
2 bij - ai. 2

Con el valor medio tij de la duraci6n de las actividades,
podemos aplicar el método expuesto anteriormente para determinar
*
los valores medios de las duraciones ti y ti de los eventos

criticos, asociando a cada arco de actividad el valor medio tij'

Como las duraciones de las actividades siguen una ley de
reparticién’/ﬁ , aplicando el Teorema de limite Central del
Célculo de las probabilidades, podemos deducir que una suma de
variable aleatorias independientes, como son los tiempos asocia-
dos a las actividades criticas en un grafo PERT sigue una ley
normal (Gauss-Laplace), si el nGmero de estas variables es

suficientemente grande.

La media y la varianza correspondientes a esta ley normal
son las sumas de las medias y varianzas respectivamentes de las

variables aleatorias.

El Teorema de limite central podemos aplicarlo de manera mas
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conveniente en el caso en que el grafo de actividad es suficien-
temente grande, Sin embargo este resultado solamente es véalido

si las duraciones de las actividades son variables aleatorias
independientes. Esta propiedad se utiliza en general al aplicar
el PERT, en contradiccién con la teorfa de probabilidad, puesto
que existen grafos de actividades en los cuales las duraciones

de las actividades no son variables independientes. Lo cual pone

en evidencia la naturaleza heuristica del método PERT.

Conforme al Teorema del limite central, la variable aleatoria

t-t
gl sigue una ley de repartici6on normal reducida, donde

VG 2
tn es la duracién del evento final y O—H es la varianza de esta
fecha, calculados como la suma de las medias y varianzas respecti-
vamente de los tiempos tij asociados a los arcos del camino criti-

Co.

La variable aleatoria E? sigue una ley de reparticién normal
reducida, para evaluar la probabilidad de realizarse un proyecto

en una determinada fecha to' Encontramos

t -t
(\;a -9 __ " determinamos fécilmente

la P( gsé‘g), que serfa la probabilidad de realizarse el evento
final antes o en la fecha t . Si esta probabilidad no es suficien
temente grande reducimos las duraciones de las actividades criticas,

asignandoles por ejemplo recursos suplementarios en detrimento de
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las actividades con margen libre.

Hemos expuesto una variante del método de los caminos criticos,
conocida como método PERT. Existen muchas mas variantes del CPM

conocidas ampliamente en los &mbitos comerciales.

ACELERACION CON COSTO MINIMO DE UN PROYECTO.

Existe una relacidn directa entre el tiempo de realizacibn de
cualquier proyecto y su costo. Los parametros de esta relacién
incluyen: mano de obra, recursos econdmicos, métodos, equipo y

eficiencia.

Todo proyecto tiene una duracién 6ptima para su realizacién y

la desviaci6tn de la misma afecta el costo del proyecto.

Una aceleraci6n en el tiempo de ejecuci6n requiere un incre-
mento en el equipo o mano de obra utilizades y ésto produce un
aumento en los costos. Por otro lado la realizaci6n del proyecto
en un tiempo mayor que el &dptimo también aumenta el costo debido

al incremento de los gastos fijos.

La aceleracitn de una actividad que podemos describir como
"compresi6n de la duracién de una actividad", depende solamente
de los recursos disponibles, de la forma de la curva costo-tiempo

y de la aceleracién deseada para la finalizacién de la actividad.

Dado un grafo de actividad G, supongamos que para cada activi-
dad Aij’ tenemos un tiempo tij normal que denotaremos por Dij y

otro acelerado que denotaremos dij tal que se cumple:
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d,.<t. <D,
5 S Rl

Nos referimos a dij como la abreviacién maxima posibie del
tiempo tij y asumiremos que el costo es una funcién lineal de la

duracién:

S5 7 %i5 - ity

donde kij es una constante que depende de la actividad Aij’ la

pendiente xij>-0 representa el crecimiento del costo correspon-

diente a reducir en una unidad el tiempo tij'

El procedimiento bésico para comprimir un modelo de red con-
siste en acelerar la duracién de las actividades criticas, empe-
zando con aquellas para las cuales la curva costo-tiempo tiene

pendiente minima.
Las siguientes reglas conducen a este fin:

1- Enumerar las actividades criticas.

2- No considerar aquellas cuyo potencial de compresién sea cero;
entre ellas se incluyen las actividades en que Dij = dij’ asi
como las que han sido aceleradas anteriormente.

3- Seleccionar la actividad correspondiente a la pendiente minima
{que proporciona la compresi6n mds econbémica).

4- Determinar la cantidad en que esta actividad puede ser compri-

mida y su costo correspondiente.
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Sea G un grafo de actividad. Resolveremos el problema de
encontrar la duracién del proyecto, asi como la minimizaci6én del
costo total de su realizacién, mediante la determinaci6tn de un
corte de capacidad minima, en una red de transporte asociada al

grafo de actividad G.

Sea GC = (X,Uc) la red formada por los caminos criticos de

G. Asumiremos por definicién que:

C(Xi’xj) =

para todo (xi,xj) € Uc'

Para abreviar la duracién del proyecto con un costo minimo

debemos determinar un subconjunto M de UC tal que:

a) cada camino de Gc contiene al menos un arco de M,
b) la suma de los coeficientes de crecimiento de los costos

asociados a los arcos del conjunto M es minima.

Una vez que determinamos M, acortamos el tiempo de las activi-
dades representadas por los arcos de M, en lo que sea posible, sin

que surjan nuevos caminos, criticos en el grafo.

En efecto la condicibn a) nos asegura que la duraci6n del
proyecto se reduce efectivamente, puesto que disminuye la longitud
de todos los caminos criticos del grafo y b) nos asegura que se

reduce la duracién con costo minimo.
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Si ‘¥ es un flujo compatible con G P, & c(M), donde
c(M) = &%;ﬁ c{u). El teorema de Ford y Fulkerson nos garantiza
la existencia en Gc de un flujo méximo EFn y un corte de capa-
cidad minima w (A) tal que qil= c(w )A)), de modo que
c(w (A))<c(M) y puesto que cualquier corte en 6. es un conjunto

de arcos que cumple con la condici6n (a), resulta que w (A) es un

conjunto que ademas cumple con la condici6n (b).

Con ésto hemos reducido el problema de la disminucion de la
duracién del proyecto con un minimo de costos, al problema de
encontrar un corte de capacidad minima en una red de transporte
asociada al grafo de actividad. Si la capacidad minima en un
corte es «© , entonces para algln corte existe un arco con dura-
cién acelerada maxima. En esta condici6n nos detenemos, ya que

la duraci6n del proyecto no se puede acelerar més.



CONCLUSIONES
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Para determinar la distancia minima entre los vértices de un grafo
dado resultan igualmente Gtiles los algoritmos de Roy-Floyd y el prime-
ro de Dantzig, pues para ambos se utiliza igual nOmero de operaciones.
Sin embargo mientras que el algoritmo de Roy-Floyd identifica ademés
los caminos de longitud minima, el de Dantzig detecta los circuitos
negativos existentes en el grafo. Esto implica que la eleccién del
algoritmo dependeré de la naturaleza del problema préctico al que este

sea aplicado.

El caso resulta diferente al comparar el segundo algoritmo de
Dantzig y el de Yen; ambos funcionan para calcular la distancia de un
vértice X, al resto de los vértices en el grafo; pero el de Dantzig,
resulta mds econdmico puesto que exige menos esfuerzo computacional en

su aplicacién.

Gracias a la proposicién 1.6 la necesidad de resolver los problemas
PyoPo ¥ Py de bGsqueda de configuraciones hamiltoneanas en un grafo,
se satisface resolviendo al menos uno de éstos problemas. No obstante
los algoritmos de Kruskal y Tomescu hacen posible la solucién para el
problema Pys el algoritmo de Cristofides resuelve el problema Py mien

tras que para resolver el problema P, es necesario solucionar primero

3
o bien P1 0 bien PZ‘

La forma en que se aplica el teorema del Limite Central en el método
PERT evidencia, como lo afirmamos en nuestro trabajo, la naturaleza

heuristica de este método, pues en determinados casos puede que esta

aplicacién no sea viable.
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Sin duda alguna el concepto de camino critico constituye uno de los
instrumentos de aplicacibn mds Gtiles de la Teoria de grafo. En este
sentido es importante resaltar la forma en que se utiliza el Teorema
de Ford-Fulkerson en el problema de encontrar la disminucién de la dura

cién de un proyecto, asi como la minimizacién del costo total de su

realizaci6n.
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