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I NTRODUCCIóN 



Por diversas razones escogimos la Aritmética de 

Polinomios como tema de nuestro trabajo de graduación. El 

motivo principal radica en que es bien conocido que la 

aritmtica del anillo de los polinomios IF
q
[X] de 

coeficientes en un cuerpo finito F de q elementos es 

notablemente similar a la del anillo J de los enteros 

racionales. Ambos son euclídeos y por lo tanto principales y 

factoriales Aún más, todo resultado válido en Z es en 

general válido en IF[X), si el analogo tiene sentido en 

F [XI. Pero la demostración en F [X] es también en general, 
q ci 

menos complicada que en 2 dada la "sencillez estructural" de 

Esto nos lleva a plantear problemas análogos a los 

conocidos en la Teoría de Números, los cuales pretendemos 

resolver basados escencialmente en las propiedades 

aritméticas de F [X]. 
ci 

La obra ha sido dividida en dos capítulos. 

En el primer capítulo abordamos aspectos básicos 

respecto a los semigrupos aritméticos aditivos tales como 

relaciones de congruencia, funciones aritméticas, L-series, 

etc. 

En •el segundo capítulo aplicamos los resultados 

obtenidos en el anterior al caso específico del semigrupo 

multiplicativo de los polinomios mónicos de F[X], logrando 

simplificar demostraciones conocidas y establecer fórmulas 

asintóticas para valores promedio de funciones aritméticas 

sobre clases de equivalencia. 
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He creído conveniente incluir un apéndice que contiene 

resultados relacionados con los temas tratados en §5 del 

capítulo 1 y §4 del capítulo 2. Estos resultados servirán al 

lector como referencia inmediata. 



CAPITULO I 

FUNCIONES ARITMrTICAS Y L-SERIES 

EN UN SEMIGRUPO ARITMÉTICO 



§1.- Caracteres según una relación de equivalencia. 

Consideremos un semigrupo conmutativo G con unidad 1. 

Sea 	una relación de equivalencia sobre G, para la cual 

escribimos aElp(mód) si los elementos de a y b de G son 

equivalentes según Yt. Si dados a,b, c 	G, a.1.1(mód.w) implica 

que aca--ab(módJZ),decimos que 	es una relación de 

congruencia. Para una relación de congruencia R sobre G, 

decimos que a e G es invertible módulo 	si existe b 	G tal 

que abr€1(módX). 

Las siguientes propiedades de elementos invertibles 

módulo 5Z. son de fácil comprobación. 

(1.1) Si a es invertible módulo Ye_ y a --b(mod:k) entonces 

b es invertible módulo R. 

(1.2) ab es invertible módulo k si y sólo si a y b son 

invertibles módulo Yt. 

Si .9?. es una relación de congruencia sobre G para cada a 

elemento de G definimos : 

a={ b 	G : a---,b(módX) 1, 

y denotamos con G/X al conjunto de estas clases 	módulo Jk. 

De manera muy natural podemos definir sobre G/.9t una 

composición (inducida por la de G) asi : 

(V i)V( 15)(íS=ab), 

concluyendo inmediatamente que GA91 adquiere así una 

estructura de semigrupo conmutativo, cuyo elemento unidad es 

la clase i de 1. 

El conjunto F de las clases de equivalencias de los 
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elementos de G que son invertibles módulo X. es, por (1.1) y 

(1.2) un subsemigrupo de G/X.. Además, es claro que los 

elementos de r son invertibles para la composición antes 

definida y, por consiguiente, r es un grupo conmutativo. El 

orden de F lo designamos con h. 

Si G/:k es finito, decimos que X- es una relación de 

congruencia finita, en cuyo caso r es un grupo finito. 

Dados un semigrupo conmutativo G y una relación de 

congruencia X sobre G, llamaremos cáracter módulo 	a toda 

función x:G 	gc que satisfaga : 

(1.3) x(ab)=x(a)x(b) para todo a, b e G. 

(1.4) x(1)= 1. 

(1.5) ,dal=0 si a no es invertible módulo X. 

(1.6) x(a)=x(b) si ab(mód.1:.) 

Claramente, si xi  y x2  son caracteres módulo .9Z, la 

función x(a)=x1(a)x2(a), para todo a 	G, satisface 

(1.3)-(1.6) y es, por tanto, un cáracter módulo A. 

El cáracter (llamado cáracter principal) definido por 

x u(a)=1 si a es invertible módulo .9Z y x0 (a)=0 en caso 

contrario, actúa como el elemento unidad de esta 

multiplicación. Además, si x es un cáracter módulo 5Z la 

función : 

x (a) =
1/x(a) si x(a)n , -1 
O en caso contrario, 

-1 es otro carácter módulo .R que satisface xx-1.= x x 	.De lo t.) 
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anterior resulta que el conjunto r de todos los caracteres 

módulo 9Z conforman un grupo aditivo. 

Ahora si r=Hom(r,Si), donde Si={z 	C :1z1=1}, designa 

al grupo de caracteres de r, la aplicación 99:T̂  	- 

definida por f--)50( f)=Xf i donde : 

f(a) si á e r, 
xf (a) = 

0 en caso contrario, 

es un isomorfismo de grupos, en efecto : 

x fg(a)=(fg)(a) =f(a)g(a)=xf (a)xg(a), para todo a€G 

muestra que so(f)99(g)=99(fg). Por otra parte, si xf (a)=xg(a) 

para todo a e G, entonces f(á)=g(i) para todo 	e r, es 

decir f=g. Finalmente, dado x e g, la función f(á)=x(a) si á 

está en r define un carácter de r, en virtud de (1.3)-(1.6). 

Si .R es una relación de congruencia finita sobre G , F 

y por tanto 1 son grupos finitos, para los cuales valen las 

relaciones : 

(1.7) 

h si ab(mód:R), 
(1.8) 	E x-i(a)x(b) = 

xe>g 	 O en caso contrario, 

— Observemos que x-  = x, donde x(a)=x(a) y la barra 

designa al conjugado del complejo x(a). 

Para detalles de (1.7) y (1.8) ver (2). 

§2.- El álgebra de las funciones aritméticas. 

Los detalles de lo que sigue puede consultarse en (3) 6 

en (61-(101. Sea G un monoide libre que posee un conjunto 

4 

h si x x . 
E x(a) ={ 

O en caso contrario, 
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finito o enumerable de generadores P, cuyos elementos 

llamaremos los primos de G. Si existe una aplicación grado 

0:G 	)2 es decir, una aplicación a que cumple : 

(2.1) 8(1).- 0 ; 0(p)k 1, para todo p e P ; 

(2.2) .9(ab)= 0(a) + a(b) para a, b e G ; 

(2.3) G(n) = E 1<co 	(n=0, 1,...) 
aec 

a(a).n 

diremos que (G,a) es un semigrupo aritmético aditivo. 

Si existe una aplicación norma I I:G 	 , es decir, 

una aplicación 1 1 que cumple : 

(2.4) 111=1 ; Ipl> 1 para todo p e P ; 

(2.5) lab1=Iallbl, para cada a, b e G. 

(2.6) G(n)= E 1<co 	(n=0, 1, ...) 
aec 

laNn 

diremos que (G,I I) es un semigrupo aritmético. 

Si (G,a) es un semigrupo aritmético aditivo y q es un 

entero positivo q >1, podemos definir 1 I:G 	 por 

lai=g0(a) y obtener así un semigrupo aritmético. 

En esta sección presentaremos algunas propiedade de las 

funciones aritméticas de G, es decir, de las funciones 

f:G 	C. El conjunto de estas funciones se designa con 

Dir(G), y para las operaciones : 

(2.7) (f+g)(a)=f(a)+g(a), f, g 	Dir(G), a, b e G. 

(2.8) (Xf)(a)= kf(a), X e C, f e Dir(G), a, b e G. 

(2.9) (f*g)(a)= E f(d)g(a/d), f, g 	Dir(G), a, b e G. 
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conforma un cc-álgebra conmutativa y unitaria, cuyo elemento 

unidad es la función : 

I (a ) = J 
1 si a=1, 

1 O en caso contrario, 

Para que un elemento f € Dir(G) sea invertible es 

necesario y suficiente que f(1)0. Además, el conjunto 

Dirx (G) de los elementos invertibles de Dir(G) es un grupo. 

Una función aritmetica f se dice multiplicativa si f no 

es la función nula y f(ab)=f(a)f(b), siempre que (a,b)=1. En 

caso que f(ab)=f(a)f(b) para todo a, b e G diremos que f es 

completamente multiplicativa. Las funciones multiplicativas 

conforman un subgrupo de Dir x (G). 

Es claro ahora que si .R es una relación de congruencia 

todo carácter x módulo R.  es una función completamente 

multiplicativa. 

§3.- Relaciones aritméticamente distribuidas. 

Una relación de congruencia finita 5t sobre un semigrupo 

aritmético aditivo (G,a) se dice aritméticamente distribuida 

si : 

(AD1) Sólo un número finito de primos de G no son 

invertibles módulo 92. 

(AD2) Existe un entero m, que depende sólo de ls., tal 

que si r > m, entonces el número de elementos de G de grado 

r en cualquier clase de equivalencia de r es el mismo. Es 

decir : 
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E 	= E 1 
x€:á 	xe6 

8(x)=r 8(x)=r 

El menor entero positivo para el cual se cumple (AD2) 

se designa con m(X). 

Si az y Xson dos relaciones de congruencia sobre G, 1 
la relación .72 definida como az-b(módX) si, y sólo si, 

am-b(módX1) y ab(mód 2) es una relación de equivalencia 

sobre G, llamada la intersección de X y X. Por otra parte, 1 
dos relaciones de congruencia .% y 2sobre un semigrupo 

aritmético aditivo (G,a) se dicen independientes si para 

todo a, b e G existe c e G tal que ,a: -.--c(mádA) y brz=c(méd 2). 

Con otras palabras k y .% son independientes si, y sólo si, 

Hin H2 ø para toda H c G/:7( y toda H2  e 
1 	2 

Tenemos, entonces, los siguientes resultados : 

Teorema 1,1 Sean (m) un semigrupo aritmético aditivo, 

X y X 2  dos relaciones de congruencia sobre G. Si Y. es la 
1  

intersección de X. y X, entonces : 1 	2 

(1) es una relación de congruencia sobre G. 

(2) 	consiste de todas las intersecciones no vacías 

H 	H2 donde H 	1-7:n. y H2 	r/91. 1 
(3) Si X y 	son finitas yaeG es invertible tanto 

módulo k como 	, entonces a es ínvertible módulo Jk. 1 	2 

Demostracion : Las afirmaciones (1) y (2) son 

inmediatas Veamos (3). Que en estas condiciones .Xn X 2 
es finita es claro, porque el número de clases, es decir el 

número de intersecciones H n H , donde H es una clase de :k 1 	2 



es finito. Finalmente, sea Ut la clase de equivalencia de 1 

módulo .91(t=1,2), entonces Un U2  no es vacía (pues 1 le 
4  

pertenece) yslati (L=1,2) entoncesa€UnU, es decir 
1 	2 

a es invertible módulo Jk. 

Teorema  1,2 Si XI  y Ai  son relaciones de congruencia 

finitas e independientes sobre G, y si A es su intersección, 

entonces : 

(1) F x 	' 
1 	2 

(2) a 	G es invertible módulo A si, y sólo si, a es 

invertible módulo A. y módulo A . 
2 

(3) Los caracteres módulo .9?- son de la forma xgx2  donde 

x es un carácter módulo JZ, t=1, 2. 

Demostracio
•n (1). Definamos 9:G/X 	›G/51.1  x G/A2. 

por 9(i)=(i,i).(aquí la "barra" indica clase de equivalencia 

módulo la correspondiente relación). Si so(a) =  

entonces (í,á) = (15,E) y esto implica que a=b(módz.,) t=1, 2. 

Por lo tanto 	= b en G/.. , luego 9 es inyectiva. 

Sea ahora (i,£) e G/Yt  x G/ 2, como XI  y 5 son 
2 

independientes existe c 	G tal que (á,E)=(2,C)=9(c), lo que 

muestra 	que 	9 	es 	sobre. 	Por 	otra 	parte 

(ab)=. (ii5,íj5)= (i- ,í)(15,13)= 92(í)9(6). 

(2). En el teorema 3.1 ya hemos visto que si aEl(mód.R) 

L=1, 2. entonces a ---1(mód .W_). Recíprocamente, si aE-1(módX) 

entonces 19(í)= 9(I)= 9(í,í).(i,I), por lo que aEl(módX) 

Podemos en virtud de (1) del presente teorema 

afirmar que G/A = 	x G/ 2 . Si x,  es un carácter módulo 
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- - X(t=1,2), podemos definir x(a ,a2  )=x1  (a 1- )x 2  (á 2 ). 	Por lo 
1  

tanto x es un carácter módulo Jk. Recíprocamente, si x es un 

carácter módulo .9Z. definimos x,  como la restricción de x a 

G/Xi., para obtener : 

x(í oí2 ) =  X[(í1  rí)(i2fi)) =  X(i ii)X(á2,I)=X1(á1),X2 (í2 ) 

Observemos que este teorema es un generalización del 

teorema chino de los restos. 

§ 4.- L- series de Dirichlet. 

Si f 	Dir(G) es completamente multiplicativa y f(a) 

S u {O}, para todo a e G, definimos a 

(4.1) 	L(z,f) = E s(d;f)(4-dz 

como su L-serie de Dirichlet, donde : 

(4.2) 	S(d;f) = E f(a) . 
0<co,c1 

Observemos que : 

IS(d;f)N Elf(a)I 	G(d) 
‹9‹a)_d 

por lo que lo concerniente a la convergencia de la serie 

(4.1) está supeditada en buena parte al comportamiento de la 

sucesión -0(d)L>0  

Si R. es una relación aritméticamente distribuida sobre 

G y x 	xo  es un carácter módulo .91, entonces S(d;x)=0 si 

d > m(i). En efecto, sea G/X =-/H11 ...Hk 1 y 	tomemos a," 

Si d > m(.7?-), tenemos : 

(4.3) 	S(d,x)= E E x(a) = E x(a )E 1 
1=1 a‹a>=d 	t=1 	aeH 

a‹cld 
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por lo tanto 

S(d,x) = KE x(a )=0 

( donde K es el valor común de cada una de las sumas E 1 ) 
aEyi 

a(ct)d 

puesto que, E 	(a )=O, en 	virtud de (1.7). En este 

q-z caso, x0,  la serie L(z,x) es un polinomio en  

m<91.> 
(4.4) 	 L(z,x)= E S(d;x)q~"  

do 

y define por lo tanto, una función de z analítica en el 

plano complejo. 

Si x = xo, se verifica formalmente la igualdad : 

(4.5) 	L(z,x ) = n  (1-fri-z)-1 

donde r recorre los irreducibles de G que son invertibles 

módulo X. 

Sea xx., y definamos : 

(4.6) 	P(z,x) = E S(d;x)r" -d  
d=o 

que claramente es una función polinómica de grado m(X). 

Podemos, pues, escribir : 

(4.7) 	 P(Z,X) = n (Z-a) 
a 

donde a recorre las m(X) raíces de p(z,x). 	Observemos que 

S(O,x)=1 es el coeficiente de r(51)  en P(Z,x). Por 
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consiguiente, si xxo  

(4.8) '-'11r1<A>2 L(z,x) =  

lo que nos permite estudiar con comodidad los ceros de 

L(z,x), si xxo . 

§5.- Algunas funciones aritméticas especiales. 

En esta sección presentaremos algunas funciones 

aritméticas y estudiaremos algunas de sus propiedades. Para 

detalles remitimos a 13). 

(t) La función de Móbius definida por : 

1 1 si a=1 

P(a)= 	(-1)k  si a=p,...pk, pL E P,1), pj  

O si existe p41°  tal que p2/a . 

(ti) La función u dada por u(a)=1 para todo a 	G. 

Es interesante seNalar que p*u = I; es decir p es la 

inversa multiplicativa de u en Dir(G), y viceversa. Además 

si f es completamente multiplicativa se cumple : 

(p * f)(a) = f(a)n(1-f(p) -1) 
pE=P 
1:da 

La función d(a) que indica el número de divisores 

de a en G : 

d(a) = E 1 
dla 

(tv) Las generalizaciones de la función anterior : 

d (a)= E 1 
, 	b

k 
> 

b 	b 



(k=1, 2, ...). Observemos que di  = u, d2= d y que dk=U*...*U 

k veces, si k k 1. 

(Y) La función a ( t real ) definida por : 

()ya) = E Id it  
d la 

Claramente, a ,= d y en general c>t = 1 	it  

1 It (a) = la t, para todo a 	G. 

u, donde 

k 
(vi) Si a = 	13,, 	[F, e 'a• 1, definimos : 

LL.-0 

{ O si a=1, 
w(a)= 

k en caso contrario, 

(o indica el número de divisores primos de a. 

0(a)={ 
e + e ...+e en caso contrario, 1 	2 

1 si a=1 
P(a)= 

e ...ek en caso contrario 

(vtt) Las funciones de tipo euleriano. 

ck(a)= 	E 
(c.,b)=1 

act»<O(o.> 

0 (a)= E 1 

<a, b>= 
0<b>=r 

O si a=1, 



A 

0 (a) = E 1 
‹a,b>=1 

También utilizaremos la relación : 

O(a)= E m(g)Idi 	(Veáse [3]) 
dla 

Si f es una función completamente multiplicativa y h e 

Dir(G), definimos : 

(5.1) 	h(z,f)= E h(a)f(a)lar = E (E h(a) f(a))(4-dz 
aE 	 aeG 

O(a) -.:i 

Observemos que toda 1,-serie es de la forma (5.1) 

L(z,f) = E f(a)lar = u(z,f) 

En particular , la serie : 

1.(z) = L(z,u) = E ¡al 
aeG 

la llamaremos función de Riemann de G. Si no hay lugar a 

confusión, escribimos 	z) en vez de 10(z). 

Nuestro interés inmediato es determinar h(z,f), para 

las funciones que hemos mencionado antes, en términos de 

Z(z). Pero antes, otra definición 	si f e Dir(G), 

fk (a):=[f(a))k , para todo a e G y k=0, 1,... 

Teorema 5.1 Sea f e Dir(G) una función completamente 

multiplicativa. Entonces : 

(5.2) dk (z,f) = [L(z,f))k  

(5.3) E f(a)(d(a)12 larz = [L(z,f))4/L(2z,f 2 ) 
aeG 

(5.4) at (z,f) = L(z,f)L(z-t,f) 

13 



,‘ 
(5.5) á(z,f) = EL(z,f))2/L(2z,f 2 ), donde d(a) = 2w(a) 

(5.6) p(z,f) = 1/L(z,f) 

(5.7) /9(z,f) = L(z,f)L(2z,f 2 )L(3z,f3 )/L(6z,f6) 

(5.8) Jt (z,f) = L(z-t,f)/L(z,f) 
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CAPITULO II 

APLICACIONES AL SEMIGRUPO ARITMÉTICO ADITIVO 

DE LOS POLINOMIOS UNITARIOS DE F [X] q 



§1.- Algunas propiedades del semigrupo N(q,X) 

Sea F (X] 	el anillo de 	los polinomios en la 

indeterminada X y coeficientes en el cuerpo finito F de q 

elementos. Dado que F.  (X] es un anillo factorial el conjunto 

N(q,X) de los polinomios unitarios (o mónicos ) de Fg[X] es 

un monoide libre cuyos primos son los polinomios unitarios 

irreducibles. Designemos con P(q,X) al conjunto de estos 

polinomios irreducibles. Por otra parte, a :N(q,X)-----04-

donde a(A(x)) designa el grado del polinomio A(X) e  

es claramente una aplicación grado que hace de (N(q,X),a) un 

semigrupo aritmético aditivo. Si hacemos IA(X)1 = a<A<X» 

obtenemos una aplicación norma. 

De ahora en adelante escribiremos N en vez de N(q,X) y 

P en vez de P(q,X). 

E5 importante seínalar, como hecho bien conocido, que : 

(1.1) N(n) = E 1 = q" , (n= 0, 1,...) 
A€11 

Sea H =H(X) t= N y consideremos la relación de 

equivalencia XII  sobre N definida por AB(módAll) si y sólo si 

A-B 	(H), donde (H) designa al ideal generado por H en 

I-  (X]. 

Lema 1.1 .Sea H e N . Si K e F (X], 	entonces existe 

A 	N tal que lk_K(móditil) y a(A)<d(H). 

Lema 1.2 Sea H e N. Si K e F (X] y rk0(H) existe A e N 

tal que a(A) = r y Ar-EK(mód2,14 ). 

Demostracion .Por el lema 1.1, sabemos que existe R E N 
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tal que a(R)<8(4) y RE2K(módAH). Tomemos A= R + HC, donde 

C=Xr-a(14)  Es claro que A-=-4((mód:F,H), A eIii y b(A) = r. 

Teorema 1.1 Si H e Y, entonces card(N/An) = IHI. 

Demostracion. Si en el lema 1.2, hacemos r = a(H), 

tenemos que todo polinomio de N es congruente a un polinomio 

unitario de grado a(H), y como dos polinomios unitarios de 

grado a(H) no pueden ser congruentes módulo A , resulta que 

card( N/YH) = 11(9(H)) = gata) = IHI. 

Corolario. Dado H e N, la relación A es una relación 

de congruencia finita sobre N. 

Teorema 1.2.Dados H,KeNyra(H), existen 

exactamente qr /IHI polinomios en N de grado r que son 

congruentes con K módulo Y . 

Demostración . Por el lema 1.2, existe A e N tal que 

a(A) = r y AE,K(módAH). Hagamos B = A + RH, con a(R)<r-a(H), 

de modo que B e N, a(B) = r y B.-.1(mód.TH). Por tanto, 

B£K(módYn). Además, como todo polinomio unitario B de grado 

r congruente con K módulo A , es de la forma A + RH, con 

a(R)<r-a(H), resulta que existen qr-8H) = qr/IHI de tales 

polinomios. 

Teorema 1.3. Sean H, A e N. Entonces A es invertible 

módulo R. si, y sólo si, (A,H) = 1. 1.1 
Demostracion. Decir que A es invertible módulo 

equivale a decir que existe E e N tal que ABE1(mód9tn). Pero 

entonces AB + HC = 1 para algún C e F (X] y esto implica que 

(A,H) = 1. Recíprocamente, si (A,H) = I, existen B y C en 
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W [X] tales que AB + HC = 1 y por tanto ABs1(mód9111 ), por el 

lema 1.1, podemos escoger B E N . Por lo tanto A es 

invertible módulo .7Z- 

Corolario . Si r es el grupo de las clases de elementos 

invertibles módulo 	(H e N), entonces su orden está dado 

por : 

0(H) = E 1 
(AM) 

a(H, 

Si H e W, 0(H) = IHI-1. 

Teorema 1.4 . Si H 	N, entonces la relación ./Z está 

aritméticamente distribuida sobre N. 

Demostracion . Por el teorema 1.3, los polinomios de N 

que no son invertibles módulo • 1.1  son precisamente aquellos 

que tienen un factor común, de grado mayor o igual que 1, 

con H. Así, un polinomio de P que no es invertible módulo ./ 

es necesariamente un divisor irreducible de H. Como sólo 

existen un número finito de tales irreducibles, hemos 

comprobado que 7H verifica (AD1). Que .R verifica (AD2) es 

una consecuencia inmediata del teorema 1.2. 

L-funciones relativas a la relación .91 

Si E es un subconjunto de N y 1.1() es un entero, 

definimos : 

E(n) 	AEE; 8(A)=0 ; N(n) =cardE(n) 

Y 

E[n] =í AEE; d(A)5.111 ; NEtril =cardE[n] 

Es claro entonces que : 
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EDI) = U E(k) y NiE tn) = EN() 

También, si A e N designamos con Á su clase módulo 	. 1E1 

Teorema 2.1 . Si A e N, entonces : 

N-(r) = E 1 = gr'1/(q-1)1H1 + 0(1) A 
B€A 

a(1)>7.5..r 

cuando r 	1m 

Demostracion . Si tomamos rk.A9(H), obtenemos : 

(fiku-1 
(r.  ) = E N- (i.) = E N-() 	E N- (t) 

A 
b=0 	 tj-0 	tizalH) 

Pero, 

E N(i) = EqL,fjf = (1/IHDE q' 

	

tza(W A 	t=acHr 	 t=a<H> 

r+1 	() = (1/IHI)(q -q814  )/(q-1) 

= qr41/ 1H1(q-1) - 1/(q-1) 
en virtud del teorema 1.2. Por consiguiente queda 

establecido el teorema 2.1. 

Teorema 2.2. 

N [r] = qr"/(q-1) -1/(q-1) = qr"/(q-1) + 0(1) 

Demostracion . 

	

Nm(r) = E 	= E q 	= (q-1)/(q-1) 
t z Cr 

= (Ir 1/(q-1) - 1/(q-1) 

19 

en virtud de (1.1). 
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x 

Sea W el grupo de caracteres módulo Yva  (Hé.IE) y x 	W 

x . Entonces por (4.3) del capítulo 1 se tiene : o 
(2.1) 	S(d,x) = E x(A) = O ; si dka(H) 

De aquí resulta lo siguiente : 

Teorema 2.3. Si x e W es un carácter módulo YH, 	 xo, 

entonces : 

E x(A) = 0(1) 
AeNtr] 

Demostracion . Si r?a(H), tenemos : 

,191,1)-1 
E x(A) = EIS(1-,)1= 	E 

,-0 

Pero entonces, si n = a(H)-1 se tiene : 
y 1 E x(A) 1 -1-1 E s(,,) 	E q = (qa  

AEN[r] 	 yr,0 	 t ,0 

1)/(q -1) 

puesto que : 

1 s(,,x) 1 = 1 E x(A) 1 	E 1 = q' 
A€N<L> 

y de aquí resulta la fórmula pedida. 

Teorema 2.4. Sea F 	Dir(01) y supongamos que para cada 

carácter x módulo 1/. se verifica : 

E x(A)F(A) = f(x,r) + 0( 4,(r)), 
dy€G1‹,› 

Entonces, para cada clase E invertible módulo YH  se tiene : 
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(2.2) 	E F(A) =(1/0(H))E x(W)f(x,r) + O('L(r)) 
ALE<r> 	 Xe>g 

 

Demostracion. Sea E una clase invertible m6dulo 14' 

   

entonces : 

  

E x(E)x(A)F(A) = x(E)f(r,x) + 0(..1.(r)) 
Aellfir) 

así : 

 

= 	x(EWA)F(A)] 
xer A€N,r) 

 

X(117 )X(A)F(A) 

Ah..gi<r) 

 

	

. 	..415f(X/r) + O('L(r)) 
xer" 

usando (1.8) del capítulo 1, finalmente obtenemos lo 

afirmado en (2.2). 

	

Corolario. Si f(r,›.) = O('L(r)), 	r----4w para todo x 	)cu. 

Entonces para cada clase invertible módulo gt tenemos14  : 

E F(A) = f(r/X )PP(H) + 0(4(r)) , o 

Demostración . Se sigue inmediatamente de (2.2) y de la 

hipótesis. 

Si F 	Dir(W) puede escribirse como un producto finito 

de 1 funciones, y como cada una de ellas es un polinomio en 
-z q r obtenemos inmediatamente la existencia de un entero 

positivo m(F,9Z11 ) = m tal que : 

E F(A)x(A) = 0 , si r >m y x 	x0. 
weill(r) 

Con el fin de aplicar la proposición (2.4) y su 



corolario es suficiente estudiar el comportamiento de : 

E F(A)x(A) cuando r---~ 
iivEnfirs 

peina 2.1. Para todo número positivo c, tenemos : 

(a) dk (A) = 0(lAlk ) 

(b) r(A) = 0(IAI" ) 

(c) 0(A) = 0(1A11-";) 
(^) (d) h(A) = 0(lAr) , donde x(A) = (-1)0  

Demostracion . (a). En [1] se prueba que d2(A)=0(IAn, es 

decir d2 (A)SCIAI para alguna constante C>0. Si k?1, 

observemos que dk(A) = E dk(A).  Así, si dk (A) 	[d2 (A) ]k , 
DIA 

obtenemos que dk4-1 	[d2(A)]1E 1 
DIA 

k-4-1 = Id2(A)] y como 

evidentemente d (A) = u(A) = 1-5; d2  (A), tenemos que la 

desigualdad dk (A) --í¿ [d2 (A)]k  es válida para k =1,2, .... Por 

lo tanto dk (A)5. [d(A)]1'SCk lAlk  y así dk (A) =  

para todo c >0. 

(b) se sigue inmediatamente de : 

cit (A) = E IDit  :15 E IAU lAild2(A)5CIAl t+E  
DIA 	DIA 

(c) se deduce fácilmente de u(A):5CilAi14-c  y de el hecho 

conocido : 

I E P(A/D)IDI I 	E IDI = 
DIA 

 
DA 

(d) es inmediato pues MA) = (-1)1-1") 
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§3.- Fórmulas asintóticas para funciones aritméticas sobre 

clases de equivalencias 

Teorema 	3.1. 

módulo AH. 

Para 	todo c >0 y 

: 

(1/0(H))f r-1.3(-1  k-1 	j 

toda 	clase 	E 	invertible 

qr 	+ 	0(qr(ke+1) ) 

módulo 	se tiene 

E d(A) 	= 
AkeEthl - 

Dmostracion . Sabemos que : 

di,(A);t. (A) = E dk (A) - E dk (A) u 41,€Rfil) 	 A€11.21 	AeMr) 
, 

o equivalentemente : 

E dk (A)  - E dk  (A)xo(A) = E 	(A) 
Apilr> 	A€M(r) 

, 

si rka(H) existen exactamente qr [1-O(H)/IHI] polinomios A 

de grado r en N tales que (A,H)1 y utilizando el lema 2.1 

en su parte (a), obtenemos : 

E 
Ac-mr, 

dk(A) = 0(grIk ) (r-->w) 

y así : 
ckc+i> 

E d (A)X (A) = rr+k-11-1  + 0(qr  
- 	k 	u 	1 k-1 

usando un resultado debido aCarlitz (41.Finalmente,porel 

corolario del teorema 2.1 y dado que : 

r(k4-15 ), si x pe xo  E x(A)dk (A) = OCq 

obtenemos : 
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2r-1 
49(A5 - 1 	 (q-1) 

E 4)(A) = 
{ 1 si r= O 

r r+k-11 r F  dk (A) = (1/0(14))1 	jq + 0(gr(kC+1)
) 

ObEtr<r> 

Teorema 3.2 . Para todo 6 >0 y cada clase E ínvertible 

módulo „R. , tenemos : 

E 0(A) =cizrn(2)0(1-1) +  
weE(r) 

Demostracidn . Con un argumento similar al empleado en el 

teorema anterior, tenemos : 

E 0(A) 	gr[1-0(4)/Ifil ]C
AN 
	 2 q r<1+r› 

, 	)1 

por lo tanto : 

r<+E) E 0(A) = 0(q 2 
 

r) 
(.44,,H)1 

Por otro lado , Carlitz [41 ha demostrado que : 

24 

y de aquí obtenemos lo que se afirma en el teorema. 

Teorema 3.3 . Para todo 6 > O y cada clase E invertible 

módulo •9Z. se  tiene : 

E a (A) = 1/0(H)[ qr(q)/(qt 1) 
Aoeir(r) t  
(r---160). 

r<1-1E111) 0(q 	), 

 



Demostracion . Por argumento similar a los anteriores 

vemos que : 

E o. (A) 5-1 (14 1-O(H)/IHI]C4cir(t+c)= Cca  
t  

<A, 11-1>1 

por lo tanto : 

E 	(A) = 0(gr<t+C+1)
) 

'''th< y 	t  
<A , 1-Wel 

Por otro lado, Carlitz ha demostrado que : 

E 	(A) = gr(q""-1)-1)/(qt-i), 
weal< r 

de donde se infiere, inmediatamente, el resultado. 

Teorema 3.4 . Para todo 	>0 y cada clase E ínvertible 

módulo X se tiene : 

E x(A) = (-1)r 	1  g"-1",/,/(H) + 0(q , "E+1)) 
r) 

< r —>vo) 

Demostracion . Sabemos que : 

  

E X(A) 5 cd 1-0(H)/1141 

(A. 

Por lo tanto : 

rE 1-- (4-11) = e a 

  

E x. (A) = 	0(c; 
r E+ > 

) 

A€411<r) 
, 11-1>pf 
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Además, según Carlitz [41: 

E k(A) = (-1), Ctr+25,2) 

Aegfir) 

donde [ 1 indica la función parte entera. 

Luego utilizando, 	una vez más, el corolario de la 

proposición 2.4 obtenemos : 
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CONCLUSIONES 



La "sencillez estructural" del anillo W [Xl, a la cual 

hice referencia en la introducción hizo posible establecer 

las formulas asintóticas que aqul presentamos. Talvez, 

muchas de estas fórmulas pueden ser mejoradas. Pero lo 

importante a se?)alar es el hecho que fueron establecidas 

descansando en los aspectos aritm4ticos y evitando en lo 

posible el uso de herramientas analíticas. 

Podemos entonces concebir una teoría, en [-J--  [X), análoga 

ala Teoria de Números que, por lo visto en este trabajo, 

podrla servir como una excelente orientación a quien se 

inicie en el estudio de la Teoria Anal.,tica de Números, pues 

resultaría menos exigente tanto en experencias como en 

requisitos. 

Un aspecto especial que deseamos destacar es 	que el 

establecimiento de las fórmulas asintóticas puede ser 

tratado en situaciones m s generales, pues basta que la 

relacion de congruencia sea una relacir,n aritmticamente 

distribuida. Los otros factores que intervienen son 

independientes de la relación de congruencia, por lo tanto 

al considerar otras relaciones se enriquece 	de manera 

sustancial la teoria que proponemos. 



APLND I CE 



Teorema 1. En un semigrupo aritmético G se verifica : 

(a) d = u * u * 	* u 	(k-veces) 

(b) d2 
* h 2 = d4 

(C) a = u * I It  

(d) d * h= d 7 	2 

(e)J *u=ir 

(f)r< * h=u * h2 * h 
o 

1 si bk= a, para algún bE G 

O en otro caso. 

y d(a) = 2w(a)  

Demostración . Todas las funciones que aparecen en el 

teorema son multiplicativas, por lo tanto para probar 

(a)-(f) basta verificar la igualdades para los elementos de 

G que son potencias de los elementos primos. 

Es claro que, si p 	P y a>1 se tiene : 

dk(pc4) = rk-1) 
k-1 J' 

Demostremos (a). Es inmediato que d 2= u * u. Si 

suponemos que dk= U * ...* U , k-veces, resulta que : 
( iy+k dk+1 ( p") =k 

a ( 

t=c, 
a 

= E dk (p t ) 	(d * u)(p 1 

= (u * u...* u)(pc4 ) 
k+i veces 

Luego, hemos probado afirmado en (a). 

Para demostrar (b) comencemos por calcular d2  * h (1:1,°() 
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donde h (a) ={ 



a 
(d2  * h2)(p") = E Vp")d2(p'') 

0 

a 	a 
=(1/2)(  

2) 

- o 

= d4(p°1) 

Esto prueba que d * h = d 
2 4 

(c) y (e) son inmediatas por las definiciones de o Y 

J respectivamente. 

Veamos (d) : 

(h * d )(p") = E h7 (p'- )d(p" 1. 
 

= a+1 = d2 (p"). 

Hemos probado con esta igualdad que h2  * d = d7  

De manera análoga se logra probar (f). 

El teorema anterior y el siguiente tienen como 

corolario inmediato el teorema 5.1 del capitulo 1. 

Teorema 2 Sean G un semigrupo aritmético aditivo y f, 

h E Dir(G). Si f es completamente multiplicativa 

entonces : 

(a) f(g * h) = fg * fh 

(b) g(z,f)h(z,f) = (g * h)(z,f) 
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Demostracion 	SeaaeGyevalúemos (fg * fh)(a) 

(fg * fb)(a) = E (fg)(d)(fh)(a/d) 
dla 

= E f(d)g(d)f(a/d)h(a/d) 
ala 

= f(a)E g(d)h(a/d) 
di. 

=f(g * h) 

Esto prueba (a). 

La prueba de (b) se basa en (a) y en el hecho 

fundamental que la aplicación 	 = E f(a)1,31-z  de 
aeo 

Dir(G) en 	E f(a)lar / f€Dír(G)1. es un isomorfismo de 
aec 

álgebras, ver 13]. En efecto 

(g * b)(z,f) = E ((g * b)f)(a)lal z  
.e0 

= E (gf * hf)(a)lar z  
aeci 

= E(gt) (a) la 1-2.),E (hf)(a)ial 
aCG 	 aCG 

= g(z,f)h(z,f) 

El teorema a continuación, conjuntamente con el teorema 

1, se emplea para demostrar las afirmaciones,hechas en §3 

del capítulo 2, referentes a expresiones del tipo E f(A), 
.01(110) 

donde f C Dir(N). 

Teorema 3. Si g > 2 es un número real y 
-k F(o.)=Eckq 	O absolutamente para cy >cy , donde (y, 	R, u 

entonces ck= O para k=0, 1, 2,.... 
/ Demostracion . Supongamos que chn para algún k y sea t 



el menor Indice con esta propiedad, de modo que : 

0=  E c q-ko•  =ctq-te?'  [ 1+ E ( c /c )q<k-oci 
k 	t 

1C-1 	 k=t+i 

= ctq-ta [ 1 	+ 	G(a) 

Ahora bien, si o >a >(-7, tenemos para todo kkt+1 que 	: 

= 	q 	
< a— > 	 ac-ta ) <k-o [ 	 [ 

Luego : 
[ q ] 

a-a 	a 
a l 	k-t 	a 

o• 	00 -1 	a 
E ick I e:l

a-1010, er 	 a a-k›.. IG(a)11 E(ck/ct )(q 	j Islc t 1 	[ q ] 
krzt-ki 	 k=t+1 

Pero elmiembro derecho de esta desigualdad tiende a cero 

cuando O• ---4W, pues : 
co 	 a 

= E Ick i (C1-k3 a  
kt.,t+s 	 = + 

converge a una constante independiente de o. Por 

consiguiente 	1 + G(a) I > 1/2 para o.  suficientemente 

grande, lo que en virtud de (2) obliga que c= O, lo cual es 

contradictorio. Por tanto ck=O , para todo k. 

Corolario. Si ce_.2 es un número real y : 

co 	 co 
E c q-ko. = E d q-ko. 

kr-o 	k=o 

absolutamente para a 70.0, donde o, ck, dk  e [R. entonces 

ck  = dk- , para todo k=0,1, . • • 
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