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He creido conveniente incluir un apéndice gue contiene
resultados relacionados con los temas tratados en §5 del
capitulo 1 y &4 del capitulo 2. Estos resultados serviran al

lector como referencia inmediata.



CAPITULO I
FUNCIONES ARITMETICAS Y L-SERIES

EN UN SEMIGRUPO ARITMETICO



£l1.- Caracteres segun una relacidén de equivalencia.

Consideremos un semigrupo conmutative 6 con unidad 1.
Sea R una relacién de equivalencia sobre G, para la cual
escribimos as=b{madR) si los elementos de a y b de G son
equivalentes segun R. Si dados a,b, ¢ € G, a=b(m&d*) implica
que ac=ab{m&ddR),decimos que R es una relacidn de
congruencia. Para una relacién de congruencia % sobre G,
decimos gque a € G es invertible médulo R si existe b € G tal
que abs=l(m&dR).

Las siguientes propiedades de elementos invertibles
médulo R son de facil comprobacién,

(1.1) Si a es invertible médulo R y a=b(modR)} entonces
b es invertible m&ddulo R.

{1.2) ab es invertible m&dulo R si y sdlo si a y b son
invertibles m&dulo R,

Si R es una relacidén de congruencia sobre G para cada a
elemento de G definimos

as={l b e G t a=bimcdRy 7;
y denotamos con G/% al conjunto de estas clases a m&dulo R.
De manera muy natural podemos definir sobre G/R una
composicidén (inducida por la de G) asi
(Vv a)¥( b)(ab=ab),

concluyendo inmediatamente que G/R adquiere asi una
estructura de semigrupo conmutativo, cuyo elemento unidad es

la clase 1 de 1.

El conjunto I' de 1las clases de equivalencias de 1los



elementos de G gue son invertibles médule R es, por (1.1) y
(1.2) un subsemigrupo de G/R. Ademas, es claro gue los
elementos de ' son invertibles para la composicién antes
definida y, por consiguiente, I es un grupo conmutativo. E1l
orden de I' lo designamos con h.

Si G/R es finito, decimos qQue R es una relacién de
congruencia finita, en cuyo caso I' es un grupo finito.

Dados un semigrupo conmutativo G y una relacidén de
congruencia R sobre G, llamaremos caracter médulo R a toda
funcién x:G——C que satisfaga :

(1.3) x(ab)=x(a)x(b) para todo a, b « G.

(1.4) x(1)= 1.

(1.5) x(a)=0 si a no es invertible médulo R.

(1.6) x(a)=x(b) si a=b(modR)

Claramente, si 2. ¥ &, Son caracteres médulo R, 1la
funcisén x(a)=x;(a)x2(a), para todo a e G, satisface
(1.3)-(1.6) y es, por tanto, un caracter médulo R,

El caracter (llamado caracter principal) definido por
xu(a)=1 si a es invertible mé&dulo Ry xo(a]=0 en Ccaso
contrario, actua como el elemento unidad de esta
multiplicacion. Ademas, si1 x es un caracter médulo R 1la

funcion

1/x(a) si x(a)=0 ,
x “fal =

0 en caso contrario,

. = 4
es otro caracter méddulo R que satisface xx-1= X =xU.De lo



anterior resulta que el conjunto X de todos los caracteres
médulo R conforman un grupo aditivo.

Ahora si F=Hom(r,si), donde 8'={z & C t|z]|=1}, designa
al grupo de caracteres de ', 1la aplicacién p:?—u——-ex
definida por f———ew(f)=xf, donde

f(a) si a eT,
xela) = { :
0 en caso contrario,

es un iscmorfismo de grupos, en efecto

xpq(@)=(£9)(3) =£(a)g(a)=xg(a)xg(a), para todo a<G
muestra que (f)egl(g)=¢(fg). Por otra parte, si xf(a)=xg(a)
para todo a < G, entonces fla)=g(a) para todo a € I', es
decir f=g. Finalmente, dado x € X, la funcion flal=x{a) si a
estad en I' define un caracter de I', en virtud de (1.3)-(1.6).

Si R es una relacisén de congruencia finita sobre G , F

y por tanto X son grupos finitos, para los cuales valen las

relaciones

hSi?szut
(1:7) b xtal =
ael” 0 en caso contrario,

h si a=b(m3dR),

(1.8 ¥ x “(a)x(b) = {

xeXR 0 en caso contrario,

Observemos gue x ‘= x, donde x(a)=x(a) y la barra
designa al conjugado del complejo x(a).
Para detalles de (1.7) y (1.8) ver [2].
£2.- El algebra de las funciocnes aritméticas.
Los detalles de lo que sigue puede consultarse en [3] &

en [6]-[10). Sea G un monoide libre que posee un conjunto



finito o enumerable de generadores [, cuyos elementos
llamaremos los primos de G. Si existe una aplicacisén grado
8:6———Z", es decir, una aplicacién & gue cumple
(2.1) 8(1)= 0 ; @&(p)= 1, para tedo p € P ;
(2.2) @(ab)= @(a) + a8(b) para a, b € G ;
(2.3) G(n) = ¥ 1<w tn=liy Fiaie)
aec
a(a)=n
diremos gue (G,@) es un semigrupo aritmetico aditivo.
Si existe una aplicacién norma | |:G—————4?+, es decir,
una aplicacién | | que cumple
(2.4) |1]=1 ; |p|> 1 para todo p € P ;
(2.5) labl=|a]||b|, para cada a, b e G.
(2.6) G(n)= F 1< ety 1o auad
asec
laf=n
diremos que (G,} ]|) es un semigrupo aritmetico.
8i (G,8) es un semigrupo aritmetico aditiveo y g es un
entero positivo g >1, podemos definir | |:6G———2" por

a . = 3 SAE
(al y obtener asi un semigrupo aritmético.

la|=g
En esta seccién presentaremos algunas propiedade de las
funciones aritméticas de G, es decir, de 1las funciones
f:G——C. E1 conjunto de estas funciones se designa con
Dir(G), y para las operaciones
(2.7) (f+g)(a)=f(a)+g(a), £, g « Dir(G), a, b € G.
(2.8) (Af)(a)= Af(a), » €« €, f € Dir(G), a, b € G.

(2.9) (f*g)(a)= ¢ f(d)g(asd), £, g € Dir(G), a, b € G.
dla



conforma un C-4lgebra conmutativa y unitaria, cuyo elemento

unidad es la funcién

1l si a=1,
I(a) =

0 en caso contrario,

Para que un elemento f & Dir(G) sea invertible es
necesaric y suficiente que f£(1)=0. Adem&s, el conjunto
Dir*(G) de los elementos invertibles de Dir(G) es un grupo.

Una funcién aritmetica £ se dice multiplicativa si f no
es la funcidén nula y f(ab)=f(a)f(b), siempre gque (a,b)=1. En
caso gque f(ab)=f(a)f(b) para todo a, b « G diremos gue f es
completamente multiplicativa. Las funciones multiplicativas
conforman un subgrupo de Dir (G).

Es claro ahora que si R es una relacién de congruencia
todo caracter x médulo R es una funcién completamente
multiplicativa.

&3.- Relaciones aritméticamente distribuidas.

Una relaci¢n de congruencia finita R sobre un semigrupo
aritmético aditivo (G,d) se dice aritméticamente distribuida
si

(AD1) S&lo un numero finito de primos de G no son
invertibles médulo R.

(AD2) Existe un entero m, gue depende sdélo de %, tal
gque si r > m, entonces el numero de elementos de G de grado
r en cualquier clase de equivalencia de T es el mismo. Es

decir



5L =E1
x<a xeb
a(x)=r @&(x)=r

El menor entero positivo para el cual se cumple (AD2)
se designa con m(R).

gi Rﬁ y J%son dos relaciones de congruencia sobre G,
la relacién R definida como as=b(médR) si, y solo si,
a=b(m&dR ) y a=b(modR)) es una relacien de equivalencia
sobre G, llamada la interseccién de R& Y ﬁé. Por otra parte,
dos relaciones de congruencia 3& y .stobre un semigrupo
aritméetico aditivo (G,d) se dicen independientes si para
todo a, b € G existe ¢ « G tal que a;c(médﬁa) Yy b;c(médmzl.
Con otras palabras $a ¥y ﬁé son independientes si, y sélo si,
HnN H =0 para toda H e G/i1 y toda H2 = G/ﬁ%.

Tenemos, entonces, los siguientes resultados

Teorema 3.1 Sean (G,@) un semigrupo aritmético aditivo,
X ¥ R dos relaciones de congruencia sobre G. Si R es la
interseccidn de 2; y Rz, entonces

(1) R es una relacién de congruencia sobre G.

(2) Fi consiste de todas las Iintersecciones no vacias
Ho H donde H el/R y H, « T/R .

(3) si ﬁa y J% son finitas y a € G es invertible tanto

médulo R&como ﬁé, entonces a es invertible m&édulo R.
7/
Pemostracion 2 Las afirmaciones (1) Yy (2) son
inmediatas Veamos (3). Que en estas condiciones man R?

es finita es claro, porque el numero de clases, es decir el

numero de intersecciones HJW H , donde Hes una clase de ﬁi



es finito. Finalmente, sea Utla clase de equivalencia de 1
médulo .th=1,2), entonces UJﬁ Lg no es vacia (pues 1 le
pertenece} y si a € Ul (v=1,2) entonces a Uﬁn Uz, es decir
a es invertible mdédulo R.

Teorema J,2 Si R& y ﬂé son relaciones de congruencia
finitas e independientes sobre G, y si & es su interseccién,
entonces

(1) T“‘ﬂ o I"‘ﬁ‘x FRZ.

(2) a € G es invertible mé&édulo X si, y sélo si, a es
invertible madulo ﬁa y mddulo ﬁé.

{3) Los caracteres médule R son de la forma X, x, donde
X es un caracter médulo.kd i=1, 2.

Demostxaciéﬁ (1). Definamos p:G/&b-uu—uec/ﬁg % G/ﬁ%.
por ela)=(a,a).(laqui la "barra" indica clase de equivalencia

médulo la  correspondiente relacién). Si el(a) =  ¢(b),

entonces (a,a) (b,b) y esto implica que a=b(méd® ) i=1, 2.

b en G/R , luego ¢ es inyectiva.

Por lo tanto a

Sea ahora (a,b) e G/® x G/%, como Ry R, son
independientes existe c « G tal que (a,b)=(c,c)=¢(c), lo gque
muestra gue © es sobre. Por otra parte
p(ab)= (ab,ab)= (a,a)(b,b)= e(a)e(b).

(2). En el teorema 3.1 ya hemos visto que si a=l(m&dR )
=1, 2. entonces a=l(méd RX). Reciprocamente, si a=1(m&dR)
entonces e(a)= ¢(l)= ¢(a,a)=(1,1), por lo gque a=1(msdR )
v=1,2 . Podemos en virtud de (1) del presente teocrema

afirmar gque G/X = G/:R1 x G/ﬁ?. si X es un caracter madulo



® (+=1,2), podemos definir x(51,52)=x1(51}x2(52). Por 1lo
tanto x es un caracter médulo R. Reciprocamente, si x es un
caracter médulo R definimos x como la restriccién de x a
G/ﬁ%, para obtener

xla,a,)= xl(a,1)(a,,1) 1= x(a,1)xla,,1)=x(a,)x,(3,)

Observemos gue este teorema es un generalizacién del
teorema chino de los restos.
& 4,- L- series de Dirichlet.

Si f « Dir(G) es completamente multiplicativa y f(a) <
st u {0}, para todo a « G, definimos a

B = -dz
(4.1) Liz, ¥} = E Std;tiqg
d=0
como su L-serle de Dirichlet, donge
(4.2) S(d;£) = ¢ f(a}
Jar=d
Observemos gque
|s(d;£)|< £|f(a)|= 6(a)
diar—d

por lo que lo concerniente a la convergencia de la serie
(4.1) esta supeditada en buena parte al comportamiento de 1la
sucesién {G(d) } .

Si R es una relacidén aritméticamente distribuida sobre
Gy x # X, €s un caracter médulo R, entonces S(d;x)=0 si
d > m(R). En efecto, sea G/R ={H1,...Hk} y tomemos ae< H

g8i d > m(R), tenemos

(4.3) S(d,x)=



por lo tanto :

K
S{(d,x) = K x(at)=0
v=1
{ donde K es el valor comin de cada una de las sumas ¥ 1 )
ae<H
a{q)zt'-d
k
puesto que, T x(ak)=0, en virtud de (1.7). En este
Lo 4

caso, x*x, la serie L(z,x) es un polinomio en q -

m¢ R _
(4.4) L(z,x)= £ S(d;x)q

d=0

zd

y define por lo tanto, una funcisdn de z analitica en el
planc complejo.

21 B X.,r S€ verifica formalmente la igualdad :

(4.5) Llzyx ) = @ 1=z

4

donde r recorre los irreducibles de G que son invertibles
médulo R,

Sea X 8 definamos :

me % miR: - d

(4.6) #(Z,x) = £ S(d;x)Z

d=0

gue claramente es una funcidén polindmica de grado m(RXR).

Podemos, pues, escribir

(4.7) R(Z,x) =1 (Z-a)
a
donde a recorre las m(R) raices de 3(Z,x). Observemos gque
m« Ry

S(0,x)=1 es el coeficiente de 2 en ({Z,x). Por

10
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consiguiente, si x#xo

(4.8) Liz,x) = g ™%t
lo gue nos permite estudiar con comodidad los ceros de
L(z,x), si x*x.

§5.- Algunas funciones aritméticas especiales.

En esta seccidn presentaremos algunas funciones
aritmeticas y estudiaremos algunas de sus propledades. Para
detalles remitimos a [3].

(i) La funcién de Mobius definida por

1 si a=l
ula)= (~1)k si a=p ...p,, D € W,pl#pj

0 si existe pslP tal gue p°/a.

(tv) La funcién u dada por u(a)=l para todo a e G.

Es interesante seflalar gue w*u = I; es decir w es la
inversa multiplicativa de u en Dir(G), y viceversa. Ademas
si £ es completamente multiplicativa se cumple

1

(2 * £)(a) = £(a)(l-£(p) ")
pelP
pia
(vw) La funcién d(a) gue indica el numero de divisores

de a en G



(k=1, 2, ...). Observemos gue d1 = u, d2= d ¥y gue 4 =u*...*u
k veces, si k 2 1.
(v) La funcion o, ( t real ) definida por :

v (a) = £ |a|

dla
Claramente, B d y en general o = | |t * u, donde
| It(a) = |a|t, para todo a € G.
e
(vi) 81 a =i P v ;%e F, efﬁ 1, definimos

(8]

0 si a=1,
w(a)s=

k en caso contrario,

P

L

o indica el numero de divisores primos de a.

0 si a=1,
Q(a)=

e te ...te en caso contrario,

1l si a=1
f3(a)=

e, en caso contrario

(vwi) Las funciones de tipo euleriano.

gials ¥ 1
(a,b)=1
dbr<c @i
¢ (a)= £ 1
@,br=1

dibr=r



¢r(a) =91l
{a,br=4
fe|=r
También utilizaremos la relacién

#la)= E u(3)]d] (Vease [31])
dla

Si £ es una funcién completamente multiplicativa y h e
Dir(G), definimos :

(5.1) htz,£)= ¥ hia)f(a)la|™™® 43

asec d=

ao
T (T h(a)f(a))qg_
o aei
d(a)=4
Observemos que toda L-serie es de la forma (5.1)
Liz,£) = £ £(a)ja] = = ulz,£]
En particular , la serie

jal ™

£,02] = Liz,u) = §
asG
la llamaremos funcién de Riemann de G. Si no hay 1lugar a
confusion, escribimos ¥(z) en vez de fG(z).

Nuestro interés inmediato es determinar h(z,f), para
las funciones gque hemos mencionado antes, en términos de
¢{(z). Pero antes, otra definicién : si f e Dir(G),
fk(a):=[f(a)}k, para todo a « G y k=0, 1,...

Teorema 5,1 Sea £ e Dir(G) una funcién completamente
multiplicativa. Entonces

(5,27 O bed) = lEig, £0)"

(5.3) ¥ £(a)ld(a)l®|a|™ = [L(z,£)1*/L(2z, )

aeq

(514) OIL(ZJf) = L(Z,f)L(Z"t,f)



{L(z,f)]z/L(Zz,fz), donde a(a)

"

(5.5) d(z,£)

(5.6) ulz,f) = 1/L(z,f£)

(5.7) 3(z,£) = L(z,£)L{2z,£%)L(3z,£)/L(62,£°)

(5.8) J (z,f) = L(z-t,E)/L(2,£)

- pw(a)

14



CAPITULO II
APLICACIONES AL SEMIGRUPO ARITMETICO ADITIVO

DE LOS POLINOMIOS UNITARIOS DE [F [X]
<



§£1.- Algunas propiedades del semigrupo M(g,X)

Sea Fq[X] el anillo de los polinomios en 1la
indeterminada X y coeficientes en el cuerpo finito Fq de g
elementos. Dado que Fq[X] es un anillo factorial el conjunto
M(g,X) de los polinomios unitarios (o ménicos )} de Fé[X] es
un monoide libre cuyos primos son los polinomios unitarios
irreducibles. Designemos con [F(g,X) al conjunto de estoes
polinomios irreducibles. Por otra parte, @ :M(g,X)——7
donde &8(A(X)) designa el grado del polinomio A(X) e M(qg,X),
es claramente una aplicacién grado gue hace de (M(g,X),d) un
semigrupo aritmético aditivo. 8i hacemos |[A(X)]| = S
obtenemos una aplicacion norma.

De ahora en adelante escribiremos M en vez de M(g,X) ¥
F en vez de [P(qg,X).

Es importante sefialar, como hecho bien conocido, gque

™

(L.l) M) = E X1 =g , (A= 0, 1;..4)
Y=y
A =n
Sea H =H(X) e M y consideremos 1la relacién de
egquivalencia R, sobre M definida por AEB(médﬁh) si y sélo si
A-B « (H), donde (H) designa al ideal generado por H en
F [X])
9
Lema 1.1 .Sea He M . 8i K FA[X], entonces existe
A e M tal que A=K (m&dR ) y 9(A)<a(H).
Lema 1.2 Sea H e M, 8i K € FQ[X] y r2d(H) existe A € M
tal que 8(A) = r ¥y AEK(médRh].

s
Demostracion .Por el lema 1.1, sabemos gque existe R « (M

16



tal que @8(R)<4(H) ¥y REK(médﬁh). Tomemos A= R + HC, donde

c=x""%™_ Es claro que A=K(m&d® ), A « M y 9(A) = r.
Teorema 1.1 Si H € M, entonces card(M/® ) = |H|.
Demostracion. §i en el lema 1.2, hacemos © = @&(H),

tenemos gque todo polinomio de M es congruente a un polinomio
unitario de grado &(H), y como dos polinomios unitarios de
grado é(H) no pueden ser congruentes modulo ﬁH, resulta gue

card(M/®) = Mia(n)) = g®® = [u|.

Corolario. Dado H € M, la relacidn ﬁH es una relacién
de congruencia finita sobre M.

Teorema l1.2.Dados H, K € M y rzd(H), existen
exactamente g /|H] polinomios en ™ de grado r que son
congruentes con K modulo RH.

Demostracidn . Por el lema 1.2, existe A €« M tal Qque
8(A) =1 ¥y AsxtmédRH). Hagamos B = A + RH, con @(R)<r-4(H),
de modo Que B « M, &(B) = r ¥y BEA(médRH). Por tanto,
BzK(médmn). Ademas, como todo polinomioc unitario B de grado
r congruente con K mddulo ﬁh’ es de la forma A + RH, con
8(R)<r-8(H), resulta gque existen g ™ = q'/|H| de tales
pelinomios.

Teorema 1.3. Sean H, A e M. Entonces A es invertible

m&dulo ﬁh si, y s&lo si, (A,H) = 1.

Demostracign. Decir gque A es invertible médulo mh

equivale a decir gque existe B € M tal gque Ale(médRH). Pero
entonces AB + HC = 1 para algun C e Fq[X] y esto implica gue

(A,H) = 1. Reciprocamente, si (A,H) = 1, existen B y C en

AT



18

Fq[x] tales que AB + HC = 1 y por tanto Ale(médRH), por el
lema 1.1, podemos escoger B € M . Por 1lo tanto A es
invertible médulo R
Corolario . 81 I' es el grupo de las clases de elementos
invertibles médulo Rh (H €« M), entonces su orden est4d dado
por
#IR) = 1
(AHY=1
dar= 9
Si H e P, ¢(H) = |H|-1.
Teorema 1.4 . Si H € M, entonces la relacién ﬁh esta

aritmeticamente distribuida sobre M,

Demostracion . Por el teorema 1.3, los polinomios de M

gque no son invertibles médulo ﬁH son precisamente aquellos
gue tienen un factor comin, de grado mayor o igual gue 1,
con H. Asi, un polinomio de [P que no es invertible mé&dulo RH
es necesariamente un divisor irreducible de H. Como sdlo
existen un nimero finito de tales irreducibles, hemos
comprobado gque ﬁu verifica (ADl). Que Rﬁ verifica (AD2) es
una consecuencia inmediata del teorema 1.2.
£2.- L-funciones relativas a la relacién ﬁ;
Si E es un subconjunto de ™M y n=0 es un entero,

definimos

E(n) ={ A<E; d(A)=n} ; Np(n) =cardE(n)

Y
Eln] ={ A<E; &(A)=n} ; NpIn] =cardE[n]

Es claro entonces que
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Elnl =p E() y NE[n] = L Np(v)

L=o0 L=F0

También, si A € M designamos con A su clase médulo ﬂn.

Teorema 2.1 . Si A « M, entonces

N-[r] = £ 1 =g ""/(g-1)[H] + 0(1)
BE=A
adp)i=r

cuando r——»

rs
Demostracion . Si tomamos r2é@(H), obtenemos :

r diH)Y~1 r
N-[r] = ¥ N;(t) =T N;(L) + b N;(i]
v=0 Lo 1=d:«H

Pero,
E N:(i) = £ g'/|H] = (1/|HDE q
=0 ) 1=d«H> v=diH»
r+1 JH>
= (14811t =g Wflg-1)
= q""'/H}(a-1) - 1/(g-1)
en virtud del teorema Vol Por consiguiente queda

establecido el tecrema 2.1.

Teorema 2.2.

r+i

Nyulrl = ¢"/(g-1) -1/(q-1) = ¢""/(g-1) + O(1)
Demostracion .

=
Nzl = £ Ny(s) S o= (gt-1)/09-1)

LEO L

n
0~ =
fin}

0}

e o o R 0 1 Ty

en virtud de (1.1).
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Sea X el grupo de caracteres médulo Rh (HEM) v » € X ,
x # x,. Entonces por (4.3) del capitulo 1 se tiene
{21} S(d,x) = L x(A) = 0 ; si d2d(H)
acMcds
De agui resulta lo siguiente
Teorema 2.3. Si x € X es un caracter médulo RH, X X .
entonces
L wti] = 9l]
acMir ]

¢
Demostracion . Si rzad(H), tenemos

r FcHy- 3
L x(A) = T|S(i,x)|= E S(y,2)
o

A(—?—M[r] 1= L =0

Pero entonces, si n = @(H)-1 se tiene

; n -n 2 a
[ Bxta) | =E Sti.x)=FLa = (g o 1) /(g-1)
acMr ra v =0 L=0o
puesto gue
| Sti,2) } = | Exta) | SE1 =g
acMoi AcMc i)

y de agui resulta la férmula pedida.

Teorema 2.4. Sea F € Dir(M) y supongamos gque para cada

caracter x médulo Rh se verifica

T x(A)F(A) = flx,xr) + O(2({r)), T—Ko
acsMcr)

Entonces, para cada clase [E invertible m&dulo R, se tiene



(2.2) X F(A) =(1/¢(H))E x(E)E{x,z} + O(a(r))
acsEcrs xEA

- ’ - - P
Demostracion. Sea [E una clase invertible madulo ﬂ%,
entonces

T x(E)x(A)F(A) = x(E)f(r,x) + O(a(r)) (r——m)

AcMcr>
asi ¢
S[ Y x@rxaram ] - > [ 3 e@®rearm]
acMry ypel xell  acMry
= Y RBE(x,T) + 0(a(r))
xsl”
usando (1.8) del capitulo 1, finalmente obtenemos lo
afirmado en (2.2).
Corolario. Si f(r,x) = 0O(a(r)), r——a: para todo x = «x .

Entonces para cada clase invertible médulo ﬂh tenemos
L F(A) = f(r,xo)/¢(H} + 0(a(r)) , r——m
asl . r s
Demostracion . Se sigue inmediatamente de (2.2) y de 1la
hipétesis.

Si F « Dir(M) puede escriblirse como un producto finito
de ¢ funciones, y como cada una de ellas es un polinomio en
g °, obtenemos inmediatamente la existencia de un entero
positivo m(F,ﬁH) = m tal gue

Y F(A)x(A) =0 , sixr>m y x # Ry r
asMcr)

Con el fin de aplicar 1la proposicién (2.4) y su

21



corolario es suficiente estudiar el comportamiento de ;

p F(A)IO(A) cuando ¥-——w
Ae[}‘h T

ema 2.1. Para todo numero positivo =, tenemos

k
(a) d_(A) = o(|a]"")
(b) o (A) = O(]A]"")
(c) #(A) = O(|A]""")
(d) A(A) = O(|A|®) , donde A(A) = (-1)*

Demostragi&h . (a). En [1] se prueba que dz(A)=0(|A|£), es
decir dz(A)EC|AlE para alguna constante C>0. 8i k1,
observemos que d_ (A) = L d (A). Asi, si d (A)s [a_ca)i®,

Dla

obtenemos gque dkd(A)ﬁ [dz(A}]k% 1 = [dZ(A)]kH, y como
DA

evidentemente d’(A) = ul(A} = 1= dz(A), tenemos gque 1la

desigualdad d (A)< [d (A)]" es valida para k =1,2, .... Por

lo tanto d (A)s [d(A)I"<c*|A|™ y asi 4 (a) = o(|a]*),

para todo « >0.

(b) se sigue inmediatamente de

t+&

s (n) = ¢ |Ip|' < L |al's |a]'d, (a)sc|a]
Dla D|a

1+£

(c) se deduce facilmente de o (A)=C |A]| y de el hecho

conocido
|#(a)] = | L w(a/D)|D| | £ L |D| = o (A)
Dia Dla

(d) es inmediato pues X (A) = (—l}n‘“).

22



§3.- Férmulas asintoéticas para funciones aritméticas sobre
clases de egquivalencias médulo RH.
Teorema 3.1. Para todo £ >0 y toda clase [E invertible

modulo RH se tiene

Edk(A) = (1/(;5“_”)[ I;ﬁil ] qr + O(qr(k£+1))

acslk« v
Dmostracién . Sabemos gque
b dk(A)Xo(A) = £ dk(A} - ¥ dk(A)
AsHqe AsM. oy AcMir,

(A, R)*1

o equivalentemente

E 4 (Al = 4 (alx (A = B 41(A)
acsMry A v AcMor)
(A, HY®Z3i

si r=d(H) existen exactamente qr[l—¢(H)/|H|] polinomios A
de grado r en M tales que (A,H)#1 y utilizando el lema 2.1

en su parte (a), obtenemos

rike+1)

r d,(a) = 0(q ) o
o
Yy asi :
L d(A)x (A) = [r;‘jil]qr & GrgT e,

AsMar

usando un resultado debido aCarlitz [4].Finalmente,porel

corolario del teorema 2.1 y dado que
rtke+ 4
L x(A)d, (A) = o(q" 7)), s ox &
aeMr)

ocbtenemos :
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L dk(A) = (1/¢(H))[ r;Eil]qr " O(qr(k£+1))

AaclE:«r»

Teorema 3.2 . Para todo & >0 y cada clase [E invertible

médulo i%, tenemos

r(2+&)

T ¢(A) =g /&(2)@(H) + 0(gq ) (£ ——0)
aclt«r)
Demostracidn . Con un argumento similar al empleado en el

teocrema anterior, tenemos

E¢‘(A) < qr[l—¢(H)/|H| ]C?qr{1+{-‘>
AcMir) '
(A, H)E4

por lo tanto

z¢(A} = O(qr<2+f:)’

acor)
(A, Hi®a

Por otro lado , Carlitz [4] ha demostrado que

1l sir=20
E #(A) =

2r
FeAas=y

a“" " '(g-1)

y de aqui obtenemos lo que se afirma en el teorema.
Teorema 3.3 . Para todo £ > 0 y cada clase E invertible

médulo ﬁh se tiene

r{tL+E+1)

vl ba v ] + 0(q Ve

£ o (A) = 1/¢(H) [ q'(g 7Y
Al ¢ x>
(r——0) .
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’ ”
Demostracion . Por argumento similar a los anteriores

VEMOS Que

& < q - q + = q +E+
E (A) e r 1 ¢(H)/ H c ritl+& C riLt+&£+4)
AsMir o b * >
A, H»®4
por lo tanto
I: cyt (1\] = c)(q:r (L+e+14) )
Aé’ﬁ’t“ H
(A, H)EA

Por otro lado, Carlitz ha demostrado gque

ti{r+1>

L o(a) = q'(g7"-11/(a"-1),

acMir,
de donde se infiere, inmediatamente, el resultado.
Tecrema 3.4 . Para todo # >0 y cada clase [E invertible

madulo RH se tiene

F A(A) = (—l)rql(r+i)/2]/¢(ﬂ) . 0(qn5ﬂ>) )
aslE o
rd
Demostracion . Sabemos que
F A(A) € ql[ 1-¢(H)/ |H] ]qrs & CGGHE+1)
AcMir )
LA, H}*E1

Por lo tanto

I: k.(}l) @ 0( qr (E+4) )
AaeMa
(A, H)@1



26

Ademas, segun Carlitz [(4]:

E ;‘\(A} = (‘l)fq[<r+1>/21
asMr
donde [ ] indica la funcién parte entera.
Luego wutilizando, una vez mas, el corolario de la
proposicién 2.4 obtenemos

[{r+4)>721

i3l = t=13'g + 0(g
A€E<r)

(.44
3 ) (r—n)



CONCLUSIONES



La "sencillez estructural" del anillo $GIX}, a la cual
hice referencia en la introduccican hizo posible establecer
las formulas asintoticas gue aqui presentamos. Talvez,
muchas de estas férmulas pueden ser mejoradas. Pero 1lo
importante a sefialar es el hecho gue fueron establecidas
descansando en los aspectos aritméticos y evitando en 1lo
posible el uso de herramientas analiticas.

Podemos entonces concebir una teoria, en - [X], analoga
ala Teor:a de Numeros gque, por lo visto en este trabajo,
podria servir como una excelente orientacién a gquien se
inicie en el estudio de la Teoria Anal.tica de Numeros, pues
resultaria menos exigente tanto en experenclilas como en
reguisitos.

Un aspecto especial gue deseamos destacar es gue el
establecimiento de 1las fdrmulas asintéticas puede ser
tratado en situaciones mé#s generales, pues basta que 1la
relacion de congruencia sea una relacisn aritmeticamente
distribuida. Los otros factores gue intervienen son
independientes de 1la relacidn de congruencia, por lo tanto
al consliderar otras relaciones se enriguece de manera

sustancial la teoria gue proponemos.
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Teorema 1. En un semigrupo aritmético G se verifica :
(a) dk= u* g ¥, ..% u (k-veces) k=21
(b) @* * h = 4
F4 4
3
fE) & = ® §
(d) 4 * h = d?
t
(e} & * @& | |
(f)ﬁ*hé:u*hz‘khs
1 si b= a, para algdan be G
donde h (a) =
k
0 en otro caso.

. " .
Demostracion . Todas las funciones gue aparecen en el

teorema son multiplicativas, por 1lo tanto para probar
(a)-(f£) basta verificar la igualdades para los elementos de
G gue son potencias de los elementos primos.
Es claro gue, si p €« F y o1 se tiene
d, (p%) = [a;'le]
Demostremos (a). Es inmediato gque dz= u * u, 8i
suponemos gue dk= u* ...%¥ u, k-veces, resulta gue

. T otk
dk+1(P ) - [ k ]

2 [ "0

L=O

a .
=pda (pH = (a* u(p9

=0

o
= {u * u...* n)(p")
k+1 veces

Luego, hemos probado afirmado en (a).

Para demostrar (b) comencemos por calcular d® * n (pa)
z

30



o
(@* * h_)(p™) = £ h (p"Hd*(p™™)

LE O

o
=(1/2){):L 5 ZJ]

Lz
= (a+l)(a+2) (a+3) /6
= d4(pa)

Esto prueba que i % h2= 64

(c) y (e) son inmediatas por las definiciones de & ¥

J, respectivamente.

Veamos (d)

~ ol ~
(h, * d )(p™) = £ h_(pra(p” )

v=0
=§[(—1)‘ $ 17 # F=1%w11/2

o
= atl = d(p°).

Hemos probado con esta igqualdad que h2 *d = d?

De manera analoga se logra probar (f).

El teorema anterior y el siquiente tienen como
corolario inmediato el teorema 5.1 del capitulo 1.

Teorema 2 Sean G un semigrupo aritmetico aditivo y £,
g, h e Dir(G). 8i f es completamente multiplicativa
entonces :

(a) £{(g * h) = £g * fh

(b) gtz E}hiz, E) = (g * h){z,E)

31
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v
Demostracion . Sea a € G y evaluemos (fg * fh)(a)

(tg * th)(a} = F (£g9)(d)(fh)(a/d}
dle

=¥y f(d)g(d)f(a/d)h(a/d}
dla

= f£(a)f g(d)h(asd)
=f(g :lai
Esto prueba (a).
La prueba de (b) se basa en (a) y en el hecho
fundamental gue la aplicacién f——f(z) = ¥ f(a)|a] ® de

a=a
Dir(G) en { ¥ £(a)|a|~ / feDir(G)} es un isomorfismo de
a<G

Algebras, ver [3]. En efecto

(g * h)(z,£) = L ({g * h)f)(a)|a]| ®

aeG

= ¥ (gf * hf)(a)]a] ?

a€aq

= ©(gf)(a)|a] “=xE (hf}(a)]a]| *

aeEc a &G

= g{z,f)h(z,£f)

El teorema a continuacién, conjuntamente con el tecrema
1, se emplea para demostrar las afirmaciones,hechas en &3

del capitulo 2, referentes a expresiones del tipo Y £f(A),
AsMuy

donde f  Dir(M).

Teorema 3. S8i g = 2 es un numerc real y
[0 9]

F(0)=£rkq_K———* 0 absolutamente para ¢ > , donde o, c« F,

entonces B.= 0 para k=0, 1, 2,....

/
Demostracion . Supongamos gue Ck?O para algun kK y sea t



el mencor indice con esta propiedad, de modo gque

sy —-tor == k-1
b= ¥ c.a =c.q [ 1+ ¥ (c,/cla ]
k=1+1
~tor
= cd [ 1 + Glo) ]

Ahora bien, si o >0 >o, tenemos para todo kzt+l que

q‘k‘“=[ qk—L ]:omcri)[ qk—t ](k»mo’}:) [ % ]O‘mo’i[ qk—t ]01

Luego

) . ) _ o -0 W
{G(o)|:! E(ck/CL)[qt )]a|:|ct| 1[ g ] A - lfk[ d
= L+ 1 =

Pero elmiembro derecho de esta desigqualdad tiende a cero

cuando o——x», pues
o

s -k Ui 5 -k 1
Llell@ ™) =Zlel(@)
k=t +1 k=t+1
converge a una constante independiente de o Por
consiguiente | 1 + G(e¢) | > 1/2 para o suficientemente
grande, lo gue en virtud de (2) obliga que c,= 0, lo cual es
contradictorio. Por tanto ck=0 , para todo k.

Coreolario. Si @22 es un numero real y

o0
o4
k=0 k

k. ko

m -
L da
=0

absolutamente para o >°6’ donde ¢, C dk € [R., entonces

kf

G = dk, para todo k=0,1,
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