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la finitez y se dan las estimaciones superiores al nUmero de

iteraciones necesarias para resolver el proiclema presentado.

Se da un ejemplo de una clase de problemas para los
cuales el nimero superior de las estimaciones es significati-
vamente menor que el nimero de todas las posibles combinacio-

nes.

Para finalizar debemos advertirle que la lectura y enten-
dimiento del trabajo, exige el conocimiento general de el
problema dual y su resolucién, ademds de la forma propuesta

por Gomory para la construccién de un corte.






Definicidn (Pro:lema Lexicogrdfico de la Programacién

Lineal)
Llamaremos problema lexicogréfico de
la programaciéh lineal que denotaremos problema‘ii, al proble-

ma

of : Max {e,x> donde: {c,x) = x_

X € G
cl{x) = (xo, Xypeee,X,)
X = (xl, xz,...,xn)
e = (cl, cz,...,cn)

G--{x/xeRn, Ax=bh, x}O},

es decir, el proklema lexicogrédfico de la programacién lineal
consiste en encontrar un vector x* € G tal que

c(x*®) )? clx), x o

Proposicién

Si el problema &ﬁ tiene solucidén ésta es

Unica,

Proposicidén

Si x” es solucidén de el problema &t entonces

x! es punto extremo.

Proposicidn

El problema &i_tiene solucidn, si y solo si,

el conjunto de soluciones G, es no vacio y acotado.



Demostracidn

Condicidén suficiente.

Como G es no vacio,

sea X € G entonces

n
i P O(ixl con Zo(i=l, O(i,)nyl
i=1 '

punto extremo de G.
Como G es cerrado, existe x* punto extremo tal gque
c(x® ¥ ), x* # xE.

Mostremos ahora que x* es solucidn del problema St s

En efecto, sea x € G y consideremos c(x), esto es:

r

n n
c(x) = 2 di c(x™) < 2 O(i c(x®) = c(x®) as{
i=1

i=1

L
c(x) € c(x*) V x e G. Luego, el problema df, tiene solucién.

Condicién necesaria.

Para mostrar la condi-
cidén necesaria probaremos que, si el proklema ot tiene solu-

cidén entonces, G = M 4+ x© donde,

G G
K={y/yeRn,AY=b.Y>0, <C.Y>=0}Y.K # 2.
Seay ¢ K y j el menor fndice para el cual Y > 0,

esto es, para 0 L i < j-1, vy, = 0.

Sea ademds x* solucidén del problema:ﬂt, entonces
L
X = x* +y es tal que X > x*. Como x* es solucién del pro-

- E. 3 = 1 £ *
blemaot , X; = X, para 0 i j-1 vy xj > x5 3 entonces



- i 7 * . .
X € G lo cual es una contradiccidén pues, x" es solucidén Sptima

y por tanto mayor que cualquier otra. Luego G es acotado.

Definicidn (problema dual)

Al pro:lema de la programacidén

lineal max <c, x) le estd asociado el problema,
x€G

min <b, y>
sujeto a: aT e - denominado problema dual.

¥ >0

Definicién (seudoplan)

2 o i
Si x~ es un vector de apoyo, dire-

mos due x° es un seudoplan, si y solo si at yo o Gy

Definicidén (seudoplan estrictamente admisible)

Un vector

de apoyo x° se dird seudoplan estrictamente admisible si y

solo si pj ﬁ 0. 9 &N,

Proposicidén

Si x es un vector factible de el problema

max <;, x>»y, x° es un seudoplan admisible estricto entonces,
XeG

c(x) Ec(xo).

Demostracidn

Sea x un seudoplan entonces {c, x»<<c, x°>

WY Bl e kY e x°> entonces, c(x) 2 c(x°).









Haciéndole corresponder al problema max <{c, x> , el
XeG

problema, que llamaremos problema C dado por:

max {c, x»

xXeG

2. x

jeN

: + X 4= M

n
siendo M = Z x? K
jm1 2

Como x* es solucién del problema‘zientonces, x* es

punto extremo de G, es decir, es solucidn de el problema

max <c, x)» y, siendo asi, x* seré seudoplan del mismo pro-
xeG
blema.
Supongamos que x* no es un seudoplan estrictamente admi-
; ; ® ® E ®
sible, entonces, existe (x", xn+lJ con, x ., = M - E: xj

= 3 : ;
tal que x_ , # 0. Ix", xn+l) es no negativo y tal que serviré

de plan para el problema C; ademds, x* y (x!, x§+l) no serén

seudoplanes estrictamente admisibles.
=l

. %
Apliquemos al vector (x™, X 1

el procedimiento para

encontrar el seudoplan estrictamenye admisible del problema

C, v denotemos por (X, in 1) el vector seudoplan estrictamente

+
admisible.

51 (x, %,

+l) es el seudoplan inicial entonces, resol-

viendo el problema C, por el Método Simplex dual en forma de
coordenada y, utilizando la regla de introduccién de un vector

a la base, obtendremos el vector (X, §n+1) seudoplan estricta-
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mente admisible para el problema C.

Sea {x*, x§+1) un plan arbitrario del problema C y,
X Qn+l) el seudoplan estrictamente admisible entonces,
(%, % )g(x*x*)l "Ié*
X, Xp.1 » Xp,1) luego, X 2 x7.
Como x* es solucidn del problemaOZTentonces, 5 -
de donde X = x* luego, x* =M - ‘23 x* =% por lo
n+1l ; J n+l
jeN :
x _% o g e
tanto, (x", X 1) = (%, xn+1) es una contradiccidn. pues,
(%, % 1) es seudoplan estrictamente admisible.

As{, x* es seudoplan estrictamente admisible del proble-
ma max {c, X) .
X€EG
Corolario.
Si existe un seudoplan estrictamente admisible
de el problema max {c, x>»entonces, G es acotado.

xXeG

Demostracidén

sea x° un seudoplan estrictamente admisible

. L
del problema max {c, x> entonces, al >0 para j eN.
XeG

Tomando x° como seudoplan inicial y aplicando el método
simplex dual en forma de coordenadas se obtiene que, x* es un

seudoplan estrictamente admisible del problema max {c, x>
xeG

luego, x* serd solucién del problematgi, siendo esto asi,

entonces, G es no vacio y Acotado.



Definicidén (problema entero).

Al proklema de la programa-
cidén lineal entera, max (c, x) le llamaremos problema entero.

XeG
X entero

Definicién (parte entera).

Para & eR, definimos la parte

entera de ® , como el entero mds grande k, que no supera a &

y lo denotaremos por |:0(] Asi [O(] = max{mez / mg o }

Definicidén (parte fraccionaria)

| Para X € R definimos su
parte fraccionaria como & -[® ], y lo denotaremos por {0(} :
asf, {ol}= o -[] -
Frente al método de planos cortantes, utilizado para la
resolucidén del problema entero de la programacién lineal se

presentan dos grandes dificultades, a saber:

(1) La formulacidn de un algoritmo general de cortes

para cualquier problema de la programacién lineal entera.

(2) La construccién de un corte tal que, garantice la

resolucién del problema en un numero finito de pasos.

En relacién a lo anterior, Gomory propone el siguiente
esquema para la cqnstrucciédn de un corte.

Si x* es el plan éptimo del problema max e, %) vy
xXeG

1< s £ n es tal que x: es uné coordenada no entera de X!;
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entonces, a la fila s de la tabla simplex A, se le hace co-

rresponder la expresidn:

2 {23} %

z (%) = -{ Aso} + 2

Proposicidn

Sea G el conjunto de las soluciones factibles
del problema entero vy, xtag. Entonces, Zs(x) es entero y,

ZS(xJ > 0,

Proposicidn

Si X~ es una coordenada no entera de X*

plan éptimo del problema max (c, x) y G # @ entonces, existe
xXeG

1< jg n tal que {o(sj}>0'

Definicién (corte correcto)

‘Diremos que la expresién
ij xj = fo con tj ={xij} y {o = ’{xio} es un corte

correcto si y solo si satisface las siguientes condiciones:

(1) Si x™ es el plan éptimo del problema max <{c, x) ,
X€G
~entonces <t: x*) > to' A ésta condicidn se le denomina

condicién de corte.

(2) Si x* es plan éptimo del problema entero, entonces
x* satisface la condicién de corte. A ésta condicidn se le

denomina condicidén de correctitud.



w1y

Proposicidn

S1 x: es una coordenada no entera de x> plan

éptimo del problema max {c, x> entonces,
x€G

2 {D( }x }{o( } define un corte correcto.
JeN s3J 5| so
Notacidn

En lo sucesivo denotaremos por:

czi al problema max <{c, x>

® XeG
x(0) = x° = (x,(0), x;(0),..., x,(0)) donde, el vector
(x,(0), x,(0),..., x (0)) es la solucién del problema lexico-

n
gréfico o%o y xo(O) = E <, xJ(G) es el valor de la forma

lineal para (x,(0), x,(0),..., x (0))-.

=t
y(1) = y* designa el vector (x,(0), x,(0),..., x_(0), xn+1)

donde x &= Z {0( }x (0). y adem&s identificari al seudo-
n+l JeN s3] J

plan estrictamente admisible para la solucidn del problema°x;,
mediante el método simplex dual en forma de coordenadas.

1 designa al vector obtenido como resultado de la primera

iteracién del método simplex dual con ayuda de yl, esto es,

y

P R 0, TR, as, BN, T RS,

n+l

De manera recursiva se define x yr+l, i para,

r = 1' 2' 3,.0.



o S

Observacidn

Por propiedad del método simplex dual en
L L

"L o ~-r o
forma de coordenada se verifica: x < vy

<y

Proposicidn

Sea s el menor indice para el cual xs(O) no

es entero. Entonces,
L
(e 05, By l0d e 2 00 Lo B3] 5 20 05 600, B 000 uvs

¥o.pll), ¥ (1),

Demostracidn

s |
Si y~ > y~ entonces
L

b U] wowns L 00T) 3 1B 00T, pwe s F 0T 0m domae,

L
(x,(0), %,(0), ..., [x(0]) > (7 (0), ¥y(1) 7,(1)

por definicidén de orden lexicogréfico.

Supongamos ahora yl = §l entonces,

(xO(O), xl(O),..., xS{O))

(§°(1>, §1(1),..., y {11} ¥
por el método simplex dual para la resolucidn del problemaQZE,
eliminariamos de la base a la variable X441 Y Por tanto,

i

y~ serd tal que xj(O) 20 V ie¥ v x < 0y

n+l
Sea k el indice para el cual —{o(sk}<0, entonces, por

la regla de introduccién k al v

'3xsk} ‘2 "{déj}

jeN
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Luego, el vector X, se introduce a la base.

Tomando en consideracidén que la transformacidn

-

; A .
Al = ad - '}iﬂ Ak, j#Xk, J e N, serd posible solo para
sk

los Aik =0, 1 i< s -1, entonces, x° es seudoplan estric-

tamente admisible para cﬁo

A esta tabla simplex resultante la denotaremos por,

A(0) y en ella todas las AJ, j € N, serdn lexicogréficamente
L
positivas, en particular Ak > 0 por lo tanto, las coordenadas

Ask de dicho vector seré&n no negativas.

Como A, = O(sk' 1 s<n, seNy, ademds

k 5
A A
4 entonces, ( # 0 de aqui que,
e} ] < [ {otes} *
sk sj
o('sk>0.

Para §s(l) la transformacidén en la tabla simplex serd:

y ademés

375(1) = x (0) - iﬁo{sk y, como x_(0) =

o { sk}{ O(sk} entonces,

¢
i;s(ll) = xSFO? '%{'dské - '/{g‘{_:;}’}' ‘{}{s/k}’=°(so -{dso}

=[«s0]
= Exs(O)]

SO

por lo tanto, §3(l) < [xs(D)]



w T =

luego,

L
(6); [xu001]) 3§ 30, cun

r r

(KO(O)' X a-1

}.‘
s-1"'

375(1)).

Observacidn

. o
Si x_ es no entera y G # § entonces entre

los {dsj}' 1< j< n hay positivos lueco, existe k tal que:

A% A’
L
-{o(sk} < -{oisj}
Proposicidén

Se verifica que, (xo(O), xl(OJ,...,

L
xg_1(0), [xS(O)J ) 2-(x0(r), X5 (2)pome; By 1 0F); %_(2))

s-1

parar =1, 2,...

Demostracidén

Sir=1y s es el menor indice para el
cual xS(O) no es entero entonces, por §l > x(1l) v la proposi-

cidén anterior se tendré

L
xg_1(0), [x €01 ]) > (x (1), x,(1),...,

(x (0), xl(O),..., g

x (1), %x (1)),

s=1
Si r=2y s es el menor indice para el cual xs(O) no

es entero, entonces para las soluciones del dual se verifica

(¥501) s 50250 0o Vg (105 T 010) 2> (¥ (2}, ¥,€2),...,

¥o1(2), ¥ (2))
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y como por la proposicidn anterior se tiene
L
(x t0] ; % 10] puney [x, (0] > (v, (1), 5005 50 5 Folah)

y ademds, x' ¢ ¥  entonces,

L
(x5 (0), %, (0), ..., [x ()] > (x,(2), x,(2), ..., x (2)).

L L
Para r >2 se tendré 3-(1 > §2 >...2 9 como, x" £ ¥°

entonces,

L
(%_(0) pewmy [ 000 2 & (8) summ, xg (r))

Proposicidn

Para cada 0 { j { n, existe el numero entero

J
xj{Rj).

R, tal que, para todo r 2>R., xj(r) es entero e igual a

Demostracidn

Supgngamos que la tesis es falsa y sean,
0 s <n el menor indice para el cual la proposicién no se
cumple,

R = max R, y, parar = 0, R = 0.
0<i<s-1

Consideremos nimeros enteros r ¢ 1 tales que,

R € r<l y ademds xs(r) y xs(l) no son enteros.
Demostraremos ahora que [xs(r)]2>[xs(l)].
Por nuestra eleccidén de s tendremos que xj(r) es entero

y xj(r) = xj(r+q) cong=1, 2, 3,... para, 0 > 3j > s-1.
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En tal caso, s serd el menor indice para el cual xg (r)

no es entero. Como

(x (r), ..., % (r))3> §r>§r+(l-r) >x(r+(l-r)) entonces,
(xo(r),...,xs_l{r),[xstr)]);a(xo(r+(l—r)),...,
xs_l(r+(l-r)), xs(llJ = (xo{r),...,xs_l(r], xs(l)) luego,

[xs(r)]>xs(l)>[xs(l)] pués, x_(1) no es entero.
Como el conjunto G de planes del problema max {c, x)
XeG
es acotado entonces cualquier xs(r), QO sgn YyE=1, Z,ams
serd acotada de donde, una cadena infinita de desigualdades
de tipo [xs(r)]j>[?s(l}]2>... no podréd existir y para dicha
sucesidén no podremos tener un numero infinito de nimeros no

enteros, ni tampoco, un nimero infinito de nimeros enteros

diferentes.

Proposicidén

- Si para el problema max {c, x) , G es Acotado
XeG

y ademds para cada 1 ¢ j ¢ n, c; es entero entonces, el primer
algoritmo de Gomory necesita solo un nimero finito de

r-iteraciones.

Demostracidén

i~
Como G es acotado entonces, G es acotado y

del hecho de que V 1 ¢ j < n, cy es entero se deduce de que



R L

o —~
<c, x) es entero cualquiera sea x € G.
Para mostrar la tesis de la proposicidén, es necesario
mostrar que para alguna r-iteracién

x(r) = (x (r), x(r),..., x (r)) es entero, y dada nuestras

n+
condiciones bastard mostrar que (xo(r), xl(r},...,xn(r)) es

T siaaty) 38 nteros.,
entero pues x_ ,(r), xn+2(r), 2 n+r{r) son entero

Si recordamos que s es el menor indice para el cual
xs(r) es no entera entonces s no superara a n.

Si tomamos R = max Rj , donde los Rj se obtienen de la

0<jgn
proposicidén anterior entonces, por la misma proposicién
¥ 1 & 5 &5, xj(R) es entero, de donde x(R) es entero.
Asi el primer algoritmo de Gomory necesita a lo sumo

R-iteraciones.
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En el método de Gomory, la restriccidn adicional lineal

es de 1la forma

YL=-¢:O+ ijijO

jeN
donde I es el conjunto de variables no bdsicas en la etapa de

resolucidn.

£

o €S un coeficiente tal que gs >0

t. son coeficientes tales que '&'.}0, jeN vy 2. ¥ > 0.
J J jen I

En el algoritmo que nos proponemos plantear, la restric-
cidén adicional lineal utiliza lo especifico del problema de
la programacién lineal entera, difiriendo fundamentalmente en

que, sus variables son booleanas.

Definicidn (Problemaéf:)

Al siguiente problema de la pro-

gramacién lineal entera con variables booleanas:

n
Max f(x) = 2 cj X

j=1 ]
n
sujeto a: j§_ ;4 X4 < by 1 igm
n
;é':aijxj = by mo+1ligm +m,

X >0 1ign
xj L 1 1 gg;jggznl
X entero 13 <0y

le llamaremos, problemaaﬁl.
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Definicidén (Solucidn & -déptima)

Sean £ > 0, X la solucidn
Sptima del problemas_ y, %X la solucién factible del mismo.

Diremos qgue X es la solucién ¢ -éptima, si y solo si,

Elx) -~ E(x)IK & -
Proposicidn
Si en el problema &£ , para 1 £ i n,
Cj €EQ vy cj = 0 para n, + 1 jn entonces, el mdximo

comin miltiplo g de los denominadores de las fracciones irre-
ductibles

es tal que, si €= q_l entonces, la

0
]
iq Y

solucidén £ -S6ptima coincide con la solucidn éptima.

Demostracién

En efecto, como £(X)> f(X) entonces
£(X) - £(X)>0. Si ahora £(x) - £(X) <& se tendrd,
~ = 1
0 € £(x) - £(x) < 5
e w
luego, 0 < fi(x - x)<a
de donde, 0 q £(x - %) <1
tomando f* = q £ entonces, 0 £ £* (X - ®)<1

Como f* es una funcién objetivo con coeficientes enteros

positivos entonces, f* (y) >0 luego, £7(X - X) = 0 de donde

L

X = X y asf, X es la solucién Sptima del problemadl. .
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Definicidn (Conjuntos G y cE)

Para el problema Sﬁ:, deno-

taremos por G, al conjunto:

~ n =
:E::L Byt & By, o LSy
Il
n
G = o x~(x3}3=l ;Ei aljxJ = b, , ml+1€1<ml+m2 L
R >0 § 1<Jg<n
e .J

Y, por GE al conjunto:

- n Y
2 a_ _x b. , 1gigm
7=1 137) 1 1
n
GE d x=(x )1 :E] aljxJ = bl p ml+1<1gml+m2 ,
J 7=1 J=1
x, <1 ' 1<i¢ny
xJ entero , 1<Jgnl

)3 st



= T2 =

Observacidén

La funcidn objetivo f serd considerada acotada

en G.

Definicidn (Conjuntos G(t) y GE(t))

Sea £ : R"— R
una funcién objetivo. Para cada terR’ designaremos por G(t)
al conjunto; G(t) ={x / x€eG, f(x) > t} y por GE(t) al

conjunto, GE(t) ={x it xeGE, f(x)}t} .

Definicién (Problema candnico)

Diremos que un problema
]
ef, es candénico y lo denotaremos por E,, s1 y solo si,

x = x(t)ecP(e) & cB(t) = p.

Notacidn
En lo sucesivo, las sigulentes serédn las pgta-
ciones a utilizar,

m = min £(x), m" Im [
XEG

min{pez / p>m }, asi m" serd el

menor enterc, no menor gue m.

M =max £(x) , M° = [M]
XeG

max {p €Z / p < n}, luego ME serd

el mayor entero, no mayor gque M,



.

Observacidn

51 c}ez para 1 £ J < n; oy, cj = 0 para

n; + 1 {31 n entonces, podremos intercambiar M por ME Y,
m por m .
Teorema (Solucidn & -éptima)
Dado un problema ci_ yeE>O

entonces, de existir la solucién & -éptima, bastard con cal-

cular m y M y, resolver no mds de Max {1, 2 + [log2 (__Mgm)]}

problemas candnicos.

Demostracidn

Mostraremos que toda solucién del problema
candnico E ., es solucién £ -Sptima.
Sea £ >0 y, x una solucidn factible de E,, entonces
X e€Go(m) = {xlxeGE, f(x) > m}. S1 ademds, X es la solucién
Sptima de E  entonces, *Xect(m).

Supongamos primeramente que, M-m>»&.

Consideremos la serie de problemas candnicos E

%

k=1,2,3,..., donde t , =M, t; =m y donde el vector x
denotard, X' = x(t;) eG"(t,).

1

s1 ®* ¢ E, entonces, %! ¢ GE(tl) Y, GE(tl) =@ con lo
1

cual, el problemacf_l. no tendrd solucidén & -6ptima.
S1 ahora, xlte E. v, £(xH >M-¢
3

Sea X la solucién éptima de E_ entonces,
1



w Bd =

£(%) - £(xH) < M- f{§1)<pf -M+E=¢&, as{ %! es nuevamente

1
solucién &-éptima del problemaol_.

Consideremos que #ler

£ Yo £(%Y) = M - E.
1

1.
Resolveremos sucesivamente los problemas
E, , k =
ty

1, 2, 3,...,p, para p > 1 y donde t, Y %X se definen
por:

r
Lrex 5P
zl:f(xp) + min £, :l s1 min t, - f(X ) > €
k<p _p k<p -p
ty > £(x) t, > £(x7)
tp+l <
no definido s1 min t, - £(xP) <€
kep o
t > £(x7)
L.
("
x(t ) s1 E tiene solucidén
Pk tp+1
=P
X s1 tp+l estd definida vy, E_ no tiene
< p+1
zp+1 solucién
no definide s1 tp+1 no estd definido.
.

Supongamos ahora t, y %* definidos para

k=l‘. 2,0:-, p, p}lc

Mostraremos a continuacién, la existencia de un
h > 1 tal que:



- PE

21 =2 -h

, X ,..., X estdn definidos vy, zh+l

no lo esté.

b) % es solucién €& -Sptima del problema L. .

¢) 1< hg2+[1og, B2

para ello mostremos primeramente las siguientes proposiciones:

Proposicidn

Si t, vy %X est&n definidos para 1< k £ p,

con p »1, y si ademds para 1 r < p, x = L srronsess

ay 7F = §r+l - ir+2 - %P

b) Vs, 1 s  p-1, 85+l =SS donde

Ss+l = min tk vy 83 -~ min tk
k<stl g 3£
e >E(EETTT) k%
Demostracidn

Como por hipétesis xF = ¥+ para 1 r< p

entonces, - estd definida, luego,

t. = —%[f(ir) +8r] Y, Sr - £(xF) > € con

<§r = it; t, . Ademds se tiene que E 1

£ EE)

no tiene solucién.

Observemos que,
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k <r+l -r .
£ > £ KD S EE)

-r
f (x )>tr.

Consideremos, 8 - £(xFHL) =(§r - £(x5) 2 €

r+l

_ 21 =r+l
luego, t_ ., =3 [f(x ) +£r+l]
=+[£E) +§ ]
2 r
=t
Asf, B, = Eg no tendréd solucién vy,
r+2 r+l
)-cr+2 = ir+l = J-(*l'.
Como 8 = min t = min t = t entonces,
't ¥re2 k<r+2k_r+2 kgr""lk-r-i-l r+l
b 2E(XTTT) g SE(XTTT)

=r+2
~ £(x ) = to.

)

- £(X5)

r+42 1l

=5 [£&) +§,.]- £
1 1 -r
= -2-81_ s £(x")

por otro lado, como por hipdtesis (S\r - £(x") > & entonces,

Sr - £(%) =€+% con ¥'30 de donde, £(X) =Sr -& =Y.

Luego,



s B

=r
ool f(x)

1]
(%] ol
0>
H
1
o=
O
N
|
el
|
i

1 1
=§E_+§{

Como f(}-cr)<gr - <t,,, entonces

0<[§, - £(x)J-ecr | - £(X")
S
de donde, O <C+$‘-5(tr+l - f(x)
luego, 0<'£‘<tr+l - £(x5)

y asi, ¢ < %—&+%$’

con lo cual ¥ <& ;

luego, t - £(x") =¢§r+2 - £(x

r+2
r+l )<

€ de donde, tr+3 no

xF+l . )—(r+2 solucidén g -Sptima,

estarddefinidoy asfi %x° =
Por tiltimo, dado que XP es la tltima de las soluciones

definidas, se tendrai, %P = 7% (%XF = I+l _ §r+2).

Consecuencia

Para %° y t, definidos, con 1 kg p, si
l<r<p: gr'x(..,gr_!_l’

Proposicidén

Sit y %* est4&n definidos para 1 kK P,

%P es una solucidén factible y, X es la solucién éptima de el

problemaé( entonces, £(xP) < £(X) < SP donde
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S = min t
P k<p Ep
tk}f(x )
Demostracidn
{ S1 Sp = t,, es inmediato que

)

£RF) £ B £ b = K.

Supongamos que, Sp =t_conr<p y, £(X)> Sp'

r
Como & = min t = t_ entonces, f(xP) § = t_ g £(x5).
P X<p k r P r
tk;f(ir)
Por otro lado, dado que r < p entonces, £(x") < f(ip),
lo cual implica que £(XF) = 8§ =t = £(X°) de donde
P

- - A~
%P = ¥ y por la proposicién anterior se tiene que X° = X

y asf, £(xP) = 5; =t = £(X*) = £(X) lo cual es una contra-

r

diccién pues habiamos supuesto que f(%))-éﬁ.

Proposiciédn

S1 ty vy %* estan definidos para 1 kK p

entonces, existe h}»1 tal que il, 5':2,..., ¥  estén definidos

Y, no podréd ser definido.

Demostracidén

Definamos para todo 1  r £ p,

dr = 6: - £(%F)

= mn t, - £(%T)
k<r

t, > £(X7)



- 29 -

y mostremos que, d_

Si r =1 entonces, d

-1
1 81 - f(x7)

ty - f(il} £ M-m

Supongamos que la desigualdad se verifica para k = r
y mostremos que. también se verifica para k = r + 1.

Observemos primeramente que;

d
M-m _ 1 M-m _ _r-1
d. £ 53 =3 (5=5) = > , ademés,
2 2
=] - _ & =r
i1 Sr+l - HxTTL 8¥+1 -~ tra T 5r+l 7 [£(x7) - 6r-]
1
- cgr-i-l - f[gr -4, + 61-:]
1
8r+l ér +3 9
1
< é’r -;S/r + 3 dr pues
£r+l< Sr
1
=3 dr.
dr 1l ,M-—m M-m
De esta manera, dr+l gz—-luego, dr+]_ £ -i-(zr_l) = T .
. =r+l o
Recordemos que, si x no puede ser definido es porque

tr+l no pudo ser definido, y que esto sucede para,

d. = Sr - £(x) < ¢ luego, dado €& > 0 bastari calcular el
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M-m
<& .
2h-l

menor entero positivo h tal gque

M-m
= £
2r-l

Supongamos primeramente que

entonces, Egm = 3L
luego, log, (ﬂ%ﬁ) = r-1

y asfi, 1 + log, (M=y o o

Como [r] £rr<L [r]-+ 1, resolvemos el problema tomando

[r]+1

[1+ log, (E%E)] + 1

h

2 +[log2 (iég)] pués log, (ﬂ.g.!.“_) 2> 0.

Volviendo ahora a nuestro teorema, las proposiciones an-
teriores garantizan que (Fh - f(ih)<.5 verificdndose (b) y

(c) y ademds que £(X) e [£(x"), §, ] luego, £(%) - £(x")<E

y as{, :'Eh es solucién € -6ptima del problema Dﬁ‘ .

Dedicaremos ahora nuestros esfuerzos a estudiar la solu-

c1én de los problemas Et a los cuales nos hemos referido cons-

tantemente.
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Solucién de los problemas E-

Para resolver los problemas

E, deberemos:

t
Ordenar lexicogrdficamente a los puntos (xl,xz,...,xn )
1
Encontrar los puntos (xl,xz,...,xn) que satisfagan el
problema,
E
Max (xl, Xo,een, xnlJ

x e GE(t)

X = (xl, Xopeee, X))
Observaciones

Max™ designard la maximizacidn lexicogré-

fica del vector considerado.
n

Max™ (xl, Ropeee, X ) denota a, Max 2 YI_J"J' X_ para
1 J=1 J

pardmetro arbitrariamente pequefio y positivo.

La funcién plan de Max*, dependerd de la escogencia de
la numeracién de las variables enteras. La numeraciédn de
éstas variables serd indiferente, excepto en el caso en que,

exista k, 1 £ kK n, tal que, sign lcj |= Skj' 1< 3« n.

Si es este el caso, deberemos reenumerar las incégnitas
para que, en nuestro conjunto de restricciones, xk ocupe el
primer lugar; entonces para t = m la solucién del problema

lexicogréfico serd la misma que la del problemacf_' .
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El conjunto GE(t) nos serd indiferente pues, el algorit-
mo serd capaz de maximizar la funcidn plan en cualguier con-

Junto definido, con ayuda de las restricciones del problema

bédsico.

Definicién (Algoritmo B)

Llamaremos Algoritmo B, al algo-

ritmo capaz de resolver el problema Max  en el conjunto de

restricciones del problema bdsico y, en particular, el proble-

ma Et en la forma:

*
Max (xl,  PYREEY xnl)

x €GE(t)

Construccidn del Algoritmo B

Utilizando el esquema gene-
ral propuesto por Gomory y aplicando la funcidn sign para la
construccién de la restriccién adicional lineal, se construird
este algoraitmo.

El método de corte utilizado para resolver el problema
de la programacién lineal entera, aqui, serd aplicado para

resolver el problema lexicogrdfico.

Notacién

En la solucién del problema E, con k21 utili-

k

zaremos la siguiente notacién:
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denotard la restriccidén lineal adicional en la r-ésima

1teracidn,
designard la variable real que transforma en igualdad a gr.

denotard el conjunto de puntos X = (X3 ,%X5,+02,% ) que

satisfacen a gr'

denotard el conjunto de las variables no b&sicas obtenidas

después de la r-ésima iteracidn, r 0.

Iteracidn Cero

Para k >»1, llamaremos 1teracidn cero a

resolver el problema:

Max™ (xl, Xpgpeee, X ) = (xg, Xoyene, S 1

x € G(t)

Examinemos para esta i1teracidn, las siguientes posibili-

dades:

Max

(1) 'Si G(tk) = @ entonces GE(tk) = @, v el problema

* no tiene solucidn.

[, o o o] E o
(2) s1 x” = (x, Xy ,eee, X )€G (tk) entonces x es

soluciédn del problema Max .

(3) siG(t) #98 vy x° ¢ GE(tk) entonces pasamos a la

primera iteracidn.
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Demostracidn

Condici6n suficiente.
Supongamos que en la

(r-1)-1teracidén del algoritmo, i ¢ GE{tk}, esto es,

-1 r-1 r-1 r-1 r-1 E
(xF , X s ey P X s ) G (t,) y sea
1 2 Kp_1"T &Koy 2 ¢ K
r-1
x«r_l su primera componente no entera, para 1 ( c'(r--l < n,.
Como x*~1 ¢ GE(tk) y g;_l es la primera componente no
r-1
el r-1 _
entera entonces, x:l =0 é xJ 1, V3, 1 J(n(r_l - 1.
Consideremos la restriccién g, en el punto xr_l entonces,
of -1
r-1
(Pr(xl,...,x _1°X i = A [(l—xr_ll sign xT71 &+
r-1"" %Xr-1 3=1 J .
r-1
+ X sign (l-x )] + (1-x )
3 Xpe_1
-l
0
= E [(l-x +x SJ_gn(l-x )]+(1 )
3=1 J J

© < 1 pués £ >0

por lo tantokpr(xl,..., Xy ) <1 yasi x gg
r-1

Condicidn necesaria.

Mostremos que s1
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-1 r-1 r-1
(X,, Xo,00., X ) # (%% , X yeee,X 6 o ‘t £ 0
1w %3 e 1 2 o« _q-1 S
entonces xe&r.
Supongamos praimeramente que
-1 r-1 r-1
{2, ®u,558, X ) # (xF X L &, X ,%)entonces
s S T 3 - % X, _1-1 ,
3 1«1« ,~1, para el cual x_  # x¥"1. sea xX¥°! 1a
r-1 1 1 oAp_1
-1 r-1 r-1

X son

primera componente no entera, luego xi . X5 ,...,ﬁx 5
o

ceros 6 unos; y para la i-ésima componente se tendrd que

x. = (1 - x

r—l)
1 1 '

1 12 (o{r_l-l.

Supongamos que solamente se d4 la situacidn anterior

para uno solo de los findices 1 1(0(1__1—1, esto es, todas

las demds son 1guales, entonces, consideremos la restriccién

esto es:
gr

ql(xl,...,%x -1,x ) =

r-1 “E-l
-1
D(r-l
_ r-1 r-1
= ng [(1 x]) sign x, “+x_ sign (1 X )] + (1 %d}-l)
-1 r-1

= (l-x_) sagn x4+ ox sign (l-x; 7)) + (l-x )

1 1 1 i o1
= (1-(1-xi'l)) sign xi“l + (l—xi-l) sign (l-xi_l) + (l-x )

r=1



w B0

= xi-l sign }(].:l—l + {l-xi-l) sign (l—ximl) + (1 - x"(r—l)
Si xi"l = 0 entonces, q)r{xl"”'xo{r_l‘l' xur_l) =

=1 + (l_x“r—1)>l
Si xi'l = 1 entonces, kpr(xl,...,xdr*l_l; xc(r_l) _

=1 + (1-—xo(r_l)>l

y asi xear.

Supongamos ahora que la situacidén anterior se verifica

Y9, 1 j<:dr_l-l, esto es, Xy # xg'l luego Xy = (1 - xg-l)
para 1 £ jJ g<xr_1-1 entonces, consideremos la restriccién Iy
Xp_p-1
: -1
(X, ,...,X% ' X ) = . [ (1-x.) sign x5°* +
(Pr 1 4 o{r_l-l dr_l J-—-l J ]
; -1
+ X. s I - 50, + (1=
j sign( A x°<r-1)
= (o -r) + (1 - x, )
B Ay
Comocxr_l—r > 1 entonces‘ﬁ%(xl, Xoyeen, x“r—l) o b |

y asi x eq_;r.

Bajo los dos supuestos se tiene que si
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r-1 r-1

(%y,-.., %xr—l) #oIxy T, .., xdr-l“l'

{) entonces xegr:.

r-1

Supongamos anora que tg 0 entonces, como x es solu-

c1én de la 1teracidén r-1, se tiene que la componente

Xy = 0, considerando nuevamente(pr(xl,..., X )
r-1 r-1
tendremos
dr-—l-l
q) (T ) = 2 [(1-x_) sign il
) o p o1 3 3
r-1
+ x_ sign (1l-x ) [+(1-x% ) >(1-x ) =
J . ] 0"r:--l g q}~l

S

luego (.Dr(xl,xz,...,xdr“l) > 1 de donde xeg,_.

Proposicidn

Sea el problema Max’(xl, Kppeoey X )
1

xeGr(tk)

o

S1 % = (xl,'fz,..., §n) es la solucidn de este problema

entonces, x€G . (t, }, r =0, 1, 2,...

Demostracidn

Procederemos por induccidédn sobre r: si

r = 0, es trivaal,

r
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Supongamos que para todo r  s-1 se verifica,

'§€£Gr(t ), y mostremos que se verifica para r = s.

k r

Supongamos que x ¢ 55 entonces

~ ~ -~ Pt —l 5-1

(s o Wa & w0 G 3 ) = (x5 S ,f )
i g Lg_1=1" “ofg_q i *g_1-1

con £ > 0. Como % es solucidn v R & xs_l con f >0

entonces, ‘f = 1 esto es:

~ ~ ~ ~ -1 s-1 s-1

(x oy mmg X ; X ) = (x° #* e : O
1 72 ds_l-l Xg_1 1 &2 ds_l-l’

Ademds, si denotamos por x;‘l -1 la primera componente
8-1

s-1

s-1
no entera de x i

s-1

se tiene que: 0<x < 1 de donde,

L
%, -1, % )Q>{x§-l, xg—l"...’ xi’l 1 1)

s=1 o(9.-1 s-1

~ s=-1 s-1 s=1
X ) > (x » Xy Tueee, X | .

por lo tanto (xl, Koyyoony n, .

Por nuestra hipdtesis de induccidén tenemos gque,
s-1
) =

~ =
€ § s
x Gs_l(tk) y como Max (xl,xz, ,xnl x obtenemos una
€
X Gs_l(tk)
~ L s-=]1 ~ -
contradiccidn pues: ‘X > x , asi, xeg,.

Como 3':'6:&8 Y, "}'c'eGs_l(tk) entonces ;scs_l(tk)ﬂaa

luego,



-2
N M) §ona,

i=1

qi . Ns-l

X € (G (t YN g

k s=-1

s-1
de donde, X (G (£ )Ng N () 3.)
o 'k s j=1

N. en
i s
y asi, xeG_(t,).
Proposicion
si x* y xr+l estdn definidos entonces,
r r r x r+l r+l r+l
(xl, Xoyeeny Xy ) > (7T, %y, e, Xy ¥
r r

Demostracién

Como x°© esté definido. entonces

r

=
Max (xl, Xyyeeey, X ) =X donde

1
xiaGr(tk)

-1
G.(t, ) = (G (g )Ng )N Q ai).

N & Mpy &

Denotando por Sr(tk) = Go(tk)ri((ﬂ\ai) entonces
i=1

qi . Nr
=
Max (xl, Xyyeee, xnl) = X

X € Sr(tk)
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r
Como xr+l estd definida entonces
Max® (x ® X ) = xr+1
l, 2'...’ n d—
1
xeGr+l(tk)
r
donde G__ (t,) = (Goftk)ngr+l)r\(g §) =
Qle N_
r
= [Gc’(tk)r\l (ggl):'n Ir+l
U &N
=S (g )09,
Luego,
* E 3 r+l
Max (xl,xz,...,xnl) = Max (xl,xz,...,xnl) = X
xeG,  ,(t) xe[Sr(tk)ﬂgr+l]

donde, x¥*le gy

Como V t > 0, se tiene que, x° 1 £ g, vy dado que

xr+1e.§r, xre:ar Y, x* es solucién sobre G.(t,) entonces,

r+1 2 or
x < x~ esto es,

L
r+l r+l r+l r r
(xl ’ xz gres, xnl )< (xl, xz,..., b 4 )



- 44 -

L
r+l r+l r+l o r T
luego (x777, x, ,...,xqr ) € (%7, xz,...,ﬁxr)
con 1 b(r -8 n; oy x;r, x;::[ las componentes D(r en los vec-
tores x* Y xr+l.
Supongamos ahora dque,
r+l r+l r+l, _ r 2 ¥ r
{xl ] XZ r** vy xdr ) — (xl' le---' er) Con xdr>0'

entonces, xr+l ¢ 'g"r lo cual es una contradicciédn, luego,

(xr+l xr*T xr+l)é (xF . x= «F )
" T ] ’ L .
1 ' ’ dr 1 2 Nr
Proposicidn
Sea D el nimero de Desigualdades de la forma
KPr(xl, Kyyreny X ) > 1 entonces, D es finito.
«r-l
Demostracidn
Desde la formulacidén del problema éﬂ',
nl<CD .

Por otro lado, como el problema se relaja a

Max™ (%7, %5,000, xnl), en la bisqueda de ésta solucidn

E
xe G (t,)
cada desigualdad LPr(xl, Xoyene, xr—l) 2> 1lcon 1K o(r_l < ny
introducida, deberd convertir enteras sucesivamente las

coordenadas del vector (x,, Xp,see, X ), 51 esto es as{i,

g



D g:nl por lo tanto, el conjunto de desigualdades D es finito.

Proposicidn

El nimero de variables qr no serd mavor que D.

Demostracidn

En efecto, como cada‘"[r estd asociada univo-

camente a la deszgualdadiﬁé(xl, Koyres, x& ) 2 1 aintrodu-
r-1

cida, entonces, el nimero de varlables'qr no seréd mayor gque D.

Proposicién
El nimero de restricciones lineales no seri

mayor gque D,

Demostracidn

En efecto todas las restricciones lineales
9 introducidas, son transformaciones de las desigualdades

¢%(xl,..., %ir—l) > 1, por las variables er luego, su nidmero,
no serd mayor que D.

Proposicidn

El nimero de variables no bédsicas es finito
n-m,

Y no supera a cD+n+ml‘

Demostracién

n-m

Observemos primeramente gue CD+n+ml' es el
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mé&ximo de hases distintas posibles que podemos obtener bajo

las condiciones del problema Sﬁ "

Supongamos ahora sin considerar la 1iteracidn cero, que

la cantidad de i1teraciones supera a C Entonces,

D+n+ml

+
existen r,s €2 , tales que, s1 0 { r < s se tendri,

Nr = NS'
4 s st r
Luego X y X  estén definidos y ademds, x < x , esto
s s s L r ¥ = _
es, (%7, x5,..., xnl) < (X7, %5,..4, xnl) pero como, N, = Ng
s s s _ I r r
se tendré (xl, Xoyeen, xnl) = (xl, xz,...,xnl), lo cual es

una contradiccidn.

As{, la cantidad de iteraciones y por ende, el nimero
n-m
de variables no bdsicas no supera a C ‘

D+n+m1

Teorema (finitud de las 1teraciones)

El Algoritmo B resuel-

ve el problema de la Max™ (x y Ra,eeie, X. )
L 2 n,
n
m
sujeto a JE a,, x;<b, 1<
n
Jéaljxj = by ml+1<1gml+m2

xj:z-o 1€3gn
xJ 1 > <l <:nl



xj entero

j—
VAN
/AN
=
H

en un numero finito de iteraciones.

Demostracion

La demostracidén se hard para el problema

Max™ (x;, %5, ..., X_ )
N h g
E
X €G (tk)
X = (xl, Ropeen, xn).

Por proposiciones anteriores se tiene que: el numero

de desigualdades de la formatpr(xl, Xoyeon, Xy ) > 1, el

nimero de variables Qr y, el nimero de restricciones lineales

introducidas son finitas y, no mayores que D.

Ademés, como el nimero de variables no bAsicas es finito
n-m

Yy no supera a C entonces, la cantidad de iteraciones

n-m2

tampoco superard a CD+n+ml'

Luego, el numero de iteraciones es finito.

Proposicidn

Sean r y s dos iteraciones diferentes cuales-
quiera entonces, las correspondientes restricciones lineales

adicionales 9, Y g5 son diferentes.



- 48 -

Demostracidn

Supongamos que g_ = ¢_ entonces, &_ =
r r q

S s

s r
con 1o, < ny, ademds, para cada 1 K Jédr-l' Xy =% Y

por 4ltimo que, 0 < xs < 1.
r

r r+l
Supongamos gue X , X ¥

estan definidos luego,
L
x* 1 < xF esto es,

L
r+l r+l r+l r r r
(x1 s Xy T e, x“r ) <:(x1, xz,...,gxr}. Anotamos que si
r r+l L r
x, = 0 se tendrd x € x~ por proposicidn anterior.,
r

Como por hipdétesis r # s supongamos sin perder genera-

L
lidad que r < s entonces, x> € x* y dado que r + 1 < s

L
entonces, (xi, xg,...,xil)'< (xi+l, xr+1,...,xi+l) luego,

2
L
1 r+l r+l
(%3, X5 yonceng iy 3 & TxE T oo T e s il 1
4, 2 “r 1 2 ’ dr+l

De lo anterior obtenemos,

1 1
{xi, xg,...,ﬁ; , 0) - (x§+ i x§+l,...,§;+ ) 0 por lo
r-1 r
L
tanto (xr+1, xr+1,...,xr+l) >'(xr, xr,...,xr , 0) lo cual
1 2 . 2 oy

L
es una contradiccidén pues, xr+l=§ x=,

As{, g, # Jge



w5 A% =

Proposicidn

Sean A = {({1,('2,...,.;-t)e{0,1}t / 1<tgny vy,

t
B = : s s a = -
{(Ds-l'tzl""!{t(xl'xz’ 'xt) E]‘ [{1 XJ) sign fj e

+ X, sign (1—{3)] / (fl,fz,...,tt}e A }
e
s1 F = card(B) entonces, F = 2 ~- 1.
Demostracién

Observemos que, para 1 K t°< ny fijo, el

t
nimero de elementos (§1,~§2,..., tt )E{CL 1} ° que pertene-
o

t_ -1 - |
cen a A es, 2 ° entonces F = Z g8k,
t=1
|
Mostremos ahora por induccidén que F = 2 ~-1.
1-1

En efecto, para n; = 1 se tendrd, F = 2 =2°=1=21-1.

Supongamos que la tesis se verifica para t = k*(nl,

esto es, X

P =2, 271 2 2K _ g,
=l

Sea ahora, t = k + 1 £ n,, entonces

k+1 k
.ot L DY ,t-1  5(k+l)-1
t=1 t=l

=(2k---1)+2k
< 2k+1 -1=F
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=

n
asfi, F=25 2l -1 1,
=1

ot

Teorema

S1 el algoritmo B resuelve Max*(xl,xz,...,xn )
1

bajo las restricciones:

n
3§_aljxj < b, 1<1<m1
n
Zaljxj = b, ml+1<1<ml+m2
J=1
X >0 11«Kn
xj:g i 11
X, entero R il £ 0y

entonces, el nimero de iteraciones I, incluyendo la iteracidn

n
cero es tal que, I 2 =

Demostracién

Sea I el nimero total de iteraciones inclu-
1
yendo la iteracién cero, entonces I = I - 1 serd el nimero

total de iteraciones excluyendo la iteracién cero.

n n
Supongamos ahora que, I¢ 2 1 entonces, I>2 1 luego,
n

r's2 % 1,



o

Sea g, la restriccidn lineal adicional introducida en
la k-ésima 1teracidn, con su correspondiente forma lineal

asoc1adaka (xl, Xoyooe,

AR
Ak-1

Tomando X, , =t = t(k), para 1 € 3%, ;- 1

x?'l = tJ Y, tt{k) = 1 tendremos que:
-1
o(k-l
2 _ k-1 _ k-1
{.Pk(xl,...,xdk_l) = £ [(1 xJ)su;n X T+ Xy sign(1l X )]+
+ (1L - x )
q%-l
t-1
= z: [(l—x )sign §. +x s:.gn(l-"')] +
= J 3 73 3
+ (1 ==
t-1
= 2 [(1-xJ) sign -&'J +X s:.gn{l-fj)] +
J=1

+(1-xt)31gn ﬁ‘t+ x_ sagn(l -ﬂ't)

J

t
= Z [(1-xj) 51gnfj+x sign (1-&')]
e | 3 J

- i

for, o X owwn 2,.]
1'IIIC,tt 1 2 t
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Luego,(Pk{xl, xz,...,ﬁxk_l) =(P§1§2,---,ff(xl'XZ'."'xt)

Como el nimero total de formas lineales diferentes F es
n

2 1

1] n )
- 1 y por hipdtesis, I > 2 - 1l entonces, I >F,

Dado que las formas lineales construyen las restriccio-
I
res para cada iteracidn y dado que I > F, entonces existen

r, se 2t tales que

(Dr(xl, Xy jromny ¥ o) =(p5(xl, Xy, +e+,X,_,) y para ellas, las

restricciones serdn las mismas, esto es, g_ = Jg, lo cual

r
constituye una contradiccidén pues, dada dos 1teraciones dife-

rentes las respectivas restricciones deben ser diferentes.

' n L n
Asi, I }21-1 estoes,I(Zl-l

1 nl
de donde, I + 1 2

il
y por ende, I £ 2 ~.

Teorema
Supongamos que el algoritmo B resuelve el proble-

ma Max™ (xl, Xypeoe, X )

L
bajo las restricciones
n
JE:].ainJ <5 1<iem
n
Za x = b m1+1<1<m1+m2
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X, 2> 0 1<31«<n
X, <1 &£y < 0y
X, entero 11K

que, H ={ ¥ £ 7 im L, Roeang ny } y demds H es la unidn de

los conjuntos disjuntos Hr conr =1, 2,..., V + w tales que

(a) }E x. =1 r

J =l‘ 2,.‘:,"’
JEH_
(b) jﬂ x. €1 r=v+1l, V+2,i0.,V+wWw
J€H J

() Hy = {Jrl' Ir2s°° Jrhr } donde Jpg = Jr [14(s-1)]
para s = 1, 2,...,hr Y, r =1, 2,,..,V + W Yy,

hr = card (Hr).

!
Entonces, para A = {(fl,fz,...,ft) EA/E(xl,xz,...,xnl)

para los cuales H = {l, 2,...,n1} satisfacen las condiciones

anteriores; x, no entero y

(xl, xz,...,xt_l) = (fl,{z,-..,{t_l)} y, L = card (A ) se

tendré:

[T ] -

r=1 r=v+1



s By =

Demostracidn

Observemos que L podemos expresarlo por:

L = (h -1)+h (hz-l)+h (h3-l)+...+h1h2.,.hv*l(hv-l) -
[1"T h } [ - +(h +l)hv+2+...+(hv+1+l)(hv+2+l)..

eenlhy 4 q+1) hv+w:| .

S§1 denotamos por
hr para l rg v

B e entonces,
h+l para v +1 rgv+w

) ' ' ' t o ' ' '
L = (hl-1}+{h2—l)h1+(h3-l}h2hl+...+(hv_l—l)hv_l...h1+

+[I:E h;}[ v+l+hv+1 hv+2+(hv+l+l)(hv+2+l)hv+3+

L

' ' [} '
[]_T h ][ Posr? V+lhv+2+hv+1hv+2hv+3+'"+hv+l v+2° "

"’hv+w—lhv+w}



+1_T h'h
1=1

w BB

<

v
3;[ h1—1+[T_T h;]{bv+1+h h n _h

1=1 v+l v+2+‘v+l v+2hv+3 *

] ] L] 1
+"'+hv+1"'hv+w—2hv+w-l+hv+lnv+2"'hv+w—lhv+w]

v+l V+w-2

v v
1T h;-1+1_Th;h +]_Thlh .u.+T_T B
i=1 1=1 vt

2% 1tvew-1 t

v+w=1

1 v4w’

v+l v+w=2 v+w-1
T_Th (1+h,, -2+ T [nin 2+...+]-T hih o o +]_T hih .
1=1 =1

v+l v4+w-2 VW=l

| |h1hv+l—l+J;Ihlhv+2+...+]_T hlhv+w_ +]_T hlhv+w
v+l v+l Viw=2 v+w=-1
[Th +TTh, hv+2+...+1_T hlhv+w_l+]_T e T |
1=1 1=1
V+w=2 v4w=1
l l h (1+hv+w 1) <+ | hlhv+w - 1
V4w~1 v+w-1

]_T h + I Tnn -1
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V4+w-1

T llh{l+h ) -1
el V4w
V+W

L = Ilh -1
1=1

L=]zTh':[WTTNh;J-1

1=1

rv - V+w
L Whl[T‘r(hl+1;J-1

1=l

Proposicidn

Supongamos que el algoritmo B resuelve el

x
problema  Max™ (x;, X,,..., x, )

1
bajo las restricciones:

:Eal:xn < 5 Lo b g my

n

E_aijxfl = b, m+1Ligm +m,
X, >0 1€ 3<€n
Xy 1 1ign
xJ entero 13 <nl
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que, H = {3 /3=1,2,...,n } y ademds H es la unién de los

conjuntos disjuntos Hr conr =1, 2,..., v+w tales que:

a) Z: xj =1 F e L Qpeewy ¥
36Hr

b) }a X, £1 r =v+l, v+2,...,V+W
JeH_

c) H, = {Jrl, Jrz,...,Jrhr } donde

JI‘S = ]r[l_'(g_:q]
para s =1, 2,...,h, vy, T =1, 2,...,v+WwW Yy,

hr = card (Hr).

k-1 E k-1
Entonces si Gk_lft) # 8, x % G (t) y %K _ es la

k-1

primera componente no entera de con 1<<ik_l €0

entonces, la restriccién adicional es de la forma:

t-1 -1t
l-Pk(xl,,xz,...,,:*:o(k_l% = El (Z-ZxKrTP(r)) + j§+l X, +
r
+ (1 - x ) 21
g1 .

Demostracidn

Por la construccidén de los conjuntos de
indices H., 1 r L Vv + W es inmediato que s1 r<t entonces,

para todo 1 { k h_ vy, para todo 1 s  h_ se tendrd,
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Jrk‘< Jes-
Para cada 1  r £ v + w tenemos que,

= =

H_ ={kr $ 1, KR, # Zoaees K # hr}

o

si r =1

donde, k_ =

r-1
Z h“3 81 T 32
s=1
.

Relacionemos ahora los subconjuntos disjuntos de indices
Hr’ 1rgv+w conla construccién de las restricciones
lineales.

Sea la iteracidn k-1 ydk—l el indice de la primera com-

ponente no entera de (x Xooeoo s Xy ). Entonces, si
1 2 ’ k_l ’

«, _; € k, donde, k, = hy y r =2 se tendrd que en,
-1
dk—l
1

(% ,%5,-0.,% ) = 2 (1-x,) sign L4
P 11z %e-1 j=1 E 4 J

i k-1
+ x5 sign(l-xg ) ]+ (l-xa(k_l) 21

aparecerdn solamente las variables xj €H puesto que,

1!

dk-—l € hy. Si ahora, k +1 Lo _; €k, + h, donde

2 r{tg v+ w, supongamos sin perder generalidad que para



k-1

k-1
1L e t=1, xkr-i-l"

salvo uno, que es 1gual a 1! esto es o

g e
r+2

kK-
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son todos nulos,

16 Ht.

Entonces, si1 p(r) es el indice en H_ para el cual

k-1 _ ]
xkr+p(r} = 1, tendremos gue:
1 s1 g = pfr)
k-1
X =
kr+q
0 s1 g # pl(r)
Como Z xJ
jeHr
k-1

para l(qshr

y lgrgt-1

=1 para cada 1 rgt=~-1=v vy, de la

definicién de x se tiene que, para cada 1 rgt -1
i

kr+hr

2, [(l-x3151gn x§-1+x

- J
3—kr+l

+ (1 - xkr+p(r)}

kr+hr

= 2
J=k,+1
I#k +p(r)

kr+hr

- 2

j‘_"'

s;gn(l—x?'l}] =

kr+hr

2 X, +
J=k,+1
I#k +p(r)

By O xkr-l-p(r) - xkr+p(r) + {1 - xkr+p(r))

Ry xkr+Pfr) + (1 - xkr + plr))



= B %

. 2 o T
j=k_+1 - ‘ctP

1 +1 -2 x

]

kr+p(r)
= 2 -
2 xkr+p(r} Y4
T .
Por otro lade, para H = lﬂt + l,...,kt + ht } se tiene

que si kt + 1K kt + P K dk—l-l entonces 1 ( ;:g(dk_l-l}—kt

% xkt+P = 0 luego;
o1t
_ : k-1
qi(xl,xz,...,xk_l) = éé% [(1-xj) sign xj +

3 k-1
+ x4 sign (l--xj )] + (l*xdk~l)

observemos que en la sumatoria anterior se consideran todos
los indices en los Hr para 1 r ¢ t - 1 y ademds, los

indices en H, anteriores al indice dkrl luego,

>4 -1

k-1
b3 [(1-x.) sign X AR sign (l~xk'l)] =
e 3 j 3 .

t-1 kr+hr
= }E E] [(1—x‘) sign xk'l+x. sign (l-xk‘l)] +
=1 -k +1 J J J J



C&k_l_l

+ 2. [ (1-x.) sign Kt ix, sign (l—xk_l)j
321, +1 ] i T3 ]

por lo tanto, se tendré:

el kr+h
'\ir>1(x o RPN Z Z [(lx )sign R
O ¢ J
k-l r=1 j=k _+1
o<k ik
+ X. sign(l- x5~ J’)]+ Z [fl X )sign st +
) d j=k +1 2

+ X, sign(l- _xX +{(1~x )
j j ] X1

Kgez™t

t-1
= 2[2—2}( + Z: [(l x sign xk?"'l +
= k_+p(r)] 3l _ 3
+ X sign(l- x )]+(1 xdk—l)
t-1 &k—l L
= 2[2-2 o2 x.+ (1-x, )
r=1 “k +p(r) j=k_+1 Rt

luego, la restriccidn adicional serd:

s B e
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t-1 X171
(-P ER 0wk ) = E (2-2x )+ Z X_ +
REL 2 %1 =l kr+p(r) yek,+1 3

+ (l=-x >1
A1 ©

Observacién

S1 Mk_le:Ht entonces la restriccidn lineal

adicional g, se expresard en funcidén de; una coordenada, de

cada uno de los conjuntos H., 1  rg t - 1; las variables

Xp4q COR 1K qgo(k_l- k, Yy las variables xdj para

11Kk -1,

Proposicidn

Supongamos que el algoritmo B resuelve el

4
problema Max™(x,, xz,...,xnl)

bajo las restricciones

n

‘23 a _x. £ b 11

j=1 1) 7] 1 1

n

:giaijxJ = b, mo+lgigm +m,
x. >0 1€3n

Xja< 1 12 g;nl

x; entero 11
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que, H = {J l 1=1, 2,...,n1 } y ademds H es la unidén de los

conjuntos disjuntos Hr conr =1, 2,...,v + w tales que:

a) 23 x. =1 r=1

3 g By i GV
JeH
r
b) }E X, £1 L =v+l, v42,...,V4+W
J€H
r

c) H. = {jrl, JrZ""'Jrhr } donde

Tog & 7, CL 4 8<1] para s L, Z; awws hr Y,

I

r=1, 2,...,v+w y, h card(Hr).

r

Entonces el nimero total de 1iteraciones I, incluyendo

la 1teracidn cero es tal que:

I [i‘; hr][vﬁ (h, + 1)}.

r=v+l

Demostracidn

Recordemos que a la i1teracidn k se encuen-
tra asociada la restriccidn lineal adicional g, ¥ a ésta, la

forma lineal (Pk(xl,...,xd ), donde por la proposicién
k-1.

anteraior:
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t-1 A1l
(P (ot s s, X ) = Z[Z-—Zx T Z: x.+(1-x ).
kT2 k-1 =1 KpAPle) 2 o v1 7 Ak-1

Ademds, como cada

ka(xl,xz,...,x ) =kpgl {5, ... fe(%;.%5,--.,%) con

A1

({1'&‘2"""“}6?‘ %

v V4w
L = card (A') = [T_Th{][]—T Ry + ;J -1

r=1 r=v+l

entonces, el nimero total de iteraciones I incluyendo la

iteracidn nula es tal que

[T ][ 7T nei].

r=wv4l



CONCLUSIONES
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Para los problemas de la programacidn lineal entera,
presentado en este trabajo con variables booleanas

Xje Xp,eee,X, Y Cuyas variables no enteras son
1

X

- ] x
n1+l

n1+2""'xn las cuales pueden no existir, la canti-

n
dad de escogencia total se puede estimar con 2 1

Para los problemas entero mixto la escogencia consistird
n
en la resolucién de 2 ' problemas de la programacién lineal

entera ria eve, X a -
e con variables xn1+l' xnl+2, (X ésta pudo ser dis

minuida hasta,
v V+W
[ [T hr] [l [ h, + lJ s1 el conjunto de Indices
r=1 r=v+l
H = {J /13K ny } puede ser partido en subconjuntos dis-

Juntos Hr' r=1, 2,..., Vv#Ww Qque posean las propiedades:

l) Z XJ=1 1‘=‘—1, 2,.--,"
J€H,

2) 2: x. <1 r=va+4+1l, v+42,...,Vv+w
JeHr J

Cada uno de los problemas Et'

=

Max (xl, Kppeee, X, )
1
x€G(t)

x = (x,, xz,...,xn)



- B «

en calidad de presentar el nimero de estimaciones, se podrd

L)
tomar la misma cantidad de 1teraciones que para el problema(XL.

Determinado un orden, nosotros estimamos el nimero k de
problemas candnicos, solucidn que dié la posibilidad de obte-
ner una solucidén £ -optimal del problemaifi, luego demostra-

mos la finitez del algoritmo sugerido para los probklemas del

*

tipo Max™ (x,, xz,...,xnl}
xeGE(t)
X = (xl, xz,...,xn)

es decir, problemas con funciones objetivo de tipo especial.

Tomando las estimaciones para el nimero total de las
iteraciones de los problemas Et’ podremos tomar en calidad
de estimacidén de continuidad de la resolucidn para el proble-

1
ma&ﬂ , la estimacidn de [2 + log, (E§E)] p, donde p es la
estimaciédn para los problemas
x
Max (xl, xz,onc'xn )
1
x €GE(t)

x =2 (xl, xz,...,xn)

n
que corresponde a 2 1 6 al némero

(T[T nen].

r=v+l



Tenemos fundamento para sugerir gue en una serie de
casos la cantidad de 1teraciones serd significativamente
menor que la estimacidn superior dada por la proposicidn que

n
1

nos asegura 2 combinaciones de ceros y unos. Esto depende

bastante de las propiedades especificas de cada problema.

Finalmente se puede reedefinir y demostrar una proposi-
c1én de forma tal que nos permita separar una clase de pro-

blemas t., para el cual el nimero de i1teraciones no supera

a 2k, esto es, para 1 £ k K n, - 1, k suficientemente pequefio

resultard sustancialmente menor que las estimaciones de todas

las posibles combinaciones de ceros y unos.

El andlisis del algoritmo presentado se ha realizado
desde el punto de vista tedérico; la estimaciédn computacional

nos permitird probar la efectividad préctica del mismo.
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