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RESUMEN 

En el presente trabajo desarrollarnos las propiedades 
algebraicas y espectrales, fundamentales, de los operadores 
compactos y la teoría de Riesz para operadores compactos. 
Estudiamos la ecuación Tx — Ax = y, donde T es un operador 
compacto y A es un escalar complejo, y probamos que el operador 

= T — 21 satisface la alternativa de Fredholm. Introducimos el 
concepto de indice de un operador lineal, para definir los 
operadores de Fredholm en espacios normados. Desarrollamos 
las propiedades más importantes de los operadores de Fredholm y 
probamos que un operador lineal acotado T es un operador de 
Fredholm si y' sólo si T es invertible, módulo un operador 
compacto. Finalmente, estudiamos los operadores fuertes de 
Fredholm en espacios de Hilbert y probamos que un operador T 
es fuerte de Fredholm si y sólo si T = L + F, donde L es un 
isomorfismo y F es un operador lineal acotado de rango finito, 
donde la herramienta principal es la alternativa de Fredholm para 
el caso de sistemas de ecuaciones lineales. 



SUMMARY 

In this work we develop the algebraicals and spectrals 
properties, fundamentals, of the compact operators and Riesz 
theory for compacts operators. We study the ecuation Tx — Ax=y, 
were T is a compact operator and A is a complex number, we 
prove that the operator J =T-E satisfies the Fredholm 
alternative. 
We introduce the concept of a lineal operator index, to define the 
Fredholm operators in normed spaces. We develop the most 
important properties of Fredholm operators and we prove that a 
bounded linear operator T is a Fredholm operator, if and only if 
T is invertible, module a compact operator. Finally we study the 
Fredholm strong operator in Hilbert spaces and we prove that an 
operator T is Fredholm strong if and only if T=L+F, were L is 
an isomorphism and F is a bounded linear operator of finish rank, 
were the principal tools is the Fredholm alternativo in the case of 
linear ecuations sistem. 
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INTRODUCCIÓN 

Los operadores lineales en espacios de dimensión finita 

poseen muchas porpiedades importantes y son fáciles de manejar, 

ya que ellos se pueden representar mediante matrices. Sin 

embargo, muchos de los problemas de aplicación se modelan en 

espacios de dimensión infinita. Es por eso que nos hemos 

interesado en estudiar operadores que sean una buena 

generalización de los operadores en dimensión finita. 

Los operadores que generalizan de una forma natural las 

propiedades de los operadores lineales en espacios de dimensión 

finita son los operadores compactos. Su teoría sirvió como un 

módelo en los primeros trabajos en análisis funcional y juega un 

papel importante en las aplicaciones. Por ejemplo, estos 

operadores desempeñan una función fundamental en la teoría de 

ecuaciones integrales,, bifurcaciones, ecuaciones diferenciales 

parciales, teoría del esparcimiento y en varios problemas de la 

física matemática. 

La compacidad de un operador lineal fue originada en el 

estudio de las ecuaciones integrables. Esta propiedad es de vital 

importancia en la teoría de Fredholm, ya que las propiedades 

espectrales de estás operadores se puede desarrollar 

completamente en el sentido de la famosa teoría de las 
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ecuaciones integrables de Fredholm Tx — 2x = y, donde 2 es un 
parámetro complejo. 

El objetivo fundamental de esta tesis es desarrollar la 
teoría de los operadores compactos, para posteriormente usarlos 
en el estudio de los operadores de Fredholm. Por tal razón hemos 
dividido este trabajo en tres capítulos. 

El primer capítulo está dedicado a desarrollar las 
propiedades algebraicas fundamentales de los operadores 
compactos. Aquí se presentan algunas caracterizaciones de los 
operadores compactos y se prueban los resultados más 
importantes acerca de las propiedades espectrales de los 
operadores compactos. 

El segundo capítulo está dedicado al estudio de la teoría de 
Riesz para operadores compactos. Se considera el operador 

7,1  = T — 21 , donde T es un operador compacto. Se prueban 

propiedades acerca de los núcleos N(Ttn) y los rangos 

para posteriomente demostrar que existe un único entero no 

negativo n tal que X = N(Tl.") iso Tan(x). También estudiamos 

los operadores adjuntos de los operadores compactos tanto en 
espacios normados como en espacios con producto interno. 

El tercer y último capítulo lo comenzamos con el estudio de 

las ecuaciones del tipo Tx — 2x = y, donde T es un operador 
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compacto y it es un parámetro complejo. Determinamos 

soluciones de mínima norma y determinamos algunos resultados 

acerca de la solución de las siguiente cuatro ecuaciones 

Tx — Ax = y 
Tx — Ax = O 
Tx f — 21 = g 
II' f — .1,f = O 

Posteriormente probamos que el operador Ti  = T — itl-  satisface 

la alternativa de Fredholm. A continuación se introduce el 

concepto de índice de un operador lineal y se presenta la 

definición de operadores de Fredholm. Presentamos algunos 

ejemplos de operadores de Fredholm y demostramos algunas 

propiedades fundamentales. Después introducimos el concepto de 

congruencia módulo un operador compacto y probamos que un 

operador es de Fredholm si y sólo si él es invertible módulo un 

operador compacto. Finalmente introducimos los operadores 

fuertes de Fredholm en espacios de Hilbert, presentamos algunos 

ejemplos y probamos que un operador lineal acotado T es fuerte 

de Fredholm sí y sólo sí, él se escribe como T = L+ F, donde L 
es un isomorfismo y F es un operador lineal acotado de rango 

finito, y concluimos que los operadores fuertes de Fredholm 

satisfacen la alternativa de Fredholm. 
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Queremos puntualizar que hay muchos más resultados 
sobre la teoría de operadores de Fredholm que se pueden 
estudiar, como los son, por ejemplo, los operadores de Fredholm 
no lineales y los operadores semi de Fredholm. Esperamos tener 
las fuerza, sabiduría y tiempo para ampliar nuestro conocimiento 
en esta fascinante área del análisis funcional. 



CAPÍTULO I 

OPERADORES COMPACTOS 
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CAPÍTULO I 

OPERADORES COMPACTOS 

Los operadores lineales en espacios de dimensión finita 

poseen muchas propiedades interesantes, y en cierta forma, son 

fáciles de manejar; sin embargo muchas de las aplicaciones de los 

operadores lineales son modeladas en espacios de dimensión 

infinita. Por lo dicho anteriormente es importante determinar cuales 

operadores lineales en espacios de dimensión infinita preservan 

propiedades importantes de los operadores en dimensión finita, y 

que sean de utilidad para modelar problemas de aplicación de la 

vida real. 

En este capítulo introduciremos los operadores lineales 

compactos, que son una generalización de los operadores lineales 

en espacios de dimensión finita, resaltando sus propiedades más 

importantes. Resultados, que son fundamentales en la teoría de las 

ecuación integrales, las ecuaciones diferenciales parciales y en la 

teoría de operadores en general 

1.1. Operadores Lineales Compactos 

Iniciaremos esta sección con la definición de operadores 

compactos 
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Definición 1.1: Sean X, Y espacios normados y T :1C --> Y un 

operador lineal. T es un operador compacto, si para todo 

subconjunto acotado A de 1, T(A) es relativamente compacto 

en Y; es decir, T(A) es compacto en Y. 

Ejemplo 1.1: Sean a E R2  y T : R2  --> R definido por 

Tx = (x, a) 

T es un operador lineal ya que está definido en términos del 

producto interno. Como dim(R2) = 2, T es un operador lineal 

acotado. Sea A c R2  acotado, luego T(A) es acotado en R, por 

lo tanto T(A) es cerrado y acotado en R. Así pues T(A) es 

compacto en R y T es un operador compacto. 

No todos los operadores lineales acotados son compactos. 

De hecho existen muchos operadores lineales acotados sencillos 

que no son compactos, como lo muestra el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 1.2: Sea X = 12' y' 112  /2  el operador identidad. 

/ es un operador lineal acotado y- 4 = {x'e 	1 2  IX 	} es 

acotada en ¡2•  Note que 1"(A),= A ei cual no es compacto en ¡2, 

ya que dim(P)= . Porconsiguiente / no es ,un operador 

compacto. 



Como hemos visto, no todos los operadores lineales 
acotados son compactos; sin embargo, los operadores compactos 
son operadores lineales acotados y por ende continuos, como lo 
muestra el siguiente resultados. 

Teorema 1.1: Sean X,Y espacios normados y T : X —> Y un 

operador compacto, entonces T es acotado y por lo tanto 
continuo. 

Demostración: 

Sea A c X acotado. Como T es compacto, T(A) es 

relativamente compacto en Y, o sea, T(A) es compacto en Y, 

luego T(A) es acotado en Y . Como T(A) c T (A) , se tiene que 

T(A) es acotado en Y . Así pues T es un operador acotado. 

El siguiente teorema generaliza la idea presentada en el 
Ejemplo 1.2. 

Teorema 1.2: Sea X un espacio normado. Si dim X = 00 , el 
operador identidad 

el cual es un operador lineal acotado, no es compacto. 
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Demostración: 

La bola unitaria 

M = {X E X 	1} 

es un subconjunto cerrado y acotado de X. Como dimX = co, 

M no es un subconjunto compacto de X. Por otro lado, 

/(M) = M = M; así pues, /(M) no es un subconjunto 

compacto de X. Por consiguiente / no es un operador 

compacto. 

1.2. Caracterización de los Operadores Compactos. 

A continuación presentaremos una caracterización de los 

operadores compactos la cual es de gran utilidad al momento de 

probar la compacidad de un operador. 

Teorema 1.3: Sean X, Y espacios normados y T : X —> Y un 

operador lineal. T es compacto si y sólo si, para toda sucesión 

acotada (x„) en X, la sucesión (Tx.) posee una subsucesión 

convergente en Y. 
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DemostraciÓn: 

Supongamos primeramente que T es un operador 

compacto y sea (x')  una sucesión acotada en X , Luego 

{Tx . I n 1} es un subconjunto compacto de Y. Por lo tanto, 

(Tx,$) posee una subsucesión convergente en Y. 

Recíprocamente, supongamos que para toda sucesión 

acotada (x„) en X la sucesión (Un) posee una subsucesión 

convergente en Y. Sean B un subconjunto acotado de X y 

(y.) una sucesión en T(B). Entonces para todo n 1 existe un 

Xn  E B tal que Tx„ = . Como B es acotado en X (x„)es 

acotada en X . Luego, por hipótesis, (Tx„) posee una 

subsucesión convergente en Y. Como la sucesión (ya) es 

arbitraria, (B) es compacto en Y . Por consiguiente, T es 
un operador compacto. 

Los siguientes resultados son consecuencia inmediata del 
teorema anterior. 

Corolario 1.1: Sean X, Y' espacios normados y T : X —> Y un 

operador lineal T es compacto si y sólo si, para toda sucesión 

(;) en X , con knii 1 la sucesión Tx posee una subsucesión 

convergente. 
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En el siguiente ejemplo aplicamos el Corolario 1.1 para 
estudiar la compacidad de operadores. 

Ejemplo 1.3: Consideremos los operadores 

T fr  :12 	¡2 

T de : 1 2  

definidos en 12  de la siguiente manera: Sea x = (ea ) e /2  

Tiz (el 12 f••  *) = (82 83 9.  *?) 

T de (61 9 82 9***) = (°9 81 82 9' .1) 

Tfr  es llamado el operador traslación a izquierda y Tde  es 

llamado el operador traslación a derecha. 

Claramente t y Tde  son operadores lineales acotados. 

Sea (ei) la sucesión definida en 12  por 

= (40,1-:) 

q2  = 

• 
• 

	) 
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Note que 1 en  ii= 1 para todo nEN;o sea, (ea)  es una sucesión 

acotada en 12  . 

Tk ei  = ( 0,0,...) 	 Tdeei  = (0,1,0,...) = e2  

1e2  = (1,0,0,—) = el 	Tdee2  = e3  

T,ze3 = e2 	 Td,e3  = e4  
• • 

Tte. = e„_1 	 Te „ = e „+1  

Ahora bien como 

l
e, — e 11= -Ji 	para todo i# j, 

las sucesiones (Tiz  e„) y, (T e) no poseen subsucesión 

convergente en ¡2•  Luego por el Corolario 1.1, Ti, y Tde  no son 

compactos. 

Corolario 1.2: Sean X,Y espacios normados, T:X.-->11-  un 

operador lineal y M = tx e 1 É - : !Mi 5 1} la bola unitaria cerrada de 

X. T es compacto si y sólo si T(M) es relativamente compacto 

en Y. 

Demostración: 

Consecuencia inmediata del Corolario 1.1. 
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En el siguiente ejemplo utilizaremos el Corolario 1.2 para 

probar que el operador lineal dado es compacto. 

Ejemplo 14: Sea 1 — [0,1] y 

X=C(I)={ f :I —>RI f es continua } 

con la norma del supremo. Sea k e C (I x I); o sea k es una 

función continua en el cuadrado cerrado / x 1. 

Definamos el operador T:X-->X de la siguiente manera: 

	

(7i )(x) = Ik(x, Y) (Y)dY 	f e X 

No es dificil verificar que T es un operador lineal acotado. 

Sea 

M = {TE X : 	1 } 

Para probar que T es un. operador compacto sólo tenemos que 

probar que T(M) es uniformemente acotada y equicontinua (ver 

teorema de Arzelá-Ascoli). 

Como k es continua en r /X/, existe un N> O tal que 

110, Al S N para todo (x, y) e IxI 



luego 

f:Ik( 	Y)Ilf (Y)IdY 

plfIdy = /11,15_ N 

15 

para todo f E M. Por lo tanto T(M) es uniformemente acotada 

por N. 

Sea e> O, entonces existe un 5> 0 tal que 

k(xi , y) — k(x2 , y)i< E siempre que 	— x 2  < 8 

por lo tanto, para toda felll y 	— x2 1 < 8 se tiene que 

i(Tf )(xi) - (tf)(x2)1 = 

 

ik(x„.y) f(Y)dY - fk(x2,Y)f(Y)dY 

   

113 14x1y Y) - Ic(x 2 Y)11.1.  (Y)1dY 

rik(x„ y) - k (x 2  Y)llifildY 

fo lk(x,„ y) - k(x2,Y)IdY 

< 	dy = 
Jo 

Por consiguiente T(M) es equicontinua. 
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De lo anterior y por el Teorema de Arzelá-Ascoli se deduce 

que T(M) es relativamente compacto en X. Así por el Corolario 

12, T es compacto. 

Teorema 1.4: Sean X, Y espacios normados y T:X-+Y un 

operador lineal Entonces si T es acotado y dimT(X) <00 , el 

operador T es compacto. 

Demostración: 

Sea (;) una sucesión acotada en X . Como T es acotado, 

IITX n 	liT 111IX n  1, por lo tanto (Tx.) es acotada en Y. 
Además como ,dimT(X) <cc , {Tx . I n 1 } es relativamente 

compacto, por lo que (Tx„) posee una subsucesión convergente 

en Y. Por contigíriente, por el Teorema 1.3, T es un operador 
compacto. 

Corolario 1.3: Sean X, Y espacios normados y T : X —> Y un 

operador lineaL Si dimX < co , entonces T es compacto. 

Demostración: 

Como dim(X) < 00 T es acotado. Además 

dimT(X) dimX < co , 

luego por el Teorema 1.4, T es un operador compacto. 
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Podernos observar que del Corolario 1.3 y el Teorema 1.2 se 

deduce el siguiente corolario 

Corolario 1.4: Sea X un espacio normado y 1: X —> X el 

operador identidad. / es compacto si y sólo si dim(X) < oo •  

Otra consecuencia inmediata del Teorema 1.4 es que todo 

funcional lineal acotado f E X*  (el dual de X) es compacto. 

Definición 1.2: Sean X, Y espacios normados y T : X —> Y un 

operador lineal. T es un operador de rango finito si 

dim(T(X)) < oo 

El Teorema 1.4 nos dice que todos los operadores lineales 

acotados de rango finito son compactos. 

En los siguientes ejemplos aplicaremos el Teorema 1.4 para 

probar que los operadores dados son compactos. 

Ejemplo 1.5: Sea X' un espacio normado, f e X* y ;I  E X 

Definamos el operador 1: X ->1 por 

f(x) • z o 
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Claramente T es un operador lineal acotado. Por otro lado, 

como f :.X —› K es un operador lineal acotado y dim f(X) S 1, 

por el Teorema 1.4, f es un operador compacto. 

Sea (x„) una sucesión acotada en 1, luego (f (x„)) posee 

una subsucesión convergente en K, lo que implica que 

(f (x„) • zo ) posee una subsucesión convergente en X 

Pero T(x„)= f(x,,)• zo  . Luego (T(x„)) posee una subsucesión 

convergente en X . Así T es un operador compacto. 

Ejemplo 1.6: Sea X un espacio con producto interno y 

y0 ,z0 EX. Definamos el operador T : X -÷ X por 

Tx = (x, o ) • zo  

Note que el operador f.  : 1 —> K definido por 

f (x) = (x, yo ) 

es un operador lineal acotado, o sea f E X*.  

Además 

Tx = (x, y o ) • = f (x) • z o 

luego por el ejemplo anterior T es un operador compacto. 
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El siguiente ejemplo nos muestra que existen operadores 

lineales T : X —> I' de rango finito que no son compactos. 

Ejemplo 1.7: Sea 

X= I f :[0,1]--> R I f' existe yes continua en[0,1]} 

con la norma 

If1=1151f(01 

Definamos el operador T : X —› R por 

T(i. )-= f ' ( S) 

Claramente T es un operador lineal y dim(T(X)) = 1 . 

Probemos que T no es acotado. En efecto, para cada n k 1 sea 

[0,1] —> R definida por: 

f„(t)= cos (n Ir 0 

Note que 

ilf.11 = 1 
	

para todo nkl 

Y 

  

 

l'(f)! = If:01)1 = n't sen (V) 
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Luego si n es impar, TUJI = 	. Por lo tanto 

sup IT ( f)= 
O /11= 

00 

y T no es acotado. Por consiguiente, por el teorema 1.1, T no 
es compacto. 

Teorema 1.5: Sean X un espacio normado y Y un espacio de 

Banach. Sean (7.) una sucesión de operadores compactos de X 

en Y y 1': X Y un operador lineal. Si (1.) converge 

uniformemente a T; es decir, 	-÷ O, entonces T es un 

operador compacto. 

Demostración: 

Sea (x„,,) una sucesión acotada en X, luego existe un 

c > O tal que 

fi x „, 	c, 	para todo m 1 

Como los operadores T. son compactos, podemos escoger por el 

procedimiento estándar de diagonalización, una subsucesión 

(x„,k  ) de (x„,) tal que (T, x ny ) converge en Y para todo n fijo. 

Sea e > O, comoll1, -111--> 0,,eritonces existe No  tal que 
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para todo n No  

Como (TNo xmk  ) es una sucesión convergente en Y, (Tnxmk )es  

de Cauchy, luego existe un N, tal que 

(k,1 1§1,r ) 

Luego si 	, se tiene que 

 

TXm  -TN0 Xmk  +1171No Xmk  —Tparo Xml  

iT 'T1,4 1 xmk 	e 
3 + ITN0 Thr, 

 

Tx„,,-Txm, 

 

  

    

    

    

E- E E 
3c 3 3c 

= 

Así (Txmk  ) es una sucesión de Cauchy en Y. Como Y es 

completo (Tx„,k ) es convergente en Y, y (X„,1) es una subsucesión 

de (xm ). Por lo tanto T es compacto. 

Observación: El teorema anterior es falso si se remplaza 

convergencia unifórme por convergencia fuertes; es decir, si 

V;= - Tx11 	O 	para todo X E X , 

como lo muestra el siguiente ejemplo. 



[ i=1 
Irn,x1= 

n 
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Ejemplo 1.8: Consideremos el espacio de Banach 12  y 

definamos el operador Tn 12 	r2 corno sigue: 

= 	 , 	donde X = (Ii) E 12 . 

Claramente T„ es un operador lineal. Además para X = (11) E 12  

se tiene que 

Por lo tanto T„ es un operador lineal acotado para todo n 1. 

Además dim(T„(12 )) < 00 . Luego por el Teorema 1.4, Tn es un 

operador compacto para todo n 1, . 

Note que 

--> x = lx, 	para todo X E 12  , 

o sea 

para todo X E 12 

Pero / :12  -->12  no es un operador compacto ya que dim(12) =00  

En el siguiente ejemplo utilizaremos el Teorema 1.5 para 

probar que el operador dado es compacto. 
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Ejemplo 1.9: Definamos el operador lineal T :12  —> 12  por 

Tx = y = 	, 

donde x = 	E 12  y 	71, = -7-  para j = 1,2,... 

Note que (71;) E ¡2•  Probemos que T es un operador compacto. 

Definamos la sucesión de operadores linealesT : n 	/2 por:  

12 13 1 Tnx = 2 3 	n X = (1j) E /2  

Claramente los operadores TI, son acotados. Además como 

dim(T„ (X)) < 00, por el Teorema 1.4, T„ es compacto para todo 

Por otro lado, 

Tx — T„x = (T — T„)x = (0,0,...,0,  n+1 1,1+2  ...) 
n+1' n + 2' (n ceros) 

Y 

- Tjx112  
2 

	

= 	1 	2 
= 

i=n+1 	i=n+1 J 

	

‘24, 	,2 1 
(n+1) 	(n+ 1)2 
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Tomandp'el supremo sobre los X € 11  tal que 04=11  se tiene que 

 

!MI 	1  
sup 
jxhi n+1 n+1 

= sup 	— T. 

 

Luego lir — -40 cuando n co , Así por el Teorema 1.5 T es 

un operador compacto. 

1.3. Propiedades Fundamentales de los Operadores 
Compactos. 

A continuación probaremos las' propiedades algebraicas del 

conjunto de los operadores compactos T : X Y. 

Teorema 1.6: Sean X ,Y espacios normados y 

K(X,Y)={Z'• X —› Y I T es compacto } , 

K(X,Y) es un espacio vectorial. 
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Demostración: 

Sean T" T2  e K(X,Y) y (;) una sucesión acotada en X . 

Como Ti  y 72  son compactos, existe una subsucesión (x.i  ) 

de (x„) tal que (Tix„. ) y (T2 x„k  ) son convergentes en Y. 

Luego (T1 + T2 )(xnk  ) y (aaix,,k ) son convergentes en Y, para 

todo a E K (cuerpo de escalares). Asi pues T1  +T2  y a Ti  son 

compactos; o sea Ti +72  € K(X,Y) y aTI EK(X,Y). De lo 

anterior se deduce que K(X, Y) es un espacio vectorial sobre 

K. 

Corolario 1.5: Sean X,  Y espacios normados, 

Ti, T2,...,T„ : X —> Y operadores compactos y a" a2 ,...,a„ e K, 

n 

entonces E a ,T  es un operador compacto. 
i=1 

Otra propiedad importante de los operadores compactos 
está expresada en el siguiente teorema. 

Teorema 1.7: Sea X un espacio normado, K:X-4X un 

operador compacto y L:X--->X un operador lineal acotado. 

Entonces KL y LK son compactos. 
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Demostración: 

Sea B, un subconjunto acotado de 1. Corno L es acotado, 

L(B) es un ,conjunto acotado de X y K(L(B))= KL(B) es 

relativamente compacto en X , pues K es compacto. Así KL es 
compacto. 

Por otro lado, sea (x„) una sucesión acotada en X . Como 

K es compacto, por el Teorema 1.3 (Kx„) posee una 

subsucesión convergente (Kx) en X . Como L es acotado, es 

continuo y por lo tanto lleva sucesiones convergentes en 

sucesiones convergentes, así L(Kx„,) converge, y por el 

Teorema 1.3 se tiene que LK es compacto. 

Observación: El Teorema 1.7 sigue siendo verdadero, aún 
cuando el espacio de llegada del operador es diferente del espacio 

de partida, sólo se tiene que suponerse que las compuestas KL o 
LK tengan sentido. La demostración es identica. 

Los operadores compactos tienen la interesante propiedad 
de transformar la convergencia débil en convergencia fuerte, como 
lo muestra el siguiente teorema. 
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Teorema 1.8: Sean X, Y espacios normados, T:X-->Y un 

operador compacto y (x.) una sucesión en X . Si x„ ---1---' >x 

(convergencia débil) entonces Tx. --> Tx (convergencia fuerte). 

Demostración: 

Primeramente vamos a demostrar que 

Tx  

y luego que 

Tx„ --> Tx 

Sea g un funcional lineal acotado en Y. Definamos el funcional 

f : X —> K por 

f (z) = g(Tz) 	z E X 	(1) 

Claramente f es un funcional lineal, además como 

1 f (z )I = 1g (Tz )1 	11 g IIIP II 5- lig II in z II 

se tiene que f es acotado. 

Como x„ --2--' 	se tiene por definición que f(x.)-* f (x) . 

Luego por (1) se tiene que 

g(Tx) —> g(Tx) , 
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Como g es arbitrario, esto prueba que 

Txn  ---t--' >Tx 	 (2) 

Falta probar que Tx„ --> Tx . Supongamos que no es cierto. 

Entonces (Tx) posee una subsucesión (Tx„,) tal que 

ITx„, —Tx - ?- 8 para algún 8 > 0 y para todo k 1 . como (x n ) 

 

es una sucesión débilmente convergente, entonces (x.) es 

acotado, por lo tanto (xn, ) es una subsucesión acotada. Como 

T es compacto, (Tx„k  ) posee una subsucesión convergente en 

Y, digamos Txn., --> Y' . 

Como Txnk —› Y, entonces Tx,  ---1—' > Y, luego por (2) resulta pkp  

que y= Tx yen consecuencia 171x p  — Tx -÷ 0 . Lo  que 

contradice que 1Tx,,kp  —Tx 8  > 0  . Así pues Tx„ —> Tx. 

  

Observación: Es claro que si X, Y son espacios normados, Z 

un subespacio de X y T:X ---> Y es un operador compacto, 

entonces la restricción Tz  : Z -÷ Y de T a Z es también un 

operador compacto. 
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1.4. Propiedades Espectrales de los Operadores 

Compactos en Espacios Normados. 

En esta sección haremos un estudio de las propiedades 

espectrales más importantes de los operadores lineales 

compactos. Para ello consideramos un operador lineal compacto 

T:X-->X, donde X un espacio normado. Al operador T le 

asociamos un operador TA definido por 

T =T-21, 

donde A es un número complejo e / es el operador identidad de 

x . 

Definición 1.3: Sean X un espacio normado y T:X-->X un 

operador lineal acotado. El número complejo es llamado un 

valor propio de T si existe un xEX, x*O, tal que 

Tx = ,A,x 

X es llamado un vector propio de T correspondiente al valor 

propio 2. 
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Definición 1.4: Sea X un espacio normado y T:X->X un 

operador lineal acotado. El número complejo 2 es llamado un 

valor regular de T si (T - .10-1  existe y es acotado. 

El conjunto de los valores regulares de T se denota por p (T) y 

se llama el resolvente de T; o sea 

p(1')=. {#1. E CIT 2:4  =(T - M)' existe yes acotado} 

El complemento de p(T) es llamado es llamado el espectrum de 

T, y se denota por cr(T); Así 

a(T) = C - p(T) 

a los elementos de o(T) se les llama valores espectrales de T. 

Finalmente al número real 

sup (PD 
AEff(T) 

se le llama el radio espectral de T 

Note que todo valor propio de un operador lineal acotado T 
también es un valor espectral de T. 

Más adelante veremos que todo valor espectral 2 # O, de 

un operador compacto, es un valor propio. 
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Nuestro primer teorema se refiere, al conjuntó de valores 

propios de un operador compacto: 

Teorema 1.9: Sean X un espacio normado y T:X-+X un 

operador compacto. Entonces el conjunto de valores propios de T 
es contable, y el único punto de acumulación posible de este 

conjunto es =O . 

Demostración: 

Sólo debemos demostrar que para cada número real r > O 

el conjunto de todos los valores propios tal que 121 r es finito. 

Supongamos lo contrario; entonces existe un ro  > O y una 

sucesión; (itn)i de valores propios de T, distintos, tales que 

12.1 ro  para todo n 1. Como it„ es un valor propio de T se 

tiene que Tx„ = 2,.x„ para algún X. E X, ; O, nk 1. Como 

los vectores propios X,,  corresponden a valores propios 

diferentes, tenemos que el conjunto { x. In k 1} es linealmente 

independiente. Sea 

[xlyx29.--yxn 

el subespacio vectorial generado por { 
	

, entonces 

todo X E M„ se puede escribir de forma única como 

x = al xi + ...+ cx„x„ 
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Note que 
2..„I)x 	:.1.1)(ai x1  +,. +a „x „) 

al(T 	....+ a „(T - 

=c(xi —211x1)+•••+«»_4(11:4;_3 —2wx,,4)+an(25,xn —25:xn) 

= 	 )xl *"+an-1(11'n-1 -  An)xn-1 

Es decir, 
(T — 2.1)x E Mn_i  para toda X E Mn  . 

Por otro lado MI„.1  es un subespacio propio cerrado de Mn  para 

toda n 2, ya que los Ain  son subespacios de dimensión finita 

del espacio normado X. Luego por el Lema de Riez existe una 

sucesión (Y„) en X, tal que 

b 	= 1, y, E 31-Pi Y In 
	 (1) 

para toda X E M.1 , n 2 

Así pues (ya) es una sucesión acotada en X . 

Ahora bien, sumando y restando 1151Yn podemos escribir 

Ty„ 	= Ty„ 	AYn TYm 

n 

donde 
= -Ty„ 
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Sea n>m. Probemos que r E Mn_i. En efecto, como m S n —1 , 

ym  E Mm  C MitA  = [X1, x2,..., x, 1] 

Así existen escalares ati,...,a„A  tales que 

ym  = arri  + ...+ ce l x„_, 

Luego 

Tym  = alT.; + ...+ ct„_,Tx„_, 

= avli x, + ...+ ce„_12„_I x.„_1  

por lo tanto 

Tym  E Mn_1 	 (2) 

Por otro lado, como (T — 	E Mn_1 entonces 

— (T — 2,,,I)y„ E M, 1  ya que M„_1  es un espacio vectorial. 

Como 

—(T — .1.„1)y„ = 2..„y„ —Ty„ 

se tiene que 

Any,:  — Ty„ E Mn_1 	 (3) 

De (2) y (3) resulta que 

r = Awy„—Ty„+Tym  E MI" 
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Por lo tanta, 

Mn--1 

Así pues, por-(1) obtenemos que:' 

IITY TYmD ='11251Y;: 	—112nYn AnY1 = 	4 	4 ro 

pues lit n ik ro  

Por çonsiguienter la sucesión (TY n ) no posee subsucesión 

convergente. Esto contradice la compacidad de T y prueba que el 

número de valores propios 2 para los cuales 121 r es finito. 

Hemos probado así que el conjunto de valores propios de T es a 

lo sumo contable. 

En base a lo anterior podemos ordenar los valores propios del 

operador compacto 7' en una sucesión { 211 2 ,... } 

Tal que 

1,1,1+11 
	

para todo nkl 

y si T tiene infinitos valores propios, entonces 

Lim 	O 

Así que el único posible punto de acumulación del conjunto de los 

valores propios de T es 2 = O, 
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Teorema 1.10: Sea X un espacio normado de dimensión infinita 

y T:X--+X un operador compacto., Entonces Á = O pertenece 

al espectrum de o(T) de T. 

Demostración: 

Supongamos que 2 = O 0 a(T) , entonces 2 = O es un 

valor regular de T ; es decir 

Tí' =(T — 	=T-1  

existe y es acotado. Luego por el teorema 1.7 

/ = T -1T 

es un operador compacto. Esto implica por el Corolario 1.4 que 

dim(X) < 00 , lo que es una contradicción. Así pues O E a(T) . 

La siguiente propiedad se refiere a la dimensión del núcleo 

del operador 

TI  = T —.11 

Teorema 1.11: Sea X un espacio normado y T : X —> X un 

operador compacto. Entonces para todo it* 0 de T 

dimN (T — .11)<co 

y por lo tanto N(T-2)es un subespacio cerrado de X . 
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Demostración: 

SOladebemos próbar que la bola unitaria cerrada 

/11 	{ X e(T— 2.1) 	1 } 

del subespacio N(T — .11) de X es compacta. 

Sea (x„) una sucesión en M. Como ilx„ 151, entonces (xn ) 

es acotada. ,Además T es compacto, luego por Teorema 1.3, 

(Tx„) posee una subsucesión (Tx„k ) la cual converge en X. 

Ahora como 

; E' C N(T — 21)  

se tiene que 

Tx„— itlx„ =0 

o sea x„ = /171 	, pues it 

Como (Txn;) converge, entonces (x„k  ) = (X'rxnk  ) también 

converge. Además, como M es cerrado el límite de (xnt  ) está en 

M. Así la sucesión arbitraria (x„) en M posee una subsucesión 

convergente en M', esto implica que M es compacto. Por lo 

tanto, dim N(T — <oo y N(T — li) es un subespacio cerrado 

de X. 
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En el teorema anterior las condiciones de que T un 

operador compacto y A* O no pueden ser omitidas, como lo 

muestran los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 1.10 : Sea X un espacio normado y 1: X —> X el 

operador identidad. Si dimX= co entonces T no es compacto. 

Por otro lado, si 2=1 , 

N(1 — .1)= N (0) = X 

por lo tanto dim N(I — ,II)= 00 . 

Ejemplo 1.11: Sea X un espacio normado de dimensión infinita y 

T :X—>X el operador nulo. T es compacto; además si 2 = O, 

entonces 1 WT — M)= X y por lo tanto dim N(T —Al) = 00 . 

Como consecuencia del teorema anterior tenemos el 

siguiente resultado. 

Corolario 1.6: Sea X un espacio normado, T:X—>X un 

operador compacto, /1.*0 y N(71 ) el núcleo de TA  = T — .11 . 

Entonces: 
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dim N(Tan) < 00 	n = 112,... 

y N (T :) es un subespacio cerrado de X. 

Demostración: 

Note que 

T12  = (T — 2.0 2  

= T 2  - 2 A T + 221 

= 2,2 / + T[-2.1,T°  +T] 

donde T°  = I . De igual manera 

1113  = (T — 21)3  

= T 3  — 3 AT 2  + 3 2,2T — 231 

= — 2,31 + T[3.12T °  —32,T + T 2  ] 

En general se tiene que 

Tit n  = (T — 21)" 

= (-2)111 +T t(n  
k 

(...viy-kTk-1 
k=1  

Así podemos escribir a T2"  como 
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donde 

y L = TU con  U = t()(-2,)" T " 
k=1 

Como U es ° una combinación lineal de operadores lineales 
acotados, se tiene que U es acotado. Luego como T es 
compacto, por el Teorema 1.7, L es compacto. 
Así, por el Teorema 1.11, resulta que 

dim(N(7¡")) = dimN(L — p/) < • oo 

Observación: En la demostración del teorema anterior, se puede 
ver que si un operador T es compacto, entonces para todo entero 

positivo n, el operador T21' = (T — 	 " se puede escribir como 

T 	= L — donde /1 = -(-Ár O y L es compacto. 

El Teorema 1.11 se puede utilizar para probar que un 
operador lineal acotado no es compacto, como lo muestra el 
siguiente ejemplo. 

Ejemplo 1.12: Consideremos el operador T : 12 	12  definido 
por: 

Si x (e') 12 , entonces T (x) = net ) = Y = i) 
donde 
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ili = 

	

si 	si 

	

{ O 
	si 

i 
i 

es 	par 
es 	impar 

sin dificultad se prueba que T es un operador lineal. 

Además como 

11Tx111x1 

se tiene que T es un operador lineal acotado. 

Note que 

N (11  ,t ) = {O} si )t * O, 	\A * 1 

N(T,t )= {(ei ) E 12  lei  =O 	si i es 	par 1 si 2 = 0 

N(T2) = { (e ,) E ¡2,  si  =,o 	si i es 	impar} si 2 = 1 

para todo n k 1. 

Como dim(N(7)) = co para A. = 1, por el Teorema 1.11, T no es 

un operador compacto. 

Los operadores acotados, tienen la propiedad de que sus 

núcleos son cerrado, aunque sus rangos no necesariamente son 

cerrados. Vamos a ver, a través del siguiente teorema, que si un 

operador lineal T es compacto, los rangos de T,„ TA 2 , — - son 

cerrados, para todo 2* O. 
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Teorema 1.12: Sean X un espacio normado y 11 :X-4X un 

operador compacto. Para todo 	O el rango de 71, = —Áf es 

cerrado. 

Demostración: 

Obviamente, 

T(X) = ITI (x),1 x E X } 

es un subespacio de X . Sea y E T A(X) , entonces existe una 

sucesión (x„) en X tal que 

Ya -= 7,1(xa) —> Y 

Como por el Teorema 1.11 dim(N(7:1)) < 00 , por el teorema de la 

Mejor Aproximación en espacios normados, para cada XI:  existe 

una mejor aproximación zo, e N(T) con respecto a N(71 ) ; o sea 

Xn  — z,, = -{1Xn,HUIEZU E 111:(T1)}= 	N(TI )) 

Consideremos la sucesión (tn) en X definida por 
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Probemos por reducción al absurdo que (te ) es una 

sucesión acotada. Supongamos que (t„) no es una sucesión 

acotada, entonces existe una subsucesión (t„k  ) de (t„) tal que 

kk 	para toda k E N 

Definamos ahora la sucesión (vk ) en X por 

t„, 

tnk  k E N 

  

Como ilvk  11 = 1 para toda k EN y T es un operador compacto, 

existe una subsucesión (vki  ) de (vk  ) tal que 

Note que 

Así 

Tv k  -- > VE X J 

TA  (t 11 ) = TA  (X n ) — Ta(z.)=Tt (x.)= y. 

7 ' 2 (0 —> y 

tni  



Por lo tanto 

IT,t (t.
k

)11 IT,t (t )1 
1lTit(Vk)1=  	k n 	k 	7-_-›*  , o  O 

0 t  nk 1  

ya que la sucesión (Ta «ni, » es convergente. Luego 

TI  (vk  )--->>„, O 

Por otro lado, como 

vk  ==11.(T — 21)v —Tv .1==11.T v —Tvk  1 A J 	 k 	k A Ak 

	

J 	J 	1 	J 

se tiene que 

Vki —>IV 

Por consiguiente, como TA es acotado 

Ti (v ki ) —› T1(1- v) 

Así pues 

T,, e v) = o 

o sea 1 v e N(n) . 

Ahora bien, como 

k j, 	2 

  

tk .1 
1 V E N (T2 ) 	para toda k 

  



= 1 z nk  , x 
t nk  1 	n k 
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se tiene que 

liv k  — -}- v II = 

= 

= 

tn„ 
t n,, 

x nk , Z nk  

i t  nk 

1 

tnk  

  

 

xnk  — (znk  + 1 

 

  

   

,  1  hif 
{ H 

xnk 	ii  — u„: u E N (T1 )} 
Itnk l 

Es decir 

Ovk --1-vil>.1 	para todo k EN 

lo que contradice el hecho de que 

1 Vkj  —.1_0o  —> A  V 

Así pues la sucesión (te ) es acotada. Por ser T un operador 

compacto, existe una subsucesión (tnk ) de (te ) tal que (Atnk  » 

es convergente en X . 
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A cada tnk  lo podemos escribir como 

tnk  = j'ir (tnk  ) — Atnk  — T (tnk  ).1 

= 7:1-1- [Ti  (tnk  ) — T (tnk  )1 

= 1  17:t  (xnk  — znk  ) — T(tnk  )1 

=---1[Ta(xnk )—T(tnk )] 

Como (T A  x lik  ) y (Tt nk ) son convergentes, (tnk  ) es 

convergente, digamos a t EX. 

Finalmente, como tnk  --> t,  se tiene que 

Ta(tnk )—>Ta(t) 

pero 

TI  (tnk  ) = TI.  (xnk  — zni  ) = Ta, (xnk  ) —› y 

Por consiguiente y = TI  (t) , es decir y E TA, (X) . Así 1:1(X) es 

cerrado. 

Corolario 1.7: Sean X un espacio normado, T : X --> X un 

operador compacto y Á * O. Entonces el rango de TAn  es un 

subespacio cerrado de X , para todo número natural n. 



46 

Demostración: 

En la demostración del Corolario 1.6 vimos que TAn  se 

puede escribir como 

nn = L — pl donde L es un operador compacto y p * O . 

Luego por el Teorema 1.12, el rango de TAn  es cerrado para todo 

numero natural n. 

Finalizamos este capítulo con el siguiente resultado 

Teorema 1.13: Sea X un espacio normado y T:X-+X un 

operador compacto. Entonces para todo 2 * O, 

X = 7:1°  (X) D TA  (X) D 7:12  (X) D ... 

donde TA°  = / es el operador identidad de 1. 

Demostración: 
Es claro que 

X = Ta°  (X) n 7:1(X) 

luego 

Ta  (X) D 7 :t (T x (X)) = T ,I2  (X) 

Así, por inducción se tiene que 

X = TAC (X) D 7 :t (X) m T 12  (X) D ... 



CAPITULO II 

TEORÍA DE RIESZ 
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CAPITULO II 

TEORÍA DE RIESZ 

2.1. La Teoría de Riesz para Operadores Compactos 

Del capítulo anterior sabemos que si T : 	X es un 

operador compacto definido en el espacio norrnado X y si A* O, 

entonces: 

• Los núcleos N(Ti n ) son subespacios de dimensión finita 

de X y satisfacen: 

{O} = N(Ta°) c N(TA ) c N(T 2.2 ) c 

• Los rangos T An  (X) son subespacios cerrados de X y 

satisfacen: 

X = TA°(X) T (%)  Ta2 	• • • 

En lo que sigue probaremos algunos resultados que nos dan 

mucha más inforrnación acerca de las inclusiones antes 

mencionadas 
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Teorema 2.1: Sea X un espacio normado, T : X -*X un 

operador compacto y A* O, Entonces existe un únicaentero no 

negativo r, dependiendo de , tal que 

{0} 	N(I 21°  ) N(T N(7 :12  ) 	N(T ) 

N(Ttr  ) = N(T71 ) = 

Demostración: 

Es obvio que 

c N(7;2  ) c N(7112),c 

Asumamos que 

{o}= N(T20 )N(Tit )N(T22 )... 

Como por el Corolario 1.6 dim n'A  n  <00 para todo n O, por el 

Lema de Riesz, para cada n 1 existe un Xn  E n'a") tal que 

ik„11 = 	y 	d(x.", iy(T,"')) y2, 	 (1) 

COMO T,= T 	e tiene que 7: = Ti + . Luego 

= Ttx„+ 	T m  Ax„, 

=,Áx - x 

donde 
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x =7:t xm  + Ax„,—Tz x„ 

Supongamos que m < n, entonces m n —1, por lo tanto 

E N (TI' ) c N (T ,r1  ) 

Además 

O Sea 

Similarmente 

o sea 

Tr-1(7:t x) = TI' xm  =O 

TI  xm  e N(T 1 ) c N(771) 

77-1(Tlx„) = x„= O 

TI  Xn  E N(77-1) 

De todo lo anterior se tiene que X E N (77-1 ) , de donde 

A. X E N (T,t'") . Así, por (1) tenemos que 

1171x . — Tx m il= ilitx. — xl=1.1,11x. — Á,-.1 x1 X121 	(2) 

siempre que n> m. 

De (2) se deduce que la sucesión (Tx.) no posee subsucesión 

convergente, siendo (Xn ) una sucesión acotada. Esto contradice 
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la hipótesis de que T es un operador compacto. Por consiguiente 

existe un entero no negativo m tal que N(T) = N(Tri ). 

Sea n> m. Probemos que N(7:1") = N(Tri ). En efecto, 

sabemos que N(T,In ) c N(T,r1 ). sea X E N(T 1 ) y 

supongamos que x O NTin ), entonces 

T:+1  (x) = O Y 

Como n>m, n—m>0. Sea z = TAn-mx, entonces 

TI' 1  z = Tir (Ti."' x) = T:+1  x = O 

pero 

Trz=T; (Ta n' x) = T: x * O 

lo que contradice el hecho que N(Tam ) = N(T:+1 ) . 

así pues NT,In) = N (T,r1 ) para todo n> m . 
Hemos probado que el conjunto 

S =InEN:N(TD= N(T")} 

es no vacío. Sea 

r = mm(S) 
entonces 

{0}=N(TA.°)N(Ta)N(1:12)...N(Tar) 
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además, por lo probado anteriormente, se tiene que 

N(T,)=N(Tri )=... 

Teorema 2.2: Sea X un espacio normado, T:X--*X un 

operador compacto y A*0. Entonces existe un único entero no 

negativo q, dependiendo de A, tal que 

X =7:,°(X)DT,I (X)D1'12 (X)D...?71(X) 

Y 

T(  X) = TI"' (X) = ... 

Demostración: 

En el Teorema 1.13 se probó que 

X = TA°V) D Ti (X) D 7:1,2(X) D.-

supongamos que 

X = 

Como por el Corolario 1.7, Ti.'(X)es cerrado, por el Lema de 

Riesz, para cada n E N existe un y,:  E T: (10 tal que 

ilyi3O =1 	y 	dist(y,,,T2"14  (X)) Y2 
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Sea Xn  E X  tal que TA,n(x„) = y„ . Tomemos m > n , 

entonces 

Ty„ — Ty„, = Tt y„ +2,y„ —Tt y,,, — ily„, 

=.%y — (TAYm + 113'm —TAY.) 

= AY. —  x 

donde 

x = Tt ym  + ily n, —Tt y„ 
= 77+1 (rr-nxm 4- Állm-n-lXin  — Xn ) E T i(X) 

Así, 

   

 

l'Y. - TYm II = 12-1 y„ — 2-'x 

    

lo que implica que (Tyn ) no posee subsucesión convergente. 

Pero (ya ) es una subsucesión acotado y T es un operador 

compacto, lo que es una contradicción. Así pues, existe un n E N 

tal que T,In  (X) = Zin." (X) . 

Definamos 

q : min.{ k e N :ni' ( X) = TIk." ( X)} 

entonces 

x= no(x)DTA(X)D...DTAq(X)= Trl(X) 
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Probemos por inducción que 

Taq (X)= T ,Z+1  (X) = T aq+2  (X) = ... 

Sabemos que TI  q  (X ) = TI+1  (X ) . Supongamos que para un 

k .> q , Tl k  (X ) = 7'2k-44 (X ) . sea z E ir (X) , entonces 

existe un x E X con TAk +1  x = z , o sea 

z = TA, k+1  X = T,t (TAk x) 

Como TAk  X E T(  X) = Tlk+1  (X) , existe un X-  E X tal que 

Titkx = 

Así 

z = T 1 (1 ' :+1  x) = 

lo que implica que z E TAk +2  (X ) y TAk+1  (X ) = T,ik+2  (X ) . 

Por consiguiente, por el principio de inducción matemática se tiene 
que 

Ta  q (X ) = Tr1  (X ) = ... 

En el siguiente teorema combinamos los resultados de los 
dos teoremas anteriores. 
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Teorema 2.3 (Riesz): Sea X un espacio normado, T :1 -+1 

un operador compacto y it * O. Entonces existe un único entero 

no negativo n (dependiendo de 2.) tal que 

{0} = N(l'A°  ) N(T 2 ) ... N(T ) = N(T An+1 ) = ... 

y 

X =Tt°  (X)D T 61,(X)D ...DT: (X) = I 71  (X) = ... 

Demostración: 

En los Teoremas 2.1 y 2.2 se probó que existen enteros no 
negativos r y q tales que 

=N(T")=... 

Y 

X =Tt°  (X)DT a (X)D ...DT Aq  (X) = T 1+1  (X) = ... * 	* 

Probemos que r = q. Supongamos que r > q y sea x E N(TAr ) , 

entonces 

TAr-1  (X) E TAr-1  (X) = T Ar  (X) 

luego existe un z E X tal que 

7:tr-4  (x) = Tit" (z) 
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Como X E N(T; ) , se tiene que 

Tar+1(z) = Tx(T;(z))= 7:1(T2r-1(x)) = T'() = O 

por lo tanto z E N(Tar ) = N(T; ) . Luego 

7[' (x) = nr  (z) = O 

de donde X E N TAr-1 ) . Así pues N(T2 r ) c N(TAT I ) , 

pero como N(TAr-1) c N(Tl') , se tienen que N(T2r-1) = N (T l r  ) ; 

lo que es una contradicción. Por consiguiente r S q. 

Supongamos que r < q y sea y—  7:1:7-4 (x) E T,tq-1  (X) 

Como 

Tt (y)=T: (x) E T(  X) = 7 '  (X) 

existe un z E X tal que Ti  (y) = I ' A"'  (z) . Por lo tanto 

Taq (x — T, (z)) = '2 (T "1  (x)) - Tt (z) 

=T2(Y) -  I ' A (Y) 
=0 

o sea x — TA, (z) E N(TAq  ) . Pero como N(777-1 ) = N(771 ) , se 

tiene que x — 7:1(z) E N(TAq-4 ) , o sea 

= O 
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por consiguiente 

y . T» (x) . Tr ((x . 7:1 (z)). T 1(z)) . 
. 17' (x. T, (z)). Tr (7 :1 (z)) 

. TA, q  (z) í T" (X) 

Así pues e (X) CTAq  (X) . Pero como Taq  (X) CI:ri  (X) , se 

tiene que 7 1  (X) = Taq  (X) , lo que es una contradicción. 

De todo lo anterior se tiene que r = q. 

Definición 2.1: Sea X un espacio normado y T:X-->X un 
operador compacto. El único entero no negativo n tal que 

{o} = N(1¡°  )c N (7;) c N (7¡2  ) c ... c N(TI" ) = N (r1 ) = ... 

Y 
X =Ti°  (X)Tí(X)7;2  (X)... li n  (X) = 1'(X) = ... 

se llama el número de Riesz del operador T. 

En el siguiente ejemplo determinaremos el número de Riesz 
de un operador compacto. 

Ejemplo 2.1: Consideremos el operador T :12  --> 12  definida por 

e e 
T(61 ,62 ,...)=(-3-  2  .) 
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En el Ejemplo 1.9 se probó que T es un operador compacto. 
Note que 

y•-) = Tfri 82, 	 e2 

= (81 62 	) 
1 	2 ".. 

= (O,— e 2, — .3-  e3,— e 	4,—) 

Luego 

N (Ti ) = = (e.) e 12  1 T1 (x) = O} 

(ea) E 12  /82  = ••• 

  

Por otro lado, para x = (e„) 

7112(x) = T1 (°2— 6,—  183 -1e4y-) 
=0,(1)2 e2,(i)2 e3,...)  

por lo tanto 

{X = (En) E 12  / 62  =63  = 

Así pues N(T1 ) = (T1 2  ) . De los Teoremas 2.1, 2.2 y 2.3 se 

concluye que TI (X) = (X) y que el número de Riesz de T es 

n=1. 
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Una consecuencia muy importante del Teorema 2.3 es que 

el espacio normado X se puede descomponer como suma 

directa de los subespacios N(Ti ) y T: (X) como lo indica el 

siguiente teorema: 

Teorema 2.4: Sea X un espacio normado, T : X —> X un 

operador compacto y A* O. Entonces X puede representarse en 
la forma 

X = N(T:)ED TI ,»  (X) 

donde n es el número entero no negativo determinado en el 
Teorema 2.3. 

Demostración: 

Supongamos que x E N(Tin )n Ti" (X) . Entonces existe un 

z E X tal que 

x=7(  z) y 

Luego T22n(z)= O, lo que implica que Z E N(7A2n) = N(T it" ) . 

Por lo tanto 

x = 7 (z) = O 

Así pues 

N(7:1") n Tln  (X) = {o} 
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Sea ahora X E X . Entonces TAn  (X) ETA:1  (X) 7,= a2n ) Por lo 

tanto, existe u E X tal que Ti" (x) = 7,2,2n (u)  

Definamos 

Y := T n  (Y) 	, 	2:=x-y 

entonces 

7  in  (zY =T (x) — in  (Y) = (X) —e' (u) = (x) - (x) =0 

Por lo tanto 

,x=k+y con z E N(T;), y Tz n(X) 

Y 

X = N(Ti")  

Otra consecuencia del Teorema 2.3 es el siguiente 
resultado 

Teorema 2.5: : Sea X un espacio normado, T : X —> X un 

operador compacto, A. O y TA, inyectivo. Entonces el operador 

inverso TA-1  : X —) X existe y es acotado. 
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Demostración:1 

Como TA es inyectivo, Avar= 101. Luego 

N(TA,°) = N(T2). Por lo tanto, por el Teorema 2.3, n=0 y 

X =TI°  (X)= 7iG19, lo que implica que TA  es suryectiva. Así TA, 

es biyectivo y 7171  : X --> X existe y es lineal. 

Supongamos que TA no es acotado, entonces existe una 

sucesión (;) de elementos de X tal que 

=1 	y n-ixn  

   

Definamos 

x„ 	Y"  u := 	para todo n E N zn:= lly.11' 	n llII 

II  
 Illixy:1 7 1Y1'n11 1.-7—>"° ° 

..Ta ,(y) 	xn  

5 II 

por lo tanto 

:= 

Y 
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Como Duni! =1 y T es compacto, existe una subsucesión (11,1  ) de 

(;)tal que (T(unk  )) es convergente, digamos a vEX. Luego 

como 

se tiene que 

unk  = 1 IT(unk  ) — znk  j—> 1 y 

pero como 

TÁ, (unk  ) 

 

-40 

 

Concluimos que 1" l (( v) = 0; es decir, lv E N(Ti) = { O} . Lo que 

implica que y = 0 . Por lo tanto 

T (u nk ) 	—> O 

Ahora bien, 

luego 

lo que implica que 

T A. (1 i nk ) = T(u nk ) — Aun. 

Unk  =  

Unk 	n_>«, —> O 

Pero esto contradice el hecho de que 1 1 U n  11 = 1  para todo n e N. 

Así pues, Ti' es un operador lineal acotado. 
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Una consecuencia inmediáta del Teorema 2.3. es el siguiente 
resultado. 

Corolario 2.1: Sea X un espacio normado;  T:X—>IC un 

operador compacto, 2 * O y supongamos que TA  no es inyectivo. 

Entonces TA  (X) es un subespacio propio de X . 

Demostración: 

Como 72  no es inyectivo N(n) (0). Luego por el 

Teorema 2.3 se tiene que n 1. Esto implica que TA(X)* X 

Así, ra,(X) es un subespacio propio de X . 

Teorema 2.6: Sea X un espacio normado, 7' : X —› X un 

operador compacto y 	O. Si 2 es un valor espectral de T, 
entonces A es un valor propio de T. 

Demostración: 

Supongamos que 2 es un valor espectral de T, entonces 

TA-1  no existe como operador lineal acotado. Si N(TA)* {o}, 

entonces existe un X E X, X O 

Tal que 

,t (x) = T (x)— ylx = O' 

o sea Tx = Ax y 2 es un valor propio de 7'. 
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Si NuD= {O},,entonces TA es inyectivo. Luego por el 

Teorema 2.5, Ti' existe y es acotado. Esto implica que 

E p(T) lo que es una contradicción. Así pues, todos los valores 

espectrales no nulos de T son valores propios de T. 

Como consecuencia de los Teoremas 1.9, 1.10 y 2.6 

obtenemos el siguiente resultado. 

Corolario 2.2: Sea X un espacio normado, T:X-->X un 

operador compacto. Entonces a(T)—{0} consiste de un conjunto 

contable de valores propios, sin puntos de acumulación, excepto, 

posiblemente, = 0 . Si dim(X) = 00 , entonces O E 

Del Corolario 2.2 se desprende que todo ft* O es un valor 

regular o un valor propio del operador compacto T. Además por el 

Teorema 1.10, 2=0 es un valor espectral de T; o sea O E cr(T) , 

si dim(X) = OD . Si dim(X) 00 , entonces T puede ser 

representado mediante una matriz, y puede ocurrir que 2 = O sea 

un valor regular, o sea O E p(T) , Si dim(X)< oo y O E a(T) , 

entonces A = O es (un valor propio de T. Finalmente puede ocurrir 

que un operador compacto no tenga valores propios como lo 

muestra el siguiente ejemplo. 
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Ejemplo 2.2: Sea T :12  -÷ 12  el operador lineal definido por 

e1  e2 ,e33  ,...) donde x = 

Note que T=K0L, donde 

L(x) = 

K(x) = (O, , e2 ,...) 

Por el Ejemplo 1.9 L es compacto y por el Ejemplo 1.3 K es un 

operador lineal acotado. Luego por el Teorema 1.7, T es un 

operador compacto. 

Como dimW = 00, por el Teorema 1.10, 0 e o-(T) 

Sea x = (e1 ) y supongamos que Tx = "Ix con 	O, entonces 

Tx = 	 = (0, 811  , 622',...) 

Por lo tanto 

82 
2 '••• 

COMO Á, # O l  =62  = 63  1= =O, osea x=0. 

De lo anterior se tiene que 2 no es un valor propio de T. 

Luego, por el Corolario 2.2 se tiene que a(T) = {0}. Note que 

= 0 no es un valor propio de T, ya que si Tx= 0., entonces 

x =0; o sea, T es un operador inyectivo. 
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2.2. Operadores Adjuntos de Operadores Compactos 

En esta sección consideraremos un espacio normado X y un 

operador compacto T: X —›'X.   El dual de X es el espacio 

normado X' definido por 

X' = {f : X --> C I f es un operador lineal acotado} 

El operador adjunto T x  de T se define por 

Tx : X' > X' 

(T g)( x) = g (Tx ) 

Tx  es un operador lineal acotado y T 

   

Si X es un espacio de Hubert, entonces el operador 

adjunto de Hilbert de T se denota por T*  y se define mediante 
la siguiente propiedad 

T:X .> X 

para todo x,y E X 

T.  existe y es un operador lineal acotado. Además T * 1 = 117'11 . 

  

Teorema 2.7: Sea X un espacio normadoy T : X —> X un 

operador compacto, entonces T x  : X' - X' es compacto. 



Demostración: 

Sea M un subconjunto acotado de X' T . Como X' es 

completo, para probar que Tx  (M) es relativamente compacto 

sólo debemos que probar que Tx  (M) es totalmente acotado, o 

sea que para todo e > 0 existe un conjunto finito B, c X' 

(e-red finita parar(M)) tal que para cada f E T x(M), 

d(f,B,)< e . 

En efecto, sea 6 > 0. Como M está acotado en X', existe 

un c > 0 tal que 

1111 c 	para todo g E M. 

Por ser T compacto, T(V)es rélativamente compacto, donde 

= 	E X ; 	1}. Luego T(V) es totalmente acotado en 1. 

e 
Tomemos el = —4c ' entonces existe una el —red finita F, de 

T(V) tal que T(V) c FE . Esto implica que existen x1,x2,...,x„ en 

V tales que para cada x E V, 

-TX11< -8  
4c 

 

para algún i 	(1) 

Definamos el operador 

1,1X' -->C1  



67 

por 

Lg (g(Tx1 ),g(Tx2 ),...,g(Tx„)) 

Como g y T son operadores lineales acotados, L es un 

operador lineal acotado. Además como dim(L(X')) < 00, por el 

Teorema 1.4, L es un operador compacto. 

Por ser M acotado en X', L(M) es relativamente compacto y 

e 
por lo tanto totalmente acotado. Sea 82 = -

4 ' 
entonces 

L(M)contiene una 82 — red finita de L(M). Esto significa que 

existen gog2.,...,g. E M tal que para cada g EM, 

 

e < - 
0 4 

 

- Lg para algún 1 	(2) 

 

donde I H0  es la norma usual de C" . 

Consideremos el conjunto N = {Tx ,Tx g2 ,...,Tx g.} y 

probemos que N osuna s — red para T (M). sea g M , 

entonces para cada i = 	n y j = 	se tiene aue 

Ig(1x1 ),- g j,(Txy)12  t:Ig.(17Xi) - g 1 (Tx I )! 2  

-14 4/1102'  

=11L(g 7g  )1 
2 
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Luego, por (2), para cada g g AI existe un y, \^j<m, tal que

g(7*,)-g,(7x,)|2 ^(g-gjt2 Ayf (3)

para todo i = 1,2,..., it

Sea x g V, entonces por (1), para cada xeV existe un i tal que

x - Tx¡
4c

Tomemos un g g M, entonces (3) se satisface para algún j.

Por consiguiente

g(Tx) - gj(Tx)\ <\g(Ix) - g(7x,)| +\g(TX¡) - g,(rx,)| +|g,(rxf) - gj(Tx)
^W|̂ -rx/|+|g(rx/)-g/rx/)|+||gy||̂ xl.-r |̂

por lo tanto

f 6^
<,c

{4c é

< e

£
+ - + C

4

re}
K4cj

T*g-T*gj = sup T*(g-gj)(x)

=sup|(g-gy)(7x)
l*Ni

= sup (g(7^)-gy(rx)

< s
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Así pues para cada g E M existe un j, 1 j m tal que 

Tx g -r gil< e 

Esto implica que N ={T x .gi ,T x g2  !•••3 T x gm  } es una e-red 

para T x  (M) . Así pues r (M) es totalmente acotado, y por ende 

relativamente compacto. Lo anterior implica que r es compacto. 

Teorema 2.8: Sea X un espacio de Hubert y T: 1-41 un 

operador compacto. Entonces el operador adjunto de Hubert 

r :1 *X es compacto. 

Demostración: 

Como T es compacto y 71*  es acotado, luego por el 

Teorema 1.7, TI'.  : -+ X es compacto. 

Sea (x„) una sucesión acotada en 1, luego existe un 

c >0 tal que 	c para todo n 1. Además, existe una 

subsucesión (x„k) de (x„) tal que (TT*(x)) es convergente en 

1. Pero 



1T7' (x n. 
2c177's  (xnk  — xni  ) 

    

— x ) Ilx nk IFF Xn j  
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Xn„ 	-415,  
(=: 

 

 

   

(x.. 	(x.„— x„,» 
(ir 'S•( x n. — x ), X , — rni  

  

77's  (xn. — xni ) 

 

   

   

b que implica que (rxnk  ) es una sucesión de Cauchy en X. 

Como X es completo (rxnk  ) es convergente en X ; y por lo 

tanto, 	es compacto. 



CAPÍTULO III 

OPERADORES DE FREPHOLM 
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CAPITULO III 

OPERADORES DE FREDHOLM 

3.1. EcuaCiones que Envuelven Operadores 
Compactos. 

Para el operador compacto T:X-->X, yeX y 2, O, 

podemos considerar la ecuación 

Tx—Ax=y 	 (1) 

y la correspondiente ecuación homogénea 

Tx-2x = O 
	

(2) 

A estas ecuaciones le podemos asociar dos ecuaciones usando el 

operador adjunto 

Txf—,2f=g, gEr (3) 

y la ecuación homogénea 

Ixf—dif =O 	 (4) 

De igual manera, si X es un espacio de Hilbert, podemos 

considerar la ecuaciÓn 

'T sx-2x=0 	 (5) 



A continuación presentaremos algunos resultados referentes a 

estas ecuaciones. 

Teorema 3.1: Sea X un espacio normado, T : X —> X un 

operador compacto y 	O. Si la ecuación homogénea 

Tx — x = O 

tiene sólo la solución trivial, entonces para todo y E X la ecuación 

Tx---.1x=y 

Tiene una única solución xEX y esta solución depende 

continuamente de y. 

Demostración: 

Si la ecuación homogénea tiene sólo la solución trivial, 

entonces el operador TA, = T — 	es inyectivo. Luego por el 

Teorema 2.5, el operador inverso T2-1  : X —> X existe y es 

acotado, o sea que para cada y E X existe un único x E X tal 

que 7'yx, o sea — itx = y . Así que la ecuación 

Tx — itx =y 

tiene una única solución para cada yEX y esta solución 

depende continuamente de y, ya que Ti-.  es un operador 

continuo. 
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Teorema 3.2: Sea X un espacio normado, T : X --> X un 

operador compacto y 2.. * O. Si la ecuación homogénea 

Tx—flx=0 

tiene solución no trivial, entonces la ecuación no homogénea 

Tx — itx = y 

no tiene solución, o su solución general es de la forma 

x = + En  a kxk 
k=1 

donde XI !•••9 Xn son soluciones linealmente independientes de la 

ecuación homogénea, al  ,...› a*  son escalares arbitrarios y x0  es 

una solución particular de la ecuación no homogénea. 

Demostración: 

Por hipótesis el operador TA  = T — 21 no es inyectivo. Luego 

por el Corolario 2.1 71(X) es un subespacio propio de 1. 

Además, por el Teorema 1.11 dim(Ar(7;1))=-- n < oo . 

Sea {x1, x2,,..., x„ } una base para N(TA ) , entonces 

xi  1•••, Xn  son soluciones linealmente independientes de la 

ecuación homogénea. 

Sea yEX.Si yszT1(X) entonces la ecuación no homogénea 

Tx — 2x = y no posee solución. Supongamos que y E TA  (X) y 
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sea xo  EX tal que Ta(;)= Y ; o sea Tx o  —Áx0  = Y' . Luego XO 

es una solución de la ecuación no homogénea dada. 

Sea x una solución de la ecuación no homogénea dada, entonces 

T(x — xo) = Tit x — T,x, =y—y= O 

por lo tanto x— X0  E N(T,I) . Luego existen escalares a1 ,a2 ,...,a,, 

tales que 

X — xo  = E ak x k  
k=1 

así pues 

X = X o  + E a k x k  
k=1 

Teorema 3.3: Sea X un espacio normado, T:X—>X un 

operador compacto y 	O. La ecuación (1) 

Tx—flx=y 

tiene una solución x, si y sólo si y es tal que f(y)= O, para 

toda f E dY"  que satisfaga la ecuación (4) 

rf—ilf=0 

Así, si la ecuación (4) tiene sólo la solución trivial f=0, entonces 

la ecuación (1) tiene solución, para todo y E X 
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Demostración: 
Supongamos primero que la ecuación (1) tiene una solución 

x = X0 ; o sea, 

7:t x0  = Txo  — xo  = y 

Sea f e X'  una solución de (4), entonces 

f (y) = f (Tx o  — 2x o ) = f (Tx o ) — (x o ) 

Pero por la definición de operador adjunto, 

f (Tx0) = (7" f )(xo ) 

por lo tanto 

f(y) = (7" 7)(;) 	(;) = (T x  f — )(x0) = O 

Así pues, f(y)=0 para toda f EX' que satisface la ecuación (4). 

Recíprocamente supongamos que f(y)= O para toda 

f E X' que satisface la ecuación (4). Supongamos que la 

ecuación (1) no tiene solución, luego 

Taz' Tx — ilx'* y 

para todo X E X, luego Y T 	. Como por el Teorema 1.12 

TA, (X) es un subespacio cerrado de X , 

5'=: dist(y,n(X))'= inf — Ti (x)11: x eX)> o 
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Luego, corno una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach, 

existe un f X'  tal que 

= 1, f(z) = O para todo z E T,t (X) , f (y) = . 

Como f(z) = O para todo z e TI  (X) , f (Tix) = O para todo 

x€X,osea 

f (Tx — 2x) = f (Tx) — (x) = O 

por lo tanto 

(T x  f)(x)— 21(x) = (1" f — ilf)(x)= O 

para todo x E X, lo que implica que f es solución de la ecuación 

(4). Luego, por hipótesis f (y) = O, lo que es una contradicción. 

Así pues, la ecuación (1) debe tener solución. 

Los siguientes dos resultados están relacionados con la 
acotación de ciertas soluciones de la ecuación (1). 

Teorema 3.4: Sea X un espacio normado, T:X—>X un 

operador compacto y 	O. Sea xo  una solución de la ecuación 

(1) para un y E X dado. Entonces el conjunto S de las 

soluciones de la ecuación (1) contiene un elemento x de norma 
mínima; es decir 

{IX] : X E, S ,_}, 	X'E S ll = 
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Demostración: 

Si x e S, entonces z = x— x0  es una solución de la 

ecuación (2). Por lo tanto, toda solución de la ecuación (1) se 

puede escribir de la forma 

X = X0  

para algún z E NTA,) . Recíprocamente, para todo z E n'), la 

suma x = xo  + z es una solución de la ecuación (1). Así 

S = xo  + N(112 )={x0  + z I zeN(7:3} 

Definamos 

P(z):=11>X0 +zH y 	k := inf{p(z)/z E N(T ,t )} 

note que 

k = inf 	E S} 

Por la definición de ínfimo, existe una sucesión {z„) de 

elementos de mn) tal que 

hm p„(z ) hm 	z, 	k n-300 	n-400 

Como (P(zn )) es convergente, ella es acotada en R , además 

- x0,11'1[4 +2.1+1;1= p(z.)+ 
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se tiene que (zn ) es una sucesión acotada en X . Como T es 

compacto, (Tz„) posee una subsucesión convergente. Además 

como zn  EN (Ti ) se tiene que Tt zn  = O , o sea Tz 

Por consiguiente, como A* 0 , existe una subsucesión (zn, ) de 

(zn ) que es convergente, digamos a Zo E X . Pero como por el 

Teorema 1.11 N(72,) es cerrado, se tiene que Zo E N (Ti ) . 

Además como p es una función continua, 

p(z) —+ p(z) 

Así pues 

7(zo ) =lim p(;)= k 

y para 

se tiene que 

o sea 

X := Xo  +z0  ES 

líll = Dxo + zoO = p(z0 ) = k 

inf {114: x E s},= mm n NE: x É s) 

Teorema 3.5: Sea X 'un espacia normado, : X X un 

operador compacto y Á *0 _Entonces existe un número real 

c > O tal que para todo, Y E X para el cual la ecuación (1) tenga 

solución, al menos una de esas soluciones X satisface 

x 	Y 
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Demostración: 

Para cada y E X para el cual la ecuación (1) tenga solución 

denotaremos 

S'y = {X E X I Tx — = 

Por el Teorema 3.4 existe un xy E S,, tal que 

IIY II 
 = min ilx11 : x g sy} 

Probaremos que existe un número real C > O tal que para 

todo y E X, para el cual la ecuación (1) tenga solución, 

Supongamos que lo anterior no es cierto, entonces existe 

una sucesión (Yn) en X tal que 

Wynl!  

llll 

Como TI, =y,  multiplicando por a.> O se concluye que: 

axy, E Say  ,oxy 	 Sayl 

por lo que podemos suponer que lixy =1 

De esto y de nuestra suposición concluimos que 

0 



80 

Como (Xy„ ) es acotada y T compacto, existe una subsucesión 

convergente (Txy„, ) de (Txy„), digamos 

Tx-ynj  - 	yo  

Como 

se tiene que 

así 

y por lo tanto 

=TA x-y. =Tx-  y.  - 

Ax- 	= Ti y. - y 

, (T i,, — j ) 	1110  

De lo anterior se tiene que 

T(f yo  ) = yo  

Y 

= Ay o  

es decir, yo  E,N(Ta ),  Tomemos X41- = Xy, — yo , entonces 

TAxii =y 

o sea, X,, E 	, y por lo tanto 
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Así podernos concluir que la sucesión (xy,,, vo ) no es 

convergente. Pero esto contradice el hecho de que (xy., ) es una 

subsucesión convergente. Así pues, lo que hablamos supuesto no 

es cierto. Por lo tanto, existe un c > O tal que 

y llxll 	cllY11 

Para todo y E X para el cual la ecuación (1) tenga solución. 

En los Teoremas 3.4 y 3.5 hemos probado que para todo 

y E TA  (X) existe un Xy E Sy de mínima norma, además 

I X—Y  < co c= Stip 
yeT 2 (X ) 
y O 

Teorema 3.6: Sea X un espacio normado, T : X —> X un 

operador compacto y 	O. La ecuación (3) 

r 	21,= g 

tiene solución si y sólo si g(x) = O para toda x E X que satisface 

la ecuación (2) 

Tx— 	= O 

Por lo tanto si la ecuación (2) tiene sólo la solución trivial, entonces 

la ecuación (3) tiene solución para toda g:E X'. 



82 

Demostración: 

Supongamos que la ecuación (3) tiene solución para g y 

que x es solución de la ecuación (2), entonces 

g (x) = (7' f)(x) -1 f (x) 

= f(Tx) - 
= f (Tx - Az) 

= f(o) 
= 

Recíprocamente, supongamos que g(x)= 0 para toda 

solución X de la ecuación (2). Definamos la relación 

fo  :7(X) —K 

fo (y) = g(x) 	si Y = n(x) 

Probemos que en efecto, fo es una función. Sean 

x1,x2  E X tales que y = T (;) = T (X2) , entonces 

(xl  — x2 ) = O. Esto implica que xi  — x2  es una solución de (2), 

por lo tanto ,g(xi  — x2) = O, o sea g(x1 ) = g(x2 ). Así pues fo 

está bien definida; es decir, fo  es una función. 

Como TI  y g son funciones lineales acotadas, fo es una 

función lineal acotada. En efecto, por el Teorema 3.5, para todo 

y E TA(X) se tiene que 

llx: D5_ cIlyll  
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donde xy es una solución de la ecuación (1), de norma mínima.

Luego

\\My)\\=\\g(xy)\\í\\g\\\fiy\\íc\\g\\\\y\\

por consiguiente /0: TX(X) -> K es una función lineal acotada.

Por el Teorema de Hahn-Banach, el funcional /0 tiene una

extensión / sobre todo X, el cual es un funcional lineal acotado,

o sea / g X'.

De la definición de /0 tenemos que

f(Tx-foc) = f(Txx) = f0(Txx) = g(x)

para todo x g X, por lo tanto

g(x) =/(Tx - Xx) = f(Tx) - V(x) =(7"/)(x) - Af(x)

osea

(r/x*)-V(*) = «(*)

para todo x e X. Esto implica que / es una solución de la
ecuación (3)

Txf = V = g.

En el Teorema 3.3 presentamos la resolución de la ecuación (1)

en términos de la (4) y en el Teorema 3.6 presentamos la
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resolución de la ecuación (3) en términos de la (2). Finalizaremos 

esta sección presentando una relación entre las ecuaciones (1) y 

(2) y las ecuacionet (3) y (4). 

Teorema 3.7: Sea X un espacio normado, T:X-->X un 

operador compacto y it * O. Entonces la ecuación (1) tiene una 

solución X para cada y E X si y sólo si la ecuación homogénea 

(2) tiene sólo la solución trivial x = O. En este caso la solución de 

la ecuación (1) es única y T tiene una inversa acotada; o sea 

T1-1  es un operador lineal acotado. 

Demostración: 

Supongamos que la ecuación (1) tiene solución para todo 

yEX,y supongamos que existe un X1 E X, X1 * O tal que 

Tx, - x1 ='2; = 0. 0. 

Por hipótesis la ecuación (1) 

71,1x = Tx- Ax = 

tiene una solución x = X2 . De igual manera la ecuación TAx = x2  

tiene una solución X = . Procediendo de esta manera podemos 

construir una sucesión (x )  tal que 

= 7:t x2  = 	= p n-1 
•1',1 	 • A  n 
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para todo n 2. Por lo tanto 

O = TA  =ATA-2  X:2  = = Te n  

De lo anterior se tiene que ; E N( en  ) pero xn  ft N(T ) 

Pero como N(7») C N(Ten ) , se tiene que N(TAn-4 ) es un 

subespacio propio de N(T M ) para todo n>. 2. Pero esto 

contradice el Teorema 2.1. Así pues la ecuación (2) tiene 

solamente la solución trivial x =O. 

Recíprocamente, supongamos que x = O es la única 

solución de la ecuación (2). Luego por el Teorema 3.6 la ecuación 

(3) tiene solución para todo g E XI  

Como, por el Teorema 2.7, r es un operador compacto y la 
ecuación 

Tx f — = g 

tiene solución para todo g E X' , por lo probado anteriormente se 

tiene que la ecuación (4) 

f 

tiene sólo la solución trivial 1= Q. Luego por el Teorema 3.3 la 

ecuación (1) tiene solución para todo y EX .  
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Si 	x2  son dos soluciones de (1), entonces ; — x2  es una 

solución de (2). Esto implica que X1  - X2  = O, o sea ; = x2 . Así 
pues, en este caso la ecuación (1) tiene una única solución para 

cada y E X 

De lo anterior se tiene que Tí' existe y es lineal. 

Obviamente, la única solución x de la ecuación 

Tx—flx=y 

es la solución de mínima norma. Luego por el Teorema 3.5, existe 
un c > O tal que 

TA. -1  y = 11x11 5- cllY11 

  

para todo y E X . Esto implica que TA  es un operador lineal 

acotado. 

Corolario al: Sea X un espacio normado, T:X-->X un 
operador compacto y 	O. Entonces la ecuación (3) tiene 
solución para cada g EX' :Si y sólo si la ecuación (4) tiene 

solamente la solución trivial f =.0 . En este caso la solución de la 
ecuación (3) es única. 

Demostración: 
Esto es una consecuencia inmediata del Teorema 3.7 y del hecho 

de que r es un operador compacto. 
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3.2. La Alternativa de Fredholm 

En esta sección presentaremos la alternativa de Fredholm, la 

cual nos permite mostrar la existencia de solución de ecuaciones 

no homogéneas a través de la existencia de soluciones de la 

ecuación homogénea asociada. En particular probaremos que las 

ecuaciones del tipo TAx = Tx — = y , donde T es un operador 

compacto, satisfacen la alternativa de Fredholm. 

Definición 3.1: Sea X un espacio normado y L:X-->X un 

operador lineal acotado. L satisface la alternativa de Fredholm 

si se satisface una de las siguientes condiciones: 

(1) Las ecuaciones no homogéneas 

Lx y , 	Lf=g 

tienen solución única x y f, respectivamente, para todo 

yEX y gEX' 

Las correspondientes ecuaciones homogéneas 

Lx=0Lxf =O 

tienen sólo las soludiones triviales x=0 y f = O, 

respectivamente. 

(2) Las ecuaciones homogéneas 

Lx=0 , 	rf=o 
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tienen el mismo número de soluciones linealmente 

independientes 

	

Jr1 y X2 1•••9  X n 	Y 	.ti y ./.2 ,--, .fn 

respectivamente. Las ecuaciones no homogéneas 

Lx=y , rf=g 

tienen soluciones si y sólo si, y y g son tales que 

	

j(y)=O 	g(xi ) = O 

(para todo i = 1,2,—,n), respectivamente. 

Antes de probar la alternativa de Fredholm para operadores 

compactos T, estableceremos la relación entre las dimensiones 

de N(T) y N(r), para esto necesitaremos el siguiente Lema 

conocido con el nombre de Sistema Biortogonal, el cual es una 

consecuencia del Teorema de Hahn-Banach. 

Lema 3.1: Sea X un espacio normado. Si {fiy.f2,-.9.fn} es un 

conjunto linealmente independiente de X', entonces existen 

zp  z2 ,...,z. EX tales que 

mzi) = su = 
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De igual manera, si {xl, x2,...,;) es un conjunto linealmente 

independiente de X, entonces existen g1Ig2,...,g, E X' tales 

que 

si i * j 
gi (xli ) = ; = {1° 	si i = j 

En lo que sigue, T:X-->X es un operador compacto y 

TI' = (T — .11)x  = r— 2. I . 

Además consideraremos las ecuaciones 

(1) Tx — Ax = y 

(2) Tx — flx = O 

(3) T x  f — ilf = g 

(4) T x  f — y = o 

Teorema 3.8: Sea X un espacio de Banach, T:X—>X un 

operador compacto y 2* O. Entonces las ecuaciones (2) y (4) 
tiene el mismo número de soluciones linealmente independientes; 
o sea 

dim(N(TA))= dim(N(Tax)) = n <oo 



1 	si r= j 
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Demostración: 

Como TyTx son operadores compactos, entonces por el 

Teorema 1.11, dim( N (7' ,z )) < 00 y dim( N (T A x )) <00 . Sea 

dim( N (T ,t )) ='n y dim( N (T ,t x  )) = m . 

Si n = O, entonces (2) sólo tiene la solución trivial x = O. 
Luego por el Teorema 3.6, la ecuación (3) tiene solución para toda 

g E X' . Luego por el Corolario 3.1 la ecuación (4) tiene sólo la 

solución trivial f O, lo que implica que m = O. De igual manera, 

si m = 0 , entonces por los Teoremas 3.3 y 3.7 se tiene que n= 0. 

Supongamos que m >0 y n> 0. Sea {x1,--,xn} una base 

para N(T)  . Por el Lema 3.1 existen g1yg2,...,,g„ EX' tal que 

g(x)=
S ={ 

si 	j 
si i = j 

Sea ahora ffi,f2,—, f„,} una base para ,N(Tax ). De igual 

manera, por el Lema 3.1 existen zi-,z2",.,Z0, E X tales que 
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Supongamos que n < m. Definamos la función 

S : X --> X 
n 

S:X = Tx + E g , ( x )zi  
,... 

Como el operador g, (x)z, es de rango finito, por el Teorema 1.4, 

el operador es compacto. Por lo tanto, como la suma de 

operadores compactos es compacto, S es un operador compacto. 

Supongamos que X0 E N(S a ); o sea, 

SAX0 = ASIXO - x0 =0 
entonces 

ff (S,Ixe,) = f j(0)= O 	para j = 1,...,m 

Luego para todo j =1,2,...,n 

O = fi  (S,x0 ) = fi  (Sx,, — 
n 

= fi  (Tx 0 +E g1 (x0 )z i  — 2x0 ) 
i=1 

n 
= f j (T A X0  + E g i (x0 )zi ) 

i=1 
n 

= f J (11  A X 0 ) +E g i (xo )f i (z i ) 
1=1 

=(T2  f j )(x0 )+ g i (xo ) 

= gi(x0) 
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ya que fi  E N (T 1' ) . Por lo tanto  

g i (x0 )= O 	para j =1,2,...,n 

Esto implica que 

Sxo  = Txo  

de donde 

Taxo  = Txo  — 2x0  = Sro  — .1x0  = SitX0  =0 

por consiguiente xo  e N(1,3 . Como {x1,...lx„} es una base para, 

N(T2) podemos escribir 

n 
X0  = E ai xi  

aplicando g.;  para j =1,2,—,n obtenemos 

n 
O = g j  (x0 ) = ra,g.,(x,)= o /   

1=1 

lo que implica que x0  = 0. Hemos probado así que 

N(S2 ) = {O) 
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luego por el Teorema 3.1 la ecuación 

S ,t x = &r— itx = y 

tiene solución para todo y E X . Tomemos y = z, y sea x = V 

tal que 

S ,iv = z +1  

entonces 

1 =L+I(zn44)=.fa.d(s,tv) 

= fn,(sv— Av) 
n 

= f n+I (Tv + E g. (v)z, — 2,v) 
i=1 

n 
= fn+,(T Av + E g i (v)z i ) 

1=1 

n 
= 

t=1 

= Íni.i (T2v) 

=(Ttx.f..1)(v) 

Como n<m,n+ISm, además fn+i  E Wa x ). Esto implica que 

(71,txf„,1)(v) = O, lo que es una contradicción. Así pues m 5_ n. 
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'En forma análoga se obtiene una contradicción, si se supone 
que m < n. En este caso se define la función 

SY =7' f + f(zi )gt  

y se procede de manera similar. Así pues m = n y 

dim(N(T,t)) = dim(NtTa 

Estamos preparados para demostrar la alternativa de 
Fredholm para operadores compactos. 

Teorema 3.9: Sea X un espacio normado, T:X--->X un 

operador compacto y 	O. Entonces el operador TI  = T —2! 

satisface la alternativa de Fredholm. 

Demostración: 
Por el Teorema 3.7 y el Corolario 3.1 se tiene que las 

ecuaciones 

Tt x 	71± - ilx= y 	TV-2f=g 
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tienen soluciones únicas para todo y E "V, g E X' 
respectivamente, si y sólo si las ecuaciones 

Ttx =,Tx — 2x = 

tienen sólo la solución trivial x= O y f=0, respectivamente. 

Por el Teorema 3.8 las ecuaciones 

Tx— Ax =O , Tx f — 2.f =O 

tienen el mismo número de soluciones linealmente 

independientes. Además si 	xn  ies una base para N(T2  ) y 

{fl 	fp g } es una base para N(TA x ) , entonces por los Teoremas 

3.3 y 3.6 se tiene que las ecuaciones 

T.x—ylx=y , Txf—jf=g 

tienen soluciones si y sólo si 

fiCY)=0 	g(xi ) 
para todo i = 1,2"--, n , respectivamente 

Finalizamos esta sección aplicando nuestros resultados a la 

ecuación integral de Fredhólm de segundo tipo 

p etk( t)x(t)dt = y(s) 
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Note que si X = tf :[0,1]—> R I f es Continua) y T : X —› X es 

el operador definido en el Ejemplo 1.4, entonces T es un operador 

compacto. 

Tomando 2 = y Y(s) = — .P(s) , la ecuación integral se puede 

escribir de la forma 

Tx—Áx=y 

Luego por el Teorema 3.9, la ecuación integral posee una única 

solución para cada 9  E X o la ecuación homogénea asociada 

tiene un número finito de soluciones no triviales linealmente 

independientes. 

3.3. Operadores de Fredholm 

En esta sección introduciremos el concepto de Indice de un 

operador lineal, para posteriormente estudiar los operadores de 

Fredholm. Presentaremos algunos ejemplos de operadores de 

Fredholm y probaremos algunas propiedades que nos permiten 

construir operadores de Fredholm. También estableceremos 

algunas propiedades del conjunto Fred ( ,Y) de los operadores 

de Fredholm y del Indice de 'estos operadores. Finalmente 

definiremos la noción de congruencia módulo un operadores 

compactos para demostrar upa caracterización de los operadores 

de Fredholm. 
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Recordemos que si X es un espacio vectorial y Y es un 

subespacio de X entonces, por definición, la codimensión de Y 

es la dimensión dei espacio cociente X/Y , o sea 

codim(Y):= dim(X 

Además, si X =X 12 , entonces codim(14)=dim(X2 ). En 

este caso escribimos X 1  := 12 , así: 

= 	e x11  

donde XII  es el complemento algebraico de 1. 

Si X es un espacio normado y X1,12  son subeSpacios 

cerrados de X tales que X=X e X2, entonces diremos que X 

es una suma directa topológico de los subespacios X1  y X2  

Note que la suma directa 1=11 49 12  es una suma directa 

topológica si y sólo si las proyecciones P1  sobre XI  y P2  = — 

sobre X2  son operadores lineales acotados. 

A continuación utilizaremos la noción de codimensión para 

definir el índice de un operador. 
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Definición 3.2: Sean X, Y espacios vectoriales y T:X—>1' un 

operador lineal. El índice de T se denota por ind(T) y se define 
por: 

ind(T):= dim(N(T))— codim(T(X)) 

suponiendo que no se tiene el caso patológico 00 — 00. 

El operado T es de indice finito si dim(N(T)) < 00 y 

codim(T (X)) < oo . 

Ejemplo 3.1: Sea X un espacio normado, T : X —› X un 

operador compacto y 2EK,2#0. Luego por el Corolario 1.6, el 

Teorema 2.3 y el Teorema 2.4 se tiene que existe un entero no 

negativo n tal que dim(N(Tf)) < 00 y 

X = N(72n )q) TA" ( X) 

Por lo tanto, codim(T,In  (X)) = dim(N(T:)) y 

ind(T:)= dim(N(T: ))— codim(Tan  (X)) = O 

Ejemplo 3.2: Sea X un espacio normado y 1: X —› X el 
operador identidad, entonces 

dim(N(I))= O y codim(I(X))= codim(X)= O 

por lo tanto 

ind (I) = O 
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Ejemplo 3.3: Sea X un espacio con producto interno de 

dimensión finita n y T•X-+X un operador lineal. Por el 

teorema de las dimensiones tenemos que 

n = dim(N(T))+ dim(T(X)) 

Además se tiene que 

X = T(X) T(X)1  

donde T(X)1  = {y E X.: (Tx, y) = O para todo x E X}. 

Consideremos el operador adjunto de Hubert T*  de T. No 

es difícil verificar que 

N(T)=T*  (X)1  

por lo tanto 

,X= T s  (X) 9 T(  X)' = T*  (X) ED N(T) 

Ahora bien, como X es de dimensión finita, X es un espacio de 

Hilbert, por consiguiente T" T y 

X = N(T*  )9 T(X) 

así 

n = dim(N(T* ))+ dim(T(X))= dim(N(T))+ dim(T(X)) 

de donde 

dim(N(T))= dim(N(Ts)) 
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Y 

codim(T(X))= dim(N(T* )) = dim(N(T)) 

De lo anterior se tiene que 

ind(T)= dim(N(T))—codm(T(X))= O . 

Sean X, Y espacios de Banach sobre el cuerpo K y 

T: X —> Y un operador lineal acotado. Supongamos que T(X) es 

un subespacio cerrado de Y y 

X = N(T) N(T)i  

es una suma directa topológica de X (aquí N(T) i  denota un 

subespacio cerrado de X que es un complemento algebraico de 

N(T)). 

Note que la restricción 

•T : N(T)-L  —>T(X) 

es un operador lineal acotado biyectivo, ya que si Tx= O y 

X e N(T)1  , entonces :re .111(T)n,N(T)1  -= 01. Luego por el 

Teorema de la Función Abierta se tiene que T:ATTYL  —> T(X) 
es un isomorfismo. Así pues 

dim(7'(X)) dim(N(T)1) 
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Por otro lado, como T(X) es cerrado en Y, por el Teorema 

del Rango Cerrado de Banach se tiene que T x  (y*  ) es cerrado en 

le y T(X)= N(T x  )1  donde T x  : y* --+ x es el operador 

adjunto de T y 

N(T x  )1  := ty EY: f(y)= O para todo f E N(T x )} 

Luego 

codim(T(X))= codim(N(Tx)1 )= dim(N(T x )) 

y por lo tanto 

ind(T)= dim(N(T))— dim(N(T x )) 

Definición 3.3: Sean X,Y espacios normado sobre K y 

T : X —> Y un operador lineal acotado. T es un operador de 

Fredholm si T(X) es un subespacio cerrado de Y y 

dim(N(T)) < oo , codim(T(X)) < 00 ; es decir, si T(X) es cerrado 

y ind(T)<oo . 

Teorema 3.10: Sean X,Y espacios de Banach y T : X —> Y un 

operador lineal acotado tal que 

dim(N(T)) < co y codim(T(X))<oo 

Entonces T es un operador de Fredholm; o sea, T(X) es un 

subespacio cerrado de Y. 
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Demostración: 

Como dim(N(T)) < 00 , N(T) es un subespacio cerrado de 

X, además 

y 

donde 

X = N(T) O N(T)I  

Y = T(X)EDT(X)-1- 

dim(T(X)1 )= codim(T(X))<oo 

lo que implica que T (X)1  es un subespacio cerrado de Y. 

Sea {r1,x2,...,x„} una base para N(T). Por el Lema 3.1, 

existen fig.f29•••yfn  E X*  tal que 

fi(x;)={°1  
si i * j 
si i = j ' i, j = 1,2,...,n 

Definamos el operador 

Pi  : X -÷ N (T) 
n 

PI X =  
i=1 

Es claro que P1  es un operador lineal acotado, Ppri  = xi  para 

todo j = 1,2,—,n y /912  = p, o pi = Pi. O sea, PI  es un operador 

proyección. Por lo tanto, la suma directa 

X = N(T)0 N(T)1 
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es una suma directa topológica y N(T)1  es un subespacio 

cerrado de X. 

Note que el espacio producto N(T)1  x T(X)±  es un espacio 

de Banach, ya que N(TYL  es cerrado en X, T(X)1  es cerrado 

en Y y XxY es un espacio de Banach. 

Definamos la función 

S : N(T)I  x T(X)-L.  —>Y 

S(x1lx2) = Tx, +x2  

Es claro que S es un operador lineal acotado, ya que T es un 
operador lineal acotado. 

Sea y E Y, entonces existen xEX y x2  ET(X)I  tal que 

y=Tx+x2  

además existen a E N(T) y XI  EN(T)1  tal que 

x=a+x, 

Luego (x„ X2) E NMI  X r(x)1  y 

S(x1 ,x2 )=Tx1 + x2  

=T(x—a)+ x2  
=T(x)+ x2  
=y 

lo que implica que S es suryectiva, 
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Por otro lado, si S(x1 ,x2 ) = 0 , entonces Txi  + x2  = 0 o sea 

x2  = —Txl. Esto implica que 

X2  E T(X)nT(X)1  = {o} 

es decir, x2  =0. Así Tx, = 0, lo que implica que 

X1  e N(T) n N(T)1  = {O} 

por consiguiente xl  = 0 . 

De lo anterior se tiene que (x1,x2) = (0,0) y S es inyectiva. 

Hemos probado así que S es un operador lineal acotado 

biyectivo. Luego por el Teorema de la Función Abierta se tiene que 

S es un isomorfismo. 

Finalmente, como S : N(T)1  x T(X)1  —> Y es un 

isomorfismo, N(T)1  x {0} es un subespacio cerrado de 

N(T)1  x T(X)1  y S(N(T)1  x {0}) = TX se tiene que T(X) es 

un subespacio cerrado de Y. 

Ejemplo 3.4: Sean X,Y espacios normados y T:X -->Y un 

isomorfismo. Entonces T(X) = Y es cerrado en Y y 

dim(N(T))= 0, codim(T(X))= codim(Y)= O 

por lo tanto T es un operador de Fredholm y 

ind(T)= O 
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Ejemplo 3.5: Sean X, Y espacios normados, T:X -51' un 

operador de Fredholm y it E K, .1,* O. Entonces (2.1)(X) = T (X) 

Y 

dim(N(AT)) = dim(N(T)), codim((2,T)(X)) = codim(T (X)) 

por lo tanto 27' es un operador de Fredholm y ind(AT) = ind(T) . 

Ejemplo 3.6: Sea T : R" —> Rm un operador lineal. Luego T es 
un operador lineal acotado y 

dim(N(T)) < 00 , codim(T(R")) < co 

Por lo tanto T es un operador de Fredholm. Además 

dim(N(T)) + dim(T(R"))= n 

por lo tanto 

codim(T (R")) = m -[n - dim(N(T))] 

ind (T) = dim(N(T)) - codim(T (Rn)) 

= dim(N(T))-[m -[n - dim(N(T))]] 
= n - m 
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Ejem plo 3.7: Consideremos el espacio de Banach 

/2 = 1{a.):  

con la norma 

la, }12 = VE la i 

y los operadores lineal acotados Ti, y Tde  definidos en el Ejemplo 

1.3. 

Note que 

N(T,z )= {{a„) E 12  :a2  =a3  =...=o} 

Luego dim(N(Tiz» =1 

Por otro lado, como Ti, es suryectiva, se tiene que 

dim(Tfr (X))=,clim(12 ) 

por lo tanto 

codim(Th  (X)) = codim(12 ) O 

As1 pues T es un operador de Fredholrn y 

ind(Tiz )= dim(W(t))— coclim(Tiz (X)) =1 
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De igual forma se tiene que 

N(Td, ) = {O} 	y dim(N(Tde ))= O 

Además codim(Td.(12 )) = 1 Por lo tanto Tde  es un operador de 

Fredholm y 

ind(Tde ) = —1 

Teorema 3.11: Sean X,Y espacios de Banach, T:X—*Ir un 

operador de Fredholm, ind(T)= O y N(T)= 1(4. Entonces la 

ecuación Tx = y tiene exactamente una solución para cada 

yEY y T -1  :Y—>11 es un operador lineal acotado; o sea, T 

es un isomorfismo. 

Demostración: 

Como N(T)= {o}, T es un operador inyectivo. Por otro 

lado, como 

ind(T)= dim(N(T))— codim(T(X)) = O 

y dim(N(T))= O, se tiene que codim(T(X))= O .Por lo tanto 

T(X) = Y . Así pues T es un operador lineal acotado biyectivo. 

Por el Teorema de la Función Abierta se tiene que T es un 

isomorfismo, por lo tanto la ecuación Tx = y tiene exactamente 

una solución para cada yEY y T -1  :Y — > X es un operador 

lineal acotado. 
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Teorema 3.12: Sean X, Y espacios de Banach y T :1 —> Y un 

operador de Fredholm. Entonces para cada y E Y la ecuación 

Tx = y 

posee solución si y sólo si f (y) = O para todo f E N(Tx) 

Demostración: 

Por hipótesis T(X) es un subespacio cerrado de Y. Luego, 

por el Teorema del Rango Cerrado, T(X) = N(T x  y, donde 

-= {y EY f(y) = O para todo f E N(Tx)}. 

Sea y E Y, entonces la ecuación Tx = y posee solución si 

y sólo Si y E T(X)= N(r)I  ; es decir, si y sólo si ,f(y) = O para 

todo f E N(Tx ) 

Observación: Si X, Y son espacios de Banach y T:X-->Y es 

un operador de Fredholm, entonces T(X) es un subespacio 

cerrado de Y. Luego, por el Teorema del Rango Cerrado, se tiene 

que r (Y') es un subespacio cerrado de X *  y 

dim(N(Tx)) = codim(T (X)) , codim(Tx (Y)) = dim(N(T)) 
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por lo tanto 

dinz(N(TX)) < 03 y 	codim(Tx(r))<oo 

Así pues, el operador adjunto Tx  : Y*  --> X *  es también un 

operador de Fredholm y 

ind(Tx)=—ind(T) 

El siguiente teorema nos permite construir operadores de 
Fredholm a partir de operadores compactos. 

Teorema 3.13: Sea X un espacio de Banach y T : X —> X un 

operador compacto. Entonces L:= I —T es un operador de 
Fredholm. 

Demostración: 

Por el Teorema 1.11 se tiene que dim(N(L))< oo •  

Probemos ahora que codinz(L(X))<00 . Supongamos lo 

contrario, o sea que 

codim(L(X))=4,n(X I L(X))= 00 

Luego podemos encontrar una 'sucesión de subespacios cerrados 

L(X)=Y, c  
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tal que Yn es cerrado en Yn+X y dimiY^/Y») =1 [esto se obtiene

agregando inductivamente una dimensión a YH para obtener Yn+X,

n = 0,1,2,...].

Porel Lema de Riesz aplicado a Y„_x a Yn, se tiene que

existe un xn e Yn tal que

|x„|| =l y dist(xH,Yn_x)Z\

Luego para k < n se tiene que

fxn-Txk\ =\{xn -(x„ -Txn)-xk +(xk -Txk)¡

=K ~!*„ -xk +hck\\

ya que Lx„ +xk -Lxk g r„_i . Esto prueba que la sucesión \Txn}
no posee subsucesión convergente, contradiciendo el hecho de

que T es compacto. Así pues codim(L(X)) < oo, y p0r el

Teorema 3.10 L es un operador de Fredholm.

Corolario 3.2: Sea X un espacio de Banach, T: X -> X un

operador compacto y X* 0. Entonces TX=T-AI es un

operador de Fredholm.



Demostración: 

Tt  =T — = 	—+T) 

donde ± T es un operador compacto. Luego, por el Teorema 

3.13, I — ir es un operador de Fredholm. Por lo tanto, por el 

Ejemplo 3.5, TA, = 	— 17") es un operador de Fredholm. 

En lo que sigue L(X ,Y) denota el espacio normado de los 

operadores lineales acotados de X en Y y Fred(X ,Y) el 

conjunto de los operadores de Fredholm de X en Y. 

Teorema 3.14: Sean X, Y espacios de Banach. Entonces 

Fred (X ,Y) es un subconjunto abierto de L(X,Y) y la función 

i : Fred(X ,Y)—> R 
i(T) = ind(T) 

es continua en Fred(X ,Y), y es constante en las componentes 

conexas de Fred(XJ). 

Demostración: 

Sea T : X --7> Y un operador de Fredholm. Deseamos probar 

que si L E L(X, /9 está próximo a I' (según la norma de 

L(X ,Y) ), entonces L es un operador de Fredholm. 
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Como dim(N(T)) <00, N(T) tiene un complemento 

cerrado en X (ver la demostración del Teorema 3.10), luego 

existe un subespacio cerrado G de X tal que 

X = N(T) ED G 

Note que la función T : G —> T (G) = T (X) es un operador lineal 

acotado biyectivo, luego por el Teorema de la Función Abierta T 

es un isomorfismo. Además, como codim(T (G)) <00 podemos 

escribir 

Y =T(G). II 

donde H es un subespacio de dimensión finita de Y. 

Consideremos la función 

F:GxH -->T(G)0911 =Y 
F (x, y) = Tx + y 

Como T : G --> T (G) es un isomorfismo, F es un isomorfismo. 

Recordemos que el conjunto de los isomorfismos de un 

espacio de Banach E en un espacio de Banach F es abierto en 

L(E, F) . Por lo tanto, si L está próximo a T, entonces el 

operador 

F':GxH -->L(G)+H =Y 
F' (x, y) = Lx + y 

es un isomorfismo. 
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Sea xEGnN(L), entonces 

Plx,0) = Lx = O 

lo que implica que x = O por lo tanto G n N(L) = {0} . 
Esto implica que 

GEBN(L)c GED N(T)= X 

Y 
dim(N(L)) codim(G)= dim(N(T)) < oo 

o sea, N(L) es un subespacio de dimensión finita de X . 

Por otro lado, si z E L(G) n H, entonces existe un X E G 
tal que Lx = z. Por lo tanto 

F'(x,—z)=Lx — z=z —z= O 

Luego como F es un isomorfismo, (x,—z) = (0,0) ; o sea, z = O. 

Así pues 

Y =,L(G)ED H 

Esto implica que 

codim(L(X)) codim(L(G)) = dim(H) < oo 

Así pues como x,,i7 son espacios de Banach, por el 

Teorema 3.10, L es un operador de Fredholm. Esto implica que 

Fred(X,Y) es un Subconjunto abierto de L(X,Y) . 
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Probemos ahora que la función i es continua. En efecto, como 

G n N(L) = {o}, podemos considerar la suma directa G O N (L) . 

Como 

codim(G) = dim(N(T)) < oo 

existe un subespacio de dimensión finita M de X tal que 

X = GED N(L)ED M 

Luego, por el Teorema de la Función Abierta, L induce un 

isomorfismo 

L :G ED M —› L(GE D M) = L(G) el L(M) 

Y 

Además como 

Y 

se tiene que 

dim(M) = dim(L(M)) 

L(G) ED H = Y 

L(G) 49 L(M)= L(X) 

codim(L(X))= dim(H)- dim(L(M)) 

= dim(H)- dim(M) 

Así pues 
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ind(L)= dim(N(L))- codim(L(X)) 
= dim(N(L))-[dim(H)- dim(M)] 
= dim(N(L))+ dim(M)- dim(H) 
= dim(N(L) O M)- dim(H) 
= codim(G)- dim(H) 
= dim(N(T))- codim(T(G)) 
= dim(N(T))- codim(T (X)) 
= ind(T) 

Hemos probado así que si L está próximo a 7', entonces 

ind(L)= ind(T) . Esto implica que la función 1 es continua en 

Fred(X,Y) , y es constante en las componentes conexas de 

Fred (X ,Y) . 

Corolario 3.3: Sea X un espacio de Banach y T : X —> X un 

operador compacto. Si el operador / — T es inyectivo, entonces 

1— T es un isomorfismo. 

Demostración: 

Como el operador I —T es inyectivo, N(I —T)= (0) y 

dim(N(I —7')) = 0 . Por otro lado, para todo t E [0,1], el operador 

tT es compacto, además la función 

[0,1] -› Fred(X , X) 
t -il - tr 

es continua. Luego por el Teorema 3.14, la función 
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F :[O,1]-+.Z 
t —> ind(I tr) 

es continua. Por lo tanto, como [0,1] es conexo, F es constante, 

lo que implica que F(0) = F(1) . Por lo tanto 

0= ind (I) = ind (I —T) 

Así pues, / —.T es un operador de Fredholm con 

ind(I —T)= O y N(I —T)= {0}. Luego por el Teorema 3.11, se 

tiene que / —T es un isomorfismo. 

Con el'fin de presentar una caracterización de los 

operadores de Fredholrn, introduciremos la noción de congruencia 

módulo un operador compacto. 

Definición 3.4: Sean X, Y espacios normados y T,L E L(X yn 
Diremos que T es congruente con L módulo un operador 
compacto si 

L E KGY,19 

En este caso escribirnos 

T 	L mod,K(X ,,1') . 

Observación: Es un asunto de rutina verificar que esta 

congruencia es una relación de equivalencia y que si 
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T m L mod K(X, 1) y T1  -=- Li modK(Y,Z) , entonces 

l¡T a LII, modK(X ,Z) . 

Definición 3.5: Sean 1, Y espacios normados y T : X —› Y un 

óperador lineal acotado. Diremos que T es invertible módulo un 

operador compacto si existe un operador lineal acotado 

Ti  :Y —> X tal que 

7711 -- 4 modK(Y, Y) y TIT a 4 mod K(X , X) 
En este caso decimos que Ti  es una inversa de T módulo un 

operador compacto. 

Observación: Si T1  y 72  son inversas de T módulo un 

operador compacto, entonces 

ni 	Ii, modK(Y,Y) 	y 	T2  T 5 4 modK(X, X) 

luego 

T2771 z.--  T2 I y modK(Y,X) -z- 72  modK(Y,X) 

Y 
T277; .--- lin modK(Y,X) E 7; modK(Y,X) 

por lo tanto 

T2  - T2  T7¡ E K(Y , X) y 72I7I  —7; E K(Y , X) 
Por consiguiente por el Teorema 1.6 se tiene que 
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(T2  - T2  7 7 1 ) + (T27771  —T1  K(Y , X) 

o sea 

T2  — T1  E K(Y , X) 

Así pues T1  «---- T2  mod K(Y , X) . 

Hemos probado así que la inversa es única, módulo un 

operador compacto. Más precisamente, si 

77; = / y  inodK(Y, Y) 	Y T2  T E Ix  modK(A',X) 

entonces T posee una inversa módulo un operador compacto, 

además T1  y 7:2 son inversas de T módulo un operador 

compacto y TI  E 72  modK(Y,X). 

En el siguiente teorema presentamos una caracterización de 

los operadores de Fredholm usando la congruencia módulo un 

operador compacto. 

Teorema 3.15: Sean, X,Y espacios de Banach y T :X --tY un 

operador lineal acotado. T es un operador de Fredholm si y sólo 

si T es invertible módulo un operador compacto. 

Demostración: 
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Sea T:X -->Y un operador de Fredholm, entonces 

podemos escribir 

X = N(T)E DG y Y= T(X)ED H 

donde G es un subespacio cerrado de X y H es un subespacio 

cerrado de Y y dim(N(T)) < 00, dim(H) < 00 . 

Denotemos por P la proyección de T(X) e H sobre T(X) 

y j la inyección natural de G en X . Recordemos que por el 

Teorema de la Función Abierta, 

T : G --> T (X) = T(G) 

es un isomorfismo, luego T-' :T(X)--> G existe como un 

operador lineal acotado. 

Consideremos el operador lineal acotado 5 : Y —> X 
definido por 

S = jr 1P 

Y = T(X) O H _" ›T(X)-21->G----1  > X 

Note que 

IS =TjT -1P =771-113  = P 

luego 

Iy —TS:Y —>11 

es la proyección T(X) e H sobre H. 
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De igual manera ST : N(T)EDG—>G es la proyección de 

N(T) O G sobre G por lo tanto Ix  -ST es la proyección de 

N(T) ED G sobre N(T). 

Como H y N(T) son subespacios de dimensión finita, por 

el Teorema 1.4 se tiene que 

/y — TS E K(Y,Y) y Ix  - ST E K(X , X) 

por lo tanto 

TS 5 I. mod K(Y ,Y) 	y ST 5 I x  mod K(X , X) 

Así pues S es una inversa de T módulo un operador compacto. 

Recíprocamente supongamos que S es una inversa de T 
módulo un operador compacto, luego 

TS --= ly  mod K(Y ,Y) 	y ST 5 I x  mod K(X , X) 

por lo tanto 

/y  - TS E K(Y,Y) y Ix  — ST E K(X , X) 

Luego por el Teorema 3.13 

.4, —(Ir  —TS) E Fred(Y,Y) y Ix  —(Ir  — ST) E Fred(X,X) 

o sea 

TS E Fred(Y ,Y) 	y ST E Fred (X , X) 

Ahora bien, como 
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N(T) c N (ST) 	y T (X) n (TS)(X) 

se tiene que 

dim(N(T)) < 00 y 	codim(T (X)) <00 

Luego como X , Y son espacios de Banach, por el Teorema 3.10, 

T es un operador de Fredholm. 

Corolario 3.4: Sean X, Y, Z son espacios de Banach y 

T E Fred(X,Y), L E Fred(Y,Z) . Entonces LT E Fred (X ,Z) . 

Demostración: 

Como T E Fred(X ,Y) y L E Fred (Y ,Z) , existen 

operadores lineales acotados Ti  :Y -- > X y L1  : Z --> Y tales 

que 

Luego 

o sea 

ni E 
li, e 

inodK(Y, Y) , TIT IE. I x  mod K(X , X) 

mod K(Z,Z) , 41, .... I y mod K(Y ,Y) 

,mopiK(Y,Z) 

LI71  a L modK(Y,Z) 

Por lo tanta 
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LTTILi  E LLI modK(Z,Z) 

Y 
(LT)(TIL1 ) E I z  mod K(Z,Z) 

De igual forma se prueba que 

(TA)(LT) E I x  modK(X , X) 

Así pues TiLi  es una inversa de LT módulo un operador 

compacto. Luego, por el Teorema 3.15, LT es un operador de 

Fredholm. 

Observación: Queremos puntualizar que la suma de operadores 

de Fredholm no es un operador de Fredholm, ya que si X es un 

espacio normado de dimensión infinita y T :1 —> X es un 

operador de Fredholm, entonces — T es un operador de 

Fredholm. Sin embargo O = T + (—T) no es un operador de 

Fredholm, porque 

dim(N(T + (—T)) = dim(N(0)) = dim(X) = oo . 

Pero si a un operador de Fredholm se le suma un operador 

compacto en un espacio de Banach, entonces la suma es un 

operador de Fredholm como lo muestra el siguiente corolario. 
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Corolario 3.5: Sean X, Y espacios de Banach y 

T E Fred(X,Y) , L e K(X,Y) . Entonces T + L es un 

operador de Fredholm. 

Demostración: 
Como T : X —> Y es un operador de Fredholm, por el Teorema 

3.15 existe un operador lineal acotado T1  : Y --> X tal que 

77; a-  I, mod K(Y ,Y) y l¡T E .1 x  modK(X , X) 

o sea 

- Iy  E K (Y ,Y) y 1;T-1x  E K(X , X) 

Como L:X —>Yes un operador compacto, por el Teorema 1.7 

se tiene que 

LT 1  :Y —› Y Y TIL:X—>X 

son operadores compactos. Por lo tanto, por el Teorema 1.6, 

77; -4 +LI; EK(Y ,Y) y l¡T — I x  +7¡L EK(X , X) 

o sea 

(T + L)Ti — 4 E K(Y ,Y) y 7j(T + L) — I x  E K(X , X) 

lo que implica que 

(T + 47; 4 modK(Y,Y) y 7;(T + L) I x  mo dK(X , X) 

Así pues TI  es una inversa de T + L módulo un operador 

compacto. Luego, por el Teorema 3.15, T + L es un operador de 

Fredholm. 
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Corolario 3.6: Sean X, Y espacios de Banach, T E Fred(X,Y) 

y L EIC(X,Y) , entonces 

ind(T + L)= ind(T) 

Demostración: 

Como para todo t E [0,1] , el operador tL es compacto, por 

el Corolario 3.5 podemos considerar la función 

G :[0,1] ---> Fred(X,Y) 
G(t)=T + tL 

Note que la función G es una función continua. Luego por el 

Teorema 3.14, la función 

F:[0,1]--> Z 
F(t)= ind(G(t))= ind(T + fL) 

es una función continua. Luego F es constante en [0,1]. Por 

consiguiente F(0) = F(1) . Así 

ind(T + L)= ind(T) 

Finalizamos esta ,seóciÓn,concluyendo que ,Fred(X,n, es un 

subconiuntO abierto de 4x,19 ;,,es.decir, si,  T e, Fred(X ,Y) y 

L E L(X,Y) con ia norma li 111, del Operador L 

suficientemente pequeña, entonces, T + L E Fre4(X9,19 Y 
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ind(T + L)= ind(T) 

Además 

Fred(X,Y)+ K(X,Y)c Fred(X,Y) 

y si T E Fred(X,Y) y LEK(X,Y), entonces 

ind(T + L)= ind(T) . 

3.4. Operadores de Fredholm en Espacios de Hilbert 

El objetivo de la presente sección es estudiar una clase 
especial de operadores en espacios de Hilbert y probar una 
caracterización de estos operadores, la cual se fundamenta en la 
bien conocida Alternativa de Fredholm para el caso de sistemas 
de ecuaciones lineales. 

Antes de entrar en detalles, recordemos algunos resultados 
fundamentales de los operadores lineales acotados en espacios 
de Hilbert. 

Sean 111 , H2  espacios de Hilbert y T : H1  --> 112  un 

operador lineal acotado. El operador adjunto de Hilbert 

T a  : H2  —> H1  de T se define por la propiedad 

(Tx, y) = (x,ry) 
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para todo X E Hp y E H2  , además se tiene que: 

T(111 )1  T(111 )1  = N(T) 

T(111 )11  = T(111 ) = N(r)r` 

T *  (H2 )1  = N(T) 

T*  (H 2 ) = N(T)±  

por lo tanto 

H1  =T*  (H2 ) N(T) 

H2  = 	) N(T*  

Teorema 3.16: Sean 111  H2  espacios de Hilbert y T :H1 —> H2  

un operador lineal acotado de rango finito. Entonces el operador 

adjunto de Hubert T*  : H2  —› H1  es un operador de rango finito y 

dim(T(H,)) = dim(T.(H2 )) 

Demostración: 

Consideremos una base ortonormai {e, g.'', en ) para 

T(H,), entonces 

1=1 

para todo x EI-4. Luego 
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n i  
Tx =1(x,T*  ei )ei  

Además, como para todo X EH1 , y E H2  

(En  (x,re,)e„ y) = En  (x, rei  )(e„ y) 
i=1 	 1=1 

Y 

(
x,En 	e j)= En  (y,ei )(x,Te,) 

1=1  

t= 	(x,T s  ei )(e„ y) 
i=1 

se tiene que 

	

In 	 n 
(TX, y) = (E(x,T s  ei )ei , y)= (x, E (3,,ei )T*  ei ) 

	

i=i 	 i=1 

Por lo tanto 
n 

T s  y --=-E(y,e1 )T e  e;  
i=1 

para todo y E Y. Esto implica que T*  es un operador lineal 

acotado de rango finito y 

dim(Te  (H2)) S dim(T(HI  )) 

Finalmente como r =T y T s  es de rango finito, se tiene que 

dim(T(Hi  )) = dim(T" (Hl  )) dim(T*  (H2  )) 
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por lo tanto: 

Clim(T(1/1)) = dim r 1/ 2 » 

Definición 3.6: Sean H1  H2  espacios de Hilbert y T :Hl  --> H2  

un operador lineal acotado. T es un operador fuerte de 

Fredholm si ind (T)= O y T*  (H2 ) es cerrado en H1. 

Observación: Como ind (T) = O , entonces 

dim(N(T)) < oo, codim(T(111 )) < 00 y 

n= dim(N(T))= codim(T(111 )) 

Luego, por el Teorema 3.10, T(H1) es un subespacio cerrado de 

H2  y T es un operador de Fredholm. Además 

H2  = T(111  ) N(T*  ) y Hl  =T*  (H2 )09 N(T) 

por lo tanto 

n := codim(T (Hl )) = dim(N(T*  )) 

Y 

n:=,dim(N(T))= codim(T*  (H2 )) 

lo que implica que 

ind(r) dim(N(T*  )) — codim(Te  (H2 )) = n — n = O 
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Ahora bien, como T = T, se tiene que re  (II = T(111 ) 

es un subespacio cerrado de H2 . 

De lo anterior se tiene que T es un operador de Fredholm y 

T.  es un operador fuerte de Fredholm. 

Ejemplo 3.8: Sea H un espacio de Hilbert y T': H —> H un 

isomorfismo, entonces T*  es un isomorfismo y (Te)-1  = (T-I)*  

Luego T*  (H)= H es cerrado y 

dim(N(T)) = codim(T(H))= O 

Por lo tanto ind(T) = O y T es un operador fuerte de Fredholm. 

Ejemplo 3.9: Sea H un espacio de Hilbert de dimensión finita y 
T:H--+H un operador lineal. Luego por el Ejemplo 3.3, se tiene 

que ind(T) = O. Por lo tanto, como dim(T' (11)) < 00 , se tiene que 

T*  (H) es cerrada en H y T es un operador fuerte de 

Fredholm. 

Los dos ejemplos anteriores son, de alguna manera,, ejemplos 

triviales de operadores fuertes de Fredholm. En el siguiente 
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teorema presentaremos un resultado que nos permite construir 
operadores fuertes de Fredholm. 

Teorema 3.17: Sean H un espacio de Hubert, L:H -411 un 

isomorfismo y F : H —> H un operador lineal acotado de rango 

finito. Entonces el operador T:=L+F es un operador fuerte de 

Fredholm. 

Demostración: 

Por el Teorema 1.4, F es un operador compacto, y por el 

Ejemplo 3.8 L es un operador fuerte de Fredholm. Luego por el 

Corolario 3.5, T=L+F es un operador de Fredholm. Por lo 

tanto T (H ) es un subespacio cerrado de H y 

dim(N(T)) < co, codim(T(H)) < 00 

Por otro lado, por el Teorema 3.16, F*  es un operador lineal 

acotado de rango finito. Además L*  es un isomorfismo y 

T* =L* +Fe  

Esto implica que r es un operador de Fredholm. Así pues 

T*  (H) es un subespacio cerrado de H y 

dim(N(T* )) < 00 , codim(r (H)) < 00 
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Consideremos ahora la ecuación 

Tu = f 	 (1) 

Note que 

T =L+F =1,4-FriL=U+FOL 

Denotemos por S := FL-1  Como L es un isomorfismo, la 

ecuación 

(I+S)w=w+Sw=f 	(2) 

es equivalente a la ecuación (1). Además note que S es un 

operador lineal acotado de rango finito y 

diin(S(H)) = dim(F(H)) <co 

También tenemos que 

dim(N(T)) = dim(N(/ + S)) 

Y 

T(11)= (1+ S)(1-1) 

Sea n = dim(S(H)) y (ep.12 ,...,en ) una base ortonormal 

de S (1-1 ) . Entonces por la demostración del Teorema 3.16 se 

tiene que 
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tSx= (Sx,ei )ei 	y 	S*  y =En  (y,ei )Sse, 
1=1 	 b=1 

Luego si (/ + S)u = O , entonces u = —Su ; o sea, 

n 	 n 

11 = —E (su, ei  )e, = —E (u,Ssei )ei  

Por lo que u E S(H) . Así, N(I +S)cS(H) y dim(N(I +5))5n. 

Consideremos ahora la ecuación 

Note que 

Y 

o sea 

r`v=g 

T*  =I,*  +F* =L*  + I: riF s  =r (I + r-i  F. ) 

S*  =(FL-1 )*  =(L-1 )*  F*  = I,*-1F*  

r=r(l+S* ) 

(3) 

Luego la ecuación (3) es equivalente a la ecuación 

(l+S* )v=v+S.v=h 	(4) 
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donde,. por el Téorema 3.16, S*  es un operador lineal acotado de 

rango finito y 

n = dirn(S(H)) = dim(S*(H)) 

Similar al caso anterior, se tiene que 

dim(N(T)) = dim(N (I + S")) 

T*  (H)= (I + S*  )(H) 

N(1 + S*  ) c S*  (H) y dim(N(I + S.)) n 

Hemos probado que la ecuación (1) es equivalente a la 

ecuación (2); o sea, equivalente a la ecuación 

w +En  (Sw,ei )ei  = f 

es decir que la ecuación (1) es equivalente a la ecuación 

w + 	(w, S*  e f )e =f 
.1=1  

De igual manera, la ecuación (3) es equivalente a la 

ecuación 

V + 	(v,ei,),S e j  =h 
- 

(5)  

(6)  
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Consideremos el sistema de ecuaciones 

In 
(W, S'el )+(E (mP,S*ei )ei ,S'el )=(f,S'el ) 

.1=1 

I n  
(W3 Seen )+(E(w,Ssei )ei,S'en ) = (f,Ssen ) 

.1=1 

o sea 

n I  
(w,Ssei )+Ew,Ssei Xe j ,Ssei )=(f,Ssel ) 

j=1 

(7) 

n 
(W, Ss  en ) + E(w,s.e,)(e,,s•e)= (f,s'en ) 

J.1 

Sean 

ci = (WyS•ei) 9 tg = (epiSsei) y f i = (fyS.ei) 

luego el sistema de ecuaciones (7) se puede escribir de la 
siguiente forma 
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• • 
• • 
• • (8) 

C 	Et,,,c;  = fn  
=1  

donde 

• • • 

• • • t 'nit nn 

es la matriz asociada al sistema (8). 

Probemos que la ecuación (5) [o ecuación (2)1 es 

equivalente al sistema de ecuaciones (7) [o sistema de ecuaciones 

(8)]. 

Por la forma como se construyo el sistema (7), es claro que 

cada solución de la ecuación (5) [o ecuación (2)] genera una 

solución del sistema de ecuaciones (7); a saber, 

— 	Se,,), i 	, donde w es la ,solución de (5). 

Probemos que toda solución del sistema (7) genera una solución 

de la ecuación (5).. En efecto, zea. Co 	una solución del 

sistema de ecuaciones (7)'y definamos 

W —E' c 9 .1 
-MY 



136 

Entonces 

n 

SW = Sf — EciSei  

n n 	n = E(sf 9 ei )e, — E C./

( 
E (Sej y ei )ei j 

	

i=1 	 i=1 	i=i 

n n n 

= E (Sf, e,)e, — E E ci (Sei ,ei )e, 

	

1=1 	 1=1 j=1 

n n = E[ (sf,ei )e, — E c j (Sei ,ei )ei  I 

	

i=i 	 j=1 

	

os 	 n 

=E[(f,Ssei)— E cf (ef ,S'e,) le, 

	

1=1 	 i=1 

n a 

= Elt; —E c 1t, ]e,   

	

i=1 	J=1 

a 

E cie, 

= f — w 

o sea 

w+gw=f 

lo que implica que w es una solución de la ecuación (2) [o de la 
ecuación (5)]. 

Así, la ecuación (2) es equivalente al sistema de ecuaciones 

(8). 
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Es fácil probar que si {w1,1412  f•••, W k} son k soluciones 

linealmente independientes de la ecuación homogénea asociada a 

la ecuación (2), entonces las correspondientes k soluciones 

{c1i ,c2i ,...,cm ) , 1 .i5k del sistema homogéneo asociado al 

sistema (7) son también linealmente independientes, y viceversa. 

De igual manera se prueba que la ecuación (6) es 
equivalente al siguiente sistema de ecuaciones: 

(v,e1 )+En  (S'e i ,e,)(v,ei )= (h,e1 ) 

e e 	e 
e e 	e 
e e 	4 

(1/, en  ) + En  (Se./  ,en )(v,e 1 ) = (h, en ) 
1=1 

Tomando 

e, = (v,e,) , t; = (S` e 1 ,e,) , h, =(h,e,) 

se tiene que la ecuación (6) [y por lo tanto la ecuación (3)] es 
equivalente al sistema de ecuaciones 

n y--‘ • 61  +2.4 tiieli  = h1  
.1=1 

• • • 
• • • 

• • • (9) 



donde 

138 

  

• • • 

• • • 

 

  

es la matriz asociada al sistema(9). 

Note que 

	

••• t„, 	(el ,Seel ) 	(5,S'enr 
-T 	• 	• 	 • 	 • 
A = 	• _ . 	 •, 

••• , 	t,„, 	'(e„,Ssei ) 	(e„,S"e„),)  

[ 

	

(Sse e) ••• (Se,..01) 	. 

	

: ly l * n 	••• 	•• • 	tls, 
1,  

., (S:eoen ) ••• (Sse„e 	

r 	

••• n). 	
,. 

t., 

Luego los sistemas de ecuaciones lineales (8) y (9) satisfacen la 
bien conocida Alternativa de Fredholm para el caso de sistema de 
ecuaciones lineales. 

Así pues, como el sistema de ecuaciones lineales (8) es 
equivalente a la ecuación (2) y'el sistema de ecuaciones lineales 
(9) es equivalente a la ecuación (4), se tiene que 

dim(N(I + S))= dim(N(I + S5)) 
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por lo tanto 

dim(N (T)) = dim(N (T* )) 

Y 

ind (T) = dim (N (T)) - cod im (T (X)) 

= dim(N(T)) - dim(N(T*  )) 
= 0 

Hemos probado así que T es un operador fuerte de Fredholm. 

Finalizamos este trabajo con una caracterización de los 

operadores fuertes de Fredholm. 

Teorema 3.18: Sea H un espacio de Hubert y T : H —> H un 

operador lineal acotado. T es un operador fuerte de Fredholm si y 

sólo si existe un isomorfismo L : H --> H y un operador lineal 

acotado de rango finito F:1-1-31-1 tal que T=L+F. 

Demostración: 

Si T = L + F , donde L es un isomorfismo y F es un 

operador lineal acotado de rango finito, entonces por el Teorema 

3.17, T es un operador fuerte de Fredholm. 
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Recíprocamente , supongamos que T es un operador fuerte 

de Fredholm, luego T.  (11) es un subespacio cerrado de H y 

O = ind (T)= dim(N(T))— codim(T(H))= dim(N(T))— dim(N(r)) 

por lo tanto 

n := dim(N(T)) = dim(N(T* )) 

H = T(H) E? N(T*  ) = T*  (H) 09 N(T) 

Sea VI 9  02 9***9 el ) una base ortonormal para N(T) y 

una base para N(T) 

Definamos los operadores L :H -÷ H y F:H—>H 

Fx :=En  
1=1 

Lx = Tx— Fx 

Claramente F es un operador lineal acotado de rango finito. Así 

que sólo tenemos que probar que L es un isomorfismo. 

Sea X E N(L) , entonces Lx = O . Por lo tanto 

n 

TX = FX = E (x,g5i)q)i 

Y 

por 

1=1 
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Esto implica que 

Tx E N(T s )nT(H) = {O} 

o sea Tx = O y xEN(T). por consiguiente Fx = O , 

o sea 

Fx = En  (X, 01 )9i  =0 
i.1 

Como {91992,—,9„} es un conjunto linealmente independiente, 

se tiene que 

(x,A) = (x,fb2) = ... = (x,0„) = 0 

Esto implica quex E NTY . Como X E N (T) , se tiene que 

X E N(T) n N(T)1  = {0} 

Así pues, x =0 y N (L) = {0} 

Probemos ahora que L(H) = H . En efecto, sea y E H 

Como H = T(H) 0 N(r) ,existen y1  E T(H), y2  E N(r) 

tales que 

Y = Y1 4- Y2 	Y1 I  Y2 

Luego existen u e I/ y constantes c1,c2,...,c, tales que 
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n 

y = Tu + E ci91  
1=1 

Como H = T.  (H) e N(T) , podemos tomar u tal que 

u E r (H) = N(T)I  

Tomemos 
n 

V :=  

entonces 

Lv = Tv — Fv 

	

n 	 n 

= T (u — E cig3,)— F (u — E cil) 

	

i=1 	 i=1 
n 	 n 

= Tu — E ciT01  — Fu + Ec,F0, 
,=1  

n 

= Tu — Fu + Ec,F0, 

n 	n 
=Tu  — En  (74, 451)9, + EciE(opoi)(0/ 

	

1=1 	 i=1 J=1 

n 

= Tu + Eci/o, 
,=1 

= y 

Por consiguiente, y E L(H) y L(H) = H 
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Hemos probado así que L :11 -311 es un operador lineal 

acotado y biyectivo. Luego, por el Teorema de la Función Abierta, 

se tiene que L es un isomorfismo. 

Queremos cerrar esta tesis observando que según la 

demostración de los últimos dos teoremas, si T es un operador 

fuerte de Fredholm, entonces T satisface la .Alternativa de 

Fredholm. 
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