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RESUMEN

En el presente trabajo desarrollamos las propiedades
algebraicas y espectrales, fundamentales, de los operadores
compactos y la teoria de Riesz para operadores compactos.

Estudiamos la ecuacién 7x—Ax = y , donde T es un operador
compacto y A es un escalar complejo, y probamos que el operador

T, =T — Al satisface la altemativa de Fredholm. Introducimos el

concepto de indice de un operador lineal, para definir los
operadores de Fredholm en espacios normados. Desarrollamos
las propiedades mas importantes de los operadores de Fredholm y

probamos que un operador lineal acotado T es un operador de
Fredholm si y'sélo si T es invertible, médulo un operador
compacto. Finalmente, estudiamos los operadores fuertes de
Fredholm en espacios de Hilbert y probamos que un operador T
es fuerte de Fredhoim siy sélosi 7= L+ F , donde L es un
isomorfismoy F es un operador lineal acotado de rango finito,
donde la herramienta principal es la alternativa de Fredholm para
el caso de sistemas de ecuaciones lineales.



SUMMARY

In this work wé develop the algebraicals and spectrals
properties, fundamentals, of the compact operators and Riesz
theory for compacts operators. We study the ecuation Tx-Ax =y,

were T is a compact operator and 4 is a complex number, we
prove that the operator T, =T — Al satisfies the Fredholm

alternative.

We introduce the concept of a lineal operator index, to define the
Fredholm operators in normed spaces. We develop the most
important properties of Fredholm operators and we prove that a
bounded linear operator T is a Fredholm operator, if and only if
T is invertible, module a compact operator . Finally we study the
Fredholm strong operator in Hilbert spaces and we prove that an

operator T is Fredholm strong if and onlyif T = L+ F, were L is

an isomorphism and F’ is a bounded linear operator of finish rank,
were the principal tools is the Fredholm alternative in the case of
linear ecuations sistem.



INTRODUCCION

Los operadores lineales en espacios de dimensién finita
poseen muchas porpiedades importantes y son faciles de manejar,
ya que ellos se pueden representar mediante matrices. Sin
embargo, muchos de los problemas de aplicacién se modelan en
espacios de dimension infinita. Es por eso que nos hemos
interesado en estudiar operadores que sean una buena
generalizacién de los operadores en dimensién finita.

Los operadores que generalizan de una forma natural las
propiedades de los operadores lineales en espacios de dimensi6n
finita'son los operadores compactos. Su teoria sirvié como un
moédelo en los primeros trabajos en andlisis funcional y juega un
papel importante en las aplicaciones. Por ejemplo, estos
operadores desempefian una funcién fundamental en la teoria de
ecuaciones integrales, bifurcaciones, ecuaciones diferenciales
parciales, teoria del esparcimiento y en varios problemas de la
fisica matematica.

La compacidad de un operador lineal fue originada en el
estudio.de las ecuaciones integrables. Esta propiedad es de vital
importancia en la teoria de Fredholm, ya que las propiedades
espectrales de estos operadores se puede desarrollar
completamente en el sentido de.la famosa teoria de las



ecuaciones integrables de Fredholm Ix — Ax = y , donde A es un
parametro complejo.

El objetivo fundamental de esta tesis es desarrollar la
teoria de los operadores compactos, para posteriormente usarios
en el estudio de los operadores de Fredholm. Por tal razén hemos
dividido este trabajo en tres capitulos.

El primer capitulo esta dedicado a desarroliar las
propiedades algebraicas fundamentales de los operadores
compactos. Aqui se presentan algunas caracterizaciones de los
operadores compactos y se prueban los resultados mas
importantes acerca de las propiedades espectrales de los
operadores compactos.

El segundo capitulo esta dedicado al estudio de la teoria de
Riesz para operadores compactos. Se considera el operador

T,=T-Al,donde T es un operador compacto. Se prueban

propiedades acerca de los nucleos N(7}") y los rangos 7" (X),

para posteriomente demostrar que existe un Unico entero no

negativo 7 tal que X = N(T,")® T,"(X). También estudiamos

los operadores adjuntos de los operadores compactos tanto en
espacios hormados como en espacios con producto interno.

El tercer y Gltimo capitulo lo comenzamos con el estudio de

las ecuaciones del tipo 7x — Ax = y , donde T es un operador



compacto y 4 es un parametro complejo. Determinamos
soluciones de minima norma y determinamos algunos resultados
acerca de la solucién de las siguiente cuatro ecuaciones

Ix—-Ax=y
Ix-2x=0
'f-A =g
T"f-2f=0

Posteriormente probamos que el operador T; =T — Al satisface

la alternativa de Fredholm. A continuacion se introduce el
concepto de indice de un operador lineal y se presenta la
definicién de operadores de Fredholm. Presentamos algunos
ejemplos de operadores de Fredholm y demostramos algunas
propiedades fundamentales. Después introducimos el concepto de
congruencia médulo un operador compacto y probamos que un
operador es de Fredholm si y sélo si él es invertible médulo un
operador compacto. Finalmente introducimos los operadores
fuertes de Fredholm en espacios de Hilbert, presentamos algunos
ejemplos y probamos que un operador lineal acotado I’ es fuerte
de Fredholm si y s6lo sl, él se escribe como I' =L+ F', donde L
es un isomorfismoy F' es un operador lineal acotado de rango
finito, y concluimos que los operadores fuertes de Fredholm
satisfacen la alternativa de Fredholm.



Queremos puntualizar que hay muchos méas resultados
sobre la teoria de operadores de Fredholm que se pueden
estudiar, como los son, por ejemplo, los operadores de Fredholm
no lineales y los operadores semi de Fredholm. Esperamos tener
las fuerza, sabiduria y tiempo para ampliar nuestro conocimiento
en esta fascinante area del anélisis funcional.



CAPITULO |
OPERADORES COMPACTOS



CAPITULO |

OPERADORES COMPACTOS

Los operadores lineales en espacios de dimension finita
poseen muchas propiedades interesantes, y en cierta forma, son
faciles de manejar; sin embargo muchas de las aplicaciones de los
operadores lineales son modeladas en espacios de dimensién
infinita. Por lo dicho anteriormente es importante determinar cuales
operadores lineales en espacios de dimension infinita preservan
propiedades importantes de los operadores en dimension finita, y
que sean de utilidad para modelar problemas de aplicacion de la
vida real.

En este capitulo introduciremos los operadores lineales
compactos, que son una generalizacién de los operadores lineales
en espacios de dimension finita, resaltando sus propiedades mas
importantes. Resultados que son fundamentales en la teoria de las
ecuacion integrales, las-ecuaciones diferenciales parciales y en la
teoria de operadores en general.

1.1. Operadores Lineales Compactos

Iniciaremos esta seccion con la definicién de operadores
compactos



Definici6n 1.1: Sean X, Y espacios normados yI:X—->Y un
operador lineal: T es un operador compacto, si para todo

subconjunto acotado 4 de X, T(A) es relativamente compacto

en Y;esdecir, T(4) es compactoen Y.

Ejemplo 1.1: Sean ae R’ y T : R* - R definido por

Ix = <x, a>
T es un operador lineal ya que esta definido en términos del
producto intemo. Como dim(R*) =2, T es un operador lineal
acotado. Sea 4 — R? acotado, luego T(A4) es acotado en R, por
lo tanto T(4) es cerrado y acotado en R . Asi pues T(4) es

compactoen R y T es un operador compacto.

No todos los operadores lineales acotados son compactos.
De hecho existen muchos operadores lineales acotados sencillos
que no son compactos, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2: Sea X =1y I:1* = I? el operador identidad.
I es un operador lineal acotadoy- 4 = {x € 1* /x| < 1} es
acotado en /2. Note que I(4).= 4 el cual no es compacto en /2,

ya que dim(/*) =, Por consiguiente I no esun operador

compacto.



Como hemos visto, no todos los operadores lineales
acotados son compactos; sin embargo, los operadores compactos
son operadores lineales acotados y por ende continuos, como lo
muestra. el siguiente resultados.

Teorema 1.1: Sean X,Y espacios normadosy 7: X =Y un

operador compacto, entonces 7" es acotado y por lo tanto
continuo.

Demostracién:

Sea A c X acotado. Como T es compacto, T(4) es
relativamente compacto en Y , o sea, m es compactoen Y,
luego T(4) es acotadoen ¥ . Como T'(4) = T(A4), se tiene que
T(A) es acotado en Y . Asi pues T es un operador acotado.

El siguiente teorema generaliza la idea presentada en el
Ejemplo 1.2.

Teorema 1.2: Sea X un espacio nomado. Si dim X = | ¢l
operador identidad

[: X>X,

el cual es un operador lineal acotado, no es compacto.
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Demostracién:
La bola unitaria

M = {xe X :“x||s‘l}

es un subconjunto cerrado y acotado de X . Como dim X = oo,
M no es un subconjunto compacto de X . Por otro lado,
I(M)=M =M ; asi pues, I(M) no es un subconjunto

compacto de X . Porconsiguiente / no es un operador
compacto.

1.2. Caracterizacion de los Operadores Compactos.

A continuacién presentaremos una caracterizacién de los
operadores compactos la cual es de gran utilidad al momento de
probar la compacidad de un operador.

Teorema 1.3: Sean X, Y espacios nommadosy 7: X =Y un
operador lineal. 7 es compacto si y sélo si, para toda sucesién

acotada (x,) en X, la sucesién (7X,) posee una subsucesién

convergente en Y .
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Demostracién:
Supongamos primeramente que I es un operador

compactoy sea (X,) una sucesién acotada en X , Luego

{Tx 2/ n 21} es un subconjunto compacto de ¥ . Por lo tanto,

(Tx,) posee una subsucesién convergente en Y .

Reciprocamente, supongamos que para toda sucesion
acotada (x,) en X la sucesién (7X,) posee una subsucesion
convergente en Y . Sean B un subconjunto acotado de X y
(7,) una sucesion en T(B) . Entonces paratodo n>1 existe un
X, € B g que Ix, = y, . Como B es acotado en X, (x,)es
acotada en X . Luego, por hipétesis, (7x,) posee una
subsucesion convergente en ¥ . Como la sucesion (,) es

arbitraria, T(B) es compacto en Y . Por consiguiente, T es

un operador compacto.

Los siguientes resultados son consecuencia inmediata del
teorema anterior.

Corolario 1.1: Sean X, Y espacios normadosy T: X - Y un
operador lineal. T es compacto si y sélo si, para toda sucesién
(x,) en X ,con ﬂx,." <1, la sucesi6n T: X» posee una subsucesion

oonvergente.
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En el siguiente ejemplo aplicamos.el Corolario 1.1 para
estudiar la compacidad de operadores..

Ejemplo 1.3: Consideremos los operadores

T, :1* - I?

T, :1* - I?
definidos en /* dela siguiente manera: Sea x = (¢,) €/ :

T;-z (81,82,...) = (82 ,83 ,..‘g)

T,(&,&5,.)=(0,8,¢,,:..)

L, es llamado el operador traslacién a izquierday 7, es

llamado el operador traslacién a derecha.
Claramente T, y T, son operadores lineales acotados.

Sea (¢) la sucesién definida en 7° por
e, =(10,0,...)
e, =(0,1,0,...)

e, =(0,0,...,0,1,0,0......)
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Note que | €, |=1 paratodo 7 € N ; o sea, (e,) es una sucesién

acotada en .
T,e, = (0,0,..) T,e =(010,..)=e,
T.e, = (1,0,0,...) = ¢ T,e, =¢
Te=¢ Tue, =e,
Tizen = en-l Tdeen = en+l
Ahora bien como
e, —e, |=2 paratodo I# J,

las sucesiones (7. €,) y, (T, e,) no poseen subsucesién

convergente en / 2, Luego por el Corolario 1.1, T, y T, no son

compactos.

Corolario 1.2: Sean X, Y espacios normados, 7: X — Y un
operador linealy M = {x € X :|x|<1} la bola unitaria cerrada de

X. T es compacto siy sélo si (M) es relativamente compacto
enY.

Demostracién:
Consecuencia inmediata del Corolario 1.1.
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En el siguiente ejemplo utilizaremos el Corolario 1.2 para
probar que el operador lineal dado es compacto.

Ejemplo 1.4: Sea I = [0,1] y

X=C)={ f:I->R/f es continua }

con la norma del supremo. Sea k£ € C(IxI);osea k esuna

funcién continua en el cuadrado cerrado I x I .

Definamos el operador 7' : X — X de la siguiente manera:

@ Xx) = [k f )y fex
No es dificil verificar que T’ es un operador lineal acotado.

Sea

M={rex:|f|]s1}

Para probar que T es un operador compacto sélo tenemos que
probar que T(M) es uniformemente acotada y equicontinua (ver
teorema de Arzelé-Ascoli).

Como £ es continua en Ix/, existe un N > 0 tal que

[k(x,y§| < N paratodo (x,y) e IxlI
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luego

(T W x| < [kCx )| f(9)|dy
< [Nlfla = N|s]s N

para todo f € M . Porlo tanto T(M) es uniformemente acotada
por N.

Sea £ >0, entonces existe un & > 0 tal que
| k(x1, )= k(x;,7) | < & siempre que |x, — x,[ < &

por lo tanto, paratoda f €M vy !x, - le < 6 setiene que

@) - @ X)) = | [k 70V = [k, ) 701 |
< [Rx, ) - k(0| F )|y
< [lk(xy) - k(x5 )| f |
< [k, ») - k(x,, p)| dy

N
< .Io‘ady=£

Por consiguiente T(M) es equicontinua.
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De lo anterior y por el Teorema de Arzel&-Ascoli se deduce
que T(M) es relativamente compacto en X. Asi por el Corolario

1.2, T es.compacto.

Teorema 1.4: Sean X, Y espacios nomadosy 7: X = Y un
operador lineal. Entonces si I’ es acotadoy dim7(X) <« , el

operador I es compacto.

Demostracién:

Sea (x,) una sucesién acotada en X . Como T es acotado,
I, ” < |7 | || , por lo tanto (7x,) es acotadaen Y .
Ademas como dim7(X) < | {Tx ,/n21 } es relativamente

compacto, por lo que (7x,) posee una subsucesién convergente

en Y . Por consiguiente, por el Teorema 1.3, T es un operador
compacto.

Corolario 1.3: Sean X, Y espacios normadosy T : X — Y un

operador lineal.. Si dim X’ <, entonces ' es compacto.

Demostracién:
Como dim(X) <o, T es acotado. Ademas
dim7T(X) £ dimX <o,

luego por el Teorema 1.4, T es un operador compacto.
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Podemos observar que del Corolario 1.3 y el Teorema 1.2 se
deduce el siguiente corolario

Corolario 1.4: Sea X un espacio nomadoy /: X — X el
operador identidad. / es compacto si y sélo si dim(X) <.

Otra consecuencia inmediata del Teorema 1.4 es que todo

funcional lineal acotado f € X~ (el dual de X ) es compacto.

Definicion 1.2: Sean X, Y espacios normadosy 7' : X = Y un

operador lineal. T es un operador de rango finito si
dim(7T'(X)) <.

El Teorema 1.4 nos dice que todos los operadores lineales
acotados de rango finito son compactos.

En los siguientes ejemplos aplicaremos el Teorema 1.4 para
probar que los operadores dados son compactos.

Ejemplo 1.5: Sea X un espacio nomado, f e X*yz,€X .

Definamos el operador 7' : X — X por

Tx = f(x)-z,
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Claramente T es un operador lineal acotado. Por otro lado,
como. f : X' = K es un operador lineal acotado y. dim f(X) <1,

por el Teorema 1.4, f es'un operador compacto.

Sea (x,) una sucesion acotada en X , luego (f(x,)) posee
una subsucesion convergente en K , lo que implica que

(f(x,)-z,) posee una subsucesion convergente en X
Pero T(x,)= f(x,)-2,. Luego (T(x,)) posee una subsucesién

convergente en X . Asi T" es un operador compacto.
Ejemplo 1.6: Sea X un espacio con producto interno y
Yos 2o € X . Definamos el operador T : X — X por
Ix = <x’yo>‘ 2y
Note que el operador f : X = K definido por
f(x) = (x,¥)

es un operador lineal acotado, o sea f € X*.

Ademas
Tx = (x,5,) 2, = f(x) 2,

luego por el ejemplo anterior T’ es un operador compacto.
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El siguiente ejemplo nos muestra que existen operadores
lineales T : X — Y de rango finito que no son compactos.
Ejemplo 1.7: Sea

X ={71:[0,]]> R/ f' existe y es continua en[0,1] }

con la norma

/=m0

Definamos el operador T : X — R por
IT(f)=r"(%)

Claramente T’ es un operador lineal y dim(7'(X)) =1.

Probemos que 7' no es acotado. En efecto, paracada 7 21 sea

£, :[0,1] > R definida por:

f,(t)=cos(nxt)
Note que

1] =1 paratodo n>1

IT(f)|=|£,0)| =| n7 sen (%)
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Luego si.n esimpar, |T(f,) =n7 . Por lo tanto

sup [T (f)]| = oo
1£]=1 '

¥y T no es acotado. Por consiguiente, por el teorema 1.1, T no
es compacto.

Teorema 1.5: Sean X' un espacio normadoy Y un espacio de
Banach. Sean (Z,,) una sucesién de operadores compactos de X
enY yT:X Y unoperadorlineal. Si (T,) converge

uniformemente a. T ; es decir, |7, ~T| -0, entonces T es un

operador compacto.

Demostracién:
Sea (x,;,) una sucesion acotadaen X, luego existe un

¢ > 0 tal que
| x. |<¢, para todo m>1

Como los operadores 7, 'son compactos, podemos escoger por el

procedimiento estandar de diagonalizacién, una subsucesion

(x,,)de (x,) tal que (T, x,, ) converge en Y para todo 7 fijo.

Sea ¢>0, como'|L7Z. - T||—> 0, entonces existe N, tal que
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I, -T|< % paratodo n2 N,.

Como (Ty,*, )es una sucesién convergente en ¥, (7 X, )es

de Cauchy, luego existe un N, tal que

"’TNox"'k -TNox’”l < : (k02 N,)

3

Luego si ¥,/ > N, , se tiene que

I'Tx"'t ~Ix,, ” < "Tx’” o = In¥m,

S‘II"TNO ,

& € &
< —c+—+—cC
3c 3 3¢

=&

+ "TNo Lmy TNo Lo “ + ||TN0 Fm = Tx"’t “

+§+]l]‘,\,o -7

e |

xm

k

Asi (Ix,, ) es una sucesion de Cauchy en Y. Como Y es
completo (7x,, ) es convergenteen Y , y (x,, )es una subsucesion

de (x,). Porilotanto T es compacto.

Observacion: El teorema anterior es falso si se remplaza
convergencia uniforme por convergencia fuertes; es decir, si

IT,x - Tx| > 0 paratodo x€ X,

como lo muestra el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1.8: Consideremos el espacio de Banach 12 y

definamios el operador T}, :1* —I* como sigue:
Z:.x = (Ei’---pé;po‘aoa."-) ' donde X = (5_1) € 12 .

Claramente 7, es un operador lineal. Ademas para X = (£,) € I

se tiene que’

. 0

o= v ool =[S | <[S ] =i

i=1

Por lo tanto 7, es un operador lineal acotado paratodo n > 1 .

Ademéas dim(T,(/?)) < ® . Luego por el Teorema 1.4, 7, es un

operador compacto para todo 7 =1,

Note que
Tx—>x=I, para todo x € I,

O sea

T, ‘L"ﬂ"* 0, paratodo x € I?,

Pero I:I* - no es un.operador compacto ya que dim(/*) =

En el siguiente ejemplo utilizaremos el Teorema 1.5 para
probar que el operador dado es compacto.
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Ejemplo 1.9: Definamos el operador lineal T : /2 — I por

Tx:y:(ﬂj).

5.
donde x = (5,-) el y n = 7’ para j =1.2,...

Note que (77,) € I’ Probemos que T es un operador compacto.

Definamos la sucesion de operadores lineales T, :”> = * por:

T X = (51, 52 53 9%9()’09'“)

= x=(&)el

Claramente los operadores 7, son acotados. Ademas como

dim(7, (X)) <, por el Teorema 1.4, T, es compacto para todo
n21.

Por otro lado,

Ix-T,x=(T-T,)x=(0,0...,0, 5’_’:‘1 5’_’:22
— n

)

(n ceros )

kT -1y = Y n,| = ——|4= i

J=n+1 Jj= n+l

L
(n+l)2 Z lgfl

J=n+l1 (n + 1)
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Tomando el supremo sobre los x € /* tal que [x|=1, se tiene que

_ =l _ 1
IT—1,]= sup (T - T)x||<sup ok —

Luego [T =T,| = 0 cuando n—> «, Asi porel Teorema 1.5 T es

un operador compacto.

1.3. Propiedades Fundamentales de los Operadores
Compactos.

A continuacién probaremos las propiedades algebraicas del

conjunto de los operadores compactos 7 : X — Y,

Teorema 1.6: Sean X, ¥ espacios normados y
K(X,Y)={T':X - Y/T és compacto },

K(X,Y) es un espacio vectorial.
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Demostracion:
Sean T;, T, € K(X,Y) y (x,) una sucesién acotadaen X .

Como T, y T, son compactos, existe una subsucesién (%, )

de (x,) tal que (T;x,,) y (T,x,,) son convergentesen Y.
Luego (T; + T, Xx,,) y (aT;x, ) son convergentes en Y , para
todo @ € K (cuerpo de escalares). Asipues 7, + T, y aT, son
compactos; osea I, +7, e K(X,Y) y al, e K(X,Y).Delo

anterior se deduce que K(X,Y) es un espacio vectorial sobre
K.

Corolario 1.5: Sean X , ¥ espacios normados,
T, T,,....,T, : X > Y operadores compactos y &, &;,...,&, € K |
entonces @ ,;T; es un operador compacto.

i=1

Otra propiedad importante de los operadores compactos
esta expresada en el siguiente teorema.

Teorema 1.7: Sea X un espacio nomado, K: X = X un
operador compactoy L : X — X un operador lineal acotado.

Entonces KL y LK son compactos.
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Demostracion:
Sea B un subconjunto acotado de X . Como L es acotado,

L(B) es un.conjunto acotado de X y K(L(B))= KL(B) es

relativamente compacto en X , pues K es compacto. Asi KL es
compacto.

Por otro lado, sea (x,) una sucesién acotadaen X . Como
K es compacto, por el Teorema 1.3 (Xx,) posee una
subsucesion convergente (Kx,,) en X. Como L es acotado, es
continuo y por lo tanto lleva sucesiones convergentes en
sucesiones convergentes, asi L(Kx, ) converge, y por el

Teorema 1.3 se tiene que LK es compacto.

Observacion: El Teorema 1.7 sigue siendo verdadero, atiin
cuando el espacio de llegada del operador es diferente del espacio
de partida, s6lo se tiene que suponerse que las compuestas KL o
LK tengan sentido. La demostracién es identica.

Los operadores compactos tienen la interesante propiedad
de transformar la convergencia débil en convergencia fuerte, como
lo muestra el siguiente teorema.
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Teorema 1.8: Sean X, Y espacios normados, 7: X —Y un
operador compacto y (x,) una sucesiénen X . Si X,——> X

(convergencia débil) entonces Tx, —> Tx (convergencia fuerte).

Demostracion:
Primeramente vamos a demostrar que

Ix, ——Tx
y luego que
Ix, > Ix

Sea g un funcional lineal acotado en Y . Definamos el funcional
f:X > K por
f(2)=g(T2) zeX (1)

Claramente f es un funcional lineal, ademas como

£ ()] = |g(72)| < [g]7= | < |e]IT |-

se tiene que f es acotado.

Como X,——> X, se tiene por definicion que f(x,) > f(x).

Luego por (1) se tiene que

g(Tx,) - g(Tx),
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Como & es arbitrario, esto prueba que
Ix, ——>Tx (2)

Falta probar que Tx, = Ix . Supongamos que no es cierto.
Entonces (7X,) posee una subsucesién (Ix, ) tal que
ITx,, —Tx|> 5 paraalgin & >0 y para todo k 1. Como (*,)
es una sucesion débilmente convergente, entonces (*,) es

acotado, por lo tanto (x,,, ) es una subsucesién acotada. Como
T es compacto, (7x, ) posee una subsucesion convergente en

Y, digamos I¥,, — 7.
como T¥,, — ¥, entonces T%,, ——>¥, luego por (2) resulta
que ¥ =Tx y en consecuencia “Tx,,*p —TX‘I —0. Lo que

contradice que "Tx..,p - Tx“ 26 >0 Asipues Tx, > Tx.

Observacion: Es claro que si X, ¥ son espacios normados, Z
un subespaciode X y T: X — Y es un operador compacto,

entonces larestriccion 7, : Z > Y de T a Z es también un

operador compacto.
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1.4. Propiedades Espectrales de los Operadores
Compactos en Espacios Normados.

'En esta seccion haremos un estudio de las propiedades
espectrales mas importantes de los operadores lineales
compactos. Para ello consideramos un operador lineal compacto

T:X - X ,donde X un espacio normado. Al operador T le

asociamos un operador T, , definido por

donde A es un niimero complejo e / es el operador identidad de
X.

Definicién 1.3: Sean X un espacio nomadoy 7:X — X un
operador lineal acotado. El numero complejo A es llamado un

valor propiode T siexisteun x€ X , x# 0, tal que
Ix=Ax

X es llamado un vector propio de T correspondiente al valor

propio 4 .
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Definicién 1.4: Sea X un espacio normadoy 7: X = X un

operador lineal acotado. El nimero complejo 4 es llamado un
valor regular de T si (T~ Al)™ existey es acotado.
El conjunto de los valores regulares de T’ se denotapor p(T) y

se llama el resolvente de T ; o sea
p(T)= {l eCIT, [l =(T - AI)™ existe y es acotado}

El complemento de p(T') .es llamado es llamado el espectrum de

T, y se denota por o(T) ; Asi
o(T)=C-p(T)
a los elementos de o(T') se les llama valores espectrales de T .

Finalmente. al nimero real

r(T)=sup (JA)
AeolT)

se le llama el radio espectralde T .

Note que todo valor propio de un operador lineal acotado T

también es un valor espectralde T .

Mas adelante veremos que todo valor espectral 4 # 0, de
un operador compacto, es un valor propio.
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Nuestro primer teorema se refiere al conjunto de valores
propios de un operador compacto.

Teorema 1.9: Sean X un espacionormadoy 7: X — X un

operador compacto. Entonces el conjunto de valores propios de T’
es contable, y el inico punto de acumulacién posible de este

conjuntoes 4 =0,

Demostracion:

Sélo debemos demostrar que para.cada nimero real » >0
el conjunto de todos los valores propios A tal que |4| 27 es finito.
Supongamos lo contrario; entonces existe un 7, > 0 y una
sucesion: (4, ) de valores propios de T, distintos; tales que
|‘/'1,,‘| 2.7 para todo n21. Como A, es un valor propiode T se
tiene que Ix, = 4,x, paraalgin x,€X, x,#0, n21. Como
los vectores propios X, corresponden a valores propios

diferentes, tenemos que el oonjunto{ x, /n 2 1} es lineaimente

independiente. Sea

an"—___ [xl’ x2 9°°y 'x.:n ]
el subespacio vectorial generado por { Xy 3 Xg5e0i5 X, } , entonces
todo x € M, se puede escribir de forma unica como

x = alxl .*; ooe *ranxn
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Note que
T = 2,Dx =(T - 4, I)e %, +..+a,x,)
=a,(T=2,0)x, +..+a,(T-2,Dx,
=0y (A%, —A%) +.. 40, (A X — A%, )+, (A X, —Ax,)
=ay(A4 =A%+t @, (A, = A,)x%,

Es decir,

T-ADxeM,_, paratoda x€ M, .

Por otro lado M,_, es un subespacio propio cerrado de M, para
toda n > 2, ya que los M, son subespacios de dimensién finita

del espacio normado X . Luego por el Lema de Riez existe una

sucesion (¥,) en X, tal que
“\yn“‘:l- y, €M, y "yn--x"}% (1)
paratoda XeM, ,, n=>2

Asi pues (¥,) es una sucesién acotadaen X .

Ahora bien, sumando y restando 4,, podemos escribir

1y, -1y =19, + 4.y, = 4.5, = Ty,
=AY, =X
donde
=4y, Ty, +1y,
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Sea n>m. Probemos que X € M,_,. En efecto, como m<n-1,
VmE€EM, M, =[x,x.,%,,]
Asi existen escalares @,,...,@,_, tales que
Vm =05+t a, X,

Luego
Iy, =alx+..+a, Ix,

= alﬂ‘lxl +..+ a,,_lﬂ,,_lx,._l

por lo tanto
Iy, e M, , (2)

Por otro lado, como (I'—A,I)y, € M,_, entonces

-(T-A4Dy,eM,, yaque M, esun espacio vectorial.

Como
-T-4Dy, =4y, -1y,
se tiene que
lnyn _Tyn € Mn-l (3)
De (2) y (3) resulta que

X=Ay,~-Ty,+1Ty, e M_,
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Por lo tanto;
yi=4 X eM,,
Asi pues, por(1) obtenemos que:
1, = vl =y =% =3 = 25 = Al ~ M 2 3|4 2 57,
pues |4, 27,

Por consiguiente la sucesién (7,) no posee subsucesion
convergente. Esto contradice la compacidad de T y prueba que el
nimero de valores propios A para los cuales l3«| 27 es finito.

Hemos probado asi que el conjunto de valores propios de T esa
lo sumo contable.

En base a lo anterior podemos ordenar los valores propios del

operador compacto T en una sucesion { 415 4,5 }
Tal que

[Anaa] < |24] para todo n2>1
ysi T tiene infinitos valores propios, entonces

Lim A?!' = 0

n— o

Asfi que el tnico posible punto de acumulacion del conjunto de los

valores propios.de T es 4 =0,
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Teorema 1.10: Sea X un espacio normado de dimension infinita
y T : X = X unoperador compacto. Entonces A =0 pertenece
al espectrumde o (T) de T.

Demostracion:
Supongamos que 4 = 0 € o(T) , entonces 4 =0 es un

valor regular de T ; es decir
T =(T-A"=T"
existe y es acotado. Luego por el teorema 1.7
I=T7T

es un operador compacto. Esto implica por el Corolario 1.4 que

dim(X) < =, lo que es una contradiccién. Asi pues 0 € o(T).

La siguiente propiedad se refiere a la dimension del nucleo
del operador

Teorema 1.11: Sea X un espacio.normadoy I : X — X un

operador compacto. Entonces paratodo A0 de T

dimN(T-AD<»

y por lo tanto N(T'—AI) es un subespacio cerrado de X .
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Demostracion:
Solo:debemos probar que la bola unitaria cerrada

M={xeNT-a):}<1)
del subespacio N(T — AI) de X es compacta.

Sea (x,) una sucesién en M . Como | x, |<1, entonces (x,)

es acotada. Ademas I es compacto, luego por Teorema 1.3,
(Tx,) posee una subsucesion (7x, )la cual converge en X.

Ahora como

x. e Mc N(T-Al)

se tiene que
Ix, - Alx, =0

osea x,=4" TIx, ,pues A #0.

Como (Tx,, ) converge, entonces (x,) = (4'Tx, ) también
converge. Ademds, como M es cerrado el limite de (%,, ) esta en
M . Asl la sucesién arbitraria (x,)en M posee una subsucesion
convergente en M, esto implica’que M es compacto. Por lo
tanto, dim N(T~AI)<w y N(T — Al) es .un subespacio cerrado
de X.
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En el teorema anterior las condiciones de que 7' un

operador compactoy A # 0 no pueden ser omitidas, como lo
muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.10 : Sea X un espacionormadoy /: X — X el
operador identidad. Si dim X = entonces I' no es compacto.

Por otro lado, si 4 =1,
NI -A)=N(©)=X

por lo tanto dim N(I —AI) =

Ejemplo 1.11: Sea X un espacio normado de dimension infinita y
T:X — X el operador nulo. T es compacto; ademassi A =0,
entonces N(I'—Al) = X y por lo tanto dim N(T—Al) =,

Como consecuencia del teorema anterior tenemos el
siguiente resuitado.

Corolario 1.6: Sea X un espacio normado, 7: X — X un
operador compacto, 4 #0 y N(T}) elnicleode I, =T - Al ,

Entonces:
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dim N(T,”) < © n=12,..

y N(T,") es un subespacio cerrado de X .

Demostracién:
Note que

T,”=(T - AI)?
=T? - 24T + A%l
= AT +T[-24T° +T]

donde T° = I . De igual manera

T,} =(T - AI)®
=T?-3AT?+ 34T - A°I
= —AT+T[322T° 34T +T? |

En general se tiene que

T," = (T - AI)"

= 1+TY| Ayt
i\
Asl podemos escribira T,;” como

T,=L-u
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donde

](_ﬂ)n—k T'k;-l

2 (n
H=—=A)"#0 y L=TU con U=Zk

k=1

Como U es una combinaci6n lineal de operadores lineales
acotados, se tiene que U es acotado. Luego.como T es

compacto, por el Teorema 1.7, L es compacto.
Asi, por el Teorema 1.11, resulta que

dim(N(7;")) = dimN(L - pl) < 0.

Observacion: En la demostracion del teorema anterior, se puede

ver que si un operador T es compacto, entonces para todo entero
positivo n, el operador T;" = (T — AI)" se puede escribir como

T,” =L—pul donde yu=—(-1)"#0y L es compacto.

El Teorema 1.11 se puede utilizar para probar que un
operador lineal acotado no es compacto, como lo muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.12: Consideremos el operador T :12 - I? definido
por:
Si x=(¢;) €1?, entonces T(x)=T(¢,) =y = (,)

donde



g si i es par
n = .. .
0 si i es impar

sin dificultad se prueba que T es un operador lineal.
Ademas como

I <[+

se tiene que 7" es un operador lineal acotado.

Note que

N(T,) = {0} sidz0, 1zl
N(T1)={‘(a,.)612/3,.=0 si i es par} sili=0

N(T)={(s)el’I5=0 si i es impar} siAi=1

paratodo n > 1.

Como dim(N(T,)) = para 4 =1, por el Teorema 1.11, T no es

un operador compacto.

Los operadores acotados, tienen la propiedad de que sus
nlcleos son cerrado, aunque sus rangos no necesariamente son
cerrados. Vamos aver, através del siguiente teorema, que si un

operador lineal T es compacto, los rangos de 7}, 7. 2\... SON

cerrados, paratodo 4 # 0.
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Teorema 1.12: Sean X un espacionormadoy T : X -» X un
operador compacto. Paratodo A # 0 elrangode 7; =T — Al es

cerrado.

Demostracién:
Obviamente,

T,(X)={T,(x)/xe X }

es un subespacio de X . Sea ¥ € T, (X), entonces existe una

sucesion (x,) en X tal que
Yo =T () >y

Como por-el Teorema 1.11 dim(N(T,)) <, por el teorema de la
Mejor Aproximacion en espacios normados, para cada X, existe

una mejor aproximacion z, € N(T,) con respecto a N(T,); o sea
| x, -z, |= inf {[x, —u| zu € N(T,) }= dist(x,, N(T,))

Consideremos la sucesion (f,) en X definida por
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Probemos por reduccién al absurdo que (£,) es una
sucesién acotada. Supongamos que (f,) no es una sucesién

acotada, entonces existe una subsucesién (¢, ) de (¢,) tal que

e, |2k paratoda ke N

Definamos ahora la sucesién (v;) en X por

t,,'
Vk'—"tn, ", keN

Como IM || =1 paratoda k€ N y T es un operador compacto,

existe una subsucesién (V) de (v;) tal que
Tvkj >velX
Note que
T,(t,) =T, (x,) - T,(z,) = T;(x,) = y,

Asi

T,¢)—>y
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Por lo tanto

LAY EAGR]
[ Tk e

0

”Tz("k)”=

ya que la sucesién (7;(¢,,)) es convergente. Luego

Por otro lado, como

v, = 2 [(T —H)v,,l - Tv,,l ]= 3 szVk, - Tv,‘l J

se tiene que
Vi, >3V
Por consiguiente, como T, es acotado
T,(v,) > T,(Gv)

Asi pues

T,Gv)=0

osea ;ve N(T,).
Ahora bien, como

Z;, + ;lr“ b, “V € N(T;)  paratoda k



se tiene que
til
“vk - i_v” = : v
til
&
] lxnk " rld
t,,
1
= t x"t - (z'lt + % tn, V)“
B
1 .
ZTmf{ X, —u":ue N(Tz)}
t
2 1 x”‘ Zn = il = 1
t, t,
£ &
Es decir
“"k‘%"HZI paratodo ke N

lo que contradice el hecho de que

Y, — >V

TR b

Asi pues la sucesién (Z,) es acotada. Por ser T un operador
compacto, existe una subsucesién (7, ) de (¢,) tal que (7, ))

es convergenteen X .
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A cada {,, lo podemos escribir como
t, =#lra,)-a, -r@,,)]
= 3¢, -1,
=3 (x, -2,)-TG,)]
=3|1.x,) -1,

Como (T, x,, ) y (Tt,, ) son convergentes, (¢, ) es
convergente, digamosa f € X .
Finalmente, como f,, —> 7, se tiene que
T,(t,) - T,()
pero
I,t,)=T(x, -2z,)=T,(x,) >y

Por consiguiente ¥ =T, (¢), es decir ¥ € T,(X). Asi T,(X) es

cerrado.

Corolario 1.7: Sean X un espacio normado, 7: X — X un
operador compactoy 4 # 0. Entonces el rango de T,” es un

subespacio cerrado de X , para todo nimero natural 7.
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Demostracion:

En la demostracion del Corolario 1.6 vimos que 7, 4" se

puede escribir como

T,” =L—pl donde L es un operador compactoy u#0.

Luego por el Teorema 1.12, el rango de T,l" es cerrado para todo

numero natural 7.

Finalizamos este capitulo con el siguiente resultado

Teorema 1.13: Sea X un espacio normadoy 7: X — X un

operador compacto. Entonces paratodo 4 #0,
X=T,X)oT,(X)oT*(X)>..

donde T, = es el operador identidad de X .

Demostracion:
Es claro que

X=T(X) o T,(X)
luego
L,(X) > LT, (X)) =T,"(X)
Asi, por induccién se tiene que

X=T"X)oT,(X)>T,*(X)>...



CAPITULO Il
TEORIA DE RIESZ
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CAPITULO II

TEORIA DE RIESZ

2.1. La Teoria de Riesz para Operadores Compactos

Del capitulo anterior sabemos quesi 7: X —> X es un
operador compacto definido en el espacio nomado X ysi A #0,
entonces:

e Los ntcleos N(7, 4") son subespacios de dimension finita

de X 'y satisfacen:

P}=NT")c NT,)c NT}) ..

o Los rangos T, (X) son subespacios cerrados de X y

satisfacen:

X=T,"(X)>T,(X)>T;'(X)>...

En lo que sigue probaremos algunos resultados que nos dan
mucha mas informacion acerca de las inclusiones antes
mencionadas
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Teorema 2.1: Sea X un espacio normado, 7 : X =X un
operador compacto y 4 # 0. Entonces existe un Gnico.entero no

negativo 7, dependiendo de 4, tal que

{0}= N, ) N(TA)EN(Tf)E..EN(T; )

NI, )=NT, ") =..
Demostracion:
Es obvio que
{0}=NT,") e NT,)) = NT ) ...
Asumamos que
{0} = NT," Y N@ ) NI ).

Como por el Corolario 1.6 dim N(T,") < para todo 720, por el

Lema de Riesz, paracada n = 1 existe un X, € N(T,") tal que

=1 y  dx,NTN2Y (1)

Como T, =T—Al  setieneque T =T, + Al . Luego

Tx, - Tx,, = Tyx, + Ax, - T,x, — Ax,,

=Ax,—x

donde
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x=TI;x, +Ax, -T,x,
Supongamos que m <n, entonces m <n—1, por lo tanto

Ax, e N(T")c N(T™)

Ademas
T (T,x,)=T"x, =0
0 sea
T,x, e NT")c N(T)
Similarmente
T (Tx,)=T'x, =0
o sea

T,x, € N(T™)

De todo lo anterior se tiene que X € N(T;™') . de donde

A'x e N(T;™). Asi, por (1) tenemos que

e, = Tx | = ax, - x| = |4]

X, — ﬂ"x" 2> %IZI (2)

siempre que n>m.

De (2) se deduce que la sucesion (7x,) no posee subsucesién

convergente, siendo (*,) una sucesién acotada. Esto contradice
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la hipétesis de que T’ es un operador compacto. Por consiguiente

existe un entero no negativo 7 tal que N(77') = N(T;**).
Sea n > m. Probemos que N(T;') = N(T;*'). En efecto,
sabemos que N(T)c N(T;"').sea x € N(T") y

supongamos que X & N(T,'), entonces
T (x)=0 y T'(x)#0
Comon>m, n—-m>0_.Sea z=T," "X, entonces
T z=T7"(T," "x)=T"x=0
pero
T z=T(T,""x)=Tx#0

lo que contradice el hecho que N(77") = N(T;"*").
asi pues N(T7') = N(T;"") para todo n>m.

Hemos probado que el conjunto
S={neN:NT)=NT"}

es no vacio. Sea
r =min(S)
entonces

{0}=NT ) NTHcN(T ). N(T))
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ademas, por lo probado anteriormente, se tiene que

N@T)=NTM)=..

Teorema 2.2: Sea X un espacio normado, 7: X — X un
operador compacto y 4 # 0. Entonces existe un unico entero no

negativo 4, dependiendo de 4, tal que

X = T}(X)? T, (X)?TAZ(X)D...? T{(X)

T X)=T,""(X)=..

Demostracion:
En el Teorema 1.13 se prob6 que

X=T'(X) oT,(X)> T’ (X)>..
supongamos que

X= T4°(X);3T1(X);;>T12(X)?...

Como por el Corolario 1.7, T, (X) es cerrado, por el Lema de

Riesz, para cada n€ N existeun y, € T, (X) tal que

=1 y dist(y,,T,""(X)2 4
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Sea x, € X talque T, (x,)=y,. Tomemos m > n,

entonces
y,-1Ty,=I,y,+&,-1,y, — &,
= ﬂyn _(T,lym +lym —T,lyn)
=4y, —x
donde
x=Ty,+&, Ty,
=T ("%, + AT %, - x,) e Ty (X)
Asl,

11y, —Ty.| =14

v, — A5 2 12

lo que implica que (7,) no posee subsucesion convergente.

Pero (¥,) es una subsucesién acotadoy T es un operador

compacto, lo que es una contradiccion. Asi pues, existeun ne N

tal que 7" (X) =T, (X).
Definamos

g:min{k e N:T,*(X) =TH (X))}
entonces

X =T,"(X)2T,(X)>..2T,  (X) =T{'(X)
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Probemos por induccién que

T (X)=T"(X)=T"*(X)=..

Sabemos que T,? (X ) = T7*' (X ) . Supongamos que para un
k2q, T,(X)=T{"(X).Sea zeTy"(X), entonces

existeun x€X con T *'x = z , 0 sea
z=T,""x=T,(Tkx)
Como TixeT,"(X)=T}"(X), existe un x€ X tal que
Trx=THx

Asl

z = T; (T‘k+l ;) = T;+2;
lo que implicaque z € T,/ (X ) y T} (X) = T/ (X).

Por consiguiente, por el principio de induccién matematica se tiene
que

T, (X)=T"(X)=..

En el siguiente teorema combinamos los resultados de los
dos teoremas anteriores.
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Teorema 2.3 (Riesz): Sea X un espacio nommado, 7': X = X
un operador compacto y 4 # 0. Entonces existe un tnico entero

no negativo 7 (dependiendo de 4 ) tal que

{0} = N(T,")c NT) .. N(Ty") = N(T,™) =...

X= T}(X)?n (X)2..o2L,"(X)=T"(X)=..

Demostracion:

En los Teoremas 2.1 y 2.2 se prob6 que existen enteros no
negativos r y ¢4 tales que

{0}=NT)NTYNEG ) N ) = T ™) =...

X= T}(X)gn (X)2.oT, (X)=T"(X)=..

Probemos que 7 = q . Supongamos que ' > q ysea X € N(T. ,1') ,

entonces
T, (el (X)=T,"(X)
luego existe un z € X tal que

T, (=T, (2)
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Como x € N(T}"), se tiene que
T, (@) =T,T, @) =TT, " ()=T,(x)=0
por lo tanto z € N(T;"") = N(T,"). Luego
T, (x)=T,(z)=0

de donde x € N(T,”™). Asi pues N(T;") c NT, ),

pero como N(T,”) c N(T;"), se tienen que N(T," ') = N(T;);

lo que es una contradiccién. Por consiguiente 7 <q.

Supongamos que 7 <¢ ysea ¥ =T, (x) e T, (X)

Como

Tz(y)=Taq(x)€Tzq(X)=T,1q+l(X)
existeun z€ X talque T,(¥)=T 7 (2) . Por lo tanto

T, (x-T,@) =T, x)-T,"" (2)

=T,0)-T,(»)
=0

osea x—T,(2) e N(T;"). Pero como N(T,*") = N(T;"), se

tieneque x—T,(2) € N(T,"), 0 sea

T," (x-T,(2))=0
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por consiguiente

y.- 7). T (x- T,(2))- T,(2))-
- Tf"(x. TA(Z))' Tf—l(Tz(z))
- T,'(2): T,'(X)

Asi pues T,” (X) < T,°(X). Pero como T,* (X) c T,7'(X), se

tiene que T, (X) =T,?(X), lo que es una contradiccion.

De todo lo anterior se tieneque 7 =¢.

Definicién 2.1: Sea X un espacio normadoy 7': X — X un
operador compacto. El Gnico entero no negativo »n tal que

{0}= NG ) NI NET) ..o N(E") = N(F™) =...

y
X =T(X)> (X2 (X)2.o0L' (X)) =" (X)=..

se llama el nimero de Riesz del operador 7 .

En el siguiente ejemplo determinaremos el nimero de Riesz
de un operador compacto.

Ejemplo 2.1: Consideremos el operador T’ :12 - I? definida por

£ €
T(&,,&,,..)=(=,—2,...
(&1,655---) (1 > )
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En el Ejemplo 1.9 se prob6 que T es un operador compacto.

Note que
1’;_(51‘:’“"2 s ) =T(8;56,,...) — (£, 635:-2)
& &
= (_II—’TZ’"') —(&15€55)
= (0,'— %82 %83,‘_ % 84 ,...‘)
Luego

N(T)= {x =(g,)€ 12/T,(x)=‘0}
=fr=(e)el s, =6, =..= 0}

Por otro lado, para x =(&,)

2o
(%) =T(0,~ 1 £,5— % €3~ 3-645--2)

=(0,(3)*£2,(3)’ £55-)
por lo tanto

NTH={x=(c)el’Is,=5,=..=0}

Asi pues N(T,) = N(T;?). De los Teoremas 2.1, 2.2 y 2.3 se

concluye que T;(X) = T,2 (X) y-que el nimero de Rieszde T es

n=1,
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Una consecuencia muy importante del Teorema 2.3 es que

el espacio normado X se puede descomponer como suma

directa de los subespacios N(T;,") y T;"(X) como lo indica el

siguiente teorema:

Teorema 2.4: Sea X un espacio normado, 7: X — X un

operador compactoy 4 #0. Entonces X puede representarse en
la forma

X= N(T;.")QT;."(X)
donde 7 es el nimero entero no negativo determinado en el

Teorema 2.3.

Demostracion:

Supongamos que X € N(T,")NT,"(X) . Entonces existe un

z € X talque
x=T"(z) y T,"(x)=0
Luego T,(z)=0, lo que implica que z € N(T,”") = N(T,").
Por lo tanto
x=T,(2)=0
Asi pues

N(T,")nT,"(X)= {0}
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Seaahora x € X . Entonces T;"(x) € T;" (X) = T,”"(X).. Por lo
tanto, existe u€ X talque T, (x) = T,” (u).

.

Definamos

entonces

I'@=T"®-T'0)=T"(0)-T," @) =T,"®-T," () =0

Por lo tanto

x=z+y con zeN(T,"), yeT,(X)

X=NT )OT, (X)

Otra consecuencia del Teorema 2.3 es el siguiente
resultado

Teorema 2.5: : Sea X un espacio normado, I': X = X un

operador compacto, 4 # 0 y T inyectivo. Entonces el operador

inverso T, : X > X existe'y es acotado.
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Demostracién::
Como T, esinyectivo, N(T;)={0}. Luego
N(T,°)= N(T, 2). Porlo. tanto, por el Teorema 2.3, n=0y
X =T,"(X)=T,(X), lo que implica que T, es suryectiva. Asi T

es biyectivo y T;[‘l :X = X existe y es lineal.

Supongamos que 7. ,{l no es acotado, entonces existe una

sucesion (x,) de elementos de X tal que

— >

Ixl=1 vy |5
Definamos

Vn :=T,1_l‘xfi.‘- zn:i. un:=LL paratodo ne N
bl il

A I >0

F= o
y

T (u,y= 1) _ % _

S T T
por lo tanto

T (#,) —==— 0
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Como ||u,.|| =1y T es compacto, existe una subsucesion (u,,*) de

@,) tal que (T'(, ) es convergente, digamosa ve& X . Luego

como
e ="(y")-~T.(y" )=T.u,.=T(u,.)-, “,
Sl al [
se tiene que
u, =%lT(u,,')—z,,'J—)%v
pero como

T,(u, )—55—0

Concluimos que T, (3 v) = 0; es decir, 1ve N(T;)={0}. Lo que
implica que v =0. Por lo tanto

T(u, )—75=—0

n—»w

Ahora bien,
T,(u,)=T(u, )~ Au,
luego
U, =ilre,)-1.a,)]

lo que implica que

u, — -0

ng n—o

Pero esto contradice el hecho de que [, || =1 paratodo ne N .

Asipues, T;”' es un operador lineal acotado.



62

Una consecuencia.inmediata del Teorema 2.3. es el siguiente
resultado.

Corolario 2.1: Sea X un espacio normado; T:X = X un
operador compacto, 4 #0 y supongamos que T; no es inyectivo.

Entonces T, (X) es un subespacio propio de X .

Demostracién:
Como T, no es inyectivo N(T}) # {0}. Luego por el
Teorema 2.3 se tiene que »2>1. Esto implicaque T;(X)# X .

Asi, T,(X) es un subespacio propio de X .

Teorema 2.6;: Sea X un espacio normado, 7: X = X un
operador compactoy 4 #0. Si 4 es un valor espectral de T,

entonces A es un valor propiode T .

Demostracién:

Supongamos que 4 es un valor espectral de T, entonces
T [l no existe como operador lineal acotado. Si N(73) # {0}

entonces existeun x€ X, x#0

Tal que
L) =T(x)-Ax=0

osea Ix=Ax y A es un valor propiode T .
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Si N(T;)={0}, entonces T; es inyectivo. Luego por el
Teorema 2.5, 7}-1 existe y es acotado. Esto implica que

A € p(T) lo que es una contradiccion. Asi pues, todos los valores

espectrales no nulos de 7' son valores propios de T .

Como consecuencia de los Teoremas 1.9, 1.10y 2.6
obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2: Sea X un espacio normado, 7: X — X un
operador compacto. Entonces a(T) —{0} consiste de un conjunto
contable de valores propios, sin puntos de acumulacién, excepto,
posiblemente, 4 =0. Si dim(X) = entonces 0 € o(7).

Del Corolario 2.2 se desprende que todo 4 # 0 es un valor
regular o un valor propio del operador compacto 7. Ademas por el
Teorema 1.10, 4 =0 es un valor espectralde T ; o sea 0 € o(T),
si dim(X) = . Si dim(X) < entonces T puede ser
representado mediante una matriz, y puede ocurrir que 4 =0 sea
un valor regular, o sea 0 € p(T) . Si dim(X) < y 0 e 6(7),
entonces 4 =0 esun valor propio de T . Finalmente puede ocurrir
que un operador compacto no tenga valores propios como lo
muestra el siguiente ejemplo.



Ejemplo2.2: Sea T :! 250l el operador lineal definido por

G &6 &

Tx:(oy o0
12V 3

r?°) donde x= (61.9 €, gv.'«)

Noteque 7 =KoL, donde
& & & '
L = —l"—‘l"__‘i’OOO
*) k(l 2’3 )
K(x) = (0,81 ’82’000)

Por el Ejemplo 1.9 L es compacto y por el Ejemplo 1.3 K es un
operador lineal acotado. Luego por el Teorema 1.7, T es un
-operador compacto.

Como dim(/*) = o, por el Teorema 1.10, 0 € o(T)

Sea x=(g,) y supongamos que Tx = Ax con A #0, entonces

Tx = T(&,,6,5m) = ,(o,fl'—,izz—',...) = (Ag,, A&, A€ 5,

Por lo tanto

& 4 _f

Agy =0, 2e, = 2’

Como l¢0‘ 81 ::6"2 ='€3';=’°5_°='0' o'sea x=0.

De lo anterior se tiene que A no es un valor propio de T .
Luego, por el Corolario 2.2 se tiene que o(T) = {0} Note que
A =0 no es un valor propiode T , ya que si Tx=0, entonces

x=0;0sea, T esun operador inyectivo.
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2.2. Operadores Adjuntos de Operadores Compactos

En esta seccién consideraremos un espacio normado X y un
operador compacto 7 : X — X . El dual de X es el espacio
normado X' definido por

X'={f:X - C/ f es un operador lineal acotado}

El operador adjunto 7™ de T se define por
T":X'-> X'

(T"g)Xx)=g(Tx)

T* es un operador lineal acotado y | 7| = | T'|.

Si X es un espacio de Hilbert, entonces el operador

adjunto de Hilbert de T se denota por T y se define mediante
la siguiente propiedad

T: X> X
(I'xy)=(xTy), paratodo x,ye X

T existe y es un operador lineal acotado. Ademas “T '” = || T || .

Teorema 2.7: Sea X un espacio normadoy 7: X & X un

operador compacto, entonces T : X' - X' es compacto.



Demostracioén:

Sea M un subconjunto acotado de X". Como X' es
completo, para probar que T” (M) es relativamente compacto
s6lo debemos que probar que T~ (M) es totalmente acotado, o
sea que para todo £ >0 existe un conjunto finito B, < X'

(6 —red finita para T*(M)) tal que para cada f € T (M),
d(f,B,)<¢.

En efecto, sea ¢ > 0. Como M esta acotadoen X', existe

un ¢ >0 tal que
lg]<e paratodo g€M .

Por ser T compacto, (V) es relativamente compacto, donde
V= {x e X< 1}. Luego 7'(¥) es totaimente acotado en X .

&

Tomemos & = 1o+ ©ntonces existe una & —red finita F, de

T(V) tal que T(V) c F,. Esto implica que existen X;,X,;....X, en

V tales que para cada x€V,

|7 -7 | < ch-, paraalgin i (1)

Definamos el operador

L:X'->C"
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Lg = (g(Tx,), g(Ix,),....g(Tx,))

Como g y T son operadores lineales acotados, L es un
operador lineal acotado. Ademas como dim(L(X")) < =, por el
Teorema 1.4, L es un operador compacto.

Porser M acotadoen X', L(M) es relativamente compacto y

£
por lo tanto totalmente acotado. Sea €, = 2 entonces

L(M) contiene una &, —red finita de L(M). Esto significa que
existen £,,82--&n € M tal que paracada geM,

£ . _
uLg -Lg; ”o <32 paraalgin j  (2)
donde |-|, es la norma usual de C".

Consideremos el conjunto N = {T 81T 8ypees T "g.,,,} y
probemos que N esuna & —red para T*(M).Sea geM,

entonces para cada i =1,2,...,n vy j=12,..,m se tiene que

2@~ 8, @) < e -g,@ )

= uLg —Lg, "oz
=‘|[L(g —8; )"qz
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Luego, por (2), para cada g €M existe un j, 1< j<m, tal que

8% - g,(Tx,) <|Lg-g,)]* <(teY @)
para todo i =1,2,...,n

Sea x €V, entonces por (1), paracada x € V' existe un i tal que
ITx - Tx,| < =
4c

Tomemos un g € M , entonces (3) se satisface para algun J .

Por consiguiente

|8(Tx) - g,(Tx) <|g(T%) - g(Tx)| + |g(Tx,) - g, (Tx)| + g, (Tx,) - g, (T¥)
< |g||Tx— T, | + Ig(Tx,) —&; (Tx,)’ + lig;”llTx.- ~Tx|

£ £ E
Sel— |+—-+c|—
(40) 4 (40)

< &

por lo tanto

T"g-T*g,|=sup|T"(g-g,)x)|

=kt

= sup|(g — g, (T%)|
Jxkst

= sup (g(Tx) - g ,(Tx)|

<¢&
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Asi pues paracada g € M existe un j, 1< j<m tal que

"g-T"g,|<e

Esto implicaque N = {T “81: 7830 T" 8 } es una & —red
para T"(M). Asi pues T" (M) es totalmente acotado, y por ende

relativamente compacto. Lo anterior implica que T~ es compacto.

Teorema 2.8: Sea X un espacio de Hilberty T: X — X un
operador compacto. Entonces el operador adjunto de Hilbert

T’ :X = X es compacto.

Demostracién:
Como T es compactoy T es acotado, luego por el

Teorema 1.7, TT" : X = X es compacto.

Sea (x,) una sucesion acotada en X , luego existe un
¢ >0 tal que “ X, “ <c paratodo #=1. Ademés, existe una

subsucesion (%, ) de (x,) tal que (7T (x,)) es convergente en

X . Pero
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” T\.x‘m »—MT‘.X"T“HZ = ” -T‘.;("xng - xnj )”2

= (1" (5, =2, 1T (5, = 5,))

=[r @, -2 15, - 5,)
<|17°(x, - 20| %0, — 0

a2,

< [T * (x,, - %)) (
<24IT" (x,, ~,,)

x,,k

lo que implica que (7°x,, ) es una sucesién de Cauchy en X .

Como X es completo (T°x, ) es convergente en X ; y por lo

tanto, T” es compacto.
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CAPITULO NI

OPERADORES DE FREDHOLM

3.1. Ecuaciones que Envuelven Operadores
Compactos.

Para el operadorcompacto T: X > X, ye X y 4 #0,
podemos considerar la ecuacion
Tx-Ax=y (1)
y la comrespondiente ecuacién homogénea

Ix—Ax=0 (2)

A estas ecuaciones le podemos asociar dos ecuaciones usando el
operador adjunto

I'f-if=g, geX' (3

y la ecuacién homogénea

T"f-=0 4)

De igual manera, si X es un espacio de Hilbert, podemos
considerar la ecuacion

T*'x-x=0 (5)



A continuacion presentaremos algunos resultados referentes a
estas ecuaciones.

Teorema 3.1: Sea X un espacio normado, 7: X = X un

operador compactoy 4 # 0. Si la ecuacién homogénea
Ix—Ax=0

tiene sélo la solucion trivial, entonces para todo ¥ € X la ecuacion
Ix-Ax=y

Tiene una unica solucién x € X y esta solucion depende
continuamente de ) .

Demostracién:
~ Si la ecuacién homogénea tiene sélo la solucion trivial,

entonces el operador T, =T — Al es inyectivo. Luego por el
Teorema 2.5, é! operador inverso T, 1 X > X existeyes
acotado, o sea que para cada ¥ € X existe un tinico X € X tal

que T, y=x, o sea Tx— Ax=y. Asi que la ecuacién
Tx-Ax=y

tiene una Unica solucién para cada y € X y esta solucion

depende continuamente de ), ya que T,”" es un operador

continuo.
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Teorema 3.2: Sea X un espacio normado, 7: X — X un

operador compactoy 4 # 0. Sila ecuacién homogénea
Tx-ix=0

tiene solucién no trivial, entonces la ecuacién no homogénea
Ix-2x=y

no tiene solucién, -0 su solucién general es de la forma

n
X=X+ ) a,x,
k=1

donde X,,..., X, 'son soluciones linealmente independientes de la

ecuacion homogénea, @, ..., @, son escalares arbitrarios y X, es

una solucion particular de la ecuacién no homogénea.

Demostracién:

Por hip6tesis el operador T, =T — Al no es inyectivo. Luego
por el Corolario 2.1 T,(X) es un subespacio propio de .X .
Ademas, por el Teorema 1.11 dim(N(7,))=n< o

Sea {x;,%,,..., x,.,} una base para N(T,), entonces
X, .-, X, son soluciones. linealmente independientes de la
ecuacion homogénea.

Sea y€ X . Si y&T,(X) entonces la ecuacién no homogénea

Ix—Ax =y no posee solucién. Supongamos que ¥ € T;(X) y
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sea X €X tal que T;(%)=y;0sea Ix, — Ax, =¥ . Luego X,

es una solucién de la ecuacién no homogénea dada.
Sea x una solucién de la ecuacién no homogénea dada, entonces

T, (x—x,)=T,x-T,x,=y-y=0

por lo tanto x—x, € N(T}). Luego existen escalares 2,,2,,...a,

tales que

k=1

asi pues

xz=xo+2a,,x,,_
k=1

Teorema 3.3: Sea X un espacio normado, 7:X — X un

operador compactoy A # 0. La ecuacién (1)

Ix-Ax=y

tiene una solucién X, siy s6lo si ¥ estalque f(»)=0, para

toda f € X' que satisfaga la ecuacion (4)

T"f-4=0

Asi, si la ecuacion (4) tiene sélo la solucién trivial f =0, entonces

la ecuaci6n (1) tiene solucién, paratodo y€ X .
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Demostracion:
Supongamos primero que la ecuaci6n (1) tiene una solucién

X=X, ; 0 sea,

T,xyg=Txy—Ax, =Yy

Sea f € X' una solucién de (4), entonces
F) = f(Txe — Axy) = f(Txo) - Af (%)
Pero por la definicién de operador adjunto,
S(Tx) = (T" f)Xx,)
por lo tanto
SO =T fYx) =M (x) =(T"f = A Xx,) =0

Asi pues, f(3)=0 paratoda f€X que satisface la ecuacion (4).

Reciprocamente supongamos que f(») =0 para toda
f € X' que satisface la ecuacién (4). Supongamos que la

ecuacion (1) no tiene solucién, luego

Tx=Tx—Ax#Yy

paratodo x € X, luego ¥ € 7,(X). Como por el Teorema 1.12

T,(X) es un subespacio cerrado de X ,

&5 = dist(y, Ty(X))=inf{y - T,(x)|: x € X}>0
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Luego, como una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach,

existe un f € X' tal que
If1=1 f(2)=0 paratodo ze T, (X), f(»)=6.

Como f(z) =0 paratodo z € T;,(X), f(T;x)=0 paratodo

xe X, 6 osea
F@x=Ax) = f(Tx)- A (x) =0

por io tanto
T fYX)-Hx)=T"f-H)x)=0

para todo x € X, lo que implica que f es solucién de la ecuacion
(4). Luego, por hipétesis f(¥) =0, lo que es una contradiccion.

Asi pues, la ecuacion (1) debe tener solucion.

Los siguientes dos resultados estan relacionados con la
acotacion de ciertas soluciones de la ecuacion (1).

Teorema 3.4: Sea X un espacionormado, 7:X = X un
operador compactoy A #0.Sea X, una solucion de la ecuacion
(1) para un y € X dado. Entonces el conjunto S de las

soluciones de la ecuacién (1) contiene un elemento x de norma
minima; es decir

|| = min {ix|:xe 8},  xes
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Demostracién:
Si x e S, entonces z = X— X, es una solucion de la

ecuacion (2). Por lo tanto, toda solucién de la ecuacion (1) se
puede escribir de la forma

X=X,+2
para algin 2z € N(Z,). Reciprocamente, para todo z € N(T}), la
suma X = X, +Z es una solucion de la ecuacion (1). Asi
S =x,+N(T,)={x, +2/z e N(T},)}
Definamos
p@)=x,+2] y k=inf{p(z)/ze N(T})}
note que
k = inf {|x|:xe 5}
Por la definicion de infimo, existe una sucesion {Z,,} de

elementos de N(T,) tal que

lim p(z,) = lim leo + z,|= &

n-o

Como (P(z,)) es convergente, ella es acotada en R , ademas

como

|zd= 16+ 2 -2l S| 2,4l xl = p(z) + | %)
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se tiene que (z,) es una sucesién acotadaen X . Como T es
compacto, (7Z,) posee una subsucesion convergente. Ademéas
como 2, € N(T,) setieneque 7,2, =0, 0sea Iz, = Az, .
Por consiguiente, como A =0, existe una subsucesion (2, ) de
(z,) que es convergente, digamos a Z, € X . Pero como por el

Teorema 1.11 N(T}) es cerrado, se tiene que 2z, € N(T,).

Ademaéas como P es una funcién continua,

p(z,) > p(z,)

Asi pues
’(2,) =limp(z, ) = k

y para

xX:=x,+2, €S
se tiene que

[l = bxo + 20| = P(z0) = &

o sea

[ = inf {jx|: x € 5 }= min {jx|:x < 5}

Teorema 3.5: Sea X ‘un espacio-normado, 7:X — X un
operador compactoy A4#0. Entonces existe un nimero real
¢ >0 tal que para todo, ¥ € X , para el cual la ecuacién (1) tenga

solucién, al menos una de esas soluciones X satisface

[ ] < el ¥l



79

Demostracion:

Para cada Y € X para el cual la ecuacion (1) tenga solucion

denotaremos

S, ={xe X /Tx - Ax = y}
Por el Teorema 3.4 existe un Xy €S, tal que
[%,| = min {jx|: x < 5, }

Probaremos que existe un nimero real ¢ >0 tal que para

todo y € X, para el cual la ecuaci6n (1) tenga solucién,

=5[] eyl

S,Upongamos que lo anterior no es cierto, entonces existe

una sucesion (¥,) en X tal que

lﬁy" —3 00
L2

Como T, ;y =Y, multiplicando por @ >0 se concluye que:

ax,€S, vy  ax; =mm{l|x|] xXe€e Say}

por lo que podemos suponer-que ¥, |=1.

De esto y de nuestra suposicion concluimos que
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Como (;Cy,, ‘) es acotaday I' compacto, existe una subsucesiéon

convergente (T J_Cy,.,) de (T'x;,), digamos

T xynj J—»0 ) v.O

Como
Yo=T,xy, =Tx, —Ax,,
se tiene que
Axy,=Tx, -y,
asi
J_Cly.., = %(T§y,.,. _yn_,)—j—;;ﬁ Vo
y por lo tanto

T(xy,, )—5—T ()

De lo anterior se tiene que

T(+vo) = v,

Iv o= Av,
es decir, v, € N(T,). Tomemos X, =Xy, —V,, entonces
T.x; =y,
osea X, €S, , yporlotanto

=1

beal= s, = vl
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Asi podemos concluir que la sucesion (xy,, —v,) no es

convergente. Pero esto contradice el hecho de que (X»,, ) es una

subsucesion convergente. Asf pues, lo que habiamos supuesto no
es cierto. Por lo tanto, existe un ¢ > 0 tal que

5] < el

Para todo Y€ X para el cual la ecuacion (1) tenga solucioén.

En los Teoremas 3.4 y 3.5 hemos probado que para todo

y €T,(X) existe un xy €S, de minima norma, ademas

¢c = Ssup ";y“ < 00
yeT,(X) “y“ )
y=0

Teorema 3.6: Sea X un espacio normado, 7: X — X un

operador compactoy 4 # (.. La ecuaci6n (3)
r'f-2=g
tiene solucién si y s6lo si g(x) =0 paratoda x € X que satisface
la ecuacion (2)
Ix—7x=0
Por lo tanto si la ecuacién (2) tiene so6lo la solucién trivial, entonces

la ecuacién (3) tiene solticién para toda g€ X' .
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Demostracién:
Supongamos que la ecuacion (3) tiene solucién para g y

que X es solucién de la ecuacién (2), entonces

g(x) = (T" f)(x) - A (x)

= f(Tx)- £ (A)
= f(Tx - Ax)

= £(0)

=0

Reciprocamente, supongamos que g(x) =0 para toda
solucién X de la ecuacioén (2). Definamos la relacién
f[i:T,(X)>K
fo () =g si y=T(x)

Probemos que en efecto, f, es una funcién. Sean
x,,X, € X tales que y=T,(x;)=T,(x,), entonces
T,(x, —x,) =0 Esto implica que X, —x, es una soluci6n de (2),
por lo tanto g(%, —x,) =0, osea g(x,) =g(x,). Asl pues f,

esta bien definida; es decir, f, es una funcion.

Como T y g son funciones lineales acotadas, f, es una

funcién lineal acotada. En efecto, por el Teorema 3.5, para todo

y €T,(X) se tiene que

R
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donde Xy es una solucion de la ecuacion (1), de norma minima.

Luego
/o= gl < lelxy] < clelly]

por consiguiente f, : T;(X) = K es una funcién lineal acotada.
Por el Teorema de Hahn-Banach, el funcional f, tiene una

extension f sobre todo X , el cual es un funcional lineal acotado,
osea feX'.

De la definicion de f, tenemos que
f(Tx—Ax) = f(T;x) = fo(T;x) = g(x)
para todo x € X , por lo tanto
g(x) = f(Tx—x) = f(Ix) - A (x) = (T" f)x) - 4 (x)
0 sea
(T f)(x) - X (x) = g(x)

para todo x € X . Esto implica que S es una solucién de la

ecuacion (3)

I'f=X=g.

En el Teorema 3.3 presentamos la resolucion de la ecuacion (1)
en términos de la (4) y en el Teorema 3.6 presentamos la



resolucion de la ecuacién (3) en términos de Ia (2). Finalizaremos
esta seccién presentando una relacion entre las ecuaciones (1) y
(2) y las ecuaciones (3) y (4).

Teorema 3.7: Sea X un espacio normado, I': X — X un
operador compacto y 4 # 0. Entonces la ecuacion (1) tiene una
solucién x paracada ¥ € X siy sélo si la ecuacién homogénea
(2) tiene sélo la solucién trivial x =0. En este caso la solucién de

la ecuacion (1‘) es tnicay T, tiene una inversa acotada; o sea

T .~" es un operador lineal acotado.

Demostracioén:
Supongamos que la ecuacion (1) tiene solucién para todo

¥ € X, y supongamos que existe un x; € X, x, # 0 tal que
Por hipétesis la ecuacion (1)

Ix=Tx-Ax=1x,

tiene una solucién X = X,.. De igual manera la ecuacién I,x=x,
tiene una solucién X = X;. Procediendo de esta manera podemos

construir una sucesion (x,) tal que

\ m. 2 -l
,0»¢xl_T‘_‘x2'-\”r& ‘xu3_""_T/1.
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para todo 7= 2. Por lo tanto

0=T,x, =T;’x, =T fx, =.=T,"x,,

De lo anterior se tiene que X, € N(T;") pero x, £ N(T;™ ).
Pero como N(T;™") © N(T,"), se tiene que N(T,"") es un

subespacio propiode N(7,") para todo 72 2. Pero esto
contradice el Teorema 2.1. Asi pues la ecuacion (2) tiene

solamente la solucién trivial x=0.

Reciprocamente, supongamos que x =0 es la Unica
solucién de la ecuacion (2). Luego por el Teorema 3.6 la ecuacion

(3) tiene solucién para todo g€ X',

Como, por el Teorema 2.7, T" es un operador compacto y la
ecuacion

I'f-X=g

ﬁene solucion para todo g € X', por lo probado anteriormente se
tiene que la ecuacion (4)

T*f ~Af =0

tiene s6lo la solucion trivial f=0. Luego por el Teorema 3.3 la

ecuacion (1) tiene solucién para todo y € X .



Si %3, %; son dos soluciones de (1), entonces X, — X, es una
solucién.de (2). Esto implica que x, — x, =0, 0 sea X, =X, . Asi
pues, en este caso la ecuacion (1) tiene una Unica solucién para
cada ye X,

De lo anterior se tiene que T’ [l existe y es lineal.

Obviamente, la tUnica solucién x de la ecuacién
Ix-Ax=y

es la solucién de minima norma. Luego por el Teorema 3.5, existe

un ¢ >0 tal que
7' v = el < el

para todo y € X . Esto implica que . [l es un operador lineal

acotado.

Corolario 3.1: Sea X un espacio normado, 7: X — X un
operador compacto y 4 # 0. Entonces la ecuacion (3) tiene
soluci6n para cada g € X’ si y sélo si la ecuacién (4) tiene
solamente la solucién trivial /=10, En este caso la solucién de la

ecuacion (3) es Gnica.

Demostracién:
Esto es una consecuencia inmediata del Teorema 3.7 y del hecho

de'que 7" es un operador compacto.
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3.2. La Alternativa de Fredholm

En esta seccién presentaremos la alternativa de Fredholm, la
cual nos permite mostrar la existencia de solucién de ecuaciones
no homogéneas a través de la existencia de soluciones de la
ecuacion homogénea asociada. En particular probaremos que las

ecuaciones del tipo 7;x=Tx—Ax=y ,donde T es un operador

compacto, satisfacen la alternativa de Fredholm.

Definicién 3.1: Sea X un espacio normadoy L: X — X un

operador lineal acotado. L satisface la alternativa de Fredhoim
si se satisface una de las siguientes condiciones:

(1) Las ecuaciones no homogéneas
Ix=y, Lf=g
tienen solucién Unica x y f, respectivamente, para todo
yeXygeX
Las correspondientes ecuaciones homogéneas

Ix=0 , Lf=0

tienen sdlo las soluciones triviales x=0y f =0,

respectivamente.

(2) Las ecuaciones homogéneas

Lx=0, IL'f=0



tienen el mismo numero de soluciones lineaimente
independientes

Xy5Xy 00y X,y y Jis Soseens £,

respectivamente. Las ecuaciones no homogéneas
Lx=y , Lf=g

tienen soluciones siy sélo si, ¥ y £ son tales que

(para todo i =1,2,...,n), respectivamente.

Antes de probar la alternativa de Fredholm para operadores

compactos T, estableceremos la relacion entre las dimensiones

de N(T)y N(T"™), para esto necesitaremos el siguiente Lema

conocido con el nombre de Sistema Biortogonal, el cual es una
consecuencia del Teorema de Hahn-Banach.

Lema 3.1: Sea X un espacio normado. Si {/;> fo»-f,} €s un
conjunto lineaimente independiente de X', entonces existen
Zy,255--42, €X tales que

0 Sii# j

f;'(zj)':aﬁ ={

1 sii=j
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De igual manera, si {x,,xz,...,x,,} es un conjunto linealmente

independiente de X , entonces existen £;,8,,.--8, €X tales

que

0 Sii#j
g,(x,-)=5y={

1 sii=j

En lo que sigue, T : X = X es un operador compacto y
T,)=T-Al)=T"-Al
Ademas consideraremos las ecuaciones
(1) Ix—Ax=y
(2) Ix—Ax=0
@ T f-¥=g
@ Tf-3=0

Teorema 3.8: Sea X un espaciode Banach, 7: X & X un

operador compactoy A # 0. Entonces las ecuaciones (2) y (4)
tiene el mismo namero de soluciones linealmente independientes;
o sea

dim(V(T}))=dim(N(Z,")) =n <o
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Demostracién:
Como I y T™ son operadores compactos, entonces por el

Teorema 1.11, &im( N (T;)) < © y dim( N (T;*)) < © . Sea

dim( N(T;)) =ny dim( N(T;)) =m.

Si n=0, entonces (2) s6lo tiene la solucién trivial x=0.
Luego por el Teorema 3.6, la ecuacion (3) tiene solucién para toda

g € X' . Luego por el Corolario 3.1 la ecuacion (4) tiene sélo la
solucién trivial f = 0, lo que implica que m = 0. De igual manera,

si m =0, entonces por los Teoremas 3.3 y 3.7 se tiene que n=0.

Supongamos.que m>0y n>0. Sea {xp---,&,,} una base
para N(T;) . Por el Lema 3.1 existen £),82»---8, €X’ tal que

0 sii#j
gi(xj)=§ij ={1

-
4

sii=j

Sea ahora {5/, f} una base para N(T}"). De igual
manera, por el Lema 3.1 existen. Zy;2,,.--,Z,, € X tales que

0 siiwj

f(z,)=6; :{1

sii=j
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Supongamos que 7 < m. Definamos la funcién
S: X->X

Sx =Tx +Z g:(x)z,
i=1

Como el operador g;(x)z, es de rango finito, por el Teorema 1.4,
el operador es compacto. Por lo tanto, como la suma de

operadores compactos es compacto, S es un operador compacto.

Supongamos que X, € N(S,): o sea,
entonces

f:,'(S,zxo) = fj(o) =0 para j =1,...m
Luego para todo j =1,2,...,n

0=71,(8,%,)= fj(SxO - Ax,)
= f,(Ix, +Zj 8:i(xg)z, — Axy)

= £, (Tixo + Y 2,(x0)z)

i=1

= £, T3+ Y 8,50 £, (2)
= (szfj)(xo)"' g ;(x,)

=gj(x0)



yaque f; € N(T,") . Porlotanto

g;(x)=0 para j=12...,n
Esto implica que

Sxo =Tk,
de donde

T,x, =Tx,—Axy = Sxy —Axy = §;%, =0

por consiguiente X, € N(T,;) . Como {x,,...,x,,} es una base para,

N(T,) podemos escribir

n
Xy = Za,x,

i=1

aplicando &, para j =1,2,...,n obtenemos

0= gj(xo) = iaigj(xi) =Qq;

i=1

lo que implica que X, =0. Hemos probado asi que

N(S,) = {0}
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luego por el Teorema 3.1 la ecuacion

S;x=8-Ax=y

tiene solucién para todo y € X . Tomemos ¥ =2,,, ysea X=v

tal que
Sﬂ.v = zn+l

entonces

1= frn(Zp1) = £ (S2V)
= f,,(Sv—Av)

n+l

= n+l(Tv+igi(v)zi - Av)

i=1

= f;|+l(TAv+igi(v)zl)

i=1

= Lo @)+ Y 8,0 fon(2)

= fan(TV)
=T, f,.)™)

Como n<m, n+1<m, ademés f,.. € N(T;,). Esto implica que

(T, £,.)(») =0, lo que es una contradiccién. Asi pues m<n.
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En forma analoga se obtiene una contradiccion, si se supone
que m<n. En'este caso se define la funcién

S: X' Xx'

§ =1+ fz)g

i=1

y se procede de manera similar. Asi pues m = n. y

dim(N(T3)) = dim(N(T;"))

Estamos preparados para demostrar la aiternativa de
Fredholm para operadores compactos.

Teorema 3.9: Sea X un espacio normado, 7: X =& X un
operador compacto'y 4 # 0. Entonces el operador T, =T — Al

satisface la alternativa de Fredholm.

Demostracion:
Por el Teorema 3.7 y el Corolario 3.1 se tiene que las
ecuaciones

Tx=Ti-ix=y , T'f-if=g
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tienen soluciones Gnicas paratodo y€ X, ge X',

respectivamente, si y sélo si las ecuaciones
Tx=Tx-Ax=0 , T“f-if=0

tienen sélo Ia solucion trivial x=0y f =0, respectivamente.

Por el Teorema 3.8 las ecuaciones
Tx—-Ax=0 , T"f-Af=0

tienen el mismo niimero de soluciones linealmente

independientes. Adema4s si {X,,-.» X, }es una base para N(T;) y

m,---,f,} es una base para N(T,"), entonces por los Teoremas

3.3y 3.6 se tiene que las ecuaciones

In-Ix=y ,T'f-=g
tienen soluciones si y sélo si

f0)=0 , gx)=0
para todo i =1,2,..., ', respectivamente

Finalizamos esta seccion aplicando nuestros resultados a la
ecuacion integral de Fredholm de segundo tipo

x(s)— 1 [ k(s,0)x()dt = p(s)
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Note que si X' = {_f:A[0,1]-+R/fes continualy T:X — X es

el operador definido en el Ejemplo 1.4, entonces T es un operador
compacto.

Tomando 4 =1 y ¥(s)=—=19(s), la ecuaci6n integral se puede

escribir de la forma
Ix—Ax=y

Luego por el Teorema 3.9, la ecuacion integral posee una Unica
solucién para cada ¥ € X o la ecuacién homogénea asociada

tiene un namero finito de soluciones no triviales linealmente
independientes.

3.3. Operadores de Fredholm

En esta seccion introduciremos el concepto de indice de un
operador lineal, para posteriormente estudiar los operadores de
Fredholm. Presentaremos algunos ejemplos de operadores de
Fredholm y probaremos algunas propiedades que nos permiten
construir operadores de Fredholm. También estableceremos
algunas propiedades del conjunto Fred (X,Y) de los operadores
de Fredholm y del indice de estos operadores. Finalmente
definiremos la nocién de congruencia médulo un operadores
compactos para demostrar una caracterizacion de los operadores
de Fredholm.
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Recordemos que si X es un espacio vectorialy ¥ es un
subespacio de X* entonces, por definicién, la codimensién de ¥

es la dimension del espacio cociente X/Y , o sea

codim(Y) =dim(X 1Y)

Ademas, si X=X, ®X,, entonces codim(X,)=dim(X,).En

este caso escribimos X ll =X,, asi:
X=X0X"
donde X," es el complemento algebraico de X .

Si X es un espacio normadoy X,,X, son subespacios
cerrados de X tales que X =X, @.X,, entonces diremos que X
es una suma directa topolégica de los subespacios X, y X,.
Note que la suma directa X = X, ® X, es una suma directa
topolégica si y sélo si las proyecciones P, sobre X;y P, =1-H

sobre X, son operadores lineales acotados.

A continuacién utilizaremos la nocién de codimensién para
definir el indice de un operador.
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Definicién 3.2: Sean X, Y espacios vectorialesy 7: X = Y un
operador lineal. El indice de T se denota por ind(T')y se define

por:
ind(T) = dim(N(T)) - codim(T (X))

suponiendo que no se tiene el caso patolégico o — .
El operado T es de indice finito si dim(N(T))<x y
codim(T(X))< o,

Ejemplo 3.1: Sea X' un espacio normado, 7: X — X un
operador compactoy 4 € K, A # 0. Luego por el Corolario 1.6, el

Teorema 2.3 y el Teorema 2.4 se tiene que existe un entero no

negativo # tal que dim(N(Z,")) <y
X= N(TA")$T4"(X)
Por lo tanto, codim(T," (X)) = dim(N(T,")) y

ind(T;" ) = dim(N(T,")) - codim(T," (X)) =0

Ejemplo 3.2: Sea X un espacio normadoy /: X = X el
operador identidad, entonces

dim(N(I))=0 y codim(I(X))=codim(X)=0

por lo tanto
ind(I)=0
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Ejemplo 3.3: Sea X -un espacio con producto interno de
dimensién finita n y T : X — X un operador lineal. Por el
teorema de las dimensiones tenemos que

n=dim(N(T"))+dim(T (X))
Ademas se tiene que

X =T(X)®T(X)"*

donde T(X)* = {y eX: (Tx,y) =0 para todo x € X},
Consideremos el operador adjunto de Hilbert T* de T . No
es dificil verificar que

NI =T '(X)*
por lo tanto

X=T"(X)®T (X)' =T (X)®N(T)

Ahora bien, como X es de dimensién finita, X es un espacio de

Hilbert, por consiguiente T~ =T y
X =NTH®T(X)
asi
n=dim(N(T")) +dim(T (X)) = dim(N(T)) + dim(T (X))
de donde

dim(N(T)) = dim(N(T"))
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codim(T (X)) = dim(N (T')) =dim(N (T))
De lo anterior se tiene que

ind(T) = dim(N(T))— codim(T (X)) =0,

Sean X, Y espacios de Banach sobre el cuerpo K'y
T : X — Y un operador lineal acotado. Supongamos que 7'(X)es
un subespacio cerrado de Y y
X = N(T)® N(T)*

es una suma directa topoldgica de X (aqui N(T)* denota un

subespacio cerrado de X que es un complemento algebraico de
N(T)).

Note que la restriccion
T:ND*' > T(X)

es un operador lineal acotado biyectivo, ya que si 7x=0 y
x e N(T)*, entonces x:€ N(T) ".N(T)* ={ 0} Luego por el
Teorema de la Funcién Abierta se tiene que 7 : N(T)* - T(X)

es un isomorfismo. Asi pues,

dim(T (X)) = dim(N(T)*)
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Por otro lado, como T(X) es cerrado en Y , por el Teorema
del Rango Cerrado de Banach se tiene que 7(Y") es cerrado en
X'y T(X)=N(T*)" donde T*:Y" = X" es el operador
adjuntode T y

N(@T) ={yeY:f()=0 paratodo f € N(T*)}
Luego
codim(T (X)) = codim(N(T*)*) = dim(N(T*))
y por lo tanto
ind(T) = dim(N(T))—dim(N(T"™))

Definicién 3.3: Sean X, Y espacios normado sobre K y
T: X > Y un operador lineal acotado. T es un operador de

Fredholm si 7(X) es un subespacio cerrado de Y y
dim(N(T)) <o, codim(T(X))<x; es decir, si T(X) es cerrado
y ind(T) <o,

Teorema 3.10: Sean X, Y espacios de Banachy 7:X — Y un

operador lineal acotado tal que
dim(N(T))<®o y codim(T(X))<®

Entonces T es un operador de Fredholm; o sea, T(X) es un

subespacio cerrado de Y .
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Demostracion:
Como dim(N(T)) <o, N(T) es un subespacio cerrado de

X, ademéas
X=NT)®NT)"

Y =T(X)®T(X)"*

donde
dim(T(X)") = codim(T (X)) < o

lo que implica que T(X)" es un subespacio cerrado de Y .

Sea {xpxz,--.,x,,} una base para N(T'). Por el Lema 3.1,

existen /5 [y Sy € X' tal que

0 siizj L
f,(xj)={1 T i,j=12,..,n
sSti=J
Definamos el operador
B:X—> N

Px=Y f(x)x,

i=1

Es claro que P, es un operador lineal acotado, £,x; = x; para

todo j=12,..n y B’ =P oP, =P .Osea, P esun operador
proyeccioén. Por lo tanto, la suma directa

X = N(T)® N(T)*
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es una suma directa topolégicay N(T)" es un subespacio

cerrado de X .

Note que el espacio producto N(T)* xT(X)" es un espacio
de Banach, ya que N(T)" es cerrado en X , T(X)" es cerrado

en Y y X xY es un espacio de Banach.

Definamos la funcién
S:N(T)l xT(X)'>Y
S(x,,%,)=Tx, + x,

Es claro que S es un operador lineal acotado, yaque 7 esun
operador lineal acotado.

Sea y €Y, entonces existen xe X y x, €T(X)" talque
y=Ix+x,
ademas existen a€ N(T) y x, e N(T)" tal que
x=a+x,
Luego (x,,x,) € N(T)* xT(X)" y

S(x,x,)=Tx, +x,

=T(x-a)+x,
=T(x)+ x,
=y

lo que implica que S es suryectiva,
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Por otro lado, si S(x,,x,) =0, entonces T, + x, =0 o sea

x, =-Tx,. Esto implica que
x, e T(X)NT(X)" ={0}
es decir, x, =0, Asi Tx; =0, lo que implica que
x, e N(T)n N(T)* = {0}
por consiguiente x, =0,

De lo anterior se tiene que (x;,x,)=(0,0) y S es inyectiva.

Hemos probado asi que S es un operador lineal acotado
biyectivo. Luego por el Teorema de la Funcién Abierta se tiene que

S es un isomorfismo.
Finalmente, como S : N(T)* xT(X)* > Y es un

isomorfismo, N(T)* x {0} es un subespacio cerrado de

N@)* xT(X)* y S(N(T)* x{0) =T(X), se tiene que T(X) es

un subespacio cerrado de Y.

Ejemplo 3.4: Sean X, Y espacios normadosy 7: X - Y un

isomorfismo. Entonces T(X) =Y escerradoen Y y
dim(N(T))=0, codim(T(X))= codim(Y)=0
por lo tanto T’ es un operador de Fredholm y

ind(T) =0
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Ejemplo 3.5: Sean X, Y espacios normados, 7: X —> Y un
operador de Fredholm y A €K, A#0. Entonces (AT)(X) =T(X)
y

dim(N(AT)) = dim(N(T)), codim((AT)(X)) = codim(T(X))

por lo tanto AT es un operador de Fredholmy ind(AT) =ind(T) .

Ejemplo 3.6: Sea 7 : R” — R" un operador lineal. Luego T es
un operador lineal acotado y

dim(N(T))<o , codim(T(R"))< o
Por lo tanto T es un operador de Fredholm. Ademés
dim(N(T))+dim(T(R"))=n
por lo tanto

codim(T(R")) = m —[n—dim(N(T))]

ind(T) = dim(N(T)) — codim(T(R"))
= dim(N(T)) ~ [m —[n — dim(N(D))]

=n—m
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Ejemplo 3.7: Consideremos el espacio de Banach

I = {{a,,} : Z]a,,'lzz < oo}

con la norma

ke, = VX ||’

y los operadores lineal acotados T, y T, definidos en el Ejemplo
1.3.

Note que

NT)={a}el:a,=a, =..=0]

Luego dim(N(T,))=1

Por otro lado, como 7, es suryectiva, se tiene que
dim(T, (X)) = dim(I*)
por lo tanto
codim,(T = (X)) = 'cadim(dlgi )=0
Asipues T es un operador de Fredholm y

ind (Tiz) =d1m(N(T zz)) — codim(T, izT(X ) =1
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De igual forma se tiene que

NT)={0} vy dim(N(T,))=0

Ademas codim(T,, (I*)) =1 Por lo tanto 7, es un operador de
Fredholmy
ind(T,)=-1

Teorema 3.11: Sean X, Y espacios de Banach, 7: X — Y un
operador de Fredholm, ind(T)=0 y N(T)= {0}. Entonces Ia
ecuacion Ix = y tiene exactamente una solucién para cada

y €Y yT™":Y— X es unoperador lineal acotado; o sea, T

es un isomorfismo.

Demostracion:

Como N(T)={0}, T es un operador inyectivo. Por otro
lado, como

ind(T) = dim(N(T)) — codim(T(X))=0

y dlﬂl( N (T)) = O' se tiene que COdiM(T (X )) =0 _.Porlo tanto
T(X)=Y .Asipues T es un operador lineal acotado biyectivo.

Por el Teorema de la Funcion Abierta se tiene que 7' es un

isomorfismo, por lo tanto la ecuacién 7x = y tiene exactamente

una solucién paracada y€Y y T':Y > X esun operador

lineal acotado.
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Teorema 3.12: Sean X, Y espacios de Banachy 7: X = ¥ un

operador de Fredholm. Entonces para cada ¥ € Y la ecuacién

Ix=y

posee solucién siy sélo si f(y) =0 paratodo f € N(T”)

Demostracion:

Por hipdtesis T(X) es un subespacio cerrado de ¥ . Luego,
por el Teorema del Rango Cerrado, T(X) = N(T*)*, donde

N(TH* = {er:f(y)=O para tbdofeN(T*)},

Sea y€ Y, entonces la ecuacién 7x = y posee solucién si
y sélosi y €T(X)=N(T")" ; es decir, siy sblo si f(») =0 para
todo f € N(T™).

Observacién: Si X, Y son espacios de Banachy T': X — Y es
un operador de Fredholm, entonces 7(X') es un subespacio
cerrado de Y . Luego, por el Teorema del Rango Cerrado, se tiene

que T™(¥") es un subespacio cerrado de X" y

dim(N(T™)) = codim(T (X)), codim(T*(Y")) = dim(N(T))
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por lo tanto
dim(N(T*)) <oy  codim(T (Y ")) <
Asl pues, el operador adjunto T* : ¥ — X es también un
operador de Fredholm y

ind(T*) = —ind(T)

El siguiente teorema nos permite construir operadores de
Fredholm a partir de operadores compactos.

Teorema 3.13: Sea X un espacio de Banachy I': X — X un

operador compacto. Entonces L =1 —T es un operador de
Fredholm.

Demostracién:
Por el Teorema 1.11 se tiene que dim(N(L)) <.

Probemos.ahora que codim(L(X)) < o . Supongamos lo

contrario, o0 sea que .

codim(L(X)) = dim(X / L(X)) = o

Luego podemos encontrar una'sucesion de subespacios cerrados

L(X)=Y,c¥c..c¥, c..
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tal que ¥, es cerrado en Y,,, y dim(¥,,,/Y,) =1 [esto se obtiene

agregando inductivamente una dimension a Y, para obtener ¥,,;,

n=0,1.2,..].

Por el Lema de Riesz aplicado a ¥, ; € ¥,, se tiene que

existe un X, €Y, tal que
“xn “ =1 y dist(x,,Y, )2 3

Luego para k < n se tiene que

ITx,, — Tx, |=lx, - (x, = Tx,) —x, +(x, =T, )|

=|x, — Lx, — x; + Lx|

yaque Lx, +x, —Lx, €Y, , . Esto prueba que la sucesién {Tx,}
no posee subsucesion convergente, contradiciendo el hecho de
que T es compacto. Asi pues codim(L(X)) <,y por el

Teorema 3.10 L es un operador de Fredholm.

Corolario 3.2: Sea X un espacio de Banach, 7: X -5 X un
operador compactoy 4 # 0. Entonces T, =7 —Al esun

operador de Fredholm.
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Demostracién:
I =T-A= —A(I—%T)

donde “,I{T es un operador compacto. Luego, por el Teorema
3.13, I - 1T es un operador de Fredholm. Por lo tanto, por el
Ejemplo 3.5, T, =—A(I —;T) es un operador de Fredholm.

En lo que sigue L(X,Y) denota el espacio normado de los

operadores lineales acotados de X en Y y Fred(X,Y) el

conjunto de los operadores de Fredhoimde X en Y.

Teorema 3.14: Sean X, Y espacios de Banach. Entonces
Fred(X,Y) es un subconjunto abierto de L(X,Y) vy la funcién

i:Fred(X,Y)> R
i(T) = ind(T)

es continua en Fred(X,Y), y es constante en las componentes

conexas de Fred(X,Y)

Demostracion:
Sea T': X =Y un operador-de Fredholm. Deseamos probar
que si L € L(X,Y) est4 préximo a T (segun la norma de

L(X,Y)), entonces L ‘es un-operador de Fredholm.
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Como dim(N(T)) <, N(T) tiene un complemento
cerrado en X (ver la demostracién del Teorema 3.10), luego

existe un subespacio cerrado G de X tal que

X=NT)®G

Note que la funcién T : G = T(G) = T(X) es un operador lineal
acotado biyectivo, luego por el Teorema de la Funcién Abierta T

es un isomorfismo. Ademas, como codim(T(G)) <o podemos

escribir
Y=T(G)®H
donde H es un subespacio de dimensién finitade Y .

Consideremos la funcion

F:GxH->T(G)®H-=Y
F(x,y)=Tx+y

Como T :G = T'(G) es un isomorfismo, F es un isomorfismo.

Recordemos que el conjunto de los isomorfismos de un
espacio de Banach E en un espacio de Banach F es abierto en
L(E,F). Por lo tanto, si L esta préximoa T , entonces el

operador

F':GxH—->LG)+H=Y
F'(x,y)=Lx+y

es un isomorfismo.
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Sea xe GNN(L), entonces
F'(x,0)=Lx=0
lo que implica que x = 0 por lo tanto G N(L) = {0}.

Esto implica que
GONL)cGON(T)=X

dim(N(L)) < codim(G) = dim(N(T)) < ©
osea, N (L) esun subespacio de dimension finita de X .
Por otro lado, si z € L(G) " H , entonces existe un x€ G
tal que Lx =z Por lo tanto

F'(x,~z2)=Lx-z=z-2z=0

Luego como F' es un isomorfismo, (x,—2) =(0,0); o sea, z=0.

Asl pues
Y=L(G)OH
Esto implica que
codim(L(X)) < codim(L(G)) = dim(H) < ©
Asi pues como X , ¥ 'son espacios de Banach, por el

Teorema 3.10, L es un operador de Fredholm. Esto implica que
Fred(X,Y) es un subconjunto abierto de L(X,Y).
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Probemos ahora que la funcién i es continua. En efecto, como
G N(L) = {0}, podemos considerar la suma directa G® N(L).

Como
codim(G) = dim(N(T)) < o
existe un subespacio de dimension finita M de X tal que
X=GON(L)®M

Luego, por el Teorema de la Funcién Abierta, L induce un
isomorfismo

L:G®M->L(GO®M)=L(G)D L(M)

y
dim(M) = dim(L(M))
Ademés como
L(G)®H =Y
y
L(G)® L(M) = L(X)
se tiene que

codim(L(X)) = dim(H) — dim(L(M))
= dim(H) — dim(M)

Asi pues
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ind(L) = dim(N (L)) — codim(L(X))
= dim(N(L)) — [dim(H) — dim(M)]
=dim(N (L)) + dim(M) — dim(H)
=dim(N(L)® M) —dim(H)
= codim(G)— dim(H)
= dim(N (T)) - codim(T (G))
=dim(N(T)) — codim(T (X))
=ind(T)

Hemos probado asi que si L esta préximo a T', entonces
ind(L) = ind(T') . Esto implica que la funcién i es continua en
Fred(X,Y), y es constante en las componentes conexas de
Fred(X,Y).

Corolario 3.3: Sea X un espaciode Banachy 7: X - X un
operador compacto. Si el operador / —T es inyectivo, entonces

I —T es unisomorfismo.

Demostracién:

Como el operador / —T es inyectivo, N(/ —T) = {0} y
dim(N(/ —T)) =0. Por otro lado, para todo ¢ €[0,1], el operador
tT es compacto, ademas la funcion

[0,1] > Fred(X,X)
t—>1—-tT

es continua. Luego por el Teorema 3.14, la funcién
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F:[01]>Z
t —=»ind(I —tT)
es continua. Por lo tanto, como [0,1] es conexo, F es constante,

lo que implica que F(0) = F(1). Por lo tanto
0=ind(I)= ind(I-T)

Asi pues, I —T es un operador de Fredholm con
ind(I-T)=0y N(I-T)= {0}. Luego por el Teorema 3.11, se

tiene que / —T es un isomorfismo.

Con el fin de presentar una caracterizacion de los
operadores de Fredholm, introduciremos la nocién de congruencia
md&dulo un operador compacto.

Definicién 3.4: Sean X, Y espacios nomadosy T, L € L(X,Y).

Diremos que T es congruente con L médulo un operador
compacto si

En este caso escribimos-

T = Lmod K(X 4 ).

Observacién: Es un asunto de rutina verificar que esta
congruencia es.una relacién de equivalencia y que si
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IT'=LmodK(X,Y)yT,=L, modK(Y,Z), entonces
IT=LLmodK(X,Z).

Definicion 3.5: Sean X, Y espacios normadosy 7: X — Y un

operador lineal acotado. Diremos que 7' es invertible médulo un
operador compacto si existe un operador lineal acotado

I,:Y > X talque
IT,=I,modK(Y,Y) y TT=I,modK(X,X)

En este caso decimos que 7', es una inversade 7" médulo un

operador compacto.

Observacién: Si 7, y 7, son inversas de 7 médulo un

operador compacto, entonces

IT, =1, modK(Y,Y) y I,T=1, modK(X, X)

luego
T,TT, = T,1, mod K(¥, X) = T, mod K (¥, X)
y
T,TT, = I,T,mod K(¥, X) = T, mod K (Y, X)
por lo tanto

T,-T,TT, eK(¥,X) y T,TT,~T, eK(¥,X)

Por consiguiente por el Teorema 1.6 se tiene que
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(T, -L,TT) +(T,TT, - ;) e K(¥, X)

O sea
T,-T, eK(¥,X)

Asipues T, =T, modK(Y,X).
Hemos probado asi que la inversa es Unica, médulo un
operador compacto. Mas precisamente, si
IT, =1, modK(Y,Y) y ILT=I,modK(X,X)

entonces 7 posee una inversa médulo un operador compacto,
ademas T, y T, soninversas de 7 médulo un operador

compactoy T, =7, modK (Y, X).

En el siguiente teorema presentamos una caracterizaciéon de
los operadores de Fredholm usando la congruencia médulo un
operador compacto.

Teorema 3.15; Sean. X, ¥ espacios de Banachy T: X — ¥ un
operador lineal'acotado. T es un operador de Fredholm si y sélo

si T es invertible médulo un operador compacto.

Demostracion:
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Sea T:X — Y un operador de Fredholm, entonces
podemos escribir

X=NT)®G y Y=T(X)®H

donde G es un subespacio cerrado de X y H es un subespacio
cerradode Y y dim(N(T)) <o, dim(H)<wo,

Denotemos por P la proyeccién de T(X)® H sobre T(X)

y J lainyeccion natural de G en X . Recordemos que por el

Teorema de la Funcién Abierta,

T:G->T(X)=T(G)

es un isomorfismo, luego T~ : T(X) — G existe como un

operador lineal acotado.

Consideremos el operador lineal acotado S:Y —» X
definido por

S=jT'P
Y=T(X)®H—L5T(X)—5>G—isX
Note que
IS =TjT'P=TT'P=P

luego
I,-1IS:Y >H
es la proyeccion T(X)® H sobre H .
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De igual manera ST : N(T)©® G - G es la proyeccion de
N(T)® G sobre G porlo tanto I, —ST es la proyeccién de
N(T)® G sobre N(T).

ComoHy N (T) son subespacios de dimensién finita, por

el Teorema 1.4 se tiene que
I,-TSeK(Y,Y) y I,-STeK(X,X)
por lo tanto
IS =1, modK(Y,Y) y ST=I,modK(X,X)
Asl pues S es unainversa de I’ médulo un operador compacto.

Reciprocamente supongamos que S es una inversa de T’
médulo un operador compacto, luego

IS =1, modK(Y,Y) y ST =1, modK(X,X)
por lo tanto

I,-TSeK(,Y) vy I,-STeK(X,X)
Luego por el Teorema 3.13

I,-(I,-1IS)eFredY,Y) y I,—(I,-ST)eFred(X,X)

O sea
TSe Fred(Y,Y) y ST €Fred(X,X)

Ahora bien, como
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N(T)c N(ST) y T(X) > (IS)X)
'se tiene que
dim(N(T)) <oy  codim(T(X)) <

Luego como X, Y son espacios de Banach, por el Teorema 3.10,

T es un operador de Fredholm.

Corolario 3.4: Sean X, Y, Z son espacios de Banach y
T e Fred(X,Y), L€ Fred(Y,Z).Entonces LT € Fred(X,Z).

Demostracion:
Como T € Fred(X,Y).y L € Fred (Y, Z) , existen

operadores lineales acotados 7, : Y > X y L, :Z 7Y tales

que
TT, = I, modK(Y,Y) , T,T=I,modK(X,X)
LL, =I,modK(Z,Z) , LL=I,modK(Y,Y)
Luego
LTT, = LI, mod K (Y, Z)
o sea

LTT, = LmodK (Y, Z)

Por lo tanto:
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LTT.L, = LL, modK(Z,Z)

(LTYTL,) = I, mod K(Z,Z)

De igual forma se prueba que

(I,.L,XLT) = Iy modK(X,X)

Asi pues T,L, es unainversade LT médulo un operador

compacto. Luego, por el Teorema 3.15, LT es un operador de
Fredholm.

Observacién: Queremos puntualizar que la suma de operadores
de Fredholm no es un operador de Fredholm, ya que si X es un
espacio normado de dimension infinitay 7 : X — X es un
operador de Fredholm, entonces —7 es un operador de
Fredholm. Sin embargo 0 =T + (-T') no es un operador de
Fredholm, porque

dim(N(T + (-T)) = dim(N(0)) = dim(X) =0 .
Pero si a un operador de Fredholm se le suma un operador

compacto en un espacio de Banach, entonces la suma es un
operador de Fredholm como lo muestra el siguiente corolario.
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Corolario 3.5: Sean X, Y espacios de Banach y
T e Fred(X,Y) , Le K(X,Y) .Entonces T+ L esun
operador de Fredholm.

Demostracion:
Como T : X =Y es un operador de Fredholm, por el Teorema

3.15 existe un operador lineal acotado 7; : Y — X tal que
IT, =1, mod XK(Y,Y) y TT=I,modK(X,X)
o sea

TT,-I,€K(Y,Y) y T,T-I,eK(X,X)

Como L : X — Y es un operador compacto, por el Teorema 1.7
se tiene que

LT,:Y->Y y TL:X->X
son operadores compactos. Por lo tanto, por el Teorema 1.6,
IT,-I,+LT, eK(Y,Y) y TIT-I,+TLeK(X,X)
o sea
T+L),-1I,eKY,Y) y T (T+L)-I,eK(X,X)
lo que implica que

(T+L)T, =1, modK(Y,Y) y T,(T+L)=1I, modK(X,X)

Asi pues T, es unainversa de T + L médulo un operador

compacto. Luego, por el Teorema 3.15, T + L es un operador de
Fredholm.
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Corolario 3.6: Sean X, Y espacios de Banach, T € Fred(X,Y)
y LeK(X,Y), entonces

ind(T + L) = ind(T)

Demostracion:

Como para todo ? €[0,1], el operador tL es compacto, por

el Corolario 3.5 podemos considerar la funcion

G :[0,1} > Fred(X,Y)
G@W)=T+1iL

Note que la funcién G es una funcién continua. Luego por el
‘Teorema 3.14, la funcién

F:[01]> Z
F(t) =ind(G(t)) = ind(T +1L)

es una funcion continua. Luego F es constante en [0,1]. Por
consiguiente F(0) = F(1) . Asi
ind(T + Ly = ind(T)

Finalizamos esta seccién-concluyendo que Fred(X,Y) es un
subconjunto abierto de L(X,Y) ;es decir, si T € Fred(X,Y) y
Le L(X,Y) conlianoma | L|| del operador L
suficientemente pequefia, entonces T + L € Fred(X,Y) y
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ind(T + L) =ind(T)
Ademas

Fred(X,Y)+K(X,Y)c Fred(X,Y)
y si T € Fred(X,Y) y LeK(X,Y), entonces

ind(T + L) = ind(T) .

3.4. Operadores de Fredholm en Espacios de Hilbert

El objetivo de la presente seccibon es estudiar una clase
especial de operadores en espacios de Hilbert y probar una
caracterizacion de estos operadores, la cual se fundamenta en la
bien conocida Altemativa de Fredholm para el caso de sistemas
de ecuaciones lineales.

Antes de entrar en detalles, recordemos algunos resultados
fundamentales de los operadores lineales acotados en espacios
de Hilbert.

Sean H,, H, espacios de Hilberty 7 : H, - H, un
operador lineal acotado. El operador adjunto de Hilbert
T":H, > H,de T se define por la propiedad

(Tx,y) = <x,T ’ y>
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para todo x€ H,, y € H,, ademas se tiene que:

T(H,) =T(H)* =N({T")

T(H) =TH)=NT")*

T (H,) =N(T)
T"(H,)= N(T)*

por lo tanto

H, =T (H,)® N(T)
H,=TH)®N(T")

Teorema 3.16: Sean H,, H, espacios de Hilberty T: H, > H,

un operador lineal acotado de rango finito. Entonces el operador

adjunto de Hilbert T* : H, — H, es un operador de rango finito y

dim(T(H,)) = dim(T"(H,))

Demostracién:

Consideremos una base ortonormal {e,,ée,,....¢,} para
T(H,), entonces
Tx=) (Tx,e,)e,
=4

para todo x € H;. Luego
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n

Ix = Z(x,T'e, >e,

i=1

Ademas, como paratodo x€ H,, ye H,

<i<x,T'e,. - >=i<x,r‘e,>(e,., y)

i=1 i=1

y
<xz e\ e,> S et e)
-_—21<x,T'e,><e,, »)
se ione que '—
(Tx,y) = <z (5T e, y> - <xz (y.e, >T'e,.>
Por o tanto

T.)’:i(y’ei)T €

i=1
paratodo ¥ €Y. Estoimplicaque T * esun operador lineal
acotado de rango finito y

dim(T" (H,)) < dim(T'(H,))
Finalmente como " =T y T es de rango finito, se tiene que

dim(T(H,)) = &im(T" (H,)) < dim(T" (H,))
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por lo tanto.

dim(T(H,)) = dim(T" (H,))

Definicién 3.6: Sean H,, H, espacios de Hilberty T: H, & H,
un operador lineal acotado. T es un operador fuerte de

Fredholm si ind(T)=0 y T (H,) es cerrado en H,.

Observacién: Como ind (T') = 0, entonces

dim(N(T)) < o, codim(T(H,)) <o y
n= dim(N(T)) = codim(T(H,))

Luego, por el Teorema 3.10, T(H,) es un subespacio cerrado de

H, y T es un operador de Fredholm. Ademas
H,=T(H)® NT) y H = T'(H,)® N(T)

por lo tanto
n = codim(T(H,)) = &im(N(T"))

n =dim(N(T) = codim(T"(H,))

lo que implica que

ind(T") = dim(N(T")) - codim(T" (H,)) =n-n=0
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Ahora bien, como T" =T , se tiene que T™(H,)=T(H,)

es un subespacio cerrado de H, .

De lo anterior se tiene que I es un operador de Fredholm y

T" es un operador fuerte de Fredhoim.

Ejemplo 3.8: Sea H un espacio de Hilberty T': H — H un
isomorfismo, entonces T~ es un isomorfismo y (T Y =(Ty

Luego T (H) =H es cerrado y
dim(N(T)) = codim(T(H)) =0

Porlotanto ind(T)=0y T es un operador fuerte de Fredhoim.

Ejemplo 3.9: Sea H un espacio de Hilbert de dimensién finita y
T : H — H un operador lineal. Luego por el Ejemplo 3.3, se tiene
que ind(T) =0 _ Por Io tanto, como dim(T" (H)) < %, se tiene que
T"(H) escerradoen H y T es un operador fuerte de
Fredhoim.

Los dos ejemplos anteriores son, de alguna manera, ejemplos
triviales de operadores fuertes de Fredholm. En el siguiente
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teorema presentaremos un resultado que nos permite construir
operadores fuertes de Fredholm.

Teorema 3.17: Sean H un espacio de Hilbert, L: H - H un
isomorfismoy F : H — H un operador lineal acotado de rango

finito. Entonces el operador T ==L+ F es un operador fuerte de
Fredholm.

Demostracién:

Por el Teorema 1.4, F' es un operador compacto, y por el
Ejemplo 3.8 L es un operador fuerte de Fredholm. Luego por el
Corolario 3.5, T = L + F' es un operador de Fredholm. Por lo

tanto 7(H ) es un subespacio cerradode H y
dim(N(T)) <o, codim(T(H))< o

Por otro lado, por el Teorema 3.16, F" es un operador lineal

acotado de rango finito. Ademas L’ es un isomorfismo y
T =L +F

Esto implica que T " esun operador de Fredholm. Asi pues

T"(H) es un subespacio cerrado de H y

dim(N(T")) <o, codim(T"(H))<
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Consideremos ahora la ecuacién
Tu = f (1)
Note que

T=L+F=L+FL'L=(I+FL")L

Denotemos por S := FL™' _Como L es un isomorfismo, la
ecuaciéon

I+S)yw=w+Sw=f @)

es equivalente a la ecuacién (1). Ademas note que S es un
operador lineal acotado de rango finito y

dim(S(H)) = dim(F(H)) <

También tenemos que

dim(N (7)) = dim(N(Z + S))

T(H)=I+S8)H)

Sea n = dim(S(H)) y {e,,&;,...€,} una base ortonormal

de S(H ). Entonces por la demostracién del Teorema 3.16 se

tiene que
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Sx =) (Sx,e,)e, y S'y=i<y,e,.>S'e,

i=1 i=1

Luego si (/ +S)u =0, entonces u =—Su; o sea,

u= —i (Su,e)e, = —Z": <u, S'e,.>e,

i=l i=1

Por lo que u € S(H) . Asi, NU+S)cS(H) y dim(N(I +S))<n.

Consideremos ahora la ecuacién

*

T'v=g ®3)
Note que
T'=L+F =L +LLF' =L(+L"'F")
y
S'=(FL'Y =LY’ F* =L"'F’
O sea

T =L'(I+S")
Luego la ecuacion (3) es equivalente a la ecuacion

(I+SWw=v+S'v=h 4)
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donde, por el Teorema 3.16, S* esun operador lineal acotado de
rango finito y

n = dim(S(H)) = dim(S" (H))

Similar al caso anterior, se tiene que
dim(N(T")) = dim(N(I + )]
T"(H)=(I+S")H)

NI+S8)cS'(H) y dimWN(I+S))<n

Hemos probado que la ecuacion (1) es equivalente a la
ecuacion (2); o sea, equivalente a la ecuacion

w+i<$‘w,ej>ej =f

j=

es decir que la ecuacion (1) es equivalente a la ecuacion

wtd(wS'e Ve, =f (5)

=

De igual manera, la ecuaci6n (3) es equivalente a la
ecuacion

Hé (v.e;)S"e, =h ()



134

Consideremos el sistema de ecuaciones

(w,S%¢,)+ <Z (w,S’e, )e,.,s‘e,> =(f.5"¢)

=1

(w,S"e,)+ <§n;<w, S'e;le ,.,s‘e,,> =(f.8’e,)

J=

<w,S'e,>+]z:l:<w,S'ej><ej,S'el> = (f,S'e,>
0]
<w,S'e,,>+§<W,S'ej><ej,S'en> = <f,S'e,,>
Sean

c,.=<w,S'e,.> , tﬁ=<ej,S'e,> , fi=<f,S'ei>

luego el sistema de ecuaciones (7) se puede escribir de la
siguiente forma
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n
C.+ ztu i=h

=
S ®
Cot D tyC; = Iy

J=L

donde
I L
A=| :
tnl tml,

es la matriz asociada al sistema (8).

Probemos que la ecuacion (5) [o ecuacion (2)] es

equivalente al sistema de ecuaciones (7) [o sistema de ecuaciones

(C)X

Por la forma como se construyo el sistema (7), es claro que
cada solucion de la ecuacion (5) [o ecuacién (2)] genera una

solucion del sistema de ecuaciones (7); a saber,

¢ =(wS “e,-,>, i=12,..,n  donde w eslasolucién de (5).

Probemos que toda solucién del sistema (7) genera una solucién

de la ecuacion (5).. En efecto; sea. ¢, 5,...,C, una solucion del

sistema de ecuaciones (7)'y-definamos

2,
we=f~2c,

=]



Entonces

O sea
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Sw=5-3c,Se,

—_-;:(Sf e, ic,(gj(Se,,d )

=Y (Srede—2 Does(Sesele

i=1 i=1 j=1

= zn:[ (Sf e, e, —z":cj<Sej,e,>e, ]

i=1 =l

—z":[ <f S e,) z":cj<ej,S e,> ]e,

i=1 Jj=

= Z[f cht le;

i=1 j=
n
= Zciei
i=1
=f—w
w+Sw=f

lo que implica que W es una solucién de la ecuacion (2) [o de la

ecuacion (5)].

Asi, la ecuacion (2) es equivalente al sistema de ecuaciones

(8).
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Es facil probar que si {w;,W,,...., W, } son & soluciones
lineaimente independientes de la ecuacién homogénea asociada a

la ecuacion (2), entonces las correspondientes £ soluciones
{CuisCaissCu}> 15i<k del sistema homogéneo asociado al

sistema (7) son también linealmente independientes, y viceversa.

De igual manera se prueba que la ecuacién (6) es
equivalente al siguiente sistema de ecuaciones:

(v,e,) +Zn:<S'ej,e,><v,ej> =(h,e,)

j=1

(ve,) +z”:<S'ej,en><v,ej> =(he,)

j=

Tomando

se tiene que la ecuacion (6) [y por lo tanto la ecuacion (3)] es
equivalente al sistema de ecuaciones

n
£, +Ztuej =h,

J=1

(9)

[
E,+ ) tye; =h,
=
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donde
{ll tln
B=] :
tnl tnn

es la matriz asociada al sistema(9).
Note que

[t,_l e 1) (le,S%¢) ... e,S'e,

B - ) ({enSTq) - (e,S"e,

Luego los sistemas de ecuaciones lineales (8) y (9) satisfacen la
bien conocida Alternativa de Fredholm para el caso de sistema de
ecuaciones lineales.

Asf pues, como el sistema de ecuaciones lineales (8) es
equivalente a la ecuacion (2) y el sisterna de ecuaciones lineales
(9) es equivalente a la ecuacion (4), se tiene que

dim(N(I + S)) = dim(N(I +5"))
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por lo tanto

dim(N(T)) = dim(N(T"))

ind (T) = dim(N (T)) — cod im (T (X))

= dim(N(T)) - dim(N(T"))
-0

Hemos probado asi que 7' es un operador fuerte de Fredholm.

Finalizamos este trabajo con una caracterizacion de los
operadores fuertes de Fredholm.

Teorema 3.18: Sea H un espacio de Hilberty 7: H > H un
operador lineal acotado. T es un operador fuerte de Fredholm si y
solo si existe un isomorfismo L : H — H y un operador lineal
acotado de rango finito F: H > H talque T=L+F .

Demostracion:
SiT=L+F 6 donde L esunisomorfismoy F es un
operador lineal acotado de rango finito, entonces por el Teorema

3.17, T es un operador fuerte de Fredholm.
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Reciprocamente , supongamos que 7' es un operador fuerte

de Fredholm, luego 7" (H) es un subespacio cerrado de H y

0 = ind (T) = dim (N(T")) — codim (T (H)) = dim(N(T)) - dim(N(T"))

por lo tanto

n = dim(N(T)) = dim(N(T"))

H=TH)®N{I")=T (H)®N(T)

Sea {#\,¢,,-4,} una base ortonormal para N(T) y

{@,,9,,.-.9,} unabase para N(T")

Definamos los operadores L:H—>H y F:H > H
por

Fx= i(x, 9,)9,

i=

ILx=Tx—-Fx

Claramente F' es un operador lineal acotado de rango finito. Asi

que sélo tenemos que probar que L es un isomorfismo.

Sea x € N(L), entonces Lx =0 . Por lo tanto

Tx = Fx = Z (x,0,)o,

i=l
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Esto implica que
Tx e NT)YNT(H) ={0}

osea Ix=0y x € N(T). por consiguiente Fx=0,

O sea

Fx= Z(xa¢i>¢’i =0

i=1

Como {@,,®,,---.@,} es un conjunto lineaimente independiente,

se tiene que
(5)=(%.8,) = .= (5.4,)=0
Esto implica que* € N(T)" . Como x € N(T) , se tiene que
xe N(T)nN(T)" ={0}
Asipues, x=0 y N(L)={0}

Probemos ahora que L(H) = H . En efecto, sea y€ H .

Como H=T(H)®N(T") , existen y, e T(H), y,eN(")
tales que

Y=ntny , »iy

Luego existen u € H y constantes ¢;,C;,...,C, tales que
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y=Tu+ Z P
P

Como H =T (H)® N(T) , podemos tomar u tal que
ueT (H)=NT)"

Tomemos

n
V= u-—Zc,.¢,

i=1
entonces

Lv =Tv — Fv

=T(u- Zcm Fu- Zc¢)

i=1

=Tu—zn:c,T¢, -—Fu+zn:c,F¢,

=1 i=1

=Tu-—Fu+Zc,F¢,

i=l1

=Tu - Zu,¢, +ZCZ<¢i=¢1>¢J

I=1 =l j=l

=Tu+ ic,q),

i=1

=)

Por consiguiente, ¥ € L(H) y L(H)=H
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Hemos probado asi que L:H — H es un operador lineal
acotado y biyectivo. Luego, por el Teorema de la Funci6n Abierta ,
se tiene que L es un isomorfismo.

Queremos cerrar esta tesis observando que segun la
demostracién de los tiltimos dos teoremas, si T es un operador

fuerte de Fredholm, entonces T satisface la Alternativa de
Fredholm.
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