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RESUMEN

En el presente trabajo abordamos el problema de la ensefianza de los
conceptos fundamentales de la Teoria de Grupos El énfasis, sin embargo,
esta puesto en aquellos tépicos que podrian ser incluidos en el curriculum de la
educaciébn media. Lo hacemos convencidos de que en los cursos
introductorios del algebra elemental y la geometria puede motivarse al
estudiante hacia la adquisicién de tales conceptos en una forma natural y
sencilla El enfoque que presenta el constructivismo sobre como se da el
aprendizaje, en el que el estudiante construye el conocimiento y verifica por si
mismo los resultados encontrados, es el utihizado en la propuesta didactica

para introducir |a teoria de grupos que se presenta en este trabajo

SUMMARY

Throughout this work we deal with the problem of teaching the
fundamental concepts of The Theory of Groups. Nevertheless, we make
special emphasis on those topics which could be included within the contents of
high school curriculum. We do so convinced that the introductory courses of
elemental algebra and geometry may motive students to acquire such concepts
in a simple and natural way. We follow the constructivistic point of view,

regarding the way people discover and gain knowledge making the learning
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process a meaningful experience, to give a proposal about teaching the

introductory concepts of group theory.
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INTRODUCCION

Al inicio de una carrera universitaria en el area de las ciencias exactas y
tecnologia los estudiantes se encuentran ante una encrucijada, ya que sus
experiencias previas en la escuela secundaria no les han proporcionado la
preparacion académica requerida, ni les ha permitido lograr el desarrolio de las
estructuras de pensamiento necesarias para asimilar los contenidos propuestos
en los cursos a nivel superior En otras palabras, en general, los estudiantes
de primer ingreso de nuestras universidades 'no poseen el lenguaje matematico
ni han llegado al nivel del pensamiento formal, por lo cual es tan dificil para
ellos seguir con éxito el desarrollo de cursos como “‘Fundamentos de la
matematica’, “Geometria métrica” y otros que son eminentemente de caracter
axiomatico. Por todo lo anterior, no es extrafio que un gran porcentaje de estos
estudiantes se desempefie pobremente en sus carreras, y peor aun que
abandonen las mismas debido a los fracasos. Otro grupo minusculo, a pesar de

estas deficiencias niciales lograra sobrevivir y terminar la carrera.

El caracter fundamental de la concepcién contemporanea de las
matematicas modernas es el de las estructuras algebraicas, por lo cual deberia
introducirse un poco del espiritu del algebra moderna desde temprano, es decir

en la aritmética y en el algebra elemental, pero sin recurrir a las teorias



abstractas, sino mas bien a través de ejemplos que estén al alcance de los

estudiantes, deduciendo las nociones fundamentales De esta manera los

alumnos se familiarizarian con las principales estructuras algebraicas, evitando

en cierta medida las deficiencias antes mencionadas.

Actualmente en los cursos de aritmética se estudian algunas de estas
nociones en forma superficial y mecanica El docente se limita a ensefiar lo
que presenta el texto; trabaja con el conjunto de los numeros enteros o con
cualquier otro conjunto de numeros, definiendo las leyes o propiedades que en

dicho conjunto se verifican (o se cumplen) de acuerdo a una operacion dada.

Lo peor es que los alumnos estudian estas nociones en su primer afo de
bachillerato por primera y ultima vez, provocando que al Iingresar a la
universidad hayan olvidado lo poco que les ensenaron. Pero si dichas
nociones las volvieran a ver durante los afnos subsiguientes en sus cursos de

algebra elemental el resultado seria distinto.

El estudio del algebra moderna comienza con la nociéon de ley de
composicion interna en un conjunto, la cual a dos elementos X y Y del

conjunto, hace corresponder un tercero que sera designado de una manera
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completamente arbitraria. Dicha ley puede ser o no asociativa, conmutativa,
admitir un elemento neutro. Este elemento neutro tiene la propiedad de que al
componerlo (u operarlo) con cualquier elemento x, a derecha o a izquierda, da

otra vez el mismo elemento x, y el mismo suele designarse por la letra e.

Dentro del algebra hay varias nociones fundamentales, de las cuales la
primera es la nocion de grupo Esencialmente un grupo es un conjunto en el
cual esta definida una ley de composicion interna. Esta ley debe satisfacer tres
propiedades: asociatividad, debe existir un elemento neutro y debe existir un
elemento Inverso para cada elemento del conjunto, o sea que debe ser posible
hacer corresponder, a cada elemento x, un elemento x; tal que al componerlo
con x, a derecha o a 1zquierda, de como resultado el elemento neutro
Ejemplos de este tipo de estructura algebraica hay muchos; tanto de leyes de
composicion interna como también de grupos. Aunque lo mas probable es que
los alumnos nunca se hayan dado cuenta de esta realidad. Un ejemplo no
matematico seria pensar en el conjunto de los seres humanos (en condiciones
normales), luego tomar del mismo una mujer y un hombre cualesquiera.
Entonces, siI estos se aparean el resultado sera otro ser humano También
podemos pensar que la mezcla de dos pinturas de diferentes colores es ley de
composicion Interna en el conjunto que tiene por elementos todos los posibles

colores de pintura
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Trabajando de esta manera los alumnos avanzaran mejor. Pero, si
empezamos por definir conceptos, proponer y demostrar teoremas y dar los
ejlemplos clasicos, sin dar oportunidad a la creatividad del alumno, lo unicc
que cosecharemos sera un alto indice de fracasos y alumnos con lagunas

respecto al tema

A cuantos alumnos les pasard por la mente que y* sea ley de
composicion interna en el conjunto de los numeros racionales, donde
obviamente X y Y son racionales; que en el mismo conjunto, la media aritmética

xX+y

, también lo sea. Cuantos percibiran que el conjunto de los polinomios

con la adicion usual como ley de composicién interna constituya un grupo?
Casos como estos podran ser discutidos, obviamente, bajo la supervisiéon del

profesor

La labor del profesor debe estar encaminada a desarrollar cierta
destreza de abstraccion reflexiva en el alumno, de tal manera que él mismo sea
capaz de construir modelos similares. A partir de esto el alumno le encontrara
sentido o significado al tema de estudio, provocando una sensacion de
satisfaccion y, el conocimiento adquindo sera mas duradero. El profesor debe
tener presente que su papel no es el de transmitir el conocimiento, sino el de
proporcionar los instrumentos para que los alumnos lo construyan a partir de lo

que ya saben.



Este trabajo, el cual consta de tres capitulos, o hemos realizado con el
fin de ayudar al docente a introducir las nociones basicas de las estructuras
algebraicas en el ultimo afo del bachillerato, a través de una propuesta

didactica.

Para dicho propdsito nos basamos en la Teoria Constructivista, puesto
que la misma hace posible que el alumno construya el conocimiento en forma
activa, ayuda al mismo a comparar sus experiencias nuevas con lo que ya
conoce, y también, a resolver las diferencias entre lo conocido y lo nuevo.
Ademas, porque crea en el sujeto la abstraccion reflexiva, accion que hace

posible que su conocimiento se materialice.

Del constructivismo nos ocupamos en el primer capitulo. En el segundo
tratamos las nociones basicas necesarias de la Teoria de Grupos. En el dltimo
capitulo, el tercero, presentamos la propuesta didactica sobre grupos,

obviamente, a la luz del constructivismo.

Es nuestro anhelo, que este trabajo contribuya a mejorar la calidad de la
ensefanza de la matematica en nuestro pais y que al mismo tiempo motive a
otros a investigar y preparar propuestas cuyo objetivo sea enfocar la
ensefanza de aspectos fundamentales de la matematica de dificil comprension
cuando los mismos son impartidos en la forma tradicional expositiva, en la que

el docente es el centro del proceso ensefianza-aprendizaje.



CAPITULO |

EL CONSTRUCTIVISMO EN EL QUEHACER EDUCATIVO



El ser humano no ha mostrado Unicamente el deseo de aprender, sino
que ademas, ha hecho todo lo posible por averiguar como se aprende. Desde
tiempos remotos, cierto numero de miembros de cada sociedad civilizada ha
desarrollado y probado, hasta cierto punto, ideas acerca de la naturaleza del

proceso de aprendizaje

A partir del siglo XVII, han surgido teorias mas o menos sistematicas del
aprendizaje, en oposicion a las ya existentes. Sin embargo, cuando una nueva
teoria afecta las normas escolares, unicamente compite con ellas Entonces,
las nuevas teorias que se incorporan, son agregadas a las antiguas, y la escena
educativa se hace cada vez mas confusa Lo mas probable es que los docentes
en su mayoria, de vez en cuando, hayan adoptado caracteristicas en conflicto
de diversas teorias del aprendizaje, sin percatarse de que son

fundamentalmente de naturaleza contradictoria y no pueden armonizar entre si.

En la didactica han tenido gran vigencia y arraigo dos corrientes. la
escuela libresca y la doctrina de las facultades. En la primera el aprendizaje
era fundamentado en el contenido y el primer lugar lo ocupaba la memoria, es

decir el almacenaje de informacién.
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En la segunda, la base del método era la disciplina formal, el
adiestramiento o entrenamiento, sin importar el contenido, sino unicamente la

forma, con el peligro de trocar operaciones ldgicas en meros mecanismos.

Para las teorias contemporaneas del activismo experimental el acto de
aprender se considera un hecho activo, un proceso en el cual la conducta es

parte fundamental.

Las teorias contemporaneas del aprendizaje podemos reducirlas a tres:

1 Teorias conexionistas, las cuales consideran el aprendizaje como el
resultado de conexiones entre estimulos y respuestas, denominados
respuestas condicionadas Dentro de estas teorias tenemos el
Conductismo, el cual analiza la motivacién en funcién de los instintos.

2. Concepciones cognitivas, las cuales hacen referencia a las cogniciones:
percepciones, actitudes, creencias; que posee el sujeto en relacién con su
entorno, y tratan de fundamentar como esas cogniciones dan origen a
conductas Entre éstas tenemos la Gestal o Teoria de las formas, la cual
sostiene que el individuo que aprende recepta una situacion planteada por
comprensidn de las relaciones [dgicas de las conexiones entre medios y
fines, a lo cual denomina insigth: visidn o Invision hacia adentro; o

comprension profunda.
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3. La Constructivista, la cual partiendo de la teoria piagetiana del aprendizaje
hace uso de una metodologia construida sobre la légica. Es una teoria del
activismo que se basa en el concepto de operacién: acciones intensas
asociativas y reversibles; ademas, identifica el pensamiento con la accion
misma y define la inteligencia como un sistema de operaciones vivientes y

actuantes

Las teorias contemporaneas, de una manera u otra, han reencontrado la
verdad: la educacion es un proceso interior y personal, por lo cual centran su

atencidn en el aprendizaje como cambio o modificacion de la conducta.

Existe una diferencia fundamental entre la teoria genética piagetiana y
las otras que hemos mencionado. Puesto que éstas resaltan el producto o
resultado del aprendizaje; mientras que el constructivismo se interesa por el
proceso que Interiormente vive el individuo que aprende y por los conflictos que

se derivan de dicho proceso.

Adherido a corrientes pragmaticas, racionalistas e idealistas, y con un
punto de vista tecnisista y mecanisista en la explicacion de los fenédmenos

psiquicos, Piaget, es el fundador de una gran escuela, la cual nos ha legado un
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grandioso trabajo de investigaciéon, un minucioso anélisis explicativo sobre la

génesis del pensamiento como mecanismo de evolucion.
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1.1. EL CONSTRUCTIVISMO.

Hacia la década de los ochenta comenzd a precisarse, en la
investigacion de la psicologia educativa la llamada segunda revolucion
cognitiva, es decir, la del constructivismo. De ésta podemos decir que es como
un énfasis reciente, que poco a poco ha caracterizado una buena parte de las
investigaciones en psicologia cognitiva, y que ademas, tiene implicaciones
bastante importantes en la psicologia educativa y en los planteamientos de la
didactica sobre como se aprende, como se adquiere el conocimiento, como
facitlitar o propiciar en el alumno el aprendizaje y la adquisicién del

conocimiento, etc.

Los origenes del constructivismo estan ligados con la teoria de los
sistemas y de los modelos (que se construyen de la realidad), y con ciertas
corrientes del pensamiento psicoldgico. Pero, el constructivismo mas radical
supone una epistemologia determinada, que postula que no podemos referirnos
a la realidad en si misma, sino a la construccibn que a partir de nuestra
interaccion con el mundo, hemos realizado de ella. No obstante, los
antecedentes del constructivismo, en el campo de la psicologia, se encuentran
en la teoria piagetiana, no tanto en el aspecto mas superfluo de la definicién y
periodizacion de unas de las fagses del desarrollo mental, sino en su vision mas
profunda de las estructuras mentales que se van integrando paulatinamente en

estructuras mas complejas, gracias a la actividad cognitiva del sujeto.
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El constructivismo es un punto de vista sobre el conocimiento, sobre
como se adquiere éste y sus relaciones con el desarrolio general de la
persona. Habla de una elaboracién progresiva del pensamiento, en la cual
nunca se llega a un conocimiento absoluto, pues siempre se evoluciona hacia
conocimientos mas elaborados. El conocimiento es el resultado de una
construccién mental producto de la asimilacién de estimulos y vivencias del

aprendizaje a sus estructuras mentales (Méndez, 1993).

El enfoque del constructivismo es relativista, lo que conocemos no
depende solamente de nuestra madurez fisica y neuroldgica, sino también del
ambiente social y cultural del que procedemos, asi como del momento histérico
que nos toque vivir. Por ello, la esencia misma del proceso de aprendizaje en
el constructivismo reside en el significado que para el alumno tiene un
contenido propuesto, el comparar las nuevas experiencias con lo ya conocido y

el poder resolver las diferencias entre lo conocido y lo nuevo (Méndez, 1993).

El conocimiento no se debe recibir en forma pasiva, sinoc que debe
construirse activamente por los mismos estudiantes. La actividad mental del
sujeto, entendida particularmente como la capacidad de establecer relaciones
entre sucesos, ideas o acciones efectuadas previamente por la persona, esta a
la base del edificio del conocimiento. Piaget (1896-1980) ha llamado a esta

accion abstraccion reflexiva, la cual estd al origen del pensamiento I6gico-
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matematico; y segun la misma, el conocimiento es posible unicamente cuando el

sujeto toma consciencia de sus acciones y es capaz de reflexionar sobre ellas.

Por lo tanto, una de las tareas esenciales en la educacion es la blsqueda
de significado. Las acciones que se toman en el proceso ensefianza-
aprendizaje, tanto para el profesor como para el educando, deben tener un
sentido, estar insertas en un contexto que corresponda a los antecedentes
socio-culturales, motivacionales e intelectuales de unos y otros. La busqueda
de significado es un trabajo que se elabora mentalmente, puesto que debemos

construirlos por nosotros mismos, y no transmitirlos como generaimente ocurre.

El constructivismo presenta una teoria psicopedagogica, la cual orienta
el proceso de ensefianza-aprendizaje y a la vez impide que haya desperdicio
de esfuerzos, que frecuentemente tanto los educadores como los estudiantes
experimentan a lo largo de la educacion formal. Partiendo del hecho de que el
conocimiento se construye y es, ademas, evolutivo, crea un ambiente de

reflexion y de investigacion permanente que ha enriquecido el acto educativo.

Entonces, si el sujeto construye el conocimiento, ¢ Cual sera el papel del
profesor?

En primer lugar debe hacer un esfuerzo por relacionar el desarrollo
psicogenético del alumno con el contenido de lo que se va ha ensefiar.

Ademas, debe saber qué, cuando y cdmo ensefiar un determinado contenido.
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Asi, por ejemplo, en el algebra elemental debe tomarse en cuenta la necesidad
de que el estudiante conozca las operaciones fundamentales de la aritmética
elemental, ya que sin esto las operaciones con expresiones algebraicas no

tienen sentido

El profesor debe tener presente, dentro de una concepcion
constructivista, que el alumno elabora sus conocimientos en una interaccion
dinamica con el ambiente que lo rodea. En la escuela esto significa que es
necesario ir mas alla de las ayudas audio-visuales o de la practica de ejercicios

manuales (Piaget, 1971)

Las operaciones mentales derivan de la accién y no de las imagenes
Por lo cual, reducir la actividad del educando a la motricidad o a una ensenanza
basada en la imagen no es suficiente. Lo fundamental es que el alumno oriente
su desarrollo de acuerdo con la evolucién de sus estructuras cognoscitivas,
mediante el ejercicio de sus mecanismos mentales. Esto es posible soélo
cuando se le exige experimentar, resolver problemas o participar en discusiones
que hagan posible la reflexién. Por lo tanto, el educador no puede limitarse a
planear sus lecciones o clases en funcién del programa de estudios elaborado
por el ministerio de educacion Es necesario un conocimiento mas amplio de la
psicologia genética, de los variados niveles estructurales que pueden
prevalecer en sus alumnos, una busqueda constante de situaciones de

aprendizaje que promuevan la accion mental del educando. También, debe
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convertirse en un permanente investigador, relacionarse con las metodologias

de las ciencias sociales y aplicarlas en su tarea pedagdgica.

Trabajando de esta forma, tendra menos problemas de indisciplina, ya
que sus alumnos estaran interesados de verdad en las actividades que él les

proponga, sin tener que recurrir a las motivaciones externas

El constructivismo promueve una pedagogia integral, en la cual los
aspectos intelectuales y socio-afectivos son de igual importancia. Por tal
motivo, el profesor seguira desempefiando una labor importante en el salén de
clases, como el creador de un ambiente favorable a un aprendizaje creativo, en
el que debe existir una mutua colaboracion entre sus alumnos, y que poco a
poco se logre el desarrollo total de la autonomia, la inventiva y el potencial

intelectual del escolar.

1.2. ETAPAS DEL DESARROLLO INTELECTUAL.

Jean Piaget postula un modelo del desarrolio mental que explica ciertos
postulados constructivistas en psicologia cognitiva, como por ejemplo: la
interaccion para la adaptacion mental; la construccion permanente y vanada de

estructuras simbdlicas o de significado.
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Le interesa el estudio de la elaboracion progresiva de las estructuras
intelectuales del sujeto, la cual finaliza en el pensamiento formal o hipotético
deductivo, alrededor de los 16 afios de edad. En todas las etapas del desarrolio
del nifio, las estructuras intelectuales son distintas; al principio son mas
concretas, mas ligadas a la psicomotrocidad. En su fase final se desligan de lo
concreto y alcanzan una sintesis entre el pensamiento, el lenguaje y la

capacidad de formalizacion del adolescente.

El nivel estructural que haya logrado elaborar un individuo, determinara
la capacidad adaptiva del mismo Pedagégicamente es importante comprender
esto, dado que una misma situacion de ensefianza sera comprendida y

asimilada de distinta manera, de acuerdo con esa variable aptitud.

Es por eso que plasmaremos el desarrollo intelectual del ser humano,

segun Piaget'

Las estructuras de la inteligencia son el resultado del intercambio activo
que el infante realiza con todo lo que le rodea. A partir de estructuras
hereditarias muy simples (reflejos neurolégicos) el individuo elabora
gradualmente: los esquemas de accion, el objeto permanente, las operaciones
mentales concretas y luego, las operaciones mentales abstractas. Dicha
interaccivén se realiza de acuerdo a una motivacion interior de supervivencia y

adaptacion, sin necesidad de motivaciones externas.
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Algo muy importante son los 6rganos de los sentidos, pues sin ellos seria
imposible ese intercambio del individuo con su ambiente; sin embargo, Piaget
asegura que las reacciones de un individuo a un estimulo dado no siempre son
las mismas, puesto que éstas dependen de su nivel de desarrollo, de sus

experiencias previas y de sus motivaciones

Segun Piaget, en el ser humano, el desarrolio intelectual se divide en
cuatro etapas sucesivas: la sensomotriz, la preoperatoria, la de las operaciones

concretas y la de las operaciones formales.

La etapa sensomotriz o de la inteligencia sensomotriz se lleva a cabo
dentro de los 18 primeros meses de vida y coincide con la evolucion
psicomotora. Durante la misma el nifio se apodera de todo el universo practico
que tiene a su alrededor, valiéndose unicamente de las percepciones y los
movimientos. Va adquiriendo una coordinacion cada vez mas sincronizada
entre sus percepciones y sus movimientos corporales, al mismo tiempo supera

progresivamente su visién del mundo exterior.

Al término de esta etapa, el nifio es capaz de construir la permanencia
del objeto, el espacio y el tiempo, como esquemas motores de la accién del
propio cuerpo; ademas, realiza sus primeras experiencias practicas de
causalidad; pero sin representaciones mentales de estos esquemas, es decit

que se mantiene a nivel sensomotor.
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Durante la segunda etapa, la de la inteligencia preoperatoria, el nifio
adquiere la capacidad de representacion mental y, se hace presente la funcién
simbolica: representar unas cosas con otras. Las prnmeras simbolizaciones se
dan en el uso del lenguaje, en los juegos, en la imitacion de algo en ausencia
del modelo (imitacion diferida), y en la explicacion de sus suefios. De estas
adquisiciones la mas importante es el lenguaje, puesto que ésta influira en las

conductas del nifio, tanto en lo cognitivo como en lo afectivo.

La etapa preoperatoria se divide en dos periodos: el primero que abarca
desde los 18 meses hasta los 4 afios, mas o menos, llamado periodo
simbdlico o preconceptual, y el otro, desde los 4 afios hasta los 7 afios,
llamado periodo intuitivo. El periodo preconceptual se caracteriza por la
presencia de los preconceptos que se dan en el lenguaje del nifio, y por un tipo

de razonamiento que va de lo particular a lo particular, llamado transcuctivo.

Los preconceptos son esquemas que no tienen ni la generalizacion del
concepto ni la particularidad de los elementos que lo conforman, sino que se
colocan entre lo general y lo particular. En cuanto a su manera de asimilacion,
se situa entre el esquema sensomotor y el concepto; y en cuanto a estructura
representativa, es semejante al simbolo imaginado. Apreciamos un ejemplo de

preconcepto cuando el nifio utiliza el término rio para referirse a un lago, a una
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quebrada, o al mar. También, cuando, después de haber visto pasar un avion,
ve otro, el nifio dice que es el mismo que vio por vez primera. En este segundo
ejemplo se observa la dificultad para distinguir entre un elemento cualquiera de
una coleccién y uno particular, en consecuencia utiliza inadecuadamente los

articulos gramaticales un y el.

El razonamiento transductivo es ni deductivo ni inductivo. El nifio no
generaliza y su pensamiento no tiene rigor légico. Por ejlemplo, se da el caso
del nifio que identifica la vida con Ia autopropulcion; es decir que para él la esta
viva porque se mueve, mientras que una carretilla no lo esta por el hecho de
que hay que empujaria. Sin embargo, niega que el viento tenga vida, puesto

que éste no habla.

El periodo intuitivo se caracteriza por una coordinacién gradual de las
relaciones representativas, la cual hace posible que el nifio logre alcanzar el
umbral de las operaciones. Durante este periodo tiene lugar un esquematismo
prelégico, hay centraciones y descentraciones. Por ejemplo, tenemos el caso
del nifio que prefiere dos monedas de cinco centésimos a una de diez, debido
que centra su atencion en el didmetro y no en el valor cuantitativo de las
monedas. Pero, si dicho nifio, se dirige a la tienda con la moneda de diez y s6lo
puede comprar seis pastillas de menta, y luego, le ocurre lo mismo al ir con las
dos monedas de cinco, entonces empezard a centrar su atencion en el valor

cuantitativo, antes descuidado. La posibilidad que posee un nifio para realizar
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varias contracciones, anuncia ya la operacion, aungue el sujeto considera las
relaciones alternativamente, en vez de multiplicarlas légicamente, como ha de

suceder cuando aparezca la operacion.

El pensamiento intuitivo va mas allé del pensamiento preconceptual, ya
que es una especie de accién ejecutada en pensamiento: ordenar, seriar,
desplazar, etc y, ademas, porque se trata de configuraciones de conjunto y no
de simples colecciones sincréticas simbolizadas por ejemplares. EIl sujeto no
alcanza la reversibilidad mental, es decir que, aun no es capaz de volver al
punto de partida, de anular una transformacién, de percatarse de que mientras
no se afade ni se agrega algo no hay modificacién de una cantidad, etc. Por
ejemplo, siendo B una coleccion real de bolitas de madera, A una parte de B
formada por 10 bolitas oscuras y A’ otra parte formada por 3 bolitas claras; al
preguntarle a un nifio menor de siete afios si el todo es mas 0 menos numeroso
que la parte A, respondera que A supera a B; puesto que al disociar el todo B
en partes, éste todo ya no existe como tal, y lo que quede de B no es mas que

la otra parte A'.

Este tipo de pensamiento carece de equilibrio ente la asimilacién de las
cosas a los esquemas mentales y la acomodaciéon de estos esquemas a Ia
realidad. Esta carencia de equilibrio se debe a que el pensamiento intuitivo

imita los contornos de lo real sin corregirlo, y ademas, porque es egocentrico:
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esta concentrado, constantemente, en funcion de la accién que el sujeto realiza
en el momento. Por lo tanto para que sea operatorio, el pensamiento , debera
superar el egocentrismo, lo cual se logra gradualmente mediante una
consideracion cada vez mayor, por parte del sujeto, de los puntos de vista sus
semejantes. Asi como de otros angulos de las experiencias vividas. El
fenomenismo perceptual (imitacion de los contornos de o real sin corregirlo)
va cediendo en forma progresiva a una visidbn mas amplia y objetiva del mundo

que rodea al sujeto.

Aproximadamente, a partir de los 7 aflos de edad, las primeras
operaciones logico-aritméticas y espacio-temporales, comienzan a
manifestarse en las reacciones del nifno. Es capaz de manejar una estructura
de pensamiento, caracterizada por un equilibrio moévil, que gradualmente le
permite superar el egocéntrismo y la dependencia perceptual observados en el
pensamiento preoperatorio. Esta primera forma de equilibrio dindmico se logra
gracias a la reversibilidad de las operaciones mentales que, por primera vez,

aparecen.

Las operaciones concretas, que van desde los 7 afos hasta los 12
afios, se organizan en sistemas definidos, por Piaget, como Agrupamientos
Operatorios. Dichas estructuras operatorias de conjunto aparecen en las

operaciones logicas de clasificacion y de senacién, cuya construccion
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simuitanea hace posibie Ia aparicion del sistema numérico. Ademas, en esta
etapa se construyen las operaciones espacio-temporales, a través de las cuales

el nifo logra alcanzar una comprension adecuada del espacio y el tiempo.

Los agrupamientos operatorios presentan las siguientes condiciones:

C:. La posibilidad de coordinacion de las operaciones. En otras palabras, la
coordinacion de dos esquemas de accion constituye un nuevo esquema
que se afade a los anteriores. En el pensamiento matematico, dos
elementos cualesquiera de un grupo se pueden componer entre si y dar
como resultado un elemento del mismo grupo.

C. Una coordinacion puede realizarse o suprimirse. Es decir que, una accion
inteligente (operacién) puede desarrollarse en los dos sentidos. En el
pensamiento matematico, cada operacion directa de un grupo, implica una.
operacion inversa

Cis. Una operacion combinada con su inversa se anula, es decir que, el
retorno al punto de partida permite volver a encontrar éste sin cambio.
Por ejemplo, +5-5=0.

Cs. Se puede alcanzar el mismo punto de llegada por diferentes caminos sin
que dicho punto cambie, sin importar el camino elegido. El pensamiento
es libre de hacer rodeos y un resultado obtenido por dos caminos
diferentes es el mismo. Es como sumar tres numeros de dos maneras

diferentes, (1+2)+3 = 1 + (2+3) = 6.
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La aparicibn de las estructuras operatorias concretas favorece la

adaptaciéon social y la superacion intelectual del nifio; sin embargo, los

agrupamientos propios de esta etapa, aun no constituyen una logica formal que

pueda aplicarse a todas las nociones y a todos los razonamientos. Estas

estructuras del pensamiento operatorio tienen ciertas imitaciones:

L.

La.

La.

Limitacion en la reversibilidad, la cual es motivada por la caracteristica de
separacion operatoria que presentan las agrupaciones elementales de
clases y relaciones Las clases tienen una forma de reversibilidad
denominada inversién o negacién y las relaciones otra llamada
reciprociproca, sin embargo, no hay una estructura que las incluya Lo
cual implica una menor capacidad para superar la contradiccién,
estableciendo transformaciones compensadoras.

Las estructuras del pensamiento operatorio concreto, fuera de las
fronteras de lo concreto, son inoperantes. En ellas, lo posible se reduce
a una simple prolongacion de las acciones aplicadas a un contenido
particular.

Van de dominio en dominio con un desfase temporal, tal como ocurre con
la conservacion de la materia, peso y volumen, en la que existe un
desfase de dos afos entre la aparicion de una y ofra. Es un
pensamiento que no es generalizable inmediatamente a todos los

contenidos.
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La. Hay dificultad en el sujeto al momento de formular una hipétesis de
trabajo que lo oriente en la busqueda de la solucion de un problema Por
lo general, el nifio, se lanza de inmediato a la accién y a resolver el

problema por tanteos, mediante ensayo y error.

Si se desea adaptar la ensefianza a los resultados de la psicologia del
desarrollo por oposicién al logicismo de la escuela tradicional, hay un punto
importante que resaltar, tanto para la teoria de la inteligencia como para las
aplicaciones pedagégicas: Los mismos nifios que llegan a las operaciones ya
descritas, por lo general se muestran incapaces en cuanto dejan de manipular
los objetos y se les convida a razonar por medio de simples proposiciones

verbales.

Las operaciones tratadas aqui son, en efecto, operaciones concretas y no
formales: estan constantemente ligadas a la accidn, la cual queda estructurada
légicamente por esas operaciones, comprendidas las palabras que la
acompanan; sin embargo, no implican, en modo alguno, que sea posible

construir un discurso ldgico independientemente de la accién.

Durante la dltima etapa, la de las operaciones formales, que se inicia,
aproximadamente, a los 12 afios y finaliza alrededor de los 16 afios, el sujeto ya
no esta obligado a razonar directamente sobre los objetos concretos, sino que

es capaz de hacer deducciones en forma operacional a partir de simples
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hipétesis enunciadas verbalmente, lo que se conoce como la légica de las

proposiciones.

La combinatoria y el grupo de las dos reversibilidades (entre la
operacién idéntica y negativa, y entre la reciproca y correlativa) son los

principales rasgos caracteristicos de las operaciones formales

La combinatoria de las operaciones formales se da de dos maneras
complementarias entre si: combinar objetos o combinar juicios. En cuanto a
objetos, dicha combinatoria se observa en la capacidad del sujeto para
combinar sistematicamente y de cualquier manera posible, tarjetas de colores o
con numeros, etc. En lo referente a juicios, la combinatoria se expresa por
medio de las operaciones proposicionales; por ejemplo, la implicacion, la
disyuncién, la conjuncién, etc. El grupo de las dos reversibilidades se observa
en la capacidad del adolescente para relacionar las operaciones de inversién o
negacion con la reciproca. Asi, cada operacién posee una inversa y una
reciproca. Por ejemplo, si vertimos agua en un cuba vacio, y luego, colocamos
dentro cierta cantidad de ladrillos, el adolescente podra anticipar y coordinar la
accion del peso que hace subir el nivel del agua (operacién idéntica 1), la accion
inversa consiste en retirar los ladrillos (operacion de negacion N) con la
operacién reciproca R (resistencia del liquido, en caso de que el agua se

sustituya por otro mas denso).
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El razonamiento que el adolescente pude hacer es el siguiente:

1° Operacion idéntica |. El peso de los ladrillos hace subir el nivel del agua

2° Operacion inversa o negativa N. Al retirar {os ladrillos el nivel del agua
baja

3° Operacion reciproca R.  Con un liquido mas denso, y con el peso de un
ladrillo, el nivel del liquido baja tanto que no podra alcanzar el que tenia
en el agua.

4° Operacion correlativa C. Con un liquido menos denso que el agua y con
el peso de los ladrillos, el nivel subirda mucho mas que el que tenia con el

agua

La sintesis final de los sistemas parciales o agrupamientos construidos
en el estadio de las operaciones concretas es el grupo de las cuatro
transformaciones INRC, puesto que retine en una misma organizacién total las

inversiones y las reciprocidades separadas hasta ese momento.

En conclusién, Piaget, llama al pensamiento del adolescente
pensamiento hipotético-deductivo, puesto que el individuo esta en capacidad
de razonar sobre simples suposiciones, sin necesidad de una relacién con la
realidad o con las creencias del sujeto, confiado en la necesidad del
razonamiento, por oposicién a la concordancia de las conclusiones con las
experiencias. Explica que el adolescente razona sobre los mismo scontenidos

operatorios: el problema radica en clasificar, seriar, enumerar, medir, situar o
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desplazar en el tiempo o en el espacio. Pero estas acciones no se podran
agrupar por las operaciones formales. lo seran las posiciones que expresan

esas operaciones (Méndez, 1993).

1.3. REFLEXIONES DESDE EL PUNTO DE VISTA DEL CONSTRUCTIVISMO
PARA EL PROCESO DE ENSENANZA-APRENDIZAJE.

Las investigaciones sobre, como los nifios construyen la lengua oral y |a
lengua escrita, con intervenciones de los maestros contrarios a las propuestas
convencionales, constituyen una via constructivista interesante que todavia esta
en elaboracién . En ese punto son muy prometedoras las investigaciones que
se estan realizando actualmente. Sin embargo, no podemos olvidar que no toda
propuesta cognitiva es constructivista. Por otro lado, aunque no es posible dar
normas o reglas estrictas y mucho menos pasos sucesivos para la ensefanza
constructivista, si es posible establecer algunos principios 0 recomendaciones
que se estan promoviendo con cierta flexibilidad al investigar en areas como la
ensefanza de las matematicas, la ensefianza de la fisica y, en un grado menor

en la ensenanza de la historia.

Es peligroso llegar demasiado rapido a proponer pasos exactos Yy
secuencias precisas que acabarian por completo con el espiritu de la
ensefianza constructivista Pero, también se corre el peligro de que el

constructivismo sea considerado como una simple teoria que no es capaz de
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hacer propuestas practicas. Por estas razones exponemos ciertas reflexiones

desde el punto de vista del constructivismo para guiar y no para repetir durante

un proceso de ensefanza aprendizaje (Torres, 1992):

1.

Guiar a los escolares para que reflexionen sobre su propio entorno y
puedan crear modelos (o ejemplos) que les funcionen. Por ejemplo, en
el caso del concepto de grupo, ayudarlos a que reflexionen sobre lo que
ya conocen, y puedan entonces construir colectivamente nuevos
ejemplos.

Es muy probable que al reflexionar sobre su propio entorno, los
estudiantes construyan modelos que segun el docente no son los mas
correctos, entonces o mas acertado es convencerlos, Sin
argumentaciones, encontrando un caso donde el modelo no funcione
(falsacion), es decir dar un contra-ejemplo. Luego, dejarlos que vuelvan
a elaborar modelos y asi sucesivamente. Entonces los alumnos veran
los modelos de los libros y los proporcionados por el profesor como
propuestas que deben ser sometidas al mismo procedimiento: intentar
falsearlos

No cometer el error de querer diagnosticar la etapa de desarrollo
intelectual de los alumnos o suponer en qué etapa deberian estar y luego
proponer experiencias de aprendizaje en funcién de la etapa de
desarrollo. Lo que debemos hacer es utilizar el método de entrevista por

medio de actividades concretas, con lo cual se demuestra que los



31

alumnos construyen explicaciones (o modelos) al paso que se les va
entrevistando sobre los fenémenos fisicos, sociales, biolégicos o
psicosociales. Lo importante radica en que al entrevistar, inicamente, no
estamos detectando, sino construyendo o ayudando a construir nuevas
estructuras. Es decir que, las entrevistas, las encuestas o cualquier
forma de didlogo no sblo son para observar, sino sobre todo para
participar o contribuir en la construccién de nuevas estructuras de
asimilaciéon. Todo el que investiga construye lo que esta investigando en
funcidn de sus técnicas, de sus preguntas y sus interpretaciones. Por lo
tanto, no hay observacion objetiva, sino participacion en la naturaleza del
objeto estudiado.

Fomentar la autonomia moral y cognitiva entre los alunamos, ensefar a
partir de problemas que tengan significado o sentido para los escolares.
Utilizar una pedagogia del error en cuanto el mismo no debe corregirse
como algo indebido, sino tratado como etapas normales en las
construcciones que realizan los alumnos.

Promover en los alumnos la realizacion de proyectos vitales de caracter
colectivo en su entorno; sumergir a los alumnos desde un principio en un
ambiente donde los conocimientos que deben ensefiarse sean
requeribles para él

Diagnosticar los problemas, las necesidades, intereses y recursos del

entorno donde se va a ensefar, revisar y emplear con fines didacticos y
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de anélisis la historia de! tema para ver su construccién colectiva en
diferentes situaciones y momentos del desarrollo cientifico o tecnolégico.
Presentar a los alumnos las teorias o explicaciones Unicamente después
que hayan elaborado algunas alternativas y vean las de las ciencias
como otras opciones que tienen los mismos procedimientos de falsacién.
Hacer hincapié en que los alumnos y los cientificos no descubren
verdades, sino que lo que hacen es construir modelos y conjeturas.
Reiterar que construir no es crear de la nada, sino elaborar a partir de los
contenidos proporcionados, incluyendo los ya elaborados, los cuales
deben ser vistos como materia para volver a construir.

Un docente constructivista debe tener una actitud particular ante la
ciencia y ante las construcciones espontaneas de sus alumnos; debe
pensar que los conocimientos elaborados por la humanidad son propios

de una época determinada y que al alumno le sucede lo mismo.



CAPITULO

TEORIA DE GRUPOS
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Los pilares fundamentales, sobre los cuales descanza el edificio
matematico, son las estructuras algebraicas, cuyo prototipo es el grupo. El
mismo es un sistema algebraico en el que esta definida una sola operacion; la
cual debe ser ley de composicién interna y asociativa, debe incluir la posibilidad
de dejar invariante cualquier elemento al combinarlo con cierto elemento de
efecto nulo, y por ultimo, debe ser reversible, es decir que, garantice la

existencia del inverso de cada elemento.

Las primeras nociones expuestas sobre la Teoria de Grupos son fruto del
genio matematico francés Evariste Galois (1811-1832), quien escribid sus
valiosas ideas a la edad de 18 anos. Pero, no fue sino tres ainos mas tarde, la
noche antes de su muerte, cuando su ferviente amor a la matematica se
desborda y transcribe en breves lineas sus ideas fundamentales (sin
demostraciones) insistiendo que poseia la demostracion de todo. Su trabajo
permitié generalizar la resolucibn de ecuaciones algebraicas Sin embargo, fue
necesario que transcurrieran varias décadas para que sus ideas fueran

reconocidas.

A mediados del siglo XIX esta teoria fue desarrollada por grandes
matematicos, entre ellos cabe mencionar a Augustin Luis Cauhy (1789-1857),
Sir Arthur Cayley (1821-1895), Camille Jordan (1838-1922), Ludwing Sylow

(1832-1918), y Marius Sophus Lie (1842-1899). Es notorio el hecho de que,
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gracias a esta teoria, se ha logrado una unificacion muy marcada en la

matematica entre partes del Algebra y la Geometria, las cuales se consideraron

por mucho tiempo diferente y no relacionadas. En el proximo capitulo veremos

como es posible desarrollar la Teoria de Grupos utilizando la Geometria.

21.

GENERALIDADES DE GRUPOS.

Definicion 2.1:

Sea G un conjunto no vacio. Llamaremos ley de composicion
nterna  (u operacién binaria) en G a aquella ley que aplicada a dos
elementos cualesquiera de G da como resultado otro elemento del mismo

conjunto.

Dicho formalmente, una ley de composicion interna en G es una

funcion definida por.

*+:GxG—-G
(x,y) 2 x*y.
Ejemplo 2 1.
Tomemos el conjunto Z* ={neZ /In>0} Entonces, si

a,beZ"implicaguea>0 y b>0.
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Sumando estas desigualdades, miembro a miembro, obtenemos
que a+b>0. Esdecirque, (atb)e Z"
Por lo tanto, al definir la funciéon
+:Z2"xZ2"-»2"
(a,b) —» a+b

obtenemos una ley de composicién internaen Z *

En general, la adicion es ley de composicidn interna en los
conuntos Z, @, R, C. En cambio la division no es ley de composicion

internaen Z°*, yaque el cociente 1 + 2 no tiene solucibnen Z*

Ahora consideremos el conjunto A = { 1,2,3 } y definamos sobre

él las funciones 1, ¢ y v de la manera siguiente:

I(1) =1 ¢ (1) =2 v(1) =2
1(2) -2 ¢ (2) =1 v({2) =3
1@) =3 ¢ (3)=3 y(3) =1

y calculemos ¢ - w, y - ¢ y Wy’ donde o es la compuesta usual de

funciones:
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4w =1 (v-9)(1) =3 (w-w) (1) = 3
4.w(2) =3 (v-9)(2) =2 (wew)(2) = 1

4-wv(@3) =2 (v-9)@3) =1 (wew) @) = 2

Llamaremos S3 al conjunto cuyos elementos son L ¢, w, ¢ «y, v ¢, \yz

Es decir que,

SB={I,¢1 ‘Uvd) ° Y, ‘U'd)v ‘Uz}

Comprobemos que o es ley de composicion interna en Ss:

I[.1 =1 Ie(p W) =0 oy

I.¢ =¢ Te(yed) = yoo

Toy=y Ioy? =

¢-1=¢ b (d-y)=v
o0 =1.¢%=1I ¢ o (yed) = v

¢ ow=¢ oy 6w =y.d
yel =y Veldew) =¢
Yed =y ¢ v (ped) =6 oy
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@-v) 1=¢- v @-w) @ )= 1. @ v =1

@ v o=y @ v) (v =v

& v v=y-d @ v v =9

(Wed) I=wy-0¢ (W“d))-(d).w):wz

Wed)ed = v (Wed)e(wed)=I (v-0¢)f=I
(Wed)ow=¢ Wed) v’ =¢-v

Ve I= v V(g ow) = wed

yied =¢ .y we(wed)= ¢

yey =1 vl eyt =y

Por lo tanto,

0. S3 XS3 —)S3

(X, y) > xoy

es ley de composicion interna en S 3

A continuacion confeccionaremos una tabla en base a los

resultados que acabamos de obtener, la cual nos sera Gtil mas adelante:
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o |1 volbow | wd | W
I |1 v o[ wo | W
o | ¢ ow| v | v | wo

dow|ow| v wd| I | wil ¢
v [wd| w | o | v | T [o¢ey

Tabla 2 1

Definicion 2.2

Llamaremos grupoide a un conjunto no-vacio G provisto de una ley

de composicion interna *, el cual denotaremos por el par (G, *)

Ejemplo 2 2
(Z*, +) es un grupoide, puesto que + es ley de composicion interna

enZ*. Otros grupoides son (Ss3,+), (Z,+), (R, ), etc.

Definicion 2 3

Si en un grupoide (G, *) se cumple que para cualesquiera
x,y,zeG

(1) (x*y)ez = x * (y*2),
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entonces diremos que * es asociativa, y a (G, *) lo llamaremos

semigrupo.

Ejemplo2 3
Tenemosque (-5+3) + 4 = -5 + (3+4)
-2+4= -5+7

2=2

Mas aun, se puede demostrar que en general la igualdad (1) se
cumple para cualquier eleccion de numeros enteros x, y, z. Es decir que,
en (Z,+) la ley + es asociativa. Lo mismoocurreenQ, R y C.

Luego, (Z, +),(Q, +), (R, +), ( C, +) son semigrupos.

Es facil verificar que (S3, 0) y (R, ¢ ) son semigrupos, lo cual

dejaremos al lector como ejercicio.

Por otro lado, en (Ss, 0) el elemento I deja invariante a todos los
elementos de S, bien sea operando a izquierda o-a derecha (ver Tabla

2.1). Es decir que,
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o
<
£

1}
<
=

1}
<
£

-

Este hecho nos sirve para definir o siguiente.

Definicion 2.4:
Sea (G, *) un semigrupoy e e G. Llamaremosa e elemento
neutro o elemento identidad si paratodo x € G se tiene que

e *x =Xx=x* e (2).

Definicién 2.5
Llamaremos monoide a todo semigrupo que posea elemento
neutro. En otras palabras, un monoide (G, *) es un semigrupo en el cual

existe e € G que verifica la igualdad (2).

Ejemplo 2.5:
Son monoides los semigrupos (Ss, 0) , ( R, +) y ( R, e) cuyos

elementos neutros son 1,0 y 1, respectivamente
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En (Z", +) no hay elemento neutro, puesto que el inico nimerc
que deja invariantes a los numeros enteros (con la adicién) es el cero;
es decir que, para cualquier xeZ, O0+x = x = x+0,pero 0 ¢ Z"

Luego, (Z*, +) no es monoide

Proposicion 2.1:

En todo monoide el elemento neutro es unico

Demostracion:
Sea (G, *) unmonoidey e € G el elemento neutro. Supongamos que
en G existe otro elemento neutro  ey.
Luego, como e eselneutro, e*e; = e (1)
Ademas, puesto que e, es neutro, e*e; = e (i)
Entonces, igualando (i) y (1), e, = e.

Por lo tanto, el elemento neutro es unico.

Por otra parte, segun la Tabla 2.1 correspondiente al monoide (Ss;, 0),
podemos comprobar que:
I.I1=0F=I
06 =¢° 1
@-w) « (@) = (6w =I
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(Wed) « (Wed) = (v -4) =T

vey' = Yoy =L

Observamos que a cada elemento de S; se puede asociar, de manera
Unica, un elemento de modo que la composicion de los dos, en cualquier
oreden, produzca el elemento identidad. Cuando ésto ocurre decimos que los
elementos son inversos entre si: y es el inverso de v? y viceversa; mientras

que I ¢, ¢ -y y v -¢ SON SuUs propios inversos, respectivamente.

Definicién 2.6:
Sea (G, *) unmonoide y x € G. Llamaremos a x' € G inverso

de x siysdlosi x * x" = e = x' * x (3).

Definicion 2 7:
Llamaremos grupo al monoide (G, *), en el cual paracada xe G

existe su inverso X' e G

Ejemplo 2.7:

En (S5, 0) tenemos que



V=Y

@ w)' = ¢.v

(Wed)' = wed
(W' =y

Luego, concluimos que (S;, 0) es un grupo. El mismo es conocido

comunmente como el grupo de permutaciones de orden 6.

En éste grupo es facil verificar que ¢ -y = v'ied ().

En efecto,
v'ed = vied ;v =
= (yoy) « ¢ , Tabla21.
=y oo (y o ¢) ., asociando
= ¢ oy . porlaTabla2.1.

Utilizando éste resultado verifiquemos que v - (¢ -y) = ¢.

Veldew= yo(y' oo por lo anterior (i).
= (yoy") oo , asociando.
=1+6¢ . propiedad de los inversos

= ¢ , propiedad del neutro.
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También es interesante el siguiente resultado:

@ w)e(wed)=9¢ «[w-(v-9)] ; asociando
=¢ « [(v-y)-¢)] asociando
=¢ o (v -9) : Tabla2.1.
=¢ o (y' +9) .o =
=6 (9 - v) : por (i).
=(pod) oy , asociando
=62y , Tabla2 1.
= T.y . Tabla2.1.
= v , propiedad del neutro

Por otro lado, como el numero cero no posee inverso respecto a la
multiplicacion usual en Q, entonces (Q, ) no es grupo. Es decir que,

noexiste xe Q talque oex = 1 = xeo0.

Pero, si tomamos el conjunto Q° = Q - {0}, entonces (Q°, e) si
es grupo. Puesto que, para cualquier a/b € Q°, existe b/a ¢ Q° tal
que

albe b/a = 1 = b/a e alb.
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Proposicioén 2.2:

En todo grupo el inverso de un elemento es unico.

Demostracion:
Sea(G,*) ungrupoy x € G.
Luego, existe X' ¢ G talque x*x' = e = x' * x.

Supongamos que b € G también es inverso de x

Entonces, b=Db#*e , por propiedad del neutro.
=bx*(x*x") , propiedad de los inversos.
= b*x)*x" , asociando.
= e*x" , propiedad de los inversos.
= x' , propiedad del neutro

Luego, b=x".

Por lo tanto, el inverso de cada elemento es unico.q

Otro ejemplo de grupo es (Z , +) , puesto que:

~ La adicién de dos nimeros enteros a y b, da como resultado otro nimero
entero. Esdecirque,si a,b €¢Z ,entonces (a+b) € Z.

-~ La adicién es asociativa.

— Existeelnimero 0 € Z , talque O0+a = a = a+ 0, para cualquier
a € Z. Enotras palabras, existe el neutro.

Finalmente, para cualquier a ¢ Z ,existe -a € Z , tal que:
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a+(-a) = 0 = -a + a En el caso de la adicion se habla de elemento
simétrico en vez de elemento Inverso, puesto que el concepto de inverso es

propio de la multiplicacion.

Lema2 1
Si (G, *) es un grupo, entonces
i) Paracada a € G, (a")' = a.
i) Para cualesquiera a, be G, (a*b)’ = b' * a.
) Si a b,x € G secumple que:
(1) a*x=b*x=>a=>b
2) x*a=x*tb=>a=b
iv) Sia, b, x € G, entonces las ecuaciones
3) a=*x=0b
4 x*a=>b

tienen una unica solucion x en G.

Demostracion.
Sea (G, *) ungrupo y a,b,xe G.
i) Como a € G, entoncesexiste a' ¢ G talque a' * a = e.

Ademas, como a' e G, existe (@')" e G, inversode a”.
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Luego, (@' * a' = e , por propiedad de los inversos.
[(aY)'*a'j*ra=e*xa , operandocon a aderecha
(a')Y'*x(@'*a)=exa |, asociando

(a'Y'+e=ex*a ,  porpropiedad de los inversos.
(a')' =a , por propiedad del neutro.

Por lo tanto, (a')' = a paracada acG.

i)

Como a,b e G, entonces existen a' b € G.
Ademas, dado que el inversode a*b es (a*b)™, entonces nos queda

por probar que b™ * a™ es inverso de a * b.

En efecto,
(a*b)* (b +aY)y=ax* (b*b ") x a", asociando.
—arexa’ . por propiedad de los inversos
=(a*e)*a’ “asociando
=a*a’ por propiedad del neutro.
=e , por propiedad de los inversos.
Ahora,
b'+*a)+(@a*b) =b'x(@@" *ay*xb ,  asociando
=b'*xexb , por propiedad de los
inversos.

=b'*e ., por propiedad del neutro
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=e por propiedad de los
inversos
Por lo tanto, (a*b)" = b *a' para cualesquiera ab € G.
i) Comox e G, existe suinverso x' ¢ G.
(1) Si a*x=b *x, entonces
@*x)+x'=(b*x)*x" , operando a derecha con X
a*(x*xH=b*x(x*x" , asociando.
a*e =b=*e , por propiedad de los inversos.
a=>b . por propiedad del neutro.

Ahora, si x*a =x=*b, entonces

X« (x*a)= x' * (x * b) , operando a izquierda con x',
xX'¢+x)xra=(x"*x)*b ,asociando.
e*a=ex*hb ,por propiedad de los inversos.
a=>b ,pro propiedad del neutro.

Ambos resultados conforman lo que se conoce como ley cancelativa.

Finalmente,

iv) Dadoque a e G, existe su inverso a' € G.
En (3) tenemos que a*x=D>b.
a'+@*x)=a'*b ,operando a izquierda con a™.
(a'*a)srx=a'+*b ,asociando

e*x=a'*b por propiedad de los inversos



50

x=a" * b,por propiedad del neutro
Luego, la solucién de (3)es x—a” *b

Unicamente nos resta probar su unicidad

En efecto, supongamos que x; € G es solucion de (3), entonces
a*x;—b
Igualando éste ultimo resultado con (3) obtenemos que
ax*x, axx, ypor laley cancelativa, x; = x
Por lo tanto, la solucién de (3) es Unica

La solucidon de (4) es similar, la dejamos al lector como ejercicio

Definicion 2 8
Si (G, *) es un grupo tal que a*b b *a, para cualesquiera
ab € G Entonces, llamaremos a (G, *) grupo conmutativo o grupo

abelhano

Ejemplo 2.8
Los grupos ( R, +) y ( R*, ) son abelianos, puesto que tanto la
adicién como la multiplicacién usuales son conmutativas.

Sin embargo, (Ss, 0) no es abeliano, dadoque ¢y =y« ¢
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Definicion 2.9.

Si (G, *) es un grupo compuesto de un numero finito de elementos,

lo llamaremos grupo finito, y al nimero de sus elementos, orden del

grupo, el cual denotaremos por e (G).

Ejemplo 29

El grupo (Ss, 0) se compone de seis elementos, por tanto es finito,

ysuordenese(S;) =6

Definicion 2 10
Si (G, *)esungrupoy n e Z, entonces las potencias de a ¢ G

guedan definidas asi

[ e si n=0 (i)

a Si n=1 (i)
a" - 4 a“'xa si n>0 (1ii)
CH si n<0 (v)
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Proposicién 2.3:

Si(G, *) esungrupo, ac Gy ne Z. Entonces a"=(a')"

Demostracions
Sean (G, *)ungrupo, ac Gy ne Z

Por la defincién 2.10, a"=(a™')" paran <O0.

Ahora, si n =0, entonces, por la definicién 2 10, tenemos que
a’=e y @V =e
Asi,paran=0, a" = (a")" = e.

- Finalmente, si n>0, entonces -n<0.
Luego, (@")" = [(a")'T™ ,por definicién 2 10, (1v)
= a" .por el Lema 2 1

Asi,a"=(a')" para n>0

Por lo tanto, conciuimos que a"=(a")" parane Z g

Proposicion 2.4:

SI(G*)esungrupo, ac Gy ne Z. Entonces a™'=a"*a

Demostracion
Sean (G, *) esungrupo, acGyn € Z
Iniciemos con n=0

Entonces, a™' =a™"
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,propiedad del neutroen (Z, +).
=a ,por definicion 2.10, ().

=e=xa por propiedad del neutro en G.
=a’*a , por definicién 2.10 (i).
Asi, a™*'=a"+a paran= 0

— Ahora continuemos con n> 0.

St n>0, entonces n+1>0.

Luego, a™' =a™V-14 g Jpor definicién 2.10, (iii)
=a™M g ,asociando
=a™ xa ,propiedad de inversos en (Z, +)
=a"+a .propiedad del neutroen ( Z , +).

Asi,a™'=a"+a paran>0.
Por dltimo, consideremos n <0

Sin=-1, a"=g"

=a .por propiedad de los inversos en (Z, +)
=e ,por definicién 2 10, (i).

=a'+a ,por propiedad de los inversos en G
=a"*a n=-1

Asi, a™'= a"+a para n=-1.
Finalicemos con n < -1
Entonces, n<-1 implicaque-n>1>0 y n+1<0.

Luego, a™! = (a'y™" ,por definicién 2 10, (1v).
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=@ ™se .por propiedad del neutro en G
= (@)™ + (@' * a) ,por propiedad de los inversos en G.

={@"hY™+(a')]*a por asociatividad en G.

=@") ™" « a ,por definicién 2.10, (iii).

=@"h)™"* s a ,por asociatividad en (Z , +)

=@"H™%+ a ,por propiedad de los inversos en (Z , +)
=@")"+« a ,por propiedad de neutroen (Z , +)
=a"+a .por la proposicién 2.3

Asi,a™' =a"*a para n<-1.

Por lo tanto, concluimos que a™' =a"+«a parane Z g

Proposicion 2.5:

Si(G,*)esungrupo, ac G ynm, e Z. Entonces am™= a"*a™

Demostracion.
Sea (G, *)ungrupo, ac G ynm, e Z
— Empecemoscon n=m=0.
Entonces, a"+ a™ = a°%* a°
=ex*e , por definicién 2.10, (1).
=e , propiedad del neutro en G.

=a , por definicion 2.10, (i)
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= a0 , propiedad del neutro en (Z, +)
=a"" n=m=0
Asi, a"™ = a"+*a™ para n=m=o

Consideremos ne Z y meZ*

m=1 , a™™ = g™
=a"+*a , por la proposicién 2 4
=a"xa' , por definicion 2.10, (ii)
=g +a" .m=1

MM =a"xa™ parane Z y m=1

Asi, a
Supongamos que para m=k >0, a"*a =a™ keZ
Ahora veamos si se verifica para . m = k+1

En efecto,

an x am =an x ak+1

= a"x(@@“*a) , porla proposicién 2 4.,
=@ *a*a , asociando

=a™ g , por hipétesis de induccion.
= g™kt , por la proposicion 2.4

= gmk?) , asociatividad en (Z , +)
=a"m ,m=Kk+1

Asi, "™ = a"*a" para neZ y meZ".
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Los demas casos los dejamos al lector como ejercicio.q

Proposicion 2.6:

Si(G, #) esungrupo, ac Gy nmeZ. Entonces (a")" =a™.

Demostracion:

Sean (G, *) ungrupo, ac Gy nmeZ

Sim=0, @° -e , por definicion 2.10, (i).
=a’ , por definicién 2.10, (i).
= a™? ,paratodoxeZ , x+0 O.
—am ., m-0.

Asi, @)™ a" parane Z y m=0.
Consideremos m - 1.

Luego, &@"H" (@'

=3" , por definicién 2.10, (ii).
=a™ , propiedad del neutro en (Z , o).
a™ .m 1.

Asi, (@)™ a™ paraneZ, m-1.
Supongamos que para m=k>0, @ a™, ke Z .
Ahora veamos si se verificapara m k+ 1.

En efecto,
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@) =@
=@M a" , proposicion 2.4.
=a™+a" , por hip6tesis de inclucién.
= g*n , proposicion 2 4.
= g"teh , distributividad en Z.
=am ,m=k+1

Asi, (@M)"=a"" para m> 1.
Hasta aqui hemos demostrado que (8")" =a™ paran<Z y m>0. Los casos

restantes los dejamos al lector.g

Proposicién 2.7:
Si (G,*) es un grupo abeliano, a,be G y neZ . Entonces

@*b)" =a"+bp".

Demostracién.
Sean (G,*)ungrupo,a,be Gy neZ
- 8in=0, (@*b)"=(@*b)°
=€ , por definicién 2.10, (i)
=e*e , propiedad del neutro.
=a’*b’ | pordefinicién 2.10. (i).

=a"*b" ,n=0
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Asi,(@a*b)" a"+b" para n=0
Consideremos n=1.

Entonces, (a * b)"=(a * b)’

=ax*b , por definicion 2.10, ().
a' * b , por definicién 2.10, (ii).
a"*p" ,n=1

Asi, (@a*b)" a"+b" paran=1

— Ahora supongamos que para n=k>0, (a*b)=a“*b*, ke Z
Averiguemos si se verificapara n=k + 1

En efecto,

(@a*b)" - (a*b)*

(@a*b)* (a*b) , por proposicion 2.4
~@*bYy*@=b) , por hipbtesis de induccion.
_a“*(b**a)*b , por asociatividad.
—_a“*(@*b"+b , por conmutatividad.

— (@ *a)* (b**b) , por asociatividad.
a"=b" ,n=k+1.

Asi, (@*b)" a"+b" paran>1
Porlotanto, (a*b)"=a"*b" para n>0

El caso donde n < 0 lo dejamos al lector como ejercicio.p
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Definiciéon 2.11
Sea (G, *) un grupo. Si G se compone de las potencias de uno de
sus elementos, entonces lo llamaremos grupo ciclico. Es decir que , G se
dice ciclico si cada uno de sus elementos es una potenciade ac G El

elemento a se denomina generador del grupo.

Para indicar que (G, *) es generado por a escribimos G=<a>. La
forma general de un grupo ciclico (G, *), de orden infinito, es
G={.,a%a’ ea .}
y de ordenfinitoes G={e, a', a ..a™!}, donde n es el menor entero

positivo que verifica la igualdad a"=e.

Ejemplo 2.11-
El grupo (Z, +) es generado por el nUmero uno. Es decir que,
Z =<1>.
Luego, Z ={.,-31,-2-1,-1-1,01,21,31,..} = <l>.
Dejamos al lector, como ejercicio, verificar que Z = <-1>, y que (S3, 0)

no es ciclico.

Proposiciéon 2.8:

Todo grupo ciclico es abeliano.
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Demostracion:
Sea (G, *) un grupo ciclico.
Entonces, existe a ¢ G tal que G = <a>.
Seanxy e G, entonces x=a" y y=a", mne Z

Luego, x*y =a"*a"

n+m

=a , proposicién 2.5.

=am" , conmutatividad en (Z , +)
=a"*xa" , proposicién 2.5.

=y * X

Asi, (G, *) es abeliano
Por lo tanto, todo grupo ciclico es abeliano. o
Ahora consideremos el grupo abeliano ( R, +) y supongamos que x € R es un

generador de este grupo

Luego, existen n,m ¢ Z talesque: mx=2 (M=0) y nx=+2.

2 .
Entonces, x= Es decir que, x es racional
m

Pero, si x es racional, entonces nx es racional, puesto que es el
producto de la multiplicacion de los niimeros racionales ny x. Luego, /2 seria

racional, dado nx = /2, lo cual es una contradiccién. Asi, ( R ,+) no es ciclico.

Por lo tanto, concluimos que no todo grupo abeliano es ciclico.
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22 SUBGRUPOS

Definicién 2 12.

Sea (G, *) ungrupoy H c G. Entonces, llamaremos a H

subgrupo G si y s6lo si (H, *) es grupo Esto lo denotaremos por Hg,G.

Ejemplo 2 12
Sabemos que (R, +) esungrupoyque Zc R. Ademas, (Z,+)
esungrupo Porlotanto, Zs; R Esdecirque, Z es un subgrupo de

R

Los subgrupos de (S3,0) son Hy— {1}, H2 {1, ¢}, Ha = {L, ¢y},
Hs={Ly- ¢}, Hs = {I,y - y?} y S3 De éstos, los cinco primeros son
grupos ciclicos generados por I, ¢, y, -y, ¢-y y v’ respectivamente.

Es decir que,

Hi—<I> Ha—<¢> Ha=<¢py> Hy <yod> Hs—<y>.

El grupo (Ss, 0) a pesar de no ser ciclico, posee subgrupos ciclicos
como acabamos de ver. Sin embargo, existen dos elementos de Sz que
combinados entre si generan al grupo. Nos referimos a ¢ y w. En

efecto.

I ¢2° W3
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O=¢-y’
y=¢oy
bov=ye0
Weo=¢oy’
\UZ — ¢2 o \u—l
(que el lector verifique esto utilizando Ia Tabla 2 1)

Luego, la presentacion de (S3,0) sera

S3"{¢J°\uk/jik1 € Z: ¢°\U=\U—l°¢}

La presentacién de grupos es un tema interesante, pero, como no

forma parte de nuestro objetivo, lo dejaremos hasta aqui.

Proposicion 2.9:

Sean (G, *) ungrupoy Hc G. Entonces, Hsg G siy sélosi

i) H=¢

ii) Xy € H, entonces x*y’ ¢ H.

Demostracion:
(=) Sean(G,*)ungrupo y Hsg G
- Como Hg G, entonces e < H.

Luego, H=¢
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- Si yeH,entonces y' € H, pues Hyg G
Luego, six,y € H, entonces x *y' ¢ H.
(<) Sean(G,*)ungrupoy Hc Gtal que
1) Hzé¢
W) xy eH entonces x*y' e H
Como H = ¢ , existe por lo menos un elemento x e H.
Ademas, por hipétesis (ii), x*x'eH
Asi, eeH
Seay e H, entonces por (i), e*y ' =y e H.
- Seanx,y eH,entoncesx'eH y y'eH.
Luego, x * (") e H, por (ii)
Asi, porellema2 1, x*y e H. Es decir que, * es ley de composicion
interna en H.

Por lo tanto, HsgG.o

Proposicion 2.10:

Si (G, *)esungrupo, H; g G y H255G. Entonces Hy nH> 5 G.

Demostracion.
Por hipétesis e € H, y e € H,. Entonces e € H; n H,.

Luego, H; n Hy = ¢.
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Seanx,y e HinH,. Entonces x,y e H;y x, y € H,.

Luego, por la proposicién 2.9, x*y ' e H, y x*y ' e H,.
Asi, x*y'e H nH;

Por lo tanto, en virtud de la proposicion 2.9, Hi " H; ¢ G o

Proposicion 2.11:

SI(G,*)esungrupoy ac G Entonces <a>- {@"/n e Z } es subgrupo

de G

Demostracion:
Como a e G, entonces a® e
Luego, e € <a>

Asi, <a> = ¢

Finalmente, sean x,y € <a>, entonces existen mn € Z talesquex=a

n

yy=a.

0 o lado, 0o-Nel, onces € <a> € <a>
Por otro lado, como -n € Z, entonces a™ a a“sa™" a

Ademas, e —a°—-a™™" , propiedad de los inversos en ( Z , +).
=g+ a" , por la proposiciéon 2 5
=aMx* y Y= a”

n

Luego,y'-a" Enconsecuencia x*y'=a"*a" ¢ <a>

Por la proposicion 2 9, concluimos que <a> ¢ G.g

m
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Proposicién 2.12.

Si (G,*) es un grupo ciclico y H sg G, entonces H es ciclico

Demostracion:
Sean (G,*) un grupo ciclicoy H g G.
Sea a e Gtal que G =<a>, y supongamos que m es el menor entero positive
tal que a" € H.
Luego, como todo elemento x € H pertenece a G, entonces x = a keZ.
Ademds, como k=mq+r, o<sr<m y g, reZ , entonces a“=a™".
Luego, a“=aM« a' , por la proposicién 2.5.
=@Mi*a ., por la proposicion 2.6.
Ahora, operando a izquierda con (a™)® obtenemos que
@) ra=@) s [@)*d]
=[@™ 9+ @M% +a’ , asociando.
=e+ad , propiedad de los inversos.

=a , propiedad del neutro.

Entonces a’ € H, puesto que a™, a* € H. Pero, comor <m, entonces r=0
Asi, k=mq. Luego, los elementos de H son de la forma (a™)%. Es decir que
H-<a™.

Por lo tanto, H es ciclico.n
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Definicion 2.13.
Sean (G, *) un grupo, HssG y ab e G. Diremos que a es
congruente conbmédulo H sia*b™ ¢ H Lo cual simbolizaremos

a=bmodH

Ejemplo 2 13
Consideremos (S3,0) yHs {I, v, w3.
Entonces, v =y? mod Hs. En cambio es falso que ¢ = w mod Hs,

puesto que ¢ * y~' ¢ Hs

Definicién 2 14
Sean (G, *)un grupo, @ € G y HgG. Definiremos a como el
conunto de los x € G tal que @ — x mod H. Es decir que,

a={xeG/a=x mod H}.

Ejemplo 2 14
Consideremos (Z,+) y(3Z ,+),donde 3Z o Z
Entonces S5 {xeZ /5=xmod3Z}
—{xe Z/(6 x)e 32}

={ 1—4’—1’2’5’8"'}
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Definicion 2.15.

Sean (G, *) un grupo, @ € Gy HsgG. Llamaremos ciase lateral

derechade Hal conunto H,={x*a/x € H}.

Ejemplo 2.15

Tomemos H: - {1, ¢}, el cual es subgrupo de (S, 0)

Entonces, H2p {I-9,0-¢} {¢,1} =Ha

Proposiciéon 2.13

Si1(G, *)enungrupo, @ € G y HygG Entonces Ha a.

Demostracion

Si p € Ha, entonces existe x e Htalque p x*a.

Luego,a*p ' —a*(x*a)’

a*(a '+*x" , porel Lema2 1.
(a*a Hx*x' , asociando

—exx' , propiedad de los inversos
x ! , propiedad del neutro

En consecuencia, @ * p ' € H, puesto que x' € H.

Asi, por la definicién 2.14, p ca. Luego, Hac a.



68
— Finalmente, sip €a, entonces a=p mod H
Luego, por la defincién 2.13, a*p' < H. Entonces, existe x € H tal que
a*p'=x Dedondea x=*p,porellLema21

Ahora, operando a 1zquierda con X!, obtenemos que

x'*a-x"+x(Xx=*p)

(x'xx)*xp , por asociatividad.
exp , propiedad de los inversos
p , propiedad del neutro

Como x' * @ € Ha, entonces p € Ha Luego, ac Ha.

Por lo tanto, concluimos que Ha@ =a o

Proposicion 2.14:
Si (G, *) esun grupo y Hs,G. Entonces existe una correspondencia

biyectiva entre dos clases laterales derechas de H en G.

Demostracufm
Sean (G, *) un grupo, a,b € G y HgG
Seaf:Ha —» Hb talque f(x*a) x=*b, paratodo x € H.
Seanx;,x2 € H

Si f(x1 * a) = f(x2 * a), entonces x1 * b — x2 * b, por definicién de f.
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Luego, x1 = x2, por el Lema 2.1.

Asi, f es inyectiva.

- Finalmente, por construccion de f tenemos que f(Ha) = Hb.
Luego, f es suryectiva

Por lo tanto, f es biyectiva.g

Esta proposicion es importantisima cuando H es un grupo finito, puesto
gue lo que afirma es que dos clases laterales derechas de H tienen el mismo

orden.

Ademas, He = H, luego cualquier clase lateral derecha de H en G tienen

el mismo orden de H. Es decir que, e(Ha) = e(H), a € G.

Proposicién 2.15:

Si (G, *) es un grupo finto y HsgG. Entonces Ha=Hb ¢ Ha~ Hb = ¢,

para cualesquieraab € G

Demostracion.
Supongamos que Ha ~ Hb = ¢, y demostremos que Ha = Hb.
En efecto:

Si Ha n Hb = ¢, entonces existe g € Ha n Hb.
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Luego,g=hi*a y g=hyo*b, donde hy, h, € H.
Entonces, hy *a=hy * b.
Asi,a=h,'*hy*xb y b=h sh*a (1).
— Ahora, probaremos que Ha < Hb.
Sea x e Ha, entonces existe he H talque x=h* a.
Luego, x=h=*(h;' * hy *b) , por (1).
=(h*h;' *hy) *b , por asociatividad.
Entonces, x € Hb, puestoque h=*h;' *h; € H.
Asi, Ha c Hb
— Por dltimo probemos que Hb < Ha.
Sea y € Hb, entonces existe he Htalquey=h*b.
Luego,y=h=#* (h;' *hy *a) , por (1).
=(h*h; *hy) *a , por asociatividad.
Entonces,como h=*h;' *hjeH, yeHb
Asi, Hb c Ha
Por lo tanto, Ha = Hb.

Concluimos, entonces que dos clases laterales derechas de H en G o son

idénticas o son disjuntas.
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Teorema (de Lagrange) 2.1:

Si (G, *) es un grupo finito y HeyG. Entonces ao(H) es un divisor de ¢(G).

Demostracién.
Sean (G, *) un grupo y HsG.
Supongamos que n es el numero de clases laterales derechas distintas de H en
G
Luego, tenemos que

G =Ha; u Ha; v ..UHap,

donde Hac "Haj = ¢, ¢= 4

Entonces, o(G)=06(Ha;) + a{Hay) + ... + o(Hay)

6(G) = a(H) + o(H) + ... + o(H) , pues o(Hac) = a(H).

&(G) = n- o(H).

Por lo tanto , ¢(H) es un divisor de ¢(G).g

Para ilustrar este teorema consideremos el grupo finito (Sz, 0), el cual

tiene por subgrupo a

Hs = {1, v, v*}.
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Sabemos que ¢(S3) =6 y e(Hs) = 3.

Luego, como 3 es divisor de 6, entonces a(Hs) es divisor de a(S3).

Definicion 2.16:

Sean (G,*) ungrupoy a € G. Llamaremos orden del elemento a

al menor entero positivo m tal que a™ = e, y lo denotaremos por e(a). De

no existir tal entero diremos que a es de orden infinito

Ejemplo 2.16

En el grupo (S3, 0) tenemos que:

o(l) =1 o(¢) =2 o(y)=3

o{p - y) =2 o{y ) =2 o(y?) = 3,

Proposicion 2.16:

Si1(G, *)esungrupo fintoy a € G de orden m. Entonces m es divisor

deea (G).
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Demostracion-

Sean (G, *) un grupo fintoy a € G tal que a(@) =m

Sea H = <a>. Entonces, por la proposicion 2.11, HgG.

Luego, por la definicidon 2.11, o(a) = ¢(H). Es decir que, ¢(H) = m.

Entonces, por el Teorema 2.1, ¢(H) divide a ¢(G).

Por lo tanto, m es divisor de &(G).o

Proposicién 2.17:

Si (G, *) es un grupo finito de orden nya € G. Entoncesa”" =e.

Demostracion.

Sean (G, *) un grupo finitode ordennya e G.

Supongamos que e (a) = m. Entonces, por la proposicion 2.16, m es divisor de

n. Es decir que, existe k € N tal que n =km.

Luego, a"=a"™"

—a™ , por conmutatividad en (Z , e ).
= (a™" , por la proposicion 2.6
=e" , por la definicion 2.16.

=€ , por propiedad del neutro
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Por lo tanto, concluimos que a" — e ¢

Para ilustrar esta proposicidon consideremos el grupo (Ss, o) tiene a(S3)=6

Ademas, por el ejemplo 2.16, sabemos que a(y) = 3. Luego, como 6=2 3,

tenemos &(y) es divisor de a(S3)

Por otro lado, ¢ = 3?2
W)? , por la proposicion 2.6.
= (I} , por la definicién 2 16
=1 , propiedad del neutro

Que el lector verifique que esto ocurre con los otros elementos de S

Definicién 2 17.

Sean (G, *) un grupo y HsgG. Llamaremos a H subgrupo normal de
G, si y sdlo si para todo g € Gy para todon € H, se tiene que
g*n*xg'ecH.

Nota: H subgrupo normal de G lo denotaremos, H~ G.

Ejemplo 2.17
Consideremos el grupo (Sz, 0) y Hs = {1, y, y*} & G.

En efecto, utiizando la Tabla 2.1,
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-st n=1, entonces g-I-g"' ge.g'=1ecH, paratodog e G.
-sin-y,entonces loy ' '=ysl=yeH
Vewey ' —weyoy’ =yoy’ yol yeH
deyod' (@ ow)ed=v'eH
@wewe@-w) @eweye@oy)=y'e H
(Wed)owe(wed)" (ved)ewe(wed)=y’cH
Vieywe W' —(Wew)ow Vey Loy y I
- Finalmente, si n = y* tenemos que:
Loyel'=(1oy?)el y?ol-y?ecH
doviod! (@oyHed=yeH
vewtoy” (wey)ew'=vley? 1oy’ yieH
@oWeve(@ow)y' @ewevo@-w)=veH
(Wed)o W e(wed)' (wed)ow’ o(wod)=y.eH
vieute(W) ! Wo@loy)=yPel=y’eH

Porlotanto, Hs S3
o~

Proposicion 2.18:

Si (G, *) es un grupo y HygG. Entonces, H ~. G siysdlos g*H*g™' = H,

paratodog e G
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Demostracion:
Sean (G, *) ungrupo y HgG.
() SiH G entoncesg*H+g'=H, paratodog e G
1) Seange G y xe g*H*g™, entonces existe n e H tal que
Xx=g*n*g’
Luego, g*n* g™ = x € H, puesto que H G.
Asi,g*H#*g"' c H, paratodog e G.

2) Sean g € G y n e H, entonces

n=exnxe , propiedad del neutro
-(@*gH)*nx(g*g?h) , propiedad de los inversos.
=g*(@ ' *n*g)*xg’ , por asociatividad.

Luego, como g € Gy HI\G, entonces existe xc H talquex= g '*n=*g.
Entonces, g*x*g"' neg*H=*g"
Asi, Hcg+*H=+g"', paratodo g G.
Concluimos, por (1) y (2), queg*H*g'=H
(<) Finalmente probaremos que, sig*H* g =H entonces HpG.
En efecto,
Sean neH ygeG,entoncesg*n*g' € gxH#*g™".
Luego,g*n=*g' e H

Por lo tanto, HnG
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Proposicion 2.19:
Si (G, *) esungrupo y Hsg G. Entonces, H\G si y solo si toda clase
lateral izquierda (C.L.I.) de H en G, es una clase lateral derecha (C.L.D.) de H

en G.

Demostracion
Sean (G, *) ungrupo y HsgG.
(=) Si HBG’ entonces toda CLI deH esunaCLDdeHenG.
En efecto,
Sea g e G, entonces g' € G. Por la proposicion 2.18,
g+H*g'=H

Luego,g*H=g*(g'*H=*g)

=(g*g)*H=xg , por asociatividad.
=exH=xg , por propiedad de los inversos
=H=*g , por propiedad del neutro

Asi, toda CLI esuna CLD
Observacion debemos tener presente que H * g es lo mismo que Hg
(<) Ahora probaremos que, si toda CLI es una CLD de H en G, entonces

H.G

N

Sea g € G, entonces, por hipotesis, g* H=H * g.

Luego, g*H=*g' - Hxgxg"
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=H=*e , por propiedad de los inversos.
=H , por propiedad del neutro

Asi, por la proposicion 2.18, HxG.o

23. HOMOMORFISMOS.

Definicién 2.18.
Sean (G, *) y (G', 1) dos grupos, y f: G > G' una aplicacién.
Llamaremos a g homomorfismos de grupo si f(x *y) = f(x) 1 f(y), para

cualesquierax, y € G

Ejemplo 2 18:

Consideremos los grupos (R, +) y (R* ¢ ), ydefinamos una
aplicacién f: R»> R* talque f(x)=2*, partodo xeR
Ahora, veremos si f es un homomorfismo.

En efecto, seanab € R

Entonces, f(a*x b)=22" , por definicién de f.
=2°.2° , por la proposicién 2.5.
= f(a) - f(b) , por definicién de f

Por lo tanto, f es un homomorfismo.
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Definicién 2.19.
Sea (G, *) un grupo. Llamaremos endomorfismo de G, a todo
homorfismo

f.GoG.

Ejemplo 2.19.
Consideremos la aplicacion f . (G, *) — (G, *) tal que f(x) = x,
donde, obviamente, (G, *) es un grupo.
Ahora, sia,b € G. Entonces f(a * b) = a * b, por definicién de f.
= f(a) * f(b), por definicion de f.

Por lo tanto, f es un endomorfismo.

Definicién 2.20:
Sean (G, *) y (G', 1) dos grupos y f: G » G' un homomorfismo

Llamaremos monomorfismo a f, si es f es inyectivo.

Ejemplo 2.20:

En el ejemplo 2.18 probamos que f: (R, +) > (R*, ¢) tal que
f(x) = 2¥ es un homomorfismo. Veamos ahora si es inyectivo.
Seanab e R . Pordemostrar que f(a)=f(b) >a=>b.

En efecto, f(a) = f(b) implica que 2° = 2° , por definicion de f.
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aelog2 =belog2 , propiedad de la funcion
log.
a=b , dividiendo por log2.

Por lo tanto, f es inyectivo Asi, pues, f es un monomorfismo.

Definiciéon 2.21
Sean (G, *) y (G', 1) dos grupos y f G — G' un homomorfismo

Si f es suryectivo, entonces lo llamaremos epimorfismo.

Ejemplo 2.21:

Consideremos el homomorfismo del ejemplo 2.18, y probemos que
es suryectivo.
Sea y € R* . Por demostrar que existe x ¢ R tal que y =2*

En efecto,

log y xeR.
log2

Sea x=

entonces x o log2 = logy, multiplicando por log2.
luego log2* = logy, propiedad de la funcién log.
entonces 2=y

Asi, fes suryectivo, y por lo tanto es un epimorfismo.
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Definicion 2.22
Sean (G, *) y (G', 1) dos grupos y f - G —> G' un homomorfismo.
Si f es biyectivo (inyectivo y suryectivo), entonces lo llamaremos

isomorfismo

Ejemplo 2 22

Consideremos nuevamente el homomorfismo del ejemplo 2.18,
puesto que el mismo es inyectivo y suryectivo, es decir, biyectivo como
vimos en los ejemplos 2 20 y 2.21 respectivamente

Por lo tanto, f* R > R* tal que f(x) = 2* es un isomorfismo

Definicidon 2.23:
Sea (G, *) ungrupoy f G — G un endomorfismo Si f es

biyectivo, entonces lo llamaremos automorfismo

Ejemplo 2 23
Consideremos el endomorfismo 1: (G, *)—>(G, *) tal que I(x) = x,
y probemos que es biyectivo
-Seanxy e G
Luego, si I(x) = I(y), entonces x =y, por definicion de 1.
Asi, I es inyectivo

- Ahora, seay € G
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Luego, existe x =y en G tal que y = f(x), por definicién de 1.
Asi, I es suryectivo
Por lo tanto, concluimos que I es biyectivo, y en consecuencia es un

automorfismo.

Definicidn 2.24.
Sean (G, *) y (G, T) dos grupos, y f: G — G' un homomorfismo.
Llamaremos nticleo de f al conjunto Nf= {x ¢ G/f(x) =e'} , donde &' es

el elemento neutro de G

Definicion 2.25.
Llamaremos imagen de un homomorfismo f: G — G' al conjunto

Imf=§{y e G/3x e G, f(x) =y}.

Ejemplo 2 25
Hallaremos el nicleo y la imagen del isomorfismo f (R,+)—(R’,e) tal que
f(x) = 2", paratodo x € R
- Tenemos que Nf = {x € R / f(x) =1}, por defincién 2.24.
={xe R/2"=1}  pordefinicién de f
Luego, Nf = {0} , ya que la Unica solucion de 2" =1 es x=0.
- Finalmente,

Imf={ye R*/3xe R, y =f(x)} =R"* , puesto que f es suryectivo.
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Proposicion 2.20:

Sean (G, *) y (G', 1) dos grupos, e y e' sus respectivos elementos
neutros. Sif- G —» G' es un homomorfismo, entonces
1) fle) = €'

i) fxh) =0T

Demostracion

Sean (G, *) y (G', 1) dos grupos.

i) Sea x € G, entonces f(x)  G'.
Luego, ‘f(x) re' =f(x) , propiedad del neutro en G’
=f(x * e) , propiedad del neutro en G.
= f(x) 1 f(e) , f es homomorfismo.
Entonces, e' = [f)]" 1 f(x) T f(e) , por el Lema 2.1.
=e' 1 f(e) , propiedad de los inversos en G'.
= f(e) , propiedad del neutro en G'.

Asi, queda demostrado que f(e) = e'.

ii) Para terminar, sea x € G, entonces f(x), f(x™') e G'.

Luego, f(x) 7 f(x) = f(x * x) , f es homomorfismo.
=f(e) , propiedad de los inversos.
=g , por (i).
= f(x) 7 [f)]" , propiedad de los inversos.

De donde f(x!) = [f(x)I" , por el Lema 2.1
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Por lo tanto, hemos demostrado que, f(x') = [f()1". o
Proposicién 2.21:

Si (G, *) y (G, 1) son dos grupos y f G — G' un homomorfismo

Entonces Nf 53 G

Demostracion

Sean (G, *)y (G, 1) dos grupos y f: G — G' un homomorfismo.

— Seanx,y € Nf.
Entonces, f(x) = &' = f(y) , por definicion de Nf.
Luego, f(x * y) = f(x) 1 f(y) , f es homomorfismo.

=g' e’ , por lo anterior.

= e , por propiedad del neutro.

Asi, x*y e Nf. En consecuencia * es ley de composicion interna en Nf.
~ Ademas, f(e) = e', por la proposicion 2 20.
Luego, e € Nf

~ Finalmente, sea x € Nf

Luego, f(e) = f(x * x) , propiedad de los inversos.
= f(x) 7 f(x) , f es homomorfismo.
=e' 1 f(x7) , x € Nf
= f(x™) , propiedad del neutro.

Entonces e' = f(x"), puesto que f(e) = e'.
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Asi, x e Nf, para todo x e Nf.

Por lo tanto, (Nf, *) es un grupo, y en consecuencia Nf ¢g G.p

Proposicién 2.22.
Si(G,*) y(G', 1) songrupos, Hsg G yH' G, yf G- G' un
homomorfismo.
Entonces
i) f(H) g G
i) U H") &G

Demostracion:
Sean (G, *) y (G', 1) dos grupos, HeG, H',G' y f: G — G' un
homomorfismo.
i) Como Hs4G, entonces e € H.
Luego, fle)=e', por la proposicién 2 20.
Entonces e'  f(H).
Asi, f(H) = ¢
— Ahora, siy e f(H), entonces existe x € H tal que f(x) = y.
Ademas, como H es grupo, existe x' € Htalque x * x' = e.
Luego, e' = f(e) , por la proposicion 2.20.
= f(x * x™') , propiedad de los inversos.

=f(x) t f(x") , f es homomorfismo.
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=f(x) + [f()]' . por la proposicién 2 20
=yry’ , sustituyendo f(x).
Asi,y" € f(H).
Por lo tanto, en virtud de la proposicion 2.9, f(H) s; G'.
i)  Finaimente, como H' es grupo, entonces e' € H'.
Ademas, por la proposicion 2.20, e' = f(e).
Luego, f '(e') = e. Entonces e e f'(H').
Asi, f'(H') = ¢.
Sea x e f'(H"), entonces existe y € H' tal que y = f(x).
Luego, como H' es grupo, existey ' € H
Entones, y ™' =[f(x)]" ,sustituyendo y.
= f(x*) ,por la proposicion 2.20
Luego, f(x") e (H).
Asi, x' et (HY)

Por lo tanto, en virtud de la proposicién 2.9, f'(H') s G.o

Proposicién 2.23:
Si(G,*) y (G, 1)songruposyf: G—> G es un homomorfismo.

Entonces Nf BG-
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Demostracion.

Sean (G, *) y (G',1) dos grupos y f: G - G' un homomorfismo, por la

proposicion 2.21, Nfgg G
Luego, unicamente nos resta probar la normalidad de Nf
En efecto,

Seang e G y n e Nf. Entonces,

fig'+n«g)=fig") 1 f(n) r f(Q) , f es homomorfismo.
=flg") r e' tf(g) ,ne Nf
=fg") 1 f(g) , propiedad del neutro
=f(g'+g) , f @s homomorfismo.
= f(e) , propiedad de los inversos.
= g , proposicion 2.20

Luego, g'+n-ge Nf

Por lo tanto, Nf, G.o

Definicion 2 26.
Sean (G,*) vy (G' 1) dosgrupos , y f:G — G'un

homomorfismo.

Liamaremos a g e G imagen inversade g' € G' bajof, sif(g) = ¢'
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Ejemplo 2 26
Consideremos el homomorfismo f. ( Z, +) > ( Z, +) tal que

f(x) = 2x

Entonces, el numero 16 € Z es la imagen inversa de 32 € Z bajof,
puesto que f(16) = 2(16) = 32 Sin embargo, no siempre la imagen
inversa de un elemento es unica, ya que depende del homomorfismo
Esto lo podemos verificar en el homomorfismo f' (R*e) — (R*,e) tal que

' (x)=x°

En efecto, el elemento 2 € R* es imagen inversa 4 R*, pero

-2e R* también lo es. Es decrr que, f'(-2) =4 =f'(2).

Luego, la imagen inversa de 4 € R*, no es Unica, bajo f' Ademas,

con este resuitado hemos probado que f' no es inyectivo.

Por lo tanto, concluimos que, si un homomorfismo f no es inyectivo,

entonces la imagen inversa de g' € G' no es unica.
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Proposicion 2.24:

Sif: (G, *) — (G, 1) es un homomorfismo. Entonces el conjunto de todas

las imagenes inversas de g' € G' bajo f en G, esta dado por Nfx, donde x es una

imagen nversa particular cualquiera de g1 en G.

Demostracion

Sean f: (G, *) — (G, 1) un homomorfismo, g' € G', y x e Guna

Imagen inversa particular de g’

Para empezar supongamos que g1 = e' Entonces todas sus imagenes

' Es decir que,

inversas serian los g € Nf, puesto que para todo g € Nf, f(g) = e
el conjunto de todas las imagenes inversas de e' es Nfx, donde x=e.

Ahora supongamos que g' = e'

SineNf vy g=n+x ,entoncesf(g)=f(n-x)

= f(n)r f(x) , fes homomorfismo.
=e'; 91 , N e Nf
= Q1 , propiedad del neutro.

De esta manera, todos los elementos del conjunto Nfx son imagenes

Inversas de g’, siempre que x lo sea.
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Finalmente probaremos que, sip € G es imagen inversa de g,
entonces p € Nfx
En efecto, supongamos que f(p) =g’ = f(x)
Luego, f(p) = f(x)
Entonces f(p) 7 [f(X)] " = f(x) T [f(x)]""
1

=e , propiedad de los inversos.

Asi, por la proposicion 2 20, f(p) rf(x")=¢'.

Luego, como f es homomorfismo, f(p * x)=¢'

En consecuencia p+x' e Nf, es decirque, p e Nfx.

Por lo tanto, Nfx es el unico que contiene todas las imagenes inversas de g,
siempre que X sea una de esas Imagenes.

Para ilustrar esta proposicion consideremos el ejemplo 226, en el cual
verificamos que las imagenes inversas de 4 € R* bajo fleran—2,2 ¢ R*

El Nf'={xe R*/f (x)=1} = {xe R* Ix*=1}={1, 1}

Luego, Nf'; = {-2, 2}

Por lo tanto, Nf', contiene todas las imagenes inversas de 4, bajo f'.

Proposicion 2. 25:

S f (G *) — (G' 1) es un homomorfismo. Entonces, f es un

monomorfismo si y solo si Nf = {e}.
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Demostracion

Sean (G, +) y (G', 1) dos grupos, y f G — G' un homomorfismo.

(=) Si f es Inyectivo, entonces Nf = {e}.

i) Seax e Nf, entonces f(x)=¢', por la definicion 2.24
Luego, por la proposicion 2 20 , f(x) = f(e)
Entonces, como f es inyectivo, x=¢e
Asi, xe{e} Esdecirque, Nfc{e}

i) Por la proposicion 2.20 |, f(e) = e
Entonces, por la definicion 2.24, e € Nf
Luego, {e}c Nf.

Concluimos, por (i) y (it), que Nf={e}.

(<) SiNf={e}, entoncesfesinyectivo

En efecto,

Seanx, y € G tal que f(x) = f(y).

Luego, f(x) 7 [f(y) I = f(y) + [ f(y)]"
fx)r[fly)]' = € , propiedad de los inversos
fx)7 fly')= &' , por la proposicién 2 20
f(x+y") = ¢ , f es homomorfismo.

Entonces, por la definicion 2 24, x+y™ e Nf
Ademas, por hipotesis Nf={ e}, porlocual x+y"' =e.

Luego, (x*yY+y=e+y
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x*(y'+y)=ery , por asociatividad.
X*e=e+*y , propiedad de los inversos
xX=y , propiedad del neutro.

En consecuencia f es inyectivo, y por lo tanto es un monomorfismo.g
Para ilustracion de esta proposicion determinemos el nacleo del homomorfismo
f:(Z,+)—>(Z +) tal que f(x) = 2x, y veamos después si es inyectivo o no.
En efecto,
Nf={xeZ/ f(x)=e}={xeZ / 2x=0}={0}.
Ahora supongamos que x,y € Z .
Luego, si f(x) = f(y) entonces 2x = 2y. Es decir que, x =Y.

Por lo tanto, f es inyectivo.

Definiciéon 2.27
Sean (G, *) y (G' 1) dos grupos. Diremos que G y G' son

isomorfos si y solo si se puede establecer entre ellos un homomorfismo

biyectivo, es decir, un isomorfismo.
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Ejemplo 2.27
En el ejemplo 2.22, probamos que f: (R, + ) - ( R*, o) es ur
isomorfismo. Por lo tanto, ( R, +) y ( R*, ) son isomorfos. Lo cual

denotaremos por R= R*

Proposicién 2.26:

Si (G, *) es un grupo ciclico de orden infinito. Entonces, (G, *) es

isomorfoa (Z, +).

Demostracion:

Sea (G, *) un grupo ciclico de orden infinito, y x ¢ Z talque G=<x>=

{xX"IneZ}.
Definamos una aplicacion f, asi:
f:G-> Z
a —-n
Por demostrar que f es un isomorfismo.
i) Primeramente probaremos que f es homomorfismo.

Sean x, y € G, entonces existen mne Z talesquex=a", y=a".

Luego, f(x+y) = f(a™~a")

f(@™m) , por la proposicién 2.5

=m+n , por definicion de f.
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f(@")+f@") , por definicion de f

f(x) + f(y) , sustituyendo.
Asi, hemos desmostrado que f es homomorfismo.
ii) Veamos ahora la inyectividad de f.
Seanx, y € G, entonces existen m,nc Z, talesquex=a", y=a"
Luego, si f(x) = f(y) entonces f(a™) = f(a").
Entonces, por definicion de f, m=n.
Luego, a"=a". Enconsecuencia, x=y.
Asi, queda demostrado que, f es inyectivo.
lii) Finalmente probaremos que f es suryectivo.
Por la definicion 2.25, laimf={neZ /3xe G, f(x)=n}
Entonces, por la definicion de f, tenemos que
Imf={neZ /3a"eG, f(@a")=n}
L)uego, cada n € Z tiene una imagen inversa en G.
Asi, hemos demostrado que, f es suryectivo
Por lo tanto, conclumos que f es un isomorfismo, y en consecuencia

GEZ.D

Proposicion 2.27:

Sean (G, *) y (G', 1) dos grupos, y x € G tal que 6(x) = n

Si f G — G' es un homomorfismo, entonces o( f (x) ) = n.
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Demostracion

Seanf (G, *) - (G', 1) un homomorfismo, y x € G tal que ¢(x) = n.

Por la definicion 2.16, x"=e
Luego, f(x") = f(e)
Entonces, por la proposicion 2.20, f(x") = e'.
Ahora, probaremos que f(xX") =[f(x)]", neZ".
- Sin=1, entonces f(x)= [f(x)]'.
- Supongamos que paran=k > 1, k € Z, se cumple que
fx9=[f91 (1),

- Enlo que sigue veremos si se verificaparan =k + 1.

En efecto, f(x 1) =f(x*+ x) , por la proposicién 2.4.
=f(x") T f(x) , f es homomorfismo
=[f (x)]* T f(x) , por la hipétesis (1).
=[f (x)]**! , por la proposicion 2 4

Luego, paratodo ne Z*, f(x")-=[f(x)]"
Como consecuencia de este resultado tenemos que
FO)=[f"=¢'

Por lo tanto, concluimos que e (f(x)) =ng
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Definicién 2.28

Sea G # ¢ un conjunto. Definiremos a B(G) como el conjunto de
todas las aplicaciones biyectivas del conjunto G sobre si mismo. Es decir
que,

B(G) = {: G > G/f es biyectiva).

Es facil verificar que B(G) con la composicién usual de funciones,
como ley de composicion interna, (B(G), o), es un grupo; lo cual

dejaremos al lector como ejercicio.

Definiciéon 2 29:

Sea (G, *) un grupo. Definremos por ¢(G) al conjunto de todos los

automorfismos de G, es decir que,

a(G)={f: G > G/fes automorfismo}.

Proposicion 2.27:

Si (G, +) es un grupo, entonces (¢(G), 0) es un grupo.

Demostracion;

Sea (G, *) un grupo.
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Probaremos que ¢(G) sg B(G).

- Primeramente debemos probar que &(G) c B(G)

Sea h e &(G), entonces h es un automorfismo de G.

Luego, h es un isomorfismo, es decir, un homomorfismo biyectivo de G sobre si

mismo. Asi, h ¢ B(G)

En consecuencia ¢(G) < B(G).

- Ahora probaremos que #(G) # ¢.

En el ejemplo 2.23, probamos que I . G — G tal que I(x) = x es un

automorfismo.

Luego, I € &(G) = ¢

Ademas, I es el elemento neutro de &(G).

- A continuacién probaremos que, si fi,f> € &(G), entonces (fi-f2) € &(G).

Sean fil,e &(G)y x vy eG.

Luego,

(f1of2) (xey) =f1(f2(x+Y)) , por definicion de la compuesta.
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= fy (f2(x) « f2(y)) , f2 es un automorfismo.
= fi(f2(x) «f1 (f2 (y)) , f1 es un automorfismo.

= (f10f2) (X) * (f1of2)(y) , por definicion de la compuesta

Asi, (f1 °f2) € 4(G)

- Finalmente probemos que, st f € @(G), entoncesf ™' € a(G).

Sea f e a(G), entonces f € B(G) Luegof™ e B(G), puesto que B(G) es

un grupo

Seanx,y € G, entonces f'(x), f'(y) e G.

Luego ff'(x)«f'(y)=fF'(x)~f(f'(y) . feshomomorfismo.

=(fof )x)«(Fof')y) , pordefincién de la

compuesta.
I(x)+~I(y) , propiedad de los
INVersos
= X~y , definicion de L.

Entonces f'(x)*f(y)=f'(x+ y)

Luego, f' € &(G)
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Hemos demostrado, en virtud de la proposicion 2 9, que &(G) sg B(G)

Por lo tanto, (@¢(G), ) es un grupo.g

Definicion 2 30

Sea (G, *) un grupo. Definiremos automorfismo interior

correspondiente a g€ G, a la aplicacidn fg. G > G tal que

fy(x) =g" *x+ g, paratodox € G.

Proposicion 2.28:

Si(G,*) esungrupo y g € G, entonces fy € &(G)

Demostracion.
Sean (G, *)ungrupo y ge G
Por la definicion 2 30, f;: G — G tal que fg(x) =g » x ~ g, paratodo x € G

es un automorfismo interior de g.
- Primero debemos probar que fg es un homomorfismo.

Sean x,yeG Entonces

fax+y)=gt=(x*y)*g , por definicion de f,
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=gl«(x+e+y)+g , por propiedad del neutro
=g'+x+(g~g")*yl*g , por propiedad de los inversos
=(g'*x+g) (g *y«g), asociando
= fg(x) = f5 (y) , por definicion de fg

Luego, fg es un homorfismo

- Ahora probemos-que fg es inyectivo.

Seanx,ye G
Si f4(x) = f4(y), entonces g = x+ g =g+ y « g, por definicién de f,

Luego, por la ley cancelativa (Lema 2.1), x=y
Asi, fg es inyectivo

-  Finalmente probaremos la suryectividad.
Sea yeG. Six=g+y+g", entonces
fox)=g'+ (g+y+g')+g,  pordefinicion de fg
=(g'+g)+y+(g'+g), porasociatividad.

=e*y*e ,  por propiedad de los inversos

=y ,  por propiedad del neutro

Luego, fy es suryectivo.
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Por lo tanto, concluimos que, fg es un automorfismo de G. Es decir

que, fae &(G) o

Proposicion 2.29:

Si1 (G, *) es un grupo abeliano, entoncesfy =1, parag € G.

Demostracion

Sean (G, *)ungrupo abeliano y ge G

Six e G, entonces fy(x)=g'+x=g , por definicion de fg
=g'+g+*x , por conmutatividad.
=ex*X , propiedad de los inversos.
=X , propiedad del neutro
= I(x) , por defimicion de 1.

Por lo tanto, fg = 1.5
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Pero, si (G, *) es no abeliano, existen g,y € Gtalesque g+*y=y+g, luego fy(y)

=g'+y+g=y. Porlotanto, fy=1

Definicion 2.31

Sea (G, *) un grupo. Definiremos por A(G) al conjunto de los

automorfismos interiores de G. Es decir que,

A(G) = {f, € &(G) / g eG}.

De esta definicion deducimos que A(G) c ¢(G) Ademas, six €

G, entonces

I(x) = x , por definicion de L.

=e=~x+~e. , por propiedad del neutro

=elexre e

= Lo(x) , por la definicion 2.30.

Luego, I=1,e A(G).
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Proposicion 2.30:

Si (G, *) es un grupo, entonces (A(G), ) es un grupo.

Demostracion.

Por demostrar que A(G) g 2(G).

- Sabemos que A(G) c a(G).

- Ademas, probamos que . € A(G). En consecuencia A(G) = ¢.

- Ahora, probaremos que, si fg, fy € A(G), entonces (f; - f;) € A(G).

Sean g,y € G y f3, fy € A(G). Luego, six e G, entonces

(fg o fy) (x) = f5 (fy(x)) , por definicién de la compuesta.
=fy(y' *x+y) , por la definicién 2.30
=gl(y'*x+y)+g , por la definicion 2.30.

=(gMy")+x+(y+q) , por asociatividad

=(y+g)*x*(y*Qq) , por el lema 2.1.
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= fy » g(x) , por la definicién 2.30

Luego, (fg-fy) € A(G)

-  Finalmente vamos a probar que f; € A{G) tiene inverso en A4G)

Sean g, x, € G Entonces,

I(x)=1I(x) , resultado anterior a esta proposicién
=e'.x+e , por la defimcién 2 30
= fe(x) , por la definicién 2.30.
= fg1+g (X) , por propiedad de los inversos
= (fyofg1)(x)  , por el resultado anterior

Luego, el inversode fy es fg1.

Asi, por la proposicion 2 9, A(G) sg 2(G).

Por lo tanto, (AAG), ¢) es un grupo.q

Teorema (de cayley) 2.2:

Todo grupo es isomorfo a un subgrupo de un grupo de permutaciones.
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Demostracion

Sean (G, -)ungrupo,y ge G

SeaT={t3: G>G/tx)=g+x, Vx e G} y B(G) =S,

Primero vamos a probar que T ¢4 B(G).

i) Seanx, y € G. Luego, si tg(x) = t4(y), entonces g+ x=g+y, por definicion de

tg. Dedondex=y, porelLema2.1. Asi, ty es inyectivo.

i) Sea ye G. Entonces,y=e+y , por propiedad del neutro.
=(g+g')+y , por propiedad de los inversos.
=g-(g'-.y) , por asociatividad.
=tg(g" +y) , por definicion de t,.

Luego, paracaday € G, existe x= (g™ + y) € G tal que t4(x)=y.
Asi, t4 es suryectivo.

En consecuencia tq4 es biyectivo. Es decir que, t; € B(G).

Por lo tanto, T ¢ B(G)

iii) Como e € G, entonceste € T.
Es mas, to = I, puesto que te(x) = e+ x=x, paratodox e G (1).

Luego, existe el elemento neutrote =1 e T.
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Asi, Tz ¢

IV)Sitg, {,e T, entonces ({30 t) € T.

Sean x, j, € G, entonces tgy (x) = (g *)) * x , por definicién de T.
=g« (j*x) , por asociatividad.

=g * (t (x)), por definicidbn de T

=1t4(t(x)) , por defincibnde T
= (tg - t)(x) , por definicidn de la compuesta.
Luego, tg-t,=tg, paratodox e G (2).
Asi, (tgot) e T
V) Probemos que todo elemento de T tiene su inversoen T.
Seage G,entoncesg” € G
Por (2), tg o tg1 = tgrg
=te , por propiedad de los inversos.
=1 , por (1).
Luego, sitg € T, entonces su inverso seratg e T.

Por los resultados (1), (i), (iii), (iv) y (v), y en virtud de la proposicién 2.9,

queda demostrado que Tgg B(G)

Ahora unicamente, nos resta demostrar que G =T.

En efecto,
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Sea h' G —T una aplicacién tal que h(g) = tg, paratodog € G Por
demostrar que h es un isomorfismo

-Seang, ye G Luego,

h(g *y) = tg*y , por definicién de h.
=tgety , por el resultado  (2).
= h(g) - h(y) , por definicién de h.

Asi, h es un homomorfismo.

- Probemos la inyectividad de h.
Sea g € Nh, entonces h(g) =1 , por la definicién 2.24
tg=1 , por definicion de h.
tg(x) =1 (x) ,xeG
g+X=X , por-definicion de tg y de 1.
g=e , por propiedad del neutro.
Asi, Nh = {e}. Luego, por la proposicién 2.25, h es inyectivo
- Finaimente probaremos que h es suryectivo.
Seaty e T, entonces existe g € G tal que h(g) = tg
Luego, h es suryectivo.
Hemos demostrado que h es un isomorfismo

Porlotanto, G=T, Ts B(G).o



CAPITULO Il
PROPUESTA DIDACTICA PARA INTRODUCIR LA

TEORIA DE GRUPOS
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Como requisito indispensable cada grupo de tres alumnos debera tener
(en el aula) una cartulina, un lapiz, una regla, unas tijeras, un transportador, una

tabla 11" x 11" (no muy gruesa), un clavo y un martillo.

Con estos materiales a mano lo pnmero que haran, sera dibujar, en la
tabla, un plano cartesiano de tamafo considerable. Luego, en la cartulina, un
triangulo equilatero de lado 5" y vértices A, B y C, el cual recortaran con las
tijeras. Después, hallaran el baricentro de dicho tridngulo, lo perforaran con el
clavo para ubicarlo justamente sobre el centro del plano cartesiano, y
posteriormente martillaran el clavo hasta dejario firme y en forma vertical, de
manera tal que el vértice C quede sobre el eje x, como podemos apreciar en la

Fig. 1.

Fig 1
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Ahora los alumnos haran rotar el tridngulo 120°, en sentido antihorario,

alrededor del clavo. Después escribiran lo que han observado.

En efecto, el resultado de esta rotacion, o mejor dicho io que debieron
observar los alumnos es que; el vértice A tomo la posicién del vértice B, éste la
posicion del vértice C, y éste Ultimo |a posicion del vértice A, como lo muestra la

Fig. 2.

Fig. 2
Luego, en comun acuerdo le podran nombre a esta primera rotacion.

Siendo el mas adecuado ry.
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Finalmente escribirdn dicha rotacibn como un conjunto de pares
ordenados, donde la abscisa sera el vértice en su posicion original y la ordenada
la posicion que ocupara dicho vértice después de la rotacién. Entonces deberan

escribir que

rn={(A, B) (B, C), (C, A}}

Posteriormente deberan colocar el triangulo en su posicién original, como

en la Fig. 1.

Luego, haran lo mismo que en la fase anterior. Pero rotando el triangulo

240.

En esta ocasién los alumnos deberan observar que: el vértice A pasé a
ocupar la posicion del vértice C, éste la posicion del vértice B, y éste Gltimo la

posicion del vértice A, como podemos ver en la Fig. 3.
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Fig 3

Ademas, tomando como referencia la primera rotacion, a ésta la llamaran

r,, y la escribiran de la siguiente manera

rz ={(A, C), (B, A), (C, B)}

En una tercera fase colocaran nuevamente el tridngulo en su posicion

original, Fig 1, y después lo rotaran 360 en sentido antihorario.

Luego de esta rotacion, los alumnos, deben percatarse de que el tnéngulo

se ha mantenido invariante



113

Llamando r, a dicha rotacién, |la escribiran asi

r0= {(A’ A)r (B1 B)r (Cr C)}

Por otro lado, una transformacion, matematicamente, es una operacior
por la cual se proyecta una figura geométrica formando otra. Entonces,
podemos afirmar que ro, r y r. son transformaciones del triangulo ABC en si

mismo

Designemos, ahora por R al conjunto cuyos elementos son dichas

transformaciones. Es decir que,
R = { rO, r11 r2}

Seguidamente preguntamos a los alumnos..
¢ Qué sucederia sI aplicamos dos transformaciones, en forma consecutiva, a
cada uno de los vértices del tniangulo ABC?

Expliquemos de que se trata...

Por ejemplo, primeramente le aplicamos al vértice A la transformacion ry

y al resultado de esto le aplicamos la transformacion r»
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En efecto, los alumnos observaran que ry lleva a A sobre el vértice B, y
que r;, lleva a B sobre el vértice A. Luego, contestaran que el resultado de

aplicar ry y rp, consecutivamente, a A es el mismo vértice A,

Después de esto les ensefiaremos el simbolismo matematico que se
utiliza para representar estos calculos. Entonces, para expresar que el resultado

de aplicar ry al vértice A es igual a B, escribimos.
I (A) =B

Similarmente, para expresar que el resultado de aplicar r; al vértice B es
igual a A, escribimos.
r (B)=A
Por lo tanto, escribimos
rz2(r1 (A)) = r2(B) = A,
para expresar que el resultado de aplicar las transformaciones ry y r2, en forma

consecutiva, al vértice A es igual a A.

Ahora vamos a definir una operacidon entre dos transformaciones

cualesquiera del triangulo ABC, la cual denotaremos por o.
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En efecto, lamaremos composicién de dos transformaciones, ry s, a la
operacion s o r, que consiste en aplicar las dos transformaciones,

consecutivamente, primero r y después 8, a cada vertice del triangulo ABC.

Luego, la composicion de ry y r, se escribe r20ry. Asi, (r20r1) (A)
expresa la aplicacion consecutiva de ry y rz al vértice A.
Por lo tanto, (rz o 1)(A) =12 (11 (A))

=r; B)
=A.

En lo que sigue los alumnos deberan aplicarroorg, roory, g0 r2, 4 O fg,

rnor,rnorzr20rg, r20r, Y20 rz, @ cada vértice y escribir los resultados

como conjuntos de pares ordenados.

Los resultados que los estudiantes deben obtener son los siguientes.
1 (roorg) (A= ro(ro (A))= re(A)=A
(ror)(B)=ra(r (B))= o (B)=B
(or)(C)=r(rn(C)=rn(C)=C

LUGQO, (TD o rO) = {(A! A)! (B! B), (C! C)} = TIp

2 (pon)(A)=r10(r1(A)=ro(B)=B
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(ror)(C)=ro(n{C)=r(C)=C
(roor) (A)= ro(ri(A) = ro(A)=A
Asi, (ron)={(A B),(B,C),(C,A}=n

3. (roor)(A)= ro(r2(A)) = r2(A)=A
(roorz) (B)= ro(r2(B)) = r2(B) =B
(ror)(C)= ro(r2(C))=r2(C)=C

Entonces, roo r2 = {(A, C), (B, A), (C,B)} =r2

4. (r10o10) (A)= 1 (ro(A))= ri (A)=B
(rmorg) (A)=r(ro(B))= rn(B)=C
(nor)(C)=r (r(C)=rn(C)=A

Luego, r o ro = {(A,B),(B,C).(C,A)} = 4

5. (mor)(A)=r (n(A)=r(B)=C
(morn)(B)= r (r2(A)=r2(A)=A
(mor)(C)=n (n(C)=r (A)=B

Asi, r1or ={(AC), (B,A), (CB)} = r2

6. (rmor2)(A)= ri(r2(A) = r(C)=A
(mor) (B)= r (r2(B))= n (A)=B
(rmor) (C)=r(r(C))=r(B)=C

Entonces, ri o> = {(A,A), (B,B), (C.C)} = ro

7. (r2000) (A)= r2(ro(A)) = r2(A)=C
(r20 1) (B) = r2(ro(B)) = r2(B)=A
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(r01r0) (C)= r2(ro(C))= r2(C)=8B
Luego, r.oro={(AC), (BA), (BA)}= r

8. (r0r)(A)= r2(r1(A))=r2(B)=A
(ror)(B)=r2(r1(B))= r2(C)=B
(z0r) (C)= r2(r (C)) = r2(A)=C

Asi, rzor ={(AA), (B,B), (C.C)}=ro

Por dltimo

9. (ror)(A)=rz2(r2(A))=r2(C)=8B
(ror)(B)=r2(r2(B))= r2(A)=C
(z0r2) (C)= r2(r2(C))= r2(B)=A

Luego r,or; ={(A,B), (B,C), (CA}=r

Una vez obtienen estos resultados, reiteramos la pregunta anterior ¢ Qué

sucedera si aplicamos dos transformaciones, en forma consecutiva, a cada uno

de los vértices del triangulo ABC? O mejor dicho ;Cual es el resultado de la

composicidn de dos transformaciones del conjunto R?.

En efecto, deberan contestar que al aplicar dos transformaciones

consecutivamente, a cualquier vértice del triangulo se obtendra un vértice de

dicho triangulo. Ademéas deberan concluir que la composicion de dos

transformaciones del conjunto R da como resultado otra transformacion del

mismo conjunto.
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Luego de estas conclusiones les definimos lo siguiente Llamamos ley de
composicién interna en un conjunto a aquella operacién que aplicada a dos
elementos del conjunto da como resultado otro elemento de dicho conjunto. Por

lo tanto, la operacin o es ley de composicién interna en el conjunto R

Construyamos ahora la tabla de la operacién o, segun los resultados

obtenidos, la cual nos sera util mas adelante.

0 fo r r2

lo (o M r2

r I 2 o

2 P lo I
Tabla 3 1

Trabajando con dicha tabla resolveran el siguiente ejercicio
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Ejercicio # 1
Calcular
1. TQO(T1OT2)=? 2. (TQOT1)OT2=?
3.rzo(rz0mr)="7? 4, (r0r) org =7
S.rmo(rzon)=7? 6.(nor))or="?

Los estudiantes deberan obtener lo siguiente.

1. o (rMo0r)=r,0r="r
2. (or)orz=rnor=r

Entonces, lLho(nor)=(rLon)or

3.r20(r20n)=(ro or{ors
4.(ror)on=rnon=r

Luego, r.o(r2or)=(r20r) 0 ry

S no(ron)=rnorn=r
6. (norz)on=rorn=r

Asirio(ron)=(nomn)on

Finalizado el ejercicio debemos decirles que esta propiedad se conoce

como asociatividad, y que por lo tanto la operacién o es asociativa.
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Ahora observardn con atencién ifa Tabla 3.1. para ver si existe un
elemento que tenga la propiedad de que al componerlo (u operarlo) cor
cualquier elemento r, a derecha o a izquierda, dé como resultado otra vez el

mismo elemento r.

La respuesta debera ser que si existe tal elemento, y que el mismo es r, ;

puesto que
loOllg = Ig

O =MO0oIM =14

Ol =r0MQ=r;

Seguidamente les decimos que un elemento con tal propiedad recibe el
nombre de elemento neutro. Luego, el conjunto R, con la operacion o, tiene

elemento neutro.

Nuevamente fijardn su atencién en la Tabla 3.1 para ver si existe, para
cada elemento de R, otro elemento de manera tal que al operarlos dé como

resultado el elemento neutro.
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Efectivamente, los alumnos deberan observar que

foOlg =10

MO SNMOMR=T1g

Luego les diremos que cuando esto ocurre los elementos se dicen
inversos entre si. Entonces, ry es inverso de rp, mientras que ro es inverso de

si mismo.

Por lo tanto, en el conjunto R, todo elemento tiene su inverso, respecto a

la operacién o.

En adelante denotaremos por x' al elemento inverso de x.

Entonces, para el conjunto R, tenemos que
=1 . -1 |
o =lhhs h = R Yy L = |

Con esto ya estamos en condiciones de definirles lo que conocemos

como grupo.

En efecto, un conjunto no vacio con una operacién que es ley de
composicion interna, asociativa, que tiene elemento neutro y un inverso para
cada elemento se llama grupo. Asi el conjunto R con la operacién o es un

grupo; y lo denotamos por (R, 0).
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Ademas, les diremos que como R es finito, entonces (R, o) se dice grupo finito, y
que la cantidad de elementos del conjunto R la llamamos orden del grupo, luego

el orden de (R, o) es tres, lo que denotamos por ¢ (R) = 3.

Hay otras propiedades que veremos mas adelante. Por, ahora, tomaran
el triangulo ABC y trazaran sobre él los tres ejes de simetria AA’, BB’ y CC’, con

lineas de trazos, como podemos apreciar en la Fig. 4

AN
SN
; N ‘\
f/ £ ‘.
f t \
'f’ ; ‘1. f
C. .‘x\ i Y B
', \\'\ t e
s -
£ A .
! 4 t
e
f’l ."/ : \\\,
- - A
LR A
:’_ . \\\‘
B o e USROS U VONORRI. C
Al
Fig. 4

Luego un estudiante de cada grupo mantendra el tridangulo suspendido en

el aire en forma horizontal, y otro estudiante le colocara (al tridngulo) un lapiz



123

justamente debajo del eje de simetria AA’, tal como vemos a la Fig. 5. (visto

desde arriba)

— A

c' . B'

Fig. 5

Después, el estudiante que esta sujetando el triangulo, lo hara rotar 180°

en sentido anti-horario alrededor del 1apiz y anotaran lo observado tal como

hicieron con las tres rotaciones anteriores.

En efecto, los estudiantes deben haber observado que el vértice C pasé a
ocupar la posicion del vértice B y viceversa, mientras que el vértice A se

mantiene invanante, como nos lo muestra la Fig 6
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c ... - ey

V-

Fig. 6

Entonces, llamando s; a esta rotacién, 1a escribiran asi:
s1={(A, A), (B, C), (C, B)}

A continuacién los alumnos haran lo mismo, pero colocando el lapiz

debajo del eje BB' y también, escribiran lo que han observado.

En esta ocasion los estudiantes deberan percatarse de que el vértice A ha
tomado la posicién del vértice C y viceversa, quedando invariante el vértice B

este resultado lo podemos apreciar en la Fig. 7
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Fig. 7

Poniéndole por nombre s, a dicha rotacién, la escribiran de la manera
siguiente:
s2= {(A, C), (B, B), (C, A)}
Por ultimo, colocaran el lapiz debajo del eje de simetria CC' y después

haran rotar el triangulo 180° en sentido antihorario.

Esta vez escribiran, que observaron, que el vértice C se mantuvo
invariante, mientras que los vértices A y B cambiaron de posicién entre si, como

nos muestra la Fig. 8.
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Al

B'

Fig 8

Luego, llamando sz a esta rotacion, escnbiran la misma asi:

s3 ={(A, B), (B, A), (C, C)}
Los alumnos han encontrado tres transformaciones mas, del tnangulo
ABC. Denotemos por S al conjunto cuyos elementos son dichas
transformaciones. Es decir
S = {s4, s2, s3}

Seguidamente les preguntamos ...  Es (S, 0) un grupo?

Es de esperar que empiecen por averiguar si la operacién o es ley de

composicion internaen S Para lo cual obtendran los siguientes resultados:

10. (s1081)(A)= s1(s1(A)= s1(A)=A

(s1081)(B)= s1(s1(B))= s1(C)=8B
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(s1081)(C)=81(8:C)= 84 (B)=C
Luego, si081 = {(A A),(B,B),(C,Cl=ro

1. (81082) (A)= 81 (s2(A))= 81 (C)=B
(s10s2) (B)= 8¢ (s2(B))= 51 (B)=C
(s1082)(C)= 81(52C)= 81 (A)=A

Entonces, si082{(A B), (B, C),(C,A)} =n

12. (81 0583) (A)= 8¢ (s3(A))= 8 (B)=C
(510 83) (B) = 81 (s3(B)) = s1 (A)=A
(31083) (C) = 81 (sa (C))= s (C)=B

Asi, s1 083 ={(A, C), (B, A), (C,B)}=r2

13. (s2084)(A)= 82(81(A))= s2(A)=C
(s2081) (B) = s2(s4(B)) = s2(C)=A
(s2081) (C) = 82(84(C)) = s2(B)=B

Luego, s20s1 {(A, C),(B,A), (C,B)}=r2

14. (82 o] 82) (A) = S (Sz(A)) = 82 (A) =A
(s2082) (B) = s2(s2(B)) = s2(B)=B
(82082) (C) = 82(s2C)) = 82(C)=C

Entonces, s20s2 {(A A),(B,B) (C,C)l=rp

15. (s2083) (A)= s2(s3(A)) = s2(B)=B
(82083) (B) = s2(s3(B))= 82(A)=C

(s2083) (C)= s2(s3(C)) = s2(C)=A
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Asi, s2083 ={(A, B), (B,C), (C,A)}= n

16. (83081) (A)= sa(s1(A)) = s3(A)=B
(s3081) (B)= s3(s4(B)) = 83(C)=C
(83081) (C) = 83(84(C)) = s3(B)=A

Luego, s3081 ={(A, B), (B, C), (C, A)}= ry

17. (330 82) (A) = 83(s2(A)) = 83 (C)=C
(30 82) (B) = 83(82(B)) = s3(B)=A
(83082) (C) = s3(s2(C)) = s3(A)=B
Entonces, 8308 ={(A, C), (B,A) (C,B)}=nr

18. (330 83) (A) = s3(53(C)) = s3(B)=A
(83081) (B) = 83 (s3(B)) = s3s(A)=B
(s3081)(C) = s3(84(C)) = ss(B)=C

Asi, 83083 ={(A A),(B,B)(C,C)}=ro

En efecto, los estudiantes deberan concluir que la operacion o no es ley

de composicién interna en S, y que por lo tanto (S, 0) no es grupo.

Después de haber visto esto, preguntamos a los estudiantes si la union de

los conjuntos R y S seria un grupo con la operacién o.
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Designamos por T a a unidn de los conjuntos Ry S. Entonces,

T=RUS. Es decir.

T ={ro, 11, r2, S1, Sz, Sa}
Ahora los alumnos deberan verificar si (T, 0) €s un grupo o no.
Obviamente los resultados (1), (2), ..., (18) son validos para este ejercicio, por lo

cual el mismo no sera tan largo.

En forma similar a lo que ya han realizado hallaran que:

roo 81 ={(A A),(B,C). (C,B)}=s
o0 sz ={(A C), (B, B), (C, A}=s.
ro o ss ={(A, B), (B, A), (C,C)} =s3
Ademas,

rn osy ={(A, B), (B, A), (C, C)}=ss3
rnosz2={A A), (B, C),(C, B)}=s
rnoss={(A C) (B B),(C A}=s
También,

r.081={(A, C), (B, B), (C,A)}=s>
r20s; ={(A, B), (B, A), (C, C)} =s3
rz083 ={(A A), (B, C), (C,B)} =84
Lo mismo que,

810l = {(A, A)! (B, c)! (C’ B)} =8
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sior ={(A,C) (B,B), (C. A} =%
siorz ={(A B), (B,A),(C.C)}=s;3
Ademas,

s20r ={(A, C),(B,B), (C,A)}=s;
s20r={(A B), (B,A), (C,C)}=s3

s20r2 ={(A, A), (B, C), (C, B)} = s

Por Gltimo,

ssofra={(A B),(B,A).(C,C)}=s3
gsor ={(A A), (B, C), (C, B)} =s4

ssorz ={(A, C), (B, B), (C,A)}=s;

Acerca de estos resultados (junto con los anteriores) deberan concluir que
la operacion o es ley de composicién interna en T, que rp es el elemento neutro y

que cada elemento tiene su inverso:

| L S A IS B
hh =Sy h =h, Iy =R, 8§ =8, $5, =8, $3 =8

Finalmente verificaran que o es asociativa en T; y entonces concluiran

que (T, 0) es un grupo.

A continuacidn construiran una tabla similar a la Tabla 3.1, la cual debera

quedar asi:
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0 o r > $4 S2 S3
To o - 5] r2 S2 $2 S3
8] £ rz o S3 $1 S2
r2 r2 o ry S2 S3 S4
$1 S1 S2 S3 o 5 S2
S2 S2 S3 S1 r2 o g
S3 S3 $4 S2 ] r2 o
Tabla 32

Después resolveran el siguiente ejercicio utilizando los datos de la Tabla

32

Ejercicio #2
|. Parte. Calcular
i) ;)" =2 i) (55')" =7

i)y (r, 05,)"' =7 iv) s, o' =?

Il. Parte. Probar que-
i) Sir 05 — X0 s; entonces X =r;,

ii) Sisjor;= s 0x entoncesx 1y

Ill. Parte. Resolver las siguientes ecuaciones

I) FFOX= S

n) X Oy =S4
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La solucién de los estudiantes debera ser la siguiente:
I Parte.
) ) = =
) (s3')' = (sa)" =3
i) (mos)' =(s1)" =5y

iv) s,)or,'=s;0r=s

! Parte.
i) Operacién s;' a derecha con laigualdad riosy = x 0 8.

Es decir,
(nos)os;' (xos))os;
Luego, asociando obtendran que
rno(sios,')=xo(sio0s,')

Por propiedad de los inversos
rnMorp=xo0ro

Por proptedad del neutro

=X
i) De manera similar, operaran s;' a izquierda con a igualdad

$10NMM=8%0X
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Es decrr,s;' o(si ory=s,' 0 (s10x)

Luego, asociando obtendran
(s;'osy) or=s,' 0 s))ox
Por propiedad de los inversos
MhOM=rpoXx

Por propiedad del neutro

rn=Xx
Il Parte
1) Operandor;' a izquierda con la igualdad ry 0 x = s, obtendran que
r,fo(rmox)=r,' os
Asociando,

(rion)ox=r,'" 0 s
Por propiedad de los inversos
rox=r,' 0 s
Por propiedad del neutro
x=r,'sp

Con este resultado queda resuelta la ecuacionriox = s,

i) Aqui deberan operar r;' a derecha con laigualdad xor = s,
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Es decir, (xon)or'=s,or;’

Luego, asociando

xo(rior')= s;or;’

Por propiedad de los inversos
X0ph= S0 rl“
Por propiedad del neutro

x=szor;’

Asi, queda resulta la ecuacion x o ry = s,.

Una vez resuelto todo el gjercicio, los estudiantes deberan expresar lo

que han descubierto a través del mismo. En su orden diran que.

El inverso del inverso de un elemento es el mismo elemento. Es
decir que, (x")' = x

El inverso de la operacién de dos elementos es igual a la operacidon
de los inversos de dichos elementos, pero en orden contrario Esto

es, (xoy)'=y'ox™.
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En cuanto a la segunda parte,

aoc boc,entoncesa—b
st
coa—cob,entoncesa=>

donde a, b y c pertenecen al mismo grupo.

Luego les haremos saber que esta propiedad es llamada Ley Cancelativa.

Por ultimo, expresaran que las soluciones de las ecuacionesaox=Db

y xoa=b,seranx=a'ob y x=bo a', respectivamente

Ademas, existen dos propiedades que los estudiantes ya deberian haber
intuido u observado De no ser asi, debemos ayudarles para que asi sea Estos
son: Primero que el elemento neutro es unico Es decir que, en un grupo no
pueden existir dos 0 mas elementos neutros Y la otra es que, el elemento

inverso de cada elemento, también, es unico.

Hasta el momento hemos visto propiedades que se verifican en cualquier

grupo, pero existen otras que no, COmo veremos

Comencemos con la siguiente pregunta... (Seria posible extraer

subconjuntos de T que sean grupos con la misma operacion 0?

La respuesta debera ser afirmativa, puesto que ellos saben que (R, 0) es

grupo, y que R es subconjunto de T.
UNIVERSIDAD DE PANAMA

BIBLIOTECA
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Seguidamente les damos la siguiente definicion:
Si (T, o) es un grupo cualquiera y R es subconjunto de T, y ademas (R, 0)

es un grupo, entonces R se dice subgrupode T.

Ahora los alumnos deberén averiguar si T posee mas subgrupos, para lo

cual sera indispensable el uso de la Tabla 3.2.

Los resultados deberan ser los siguientes:
1. Uno sera N = {ro}, puesto que
Como rg 0 ro = rp, entonces o es ley de composicién interna en N.
Ademas, (froorg) 0o =rp 0 (rg O o) = o, O €8s asociativa.
ro es elemento neutro.

Existe el inverso, r;' =g

2. Otro sera M = { rp , 81}, dado que
La operacion o es ley de composicién interna en M.
feOf =T
fo O S1= §1 0 g = 4
§1081=T1g
Ademas, o es asociativa.
El elemento neutro es rp .

Existen los inversos, r;' =1, y ;' =54
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3. También P = {ro, s2), pues
La operacion o es ley de composicién interna en P,
flbOM=1TIo
M0S2=S20rM=S2
$2082=T1¢o
La operacidon o es asociativa.
El elemento neutro es ro.
Existen los inversosr,' =rg ys,' =s;
4, Ademas, Q = {ro, sa}, ya que
La operacion o es ley de composicion interna Q.
lbOlMp=To
lO0S3=830M=S3
S30S3=TIp
La operacidn o es asociativa
El elemento neutro es ro.
Existen los inversos, r;' =10 ys;' =sa
5. Obviamente, el otro subgrupo es, el mismo T.

Luego, (T, o) posee seis subgrupoN, M, P, Q,R, y T.

A continuacidon buscaremos la manera de introducir la conmutatividad
diciéndoles que en nuestro diario vivir a veces realizamos, consecutivamente,

dos acciones sin importar su orden y obtenemos el mismo resultado. Por
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ejemplo, si en un cubo plastico vertemos cierta cantidad de pintura de color rojo,
y después una cantidad igual de pintura de color amarillo obtendremos, de esta
mezcla, pintura color anaranjado. Lo mismo ocurrird si primero vertemos la

pintura amarilla y después la roja.

Luego hacemos la pregunta .. ¢Ocurrird lo mismo con las

transformaciones del triangulo ABC?

Haciendo uso de la Tabla 3.2, los alumnos deberan responder que no
siempre ocurre. Esto lo justificaran con ejemplos como ry 0 sy # 81 0 ry. Puesto
que

rnoOsi=s2y S10rn =83

Seguidamente les preguntaremos que ... ¢(En qué caso se cumple la

propiedad en cuestion?

Ellos deberan contestar que en los siguientes casos:

OrM=ror =

Or2=r2070 =rn
rMOor=rz20r =l
00S81=810F =84

00S2=820T0) =82
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lh0S3=830r =83

Con esto basta para decirles que esta propiedad se llama conmutatividad;
y que cuando ésta se verifica para dos elementos cualesquiera de un grupo, el

mismo se llama grupo conmutativo o Abeliano.

Ahora preguntamos.. ¢Es T abeliano? ¢ Algtn subgrupo de T lo es?
Deberan responder que T no es abeliano, pero que N, M, P, R, y Q si lo

son.



CONCLUSIONES

De este trabajo concluimos que:

1.

Lo ideal hubiera sido llevar a la practica nuestra propuesta didactica, pero
nos fue imposible. Sin embargo, haremos el intento en el futuro, pues
ésta es la Unica manera de averiguar su efectividad, y ademéds, porque

nos permitiréa corregir las posibles deficiencias de la misma.

El docente constructivista debe estar constantemente actualizado sobre
su asignatura y su aplicacién, parque puede ocurrir que los estudiantes
presenten ejemplos que sean los menos indicados en el estudio de algin
concepto. De manera que &l pueda carregirlos correctamente con contra-

ejemplos.

Esta propuesta sugiere que a partir de actividades concretas y
conocimientos previos se demuestren las propiedades abstractas de ia
teoria de grupo, ayudando al alumno a lograr un aprendizaje mas

significativo.

En la propuesta didactica no es indispensable el uso del triangulo

equilatero, puede reemplazarse por otro poligono regular de n lados.
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RECOMENDACIONES

Los pre-requisitos indispensables para poner en practica la propuesta
didactica (que aqui presentamos), son los cursos de Teoria de Conjuntos,
Trigonometria y Geometria Analitica, es decir que, los alumnos deben

conocer los conceptos fundamentales de estas materias.

Si el docente que utiliza nuestra propuesta didactica le parece que no
avanza con la rapidez que él desea, no debe preocuparse; puesto que
esta cimentando en el estudiante un aprendizaje significativo. Con lo cual

el alumno comprendera mejor el matenal siguiente.

En caso de que alguien desee utilizar otro poligono regular en vez del
triangulo equilatero, le sugenmos utilizar el cuadrado, del cual se obtiene
un grupo de ocho transformaciones Recomendamos el cuadrado porque
entre mas lados tenga el poligono el problema se hara mas complejo, y

viceversa, entre menos lados, menos dificultad
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