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Resumen 

En el presente trabajo se modifica el axioma de separación (le los espacios métricos 

para introducir los espacios métricos parciales, en los cuales la autodistaiicia no es 

necesariamente cero También se definen los espacios cuasimétricos y se estudian las 

propiedades topológicas de estos nuevos espacios Se define una relación de orden en 

estos espacios la cual permite identificar su topología con las topologías (le Aiexandrov 

(le los conjuntos parcialmente ordenados Posteriormente se introducen las nociones 

de convergencia, sucesiones de Cauchy y espacios completos 

Se desarrollan una serie de ejemplos 4ue ilustran los conceptos introducidos y a la vez 

sirven como contraejemplos para mostrar la independencia de las definiciones presen-

tadas 
Finalmente se prueba un teorema del punto fijo para las funciones contráctiles defi-

ni(1a5 sobre espacios métricos parciales completos 

Summary 

In this work the separation axiom of metric spaces are modified to introduce partial 

metric spaces, in which the auto distance is not necessarily zero. Quasi-metric spaces 

are also defined and their topological properties are studied An order relationship is 

defined in these spaces that allow their topology to be 

identified witli the topologies of Alexandrov of partially ordered sets. 

Subsequently, the notions of convergence, Cauchy sequence, and complete spaces are 

introduced 
A number of examples tliat illustrate the introduced concepts were developed that also 

serve as counterexamples to demonstrate the independence of the 

definitions that are presented. 
Finally, a fixed-pount theorem is proven for the contraction mappings defined over 

complete partial metric spaces. 



INTRODUCCIÓN 

Nuestro centro de estudio son los espacios métricos parciales, los cuales son una 

generalización (le los espacios métricos 

Los espacio métrco$ fueron introducidos a principios del siglo XX por el matemá-

tico francés, Rene Mauricc Frechet en sus tesis doctoral Los espacios métricos están 

formados por un conjunto no vacío y una función. A esta función se le conoce con el 

nombre de métrica o dz.tancza y por lo general se denotada con la letra d 

Al igual que en los espacios métricos, los espacios métricos parciales están formado 

por un conjunto no vacío y una función. A esta función se le conoce con el nombre 

de pmétrzca, la cual toma dos puntos del conjunto y la lleva a un número real no 

negativo 

En los espacios métricos parciales la pmétrica de un punto a el mismo no es necesaria-

mente cero Esto provoca una reacción en cadena, pues para homologar los axiomas 

de métrica hay que realizar cambios sustanciales en los mismos 

Se mostrará como a partir de espacios métricos parciales se pueden construir espa-

cios métricos y espacios cua.simétricos. Además, cómo a partir de espacios métricos 

y espacios cuasimétricos se pueden construir espacios métricos parciales. Además se 

mostrarán, algunos ejemplos de espacios que cumplan estas situaciones. 

Se presentarán las propiedades, teoremas y situaciones que se mantienen o se pue- 
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den homologar (le los espacios métricos a los espacios métricos paic iaies. En particular 

se le datán respuestas a las siguiet.nes interrogantes 

* ,Se podrán construir espacios topológicos a partir (le espacios métricos parcia-

les? y ¿Qué axiomas de separación cumplen? 

* ¿Cuándo un espacios métricos parciales es completo` 

* Dada una sucesión en un espacio métrico parcial, ¿Cuándo es convergente` 

* ¿Cuándo una sucesión en un espacio métrico parcial es de Cauchy? 

* Finalmente, Cuándo un espacio métrico parcial es completo? 

Por razones didácticas el trabajo se ha estructurado en tres capítulos. 

En el primer capítulo se presentan los resultados básicos de los espacios métricos y 

de la topología que son necesarios para desarrollar la teoría de los espacios métricos 

parciales y los espacios cuasimétricos 

El segundo capítulo está dedicado al estudio de los espacios métricos parciales y los 

espacios cuasimétricos. Se presentan una serie de ejemplos que ilustran los conceptos 

introducidos. Se define una relación de orden en cada uno de estos espacios y se 

presentan una serie de teoremas que permiten construir jemplos de espacios métricos 

parciales y espacios cuasimétricos. 

En el tercer capítulo se construye la topología de los espacios métricos parciales y de 
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los espacios cua.simétricos. Se ini uidircen los conceptos (le Convergencia. sucesión (le 

Caucliy 11 espacios completos Finalmente se demuestra un teorema (le plinto filo para 

funciones contract i l)les definidas en espacios métricos parciales completos. 

Lv 



Capítulo 1 

ESPACIOS TOPOLÓGICOS 



En la actualidad, la topología es básica en la formación (le cualquier matemático 

Esta se encuentra presente en casi todas las incas de las Matemáticas el Algebia, 

la Geometría, el Análisis, entre otras La topología nos facilita el tratamiento de 

numerosos problemas e incluso nos permite abordar otros que no tienen un origen 

estrictamente topológico. La topología alcanzó su madurez, es decir, se han fijado 

las definiciones fundamentales, el perfil de su actuación, los problemas que se ocu-

pa, en las primeras décadas del siglo XX, a partir (le los trabajos (le F. Hausdorff 

(1914), P. Alexanderoff (1926) y W. Sierpinski (1928). A partir de ese momento, 

la Topología inicia un rápido desarrollo hasta convertirse, como ya hemos dicho, en 

un área imprescindible (le la matemática. 

Sus inicios pueden situarse un poco más temprano, en el siglo XVIII En está época 

se empiezan a estudiar problemas que no dependen de-la distancia o el tamaño, sino 

del lugar, de las conexiones, entre otras Fue G. Leibniz el primero en referirse a este 

tipo de problemas. 

Un ejemplo (le espacios topológicos sn los espacios métricos introducidos por el ma-

temático francés Maurice Rene Fréchet en 1906. Un espacio métrico es un conjunto 

no yació en el que se define una función que relaciona (los puntos del conjunto y sa-

tisfacen una serie de axiomas. 

En la siguiente sección definiremos las nociones de distancia o métrica y de espacio 

métrico, mencionaremos algunos ejemplos, introduciremos los conjuntos abiertos en 
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espacios métricos y iitilizaienios estos conjuntos para definir convergencia de sucesio-

iies en esta clase de espacios. Además veremos los conceptos de sucesiones de Caucli 

N,  (le espacios métricos completos 

1.1. Espacios Métricos 

Definición 1.1.1 (Métrica) Sea X un conjunto no vacío. Una distancia o mé-

trica en X es una función d. X x X —* IR tal que: 

M0) Para todo x,y EX se tiene que d(xy) > O 

M1) d(x,x) = O, para todo x EX. 

M2) Para todo z., y E X, si d(a, y) = O, entonces x = y. 

M:) d(x, y) = d(y, x), para todo 'y y E X. 

M4) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y), para todo x,y,z EX. 

La expresión d(x, y) se lee "la distancia de x a y". 

Un espacio métrico es un conjunto X equipado con una métrzca d. Usualmente, el 

espacio métrico se denota como un par (X, d). 
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Es irnpoi tante resaltar que sobre un conjunto X pueden, en general, definirse métricas 

(lisu untas, las cuales dan origen a espacios métricos diferentes 

Como muchos conceptos matemáticos estos axiomas se eligen para asegurar que dos 

objetos son iguales si, y sólo si, algunas propiedades se pueden expresar en términos 

de un sólo concepto Para espacios métricos, x = ysi, y sólo si, d(x. y) = O Así existe 

la relación de igualdad x = y en espacios métricos, teniendo lo que llamamos una 

relación sin distancia. Lo que nos dice que r e y son iguales si, y sólo si, x e y no 

tienen ninguna distancia entre ellos. Sin embargo, existe un precedente de larga (lata 

para relajar estos axiomas garantizando esta identificación. La relación definida por 

x 	y si, y sólo si, d(x, y) = O es una equivalencia, que puede ser útil, como en la 

construcción de los clásicos espacios l y 1/ 

Ejemplo 1.1.1 El conjunto de los números reales IR con la función 

d RxR—R=[O,00) 

d(x y) = max{x, y} - mzn{x, y} = 1' - 

(R, d) es un espacio métrico. A la métrica d se le llama métrica usual de R. 

La prueba de que (IR, d) es un espacio métrico se deducen de las propiedades de la 

función valor absoluto. 
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Ejemplo 1.1.2 Seia,  

X = {f [a, b] —+ R / f es continua} 

y definamos la función 

d XxX—*R 

6 

d([, q) 
= f Ií(X) - q(s)dx 

Entonces (X, d) es un espacio métrico 

Note que si tomamos 

Y = {f [a, b] 	,' IR / f es Riemann integrable} 

entonces la función 

d YxY—R 

definida por 

d(f,q) 
= J If(x) - q(x)Idx 

a 

no es una métrica sobre Y 

Definición 1.1.2 Sea X un conjunto. Una seudométrica o semimétrica sobre X 

es una función 
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p XxX —*IR 

que satisface las szquzentes propiedades 

S0) p(x y) O, para todo x y E X 

S1) p(x x) = O, para todo x E X. 

S3) p( y) = p(y .t), para todo x,y EX 

S4)p(xy) p(x,z)+p(z.),  para todo xy,zEX 

Un espacio pseudométrico es un conjunto X equipado con una .9eudomét rica p y 

se denota por (X, p) 

Definición 1.1.3 Sea (X p) un espacio métrico, i E X y e > O .El conjunto 

B(x.e)={yEX d(x,y)<e} 

se llama la bola abierta de centro x y radio e. 

El conjunto 

T(x,e) = {y EX d(x,y) < e} 

se llama bola cerrada de centro x y radio e, y el conjunto 

S(x,e) = {y EX d(a,y) =e} 
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se llama esfera de centro t ij radio E 

Definición 1.1.4 Sea (X, d) un espacio métrico y {t,,}° 	una sucesión en X. 

Decimos que un punto t E X es límite de {,, } 	si para cada e > O &iste un 

N > O talque, x,, E B(x, e) para todo n > N. En este caso decimos que {x }, 

converge a x o que tiene límite x o que tiende a x, y lo denotamos por 

limx=x O X, —)x 

Definición 1.1.5 Sea X un espacio métrico. Una sucesión 	en X es una 

sucesión de Cauchy si para todo e > O exi.te un N > O tal que si m, n k N, 

entonces d(Xm, x,,) < E. 

O sea, una sucesión es de Cauchy si sus términos están finalmente tan próximos entre 

sí como se desee Esto le ocurre a toda sucesión convergente, pues si {x}, converge 

a L, entonces dado e > O existe un N > O de modo que para todo n > N se cumple 

d(r, L) < É, luego si ni, n > n.0  se cumple 

d(Xm,Xn) d( m,L)+d(l,Xn) < 
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Así pues, toda sucesión (:oncrgente es d Cauchv, pero el recíproco no es cierto 

Definición 1.1.6 Un espacio métrico X es completo si toda sucesión de Cauchj en 

X es convergente. 

Ejemplo 1.1.3 El conjunto de los números reales IR con la métrica usual 

d(r,y) = Ix — vi 

es un espacio métrico completo. 

Observaciones: 

1. Todo conjunto cerrado en un espacio métrico completo es completo. 

2. Todo subespacio completo de un espacio métrico es cerrado. 

Definición 1.1.7 Sea (X, d) un espacio métrico completo y f una aplicación. Se dice 

que f es contractiva si exi.ste un k, O < k < 1 tal que 

d(f(x),f(y)) _<kd(x y) 

para cualquiera x, y E X. Un punto fijo x0  de f es un punto de X talque f(xo) = x0. 
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Teorema 1.1.1 Teorema de la Función Contractiva o Punto F,'o. 

Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea f X --- X una aplicación contractiva 

en X. Entonces existe un único punto fijo de f 

1.2. Espacios Topológicos 

Definición 1.2.1 Una Topología sobre un conjunto X es una colección r de .sub-

con3tintos de X tal que 

T1) 0, X pertenecen a 'r. 

T2) Toda unión de elementos de r es un elemento de T. 

T3) La intersección finita de elementos de r es un elemento de r. 

En este caso decimos que (X,r), o simplemente X es un espacio topokqico. A los 

elementos de la topología T se le llaman abiertos. 

Usando esta terminología podemos decir que un espacio topológico es un conjunto X 

junto a una colección de subconjuntos de X, llamados conjuntos abiertos, tales que 0 
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y X son ambos abiertos, '. tal que las uniones arbitrarias y las intersecciones finitas 

(le conjuntos abiertos son abiertos 

Definición 1.2.2 Sean r 1  , 72  dos topoloqíes sobre un conjunto X. Ti es más 

gruesa o más débil que 72  sí 7,1  Ç7-2  ,en este caso se dice también que 72 es 

más fina que Ti . Si T1 está contenida propiamente en 7-2  se dice que Ti es 

estrictamente más débil que r2  o que T2 es estrictamente más fina que r1  

Además T1 y T2 son comparables .9% T1 72  ó 72 

Definición 1.2.3 Sea X un espacio topolóqico y A cX, A es un conjunto cerrado 

de X si AC = X - A es abierto. 

Como ocurre en casi todos los conceptos matemáticos que se definen, cada uno de ellos 

presentan propiedades y los conjuntos cerrados no son la 

excepción, a continuación se presentan alguna de ellas. 

Teorema 1.2.1 Sea X un espacio topolóqwo y F la colección de los 

subconjuntos cerrados de X. Entonces: 

F1) 0, X son elementos de F. 
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F2) Toda intersección de elementos de Y es un rleinenf.o de Y. 

F3) La unión finita. (le elementos de Y es un elemento (le Y 

Recíprocamente, dado un conjunto X y una familia Y de subconjuntos de X que 

sati.sfacen P. 1., E. 2. y  F. 3., entonces la colección de los complementos de los elementos 

de Y es una topoloqía. sobre X en la cual Y es justamente 1(1 f(ztnzlza de los conjuntos 

cerrados de X. 

Definición 1.2.4 Sea X un espacio topolóqico, x E X y V c X, V es una 

vecindad de x si existe un abierto G en X tal que 

a.eCcV 

El conjunto de todas las vecindades de x se denota por l' 	y se llama sistema 

de vecindades de x. 

Note que de esta definición podemos deducir que una vecindad no es 

necesariamente un conjunto abierto de la topología, pero todo conjunto abierto de 

la topología es una vecindad para cada uno de sus respectivos puntos. Cada vecindad 

de un punto contiene una vecindad abierta del punto. 
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De estos comentarios se desprende el siguiente teorema que muestra una rela( ión entre 

las vecindades (le un j)IlIItO y los conjuntos abiertos (le una topología 

Teorema 1.2.2 Dado un espacio topolóqico (X T). Un conjunto es abierto si, y sólo 

si, contiene una vecindad de cada uno de sus puntos. 

Teorema 1.2.3 Sea X un espacio topolóqwo. El sistema de vecindades de a tiene lo. 

siguientes propiedades: 

N1) Si U E V(), entonces a E U. 

N2) Si U, y pertenecen a V ), entonces U fl V E V(). 

N3) Si U E V, entonces existe un V E V(x) tal que U E V, para todo y  E V. 

N4) Si V E V(x) y V c U, entonces U E V( ). 

N5) G c X es abierto si y sólo si G E V(z)  para todo x E G. 

Recíprocamente si para cada 'y E X existe una colección V(7)  de subconuntos de X 

que satisfacen de Ni  hasta N4  y si N5  se usa para definir los conjuntos abiertos, 

entonces el resaltado es una topología sobre X en la cual el sistema de vecindades 

para cada x EX es precisamente V(x). 
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Como liemos visto, en iiii espacio topológico, la topología que se geiicia en (helio 

espacio puede describirse en t(i uuliflOS (le VeCIfl(la(ICS y en (:onseenen ia es posible 

formulai una descripción (le conjuntos cerrados en términos (le vecindades 

Recordemos que un conjunto A es cerrado si, y sólo si, X - A es abierto, es decir, 

si y sólo si, cada punto de X-A tiene una vecindad que está contenida en X-A 

Por consiguiente, A es cerrado su y sólo si, para cada x y para todo V E V( )  con 

V fl  A qÉ 0 , se tiene que 'i E A. 

Definición 1.2.5 Sea X un espacio topológico y x E X. Una base de vecindades (o 

sistema fundamental de vecindades) V para V(r)  es una familia de vecindades 

de x que tiene la siguiente propiedad 

Para cada U E V(z)  existe un V E V tal que V c U 

Es decir, V. c V(7)  / 

V(X)={UCX/ existeVEV con VcU} 

A los elementos de V se les llama vecindades básicas. 

Teorema 1.2.4 Sea X un espacio topológico y para cada y E X sea V, una base 

de vecindades para x. Entonces: 
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V) Si V E V. , entonces t E 1' 

ti2) Si ti1 , ti'2 E V, entonces exvte un ti3  E V7  tal que ti3  C Vi fl V2  

V3) Si U E V entonces exite ti E V1  tal que si y E ti, entonces existe W E V 

tal que WCU. 

V4) G es abierto si, y sólo si, para cada r E G existe ti E V tal que V C G. 

Recíprocamente si para cada r E X existe una colección Vr  de subconjuntos de X que 

satisface de ti1  a V3  y si V4  es usada para definir los conjuntos abiertos, entonces el 

resultado es una topología sobre X en la cual cada V1  es una base de vecindades paro. 

x E X. 

Definición 1.2.6 Un punto x de un subconjunto A de un espacio topolóqico X es 

un punto interior de A si A es una vecindad de x. 

El Conjunto de todos los plintos interiores de A es el interior de A, denotado por 

A° es decir 

A° = mt(A) = u{G cX/G es abierto y G CA} 

En otras palabras el interior de un subconjunto A de X es la unión de todos los 

conjuntos abiertos Contenidos en A. Note que 
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Definición 1.2.7 Sea X un espacio topolóqico y E c X. La clausura 6 adherencia 

E de E se define  por 

= Cl(E) =fl{KcX/K es cerrado y EcK} 

Es decir, la clausura de un subconjunto E en un espacio topolqzco ('X,r) es la inter-

sección de los miembros de la familia (le todos los conjuntos cerrados que contienen 

a E. A los elementos de se les llama puntos adherentes de E 

Observaciones: 

1. El conjunto E es siempre cerrado, pues es la intersección de conjuntos 

cerrados, y evidentemente E está contenido en cada uno de los conjuntos cerra-

dos que contienen a E Como consecuencia E es el menor conjunto 

cerrado que contiene a E, entonces podemos deducir que E es cerrado si, y 

sólo si, E = 

2. Si EcF entonces 

3. x es un punto adherente de E si, y sóló si, para toda vecindad V de x se tiene 

que VflE 0 0. 
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4. E°cE 

5. Si E C F entonces E° C F°. 

6. X—E=X—E 

7. E—=(X—E)°. 

8 E° es el abierto más grande contenido en E 

Definición 1.2.8 Un subconjunto A de un espacio topolóqico (X,r) es denso en X 

si X = 	o equivalentemente, si cada subconjunto abierto de X contiene puntos de 

A 

Definición 1.2.9 Un espacio topolóqico (X,r) es separable si existe un subconjunto 

denso numerable en X. 

Teorema 1.2.5 Sea (X,r) un espacio topológico y A un subconjunto de X. Las si-

quzentes condiciones son equivalentes: 

a) A es denso en X. 
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b) Para todo .. e X y paia toda vecindad V (le a, se tiene que V fl A 0 

c) Para todo subconjunto abierto no vacío U de X se tiene U fl A O 

Teorema 1.2.6 Sea (X r) un espacio topolóqico, sean A un subconjunto denso de X 

y U un subconjunto abierto de X. Entonces A fl U = U. 

Definición 1.2. 10 Sea X un espacio topolóqzco y E c X. La frontera de E se 

define por: 

Fr(E) =En (X - E)=_E0 

A los elementos de Fi (E) se les llama puntos frontera de E. 

Observaciones: 

1 =EUFr(E) 

2 E°=E—Fr(E) 

3. X=E°UFi(E)U(X—E)° 
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Es fácil notar que un conjunto A es abierto si s sólo si, .4 = A°  

Definición 1.2.11 Sea (XT) un espacio topolóqico y A Ç X Un punto i E A 

es un punto aislado de A si existe una vecindad de x cuya intersección con A sea 

únicamente t. 

Definición 1.2.12 Sea (X,r) un espacio topolóqico y A Ç X. Un punto x E A es 

un punto es un punto de acumulación o punto límite de A si cada vecindad de 

x contiene un punto de A diferente de x, es decir 

(A—{x})flVqÉ0 

para todo V E V(). 

El conjunto de todos los puntos de acumulación de un conjunto A se llama el con-

junto derivado de A y se denota por A'. 

El siguiente teorema nos define los conjuntos cerrados a partir de los puntos de acu-

mulación. 

Teorema 1.2.7 Sea (X r ) un espacio topolóqico y A c X, entonces = A u A'. 

Así pues A es cerrado si, y  sólo si, A' c A. 
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El conjunto (le todos los puntos de .4 que 110 son puntos de acumulación (le X - .4 es 

pre I.samente A° y además la clausuta de X - A es X - A°. 

Definición 1.2.13 Una base para una topoloqía T es una colección 8CT tal que 

T= {U BIT ct3} 
B€F 

es decir 8 Cr es base para r sí para todo abierto O E r y para todo p E O existe un 

B E 13 tal que: 

pEBCO 

A los elementos de 8 se les llama abiertos básicos. 

Teorema 1.2.8 Sea 13 c P(X) 13 es base para una topolo$a sobre X si, y sólo si, 

i. X=uB. 
BES 

zz. Sz p pertenece a la intersección de dos elementos bá,wo.9 B1, B2  E 13, 

entonces existe un elemento básico B3  E 8 tal que p E B3  c B1  fl B2 . 

Si 8 satisface estas dos condiciones, podemos definir entonces la topología r 

generada por 13 como signe. un subconjunto U de X se dice que es abierto en X 
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(esto es un elemento de r) si paia cada 'L E U , existe un elemento básico B E 8 tal 

que x E B y B c U Note que cada elemento básico es así mismo un elemento (le 7-

Así Así 

r={U Fc8} 
BEF 

o sea que T es la colección de todas las uniones (le elementos de 8 

Teorema 1.2.9 Sean 8 y 8' bases para las topoloqías T y Y', respectivamente, sobre 

X Entonces los siquientes enunciados son equivalentes 

1) r' es más fina que r. 

.2) Para cada x E X y cada elemento básico B E 8 que contiene a x, existe un 

elemento básico B' E 13' tal que x E B' c B. 

Teorema 1.2.10 Dado un espacio topológico (X,r), 

a) Si 8 es una base para r y x E X, entonces VT  = { B E 13/x E B} es una base 

de vecindades de abiertos para x. 

b) Si para todo x E X se tiene una base de vecindades de abiertos V, entonces 

13 = U V5  es una base para T. 
rEX 
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Definición 1.2.14 Sea (X,r) un espacio topolóqico 

1. Una sucesión {x,, } en X converge a un punto x E X si para toda vecindad 

V de .t ev,sie un numero natural N tal que .z,, E V siempre que a > N 

Representaremos está situación por x, -4 X- 

2. Diremos que una sucesión {, } es finita si el conjunto 	a E N} es finito 

En el coso en que {x } no sea finita, diremos que es infinita 

1.3. Teoría del orden 

Empezaremos por introducir el lenguaje básico de la teoría del dominio. La ma-

yoría de los conceptos que estudiaremos en esta sección servirán de sustento para 

situaciones tratadas posteriormente. 

Definición 1.3.1 Un conjunto X provisto de una relación binaria , se llama con-

junto parcialmente ordenado (o poset por sus siglas en inglés) su para todo 

,. y, z E X se cumple que. 

0P1 ) x -< x (Reflexiva). 
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0P2) t -< y A y .i. entonces t = y ('antisimétrica) 

OP.) z -< y A y -< z entonces:, - z (transitiva) 

Definición 1.3.2 Una relación binaria en un conjunto X se llama preorden si 

es reflexiva y transitivo,, es decir 

1. xx, para todo xEX 

2 xy y yz entonces xz, para todo x.y,zEX. 

Definición 1.3.3 Sea X un conjunto preordenado, un subconjunto A Ç X es una 

cadena en X si cada par de elementos de A están relacionados, es decir si 'r y o 

y 	x para todo x,y EX. 

Definición 1.3.4 Un conjunto ordenado totalmente es un conjunto parcialmente 

ordenado que adem'Ls es una cadena. 

Definición 1.3.5 Un conjunto parczamente ordenado es un conjunto bien orde-

nado (o un ordinal) si cada subconjunto no vacío A de W tiene un primer elemento, 

es decir, para todo B gé 0,BcW, existe un b0 EBtal que b0 bpara cada bEB. 
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1.4. Axiomas de Separación (Trennung) 

En 1914 el matemático alemán P. Ha?Isdorff planteo una definición de espacio 

topológico en la cual, además (le las tres propiedades ya expuestas, exigía que todo 

par de puntos distintos pudieran separarse adecuadamente Aunque el concepto de 

espacio topológico reconocido en la actualidad no requiere dicha propiedad, ésta sigue 

manteniendo su importancia pues los espacios más usuales la verifican 

Definición 1.4.1 Un espacio topolóqico X es un espacio T0  (o espacio de Kolmo- 

gorov)sz para todo a,bEX,a qÉ b, existe nnOET tal que aEO y b 	1 ó 

aO y hEO. 

Teorema 1.4.1 Un espacio topolóqico X es T0  si, y sólo si, {x} {y} para todo 

X. y EX con x y. 

Definición 1.4.2 Un espacio topológico (X,r) es T1  (o Fréchet) si para todo 

a, b E X, a 96  b anste U E V«  tal que .bU y existe VEV& tal que a.V. 
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Propiedades 

1 Todo espacio topológico T1  es T0. 

2. Todo s,ibespacio topológico (le un espacio topológico T1  es Ti 

3. Un espacio topológico (X,r) es T1  si y sólo si {x} CS cerrado, para tO(lO x E X. 

4. Un espacio topológico (X,r) es T1  si y sólo si para todo A c X, se tiene que 

A=fl{OET/AcO} 

Definición 1.4.3 Un espacio topolóqico (Xr) es T2  o espacio de Hausdorff si para 

todo x,y E X con r qÉ y, exzsten abiertos U,V E X tales que x E U, y y E V, y 

UnV=ø. 

Observaciones: 

1. Todo espacio topológico 1'2 es Ti. 

2. Todo espacio métrico es T2. 

3. T2  es una propiedad topológica. Es decir, Si (X,T) es un espacio topológico T2  

y (Ya) es un espacio topológico tal que (Y,o) --' (X,T) entonces (Y,o) es 7'2. 
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4. Todo subespacio (le un espacio topológico T2  es 

5 Un espacio topológico (X T) es T2  si y sólo si los límites en X son únicos. 

25 



Capítulo 2 

ESPACIOS MÉTRICOS 

PARCIALES 



Nuestro recorrido histórico comienza en 1906, cuando el matemMico francés Man-

rzce Rene Préchet introduce en su tesis doctoral los espacios métricos. Luego en 1992 

el matemático inglés Steve Matthews introduce, en el 8° Coloquio Británico para la 

Teoría en la Ciencia Computacional, los espacios métricos parciales 

En 1992, Micliael Bukatin en su disertación doctoral trata sobre las métricas parciales. 

Ralph Kopperman Ph D. en matemática, Steve Matthews matemático con Ph.D. en 

ciencia computacional, Michael Bukatin Ph.D. en matemática y Homeira Pajoolies-

he Ph.D. en matemática presentan en un artículo de Tite American Mathematical 

Monthly de octubre de 2009 titulado Partid Metric Space, una compilación de sus 

trabajos sobre espacios métricos parciales 

Los Espacios Métricos Parciales son una generalización de los espacios métricos, en 

los cuales la distancia de un punto a el mismo no es necesariamente cero (0), es decir 

d(x. x) ~ 0. Estos espacios surgen motivados por la ciencia computacional, para es-

tudiar topologías que no son de Hansdorff Scott. 

Veremos que mucha de las propiedades que ocurren en los espacios métricos se extien-

den sin mayor cambio a los espacios métricos parciales, tal es el caso de El teorema 

de la Aplicación Gontractiva de Banach o Teorema del Punto Fijo de Banach, el cual 

puede ser generalizado al permitir la posibilidad que la distancia de un punto a si 

mismo no sea cero. 
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2.1. Autodistancia Diferente de Cero (0) 

Empecemos (:On un espacio métrico, y veamos por qué es importante considerar 

la aitodtaiwza dzferente de cero 

Sea S el conjunto de todas las sucesiones infinitas 

{x} = {x} 1, = (x0 , x, ,) 

sobre un conjunto con mis de un elemento S, o sea que 

S = {f N - S /f es una función} 

Para cada 	{y} e S" definamos la función 

d 5  S"xS'—*R 

por 

2 	si;=y2, para todo ?<k,xk 4yk  

O 	Si 1k = Yk, para todo k E N 

1 	sixo yo  

Así ds({x} 0 , {y}•o)  se define como a la potencia de la longitud de la sucesión 

inicial más larga común a ambas sucesiones {'r} 0  e {y,}0'0 . 

O sea que 
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(1({b,,}
- 
 0  {y}=0) = 2-A 

donde k es el número rná.s gi ande (posiblemente O ó oo) tal que x3  = y,, para todo 

'i < 1.. 

Veamos las propiedades de la función d 

M0 ) Sea {X?L}), ,,} 	E S, entonces por definición 

d5 ({x}' 0  {y}i0) > o 

M1) Sea {z} 0  E Se". Por definición 

ds({x} 0 , 	= o 

M2) Sean {Xfl } (,, {yn}° j  E S", tal que 

ds ({r7 ,} 0 , {Yn}°()) - O 

entonces por definición de ds se tiene que 

= j,, para todo i = 0, 11  2,3, 

de donde 

= {yn} 0  

M3) Sean {x} 0 , (y} 0  E S, es evidente que 
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(1({ 	{v. 	j = 	({}.O 

M4) Sean 	{n}, {z}, E S Sin perder generalidad, asumamos que 

(Ls({X}°° 	{z} 4 ) = 2 

ds({zfl} (3 , {yn},=1) 
= 2--1 

Note que si k > j, entonces 

1=j 

(le donde 

2 	<2 + 2 

2 	<2 ± 2 

por lo tanto 

ds({x}°° 0 , {Yn} 0 ) 	(iS({Xn}, {z}) + ds({z}:0,  {}) 

Por otro lado, sí k <j entonces 

1==k 
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de donde 

2 	2 + 2-k 

2 	< 2 + 2 

por lo tanto 

ds({x}c0, {y,,} 0 ) d5(1x}' 0 , {}°°) + dg({z}°° 0, {Yn} °_u ) 

así en cualquier caso, 

ds({x}0, {yn}) ~ ds({x,}, {r0) + d({}, 0 , {y.} = ,) 

De todo lo anterior se tiene que (S", ds) es un espacio métrico. 

¿Cómo podría la ciencia computacional ver estos espacios métricos? Interesarse en 

una sucesión infinita {X }, la cual le gustaría saber cómo calcular. Esto es, como 

escribir un programa de computadora para imprimir (en cualquier pantalla o papel) 

los valores a0, luego a1, luego 12 y así sucesivamente. 

Como {x} 0 es una sucesión infinita sus valores no se pueden imprimir en una 

cantidad finita tiempo, y así la ciencia computacional está interesada en cómo la 

sucesión {x} = (x0 x1, ) se puede generar a partir de sus colas iniciales, las 

sucesiones finitas ( ) = O, (x0), (x0, x1), (x0, x1 , 12), y así sucesivamente. Luego de 
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que cada valoi tk es impreso, la smesión finita (:' o 	'k) representa la paite (le 

la sucesión infinita pio(lncida hasta el nionielito Cada sucesión finita o cola mn ial 

es considerada por la ciencia computacional como una versión parcialmente calculada 

de la sucesión infinita {x} 0, que se quiere calcular totalmente. 

Supongamos ahora que la definición anterior de d5  se restringe a S, el conjunto de 

todas las sucesiones finitas de elementos de S, o sea 

S = {(X0- XI, ,x) E S n E N,x0 ,x1 	X?L E S} 

y 

d5  S* x S*__.R 

Es evidente que los axiomas M0), 112), M3), y M4) se mantienen. Sin embargo, si 

= (ao)si, . ,a) es una sucesión finita, entonces 

ds({x}, {xn}) = 2l±1 ) y O 

(desde 3-3  = x, solo puede mantenerse si x3  está definida). 

Por lo tanto el axioma M1 ) no se satisface para sucesiones finitas. Esto planteó un 

interesante contraste entre los matemáticos del siglo XX, cuál de las teorías de es-

pacios métricos se ajusta a nuestro ejemplo?, y la experiencia contemporánea de la 

ciencia computacional. 
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La wrdad de la afirmación {i,,, ) 	= 	} 	es sin duda indiscutible en matemática, 

pero en la ciencia computa ional está afirmación es verdadei a sólo en la medida en 

la que la sucesión {x} puede ser calculada 

2.2. Espacios Métricos Parciales 

La autodistancia distinta de cero está motivada por la ciencia computacional cuan-

do se estudian las sucesiones finitas e infinitas La cuestión ahora es si la autodistancia 

distinta de cero se puede introducir en los axiomas de espacio métrico. Es decir, si el 

axioma 

d(x, y) = O si y sólo si x = y 

se puede reemplazar por 

d(x y) = O entonces x = y 

manteniéndose los resultados fundamentales de la teoría de espacios métricos. Este es 

el objetivo principal de nuestra investigación. 

Definición 2.2.1 Sea X un conjunto no vacío y sea p X x X - R una función. 

p es una métrica parcial si cumple con 
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MP0) O < p(a. t) p(a., y), para todo a. q E X 

No negat.zvi(lad y la menor autodzst(incza 

MP2) Si p(t a.) = p(a., y) = p(y, y), entonces & = y para todo a.,  y E X. 

Sin (lzstancza implica igualdad. 

MP3) p(a. y) = p(y,a.) para todo a.,y EX. 

Simetría 

MP4) p(a. z) :5p(a.,y)+p(y,z)—p(y,y), para todo a. y z EX. 

Desigualdad triangular general izada 

A la métrica parrzal p se le llama pmétrica y al par (X, p) se le llama espacio 

métrico parcial. 

De este modo se tiene que los espacios métricos parciales proporcionan elementos 

para el estudio de una matemática de distancia, sin considerar la autodistancia igual 

a cero, la cual es tomada como un hecho en la teoría de los espacios métricos Lo que 

hacen los espacios métricos parciales es introducir un estilo métrico de simetría para 

tratar las relaciones no simétricas, tema fundamental en las ciencias computacionales. 

Observaciones: 
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• Las pmétricas satisfacen los axiomas M0 , Al2, A13  y M4  de métrica. Pero las 

pmétricas no satisfacen el axioma M1  (le métrica. 

• Toda métrica es una pmétrica. 

• Las pmétricas satisfacen los axiomas So, S3  y S4  de seudométrica. Pero las 

pmétricas no satisfacen el axioma Si  (le seudométrica. 

u Las seudométrica no satisfacen el axioma Al2  (le métrica ni el axioma MP2  (le 

pmétricas. 

Veamos ahora algunos ejemplos de espacios métricos parciales. 

Ejemplo 2.2.1 consideremos el conjunto S U S" y definamos la función 

j)s (S*USw) X  (SuS")—>R 

por 

  

 

pS({Xn}. {yn}) 

six=y,para todo i<k,xk yk  

U 	Si Xk yk, para todo k E N 

sixo  qÉ yo 

 

 

   

Ps es una pmétri cxx sobre S U Sw. El espacio métrico parcial (S u S, ps)  es llamado 

el espacio métrico parcial de Bazre. 
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\Tearnos que en efecto ps es una pmétrica 

MP0) Scan {'}. {y,} E S' U S. 

Sí 	} E S, entonces existe un k E N , tal que 

PS({'}, {x}) = 2 > O 

además 

> 2 	=p5({.i,} {t}) 

(le donde 

7)S({'n}, {yn}) ~ ps({"}. {Ln}) > O 

* Sí {x?Z } E S, entonces 

además 

(le donde 

MP2 ) Sean {i:}, {y,} E S U S, tales que 
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2 	= 	2 	= 	2 1  

entonces 

7k1 

incluso si j k.1 son O ó oc 

Por lo tanto 

MP3) Sean {'}. {y,} E S u Sw,  luego 

PS({'n}, {}) = 

ps({y}, {}) = 

así 

PS({Xn }, {Yn}) = PS({Yn}, {'n}) 

MP4) Sean {r,}. {Y7L},  {z} E S U S, tales que 

PS({'n}, {}) 

p5 ({Xn }, {zTL }) = 2 

ps({z} {y4) = 2' 
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donde A j 1 pueden tomar inclusive los valores 0 00 

* Asiimanios que k < j, entonces 

i=k 

Por i'íP0  

ps({z,}. {}) < 2 

luego 

2 <2' + 2-J ps({Z n } {z}) 

y así 

¡)s({X} {yn}) 	PS({mn}. {n}) + Ps({Zn}, {yn}) - PS({Zn}, {z}) 

* Asumamos ahora que k > j. entonces 

2 	2' 

Por MP0  

Ps({} {z}) <2' 

luego 

2 	2' + 2 - p5({z} {z,1 }) 

yasí 
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} {,'}) 	p,({L,} {z,}) + p({z} {g}) - f)({z,,} {h}) 

De todo lo anterioi se tiene que (S u S, PS) es un espacio métrico parcial. 

Note adertiá.s (}UC Si {t }. {y, } E SL, entonces 

p({x }, {y}) = ds({ 	}, {yn}) 

Ejemplo 2.2.2 Sea R = [O. oc) y definamos la función 

pmax Ii - x IR+ 	IR 

por 

pirtax(a,b) = máximo de {a, b} 

(lR,pmax) es un espacio métrico parcial 

En efecto: 

MP0) Sean a, b dos números reales positivos, entonces 

punax(a, b) ~ pmax(a, a) > O 

MP2) Sean a, b dos números reales positivos, tales que 

pmo.x(a,a) = pmax(a,b) = pmax(b,b) 
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luego 

a = pmax(a. b) = b 

(le donde 

a = b 

MP3) Sean a, b (los números reales positivos, entonces 

pntat(a. b) = p,nai.(b a) 

MP4) Sean a, b c tres números reales positivos 

Sí prnax(a b) = a, entonces 

pmax(a, b) pniax(a, c) 

pmax(c b) - pmax(c c) > O 

de donde 

pmax(a, b) <prnax(a, e) + pmax(c, b) - pmax(c, e) 

Sí pmax(a. b) = b, entonces 

pmax(a,b) S  prnax(c,b) 

pmax(a, c) - prnax(e, c) > O 
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(le donde 

pmax(a b) pmax(o c) + pmai(c b) - pma%(c c) 

Así pues (IR p7nax) es un espacio métrico parcial 

Ejemplo 2.2.3 Sea 1 la colección de intervalos cerrados y acotados en IR, es decir 

Definamos la función 

por 

I={[a,b] a < b y abER} 

p IxI — R 

p([a, b], [c, d]) = max(b, d) - mzn(a, c) 

Entonces (1, p) es un espdczo métrzco parcial 

En efecto: 

MP0) Sean [a. b], [c, d] E 1, entonces 

p([o, b], [a, b]) = rnax(b, b) - min(a, a) = b - a > O 

Además como 
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1)([a.14 [c d]) = iitat(b (1) - ,!un((l c) 

se tienen las siguientes posibilidades 

* 1) > d y a > e, entonces p([o h] [e (1f) = h - e > 1) - O, 

* b< (1v a > c, entonces p([a,bf, fc, df) 	d - c > b a, 

* b > d y a < e, entonces p([a, b[, fc, df) = b - a = b - a, y 

* b < d y a<c,entonces p([a.b[,[c. d[)=d—a>b—a 

Por consiguiente, en cualquier caso 

O <p([a, b]. [a b]) <p([a b], [e, 	) 

MP2 ) Sean fr' bj, fc,d[ El tales que 

p([a, b], [a, b]) = p([a, b[. [c, d]) = p([c, d], fc, df) 

entonces 

max(b, b) mzn(a, a) = rnax(b d) - mzn(a, e) = max(d, d) - rnan(c. e) 

b - a = rnax(b d) - mzn(a, e) = d - e 

de donde b - d = a - e 
	(*) 

Asumamos que a e, entonces b Y d. 

Luego si rnax(b, d) = b entonces rnzn(a, c) = a, (le donde 
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b — d>O V 	1 (2<0 

lo que contradice (*) 

Igual contradicción se obtiene si se supone que ¡ti u (b, il) = d Por lo tanto 

o=c y b = d 

es decir 

la, b] = [c. d] 

MP3) Sean [o b]. [e, d] E 1, entonces 

p( a, b], [e d[) = inax(b, (1) -- min(a. e) 

= rnox(d, b) - min(c, a) 

=p([c,d a. b]) 

MP4) Sean [a bJ, [e, d], [e, f  C I. Luego 

p([a,b[c,d)) = 

p([a,b][e,f]) = 

p([e fl , [c, d}) = 

p([f,f],[e,el) = 

Asumamos que 

max(h,(1) - rrizn(a,c) 

max(b, f) - inzn(a, e) 

rnai(f, d) - ¡itn(, e) 

max(f, f) - mzn(e, e) = e 
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rnui.(b,d) = b 

a Sí rntn(a. c) = a. entonces 

p([a bJ [c, d]) = max(b, d) - lnzn(a, c) = b - a 

Note que 

fl?OT(f, d) - nwr(f, f) > O, 

min(e e) - mzn(e c) > O 

max(b, d) max(b, f) 

y 

niin(a c) ~ mzn(a,e) 

de donde 

b - a < max(b, f) - mzn(a, e) + max(f, d) - mzn(e, c) - max(f. f) + mzn(e e) 

y así 

p(La,b],[c,d]) <p([a,b],[ef]) +p([e,fJ,[c,d]) —p([e,f],[e,f]) 

a SÍ mzn(a, c) = c, entonces 

p([a hJ1Ec,(]) =max(b d) —min(a,c) =b — c 

Note que 
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nw.t (f (1) - IIULL(f, J) > O, 

rn?n(e. e) - min(a, e) ~ O 

max(bd) <mwv(b,f) 

y 

nnn(e,c) :5 min(o,c) 

de donde 

b - e < mir(h, f) - nmi(a, e) + ma'e(f, d) - min(e, e) - mar(f f) + rnzn(e e) 

yasí 

p([a,b],[c,(1) <p([ab],[e f])+p([e,f],[c,d]) —p([e,fJ,[e,f]) 

De manera similar se procede en el caso de que rnax(b, d) = d 

Por lo tanto 

p([a, bJ, [e, d]) 	p([a, b], [e, f]) + p([e, f], [e, d]) - p([e, f], [e, f]) 

De todo lo anterior se tiene que (1, p) es un espacio métrico parcial. 

Ahora se buscaran las diversas formas posibles en la cual un espacio métrico se puede 

extender a un espacio métrico parcial y viceversa.En otras palabras, no sólo se desea 
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aplicar, tanto como sea posible la teoi ía existente (le espacios métricos, a los espacios 

métricos parciales, sino también ici ómo la nocion de alito(listan(:ia distinta (le cero 

puede influir en nuestra comprención de los espacio métrico 

Definición 2.2.2 Sea (X p) un espacio métrico parcial y sea x E X. Si 

p(r.T) = O 

decimos que x es completo. 

Si 

decimos que x es no completo o parcial. 

Teorema 2.2.1 Sea (X p) un espacio métrico parcial y sea 

pl XxX—R 

la función definada por 

- p(x,y) 
P^ 	y)  - 1 + p(x, y) 

entonces p"  es una pmétrzca. 
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Demostración 

MP0) Sea x. VE X, entonces 

<  p(x x) 
- 1 + 

Note que 

p(x, x) + p(x, x)p(x, y) < p(x, y) + p(.-r, y)p(x, .) 

p(x,x)(1 +p(x.y)) < p(x,y)(1 +p(xx)) 

p(x ?j) 
1 +p(:t y) 

De donde 

O <PA(x, x) pA(X y) 

MP2 ) Sean X. y E X tales que 

pA( , ) =pA(3. y) =pA(yy) 

entorice.s 

p(x,y) 	 -  p(y,y) 

1+p(x,x) -- l+p(x) y) - l+p(y,y) 

Por lo tanto 
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p(., .t) + P( ',  L)p(% /) = i'(. y) + p(.t a)p(a. y) 

y 

p(x, y) + p(a y)p(y. y) = p(y y) + p(x, y)p(y,  y) 

de donde 

= P(-,¿" y) = p(y.y) 

Por MP2  se tiene que x = y. 

MP3) Sean x y E X, entonces 

p^  (x, y) 

MP4 ) Sean L y, z E X. Note que 

p(x. z) p(x, y) + p(y, z) - p(y, y) 

además 

p(y,y)<p(x,y) y p(y.y)p(y,z) 
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por lo tanto 

P(' z) 
1 + i)(,  z) 

< P(?". y) 	+ 	
p(y,z) 	p(y,tj)  

- 	1 +p(z.y) 	1 +p(y,z) 	1 +p(yy) 

= PA(.t,y)+PA(y,z)_,)A(y y) 

Aqui hemos usado el siguiente resultado para números reales: si a, & c, d > O son tales 

que 

U<&+C—(1, d&y 	(- 

entonces 

a 	b C 	d 
_1+b+1+c 1+d 

De todo lo anterior se tiene que p" es una pmétrica 

Definición 2.2.3 Sea (X, p) un espaezo métrico parczal. Se define la reMezón bznarza 

sobre X por 

XpY 	p(x,x)=p(x,y). 
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Teorema 2.2.2 Sea (X p) un espacio rnótrzco parcuil, entonces X con la relación 

binaria 	definida anteriormente es un conjunto parcialmente ordenado 

Demostración 

0P1 ) Sea i E X, entonces 

p(x x)=p(x,x) 

de donde 

X X 

0P2) Sean :t y E X tales que z 	y y y 	, entonces 

p(x x) = p(x, y) = p(y, x) y p(y, y) = p(y, x) = p(x, y) 

luego 

p(x,x) =p(x,y) =p(y,y) 

por MP2  se tiene que x = y. 

0P3) Sean x. y, z E X, tales que 
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entonces 

p(i. x) = p(x q) y v(v ') = p(?J, z) 

por MP4  se tiene que 

de donde 

p(r z)p('r? y)+p(y z)—p(y,y) 

pero por MP0, tenemos 

por consiguiente 

y así x 	Z. 

De todo lo anterior se tiene que (X, ) es un conjunto parcialmente ordenado. 

Observación: A la relación ,, se le llama orden parcial inducido por la 

pmétrica p sobre X. 
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Ejemplo 2.2.4 En el conjunto S' U S, definamos  la relación binaria 	por 

{x} 	{} < 	> {y} es parte inicial de {x} 

es un orden parcial sobre S U S. 

Observe que S* U S cumple las propiedades (le orden parcial 

0P1) Sea {i} e S U Sw, entonces 

{X7} es parte iniciale de {x} 

(le donde {i} 	{a}. 

0P2 ) Sean {x}, {y}  e 5 U S, tal que 

{'IL} s {Yn} y {n} s {x} 

Luego 

{U7L} es parte inicial (le {a} y {a,} es parte inicial (le {y} 

de donde {i} = {}. 

0P3 ) Sean {x}, {y}, {z} e 5 U Sw, tales que 

{x} s {y} y Un} s {z} 
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CfltOflCCS 

{ q,, } es parte inicial de {r,, } y { z, ) es parte inicial {y,} 

luego 

{z} es parte inicial de {x} 

de donde {} 	{z,}. 

Así pues, s es un orden parcial sobre S u S. Note s  es exactamente el orden 

parcial inducido por la pmétrica p,  o sea que 

s= 

Ejemplo 2.2.5 Para el espacio métrico parcial (R+, prrat), definamos la relación 

pmax por 

1 	pmax Y 	LI < f, 

Entonces pmax  es un orden parcial y se le llama orden inverso usual en R. 

Observe que 	cumple las propiedades de orden parcial. 

0P1 ) Sea x E IR, entonces 
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por lo tanto x 	x 

0P2) Sean x y E 	tales que 

entonces 

de donde x = y. 

X pmar Y Y Y pmax X 

yx y iy 

0P3) Sean x. y, z E R tales que 

luego 

entonces 

por lo tanto x pmar  2. 

pmax Y Y Y Spmax 2 

yx y  Zy 

z<.x 
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Así pues 	es un orden parcial sobre 	Note que 	es exactamente el orden 

parcial inducido por la pmétrica pma 

Ejemplo 2.2.6 Para el espacio métrico parcial (2:.p) de los intervalos cerrados, de-

finamos la relación z  por 

[a, h] -< [e, d] 	[L, d] C [a, b] 

es un orden parcial. 

Veamos que 	cumple las propiedades de orden parcial 

0P1 ) Sea [a, h] E 1, entonces 

de donde 

[a. b] Ç [a, b] 

[ab] 	[a, b] 

0P2) Sean [a b], [e, di E 1 tales que 

la, b] - 	[e, d] y [e, d] 	[a, b] 

entonces 
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[. (1] Ç [a b] y  [a b] Ç [c (1] 

por lo tanto [a b] = [c. di 

0P3) Sean [a b], [c, d]. [m, ni E 1 tales que 

	

la, b] <i [c, di y [c, di 	[ni, ni 

Luego 

[c, d] Ç [a, b] y [m. n] C [c, d] 

entonces 

[m, ni C [a,, b] 

de donde [a. b] -< [m, n] 

Así pues 	es un orden parcial sobre 1. Note que 

[c. d] C [a, b] 	a < c < d < b 	b - a = max{a, b} - mzn{a, c} 

Por lo tanto 	es exactamente el orden parcial inducido por la pmétrica p. 

Definición 2.2.4 Un espacio métrico ponderado es una tripleta 

(X,d,I 1) 
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donde (X d) es un espacio métrico y 

1 X — R 

P-9 una función que sat.zsface las siguientes propiedades 

* 0 <  Ix1 para cada xEX,y 

* xI - lI d(x.y) para todo x, y EX. 

llamada función de ponderación. 

Podemo.s observar que un esapacio métrico ponderado es un espacio métrico con un 

número real no negativo asignado a cada plinto que es ponderado 

Observaciónes: 

1. Note que todo espacio métrico se puede ponderar con una función constante 

positiva, en este caso se dice que la ponderación es constante 

2. Si (X, fl) es un espacio normado y d la métrica inducida por la norma, entonces 

(X, d, 	) es un espacio métrico ponderado 

Teorema 2.2.3 Sea (X d. 1 	un espacio métrico ponderado, y sea 
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Pd XxX —*R 

la función, definida por 

= d(x,y) + lxi + iyi 
Pd(X.Y) 	2 

Entonces (X, Pd)  es un spaczo métrico parcial, i Pd (jr. x) = lxi. 

Demostración 

Probemos primero que pd(, =.I:tl Sea t. E X, entonces 

d(x, x) + lxi + lxi  
2 

luego como d es una métrica, 

Pd(T,T 	2lxi) = - = lxi 
2 

Probemos ahora que pd(x, y) es una pmétrica. 

MP0 ) Sea x,y E X. Note que 

o <— lxi = Pd(X x) 

además 

2 
lxi =

1rI  - 
2 

luego, como X es ponderado 
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ixi+ ITI  
2 

lxi +d(x,y)+ ll  
2 

= Pd(X y) 

así 

Opd(T,x)= lxi ::~pd(x,y) 

MP2) Sean x y E X tales que 

pd(' x) =pó(x,y) = Pd(Y,Y) 

entonces 

ii=iyi 

además 

- d(x,y)+ ixI + ii  
ixI 	

- 

Pd(X,X) =pd(x,y) 
	2 

de donde 

	

d(x,y) + lxi + lxi 	d(x.y) 
ixi= 	 = 	 +lxi 2 	 2 

o sea que 
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O=d(t y) 

Luego como d es una métrica se tiene que i. = y. 

MP3) Sean x y E X, entonces 

Pd(X,J) 

MP4) Sean x y. z E X, luego 

= d(x,z)+IxI+IzI  
Pd(Z) 	 2 

por la desigualdad triangular (le la métrica d, tenemos que 

d(,y)+d(y z) + I , I + Izi 
2 

< d(x,y)+d(y z)+lxI +IzI+lyI+ ly1 —21y1 
2 

d(x,y)+ ¡vi +xId(y,z) +  IyI+z 	2II 
2 	 2 	2 

< pd(X y) +pd(y,Z) — pd(y,y) 

De todo lo anterior se tiene que (X Pd)  es un espacio métrico parcial, en donde 

Pd(X,X) = IxI. 
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Observación: Note que en el Teorema 2 2 3, si la ponderación no es la función nula 

entonces el espacio métrico pai(ial (X,pd) 110 es iiti espacio métrico romo se 0l)SCIVa 

en el siguiente qernplo 

Ejemplo 2.2.7 Sea (X, d) un espacio métrico y definirnos la ponderación sobre X 

por 

1 X — R 

lxl=Á 	donde k€R,k>O 

Entonces por el Teorema 2 2 3 la función 

Pd XxX-41R 

definida por 

Pd(t y) - d(x.y) 
2 

es una pmétrzca y por lo tanto (X, Pd)  es un espacio métrico parcial. 

Observe que (X, pa)  no es un espacio métrico ya que 

Pd(X 1)= 
d(x,x) 

2 

=k>O 

lo que contradice M1  
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Teorema 2.2.4 Sea (X p) un espacio métrico parcial Definamos las funciones, 

(4 XxX-1R 

por 

d(x, y) = 2p(x, y) - p(x, .t) - p(y, y) 

y 

l.lX -*R 

por 

lxi =p(x.a) 

Entonces (X, (4, 1 1) es un espacio métrico ponderado, el cual genera el espacio métrico 

parcial (X, p) mediante el proceso del Teorema 2.2.3, es decir Pd = p. 

Demostración 

Probemos primero que d,, es una métrica 

M0) Sean x y E X. Observe que 

02p(x y) — p(x x)—p(y,y)=d9(x,y) 

M1) Sea x E X, note que 
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(4(1 t) = 2p('L ) - pez. 	- p(a. %) 

de donde d(xx) = O 

M2) Sean x y e X tales que d(x, y) = O, entonces 

2p(x,y) —p(x,x) -p(y1y) = O 

luego por MP0  

de donde 

2p(x,y) —p(x,y) —p(y,y) < O 

p(x,y) p(yjj) 

pero por MP0  

/)(y, y) 	p(1,  y) 

Por lo tanto 

p(x,y)=p(yy) 	(1) 

De manera similar se prueba que 

p(x, y) = p(x r) 	(2) 
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De (1) y (2) se tiene que 

p(x. x) = p(x. y) = p(y. y) 

Luego por MP2  tenernos que x = y. 

M3) Sean x y E X, entonces 

Luego por MP3  

Así 

d(a y) = 2p(. y) - ¡)@L, :) - p(y, y) 

d, (,r, y) = 2p (y, x) p(y,  y) - p(r, x) 

(i(X, y) = d,, (y, r) 

M4) Sean j, y, E X, entonces 

d(x. z) = 2p(x, z) - p(x, x) - p(z, z) 

por la desigualdad triangular de p, se tiene que 

d(x, z) <2(p(x, y) + p(y, z) - p(y, y)) - p(x, x) - p(2, ,z) 

luego 
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d( z) < 2p( y) + 2p(. z) - 2p(y si) - p(x i ) - p(z z) 

= 	21)(x, y) - p(x 'e) p(-y. y) + 2p(y z) - p(y y) - p(z. .) 

de donde 

d('t, z) 	d(s. y) + d(y, z) 

De todo lo anterior se tiene que d es una métrica sobre X. 

Sea x E X, entonces 

O <— p(x,x) = lxi 

Sea x,y E X, entonces 

1,1 - Iul = p(:t i.) —p(y y) 

= p(i a') —p(j y)+p(x,x) — p(x,x) 

= 2p(x,x) —p(y,y) — p(x,x) 

luego por MP0 se tiene que 

iri - ii ::~ 2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y) 

Así 

1xi—iyi:5d(x y) 

De todo lo anterior se tiene que (X, 4 1 1) es un espacio métrico ponderado. 

Finalmente, por el Teorema 3.2.2., 
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d1,(x,y) + 11:1 +  iI 
Pd,,(TJ) 

= 	2 

- 2p(. y) - p(x, 7:) - p(ij !J) + p('r y) + p(y, y) + p(r 7:) + p(y  ) 
2 

Así pues, Pj 	P 

Observaciones: 

• A partir de un espacio métrico ponderado se puede definir una nueva función, 

la cual es una pmétrica y por lo tanto, hace del espacio métrico ponderado un 

espacio métrico parcial. 

• Este proceso también se puede hacer de manera inversa, y se obtiene que 

PdP 	Y 
	

d,,d = d 

• En un espacio métrico ponderado (X, d, 1 - 1) el orden parcial pa  inducido por 

la pmétrica Pd  puede ser definido mediante 
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Pd(T. 7 ) = pd(X ij) 

d(ry)+liI+lyI  
ItI= 2 

< 	> 	21r 	d(x y) + rl + liil 

¡'1= d(xy)+lyl 

4== 	I'l — lyl= d(x.y) 

• En un espacio métrico parcial se pueden combinar las nociones métricas de 

distancia, ponderación y conjunto parcialmente ordenado en una sola definición. 

Definición 2.2.5 Un espacio métrico basado es una tripleta (X, d, ), donde 

(X, d) es un espacio métrico y di es un elemento fijo de X. Es decir, un espacio 

métrico basado es un espacio métrico con un punto base eleqido arbitrariamente. 

Un espacio métrico basado se puede convertir en un espacio métrico ponderado, y por 

lo tanto en un espacio métrico parcial, como sigue 

Teorema 2.2.5 Sea (X d q5) un espacio métrico basado. Definamos la función 

11.X—+R 
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por 

ITi=d(7  0. 

entonces (X, d, 1 1) es Un espacio métrico ponderado 

Demostración 

Sea i. E X, entonces 

Sean x,y EX, entonces 

de donde 

y así, 

Por lo tanto (X, d, ¡ 1) es un espacio métrico ponderado. 

A partir de un espacio métrico basado podemos construir su correspondiente espacio 

métrico parcial. 
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Teorema 2.2.6 Sea (X d ) un espacio inti Z() basado Definamos la función 

Pd XxX — R 

por 

Pd(T 
) - d(x, y) + d(x, ) + d(y. )  
- 	2 

entonces (X,pd) es un espacio mtrwj, parcial En donde r <pd Ø10 = O y lxi = 

d(x q5)  para todo x E X. 

Demostración 

Consideremos la función 

1.1 	X —*ll 

rl =d(x,Ø) 

por el Teorema 2.2.5, (X. d 	) es un espacio métrico ponderado y 	= O. 

Definamos la función 

Pd XxX-4R 

	

Pd(X,y) 
- 	

- 
d(x, y) +d(x,Ø)+d(y,Ø) 	d(x,y)+ lxl+ lI 

	

- 	2 	 2 

entonces por el Teorema 2.2.3, (X. Pd)  es un espacio métrico parcial y 

Pd(L x) = 121 = d(3,, &) 
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para tO(1O t E X. 

Además 

iøl = d(0.- (P) = O 

Por otro lado 

d(x, q) + d(, ) + (I(t, ) 
Pd(X,) 	

2 

de donde 

X Pd 	para todo x E X 

Por lo tanto q es el último elemento del conjunto parcialmente ordenado (X. pa). 

Teorema 2.2.7 Sea (X, p) un espacio métrzco parcial y 0 E X tal que x 	para 

todo x E X. Definimos la función 

d XxX—R 

por 

d(x,y) = 2p(x 1 y) —p(x,çt) —p(y,çb) 
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entonces (X. (1 	) es un esp(jcio métrico basado. 

Demostración 

M0) Sea 1, y X Como x 	ó y y ,, , entonces 

p(x x) =p(x,) <p(i y) 

Kv. y) - p(y) <p(x,y) 

(le donde 

2p(x,y) —p(r,) — p(yç) = d(x y) > O 

M1) Sea r E X, luego como 'r < Ó, se tiene que 

d(z,.L) 	= 2p(LL) —p(L,) — p(L,q5) 

= 2p(;, ;) - p(x, x) 	p(x, x) 

=0 

M2) Sean x y E X tales que 

d(x.y) = O 

luego 

2p(x,y) - p(x, q5) - p(y,çb) = O 
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además COfll(> .1. 	0 y y 	ó SC tiene que 

2p( 	y) - p(i x) p(y y) = O 

y) 	- p(, ;t) + p(y  y) 

por MP, se tiene que 

(le donde 

Pero por MP0  

y así se tiene que  

21)(x y) 	p(x, y) + p(y, y) 

p(x y) 	p(y, y) 

p(y y) 	p(x, y) 

p(7, y) =7)(y,y) 

De manera similar se demuestra que 

p(x. y) = p(x x) 

así pues 
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p(L. t) = j)(d. q) = p(I. y) 

Y por 11ÍP2 

x=y 

M3) Sean x y E X. entonces 

d,) (x. y) = 2p(x, y) - p(x, ) - p(y, ) 

= 2p(y, L) - p(y, ) - p(L, ) 

= d(y,x) 

M4) Sean x y,z EX, entonces 

d(x,y) 2p(x, y) - p(x, ) - p(y, ) 

< 	2[p(x. z) + p(z, y) - p(z, z)] - p(x, ç) - p(y. ) 

= 2p(r,z)+2p(zy)-2p(zz)—p(x.q)—p(y,ç5) 

= 2p(x,z)+2p(z y) —2p(z,ç) —p(x,ç5)—p(y,5) 

d('L, !J) = 2p(x, z) - p('L 4) - p(z, b) + 21)(z, y) - p(z, ) - p(y. ) 

= d(xz)+d(zy) 

de donde 

d,, (x, y) <d(x, z) + d(z, y) 
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De todo lo anterior se tiene que (X d 	) es un espa io métrio basado 

Observación: Como en el teorema antenor. p(x, ) = p(x, x) y p(q ó) = p(. y) 

para todo . y c X, se tiene que 

d(x, y) - 2p(x, y) - p(x, z) - p(y, y) 

que es exactamente la métrica definida en el Teorema 2.2.4. 

Ejemplo 2.2.8 Sea (X. d ó) un aspaczo mtrzco basado y a E 

d(x 1 y) < a 

para todo x, y E X. Definamos la función 

p XxX—+R 

por 

d(x,y) —d(x,ç) - d(y,t5) 
p(xy)=a+ 	

2 

Probemos que (X,p) es un espacio métrico parcial. En efecto 

MP0 ) Sean x. y E X, entonces 

d(x.)<a y d(y.Ø)<a 
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por lo tanto 

d(ij)—d(x,5)—d(y ) 
1)(-T Y) 	(L+ 	

2 

d(r,y) —a - a 
2 

d(x,) >0 

2 - 

Además, note que 

p(x. y) - p(x x) = a 
+ 	d( 0) - d(y. 	[a + d(r, :L) - d(L ) - (1(, 0)] 

(!(1 y) 	d(:t,  ) - d(y, 0) 	a 	
—2d(x, 0) 

2 	 2 

—d(x,çb)—d(y )+2d(x,0) 
2 

d 'y 

p(x y) - p(x x) 

 

d(2 y) —d(y,çb)+d(z,) 

2 

d(y x)+d(x )—d(y.d) 
2 

> d(y,0) — d(y,0)  
- 	2 

De donde 
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p(t L) :5 P(,¿, y) 

MP2 ) Sean :L y E X tales que 

L) = p('L y) = p(y, y) 

luego 

	

a+ d(x, x) - d(x ) - d(x, Ø) 	d(x, y) - d(x, 	) - d(y ) 

2 	 2 

y 

	

d(x, y)  - d(x q) - d(y, ) 	d(y, y) - d(y, 	) - d(y )  
=0+ 

2 	 2 

de donde 

—2d(x. ) = d(x, y) - d(x, ,O) - d(y, ,O) = —2d(y, q) 

de donde 

y 

Así pues 

d(x, <b) =d(y,') 

d(x. y) - 2d(x, ) = —2d(x, Ø) 
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t=y 

= a + 
2 

(i(T, y) - (/(T ) - d(y. )  

= a + 
2 

d(x, z) - d, ) i d(z, y) - d(y, )  

=a+ 	
2 

d(x, z) + d(z, y) -- d(x, 5) - d(y, )  

d(t (1)=O 

lo que implica que 

MP3) Sean ' y E X, entonces 

d(x, V) 

dy.x) -- d(,, ç) - d(x, ó) 

	

—(1± 	
2 

= d(, x) 

MP4) Scan x y, 7 E X, entonces 

p(x,z) +p(z,y) —p(z,z) 

	

+ 	  
d(x, z) - d(x,) - d(z,) 

+a+ 
 d(z.y) - d(z,) - d(y,) 	[_2d (z c5)] 

=a  
2 	 2 	 2 

+ d(r.z)—d(x,ç) —d(z.5) +d(zy) —d(z ) —d(y,5)+2d(z,ç5) 

	

a. 	
2 

? 	
+ d(x, y) - d(., ) - d(y, ) = p(x, y) 
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De todo lo anterior se tiene que (X p) es un espacio niétrico parcial 

Por Ot fl) lado 

ç) 	+ 
d(b, ) - d(0, c) - 

2 

NI 

d(br) —d( çi) —d(i,p) 
p(0x)—a4 	

2 	
= 

de donde 

p( 	) - p(x, ) 

Por consiguiente 	,., x, para todo x E X, o sea que Ø 

conjunto parcialmente ordenado (X, ). 

Finalmente, por el Teorema 2.2 4., 

= 2p(x,zj) - p(x,x) - p(y,y) 

es el primer elemento del 

= 2a + d(x,y) - d(x,) d(y.p) —(1 

d(y,y) —d(y,) —d(y,) 
- a 

2 

d(x x) - d(x,G5) - d(x,Ø) 

2 

=d(x,y) —d(r ) —d(y,Ø)+ d(r,) +d(y.p) 

= d(x,y) 

Por consiguiente, d = d y (X, d) = (X d). 
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Ejemplo 2.2.9 Supongamos que queremos un, diseno de un juego de computadora 

vnfeiactivo basado en un espacio eucluleano, y los jugadores se mueven en el espacio 

El espacio en sí mismo podría ser modelado por un espacio métrico (X, d), y las 

posiciones de cada jugador en cualquier momento en el espacio se representa por un 

punto base. Uno de los tantos retos para los programadores del juego sería garantizar 

que todo el tiempo la visión espacial de cada jugador sea consistente con el espacio 

mismo, los cuales se muestran como uno en la pantalla del ordenador. Entonces el 

movimiento de cada jugador en el espacio podría ser modelado por una secuencia 

de la forma {(X, d. L)}O, a la que se puede asociar una sucesión de conjuntos 

parcialmente ordenados {(X, 	)}:°, para descrzbzr la insta cambiante del espacio de 

ese jugador. 

2.3. Espacios Cuasimétricos 

Luego de introducir los espacios métricos ponderados y las espacios métricos ba-

sados, introduciremos un tercer concepto el cual nos arrojara una nueva formulación 

equivalente para los espacios métricos parciales. 
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Definición 2.3.1 Sea X un conjunto no vacío y 

q XxX-91R 

una función q es una cuasimétrica si satisface las siguientes propiedades. 

Qj) O < q(x.j), para todo x,y EX 

Q2) Si x = y entonces q(x, y) = O, para todo x, y E X 

Q) Si q(r, y) = q(y, x) = 0, entonces x = y; para todo x y E X 

Q) q(x.z) q(x,y)+q(y,z), para todo x,y z EX 

Al par (X. q) se le llama espacio cuasimétrico. 
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Observaciones: 

• Note que en general las (uasimétricas no son simétricas Más aún, una cuasi-

métrica q es una métu¡ca si y sólo si q es simétrica 

• Toda métrica es una cuasirnétrica. 

• De los axiomas de métrica, las cuasimétricas cumplen con M0, M1  y 114 , pero 

no cumplen con 112  fi COfl M3  

• De los axiomas (le seudornétricas, las cuasimétrica.s cumplen (:Ofl S0, Si  y S4 . 

pero no cumplen con S3. 

• De los axiomas de pmétrica, las cuasimétricas cumplen con MP()  y MP4, pero 

no cumplen con MP2  ni con MP3. 

• De los axiomas de cuiasimétrica, las pmétricas, cumplen con Ql , Q y Q, pero 

no cumplen con Q2. 

Teorema 2.3.1 Sea (X, q) un espacio cuaszmétrzco y 	q la relación definida en 

X por 

X g Y 	q(,y)=O 
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Entonces (X q)  es un conjunto parcialmente ordenado 	q  se llama el orden 

parcial inducido por la cuasimétrica q sobre X. 

Demostración 

0P1 ) Sea .r E X, entonces 

q(x,x) = O 

por lo tanto x 	X. 

0P2 ) Sean .,¿ y E X tal que t 	y y y 	:t, luego 

q(x.y)=O y q(y,x)=O 

de donde 

q(x,y) = q(y,x) = O 

Por Q.3  se tiene que r = y. 

0P3 ) Sean x.y,z EX tal que x 	y y y q  z, entonces 

q(x,y)=O y q(y,z)=O 

Por Q4 se tiene que 

82 



(le donde 

q(",tj)+q(y,z)=O 

q(x z) = O 

Así 

a 	z 

De todo lo anterior se tiene que (X, ) es un conjunto parcialmente ordenado. 

Teorema 2.3.2 Sea (X, q) un espacio cuasimétrico y sean 

q* XxX —*R y qs XxX —+R 

las funciones definidas por 

q(x,y)=q(y,x) y qs(x,y) = q(x, y)+ q*(x,y) 

Entonces (X, q*)  es un espacio cuasimétrico y (X, Qs)  es un espacio métrico. Más 

aún, q* = q si y sólo si q es una métrica. 

Demostración 

Probemos primero que (X, q*)  es un espacio cuasimétrico 
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Q) Sean.¿, y E X, entonces por Q 

O < q(y L) = 

Q2) Sean t y E X tales que t y entonces por Q2 

O = q(y ) = q* (x, y) 

Q) Sean :i, y E X tales que 	y) = q(y ) = O, entonces 

q(y,t) = q(i,y) = O 

Juego por Q 

Q) Sean r y. z E X. entonces 

q(xz) =q(z,x) 

q(z. y) + q(y. 'L) 

= q(y, z) + q(x,y) 

q*  (x y)+q(y,z) 

De todo lo anterior se tiene que (X, q) es un espacio cuasimétrico 

Probemos ahora que (X,qs) es un espacio métilco. 
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vI0 ) Seall:i, y EX, entonces 

O : 	L y) ± (/(i. ti) = 	y) 

M1) Sea r E X entonces 

(]S (7-, i) = q(r 'r) + (1(r, 'r) = O 

M2) Sean x y E X tales que qs(x y) = O, entonces 

q(t y) + qt, y) 	O 

q(xy)+q(y,r)= O 

por Q' se tiene que 

Luego, por Q 

M3 ) Sean x. y E X, entonces 

q(x, y) = q(y x) = O 

x=y 

qs(x,y) = q(x,y) + q(x,y) 

= q(x,y) +q(y,x) 

= q(y, x) + q(,£, y) 

= q(y,x) ±q(y,x) 

= qs(y,t) 
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M4) Sean 'L yi z E X, entonces 1)01 Q 

z) =q(.?.3)+q(i. 2) 

- 	z) + q(z. 4 

<q(x y) + q(y z) + q(z y) + q(y 4 

=q(x,y) +q*(x,y)  +q(y.z)+q'(y,z) 

= q5 (z, y) + q(y, z) 

De todo lo anterior se tiene que (X, qs) es un espacio métrico. 

-'j Supongamos que q q. Sabemos que q cumple con M0, M1  y M4 . Probemos 

que q cumple con M2  y  M. 

M2) Sean 'r y  X tales que q(x,y) O, entonces 

O=q(r,y)=q'(xy) =q(yr) 

luego, por Q3  se tiene que .r = Y. 

M3) Sean x y E X, entonces 

q(x,y) = q(r,y) = q(y,x) 

De todo lo anterior se tiene que (X, q) es un espacio métrico. 

<-=1 Supongamos que q es una métrica. Sean x, y E X, entonces por ¡vi3  se tiene que 
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q(t, j) = q(y. ) = q* (a, ç,) 

Por lo tanto q - q 

Teorema 2.3.3 Sea (X. ) un conjunto parcialmente ordenado y sea 

q XxX—R 

la función definida por 

o 	si ry 

1 	si xy 

entonces (X, q) es un espacio cuaszmétrzco. 

Demostración 

Q) Sean x.y E X, luego por la definición de Q 

q(x,y)=O ó q(x,y)=1 

por lo tanto 

Q2) Sean x. y e X tales que x = y, entonces 
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(le (lOfl(le 

Q) Sean x y E Q tales que 

entonces 

luego por OP2  se tinen que 

Q) Sean x y, z E X, entonces 

q(x,y) =0 

q(3" y) = 	O 

x _-< Y y yx 

x=y 

u Sí x z, se tiene que 

O = q(x z) :5 q(:t y) + q(g, z) 

• Sí x 2< z, se tiene que 

q(T,z) = 1 
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luego si t 	J elil Onces 

z 

(le donde 

1=q('r,z)=q(x,y)+q(y z) 

De manera similar, si y -< z entonces 

x1J 

(le donde 

1 = q(x,z) = q(x,y)+ q(y z) 

Además, sí 

Xy y JZ 

entonces 

q(a,y)+q(y,z)= 1+1 

>1 

= q(x,z) 

De todo lo anterior se tiene que (X, q) es un espacio cuasimétrico. 

Definición 2.3.2 Un espacio cuasimétrico ponderado es una tripleta 

(X, q. 1 1) tal que (X, q) es un espacio cuaszmétrzco y 
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1 X—*R 

es una función que cumple con las siquzentes piopze4ades 

* OIx1, para cada xEX 

* lxi + q(x, ¿j) = IVI  + q(j z), para lodo x, y E X. 

llamada función de ponderación 

Teorema 2.3.4 Sea (X, q, 1 1) Ufl espacio cuaszmétrzco ponderado, y sea 

Pq XxX—R 

la función definida por 

pq(x.y) = IxI+ q(x,y) 

Entonces (X, p)  es un espacio métrico parcuil. 

Demostración 

MP0) Sean x y e X, entonces 

Q 	i1 = ixi+q(x,r) =Pq(T? x) 

además 
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pq(X '1)=1I+q(1 	= ki = 	jx+q(r y) 

de donde 

0—<P4ÇL  

MP2 ) Sean x. y E X. Asumamos que 

pq (x,x)= pq(X,y) = pq(y y) 

entonces 

= pq (.L,Y) 

xI+q(xx) = xI+q(xy) 

xl = ix+q(x,y) 

O = q(x,y) 

Además 

pq (y,y) = p(x y) 

II +q(yy) = xl+q(xy) 

ll = yI+q(y,x) 

O = q(y,2) 

De donde 
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t(.t ¿j) - (J(/ 'L) = O 

Luego por Q se tiene que 

x=y 

MP3) Sean x, y E X, entonces por la propiedad de la función (le ponderación se tiene 

que 

pq(X, y) = lxi + q(x y) = Ii + q(y x) = /)q(y x) 

por lo tanto 

pq(.t.y) = 

MP4) Sean x y, z E X. entonces 

= 

< ixi + q(x. y) - q(y. z) 

= x+q(x,y)+ ¡Vi +q(y,z)—yj—q(y) y) 

= 	pq Cr,  y)+pq(y z)_pq(y,y) 

de donde 

pq (x z) 	pq(X, y) ± Pq(i/' z) - Pq(Y, Y) 
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Por todo lo anterior se tiene que (X. pq)  es un espacio métrico parcial 

Teorema 2.3.5 Sea (X, p) un espacio métrico parcial y sean qp y 1 Ip las funciones 

definidas poi 

qp X x X —R, 1 Ip  X —*R 

qp(x,y) =p(r,y) —p(r,x) 

IxI 	= XX, x) 

Entonces (X, qp, 1 ) es un espacio cuasimétrico ponderado. Además, Pq = p, donde 

Pqp es la métrica definida en el Teorema 2.3.4, y p=qp• 

Demostración 

Q) Sean x y E X, entonces por MP0  

O —< p(i,y) - p(t,2.) = qp(t,y) 

Q2) Sean i, y E X tal que 'e = y, entonces 

qp(x,y)=p(x y) — p(x 'e) 

y como x = y, se tiene que 

q, (x, y) = v(x. x) - p(x, x) 
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así 

Q) Sean .t y E X tal que 

entonces 

de donde 

(I p(:Ly) = O 

7J) =q(y1 r) = O 

qp(r,y)=p(ry)—p(x r)=O 

p(r y) = p(r, x) 

De manera similar se obtiene que 

p(x, y) = p(y, y) 

p(x,x) = p(x,y) = p(y,y) 

por MP2  se tiene que 

x=y 

de donde 
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Q4) Sean 'L y z E X. Luego 

q1, ( -e. z) 
	

p(.r z) - p(x x) 

p(x ij) + p(y z) - p(Y. !J) - p(, 

p(x y) — p( x) +p(y z) — p(yy) 

- 	q(x y) + q, (y, z) 

De todo lo anterior se tiene que (X, qp)  es un espacio cuasimtrico 

Sea r E X entonces 

O p(xx) = Ixip 

• Sean x. y e X. entonces 

1 x + q,(x,y) 

Por consiguiente (X, (Ip, 1 1) es un espacio cuasimtrico ponderado 

Por el Teorema 2.3.4, 
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y) 	1» 	+ (Ip("- 1)) 

= XX, x) +p(x,y) - p(x,i) 

= p(x,y) 

Así pues, 

pQp = P 

Finalmente, 

4= XX, x)=p(x,y) 

4 

4->x -Qp Y 

Por lo tanto, ::p=: qp • 

Finalizamos este capítulo con un ejemplo que muestra que no todo espacio cuasimé-

trico tiene una función (le ponderación. 

Ejemplo 2.3.1 Sea X = {a.b,c} y definamos la función 

q  {a,b,c} x {a.b,c} —1R 

definida por 
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q(i ¿5) = O 	(j(I) (1) = 2 

(J(OL) = 1 	q(c a) = 1 

(/(b e) 	3 	q(c b) - O 

COfl 

para todo x E {a.bc}. 

Note que la función qsatisface los axiomas Q 1, Q2, Q3 y Q, por lo tanto ({a,b c}.q) 

es un espacio cuasimét rico. 

Veamos que ({o, b, e}, q) es un espacio cuasimétrico que no puede ser ponderado. En 

efceto, supongamos que existe una función de ponderación 

11 {a.h,c} -4 IR 

para q. Entonces 

lb¡ + q(bc) = ib! +3 

= (lb¡ + 2) + 1 

= (lb¡ +q(b,a)) + 1 

= (Ial +q(a,b))+ 1 

= Ial ± 1 
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- 1(11 + (/(( I () 

=icl  + q( a) 

ej + q(c b) + q(c, a) 

- (jcj + q(e b)) ± 1 

= (lb¡ ±q(b,c)) + 1 

lo que es una contradicción. ASÍ pues, el espacio ciiasirnétrico ({a, b c}. q) no se puede 

ponderar. 
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Capítulo 3 

LA TOPOLOGÍA DE LOS 

ESPACIOS MÉTRICOS 

PARCIALES 



En los primeros pasos, al icalizar estudios en espacios métricos, usualmente se em-

pieza discutiendo las propiedades topológica.s Por ejemplo, se mostraría que la noción 

de converqencza en espacios métricos se pueden expresar en términos de la topología 

En este capítulo se estudiarán las propiedades topológicas en los espacios métricos 

parciales y los espacios cuasimétricos, así como las relaciones entre estas topologías y 

los ordenes parciales inducidos por estas funciones También se est iidiari!in las relacio-

nes que existen entre las topologías inducidas por las pmétricas y cuasim(t ricas y las 

topologías que provienen de las métricas inducidas por estas funciones. Finalmente se 

estudiará la convergencia en estos espacios topológicos y se presentará una extención 

del teorema de la función contractiva en estos nuevos espacios topológicos. 

3.1. La Topología de los Espacios Métricos 

Parciales 

Definición 3.1.1 Sea (X, p) un espacio métrico parcial. La bola abierta de centro 

y y radio e > O se denota por B(x. e) y se define por 

B(x.e)={y€X p(x,y)<e} 
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La bola cerrada de centro a y radio E se denota por B(a ) y se define  por 

= {y E X p(x,y) 	} 

Observación: 	diferencia de los espacios métricos, algunas bolas abiertas en los 

espacios métricos parciales pueden ser vacías, por ejemplo, si existe un x E X tal que 

p(r, T) > O, entonces por el axioma MP0  se tiene que 

B(x,p(x,x)) =0 

Teorema 3.1.1 Sea (X, p) un espacio métrico parcial El conjunto de todas las bolas 

abiertas de (X, p) es base de una topología r sobre X. T es llamada la topología 

inducida por la pmétrica p, y se denota por r,. 

Demostración 

z. Note que 

X = (J B(x,p(x,x)+ 1) 
xEU 

u. Sean B(x, e) y B(y 5) dos bolas abiertas de X tales que 

B(xe) fl B(y,5) O 
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Sea u E B( ¿. ) fl B,,(y 6) y tomemos 

=p(a a)+nnn{e—p(a,x)j5—p(a q)} 

Supongamos que z E B(a, pa),  entonces 

p(z,a)<ij,=p(a,a)+niin{e—p(a x) 6—p(a y)} 

luego 

p(z, a) <p(a, a) + e - p(a, o) 

(le donde 

p(z, a) + p(a, x) - p(a, a) <e 

por lo tanto, por MP4  se tiene que p(z,x) < e y, por ende, z E B(x,e) 

De igual forma se prueba que z E B(y, 6). Por consiguiente 

z E B(x,e)flB(y6) 

y 

B(a,j0) c B,. (x e)flB(y,5) 

para todo a  B(x,e)flB(y,6). 

Finalmente, como a E B(a, Tia), se tiene que 
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U 	L3(u 'la) ( B,( L s) fl B,,( y ó) 

Por el Teorema 1.2 8. SO tiene que la familia 

	

13,, 	{B,,(x.E) / i€ X. E > 0} 

forma una base para una topología T. sobre X Mas p1ecusamente, la topología Y,, es 

la familia (le todas las un iones (le elementos (le 13,,. 

Ejemplo 3.1.1 Consideremos el espacio métrico parcial (IRt pmax) definido en el 

Ejemplo 2.2 2, entonces para s > O se tiene 

(a, E + prnax(a. a)) = 	E + a) 

= {b E R pmax(a, b) <e + a} 

={bElR max{a,b}<e+a} 

= {b E RI  b<e+a} 

E + a) 

Por lo tanto 

t3pmaz = {[O,E) 'E> O} 

es una base para la topología 
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Teorema 3.1.2 Sea (X p) un espacio métrico parcial y j/' la pflLétrca definida en 

el Teorema 2.2.1 Entonces la topoloqía inducida por p es la misma que la topoloqía 

inducida por i\ 

Demostración 

Sean r E X y E > O, probemos primeramente que 

B(x.E) = BA (x, 
1 0E)  

En efecto. Sea a E B(x, E), entonces 

p(x,a) <E 

luego, como la función 

es creciente en [O, oo), se tiene que 

[ (x)= 

E PA(X  a) 
= 1+p(x,a) < 1+E 

de donde a E BA 
( 1 

E 
) Así pues 

B(x E)ÇBA 
(XI 

1 E ) 

Sea b E BA 
( 1 :: ), entonces 
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E 

< 1+5 

j)(' b) 	E 

1-1-p(x b) 	1+5 

p(.b)+sp(b) <s+cp(x b) 

p(x b) < E 

de donde b e B(x s) Así pues, 

BA (x, 	B(x s) 

De todo lo anterior se tiene que 

B(s) B (x, 	
j 

1 

Sea ahora O < 6 < 1, entonces 

8 

1 —8 

= BA(x6) 

o sea que si O < 6 < 1, entonces 

BA(x6)=B(x 	 

Note que si 6 > 1, entonces 
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BA(a.Ó) = X = UBP(XP(T x)+ 1) 
EX 

Así, la topología inducida por p es la misma que la topología inducida por p' 

Teorema 3.1.3 Se (X, p) un espacio métrico parcial. Las bolas abiertas de la forma 

B(t.E) = {y EX p(t,y) <E) 

con E > O, generan la misma topología, que las bolas abiertas de la forma 

B,(x,)={yEX p(x,y)<p(x.x)+5} 

con 5> 0. Más aún, las dos familias son la misma, si se eliminan las bolas vacías. 

Demostración 

Esto es evidente, pues si tomamos O <p(í, x) <E, entonces 

= B(t,e—p(t zt)) y B,(a.e) = B(x,p(z,z)+E) 

Además, si 

entonces 

Así, si 



y 13={B,( e)/aEXe>O} 

entonces 

Teorema 3.1.4 Sea (X p) un espacio métrico parcial y sean a E X, x E B(a, e). 

Entonces existe un 6 > O tal que 

x E B(x (5)C B(a,e) 

Demostración 

Supongamos que x E B(a, e), entonces 

p(x,a) <e 

Sea 

(5= e —p(x1 a)+p(xx) 

entonces 6 > O. Además, como e > p(a, a) se tiene que p(a, .i) < 6. Por lo tanto 

x E B(x,5) 

Supongamos ahora que y E B(x 6). Entonces 

p(y,x) < 6 

p(y,x) < e — p(x, a) + p(x. x) 

p(y,z)+p(z,a)—p(i,x) < e 
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Luego, por ¡hP4  se tiene que 

p(y,a) <E 

de donde y E B(a ) Así pilés, 

X E B(x ) C B(a,E) 

Teorema 3.1.5 Sea (X, p) un espacio métrzcn paiza1. Entonces (X T) es un aspa- 

Demostración 

Sean x, y E X tales que x 5L  y, entonces por MP0  y MP2  se tiene que 

p(x,x) <p(x,y) ó p(y, y) <p(x, y) 

Supongamos que p(x. x) <p(x, y) y tomemos 

p(x,y)—p(x,x) 
>0 

2 

Note que x E B(a,E +p(i,x)); sin embargo, 

= 	—p(a 
e+p(x,x) 	

)
2 	

+p(xx) 

- p(x,y)+p(x x)  
2 

p(i,y)+p(z. y)  
2 



Por lo tanto, 

yB(i.E+p('i i)) 

Similar resultado se obtiene si suponemos que p(y. y) < p(x, ). 

Así pués, (X, T) es un espacio topológico To 

Los espacios métricos parciales no son, en general, TI  como lo muestra el siguiente 

ejemplo. 

Ejemplo 3.1.2 Sea X = N = {1, 2,1 } el conjunto de los números naturales y 

¡) NxN —*R 

la función definida por 

p(m, n) = max{m, n} 

Imitando los pasos seguidos en el Ejemplo 2.2 2, se prueba que p es una pmétrica 

sobre N. 

Note que si O <e < 1, entonces 
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B(n s + p(n n)) = B(n s + n) 

= {ni EN p(zn,n)<E+n} 

= {m EN nwx{m,n} <E+n} 

={mEN rn<E+n} 

= {l, 2,3, 	,n} 

Denotemos 

(1 n] = {1.2,3, 	n} 

Luego 

13={[1.n] nEN} 

es una base para la topología r sobre N. 

Observe que (N, r) no es T1, ya que si n > m, entonces para todo O E T tal que 

n E O, se tiene que m E O. 

Definición 3.1.2 Sea (X, ) un conjunto parcialmente ordenado. Una topología de 

Alexandrov sobre X es una topoloqía r que cumple con la siguiente propzedad 

xEO y ry entonces yEO 

para todo O E T y para todo r, y E X. 

La topología completa de Alexandrov sobre X es la topología 
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(OCX VI, EOVqEX S. :s <q=='qEO} 

de todas las clausuras ascendentes y se denota por -r.<. 

Observaciones: 

• Un conjunto parcialmente ordenado con la topología completa de Alexandrov 

• Un conjunto parcialmente ordenado con una topología (le Alexandrov no es 

siempre T0. En efecto, basta tomar la topología caótica en un conjunto parcial-

mente ordenado (X, ) con más de un punto. 

• Si r es una topología de Alexandrov sobre el conjunto parcialmente ordenado 

(X, ), entonces TCT.<. Recíprocamente si T es una topología sobre X tal que 

TCT.<, entonces r es una topología de Alexandrov. 

• Una base para la topología completa de Alexandrov sobre (X, ) es la familia 

B< ={{yEX xy}/xEX} 

Teorema 3.1.6 Sea (X, p) un espacio métrico parcial. Toda topología qenerada por 

una pmétrzca es una topología de Alexandrov. M.is precisamente, 
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i- , 

Demostración 

Es suficiente probar que para todo % E X N para todo e > O se tiene que 

B(x,e)—IJ{{z EX y-<,,z}  yE B(x e)} 

Sean x,y,z EX y e >0, tales que 

yEB(x,e) y Y p Z 

Entonces 

p(x 4 	p(x,y)+p(y,z)—p(y y) 

= p(t y) 

<e 

Por lo tanto z E B(r,e) y 

{z E X y 	z} Ç B(x,e) 

para todo y E B(-L. e). Luego 

B(z,e) = U{{z EX y ,, z} : yE B(x,e)} 

Esto implica que , Ç7,-< P ;  es decir T es una topología (le Alexandrov. 

Teorema 3.1.7 Sea (X p) un espacio métrico parcial. Entonces 
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T 	T,, 

si y sólo si para todo x E X ezste E > O tal que. 

B(x.) = {y x -<,, j } 

Demostración 

] Sea O E T, entonces 

o =U '<} 
TEO 

= UBp(x ) 
T€O 

E T,, 

De donde 

Luego por el Teorema 3.1.6 

] Sea x E X, entonces 

Luego, existe un > O tal que 

T..(  = T,, 

(y x -<,,y)E T 

x 	B,,(x,)Ç {y.x,,y} 
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P•m, como i. E B(.L E), se tiene que 

{y x ,, y} Ç B(x. c) 

Así piles, existe un e > O tal que 

B(  

3.2. La Topología de los Espacios Cuasimétricos 

Definición 3.2.1 Sea (X, q) un espacio cuaszmétrzco. La bola abierta de centro T 

y radio e > O se denota por B(x,e) y se define por 

Bq(x,e) = (y EX q(T.y) <e} 

Teorema 3.2.1 Sea (X, q) un espacio cuaszmétrzco. El conjunto de todas las bolas 

abiertas de (X, q) es una base de una topología r sobre X. T es llamada la topología 

inducida por la cuasimétrica q y se denota por Tq. 

Demostración 

i) Note que 
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X = 	Bq (.T E) 
'EX 

ti) Sean B. (xe) y B(y, ó) dos bolas de X y sea z € B. (x. e) fl 8,, (y, Ó) Tomemos 

rl = min{ - q(7', z), - q(y, z)} 

Sea a E B(z q), entonces 

q(z,a)<e—q(x z) 

de donde 

q(x, z) + q(z, a) < E 

por lo tanto, por Q4 se tiene que 

q(x,a) <E 

y 

a E B(x,e) 

De igual forma se prueba que a E B(y. ). Por consiguiente 

a E Bq(x,e)fl B(y,6) 
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y 

B, (z¡1)  Ç Bq (:t. E) fl 13, (y ) 

Por el Teorema 1.2 8 se tiene que la familia 

Bq  = {Bq( E) / t E X.E >0} 

forma una base para una topología T sobre X. 

Teorema 3.2.2 Sea (X, p) un espaezo métrico parezal y sea qp la cuaszTnétrica qene-

rada por p en el Teorema 2.3.5, entonces 

T = Tq Y  T<p= q,, 

Demostración 

Sea x e X y 5 > p(x, x), entonces 

B(x, E) ={yEX p(x,y)<E} 

={yEX p(x,y)—p(x,x)<E—p(x.x)} 

={yEX q(,y)<E—p(L,x)} 

= Bqp (x,E_p(x x)) 

SixeXy 0<E<p(x,x),entonces 
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B(a E) 0 

Finalmente, si x E X y J > O, entonces 

{y E X q,,(x y) < E} 

{yEX p(xy)—p(x,x)<E} 

={yEX p(x,y)<e+p(xx)} 

= B(: e+p(:t,a)) 

Por lo tanto r = 

Sean x,y E X, entonces 

p(x.x)= XX,  y) 

p('r,y)—p(r,r)=O 

q,,(x,y)=0 

a -<qp  Y 

De donde 

-.< =-< —p -qp 

Teorema 3.2.3 Sea (X, q, II) un espacio cuaszmét rico ponderado yseii ¡ la pmét rica 

generada por q en el Teorema 2.3.4.,  entonces 

Tg  = Tp Y q=p 
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Demostración 

Sea :c E X 'i E >1.7, CTltOIl(:CS 

= {y E X pq (x,y) <} 

={yEX lxI±q(x)<E} 

={yEX q(:t,y)<e—ii} 

Bq(x,E 	lxi) 

SixEXy O<Elxl=p(x,x),entonces 

B pq(XE) = 

Finalmente, si x E X y E > O, entonces 

B', (x, E) 

Por lo tanto Y, = Y. 

Sean x,y E X, entonces 

X pq  Y 

={yEX q(x,y)<e} 

= {y E X lxi + q(x, y) <E + lxl} 

={yEX pq (r,y)<E+Ixi} 

= B(x,E + lxi) 

< 	> pq (x,x)=pq(x,y) 

=> ¡ti + q(x,x) 	¡ti +q(x,y) 

< 	> q(x,y)=O 

< 	> 
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De (lOfl(le 

Teorema 3.2.4 Sea (X, p) un espacio métrico parcial y sea d la métrica qener(¿da 

por p en el Teorema 2 2.4,  entonces 

T p 	Tj,, 

Demostración 

Sea 

qp XxX —*R 

la función definida por 

qp(x, y) = p(x, y) - p(x, x) 

Por el Teorema 2.3.5, qp es una cuasimétrica. Luego por el Teorema 3.2.2 

TP  = 

Por otro lado, como 

d(.L. y) = 2p(t, y) - p(z, x) - p(y, y) 

= [p(x y) - p(x x)] + [p(y, x) - p(y y)] 

= qp(x, y) + qp  (y, x) 

luego, se tiene que 
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(/(.L q) 	(l(1, ¿j) 

para todo.,¿ y E X Poi lo tanto 

13d,,(t E) C D,(a,E) 

Esto implica que 7 Ç Td,, Por consiguiente T Ç Td,, 

3.3. El Teorema de la Función Contráctil para Mé- 

tricas Parciales 

En las secciones anteriores se han generalizado algunos conceptos de espacios mé-

tricas 

&

tricos a los espacios métricos parciales Como por ejemplo los conceptos de bola abier-

ta, bola cerrada, base para una topoloqía. Además, hemos visto como a partir, de un 

espacio métrico parcial se puede generar ya sea un espacio métrico o un espacio cua-

simétrico. 

Ahora se generalizará uno de los teoremas más familiares de la teoría de espacios 

métricos como lo es el teorema de la función contractiva o punto fijo Para ello se 

generalizara, de los espacios métricos a espacios métricos parciales, los conceptos de 

convergencia de sucesiones, sucesiones de Cauchy y espacios completos. 
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Definición 3.3.1 Sea (X, p) un espacio nutrzco pairzal Una sucesión (} de ele- 

mentos de X converge a un punto 	E X, si para cada E > O tal que 

x E B(x,E), existe un N > O tal que 

x E B(x E) 

para todo n > N. Está situación se denoto por 

límx=x 	6 x— x 
n->+00 

Esto es, {x} converge a x si este está eventualmente en toda bola abierta que contiene 

a t. Como 

8 = {B(t,E) / a. EX E> O} 

es una base para la topología T inducida por la pmétrica p, la sucesión {IL}  converge 

a x si y sólo si la sucesión está eventualmente en cada abierto (básico) que contenga 

a x. En particular, {x} converge a x si para todo € > O, la sucesión {x} está 

eventualmente en B. (x, E + p(x, r)) 

Definición 3.3.2 Sea (X, q) un espacio cuaszrriitrzco. Una sucesión {r} de elemen-

tos de X converge a un punto x E X, si para cada E > O existe un N > O tal que 

Xn E Bq (X,E) 
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para todo u > N. Esta situación se denota P07- or 

lím x,=x 	ó 	x—+x 
fl -4 + 30 

Como Como 

13={Bq(x.E)/XEX e>O} 

es una base para la topología T q  inducida por la cuasimétrica q, la sucesión {} 

converge a x E X si y sólo si la sucesión está eventualmente en cada abierto (básico) 

que contiene a x. 

Teorema 3.3.1 Sea (X, p) un espacio métrico parcial, {x} una sucesión de puntos 

de X y  x E X. Entonces 

si y sólo si, 

Demostración 

lím p(Xn,T) = p(r,x) 
fl-++0c 

] Como {x} converge a a, para todo e > O existe un N > O tal que 

X,, E B(x,e+p(x,x)) 

122 



para todo 'u > N. Por lo tanto 

O < p(x, y) 	J)(T?, 'L) < E + p(.i, ) 

(le (IOn(le 

O < p(Xn ,X) —p(i,x) <e 

para todo n > N. Esto implica que 

lím p(X x) = p(r 'r) 
n - 

=- Sea e > O. Como 

lírri p(x x) = p(x, x) 
71-40e  

existe un N > O tal que para todo n > N 

P(Xn ,X)P(X,X) <E 

p(x x) < e+p(x,x) 

Por lo tanto x, E B(x, e + p(x, x)) para todo n E N, es decir que la sucesión {x} 

está eventualmente en 	e + p(x, x)). Esto implica que 

lírn x = x 
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Definición 3.3.3 Sea (X p) un espacio méti ico parcial y sea { 't } una sucesión de 

elementos de X. El conjunto de todos los puntos límites de {x} se denota por L(x); 

o sea 

= {. E X :t,, -4 

Ejemplo 3.3.1 Consideremos el espacio métrico parcial (R+,  pmat) definido  en el 

Ejemplo 2.2.2. Para la sucesión (x } = { } se tiene que 

L(x) = [O, oo) = 

En efecto, sea x E R+ y E > O. Entonces 

Bpmax(, e + pmax(x, r)) = Bpmax (Xi E + 'r) 

={yER pmax(x,y)<e+x} 

= {y E R inax{a.,y} <e +.t} 

= {y E R . y < e + x) 

= [O,e+x) 

Por la propiedad arquimediana existe un N > O tal que 

para todo n > !\T, por lo tanto 
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E LO E+.t) 

de donde 

para todo n > V. Así 

y L(x) = (O oo) = R. 

E Bpmox(X e+prnaa(x,x)) 

Teorema 3.3.2 Sea {} una sucesión en un espacio métrico parcial (X, p) y sea 

x E L(x). Si y 	x, entonces y E L(x). 

Demostración 

Como y x, entonces 

PU, y) =p(y,:t) 

Aplicando la desigualdad triangular de p se tiene que 

P(Xn,y) :~ p(XX) +p(x,y) —p(x,x) 

para todo u E N. Luego 
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lírn p('l. 	.) + p(7 . 7J) - 
n -> +00  

Por otro lado. por iíP0  

p(y,y) :5p(t 11 y) 

para todo n E N Por lo tanto 

p(y,y) < límp(x,y) 
fl-)OO 

De todo lo anterior se tiene que 

lírn p(Xn y) = p(y, y) n-+oc  

Luego, por el Teorema 3.3.1. 

Por consiguiente y E L(x) 

Definición 3.3.4 Sea (X, p) un espacio métrico parcial. Una sucesión {x} de puntos 

de X converge propiamente a x E X Si {x} converge a x y si 
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líiu p(:t,, t) = p(' z.) 
fl - 

En otras palabras por le Teorema 3.3.1, una sucesión (z) en un espacio métrico 

parcial (X, p) converge propiamente a r E X si los siguientes límites existen 

lín P(X,t  x) y 	lím P(X,L  X L ) 
IL40C 

y además 

líni p(-c,, x,) = lírn p(-r, r) = p(.r. r) 
fl-40C 	 fl—OO 

Teorema 3.3.3 Sea (X, p) un espacio métrico parcial, {x4 una sucesión de puntos 

de X y x E X. Entonces, {x,L } converqe propiamente a x si y sólo si 

límq(x,x) =0= límq;(xx) 
fl-400 	 fl-400 

donde qp y q son las cua9zmétrzcas definidas en los Teoremas 2.8.2 y  2.8.5. 

Demostración 

==1 Supongamos que {x} converge propiamente a x E X. Entonces, 

líin p('i., 	= ¡)(% i) 	y 
n 

líin p(X j, 	= líun P(X,L, ) 
n—*oo 	 u—loo 

por lo tanto 
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líju (p(, tU) - p(t, ij) = O 	y 
n -3o 

líl 
> 1 o c 
	- ¡)(t,, :L))= O 

,i— 

es decir 

líni (/p( T T7 ) = O 	y 	lírn qp(rn , x) = O 
fl >30 	 fl40C 

Así 

IÍITI (jp(X,Xn) = O 	y 

< 	1 Supongamos que 

límq,(x,x) = O 
fl ->Do 

líin qp(x,xn ) = O = lím q(x,x,L ) 

entonces 

lím (p(x,x)—p(x,x))=O 	Y 
IDO  

Por lo tanto, 

lím (p(x,,  x) - p(x, X TL )) = O 
7) ->130 

JÍiii (p(x,Xn) 

lÍfll (p(X,Xn ) 
fl-4+00 

Además 

—p(x x)) ±p(x,x) —p(xx) 

—p(x.x)±p(x7 x)) 	p(x,x) 

hin p(a, x) = p(i, i) 
7) )+00 

lím p(Xñ.X) 
fl-4+00 

=p(x,x) 

Iím p(x,, x) - T1-1(p(x7). x) - p(X, x7) )) = lírn p(x,  x) 
n—*+Oc 

lífli (&n, X) P('n x) 4p(x,x7))) =p(x x) 
7)-> + 30 

Ifin P(J-,2, IP) ) = p(x t) 
PL 
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así pues, 

líni p(x,, x,L) = lírn (X,,, 	= p(x. y) 
Ij-4+00 	 n—H-oo 

Esto implica que la sucesión {x } converge propiamente a x. 

Teorema 3.3.4 Sea (X. p) un espacio métrzri parcial y {x } una sucesión en X que 

converqe propiamente a x e y, entonces x = y 

Demostración 

Sea E > O. Como {x,, } converge propiamente a :t e y, existe un N > O tal que 

O <— p(xn,y) — p(y,y) < 

O <— p(x,4,x)—p(x,x) < 

p(x,v) —p(y,y)I < 

para todo n > N Por lo tanto, por MP4  se tiene que 

O < p(y,x) —p(x,x) :5 p(y,xn) +P(Xn,X) p(Xn,Xn ) — p(x.x) 

= p(y, i,,) - p('i,, i,) + 	,) - p('L, i) 

=p(Xn,y) P(Xn, Xn) + P(Xn, X) p(x,x) 

= [p(x,, y) - p(i,, )1 + [p(y, y) - p(x, x)1 + [p(Xn  X) —p(x.x)1 

[p(x,,,y) — p(iii)] + Ip(x,r) —p(y1v)I + [p(X,X) —p(x,x)] 

3 3 3 
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Esto implica (P1C 

es decir, 

p(y 1) - p(x ) = O 

p(x. x) = p('r ,) 

Por consiguiente, x ,. y. 

De igual manera se prueba que y 	x. Luego, como 	es una relación de orden 

parcial, se tiene que a. = y. 

Ejemplo 3.3.2 Con.szdeirmo.s la sucesión { } 	definida en el espacio métrico par- 

czal (R- ,pmax), estudiada en el Ejemplo 3.3. 1. 

Recordemos que 

Note que 

por lo tanto 

L () = [0. co) - 

pntui. (, ) = rnaa. {!, !} - 1 

límpmax(,fl = lím 1 = 0 
n—+00 F2 wn 
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\sí pues 

líni ¡finaL (- O) = líni ¡niut.t ( 	) = O = pl)Ui'(O. O) 
It—'oo 

o sea que la sucesión {} converge propiamente a x = O. Note además que SI x > O, 

entonces {-L} converge a x, pero no propiamente 

Observación: De los Teoremas 3 3.2 y  3 3 4 se deduce que si {i 4 es una sucesión de 

puntos en un espacio métrico parcial (X. p) que converge propiamente a y, entonces 

L(x)={xEX X p y} 

o sea que y ese! elemento máximo de L(x) En efecto, supongamos que {x} converge 

propiamente a y e x E L(x). Luego 

lím p(x x) = lím p(x,, y) = p(y, y) 
,i-+OO 	 74-+OC 

hm P(Xn . Y) = p(x, x) 
rI—)OO 

Por lo tanto 

p(x, x) :5 p(x, y) :5 p(x, x) + p(x, y) - p(x, x) 

para todo n E N. Esto implica que 

p(x, r) <p(r, y) < lím [p(r,x,) + p('r y) - p(x.x)] 

p(x, x) + p(y, y) - p(y, y) 

= p(:t, x) 
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Por con.sigliiente. 

p(x,x) =p(vy) 

y a - y. Así 

L(x?L ) = { x E X x 	y} 

Ejemplo 3.3.3 Sea X = (O oo) y denotemos la función 

pmaa X x X - IR 

pnzax(a. b) = max{a, b} 

Similarmente al Ejemplo 2.2.2 se prueba que (X pmo'x;) es un espacio métrico parcial. 

Consideremos la sucesión 
{1}D0 

 en X. Siguiendo un análisis similar al usado en el 
71 n=1 

Ejemplo 3.3.1, se obtiene que 

L() =(O,co) 

Sin embargo, la sucesión {} no converge propiamente en X. 

La siguiente definición generaliza la noción de sucesion de Cauchy a los espacios 

métricos parciales. 
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Definición 3.3.5 Una sucesión {¿J en un espacio mitrco parcial (A' p) es de 

Cauchy si existe un a > O tal que para todo e > O eizste un !V > O, tal que 

- al <e 

para todo n, m> N. 

En otras palabras, {x} es (le Cauchy Sj p(Xn ,Xrn ) converge a algún a E RI cuando 

n y m se aproximen al infinito; esto es, si 

lím p(Xn ,Xm) = a 

Note que sí (X, p) es un espacio métrico entonces a = O, ya que en este C&SO 

0= límp(r,x)= lím pn (xn,xm)=a 
11-430 	 1i'+30 

Ejemplo 3.3.4 Consideremos el espacio métrico parcial (IR+  ,pmax) del Ejemplo 

3.2.2. Definamos la sucesión {x} ° , en R por 

= 3 + (-1)' 

Sea 'L > 4 entonces 

pmax(x, x) = max{3 + (-1)", x} = x = pmax(x, x) 
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por lo tanto 

líiii /flui(Ll(.L, 	i) = pri aj(a L) 
u -4O 

Esto implica que x E L(x) y 

1 4,°°) c L(x1) 

Si 2 < x < 4, entonces se tiene que 

4 	, sinespar 
pinax(x,x) = max{3+ (_1)hl ,x} = 

X 	, si n es impar 

luego 

lÍmprna'r('r.T) 
fl 

no existe. 

Si O < x < 2, entonces se tiene que 

pnlax(x, x) = rnax{3 + ( 1)?L ,  x} = 
4 	, si n es par 

2 	, si n es impar 

lím prnaT(x x) 
n -400 

luego 

no existe. 

De todo lo anterior se tiene que 
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y 

L(c,) 	[4.00) 

pmax(x,z,4 ) 3 + (-1) 

límpmax(x,x) 	lím [3+ (-1)'] 
fl-+øo 	 j-+00 

no existe. Esto implica que la sucesión no converge propiamente. Más aun, como el 

límite 

líin prrwx(x, x) 
m.n-40c 

no existe, la sucesión {x} ° 1  no es de Cauchy. 

Observaciones: 

Las sucesiones estacionarias son propiamente convergentes y de Cauchy en los 

espacios métricos parciales. 

• Las sucesiones de Cauchy en un espacio métrico parcial no son necesariamente 

convergentes. 

• Las sucesiones convergentes en un espacio métrico parcial no son necesariamente 

de Cauchy. 
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• Las sucesiones de Cauchv convergentes en un espacio métrico parcial no son 

necesariamente propiamente conver gentes 

Teorema 3.3.5 Sea {x} una sucesión en el espacio métrico parcial (X p). Si {x,} 

es propiamente convergente, entonces { x, } es de Cauchy 

Demostración 

Supongamos que {x} es propiamente convergente a x E X. Entonces 

límp(r r)= lím p(x,x)=p(r,x) 
fl—)O 	 fl-40C 

Para todo n m E N se tiene que 

p(Xn,Xn) 5 p(Xn  rn) P(Xn ,X) +P(X.Xm)  —p(x,x) 

Por lo tanto 

Hm p(X i  x) :5  hm p(x, Xm) 
fl-400 	 fl,m—)oO 

p(x. x) :5 lím p(Xn, x) < 
n,m-,00 

de donde 

lím (p(Xn, x) + p(X Xm) - p(x, x)) 
74,fl&-+OO 

p(x,x) +p(x.x) —p(x x) 

lím P(Tn,Xm) =p(x,x) 
n,m-4oc 

Así pues, la sucesión {x} es de Cauchy. 
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Teorema 3.3.6 Sea { i,, } una .suce.szón de Cauriiy en e) espacio métrico parcial (X ji) 

y x E X. Si x e L(a) y 

ifin  
n,nz—oc 

entonces {x,,) converge propiamente a x. 

Demostración 

Como 

Iím P('n.'ni) = p(x,x) 
n,m—*oc 

se tiene que 

1ímp(x,x) =p(x x) 
7L400 

Luego como 

lím P(Xn  r) = p(r, r) 
fl-400 

se tiene que 

Iím p(X n. x) = lím P('n,  x) = p(x, x) n-+oc 	 n—,oc 

Por lo tanto {r} converge propiamente a x. 

Observación: Si {x,} es una sucesión de Cauchy en espacio métrico parcial (X, p) 

tal que 
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¡ñu /)(a,g  'L,,) 	P( ,, - 
n,rn- 

para algún e E X, no se puede asegurar quela sucesión {x} converge a 'e en (X p) 

Basta tomar una sucesión {r,} de Cauchy no convergente en un espacio métrico 

(X, d) no completo. En este caso 

lím &n 'm) = p(i, x) = O 
ji m—+oc 

para todo ' E X 

Así pues, la condición x E L(x) en el Teorema 3.3.6 es necesaria. 

Ejemplo 3.3.5 Consideremos la sucesión {}°' en el espacio métrico parcial del 

Ejemplo 3.3.3. Entonces 

líiuu p7ltU2(3..n, •LTfl) 
=m—oo  

IÍILI !IULL { 
' _L} = O n m =J 

por lo tanto {} es una sucesión de Cauchy en X y L () = (O.00) = X. Pero la 

sucesión (-1) no converqe propiamente en X. 

Así pues, las sucesiones de Cauchy converqentes no son necesariamente propiamente 

convergentes. 

Teorema 3.3.7 Sea {x} una sucesión en el espacio métrico parcial (X, p). Los si-

guientes enunciados son equivalentes 

138 



e.' de Cauchy en (X p) 

ti) {x } es de Cauchy en el espacio métrico (X de), donde (I,,, en donde d es la 

métrica qenerada por la pmétrzca p. 

Demostración z ==> it) Supongamos que {x} es una Sucesión (le Cauchy en (X. p), 

entonces existe un a > O tal que 

lím p(x11 , x flL) = a 
7t,71L-400 

por lo tanto, 

lím p('ra, x) = 

Ahora bien, como 

se tiene que 

fl-*OO 

d(x, Xm) = 2p(x, Xm) - P(Xn, x) - P(Xm. Xm) 

Hm dp(xn . Xm) 2aaa0 

Esto implica que {x} es una sucesión de Cauchy en el espacio métrico parcial (X, dr). 

it ==> z) Supongamos que {x} es una sucesión de Cauchy en el espacio métrico parcial 

(X, d,,), luego 

lím d(x, Xm) = O 
fl ni-+oc  

(1) 
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Note que 

p(x,, i) < 

p(X n . i 	- p(x,,, x 1) < p( x,, x,) + (1)(':" t,) - p(X n  'em)) - p(rm , c,,) 

p(i.,,, i,,j 	< 2p(:t,1. i,j - p(a,, 't 	- p(:t t . Lm ) 

luego 

- 	x,,) < 	aS,» ) 

	

(2) 

para todo n. ni e N 

Por otro lado 

2p(1,,j t 7,1 ) < 

—2p(xn ,xm ) + p(Xn Xn) -i-p(x,x,) < p(x,,,x) — p(x,:r) 

—(2p(x.x) - p(I,i , xn ) - p(xm , im)) <p(In.In) - P(Xrn,Xrn) 

luego 

—d(x 1, x,,) 	p(X n  x,) - p(X nz , x,) 
	

(3) 

para todo n. rn E N. 

De (2) y (3) se tiene que 

p(rn ,.rn) 	P(Xm , Tm) l 
	

(4) 

Por (1) y  (4) se tiene que {p(Xn, x)} es una sucesión de Cauchy en 	es decir, 
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hin p(., t) = a E R 4  

Ahora bien, corno 

(l p(l L ,X flL ) = 2p(1n.X,n) P(Xn,Xn) p(X,n  Xm) 

se tiene que 

O = 	Iím d(,,  ;») = lírn (2p(r, Tm) - p(T n. Tn) - P(Trn, i m )) 
Ti m-40C 	 M-+00  

= 2 líin p(a,t,,) - 2a 
Ti 78 -400 

por lo tanto 

lím p(Xn Xm) = a E iR 
TITfl-9OC 

Esto implica que {:t,} es una sucesión de Caucliy en (X, p). 

Teorema 3.3.8 Sea {x,} una sucesión en el espacio métrico parcial (X, p), entonces 

los szqnzentes enunciados scrn equivalentes 

z) {x8 } es de Cauchy. 

u) Para todo E > O existe un N > O, tal que 

p(Xn  Xm) - P(Xm, Xm) <E 

para todo ra, a > N. 
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Demostración 

¿') Sea {x,} una sucesiúii (le Caucluy y sea 	> O Entonces existe a > O 

h > O tal que 

p(r,L , X,fl ) — al < 

para todo m,n ? k. Por lo tanto 

< 

para todo in > h. 

Sean ri, rn > k. entonces 

O 
	

p(xn, Tm) P(X,n  T m ) 

= IP(Xn,Xm) p(Xm,Xn&)l 

p(x,, x,,j - a! + p(x,,. X,fl) — al 

i) Sea E > O. Entonces existe un k > O tal que 

O <p(T71, T rn ) - P(Tm, T m ) < 

para todo ni, n > k. Note que 

— 	<O p(X, Xm) — p(X,n . 'm) < 

Por lo tanto 
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para todo in, ¡1 < k. Luego 

	

I&,1, x) - p(x,,, x,,) 1 	< Ip(x,, x,,) - p(x,,. x,,,) + Ip(x,,, x,75) - p(x,,5 . x,,, ) 

<e 
2 	2 

para todo ni n > k Esto implica que {p(X n . .r)} es una sucesión (le Caiichy en IR+. 

Por consiguiente, existe un a < O tal que 

Hm p(Xn,Xn) = (1 
fl-+ 00 

Probemos (Pie 

lím p( x75 , Xm) = lím P(Xn , x) = a 

En efecto sea E > O. Entonces existe un k > O tal que 

Ip(x,s.:cm) 	p(X,n  Xm)I < 12  

p(x,1, i,,) - (LI 	< 

para 1.0(10 fl, m > k. Luego 

	

Ip(L, x,,) -al 	Ip(x,4. Ln5 ) -p(2-  n p(.z,1 	 + p(x,,5 , i,SL) -al  

para todo Ti, fi > k. Así pues 

lím p(xn ,xvn ) 	a 
IL,Tfl + 
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y {-} es una sucesión de Cauchy. 

Definición 3.3.6 Un espacio métrico parcial (X p) es completo si toda sucesión de 

Cauchy en X converqe propiamente 

Teorema 3.3.9 Saz (X. p) un espacio métrico parcial (X p) es completo si y sólo 

si (X, d) es completo. 

Demostración 

Es consecuencia directa del Teorema 3 3.7. 

Teorema 3.3.10 Sea (X, p) un espacio métrico parcial. X es completo si y sólo si 

para cada sucesión de Cauchy {x} de elementos de X existe un x E L(x) tal que 

lím p(n,Xm) p(x, t) 
n,m-4oc 

Demostración 

Es consecuencia directa del Teorema 3 3.6 

Ejemplo 3.3.6 Consideremos el espacio métrico parcial (R+.  pnzax) del 

Ejemplo 2 2.2. Sea {x} una sucesión de Cauchy en R+,  entonces existe un 

aER=[O,+oo) tal que 
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liiii /)F!U1 L(:,, ¿,,,) = (1 = ntiai(a a) 
n ni ->De  

Sea > U, entonces existe un .V > O tal que 

pmax(x 1  x) - al = Jnzax{x,x,} - al <E 

para todo n, rn 2  N Luego 

a - E < rnax{x x,} <E + a 

para todo n, n. > V En particular 

a - E <Xn  <E + a 

para todo u > N. Por lo tanto, 

a - 	< :,, < rna:t{t7 . a.} < E ± a 

y 

—E <pnlax(x,a) - a < E 

para todo a > N. Esto implica que 

lím pmax(x, a) = a = pmax(a a) 
fl—)OO 

Así pues 

límprnax(x,.x) = límpinax(x,a) = pmax(a,a) 
7L4 
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es decir, {'L} converge propiamente en (R ¡niiai) Por consiguiente. el espacio mé-

trico pai cial (R+ pinax) es completo. 

Ejemplo 3.3.7 Consideremos el espacio métrico parcial (R+, pmar) donde 

X = (0, 00). 

En el Ejemplo 3.3.5 se probó que { - } es una sucesión de Cauchy que no es propiamente 

convergente en X. Por lo tanto, (R+,pmax) es un espacio métrico parcial que no es 

completo 

Por otro lado, note que (X, 	es un subespacio incompleto del espacio topológico 

completo (IR+, Tprnaz) 

Además, como 

Bpm (O.p(O,O) +E) = Bpmax (O,E) = [0, E) 

se tiene que 

Bprnax (O.p(O,O) +e) n  y 0 

para todo E > O. Esto implica que (X,pmax) es un suhespacio denso de (R,pmax). 

Así pues, podemos decir que (R. pntaz) es la completación del espacio métrico parcial 

(X, pmax). 
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Ejemplo 3.3.8 Gonszdereinos el espacio métrico parcial (S U S PS) definido en el 

Ejemplo  2.2 1, o sea que 

p({x,L}:o, {n}:0) 

Ps 

= 

(S*uSw) x (S*uS) 

	

1 	 ,5i 

1 
si 

2' 

	

{ 
o 	 si 

—*R 

Vi < k, x 

Vil 

lo 	L y 

x, = y, 

J8 = yn 

Sea {il} 0 una sucesión de Cauchy en S U S. Entonces existe un a E R, O < a < 1 

tal que 

lím p(xn, xm)= a 
fl,7fl-, 

* Supongamos que 1 <a ~ 1. 

Luego existe un N > O tal que 

p(x,rm) > 

para todo n, rn > N. Por la definición de p se tiene que 

p(xn,xm) = 1 

para todo n, m > N. Esto implica que 

p(x7 ,x) = 1 
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para todo n > A', lo que es una contradicción Así, 

O <a 

* Supongamos que<a 

Luego existe un A' > O tal que 

<p(x' xm) < 1 

para todo n. ni> N. Por la definición de p se tiene que 

p(r", Trn) = 1 

para todo n,m > N. Esto implica que 

p(x,f) 

para todo n ? N. Por consiguiente, 

(x) 

es una sucesión finita con un solo término, para todo n > N 

Además corno 

p(f , Tm) = 
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para tO(lO ti. 111 > Al, se tiene 

r In 

o 	o para tO(lO n, ni ? iV 

Esto implica que {x,}-  ,'es una sucesión estacionaria y, por ende, ella es Pro-

piamente convergente. 

* Sea k > 2 tal que 

1 	 1 
rT a_ 

Similar al caso anterior, se tiene que existe un N > O tal que 

P1 
(

X 
 fl 1 rn) - 1 

para todo n, 7n > N. Esto implica que 

p(17L •x fl)  = 

para todo n > N Por consiguiente 

X = (x n 

para todo n > N. Además como 

p(x 71 x)  = 
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para todo r m ? N, se tiene que .t!' = 1m para todo para tO(lO n m > N 

Por lo tanto, {x" }es una suc esión estacionaria y, por ende convergente. 

* Finalmente supongamos que o = O 

Luego para cada k > 0, existe un NA tal que 

:Nk) < 

para todo n?  iV. Esto implica 

para todo n > NL 

Considere la sucesión 

r -- (rNu r,  N. 	x, ) E S' C S U S 

Como 

Xn = XNX , para todo n > 

se tiene que 

p(r', ) < para todo n > Nk  

Sea E > 0, entonces por la propiedad arquimediana existe un k > O tal que 
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por lo tanto 

O < p(x x) < E 	para todo n > Nk 

esto implica que 

líiii p(f. :i.) = O 

Así, x E L(x) y 

Hm p(x, x") = a = O = p(x, x) 
fl-400 

Por el Teorema 33.6 se tiene que 	converge propiamente a x. Así pues, 

(S u S',pg) es un espacio métrico parcial completo. 

Definición 3.3.7 Sea (X, p) espacio métrico parcial, una contracción en X es una 

función 

f x-,x 

para la que existe un c E [0. 1), llamada constante de contracción, tal que 

p(f(x).f(y)) c  XX, y) 
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paiü todo .L 1 E X 

Teorema 3.3. 11 ('hoi-eiria de Matthews, Sea (X. ¡4 un espacio métrzco parcial com-

pleto ?J 

f x ->E 

una función contractiva, entonces existe un único :z. E X tal que 

f(x)=x 

y además p(x,x) = O. 

Demostración 

Sea (X, p) un espacio métrico parcial y 

f X—*X 

una función contractiva con constante de contracción c. Sea u E X y probemos que 

la sucesión {fl(u)}  es una sucesión de Cauchy. En efecto 
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p(jn+t+l (u) ]n()) 	¡)(jfl+A+i (y) jn+l(i,)) + p(j"(n) iLeu)) 
- p(jfl+k(v ) jn+&()) 

c"'p(f(u) u) + p(fn+k(u) f"(a)) 

< c'+'p(j(u), u) + p(f"(n), ffl+$-1 (u)) + p(jn+k_1(71 ) , jfl(u)) 

_p(fn±k_l(u), fn+k_i (u)) 

c''p(f(a), u) ++k_Ip(f(a). ti) +p(f' -1 (a), f'(u)) 

< cp(f(u) u) +c'''p(f(uLu) + 
	

+ cp(f (u), ti) 

+p(jhl(u), f'(u)) 

de donde 

l)(ffl+k+l( l) ffl(11)) < (n+k + _+_1 + 	+ C')p(f(u), U) + ('j)(U u) 

~cn[(ck+c 	+ 	+1)p(f(u),u) +p(u,u)] 

1 - ck 
	)p(f(a)u)+p(ua)] 

Esto implica que la sucesión {f '(u)} es de Cauchy. 

Ahora, como (X, p) es un espacio métrico parcial completo existe un a E X tal que 

límp(f'(u),f'(u)) = límp(f(u),a) =p(a,a) 
71-400 	 n-+oo 

Note que para todo n E N 
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p(a (J) 	líiu p(J "(u), J"(a)) = IíIIL t"p( u u) = 0 
7, 	 n-4 D0 

por lo tanto 

lím p(f"(u), f"(u)) = lírn p(j "(u), o)= p(a (t) = O 

Ahora bien. (:OrnO 

O <p(f(a), a) <p(f(a), f"" ()) ± p(f z i '(fl) a) 	p(fn (?J) ffl+1 (ii)) 

se tiene que 

O < p(f(a).a) <cp(a, [72(u))  +p(f"(u),a) _p([n±k(n) [72+1(n)) 

para todo n E N. Por lo tanto 

O < p(f(u) a) 	líiu [C p(a, f(u)) + p(ffl (u), a) - p(jn+I 
(a), n l  ( u))] 

es decir 

Ahora bien, como 

se tiene que 

p(f(a),a) =0 

O < p(f(a),f(a)) <p(a,a) = O 

p(f(a) f(a)) 	O 
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Así, 

p(a a) = p(f(a), a) = po (a), f(a)) = O 

Luego, por MP2  se tiene que 

[(a) = a 

Probemos ahora que el punto fijo es único. En efecto, sean a b E X tal que 

f(h) y a=j(o) 

entonces 

p(a. b) = p(f(a), f(b)) < c p(a b) 

como O < c < 1, se tiene que 

p(a, b) = O 

luego por MP0  

p(a, a) = p(a, b) = p(b, b) = O 

entonces, por MP2  

a=b 
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lo que se quena probar 

Hemos extendido el teorema de contracción o plinto fijo a los espacios métricos parcia-

les Esto además nos (la una característica adicional: el plinto fijo z tiene auitohstancia 

igual a cero, es decir p(x. x) = O, que aunque trivial en espacios métricos, pueden ser 

útil para realu7ar ra2onamlentos sobre conjuntos parcialmente ordenados encontrados 

en las ciencias de la computación. 
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

A través (le los resultados probados en este trabajo se ha COricIui(1O que 

* Las bolas abiertas CII los espacios métricos parciales y los espacios cuasimét ricos 

forman una base para una topología sobre estos espacios. 

* La topología y el orden parcial asociada a los espacios métricos parciales estar) 

estrechamente relacionados la topología y el orden inducidos por las duasime-

tricas 

* Las sucesiones son suficiente para caracterizar el concepto de completitud en los 

espacios métricos parciales. 

* Existe un teorema sobre punto fijo para funciones contractibles definidas s» 

bre espacios métricos parciales completos, similar al que existe en los espacios 

métricos completos. 

Recomendamos a los futuros estudiantes de maestría en matemática pura que si-

gan investigando otros conceptos topológicos sobre los espacios métricos parciales y 

cuasimétricos. Como por ejemplo- 

* La continuidad 

* La compacidad 

* La conexidad 

* La completitiid 

* La compactificación 
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