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Resumen

En el presente trabajo se mochfica el axioma de separacidn de los espacios métricos
para introduar los espacios métricos parciales, en los cuales la autodistancia no es
necesariamente cero Tambuén se definen los espacios cnasimétricos v se estudian las
propiedades topologicas de estos nuevos espacios Se define una relacion de orden en
estos espacios la cnal permite identificar su topologia con las topologias de Alexandrov
de los conjuntos parcialmente ordenados Posteriormente se itroducen las nociones
de convergencia, sucesiones de Cauchy y espacios completos
Se desarrollan una serie de ejemplos que ilustran los conceptos introducidos y a la vez
sirven como contraejemplos para mostrar la independencia de las defimciones presen-
tadas
Finalmente se prueba un teorema del punto fijo para las funciones contractiles defi-
midas sobre espacios métricos parciales completos

Summary

In this work the separation axiom of metric spaces are modified to introduce partial
metric spaces, in which the auto distance 1s not necessarily zero. Quasi-metric spaces
are also defined and their topological properties are studied An order relationship 15
defined in  these spaces that allow ther  topology to  Dbe
identified with the topologies of Alexandrov of partially ordered sets.

Subsequently, the notions of convergence, Cauchy sequence, and complete spaces are
introduced

A number of examples that illustrate the introduced concepts were developed that also
serve as counterexamples to demonstrate the independence of the
definitions that are presented.

Finally, a fixed-point theorem is proven for the contraction mappings defined over
complete partial metric spaces.



INTRODUCCION

Nuestro centro de estucho son los espacios métricos parciales, los cuales son una
generalizacion de los espacios métricos
Los espacio métricos fueron introducidos a principios del siglo XX por el mateméa-
tico francés, Rene Maurice Frechet en sus tesis doctoral Los espacios métricos estan
formados por un conjunto no vacio y una funcion. A esta funcion se le conoce con el
nombre de métrica o distancia y por lo general se denotada con la letra d

Al igual que en los espacios métricos, los espacios métricos parciales estan formado
por un conjunto no vacio y una funcion. A esta funcién se le conoce con el nombre
de pmétrica, 1a cual toma dos puntos del conjunto v la lleva a un niimero real no
negativo
En los espacios métricos parciales la pmétrica de un punto a el mismo no es necesaria-
mente cero Esto provoca una reaccion en cadena, pues para homologar los axiomas
de métrica hay que realizar cambios sustanciales en los mismos
Se mostrara como a partir de espacios métricos parciales se pueden construir espa-
cios métricos y espacios cuasimétricos. Ademas, cémo a partir de espacios métricos
y espacios cuasimétricos se pueden construir espacios métricos parciales. Ademas se.
mostraran, algunos ejemplos de espacios que cumplan estas situaciones.

Se presentaran las propiedades, teoremas y situaciones que se mantienen o se pue-
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den homologar de los espacios métricos a los espacios mérncos paiciales. En particular

se le daran respuestas a las sigunetnes interrogantes

*

+Se podran construir espacios topologicos a partir de espacios métncos parcia-

les? y ; Qué axiomas de separacion cumplen?

*

i Cuando un espacios métnicos parciales es completo”

*

Dada una sicesion en un espacio métrico parcial, ,Cuando es convergente”

* ;Cuando una sucesion en un espacio métrico parcial es de Cauchy?

*

Finalmente, ,Cuando un espacio métrico parcial es completo?

Por razones didacticas el trabajo se ha estructurado en tres capitulos.

En el primer capitulo se presentan los resultados basicos de los espacios métricos y
de la topologia que son necesarios para desarrollar la teoria de los espacios métricos
parciales v los espacios cuasimétricos

El segundo capitulo esta dedicado al estudio de los espacios métricos parciales y los
espacios cuasimétricos. Se presentan una serie de ejemplos que ilustran los conceptos
introducidos. Se define una relacion de orden en cada uno de estos espacios y se
presentan una serie de teoremas que permiten construir ¢jemplos de espacios métricos
parciales y espacios cuasimétricos.

En el tercer capitulo se construye la topologia de los espacios métricos parciales y de

11



los espacios cnasimétricos. Se imriodiicen los conceptos de convergencia. sucesion de
Cauchy v espacios completos Fimalmente se demuestra un reorema de punto fijo para

funciones contractibles definilas en espacios métricos parciales completos.



Capitulo 1

ESPACIOS TOPOLOGICOS



En la actualidad, l1a topologia es basica en la formacion de cualquier matematico
Esta se encuentra presente en casi todas las dieas de las Marematicas el Algebna,
la Geometria, el Anahsis, entre otras La topologia nos facilita el tratameento de
numerosos problemas e mcliuso nos permite abordar otros que no tienen un origen
estrictamente topologico. La topologia alcanzd su madurez, es decir, se han fijado
las defimciones fundamentales, el perfil de su actnacion, los problemas que se ocu-
pa, en las primeras décadas del siglo XX, a partir de los trabajos de F. Hausdorff
(1914), P. Alexanderoff (1926) v W. Sierpinski (1928). A partir de ese momento,
la Topologia micia un rapido desarrollo hasta convertirse, como ya hemos dicho, en
un area imprescindible de la matematica.

Sus inicios pueden situarse un poco mas temprano, en el siglo XVIII En esta época
se empiezan a estudiar problemas que no dependen de-la distancia o el tamaiio, sino
del lugar, de las conexiones, entre otras Fue G. Leibniz el primero en referirse a este
tipo de problemas.

Un ejemplo de espacios topolégicos son los espacios métricos introducidos por el ma-
tematico francés Maurice Rene Fréchet en 1906. Un espacio métrico es un conjunto
no vacio6 en €l que se define una funcién que relaciona dos puntos del conjunto y sa-
tisfacen una serie de axiomas.

En la siguiente seccién definiremos las nociones de distancia o métrica v de espacio

métrico, mencionaremos algunos ejemplos, introduciremos los conjuntos abiertos en



espacios métricos y utilizarenos estos conjuntos para definir convergencia de sucesio-
nes en esta clase de espacios. Ademas veremos los conceptos de sucesiones de Cauchy

v de espacios métricos completos

1.1. Espacios Métricos

Definicién 1.1.1 (Métrica) Sea X un comgunto no vacio. Una distancia o mé-

trica en X es una funcidnd . X x X = R tal que:

My) Para todo z,y € X se tiene que d(z,y) >0

M,) d(z,z) — 0, para todo z € X.

M,) Para todo 2,y € X, st d(a,y) — 0, entonces = = y.
My) d(z,y) = d(y, ), para todo t y € X.

M,) d(z,y) < d(z,z) +d(z2,y), para todo x,y,z € X.

La expresion d(z,y) se lee "la distancia de  a y".
Un espacio métrico es un compunto X equipado con una métrica d. Usualmente, el
espacio métrico se denota como un par (X,d).
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Es impottante resaltar que sobre un conjunto X pueden, en general, definirse métricas
distintas, las cnales dan origen a espacios métricos diferentes

Como mnchos conceptos matematicos estos axiomas se eligen para asegurar que dos
objetos son 1guales si, y solo si, algunas propiedacles se pueden expresar en términos
de nn s6lo concepto Para espacios métricos, £ = y-si, y sélo s, d(z.y) = 0 Asi existe
la relacién de igualdad x — y en espacios mérricos, teniendo lo que llamamos una
relacion sin distancia. Lo que nos dice que T e y son iguales s1, y sélosi, T ¢ y no
tienen ninguna distancia entre ellos. Sin embargo, existe un precedente de larga data
para relajar estos axiomas garantizando esta identificacion. La relacion definida por
r =y s,y solo s, d(z,y) = 0 es una equivalencia, que puede ser itil, como en la

constriuccién de los clasicos espacios 1P y  LP

Ejemplo 1.1.1 El conjunto de los nimeros reales R con la funcion

d RxR — R*={0,00)

d(« y) = maz{z,y} - min{z,y} = |z — y|

(R*,d) es un espacio métrico. A la métrica d se le llama métrica usual de R.

La prueba de que (R, d) es un espacio métrico se deducen de las propiedades de la

funcién valor absoluto.



Ejemplo 1.1.2 Sea
X={f [a,) — R/ [ es continua}
y definamos la funcion

d XxX—R

b
d(f,q) - / |F(z) - o(a)|dz

Entonces (X,d) es un espacio métrico

Note que si tomamos
Y ={f [a,b] — R/ f es Riemann integrable}
entonces la funcion
d YxY—R
defimda por
b
ara) = [ 1) - afolds

no es una métrica sobre Y

Definicién 1.1.2 Sea X un conjunto. Una seudométrica o semimétrica sobre X

es una funcion



p X xX-oR*
que satisface las siquientes propmedades
So) p(r y) 20, para todox y€ X .
Si) plx ) =0, para todo r € X.
S3) p(v y) = ply 1), para todo 2,y € X .
Sa) p(z y) < plx,2) + p(2.y), para todo z,y, 2 € X

Un espacio pseudométrico es un congunto X equipado con una seudométrica p y

se denota por (X, p)

Definicién 1.1.3 Sea (X p) un espacio métrico, » € X y € >0 .El congunto
B(z.e)={y€ X d(z,y) <€}

se llama la bola abierta de ceniro x y radio €.

El conyunito
B(z,e)={y€e X d(z,y) <e}
se llama bola cerrada de centro x y radio € , y el conjunto

S(z.e)={ye X d(z,y) =€}

6



se llama esfera de centro + y radio

Definicion 1.1.4 Sea (X,d) un espacio métrico y {2.}._, una sucesién en X.
Decimos que un punto » € X es limite de {x,}._, s para cada € > 0 ezste un

i}

N > 0 tal que, z, € B{xz,€) para todo n > N. En este caso decmos que {r,}

o

n—i

converge a x o que tiene limite x o que tiende a xz, y lo denotamos por

bmz,=x o0 xz,—>zx

Definicién 1.1.5 See X un espacio métrico. Una sucesion {t.}._, en X es unc
sucesion de Cauchy st para todo € > 0 eriste un N > 0 tal que st m,n > N,

entonces d(x,,, I,) < €.

O sea, una sucesion es de Cauchy si sus términos estdn finalmente tan préoximos entre
si como se desee Esto le ocurre a toda sucesion convergente, pues si {«‘Cn}::, converge
a L, entonces dado € > 0 existe un N > 0 de modo que para todo n > N se cumple

d(ta, L) < £, luego si m,n > ng se cumple

d(Zm, Tn) < d(Tm, L) +d(l,72) <5+ 5 —€



Asi pues, toda sucesidn comergente es de Cauchy, pero el reciproco no es cierto
p

Definicién 1.1.6 Un espacio métrico X es completo si toda sucesion de Cauchy en

X es convergente.

Ejemplo 1.1.3 El conyunto de los nimeros reales R con la métrica usual
d(z,y) = |z - 9|

es un espacio métrico completo.

Observaciones:
1. Todo conjunto cerrado en un espacio métrico completo es completo.

2. Todo subespacio completo de 1n espacio métrico es cerrado.

Definicion 1.1.7 Sea (X, d) un espacio métrico completo y f una eplicacion. Se dice

que [ es contractiva st entste un k, 0 < k < 1 tal que

d(f(), f()) < kd(z y)

para cualquera x,y € X. Un punto fijo xy de f es un punto de X talque f{xy) — xo.

8



Teorema 1.1.1 Teorema de la Funcién Contractiva o Punto Fijo.
Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea f X -— X una aplicacién contractiva

en X. Entonces emuste un iinico punto fygo de f

1.2. Espacios Topolégicos

Definicién 1.2.1 Una Topologia sobre un conjunto X es una coleccion 7 de sub-

conguntos de X tal que

T,) 0, X pertenecen a T.

T2) Toda union de elementos de T es un elemento de T.

Ts) La winterseccion finita de elementos de T es un elemento de T.

En este caso dectmos que (X,T), o sitmplemente X es un espacto topologico. A los

elementos de la topologia T se le llaman abiertos.

Usando esta terminologia podemos decir que un espacio topolégico es un conjunto X

yunto a una coleccion de subconjuntos de X, llamados conjuntos abiertos, tales que 0



v X son ambos abiertos, v tal que las uniones arbitranas v las intersecciones finitas

de conjuntos abiertos son abiertos

Definicién 1.2.2 Sean 7, , T2 dos topologias sobre un congunto X. 7, es mds
gruesa o0 mds débil que Ty si Ty CT2 ,en este caso se dice también que T, es
mds fina que T\ . S1 T estd conteruda propramente en T, se dice que T, es
estrictamente mds débil que T, o0 que Ty es estrictamente mds fina que T, .

Ademds T, y T2 son comparables s1 T, CT2 0T, CT)

Definicién 1.2.3 Sea X un espacio topoligico y A CX, A es un conjunto cerrado

de X 51 A°= X — A es abwerto.

Como ocurre en casi todos los conceptos matematicos que se definen, cada uno de ellos
presentan  propiedades y los conjuntos cerrados no son la

excepcion, a continuacién se presentan alguna de ellas.

Teorema 1.2.1 Sea X un espacio topoloqico y F la coleccion de los

subconyuntos cerrados de X. Entonces:

F,) 0, X son elementos de F.

10



F2) Toda wnterseccidon de elementos de F es un clemento de F.

F3) La umion finite de elementos de F es un elemento de F

Reciprocamente, dado un conjunto X y una famiha F de subconjuntos de X que
satisfacen F.1., F.2. y F.3., entonces la coleccion de los complernentos de los elementos
de F es una topologia sobre X en la cual F es justamente la famiba de los conjuntos

cerrados de X.

Definicién 1.2.4 Sea X wun espacio topoloqico, t € X y V C X,V es una

vecindad de © s emiste un alnerto G en X tal que

1e€eGCV

El conpunto de todas las vecindades de x se denota por V|,) y se llama sistema

de vecindades de .

Note que de esta definicion podemos deducir que una vecindad no es
necesariamente un conjunto abierto de la topologia, pero todo conjunto abierto de
la topologia es una vecindad para cada uno de sus respectivos puntos. Cada vecindad

de un punto contiene una vecindad abierta del punto.

11



De estos comentarios se desprende el siguiente teorema que muestra una relacion entre

las vecindades de un punto v los conjuntos abiertos de una topologia

Teorema 1.2.2 Dado un espacio topolégico (X 7). Un compunto es alnerto sz, y sélo

s1, contiene una vecindad de cada uno de sus puntos.

Teorema 1.2.3 Sea X un espacio topoléquco. El sistema de vecindades de a tiene las

siqgurentes propredades:

N,) S: U € V|4, entonces . € U.

N3) S U,V pertenecen a Vi), entonces UNV € V.

N3) Si1 U € V3, entonces eniste un V € V(5 tal que U € V), para todoy € V.
Ny) VeV y VU, entonces U € V.

Ns) G C X es abierto 51y solo 51 G € V(g pare todox € G.

Reciprocamente s: para cada © € X existe une coleccion Vi) de subconjuntos de X
que satisfacen de N\, hasta Ny y s1 Ns se usa para defimr los conguntos abiertos,
entonces el resultado es una topologia sobre X en la cual el sistema de vecindades

para cada T € X es precisamente V().

12



Como hemos visto, en un espacio topologico, la topologia que se gencia en dicho
espacio puede describurse en téiminos de vecindades v en conseciuendcia es posible
formular una descripcion de conjuntos cerrados en términos de vecindades

Recordemos que un conjunto A es cerrado si, y solo si, X — A es abierto, es decir,
si y solo si, cada punto de X-A tiene una vecindad que esta contemda en X-A
Por consiguiente, A es cerrado s v solo si, para cada z y para todo V € V() con

VNA#B, se tiene que 1 € A.

Definicion 1.2.5 Sea X un espacio topolégico y 2 € X. Una base de vecindades (o
sistema fundamental de vecindades) V,; para V(;) es una famiha de vecindades

de z que tiene la siquente propreded:
Pera cada U € Vj;) emsteun V€V, tal que VCU
Es decir, V. C Vi) ¥
Vigy = {U C X/ existe V € V, con V C U}

A los elementos de V. se les llama vecindades bdsicas.

Teorema 1.2.4 Sea X un espacto topoldgico y para cada © € X sea V. una base

de vecindades para z. Entonces:

13



Vi) &t VeV, , entonces 1€V

V) St Vi, Vo €V, entonces emste un V3 €V, tal que V3T ViNV, .

V3) S U eV, entonces eraite V €V, tal que sty € V, entonces enwste W € V),

tal que W C U.

Vi) G es abierto s, y s6lo s1, para cada © € G emste V€V, tal que V CG.

Reciprocamente 1 pare cada © € X exniste una coleccién V, de subconguntos de X que
satisface de V| a V3 y st V, es usada para definir los conyuntos abertos, entonces el
resultado es una topologia sobre X en la cual cada V, es una base de vecindades paro

zeX.

Definicién 1.2.6 Un punto z de un subconjunto A de un espacio topoléqico X es

un punto intertor de A s1 A es una vecindad de 1.

El conjunto de todos los puntos interiores de A es el interior de A, denotado por

A°® es decir
A° =nt(A) = U{G CX/G es abierto y G CA}

En otras palabras el interior de un subconjunto A de X es la union de todos los
conjuntos abiertos contenidos en A. Note que

14



wil(A) C A

Definicién 1.2.7 Sea X un espacio topoléquicoy E C X . La clausura 6 adherencia

E de E se define por
E — CIE) =N{KCX/K es cerrado y ECK}

Es decir, la clausura de un subconjunto E en un espacio topologico (X,T) es la inter-
seccron de los miembros de la famaia de todos los conjuntos cerrados que contienen

a E. A los elementos de E se les llama puntos adherentes de E

Observaciones:

1. El conjunto E es siempre cerrado, pues es la interseccion de conjuntos
cerrados, y evidentemente E esta contenido en cada uno de los conjuntos cerra-
dos que contienen a E Como consecuencia E es el menor conjunto

cerrado que contiene a E, entonces podemos deducir que E es cerrado si, y

solosi, E=FE..
2. Si ECF entonces FCE.

3. 7 es un punto adherente de E si, y so6lo si, para toda vecindad V de z se tiene
que VNE#0.

15



4. E°C E

5.S1 EC F entonces E°C F°.

6. X —E°=X—E
7. E—E = (X — E)°.

8 E*° es el abierto méas grande contenido en E

Definicién 1.2.8 Un subconyunto A de un espacio topolégico (X,7) es denso en X

st X = A, o equwvalentemente, 51 cada subconjunto abierto de X contiene puntos de

A

Definicién 1.2.9 Un espacio topologico (X,T) es separable s1 existe un subconjunto

denso numerable en X.

Teorema 1.2.5 Sea (X,T) un espacto topolégico y A un subconjunto de X. Las st-

gquentes condiciones son equivalentes:
a) A es denso en X.

16



b) Para todo . € X y para toda vecindad V de a, se tiene que VN A # 0

c¢) Para todo subcongunto alnerto no vacio U de X se tiene UNA # 0

Teorema 1.2.6 Sea (X T) un espacio topologico, sean A un subconjunto denso de X

y U un subcongunto abierto de X. Entonces ANU —U.

Definicién 1.2.10 Sea X un espacto topologico y E C X. La frontera de E se

define por:

A los elementos de F1(E) se les llama puntos frontera de E.

Observaciones:
1 E- EUFr(E)
2 E°P=F - Fr(E)

3. X = E°PUF1(E)U(X — E)°

17



Es facil notar que un conjunto A es abierto si \ solo si, .4 — A°

Definicion 1.2.11 Sea (X.7) un espacto topoléqueo y A € X Un punto 2 € A
es un punto aislado de A st existe una vecindad de x cuya nterseccion con A sea

unwcamente 1.

Definicion 1.2.12 Sea (X,T) un espacio topoléqco y A € X. Un puntox € A es
un punto es un punto de acumulacion o punto limite de A s1 cada vecindad de

x contiene un punto de A diferente de x, es decir
(A= {z))NV #0

para todo V € V).
El congunto de todos los puntos de acumulacion de un conjunto A se llama el con-

Junto derivado de A y se denota por A'.

El siguiente teorema nos define los conjuntos cerrados a partir de los puntos de acu-

mulacion.

Teorema 1.2.7 Sea (X T ) un espacio topoldgico y A C X, entonces A = AU A’
Asi pues A es cerrado 1, y solo s1, A’ C A.

18



El conjunto de todos los puntos de A que 110 son puntos de acumulacion de X — A es

precisamente A° y ademas la clausmiade X A es X - A°.

Definicion 1.2.13 Una base para una topologia T es una coleccion BCT tal que

- {|J B/F c B}

BeF

es decir B CT es base para T st para todo abierto O € T y para todo p € O existe un

B € B tal que:
peEBCO

A los elementos de B se les llama abiertos bdsicos.

Teorema 1.2.8 Sea B C P(X) B es base para una topologia sobre X s, y sdlo s,

z.X-—UB.

BeB

u. St p pertenece a la wnterseccion de dos elementos bdsicos B,,B, € B,

entonces existe un elemento bdsico By € B tal que p € B3 C By N Bs.

S1 B satisface estas dos condiciones, podemos definir entonces la topologia T
generada por B como sigue. un subconjunto U de X se dice que es abierto en X
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(esto es un elemento de T), s1 pata cada v € U , existe un elemento basico B € B tal
que x € By B C U Note que cada elemento basico es asi mismo un elemento de 7

Asi

T={U J—”CB}

BeF

o sea que T es la coleccidn de todas las uniones de elementos de B

Teorema 1.2.9 Sean B y B’ bases para las topologias T y T', respectivamente, sobre

X Entonces los siquzentes enunciados son equivalentes
1) 7' es mds fina que T.

2) Para cada T € X y cada elemento bdsico B € B que contiene a z, existe un

elemento bdsico B’ € B’ tal que t € B’ C B.

Teorema 1.2.10 Dado un espacio topoligico (X,T),

a) Si B es una base para T y x € X, entonces V, = {B € B/x € B} es una base

de vecindades de aluertos para x.

b) St para todo Tt € X se tiene una base de vecindades de albiertos V;, entonces

B= U V., es una base para T.
reX
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Definicién 1.2.14 Sea (X,T) un espacio topologico

1. Una sucesion {z,} en X converge a un punto x € X s para toda vecindad
V de 4 emste un mimero natural N tal que 2,, € V siempre que n > N

Representaremos estd situacion por z, — T.

2. Dwemos que una sucesiin {1,} es finita s1 el conyunto {¢,, n € N} es finito

En el caso en que {x,} no sea finita, diremos que es infinita

1.3. Teoria del orden

Empezaremos por itroducir el lenguaje basico de la teoria del dominio. La ma-
yoria de los conceptos que estudiaremos en esta seccibn servirin de sustento para

situaciones tratadas posteriormente.

Definicién 1.3.1 Un congunto X provisto de una relacion binara =<, se llama con-
Junto parcialmente ordenado (o poset por sus siglas en wnglés) si para todo

1.Yy,z € X se cumple que.

OP,) z <Xz (Refletwa).
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OPR) 2 Ry N y=u entonces 1 — y (anbisumétrica)

OP;) 1 Xy A y =z entonces 1 Xz (transthwa)

Definicion 1.3.2 Una relacion binaria < en un conyunto X se llama preorden s

es reflexwa y transitwa, es decur:

1. x <Xz, para todo x € X

2 Xy y y=xz entonces x Xz, paratodo z.y,z € X.

Definicién 1.3.3 Sea X un congunto preordenado, un subconjunto A C X es una
cadena en X s cada par de elementos de A estdn relacionedos, es decir st <y o

Yy = x para todo z,y € X.

Definicién 1.3.4 Un conjunto ordenado totalmente es un conyunto parcialmente

ordenado que ademds es una cadena.

Definicion 1.3.5 Un comjunto parciamente ordenado es un conjunto bien orde-
nado (o un ordinal) s: cade subconyunto no vacio A de W tiene un primer elemento,

es decir, para todo B # 0, B C W, exmste un by € B tal que by < b para cada b € B.
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1.4. Axiomas de Separacion (Trennung)

En 1914 el matematico aleman F. Hausdorff planteo una definicion de espacio
topologico en la cual, ademés de las tres propiedades ya expuestas, exigia que todo
par de puntos distintos pudieran separarse adecuadamente Aunque el concepto de
espacio topologico reconocido en la actualidad no requiere dicha propiedad, ésta sigue

manteniendo su importancia pues los espacios mas usuales la verifican

Definicién 1.4.1 Un espacio topolégico X es un espacio Ty (o espacio de Kolmo-
gorov) st para todo a,b € X, a # b, exsste un O €T talquea € O y b¢ O ¢

agdO y beO.

Teorema 1.4.1 Un espacio topoléqico X es Ty s1, y sélo s, {x} # {y} para todo

z,ye X conz #y.

Definicién 1.4.2 Un espacio topoldgico (X,7) es T\ (o Fréchet) s: para todo

a,beX,a#bensteU eV, talquebgU yensteVeV, talqueagV.
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Propiedades

1 Todo espacio topologico T; es Tp.

2. Todo subespacio topologico de un espacio topolégico T es Ty

3. Un espacio topolagico (X,7) es T\ si v solo s1 {z} es cerrado, para todo z € X.

4. Un espacio topologico (X,7) es T; si v solo s1 para todo A C X, se tiene que

A=({OeT/ACO}

Definiciéon 1.4.3 Un espacio topoléqico (X,T) es T, o0 espacio de Hausdorff s: para
todo r,y € X con T # y, enisten abiertos U,V € X talesquet € U,y ye V, y

unv =_0.

Observaciones:
1. Todo espacio topolégico T3 es Ti.
2. Todo espacio métrico es T5.

3. T, es una propiedad topologica. Es decir, Si (X,7) es un espacio topolégico T3
y (Y.0) es un espacio topologico tal que (Y,0) ~ (X,7) entonces (Y,0) es T>.
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4. Todo subespacio de un espacio topologico 15 es T,

5 Un espacto topologrco (X T) es T, st y sélo s1 los limites en X son 1inicos.



Capitulo 2

ESPACIOS METRICOS

PARCIALES
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Nuestro recorndo hstonco comienza en 1906, cuando el matematico francés Maw-
rice Rene Fréchet mtroduce en su tesis doctoral los espacios métricos. Luego en 1992
el matematico inglés Steve Matthews introduce, en el 8° Coloquio Britamco para la
Teoria en la Ciencia Computacional, los espacios métricos parciales
En 1992, Michiael Bukatin en su disertacion doctoral trata sobre las métricas parciales.
Ralph Kopperman Ph D. en matematica, Steve Matthews matematico con Ph.D. en
ciencia computacional, Michiael Bukatin Ph.D. en matematica y Homeira Pajoohes-
he Ph.D. en matematica presentan en un articulo de The American Mathematical
Monthly de octubre de 2009 titulado Partial Metric Space, una compilacién de sus
trabajos sobre espacios métricos parciales
Los Espacios Métricos Parciales son una generalizacién de los espacios métricos, en
los cuales la distancia de un punto a el mismo no es necesariamente cero (0), es decir
d(z.x) > 0. Estos espacios surgen motivados por la ciencia computacional, para es-
tudiar topologias que no son de Hausdorff Scott.

Veremos que mucha de las propiedades que ocurren en los eSpacios métricos se extien-
den sin mayor cambio a los espacios métricos parciales, tal es el caso de El teorema
de la Aplicacién Contractwa de Banach o Teorema del Punto Fyo de Banach, el cual
puede ser generalizado al permitir la posibilidad que la distancia de un punto a si

misSmo no Sea cero.
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2.1. Autodistancia Diferente de Cero (0)

Empecemos con un espacio métrico, v veamos por qué es importante considerar
la autodistancia diferente de cero

Sea S“ el conjunto de todas las sucesiones infinitas
{za} = {zn} ., = (z0, 71, )
sobre un conjunto con mas de un elemento S, o sea que
S“={f N— S /f esuna funcién}
Para cada {x,}, {y.} € S¥ definamos la funcion

ds S*xS5¥ —R

por
'2" , SiT,=1, paratodo? <k, tx # u
ds({za}, {vn}) = ¢ 0 , SlTp =1y, paratodok e N
‘ 1 , Sizo#yo

Asi ds({zn}._,, {¥n}..,) se define como % a la potencia de la longitud de la sucesion
inicial m4s larga comin a ambas sucesiones {tn}_ e {¥a}..,-

O sea que
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ds({va}t_y {ua} ) — 27"

donde k es el mimero mas graude (posiblemente 0 6 oo) tal que z, = ¥, para todo
1 < A.

Veamos las propiedades de la funcion dg

Mp) Sea {z..}"_.{v.}._, € S*, entonces por definicion
ds({za},_, {wn}, ) 20
M,) Sea {z,} _, € S“. Por defimcion
ds({zn}_y (zn}_,) =0

M) Sean {z.}._ . {vn}.., € S¥, tal que

n=t)
ds({za}, o {yn}. ,) =0
entonces por definicién de dg se tiene que
T, = vy, para todo: — 0,1, 2, 3,
de donde
{za}i, = {wnbi,

M;) Sean {z,.} . .{y.}._, € S¥, cs evidente que

n=(
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ds({ead o {9di) = dsl{und o {end i)

M,) Sean {za} Ayn} {24}, € ¥ Sin perder generalidad, asumamos que
ds({ra} .y {un}ia) =2 %
ds({ra}_, {z}.l)) 27
ds({z}_o {vnt i) 2

Note que s1 k > 3, entonces

de donde

2=k <971 4277

27k <271 4 27
por lo tanto

ds({7a}7 o {n}ie) S ds{a} o {2} ) +ds({za} o {wn} o)

Por otro lado, si & < j entonces
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de donde

274 <279 27k

2=k <277 27!
por lo tanto

ds({zn} s {yn }icy) < ds({zn} 0 {zn}ily) +ds({zn}, 0 {Un}y)

asi en cualquier caso,

dS({fn}:;ov {yn}:;o) < dS({":n}:c:o’ {27!}::0) + dS({zn}:;m {yn}:;n)

De todo lo anterior se tiene que (S, ds) es un espacio métrico.

;Como podria la ciencia computacional ver estos espacios métricos? Interesarse en
una sucesion infinita {z.}, la cual le gustaria saber como calcular. Esto es, como
escribir un programa de computadora para imprimir (en cualquier pantalla o papel)
los valores 24, luego 23, luego . y asi sucesivamente.

Como {:c,,}:‘;o es una sucesion infinita sus valores no se pueden imprimir en una
cantidad finita tiempo, y asi la ciencia computacional est4 interesada en como la
sucesion {r.} = (Zo ), ) se puede generar a partir de sus colas iniciales, las
sucesiones finitas ( ) = @, (xo), (xo, T1), (Zo, 71, T2), y asi sucesivamente. Luego de
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que cada valo 1 es impreso, la sucesion fimta (aq 14) representa la paite de
la sucesién infinita producida hasta el momento Cada sucesion fimita o cola nuaal
es considerada por la ciencia computacional como una version parcialmente calculada

de la sucesién infinita {z,}

»» que se quiere calcular totalmente.

Supongamos ahora que la definicion anterior de ds se restringe a S*, el conjunto de

todas las sucesiones finitas de elementos de S, o sea

S* = {(zo.z1, ,Ta) €S™ n€ N,z 1 z, € S}

dge S*xS5*—R

Es evidente que los axiomas M,), M,), M3), y M,) se mantienen. Sin embargo, si

{2.} — (20,21, - ,2,) €s una sucesion finita, entonces

ds({xn}: {mn}) = 2-(ntD) #0

(desde r, = 7, solo puede mantenerse si z, esta definida).

Por lo tanto el axioma M;) no se satisface para sucesiones finitas. Esto plante6 un
interesante contraste entre los matematicos del siglo XX, ,cual de las teorias de es-
pacios métricos se ajusta a nuestro ejemplo?, y la experiencia contemporanea de la

ciencia computacional.
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La verdad de la afirmacion {4, } {1,} , es sin duda indiscutible en mateménca,

<
n 0

pero en la ciencia computacional esta afirmacion es verdadera solo en la medida en

la que la suceston {z,} puede ser calculada

2.2. Espacios Métricos Parciales

La autodistancia distinta de cero esta motivada por la ciencia computacional cuan-
do se estudian las sucesiones finitas e infinitas La cuestion ahora es si la autodistancia
distinta de cero se puede introducir en los axiomas de espacio métrico. Es decir, si el

axioma
d(z,y) - 0siysolosiz=y
se puede reemplazar por
d(z y) = 0 entonces x = y

manteniéndose los resultados fundamentales de la teoria de espacios métricos. Este es

el objetivo principal de nuestra investigacion.

Definicién 2.2.1 Sea X un conjunto no vacio y seap X x X — R una funcion.
p es una métrica parcial s: cumple con
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MPy) 0 < p(a o) < pla,y), para todo o y € X

No negatundad y la menor autodistancio

MP3) S p(v 1) — pla,y) = p(y, y), entonces 1 =y para todo v,y € X.

S distancia emplica wqualdad.

MP3) p(e y) — p(y,a) para todo 1,y € X.

Simetria

MP,) p(u z) < p(a,y) +p(y,2) —p(y,y), para todo 2 y z € X.

Deswqualdad trianqular generalizada

A la métrica parcial p se le llama pmétrica y ol par (X,p) se le llama espacio

métrico parcial.

De este modo se tiene que los espacios métricos parciales proporcionan elementos
para el estudio de una matematica de distancia, sin considerar la autodistancia igual
a cero, la cual es tomada como un hecho en la teoria de los espacios métricos Lo que
hacen los espacios métricos parciales es introducir un estilo métrico de simetria para

tratar las relaciones no simétricas, tema fundamental en las ciencias computacionales.

Observaciones:
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Las pmétricas satisfacen los axiomas Ay, AL, M3 v M, de métrica. Pero las

pmétricas no satisfacen el axioma M; de métrica.

Toda métrica es una pmétrica.

Las pmétricas satisfacen los axiomas Sy, S3 y S; de seudométrica. Pero las

pmétricas no satisfacen el axioma S; de seudométrica.

Las sendométrica no satisfacen el axioma A, de métrica ni el axioma M P, de

pmétricas.

Veamos ahora algunos ejemplos de espacios métricos parciales.

Ejemplo 2.2.1 Consideremos el conjunto S* U S¥ y definamos la funcidén
pst(STUSY) x (S*USY) — R
por

2% | siz;=1y;, paratodoi < k, Tr # Y

ps{{zn}. {y=}) 0 , sizx uyk,paratodoke€N

l s Si.’l?o;éyo

Ps es una pmétrica sobre S* U S¥. El espacio métrico parcial (S U S¥, ps) es llamadc
el espacio métrico parciel de Baire.
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Veamos que en efecto py es una pmétrica
MPy) Scan {z,}. {y.} € S* U S~.
* Si {r,} € §*, entonces existe un k € N, tal que

ps({za} {za}) — 274 >0

ademas,

7’5({3'7l}’ {UH}) 277 > 27k pb’({‘l n} {J'H})

de donde

Ps({1a} {un}) 2 ps({1n}-{2a}) 20

* Si{z,} € $¥, entonces

PS({Tn}’ {Tn}) 0

ademas

ps({zn}. {yn}) 2 0 = ps({za}, {zn})

de donde

ps({zn} {yn}) 2 ps({z}, {zn}) O

MP2) Sean {z.},{y.} € S* U S¥, tales que
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775({77'1} {"n}) pb’({"'"} {"In}) -~ PS({U!:} {7/"})
27 = 24 = 2!

entonces

incluso si 7 k.l son 0 6 oo

Por lo tanto

{zn} = {un}

MP3) Sean {z.}. {y.} € S° U S¥, luego

ps({zn} {vn}) 27*

Ps({yn}s {zn}) =2 *

asi

pS({mn}: {yn}) = pS({yn}v {In})

MP,) Sean {r,}. {yn}. {z.} € S U S¥, tales que

pS({In}r{yn}) -2 k
pS({Tn}a{zn}) 27
ps{{za} {vn}) =2
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donde A, ; | pueden tomar inclusive los valores 0 oo

* Asumamos que A <y, entonces

Por M Py
ps({za}. {2,}) < 27
luego
et <27 427 ps({za} {z})
y asi
ps({zn} {yn}) < ps{zu}. {z}) + ps({ze} {¥n}) — Ps({za}. {2a})
* Asumamos ahora que k > 7, entonces

27k < 972

Por M P,
ps({z.}. {z.}) < 27
luego
27 <27 427 = ps({za} {2u})
y asf
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ps{ut {ua}) S pslfand {2h) +psl{zn} {od) pofzd {21

De todo lo anteriol se tiene que (S* U 5%, ps) es un espacio métrico parcial.

Note ademas que st {z,.}. {y.} € S¥, entonces

1)5({'(’:"}?{1/11}) d.‘i({l"}’{yn})

Ejemplo 2.2.2 Sea R*  [0.0¢) y definamos la funcion
pmar R™ xRt — R

por

pmaz(a,b) — mdnmo de {a,b}

(R*, pmaz) es un espacio métrico parcial

En efecto:

MPy) Sean a,b dos numeros reales positivos, entonces

pmaz(a,b) > pmaz(a,a) >0

MP;) Sean a,b dos nameros reales positivos, tales que

pmaz(a,a) pmaz(a,b) — pmaz(b,b)
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luego

a=pmaz(a.b) =b

de donde

MP3;) Sean a,b dos mimeros reales positivos, entonces

prar(a.b) = pmar(b o)

MP,) Sean a,b c tres mimeros reales positivos

Si pmaz(a.b) = a, entonces

pmat{a,b) < pmaz(a,c)

pmaz(c b) — pmaz(c c) >0

de donde

pmaz(a, b) < pmaz(a,c) + pmaz(c,b) — pmaz(c,c)

Si pmaz(a. b) = b, entonces

pmat(a,b) < pmat(c,b)
pmax(a,c) — pmax(c,c) > 0
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de donde

pmaz(a b) < pmaz(a )+ pmar(c b) pmar(c ¢)

Asi pues (R pmax) es un espacio métrico parcial

Ejemplo 2.2.3 Sea I la coleccion de wintervalos cerrados y acotados en R, es decar
Z={[a,b] a<by abeR}
Definamos la funcion
p IxIT—R
por
p([e, b], [¢, d]) = maz(b, d) — min(a,c)
Entonces (Z,p) es un espacio métrico parcial
En efecto:
MPy) Sean [a.}], [c,d] € Z, entonces

p([a,b], [a,b]) = max(b,b) — min{a,a) =b—a >0

Ademaés como
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p(la. b e d]) - maw(b d) = nnfa o)

se tienen las siguientes posibilidades

* b>dy a>c entonces p(la b [ed]) b—c>b-na
* b<dy a>c entonces p(lab],fed) d ¢>b o«

* b>dy a<c, entonces p(la,b,[e,d]) b a b a, v

*

b<dy a<c, entonces p(labl,jcd]) d a>b a

Por consiguiente, en cualquier caso

0 < p([a,b]. [a.6]) < p(la b),[c, d])

MP;) Sean [a b}, [c,d] € T tales que

pla b, [a.0])  p(abl,le.d])  p([c.d],[c.d])

entonces

maz(b,b) min(a,a) max(b d) rmin(a,c) max(d,d) —min(c.c)

b—a— maz(b d) —min(a,c) d ¢

de dondeb—d=a—c (%)
Asumamos que a # ¢, entonces b # d.
Luego si maz(b,d) b entonces mun{a,c) a, de donde
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b—d>0 v « ¢<0

lo que contracice ()

Ignal contradiceién se obtiene si se supone que max (b, d) — d Por lo tant¢

es deair
[a,b] — [c.d]

MP3) Sean [a ], [c.d] € Z, entonces

»(la, b], [c d]) maz(b,d) mun(a,c)
maz(d, b) — man(c, a)

— plle.d! ia,0])

MP,) Sean [a b], ¢, d], [e, f] € T. Lucgo

Pl [e,d) = maz(b,d)  mn(a,c)

p(la.b)-le.fl)  maz(b,f) min(a,e)

ple fl.led) = maa(fid) mun(e,)

p(lf. £l e} = maz(f, f) — min(e,e) = f—e
Asumamos que
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ma(b,d) — b

» Si nun(a,c) = a. entonces

p(la b [c,d)) = maz(b,d) — min(a,c) —b—a

Note que
mat(f,d) — mar(f, f) >0,
man(e e} — min(e ¢) > 0
maz(b,d) < maz(b, f)
y
man(a ¢) > min(a,e)
de donde

b—a < max(b, f) — nun(a, e) + max(f,d) — min(e,c) — maz(f. f) + min(e e)

p([a,b], [c.d]) < p([a, 8], [e. f]) + p([e. fl.[c.d])  p(le, f]: [e. £])
= Si mun(a,c) = ¢, entonces
p(la b),[c.d]) = maz(b d) — min(a,c) =b—c

Note que
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mar(f d) —max(f,f) 20,
min(e.e) — min(a,e) > 0
maz(b,d) < maz(b, f)
y
min(e,c) < min(a, c)
de donde
b ¢ < man(b, f) - min(a,e) + mar(f.d) = mm(e,c) = mar(f f)+mn(e )
y asi

pl[a,b]; [c.d]) < p([a.b], [e /1) + p(le, f1.[c.d]) — p([e. f]. [e, f])

De manera similar se procede en el caso de que mar(b,d) = d

Por lo tanto

p(la,b],[c.d]) < p([a, 8], [e. f]) + P([e. f]. (e, d]) — p[e, /], [e. /1)

De todo lo anterior se tiene que (Z,p) es un espacio métrico parcial.

Ahora se buscaran las diversas formas posibles en la cual un espacio métrico se puede

extender a un espacio métrico parcial y viceversa.En otras palabras, no sélo se desea
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aplicar, tanto como sea posible la teotia existente de espacios métricos, a los espacios
métricos parciales, sino también ver (dmo la nocion de autodistancia distinta de cero

puede inflr en nuestra comprencion de los espacio métrico

Definicion 2.2.2 Sea (X p) un espacio métrico parcial y sea x € X. St
plr.t)=0

dectmos que T es completo.

St
plr z)>0

dectmos que T es no completo o parcial.

Teorema 2.2.1 Sea (X p) un espacio métrico parcial y sea
p X xX—R

la funcion definada por

p(z,y)

pMz.y) = T+

entonces p" es una pmétrica.
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Demostraciéon
MPy) Sea z,y € X, entonces

plr x)
T 14+ ple,a)

Note que
])(I,I) + 1)(1"‘1:)13(1‘1?/) < P(l‘r y) + p(T'lj)p(I'l)
p(z,z)(1 +p(z.y)) < plz,y)(l+p(=, )
Pz _plzy
1+ p(e,) 1+pe y)
Mz, x) < pi(z.y)

De donde
0<p™z z) < pi(z.y)

MP;) Secan z.y € X tales que

CHLonces

p(z, 7) p(T,y) r(y.y)
1+p(z,z) 1+4+p(ry) 1+p(y,y)

Por lo tanto
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pla, ) +p(e 2)p(e ¢) = pla.y) +ple 2)p(a y)

p(z.y) + pla Y)p(y.y) = py. ) + p(z.y)p(v. v)
de donde
pla,a) — pl,y) = py.y)

Por M P, se tiene que T = .

MPj3;) Sean z y € X, entonces

p(z,y)

zy) — T+p.9)

p(y, x)
1+ p(y, T)

- My, x)

MP,) Sean © y,z € X. Note que
p(z.2) < p(z,y) + Py, 2) — Py, y)
ademas
p(y:y) <p(.y) ¥y ply.y) <ply,2)
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por lo tanto

p(r.y) Py, 2) ply. v)
1+p(a,y) 1+py2) 1+p.y)

It

P y) + oMy, 2) = My )

Aqui hemos usado el siguiente resultado para niimeros reales: si ¢, b ¢,d > 0 son tales

que
e<b+c—-d, d<b y d<c¢
entonces
1ia51_b'+b+1ic_1id

De todo lo anterior se tiene que p” es una pmétrica

Definicién 2.2.3 Sea (X, p) un espacio métrico parcial. Se define la relacion binara

=p 8obre X por

z X,y < p(r,z) = p(z,9).
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Teorema 2.2.2 Sea (X p) un espacio métrico parcual, entonces X con la relacior.

binana =X, defineda anteriormente es un conjunto parcialmente ordenado

Demostraciéon

OP,) Sea 2 € X, entonces

p(z z) = p(z,7)

de donde

T2, T

OP2) Sean 1 y e X talesque 2z X,y y y =, 1, entonces

p(z =) —p(z,y) — p(y,z) ¥y »pvy) - »(y,7) —p(z,y)

luego

p(z, z) = p(z,y) — p(y,y)

por M P, se tiene que z = .

OP3) Sean z.y,2 € X, tales que

T2y Y Y3p2
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entonces

piz.r)y=p(x y) v plyy)—ply.2)

por M P, se tiene que

p(r 2) < p(r,y) +ply 2) — p(y, ¥)

de donde

p(z,2) < plz,y) = p(z z)

pero por M P, tenemos

p(r.7) < p(z, 2)

por consiguiente

p(z, z) = p(z, 2)

yasf r X, 2.

De todo lo anterior se tiene que (X, <,) es un conjunto parcialmente ordenado.

Observacion: A la relacion X, se le llama orden parcial inducido por la

pmétrica p sobre X.
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Ejemplo 2.2.4 En el conyunto S™ U S*, definamos la relacion inara <X, por

(2.} <5 {ya} <= {ya} es parte macial de {z,}

<g es un orden parcial sobre S*US“.

Observe que S* U S¥ cumple las propiedades de orden parcial

OP;) Sea {z,} € §* US¥, entonces

{z.} es parte mciale de {z,}

de donde {1} <s {z.}.

OP,) Sean {z,}, {y.} € STUS¥, tal que

{zn} <5 {yn} ¥ {yn} =5 {ln}

Luego

{4} es parte inicial de {a,.} y {2.} es parte inicial de {y,}

de donde {z,} {y.}-

OP3) Sean {2}, {yn}, {zn} € S US¥, tales que

{za} <5 {g} ¥ {vn} =5 {2}
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entonces

{y.} es parte imcial de {r,} v {z.} es parte imcal {y,}

lnego

{z.} es parte inicial de {z,}

de donde {1, } <s {z,}.

Asi pues, <5 es un orden parcial sobre S* U 5. Note <5 es exactamente el orden

parcial inducido por la pmétrica ps, 0 sea que

jsszb

Ejemplo 2.2.5 Para el espacio métrico parcial (RY, pmas), definamos la relacion

Xpmaz POT
T Zpmaz Y = y<1

Entonces <pmez €5 un orden parcial y se le llama orden inverso usual en R.

Observe que =<,mq, cumple las propiedades de orden parcial.

OP,) Sea z € R*, entonces
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por lo tanto T =<,.. T

OP;) Sean z y € R* tales que

T jpmar yy

entonces

y<zy
de donde £ — y.
OP3) Sean .y, z € R* tales que
L Zpmar Y Y
luego
y<zy
entonces
2 <

por lo tanto  <pmar 2.
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Asi pues <,.uq. €5 un orden parcial sobre R*. Note que <,,,.., €s exactamente el orden

parcial inducido por la pmérrica pmaa

Ejemplo 2.2.6 Para el espacio métrico parcial (Z.p) de los intervalos cerrados, de-

finamos la relacion <1 por

[a,b] 2z [e,d] <= [c,d] C [a,b]
es un orden parcial.
Veamos que <7 cumple las propiedades de orden parcial

OP,) Sea [a,b] € Z, entonces

[a. 6] C [, ]

de donde

[a, b] jz [a,, b]

OP;) Sean [a b, [c,d] € T tales que

la,0] 2z [c.d] ¥ [c.d] 21 [a,b]

entonces
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tdClat] y [ab]Cled
por lo tanto [a,b] — [c.d]
OP3) Sean [a U], [c,d]. [m,n] € T tales que
[@,8) 2z [c,d] v [c.d] 2z [m,n]
Luego
[c,d] C[a,b] ¥ [m.n]C[c,d]
entonces
[m.n] C [a.b]
de donde [a.b] X1 [m,n]
Asi pues =<z es un orden parcial sobre Z. Note que

[c.d] C [a,b] &= a<c<d<b < b-a=maz{ae,b} —min{a,c}

Por lo tanto =<7 es exactamente el orden parcial inducido por la pmétrica p.

Definicién 2.2.4 Un espacio métrico ponderado es una tripleta

(X,d,l ) |)
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donde (X d) es un espacio métrico y
| | X —R
es una funcion que satisface las siquientes propiedades
* 0 <|z| para cade € X, y
x |z| — |yl < d(x.y) paratodo z, y € X.

llamada funcion de ponderacion.

Podemos observar que un esapacio métrico ponderado es un espacio métrico con un

niimero real no negativo asignado a cada punto que es ponderado

Observacidnes:

1. Note que todo espacio métrico se puede ponderar con una funcién constante

positiva, en este caso se dice que la ponderacién es constante

2. S1(X,]|| ||) es un espacio normado y d la métrica inducida por la norma, entonces

(X.d,|| - |]) es un espacio métrico ponderado

Teorema 2.2.3 Sea (X d.| |) un espacio métrico ponderado, y sea
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e XxX—R

la funcion, definida por

dlz,y) + |z| +
palr.y) — (z,y) 2|| |yl

Entonces (X, pa) es un espacio métrico parcial, y pa(r. ) — |7|.

Demostraciéon
Probemos primero que py(2,2) — |a| Sea 2 € X, entonces

dlz,z) + x| + |z
R CE L L

luego como d es una métrica,

Probemos ahora que pq(z,y) es una pmétrica.

MPy) Sea z,y € X. Note que

0 <|z| = pa(z )

ademas

luego, como X es ponderado
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oy = el
2

L Jel+d(r,9) + 1yl
2

= pa(T V)

asi
0 < pa(r, v) = |7| < pa(7, )
MP,) Sean z y € X tales que

pa(z x) = pa(z,y) = paly, y)

entonces
2] = |yl
ademas
dlz,y) + |x| + |y
|z] = pa(z, 2) = pa(x,y) = (z.9) 2' |+ Iyl
de donde
d(z,y) + || +|z|  d(z.y)
jal = - 4
2 2
0 sea que
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0 d(vy)

Luego como d es una métrica se tiene que 1 = .

MP;) Sean z y € X, entonces

d(r,y) + || + 1y
2

pa(z,y)

d(y.z) + |y| + |z|
2

= pa(y-x)

MPy) Sean z y.z € X, luego

_d(z,2) + [z + ||
2

paf1.2)

por la desigualdad triangular de la métrica d, tenemos que

d(a,y) +d(y z) +|a| + |2]

pd(‘r’ Z) S 2
d(z,y) +d(y 2) + |z| +|z| + |yl + ly] - 2ly|
= 2
< dzy)+lyl+izl  dy,2) +lyl+ 2] _ 21yl
= 2 2 2

< palz y) +puly. 2) — paly,y)

De todo lo anterior se tiene que (X pqg) es un espacio métrico parcial, en donde
pd(.T,.T) = |.’L|.
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Observacion: Note que en el Teorema 2 2 3, st 1a ponderacion no es la funcion nula
entonces el espacio métnico paraial (X, pg) no es un espacio métrico como se observs

en ¢l siguiente ejlemplo

Ejemplo 2.2.7 Sea (X,d) un espacio métrico y definimos la ponderacion sobre X
por
| 1| X —R

|z] — A dondeh€R, k>0

Entonces por el Teorema 223 la funcion
Pd XxX —R

definida por

pa(1.y) = 51—(%1) + k

es una pmétrica y por lo tanto (X,p4) es un espacio métrico parcial.

Observe que (X, pg4) no es un espacio métrico ya que

pa(z.z) — d(:cT,z) +k

= k>0

lo que contradice M,
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Teorema 2.2.4 Sea (X p) un espacio métrico parcial Definamos las funciones,

d XxX—R

por
dp(z,y) = 2p(z,y) — p(z,2) — p(y,y)
y
|-]- X —R
por
|z| = p(z,2)

Entonces (X,dy, | |) es un espacto métrico ponderado, el cual genera el espacio métrico

parcial (X, p) mediante el proceso del Teorema 2.2.3, es decir pa, = p.

Demostracion

Probemos primero que d, es una métrnica

Mp) Sean z y € X. Observe que

0 < 2p(x y) — p(z z) = p(y,y) = dp(z,y)

M,;) Sea z € X, note que
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dy(1 1) =2p(2 1) = plu. v) = pla. 1)

de donde d,(z,z) =0

M3) Sean z y € X tales que d,(z,y) — 0, entonces

2p(z,y) - p(z,z) ply,y)=0

luego por M P,

2p(z,y) - p(z,y) p(y,y) <0

de donde

p(z,y) < ply,y)

pero por M P,

p(y,y) < plx,y)

Por lo tanto

p(r,y) — ply v) (1)

De manera similar se prueba que

p(z,y) = p(z 1) (2)
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De (1) v (2) se tiene que

p(z.z)  plz.y) —py.y)
Luego por M P, tenemos que © .

Mj3) Sean z y € X, entonces
dy(x.9)  2p(a.y) —pla,a)  ply.y)
Luego por M P;
dp(t,y)  2p(y.7) plyy) plr.r)
Asi
dp(z,y)  dp(y, 2)
M,) Sean 2 y,2z € X, entonces
d,(z.2) 2p(z,2) plz,z) pl2, 2)
por la desigualdad triangular de p, se tiene que
dy(z,2) < 2(p(z,y) + p(y.2) p(y.y)) —p(z,7) p(2,2)

luego
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dy(r 2) < 2p(r y)+2p(y.2)  2p(y y) = p(v 1) p(z 2)
- 2p(z,y) - p(z t) - ply.y) +2p(y 2) - ply y) p(z.2)

de donde
dy(t, 2) < dpla y) + dy(y, 2)

De todo lo anterior se tiene que d, es una métrica sobre X.

Sea z € X, entonces
0 < p(z,z) = |z|

Sea z,y € X, entonces
lal 1yl = ple 2)—p(y y)
= pla =) -p(y y) +p(z.z) - p(z, 2)
= 2p(z,z) — p(y,9) - Pz, 2)
luego por M P, se tiene que
7| — lyl < 2p(z.y) — p(z,7) — Py, y)
Asi

Iz] = |y| < dp(z ¥)

De todo lo anterior se tiene que (X, d,, |- |) es un espacio métrico ponderado.
Finalmente, por el Teorema 3.2.2.,
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do(x,y) + 2| + Iy
YR A IR

N 2p(r.y)  ple,x)  ply y) +plr y) +ply.y) +p(r ) +ply y)
2

— (v y)

Ast pues, ps, P

Observaciones:

» A partir de un espacio métrico ponderado se puede definir una nueva funcién,
la cual es una pmétrica v por lo tanto, hace del espacio métrico ponderado un

espacio métrico parcial.

= Este proceso también se puede hacer de manera inversa, y se obtiene que

Dd, — P Y dpd d

» En un espacio métrico ponderado (X d,|-|) el orden parcial <,, inducido por

la pmétrica py puede ser definido mediante
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1 XY = pa(r. 1) = pa(T y)

d(x y) + || + |y|

2
— 2= dlxy)+]rl+ 1yl
— el = diz y)+yl

[

ly| = d(z.y)

= En un espacio métrico parcial se pueden combinar las nociones métricas de

distancia, ponderacidn y congunto parcialmente ordenado en una sola definicion.

Definicién 2.2.5 Un espacio métrico basado es una tripleta (X,d,¢), donde
(X,d) es un espacto métrico y & es un elemento fijo de X. Es decir, un espacio

métrico basado es un espacio méirico con un punto base elepdo arbitrariamente.

Un espacio métrico basado se puede convertir en un espacio métrico ponderado, y por

lo tanto en un espacio métrico parcial, como sigue

Teorema 2.2.5 Sea (X d ¢) un espacio métrico basado. Definamos la funcion

[-]-X —R
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'Tl - d(7 ¢)
entonces (X,d,| |) es un espacio métrico ponderado

Demostracion

Sea 2 € X, entonces

0<d(r,¢) — ||
Sean z,y € X, entonces

lz| — d(z, ) < d(z,y) + d(y,¢)
de donde
|| = d(x. ¢) < d(a,y) + |yl

y asi,

2| - |yl < d(z.y)

Por lo tanto (X,d,|-|) es un espacio métrico ponderado.

A partir de un espacio métrico basado podemos construir su correspondiente espacio

métrico parcial.
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Teorema 2.2.6 Sea (X d ¢) wn espacio métrico basado Definamos la funcion

Pd XxX—R

pa(T ¥) — d(z,y) + d(l; @) + d(y. ¢)

entonces (X, p4) es un espacto métrico parcial En donde x X, ¢, |0| =0 y |z| =

d(z &) para todo x € X.

Demostracién
Consideremos la funcién
|-l X —R
7l d(r,9)
por el Teorema 2.2.5, (X.d | -|) es un espacio métrico ponderado y |¢| — O.
Definamos la funcion

Pd "XxX —R

palz,y) — d(z,y) + d($2,¢) + d(y, @) _d(z, y) _*_2',”[ +1y|

entonces por el Teorema 2.2.3, (X.p4) €s un espacio métrico parcial y

pa(a ) — 2] = d(a, )
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para todo ¢ € X.

Ademas

lo] — d(¢,0) =0

Por otro lado

d(z, @) + d(a, ¢) + d(¢, ¢)

Pa(z,9) = 5
- d(v @)
= ||
= pa(z,7)
de donde
z=p, 6 paratodoze X

Por lo tanto ¢ es el 1iltimo elemento del conjunto parcialmente ordenado (X. =<,,).

Teorema 2.2.7 Sea (X,p) un espacio métrico parctal y ¢ € X tal que x <, ¢ para

todo z € X. Defimumos la funcion

dy XxX—R

dyp(z,y) = 2p(z,y) — p(z,9) — p(y, )
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entonces (X.d, ¢) es un espacio métrico basado.

Demostracion

M) Seaa,y€ X Comoz X,0y y =X, ¢, entonces

plz z) plr,¢) <plz y)

p(y.y) — p(y. @) < p(z,y)
de donde

2p(z,y) — plr.¢) ply,@) dy(z y) 20

M;) Sea 7 € X, luego como 7 <, ¢, se tiene que

dy(a,.L) 2p(a.a)  plz,9) pla,¢)
2p(z,z) plz,z) plz,x)

0
M) Sean z y € X tales que

dp(l‘:l/) -0

luego

2p(z,y) plz.¢) ply,¢) =0
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ademas como + <, 0 v y <, & se tiene que

2p(r y) plxz) plyy) =0
2p(L y) p(e,2) + ply y)

por M P, se tiene que

2p(z y) < plz,y) + ply, v)

de donde

p(r v) < ply,v)

Pero por M P

(. y) < p(z,y)

y asi se tiene que

p(v.y)  prly.y)

De manera similar se demuestra que

plz.y) plz.z)

asi pues
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pla.n) — ple.y) — ply-y)

y por M P,

Mj3) Sean z y € X, entonces

do(z,y)  2p(z,y) — p(z,d) — p(y. 8)
2p(y,2)  ply.¢) —p(2.9)
= dp(y.7)
M.,) Sean 7 y,z € X, entonces
dp(z,y) = 2p(z,y) — p(2,9) — p(y. 9)
< 2p(z.z) +plzy) plz.2)] p(z.¢) - Py-9)

2(r. z) + 2p(z,y) 2p(z.2) plr.¢) ply.9)

= 2p(z,z)+2p(z y) 2p(z,9) p(z,¢) py.o)

dp(2, y) 2p(7, z) — p(r @) — plz. &) + 2p(z,y) — p(z, ) — p(y. &)

— dy(z,2) + dy(2,y)

de donde

dy(z,y) < dp(z.2) + dy(2,y)
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De todo lo anterior se tiene que (X d, ¢) es un espacio métrico basado

Observacion: Como en ¢l reorema antenior, p(z,¢) = p(x,z) v ply o) — ply. y)

para todo 1.y ¢ X, se tiene que

dp(z,y) — 2p(z.y) pz,2) p(y.y)

que es exactamente la métrica definida en el Teorema 2.2 4.

Ejemplo 2.2.8 Sea (X.d ¢) un espacto métrico basado y a € R* tal que
d(z,y)<ea
para todo x.y € X. Definamos la funcion
p XxX—R
por

oz y) - at+ XEH) = d<wé¢> —d(y. ¢)

Probemos que (X, p) es un espacio métrico parcial. En efecto

MPy) Sean z.y € X, entonces

diz.¢)<a y d(y.¢)<a
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por lo tanto

Py a+t d(vy) d(zr,¢) dly ¢)

Ademas, note que

de y) d(e,¢) dly.¢) +d(:z,,:z,) de @) d(a,d)

P(IU) —p(.’E,.’I)) —a+ 2 a 9
_g A y) d(-’LQ, $)  d(y ¢) —2(1(2:5,45)

De donde
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p(v 1) < pla,y)

MP,) Sean x y € X tales que

pla, ) — p(e y) = p(y, y)

luego

d(z,z) —d(z ¢) —d(z,¢) _  d(z.y)—d(z.¢) —dly 9)
2 2

a+

o 4 4 y) —dz ¢) —d(y.9) _ d(y,y) — d(y,¢) —d(y ¢)
2 B 2

de donde

-2d(z. ¢) = d(z.y) — d(z,9) - d(y,¢) = —2d(y. 9)

de donde

d(z, ) = d(y, 9)

d(z.y) - 2d(z, ¢) = —2d(z, ¢)

Asi pues
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divy) O

lo que implica que

MP3) Sean ©v y € X, entonces

d(r,y) d(r ¢) = d(y.9)

diz,y) a+

2
- d(y, ) d(uéé) —d(z,0)
—d(y, 1)

MP,) Sean © y,2z € X, entonces

P(xuz) +p(2,y) - p(Z,Z)

a+ d(’L’Z) d(’C,O) - d(Z, O) +a d(Z.y) d(z1¢) _ d(y1d’) _ [~2d(2 d’)]

2 + 2 2

N d(r.2) d(r,¢) d(z.0)+d(z,y) —d(z &) —d(y, ) + 2d(2,0)
' 2

a

d(z,z) d(x,6) t d(z,y) d(y. o)
2

d(z,2) +d(z,y) d(z,0) d(y,0)
2
d(z,y) d(a,0)—d(y.¢)

>a+ 5 p(z.y)

a+

a+
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De todo lo anterior se ticne que (X p) es un espacio métrico parcial

Por otro lado

d(d,¢) = d(¢,0) — d(¢d &)

p(e,¢) a+

)'

por) oy f@TdR ) d00)

de donde

p(o.¢) = p(x,9)

Por consiguiente ¢ <, r, para todo x € X, o sea que ¢ es el primer elemento del
conjunto parcialmente ordenado (X, <,).

Finalmente, por el Teorema 2.2 4.,

dp(z.y) =2p(z,y) - plz,z) ply,y)

d(x z) —d(z,¢) d(z,9)
2

=2a+d(z,y) d(z,9) dly.¢) «a

d(y,y) —d(y. ) —d(y,¢)
2

a

—d(z,y) d(r ¢) d(y.¢)+d(r,d) +d(y.0)

d(z,y)

Por consiguiente, d, d y (X, d,) (X d).
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Ejemplo 2.2.9 Supongamos que queremos un diseno de un jyueqo de computadora
wnteractivo basado en un espacio enchdeano, y los jugadores se mueven en el espacio
El espacio en si masmo podria ser modelado por un espacio métrico (X, d), y las
posiciones de cada jugador en cualquier momento en el espacio se representa por un
punto base. Uno de los tantos retos para los programadores del jueqo seria garantizar
que todo el tiempo la msidn espacial de cada pugador sea conswstente con el espacio
mesmo, los cuales se muestran como uno en la pantalla del ordenador. Entonces el
mownmuento de cada jugador en el espacio podria ser modelado por una secuencia
de la forma {(X,d.8.)}._,, @ la que se puede asociar une sucesién de conjuntos

parcialmente ordenados {(X, -_<,1)}:°=" para describir la msta cambante del espacio de

ese juqador.

2.3. Espacios Cuasimétricos

Luego de introducir los espacios métricos ponderados y los espacios métricos ba-
sados, introduciremos un tercer concepto el cual nos arrojara una nueva formulacion

equivalente para los espacios métricos parciales.
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Definicién 2.3.1 Sea X un conjunto no vacio y
g XxX —>R
una funcion ¢ es una cuasimétrica s1 satisface las siquentes propedades.
Q1) 0 < q(x.v), para todo x,y € X
Q2) St * —y entonces ¢q(z,y) — 0, para todo x y € X
Qs) St q(7r,y) —q(y,r) — 0, entonces T — y; para todo v y € X
Q4) q(z.2) < q(z.y) +q(y.2), para todo z,y z € X

Al par (X.q) se le llama espacio cuasimétrico.
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Observaciones:

» Note que en general las cuasimétricas no son simétricas Mas aiin, una cuasi-

métrica ¢ s una métiica si v sélo si ¢ es simétrica

e« Toda métrica es una cuasimétrica.

» De los axiomas de métrica, las cuasimétricas cumplen con My, M, y M,, pero

no cumplen con My mi con A

» De los axiomas de seudométricas, las cuasimétricas cumplen con Sy, S, v Sy.

pero no cumplen con Sj.

s De los axiomas de pmétrica, las cuasimétricas cumplen con M Fy y M Py, pero

no cumplen con M P, n1 con M P,

s De los axiomas de cuasimétrica, las pmétricas, cumplen con @y, Qs y Q, pero

no cumplen con Qs.

Teorema 2.3.1 Sea (X,q) un espacio cuasimétrico y =, la relacion definida en

X por

quy — q(m,y)—O
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Entonces (X <,) es un conjunto parcralmente ordenado

parcial inducido por la cuasimétrica q sobre X.

Demostracion

OP,) Sea r € X, entonces

q(z,7) =0

por lo tanto z X, z.

OP;) Seana y€ X talque 2 X,y v y =, 1, luego

g(z.y) =0y q(y,z) -0

de donde

¢(z,y) = q(y,z) =0

Por Q3 se tiene que T = y.

OP;3) Sean z.y,z2 € X talque z %, ¥y ¥ y =, 2, entonces

9(z,y) =0 y q(y,2) =0

Por Q, se tiene que
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0<g(r 2) <q(v y) +4q(y,2) =0

de donde

g(z 2) =0

Asi

De todo lo anterior se tiene que (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Teorema 2.3.2 Sea (X q) un espacio cuasimétrico y sean
¢ XxX—>R y gs XxX—R
las funciones definadas por

Q' (z,y) =q(y.z) ¥y ags(z.y) =q(z,y) +q'(z.y)

Entonces (X,q") es un espacio cuasimétrico y (X,qs) es un espacio métrico. Mds

ain, ¢* = q s1 y sblo sz g es una métrica.

Demostracién

Probemos primero que (X, ") es un espacio cuasimétrico
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Q;) Sean 1 y € X, entonces por @,

0<qg(y v) ¢ (1.y)

Q) Sean x y € X tales que 2y, entonces por

0-qg(y +) ~ ¢ (2, y)

Qs3) Scan . y € X tales que ¢*(x,y) — ¢"(y ) — 0, entonces

g(y.2)  y(i.9) =0

hiego por Q5

Q4) Sean r y.z € X, entonces

< qlz.y) +qly. 1)
q"(y,2) + q°(z,y)
g (z y) +q(y,2)

De todo lo anterior se tiene que (X, ¢*) es un espacio cuasimétrice

Probemos ahora que (X, gs) es un espacio métnico.
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Mpg) Sean 2 y € X, entonces

0<ale 9)+q" (@ y)  asle,y)

M,) Sea r € X, entonces

gs(r.7)  qlr 1)+ ¢ (v.7) 0

M,) Sean z y € X tales que gs(z'y) 0, entonces

qz y)+q¢*(2,y)— O

¢{z y) +g¢(y.r) O

por @, se tienc que

g{z,y) —¢qlyz) O

Luego, por @3

Mj3) Sean z.y € X, entonces

gs(z,y) g9z, y) + ¢ (z.y)
g(z,y) +q(y, 7)
q(y. ©) + ¢(7.y)
q(y.z) + ¢*(y, )
4s(y,2)
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- My,) Sean v y,z € X, entonces por (Qy

as(@ z)  q(a.2) +4q°( 2)
—g(a.2) +g(z.0)
<q(r y)+qly 2) +q(z y) +q(y 1)
9(z,y) + ¢'(v, ) +q(y- 2) + ¢" (. 2)

— gs(2,4) +4s(y, 2)
De todo lo anterior se tiene que (X, gs) es un espacio métrico.

—| Supongamos que g = ¢*. Sabemos que ¢ cumple con My, M, y M,. Probemos

que g cumple con M, y M,.
M) Sean v y € X tales que ¢(z,y) — 0, entonces
0 q(rv.y) —q*(v.y) = q(y. 7)
luego, por Q3 se tiene que T — y.
M3) Sean © y € X, entonces
9(z,y) = q¢*(v.y) q(y,7)

De todo lo anterior se tiene que (X, ¢) es un espacio métrico.

<=] Supongamos que ¢ es una métrica. Sean 2,y € X, entonces por M; se tiene que
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g(x,y) — qly.1) = ¢*(a,y)

Por lo tanto ¢ — ¢*

Teorema 2.3.3 Sea (X. <) un conjunto parcialmente ordenado y sea

g XxX —R
la funcién definada por
0 si Ty
q(z,y)
1 si TRy

entonces (X,q) es un espacio cuasimétrico.

Demostracién

Q,) Sean z.y € X, luego por la definicion de Q

g(z,y) =0 6 g(z,y) -1

por lo tanto

0<q(z v)

Q2) Sean z.y € X tales que = = y, entonces
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de donde

q(z,y) =0

Q3) Sean x y € () tales que

g(z,y) = ¢(y.2) =0

entonces

TXYyYy yIz

luego por OP; se tinen que

Q4) Sean z y,2 € X, entonces

s Siz <X z, se tiene que

0— g(z z) < glx y)+q(y, 2)

s Sf z £ 2, se tiene que



liego st © =<y entonces

y2z
de donde
1=q(v.2) = q(z,y) + ¢y 2)
De manera similar, si y < z entonces
Ry
de donde
1=y¢(z,2) — q(z,y) + ¢y 2)
Ademas, si
Ay y yZz

entonces
q(z,y) +qly,2) = 1+1
> 1

q(z, 2)

De todo lo anterior se tiene que (X, ¢) es un espacio cuasimétrico.

Definicién 2.3.2 Un espacio cuasimétrico ponderado es wuna tripleta
(X,q.] |) tal que (X,q) es un espacio cuasimétrico y
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| | X —R

es una funcion que cumple con las siquientes propedades

* 0 < |z|, para cada r € X

* |z| + q(z, y) = |y| + q(y 2), para todo =, y € X.

llamada funcion de ponderacion

Teorema 2.3.4 Sea (X,q,| |) un espacro cuasymétrico ponderado, y sea

Pg X xX—R

la funcion defimda por

po(z.y) = |z| + q(z,9)

Entonces (X,p,) es un espacio métrico parcial.

Demostraciéon

MPy) Sean 1 y € X, entonces

0 < fr| — |z} + gz, 7) = po(, 7)

ademés
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po(r 1) =l +aq(x 1) el = <fel+4q(r y)
= Po(2, )

de donde

0 < pye 2) € pyla.

o
—

MP.) Sean z.y € X. Asumamos que

Py(z,7) = py(x, y) — Pe(y ¥)

entonces
pe(2,2) — pyla,y)
|z| + ¢(z,x) = l|z|+q¢(z,y)
lz| = le| +q(z,y)
0 - q(z,y)
Ademaés
P(y,y) = po(T )
Iyl +a(v,y) = Izl +aq(r y)
lyt = lyl+q(y x)
0 = q(y,2)
De donde
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gle y) qly ) O

Luego por Q3 se tiene que

MP3) Sean z,y € X, entonces por la propicdad de la funcién de ponderacion se tiene

que

Pz, y) — Izl +q(r v) |yl +qly =) — paly. )

por lo tanto

pola.y)  pyly,a)

MP,) Sean z y,2 € X. entonces

pe(e.2) — la|+g(a.2)
<zl + q(z.y) + g(y. 2)
lz] + q(z,y) + vl + a(y. 2) Iyl a(v,y)
— Po(T.y) + Py 2)  Pe(y.v)

de donde

Pe(T, 2) < po(x. y) + Pely. 2) — Poly. y)
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Por todo lo anterior se tiene que (X. p,) es un espacio métrico parcial

Teorema 2.3.5 Sea (X.p) un espacio métrico parcial y sean g, y | |» las funciones

defimdas por
gp XxX —R, ||, X—R

aw(T.y) —plr.y) —p(r,7)
lzl, = p(z,2)
Entonces (X,qp.|-|p) es un espacio cuasimétrico ponderado. Ademds, pq, — p, donde

Pq, €s la métrica defimda en el Teorema 2.3.4, y Xp=2,,.
Demostracién

Q;) Sean z y € X, entonces por M Py
0<p(a,y) —pl2,2) = (2, 9)
Q) Sean 1 y € X tal que © = y, entonces
(7, y) — p(* y) — p(* 7)
y como z = ¥, se tiene que

t(z,y) = p(z. z) - plz, T)
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asi

gpla.y) =0

Q3) Sean .« y € X tal que

ap(7.y) — qp(y.7) = 0

entonces

ap(r,y) — p(r y) —plz 1) =

de donde

p(r y) — p(r, 1)

De manera similar se obtiene que

p(z,y) = p(¥:¥)

de donde

p(z,z) = p(z,y) = P(y,y)

por M P, se tiene que



Q4) Sean v y z € X. Luego

gt 2) plz z) p(r x)

cy)+ply 2) plyy) —plr.7)

IN
=
-~

plx y) plx)+ply2) »py.y)

— g(z y) +q(y.2)

De todo lo anterior se tiene que (X, g,) €S un espacio cuasimetrico

= Sea v € X entonces

OSp(lT,l?) lllﬂ

= Sean z.y € X, entonces

|| + gp(z,y) plz.z) +p(z,y) plz,2)
- plz,vy)
- ply.7)

— ply,7) +p(3,y) Py, Y)

py.y) + p(y, z) — p(y, y)

[yl + gy, T)

Por consiguiente (X, q,,| |) €s un espacio cuasimétrico ponderado
Por el Teorema 2.3.4,
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P, (1 y) = |1lp +ap(2 y)
= p((L, I) + 1)(1‘, y) - p(x,:l)
p(z,y)

Asi pues,

Pg, =P
Finalmente,

T3py <« plz,z)=p(z,y)
<> pla,y) - pz,2) =0
<= ¢p(z,y) =0
= T3,

Por lo tanto, <,—=,, .

Finalizamos este capitulo con un ejemplo que muestra que no todo espacio cuasimeé-

trico tiene una funcién de ponderacion.

Ejemplo 2.3.1 Sea X = {a.b,c} y definamos la funcion
q°{a,b,c} x {a,b.c} — R
definida por
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gla ) 0 qlh a) 2

qla.c) 1 g{c a) — 1
qbc) 3 glc b) 0
con
gz 1) 0

para todo z € {a.b.c}.

Note que la funcion ¢ satisface los axiomas @), @2, @3 y Qa, por lo tanto ({a,b ¢}, q)
€S 1IN espacio cuasimétrico.

Veamos que ({a,b,c}.q) es un espacio cuasimérrico que no puede ser ponderado. Er

efceto, supongamos que existe una funcion de ponderacion

-] {a.bc} —R

para ¢. Entonces
|b] + g(b,¢) = 1b] +3
= (|b]| +2)+1
— (16l + ¢(b,a)) +1
(la] + q(a, b)) + 1

=la| + 1
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o] + g o)
=] + ¢g(c a)
fel + q(c b)Y + ¢(c, a)
~ (le] + q(c b)) + 1
= ([0 +q(b,¢)) +1
lo que es una contradiccion. Asi pues, el espacio cuasimétrico ({a, b ¢}. ) no se puede

ponderar.

98



Capitulo 3

LA TOPOLOGIA DE LOS
ESPACIOS METRICOS

PARCIALES
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En los primeros pasos. al 1calizar estudios en espacios métricos, usnalinente se em-
pieza discutiendo las propiedades topologicas Por ejemplo, se mostraria que la nocion
de convergencia en espacios métricos se pueden expresar en términos de la topologia
En este capitulo se estudiardn las propiedades topologicas en los espacios métricos
parciales y los espacios cuasimétricos, asi como las relaciones entre estas topologias y
los ordenes parciales inducidos por estas funciones También se estudiaran las relacio-
nes que existen entre las topologias inducidas por las pmétricas y cuasimétricas y las
topologias que provienen de las métricas induaidas por estas funciones. Finalmente se
estudiara la convergencia en estos espacios topologicos y se presentara una extencion

del teorema de la funcion contractiva en estos nuevos espacios topolégicos.

3.1. La Topologia de los Espacios Métricos

Parciales

Definicion 3.1.1 Sea (X, p) un espacio métrico parcral. La bola abierta de centro

T y radwo € > 0 se denota por By(r.€) y se define por

B(z.e) {ye X p(z,y) <¢e}
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La bola cerrada de centro 2 y 1adiwo £ se denota por B,(a <) y se define por

By(z,e)={ye X p(z,y) <&}

Observacién: A diferencia de los espacios métricos, algunas bolas alwertas en los
espacios métricos parciales pueden ser vacias, por ejemplo, si existe un z € X tal que

p(7,7) > 0, entonces por el axioma M P, se tiene que

B,(z,p(z,x)) =0

Teorema 3.1.1 Sea (X,p) un espacio métrico parcial El conyunto de todas las bolas
abrertas de (X, p) es base de una topologia T sobre X. T es llamada lo topologia

inducida por la pmétrica p, y se denota por T,.

Demostracion

2. Note que

X = U By(z,p(z,x) + 1)

el
u. Sean B,(z,¢) y By(y 8) dos bolas abiertas de X tales que

By(x,e) N By(y,8) #0
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Sea u € By(v )0 B,(y 4) y tomemos

7. — pla a) + min{e — p(a,z),6 — pla y)}

Supongamos que = € Bp(a,7,), entonces

p(z,a) < 1, = p(a,a) + nun{e —p(a ) d — p(a y)}

luego

p(z.a) < p(a,a) + & — p(a,1)

de donde

p(z, a‘) +p(a,:c) - p(av a) <€

por lo tanto, por M P, se tiene que p(z,z) < € y, por ende, z € By(z,¢€)

De igual forma se prueba que z € B,(y.4). Por consiguiente

z € By(z,e) N By(y. )

By(a,n,) C Bp(x €) N B,(y,6)

para todo a € B,(z,€) N Bp(y, §).
Finalmente, como a € B,(a,7,), se tiene que
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a e B(a ) < B(uve)nNB,(y d)

Por el Teorema 1.2 8, se tiene (ue la fammha
B, {Byz,e)/re X.c>0}

forma nna base para nna topologia 7, sobre X Mas precisamente, la topologia 7, es

la familia de todas las uniones de elementos de B,.

Ejemplo 3.1.1 Conswleremos el espacio métrico parcial (R*. pmaz) defimdo en el
Eremplo 2.2 2 | entonces para < > 0 se tiene
Bpuaz(a, € + pmaz(a.a)) = Byuas(a,€ + a)
—{beR* pmaxr(a b) <e+a}
{b€ R* mazx{a,b} <<+ a}
{beR* b<e+a}
0. ¢ +a)

Por lo tanto
Bpmaz — {[0,€) - £ > 0}

es una base para la topologia T pnus-
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Teorema 3.1.2 Sea (X p) un espacio métrico parcial y p" la pmétrica defimda en
el Teorema 2.2.1 Entonces la topologia inducida por p es la misma que la topologio

wmducida por p*.

Demostracion

Sean r € X y ¢ > 0, probemos primeramente que

B,,(I.s)=B,,A( £ )

T
"1+¢

En efecto. Sea a € B,(z,¢), entonces

p(r,a) <¢
luego, como la funcién
T
flr) = r+1

es creciente en [0, 00), se tiene que

pa,a €
p(a,a) <

A —
pi(z a) 1+p(r,a) 1+4c¢

de donde ¢ € Byn (1‘ l+e

) Asi pues

By(z €) C By (:c ¢ )

1+¢

Sea b € Bpa (:c, ), entonces

€
l+¢
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M) <

p(v D) oL
1+ p(z b) 1+¢

p(2.0) + ¢ p(a.b) <e+¢p(zbh)

p(r b) <«

de donde b € Bp(z ) Asi pues,

Sea ahora 0 < & < 1, entonces

)
6 1-6
Bp(x,l 5) Bp/\ I,l———é
1-4

= Bpr(7.6)

oseaque si 0 < § < 1, entonces

)
Bpa(z,0) B,,(xl 5)

Note que si § > 1, entonces
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B,.,A(l.()‘) =X = U Bp (l‘,p(’!’ 1) + 1)
1€X

Asi, la topologia inducida por p es la misma que la topologia inducida por p*

Teorema 3.1.3 Sea (X, p) un espaco métrico parceal. Las bolas abiertas de la forme
By(vz.€) —{y€ X pla,y) <e}
con € > 0, generan la mwsma topologio. que las bolas abiertas de la forma
B)(z,8) — {y€ X p(z,y) < p(z.7) + &}
con § > 0. Mds ain, las dos familias son la misma, si se eliminan las bolas vacias.

Demostracion

Esto es evidente, pues si tomamos 0 < p(7, t) < €, entonces

By(a,€) — B;,(.’L,E —p(z 1)) y Bj(a.€) = By(x,p(a, ) +¢€)

Ademas, si
0<e<p(zz)
entonces
B,(x,e) =0
Asi, si
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B, —{By(2.6) /1€ X.c>0} vy B,—{Bys€)/2€Xe>0}
entonces

B - B,u {0}

Teorema 3.1.4 Sea (X p) un espacto métrico parcial y sean a € X, z € Bp(a,€).

Entonces existe un 6 > 0 tal que
z € B,(z 8) C By(a,¢)

Demostracion

Supongamos que z € Bp(a, €), entonces

p(r,0) <e

d =¢—p(x,a)+ p(z x)
entonces § > 0. Ademas, como € > p(a,a) se tiene que p(z,2) < 4. Por lo tanto
z € By(z,0)
Supongamos ahora que y € B,(z ). Entonces
ply.T) < 6
p(y.z) < e-—p(z,a)+p(z.z)
p(y,2) + p(a,a) —pla,x) < €
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Luego, por Al Py se tiene que
p(y,a) <<
de donde y € By(a €) Asi pués,

z € B,(z 8) C Bp(a,¢)

Teorema 3.1.5 Sea (X,p) un espacio métrico parial. Entonces (X T,) es un espa-

cro Ty,

Demostracion

Sean r,y € X tales que x # y, entonces por M P, y MP; se tiene que
p(z,z) <p(z.y) 6 p(y,y) <p(z.y)

Supongamos que p(z.z) < p(z,y) y tomemos

. _ Pz ; pa.7) o

Note que & € B,(a,¢ + p(a, )); sin embargo,

e+p(:r,,:r.) = p(:L,y) ;p(l'w) +p(:r.,:r.)

_ p(zy) +p(z 1)
2

p(a, y) + p(a y)
< 2

= p(z,y)

108



Por lo ranto,

y ¢ By(a.c +p(1 1))

Simular resultado se obtiene si suponemos que p(y.y) < p(z, y).

Asi pués, (X, T) es un espacio topologico Ty

Los espacios métricos parciales no son, en general, T} como lo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.1.2 Sea X — N={1,2,3. } el conjunto de los nimeros naturales y
p NxN—R
la funcion definada por
p(m,n) = maz{m,n}

Imitando los pasos seguidos en el Ejemplo 2.2 2, se prueba que p es una pmétrica
sobre N.

Note que s1 0 < € < 1, entonces
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By(n c+p(n n)) = By(n c+n)
={meN p(m,n)<e+n}
— {meN maz{m,n} <e+n}
- {meN m<e+n}
={1,2,3, ,n}

Denotemos
ln -{1.23 ,n}
Luego
B={[l,n] n€eN}

es una base para la topologia 7, sobre N.
Observe que (N, 7,) no es T}, ya que si n > m, entonces para todo O € T, tal que

n € O, se tiene que m € O.

Definicién 3.1.2 Sea (X, <) un conyunto parcialmente ordenado. Una topologia de

Alexandrov sobre X es una topologia T que cumple con la sigurente propredad:
r€0 y =<y entonces ye€O

para todo O € T y para todo v,y € X.
La topologia completa de Alexandrov sobre X es la topologia
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{0OCX VieOVyeX S a=2y= yeO}

de todas las clausuras ascendentes y se denota por T <.

Observaciones:

= Un conjunto parcialmente ordenado con la topologia completa de Alexandrov

es E].

s Un conjunto parcialmente ordenado con una topologia de Alexandrov no es
siempre Ty. En efecto, basta tomar la topologia cadtica en un conjunto parcial-

mente ordenado (X, <) con mas de un punto.

» Si 7 es una topologfa de Alexandrov sobre el conjunto parcialmente ordenado
(X, %), entonces 7C7 <. Reciprocamente si 7 es una topologia sobre X tal que

TCT <, entonces 7 es una topologia de Alexandrov.

s Una base para la topologia completa de Alexandrov sobre (X, <) es la famiha

Bcs={{yeX z=y}/zeX}

Teorema 3.1.6 Sea (X,p) un espacio métrico parcial. Toda topologia generada por
una pmétrica es una topologia de Alezandrov. Mds precisamente,
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Demostracién

Es suficiente probar que para todo 2 € X y para todo € > 0 se tiene que
B(ze)=U{{: €X y=p2} ye€Byze)}
Sean z,y,z € X y € >0, tales que
YE Bpz,€) ¥y y=p2

Entonces
px z) <p(z,y)+p(y.2) -ply v)
= p(e y)
< £

Por lo tanto z € By(r,€) ¥y
{z€ X y=x,z} C By(r,e)
para todo y € B,(2.€). Luego
B,(a,€) U{{z €X y=X,z}:y€ B,,(:u,e)}

Esto implica que 7, C7<,; es decir 7, es una topologia de Alexandrov.

Teorema 3.1.7 Sea (X p) un espacto métrico parcial. Entonces
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TP - Tf;'

st y s6lo s1 para todo x € X ezste € > 0 tal que.

By(z.e) —{y =X y}

Demostracion

<] Sea O € T, entonces

0 =y 2z, 4}
7€0
= U By(z €)
T€0
€ Ty
De donde
Tfl: g TP
Luego por el Teorema 3.1.6
ij = TT’

=] Sea r € X, entonces
{y e=2,91e Ty
Luego, existe un ¢ > 0 tal que

x € By(z,6) C{y .z 2y}
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Pero, como o € B,(4 €), se tiene que
{y =259} C Bylz.e)
Asf pues, existe un € > 0 tal que

By(z €) —{y =%, 4}

3.2. La Topologia de los Espacios Cuasimétricos

Definicién 3.2.1 Sea (X,q) un espacio cuasimétrico. La bola abierta de centro v

y radio € > 0 se denota por By(z,€) y se define por

By(r,e)={y€ X q¢(r.y) <e}

Teorema 3.2.1 Sea (X,q) un espacio cuastmétrico. El conjunto de todas las bolas
abiertas de (X, q) es una base de una topologia T sobre X. T es llamada la topologia

inducida por la cuasimétrica q y se denota por T,.

Demostracion

1) Note que
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X =JB,(r )

1€XN
1) Sean By(z )y Bg(y,d) dos bolas de X y sea z € By(z.€) N B,(y,d) Tomemos
7= min{e - a(r, 2,6 — a(, 2)}
Sea u € B(z n), entonces
g(z,a) <e —q(z z2)
de donde
q(z,2) +¢(z,a) < e
por lo tanto, por @4 se tiene que
g(z,a) < ¢
y
a € By(z,¢)
De igual forma se prueba que a € B,(y. ). Por consiguiente

a € By(z,€) N By(y,d)
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B,z 1) € By(a.£) 1 B,(y.0)
Por el Teorema 1.2 8 se tiene que la familia

B, {Byfr<)/a1€X.e>0}

forma una base para una topologia 7, sobre X.

Teorema 3.2.2 Sea (X, p) un espacto métrico parcial y sea q, la cuasimétrica gene-

rada por p en el Teorema 2.3.5, entonces

Ty = Tq, ¥ “p—Z4,

Demostracion

Seaz € Xy = > p(x, ), entonces

By(z.c) ={ye X plz.y) <<}
{ye X p(z.y) plr.x)<e plz.2)}
={yeX g¢a.y)<c pla )}

— By, (z,e — p(z 7))

Size Xy 0<ce<p(x,z), entonces
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By(a ) =0
Finalmente, s v € X y - > 0, entonces

B, (r,e) —{yeX gfry) <c}
- {yeX plzy)-plz,z)<c}
={yeX p(z.y) <e+p(z 1)}
— By(x €+ pla,2))
Por lo tanto 7, = T,,
Sean z,y € X, entonces
T2,y & plz.z) - p(z,y)
<= p(r,y) —p(r,7) =0
= g(z.y) =0
= 13,4

De donde

_p=jqp

Teorema 3.2.3 Sea (X, q,|:|) un espacio cuastmétrico ponderado y sea p, la pmétrica

generada por q en el Teorema 2.3.4., entonces

Tq = TPq y jq—qu
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Demostracion

Seax € X v £ > |2], entonces

By (z.6)  {y€X pylz.y) <e}
{ye X |z|+glz.y) <e}
{ye X qloy)<e Juf}
By(z,e |z|)

Stze Xy 0<:=<|z] p(z,x), entonces
By (t,e) 0

Finalmente, si z € X y € > 0, entonces

By(z.e) {y€X qlz,y) <e}
{ve X |zl +q(z,y) <e+|z|}
{ye X po(r.y) <e+|l}
By(z,€ + |z)
Por lo tanto 7, T pe-
Sean z,y € X, entonces
T2,y = p(T,7) = pylz,y)
<> [z +q(z,7) = [2] + q(z.y)
= q(z,y) 0

= =25y
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De donde X,==,,

Teorema 3.2.4 Sea (X, p) un espacio métrico parcial y sea d,, la métrica generads

por p en el Teorema 2 2.4, enlonces

Tpc Td

= P

Demostracion

Sea
gp XxX—R
la funcion defimda por
g(z,y) — p(z,y) — p(z, 7)
Por el Teorema 2.3.5, g, es una cuasimétrica. Luego por el Teorema 3.2.2

Tp— T4

Por otro lado, como
dp(a.y) — 2p(z,y) — p(2,2) — p(y, y)
— [p(z y) — p(z )] + [p(y. 2) — Py V)]

= Qp(.’l‘, y) + qP(y’ I)

luego, se tiene que
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(Ip(-L ‘/) S (l!l(la ‘/)
para todo 2 y € X Pt lo tanto
By, (v €) C B, (a,€)

Esto imphca que 7, C T4, Por consiguiente 7, C 74,

3.3. El Teorema de la Funcién Contractil para Mé-

tricas Parciales

En las secciones anteriores se han generalizado algunos conceptos de espacios mé-

tricos a los espacios métncos parciales Como por ¢jemplo los conceptos de bola abier-
ta, bola cerrada, base para una topologia. Ademéas, hemos visto como a partir, de un
espacio métnico parcial se puede generar ya sea un espacio métrico o un espacio cua-
simétrico.
Ahora se generalizard uno de los teoremas mas familiares de la teorfa de espacios
métricos como lo es el teorema de la funcion contractiva o punto fijo Para ello se
generalizara, de los espacios métricos a espacios métricos parciales, los conceptos de
convergencia de sucestones, sucesiones de Cauchy y espacios completos.
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Definicion 3.3.1 Sea (X, p) un espacio métrico parcial Una sucesion {1,} de ele-
mentos de X converge a un punto 1. € X, st para cada € > 0 tal que

x € B(z,¢), emste un N > 0 tal que
z, € B(z ¢)
para todo n > N. Estd situacion se denota por

lim z, =x o T, — I
n—+00
Esto es, {z,} converge a z s1 este esta eventualmente en toda bola abierta que contiene

a 2. Como
B {B,(z.,€) /1€ X >0}

es una base para la topologia T, inducida por la pmétrica p, la sucesién {x,} converge
a z si y s6lo si la sucesion esta eventualmente en cada abierto (basico) que contenga
a z. En particular, {z,} converge a z si para todo ¢ > 0, la sucesion {z,} esta

eventualmente en B,(z,¢ + p(7, T))

Definicién 3.3.2 Sea (X, q) un espacio cuasiméirico. Una sucesion {t,} de elemen-

tos de X converge a un punto z € X, 3t para cada € > 0 existe un N > 0 tal que

Z, € By(z,¢)
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para todo n > N. Esta situacion se denota por

lm z, =2z 7] I, — T

n-»<400

Como
B={Byz.c) /ze€ X e >0}

es una base para la topologia 7, inducida por la cnasimétrica ¢, la sucesion {,}
converge a T € X si y s6lo si la sucesion esta eventualmente en cada abierto (basico)

gue contiene a z.

Teorema 3.3.1 Sea (X,p) un espacio métrico parcial, {z,} una sucesién de puntos
de X yx € X. Entonces
T, —T
st y sdlo s1,
Jim p(zp, 7) = p(7, 7)

Demostracion

=] Como {x,.} converge a 2, para todo € > 0 existe un N > 0 tal que

zn € B(x,e + p(z, x))
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para todo n > N. Por lo tanto
0<plx,v) <plrat) <e+pla,a)
de donde
0 <p(z,. ) —p(r,z) <€
para todo n > N. Esto imphca que

imp(z, =) p(r 1)

n—oc

< Sea &£ > 0. Como

limp(z, z) p(z, z)

n—oc
existe un N > 0 tal que para todon > N
P(zn.z) — plz.7) <€

P(Tn.z) <€+ p(r, )

Por lo tanto z,, € B(z,e + p(z,)) para todo n € N, es decir que la sucesion {z,}

esta eventualmente en B,,(:l:, £ + p(z,)). Esto implica que

limz, =z
n—,x0
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Definicién 3.3.3 Sea (X p) un espacio métrico parcial y sea {v,} una sucesion de
elementos de X . El conjunto de todos los puntos limites de {x,} se denota por L(x,);

0 Seq

Lzy,)y={e€X a1, — 21}

Ejemplo 3.3.1 Consideremos el espacio métrico parcral (R*, pmaa) defimedo en el

Ejemplo 2.2.2. Para la sucesion {z,} = {1} se tiene que
L(z.) = [0,00) = R¥

En efecto, sea = € R* y £ > 0. Entonces
Bymaz (7, € + pmat(,7)) = Bpmaz(T. €+ 7)
={y e R" pmaz(z,y) < e+ x}
—{yeRY -max{a,y} <e+a}
={yeR* . y<e+uzx}

=[0,e + )
Por la propiedad arquimediana existe un N > 0 tal que
l<e

para todo n > N, por lo tanto
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2ef0e+a)
de donde
1

1 € Bpmaz(z € + pmaa(z, z))

para todo n > N. Asi

y L(z,) = [0,00) R™.

Teorema 3.3.2 Sea {1,} una sucesién en un espacio métrico parcal (X,p) y sea

z € L(z,). &1 y X, z, entonces y € L(z,).

Demostraciéon

Como y =, z, entonces
ply,y) = ply,2)
Aplicando la desigualdad triangular de p se tiene que

p(xm y) < p(Im I) + p(l‘, y) - p(l‘, 1‘)

para todo n € N. Luego
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lin p(1, y) < ll'lll p(rn )+ p(a.y)  p(a 1)
0

n— toc n—

lim p(zn y) <plzy)

n—+oc

lim P(Tu U) SP(’/ax)

n—<4oc

im p(ra.y) < py,v)

n—+oc

Por otro lado. por M P,

p(y. y) < p(2a,y)

para todo n € N Por lo tanto

p(y,y) < lim p(zn,y)

n—5%0

De todo lo anterior se tiene que

lim p(zn y) = p(y,y)

n—=oc
Luego, por el Teorema 3.3.1.

In — Y

Por consiguiente y € L(z,)

Definicién 3.3.4 Sea (X, p) un espacio métrico parcial. Una sucesion {z,} de puntos

de X converge propiamente a z € X 51 {z,} converge a z y st
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I p(a, w.) — p(e )

N~

En otras palabras por le Teorema 3.3.1, una sucesion {z,} en un espacio métrico

parcial (X, p) converge propiamente a v € X si los siguientes limites existen
limp(z, z) y limp(z, z,.)
H—0c H—oc

y ademas

lim p(T, ©,) — limp(z,, ) — p(x. 1)
n—oc n—oc

Teorema 3.3.3 Sea (X, p) un espacio métrico parcial, {z,} una sucesiin de puntos

de X yz € X. Entonces, {z..} converge propramente a x s1 y sélo st
lim g,(z, 2,) = 0= lim g;(z. zn)
donde g, y q, son las cuastmétricas definidas en los Teoremas 2.3.2 y 2.3.5.

Demostracion

=>| Supongamos que {z,} converge propiamente a z € X. Entonces,
hnp(z,v,)=p(t 1) ¥y lim p(t,, 1,) = liin p(z,,1)
n—5 n—oc n—00

por lo tanto
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lim (p(z, L) [)('L,'l.)) =0 lim ([)('L,“‘L,l) /)(.L,,,:z.)) -0

n-»> n=roc

es decir

lim gp(r 7)) — 0 v limgy(rp.7) 0
n o0 n—-oc

Asi

hel

Iim ¢,(z,2,) — 0
o<

re~»

limgy(z,z,) O
<] Supongamos que

lim gp(z,2,) =0 lim g (z,z,.)

n—r+o0 n -»+o0

entonces

lim (p(z,2n) — plz,2)) =0 ¥ Hm (p(an,x)  plzn,zn)) 0O

n-—r-{o0 n ->-too
Por lo tanto,

lim (p(z,z,) plz 7)) +p(z,2) —p(T,7)

n—+o0

im (p(z.za) — p(z.7) + plz,7)) = plz,2)

n—+o0

lim p(z,z,) - pla,a)

n-»+00
im p(zn,z) = p(z,7)
n—-+oo
Ademas
n-l—lOTOCp(xn’ 2') nl—l»x-f-loc (p(xm I) p(l.m 1.")) n-l—lOToop(xn’ 2?)

lim (p(:z:,,,:z:) — p(zn ) *P(Tml“n)) — p(z )

n-»+o00

lim plan,z,,) — p(z 2)

n->+oc
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asi pues,

"_l-l’ll]oo[)(t,, x,) = "11’21()01)(1,,, ) — p(x.T)

Esto implica que la sucesion {z,} converge propiamente a z.

Teorema 3.3.4 Sea (X.p) un espacio métrico parcrial y {x,} una sucesion en X que

converge propamente ¢ * e y, entonces T =y

Demostracion

Sea £ > 0. Como {1, } converge propiamente a x e y, existe un N > 0 tal que

0 <plzny) ply) <

Llm

0 Sp(zmz)_p(zaz) <

w|m

™

Ip(Ta, ) = P(y,9)] <

para todo n > N Por lo tanto, por M FP; se tiene que
0<p(y,x) —p(z,z) < ply,2n) + P(Tn, 2) = p(Tn, zn) — p(z. 2)
= P 1n) = P(n ta) + P(1n,2) = p(2,2)

= p(Tn,y) — P(Tn, Tn) + p(Tn, T) — p(, T)

<

(p(zn, ¥) — Py, y)] + (¥, y) — p(20, 22)] + [p(z z) — (2. 7)]
[]7(’1:,1, y) - p(y’ y)] + |]’)(Il‘.,,, Tn) -p(ya y)l + []7(77,,, T) - p(.’E, ’l:)]

<E+5+E

wim

=€
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Esto implica que
ply ) —p(r v) -0
es decir,

p(z.z) - p(T y)

Por consiguiente, z <, y.
De igual manera se prueba que y <, z. Luego, como =<, es una relacion de orden

parcal, se tiene que 2 y.

Ejemplo 3.3.2 Consideremos la sucesion {%}m_‘ definida en el espacio métrico par-

aal (RY, pmazx), estudiada en el Eyemplo 3.3.1.

Recordemos que

Note que

11 1

n’n n

pmnai (%, %) = 71mai {

por lo tanto

lim pmaz (%,)) limi_0

n-»00 n »2c
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Asi pues

. 1 . 11y —_ .
”ll_{laxopmu,:. (;, 0) 'llllgo[)llt(t.b (;,- ;) =0 = pmav(0.0)

0F ne la sucesidon { -} converge propiamente a z — 0. Note ademas que s1
sea que la suces "1 converge propiamente a 0. Note ade e > 0,

entonces {%} converge a T, pero no propiamente

Observacién: De los Teoremas 3 3.2 y 3 3 4 se deduce que si {7,} es una sucesiéon de
puntos en un espacio métrico parcial (X.p) que converge proptamente a y, entonces
L(z,) = {I €X %, y}

o0 sea que y es el elemento maximo de L(z,) En efecto, supongamos que {z,} converge

proplamenteay e z € L(z,). Luego

lim p(z, z.) = lim p(z,. y) = p(y.y)

"H—=+00

lim p(z..y) = p(z, )

Por lo tanto

p(z, z) < p(z,y) < p(2,2x) + P(Tw, Y) — P(Tn, Tn)
para todo n € N. Esto implica que
P@,7) <p(r.y) < Jim [p(r,7a) + P(Ta ) = P(Ta: 70)]
=p(z,z) + p(y,y) — P(v, )
= p(, z)
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Por consigiente.
p(7,z) = p(z.y)
y 2 =%py. Asi

L(z,) —{re X z=x,vy}

Ejemplo 3.3.3 Sea X = (0 00) y denotemos la funcion

pmar X x X — R

pmaz(a.b) = maz{a,b}

Similarmente al Ejemplo 2.2.2 se prueba que (X pmaz) es un espacio métrico parcial.
o0

Consideremos la sucesion {1} _ en X. Sigwendo un analisis similar al usado en el
n=

Ejemplo 3.3.1, se obtiene que
L (%) = (0, 00)

Sin embargo, la sucesién {1} no converge propiamente en X.

La siguiente definicion generaliza la nocién de sucesion de Cauchy a los espacios

métricos parciales.
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Definicion 3.3.5 Una sucesion {1,,} en un espacio métrico parcial (X p) es de

Cauchy st eniste un a > 0 tal que para todo £ > 0 eniste un N > 0, tal que
lp(l'n: :Ln'z) - al <eg

para todon, m > N.

En otras palabras, {z,} es de Cauchy si p(z., ) converge a algiin a € R* cuando

n y m se aproximen al infinito; esto es, si

lim p(z,,zm)=a

n,m—00

Note que si (X, p) es un espacio métrico entonces a — 0, ya que en este ¢aso
0 — lim p(z,, z,) = lim pp(Zn, Zm) = a

=00 n—=

Ejemplo 3.3.4 Consideremos el espacio métrico parcial (RY,pmaz) del Ezemplo

3.2.2. Definamos la sucesion {z.} ", en R* por

H
T, =3+ (—1)"
Sea 1 > 4, entonces

pmaz(z,, z) = maz{3 + (-1)",z} = z = pmax(z, z)
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por lo tanto

i prnar(e, L) pmaea(a

H=o

Esto implica que € L(z,) v

[4,00) C L(z.)

Si 2 < z < 4, entonces se tiene que

pmaz(z,, z) — mar{3+ (-1)*,z}

luego

lim pmar(z,. )
kiEmde

no existe.

Si 0 <z < 2, entonces se tiene que

pmaz(z,,z) maz{3+ (-1)" z}

liego

im pmar(z, )

n—0o0
no existe.
De todo lo anterior se tiene que
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L(x,) [4.00)
Por otro lado

pmazx(zx,.x,) 3+ (-1)"

lim pmax(z,,z,) lim (3 + (-1)7

n—o0
no existe. Esto implica que la sucesién no converge propiamente. Mas aun, como el

lfmite

lim pmax(z,, z,)
m.n—x

o0

no existe, la sucesion {z,} _ no es de Cauchy.

n=]

Observaciones:

» Las sucesiones estacionarias son propiamente convergentes y de Cauchy en los

espacios métricos parciales.

= Las sucesiones de Cauchy en un espacio métrico parcial no son nec ...riamente

convergentes.

= Las sucesiones convergentes en un espacio métrico parcial no son necesariamente
de Cauchy.
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» Las sucesiones de Cauchy convergentes en un espacto métnco parcial no son

necesariamente propiamente convergentes

Teorema 3.3.5 Sea {z,} una sucesion en el espacio métrico parcal (X p). St {z,}

es propiamente convergente, entonces {z,} es de Cauchy

Demostracion

Supongamos que {z,} es propiamente convergente a * € X. Entonces

lim p(z, 7,) — lim p(z,, 1) = p(r,7)

n—oc n-oc

Para todo n m € N se tiene que

p(Im In) < P(‘Cn Im) < p(In..‘C) + p(I. Im) - p(I, I)

Por lo tanto

im p(Tn, 2a) < Wm p(zn,ZTm) < lm_ (p(zn, 7) + p(z, Tm) — p(z, T))

n—00 n,m-—o0 n,m—ro0

p(.’l?..’l?) < lim p(rmzm) < plz,2) +p(z.7) — p(z T)

n,m=—00

de donde
lim p(tn, Tm) = p(z, )

n,m—oc

Asf pues, la sucesion {z,} es de Cauchy.
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Teorema 3.3.6 Sea {t,} una sucesién de Cauchy en el espacio métrico parcial (X p)

yreX. Srxe€Ll(an)y

I p(an, 2.} — p(e,2)
n,m—oc

entonces {z,} converge propamente a x.

Demostracién

Como

lim P(In,Im) = p(.’L‘,.’L‘)

n,m—oc

se tiene que

lim p(a, z») — p(z z)

H—00

Luego como

lim p(z, ) = p(r,7)

n—oo

se tiene que

lim p(z,. z,) = lim p(z., z) = p(z, T)
n—oc n—oc

Por lo tanto {z,} converge propiamente a 2.

Observacién: Si {7,} es una sucesion de Cauchy en espacio métrico parcial (X, p)
tal que
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Hi pla, 20) = p{e. )
x

n,m- >
para algiin ¢ € X, no se puede asegurar que la sucesion {z,} converge a z en (X p)
Basta romar una sucesion {r,} de Cauchy no convergente en un espacio métrico

(X,d) no completo. En este caso

lim p(z, zm) = p(z,z) =0

n m—oc

paratodo 1 € X

Asi pues, la condicion z € L(z,) en el Teorema 3.3.6 es necesaria.

Ejemplo 3.3.5 Consideremos la sucesion {;'.-}m_l en el espacio métrico parcial del

Eyemplo 3.3.3. Entonces

b=0

lim pmaa(an,21m) — Min I"-al{,l“,.,'i'

.m0 nm =00
por lo tanto {1} es una sucesion de Cauchy en X y L (L) — (0.0c0) = X. Pero la
sucesion {1} no converge propiamente en X.

Ast pues, las sucesiones de Cauchy convergentes no son necesariamente propiamente

convergentes.

Teorema 3.3.7 Sea {z,} una sucesidn en el espacio métrico parcial (X,p). Los si-
gurentes enunciados son equivalentes
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¢) {¢,} es de Cauchy en (X p)

1) {z.} es de Cauchy en el espacto métrico (X d,), donde d,, en donde d, es la

mdtrice generada por la pmétrica p.

Demostracién : = 1) Supongamos que {z, } es una sucesion de Cauchy en (X.p),

entonces existe un a > 0 tal que

lim p(x,,x..) —a

71100
por lo tanto,

Hm p(rp, To) 0

n—00
Ahora bien, como

dp(Tn, Tm) = 2p(Tn, Tm) — P(Tn, Tn) — P(Tm. Tm)
se tiene que
n}rl'lrllwd,,(xn, Im)=2a—a—a=0

Esto implica que {z,} es una sucesién de Cauchy en el espacio métrico parcial (X, d,).
1 == 1) Supongamos que {z,} es una sucesién de Cauchy en el espacio métrico parcial

(X,dp), luego

lim dp(zp,zm) =0 (1)

n m—oc
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Note que

plan 20) < p(xn, Tm)
P(In, ln) - P(Im Im) S P(Im Im) + (])(tn Tm) - p(In- rm)) - ])(-':ms Cm)

.U(-'Ln: €, p(-Lm -Lm) S 21)(1/“: llll) .U(:Lm 1 n) p(:l'rrz- ~Lm)
luego
p(-Ln::Lu) - p(:Lm,:Cm) S dp(lnslm) (2)

para todon,m € N

Por otro lado

20(2 s ) < 2p(2, 1)
—QP(IYHITH) +p($m1'n) +p(1muzm) Sp(rn‘rlz) p(Im?‘tm)
—(2p(2n. Tm) = P(Tn, Tn)  P(Zm.Tm)) < P(Tn.Tn) = P(Tm.Tm)

luego
"dp(ImIm) < p(In:In) "’p(ImaIm) (3)

para todo n,m € N.

De (2) y (3) se tiene que
!P(Tn-.~77n) p(77ms tm)' S dp(Tn: rm) (4)

Por (1) y (4) se tiene que {p(zn, z,)} es una sucesion de Cauchy en R; es decir,
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lim p(e,.e,) =a € R?
n- <
Ahora bien, como
(lp('l-m -Tm) - 2P(1n, xm) - p(xm xn) - p(xm xrn)
se tiene que

0— lim dy(vn 1) — K (2p(v0. Tm) = p(Th. Tn) = P(Tmy Tm))

n m—oc n,m—o0

=2 lim play,2m) — 2a

nm-=o0
por lo tanto
lim p(z, zm) = a € R*

n,m—oc

Esto mmplica que {x,} es una sucesion de Cauchy en (X, p).

Teorema 3.3.8 Sea {z,,} una sucesion en el espacio métrico parcial (X, p), entonces

los sigurentes enunciados son equivalentes

1) {z.} es de Cauchy.

212) Para todo € > 0 eniste un N > 0, tal que
P(Zn Tm) — P(Tm,Tm) <€

para todom,n > N.
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Demostracion

1 = w) Sea {x,} una sucesion de Cauchy v sea ¢ > 0 Entonces existe ¢ > 0y

A >0 ral que

ip(x,, ) a] <

para todo m,n > k. Por lo tanto

P(2r2n) @] <

™

para todo n > A

Sean n,m > k, entonces

0 <p(Ta,Tm) P(Tm Tm)
= !T)(-Tn-.xm) T)(Imsrm)l
< |p(zw, zw) — al + Ip(z0. 2,)  al

€ €
<§+2—€

77 = 1) Sea € > 0. Entonces existe un k£ > 0 tal que

0 <p(Toy Tm)  P(Tm, Tm) <

Njm

para todo m,n > k. Note que

$ <0<p(Tn,Tm) P(Tm Tm) <3

Por lo tanto
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(e ) plew )l <5
para todo m,n < k. Luego

|p($lu ‘ltn) p(l‘m -I:m)l < |T)(Ina fE“) p(~1:n~ Im)l + IP(fEm tm) - p(:tlll‘ xm)l

<,

Kb
e

£
2
para todo m n > k Esto implica que {p(z,.1,)} es una sucesion de Cauchy en R*.

Por consiginente, existe un ¢ < 0 tal que

lim p(z,,z,) — a
n—o0

Probemos que

lim p(z,,zn) — limplz,,z,) =a

0,173 00 n—oc

En efecto sea € > 0. Entonces existe un & > 0 tal que

P(Tns Bm)  P(Tm Tm)| <

aim

Ip(Irn*Llu) - (l.l <

KM

para todo n,m > k. Luego

[p(20, 2)  al < |p(E0e 20) = P(Lin, 20)} + |P(Tons o) — ¢

<, +t5;=¢

Nim

£
2

para todo n,m > k. Asi pues

lim p(z,,zm) =a

7n,m=-3»00
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y {,,} es una sucesion de Canchy.

Definicién 3.3.6 Un espacio métrico parcial (X p) es completo si toda sucesion de

Cauchy en X converge promiamente

Teorema 3.3.9 Sea (X.p) un espacio métrico parcial (X p) es completo st y sélo

st (X,dy,) es completo.

Demostracién

Es consecuencia directa del Teorema 3 3.7.

Teorema 3.3.10 Sea (X, p) un espacto métrico parcial. X es completo s1 y sdlo st

para cada sucesion de Cauchy {z,} de elementos de X emiste un z € L(z,) tal que

im p(Ta,Tm) = p(z, )
n,m—oc

Demostracién

Es consecuencia directa del Teorema 3 3.6

Ejemplo 3.3.6 Consideremos el espacto métrico parcial (R*.pmaz) del
Ejemplo 22.2. Sea {tn} una sucesién de Cauchy en R*, entonces emste un
a € Rt = [0, +00) tal que
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lim prae(a, ) —a — pmaa(a o)
nnt-»oC
Sea = > 0, entonces existe un N > 0 ral que
[pmaz(z, z,) a| - [maz{z,, zm}~al<c¢
para todo n,m > N Luego
a« e<maz{z, 1.} <c+a
para todo n,m > N En particular
a e<z, <é£+a

para todo n > N. Por lo tanto,

u—¢ <1, <mar{i,. e} <e+a

—& < pmaz(zy,a) —a<e
para todo n > N. Esto implica que

lim pmaz(z,,a) a — pmaz(a a)
n—o0

Asi pues

lim pmaz(z,,z,) limpmaz(z,,a) pmaz(a,a)

o0 n—_I
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es decr, {2, } converge propiamiente en (R* pmat) Por consiginente, el espacio mé-
/ p

trico paircial (R pmaxr) es completo.

Ejemplo 3.3.7 Consideremos el espacto métrico parcial (R*,pmar) donde

X = (0, 00).

En el Ejemplo 3.3.5 se prob6 que {%} es una sucesion de Cauchy que no es propiamente
convergente en X. Por lo tanto, (R*, pmaz) es un espacio métrico parcial que no es
completo

Por otro lado, note que (X, Tpimaz) €5 1n subespacio incompleto del espacio topologico
completo (R*, Tpmaz)

Ademas, como
Bpmaz(0.p(0,0) + €) = Bpmar (0,6)  [0,€)
se tiene que
Bymaz(0.9(0,0) +€) N X # 0

para todo € > 0. Esto implica que (X, pmaz) es un subespacio denso de (R*, pmaz).
Ast pues, podemos decir que (R*. pmaz) es la completacion del espacio métrico parcial

(X, pmaxz).
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Ejemplo 3.3.8 Consiuderemos el espacio métrico parcial (S*U S* ps) definido en el

Eyemplo 2.2 1, o sea que

ps (STUSY)x (S*USY) — R

1 , ST 10 F Yo

P({ln},’;o, {yu}:;o) =4 — 0 T, —Yy, Vi<k, zp F#F

, 8 Ay —Yn IR

Sea {:L"}";o una sucesion de Cauchy en S* U S“. Entonces existeuna € R, 0< ¢ <1

tal que

lim p(z",z™)=a

Mmoo

+ Supongamos que 3 < a < 1.

Luego existe un N > 0 tal que
p(z", ™) > %

para todo n,7n > N. Por la definicion de p se tiene que
plz™,z™) =1

para todo n,m > N. Esto implica que

p(zn’ zn) = l
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para todo n > N lo que es una contradiccion  Asi,

0<a<

)

. 1 1
Supongamos que 3 < a <,

Luego existe un N > 0 tal que

5 < plz" z™) < 1

para todo n.m > N. Por la definicién de p se tiene que

p(,ru’ ,r"m) 1

para todo n,7n > N. Esto implica que

—

p(l.n’l.n) 5

para todo n > N. Por consiguiente,

T = (,L.:)l)

€s una sucesion finita con un solo término, para todon > N

Ademas como

p{z",7™)
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para todo n.m > N, se tiene que

S para todon,m > N

Esto implica que {z,}°_ “es una sucesion estacionaria v, por ende, ella es pro-

>
7

=0

piamente convergente.

Sea k > 2 tal que

1 1
e <a < ogp

Similar al caso anterior, se tiene que existe un N > 0 tal que

p(In l.rn) 2_’:_

para todo n,m > N. Esto implica que

p(I”.I”) 7

para todo n > N Por consiguiente

n .
@ (el )
para todo n > N. Ademas como
p(I” Im) EIE
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para todo n . > N, se nene que " - 4" para todo para todo n e > N

Por lo ranto, {.1:"}: , €8 una sucesion estacionaria y, por ende convergente.

Finalmenie supongamos que ¢ 0

Luego para cada k > 0, existe un N tal que

p(rm M) < 5‘:

para todo n > Ny. Esto implica

Ny

™ —zx para todo n > N;

Considere la sucesion

T (MM M ye S STUSY
Como
M , para todo n > N
se tiene que
p(r™, 1) < 5% . para todo n. > N

Sea ¢ > 0, entonces por la propiedad arquimediana existe un & > 0 tal que
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-
A
a

por lo tanto
0<p(z" x) <e para todo n > N;
esto implica que

lim p(2”.2) — 0

n—5o%0

Asi,z € L(z) ¥

lim p(z™, ") = a = 0 = p(z, 1)
n—o0

Por el Teorema 3 3.6 se tiene que {2"}.  ~converge propiamente a . Asf pues,

(S8* U §¥, ps) es un espacio métrico parcial completo.

Definicién 3.3.7 Sea (X, p) espacio métrico parcial, una contraccion en X es una

funcion
f X—X
para la que existe un c € [0.1), llamada constante de contraccion, tal que

p(f(z). f(¥)) < ¢ plz,y)
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para todo 4y € X

Teorema 3.3.11 (Teorema de Matthews) Sea (X.p) un espacio métrico parcial com-

pleto y

f X —R

une funcion contractwa, entonces eriste un inwco 1 € X tal que

flz) ==z

y ademds p(z,z) = 0.

Demostracion

Sea (X, p) un espacio métrico parcial y

f X— X

una funcién contractiva con constante de contraccion ¢. Sea u € X y probemos que

la sucesiéon { f*(u)} es una sucesi6én de Cauchy. En efecto
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p(f™HH () fr@)) < p(fHHH ) 1)) + p(frt ) fra)) = p(frHE ) g ()

< p(f(w) w) + p(F1HE(w), f2(w)

< e Hop(f(u).u) + p(FHH ), FrHA 1) + p(f7HE (), £ (1)
—p(f’”'k_l(u), fn+k_l(u))

< eHp(flu)u) +Hp(f()w) +p(STH ), f ()

< " Rp(f(u) u) + CHIp(fu),u) + -+ cp(fu),u)
+P(fn(u)a fn(u))
de donde

p(freet), () S (R e p(f(u), w) + plu )

<+ + +1)p(f(u),u) +ply, )]

< [(1 l__ck:) p(f(w), u) +p(u u)]

Esto implica que la sucesion {f*(u)} es de Cauchy.

Ahora, como (X, p) es un espacio métrico parcial completo existe un a € X tal que
Jim p(f"(w), f*(u)) = Yim p(f*(v), ) = p(a,a)

Note que para todon € N
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pla ¢) i /)(j"(u),j"(u)) — lmd'ple w) 0

n »x n—5

por lo tanto

lim p(f"(u),f“(u)) = lim p(j"(u),a) =pla a) -0

n—o n—00

Ahora bien, como
0 < p(fa),a) < p(fla), @) +p(f* (w)a)  p(fP (), [ ()
se tiene que
0 < p(fla).a) < epla, M) +p(f** (), a) = p(f*+ (w) 7! (u))
para todo n € N. Por lo tanto

0<p(f(a) @) <t [e pla (@) + (2 (w)0) = (4 (@), £ (@)] - 0

n ook

es decir

p(f(a),a) =

Ahora bien, como
0 < p(f(a), fa)) < pla,a) =0

se tiene que



Asi

pla a) = p(f(a).a) = p(/(a). f(a)) =0
Luego, por M P, se tiene que
fla) a
Probemos ahora gne el punto fijo es unico. En efecto, sean a b € X tal que
b=f) y a f(a)
entonces
pla.b)  p(f(a). f(b)) < cplab)
como 0 < ¢ < 1, se tiene que
pla,b) 0
luego por M P,
pla,a)  p(a,b)  p(bb) -0

entonces, por M P,
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lo que se queria probar

Hemos extendido el teorema de contraccién o punto fijo a los espacios métricos parcia-
les Esto ademas nos da una caracteristica adicional: el punto fijo 2 tiene autodistancia
1igual a cero, es decir p(z. ) = 0, que aunque trivial en espacios métricos, pueden ser
util para reahzar razonamientos sobre conjuntos parcialmente ordenados encontrados

en las ciencias de 1a computacion.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

A traveés de los resultados probados en este trabajo se ha concluido que

* Las bolas abiertas en los espacios métricos parciales vy los espacios cuasimétricos

forman una base para una topologia sobre estos espacios.

* La topologia y el orden parcial asociada a los espacios métricos parciales estan
estrechamente relacionados la topologia y el orden inducidos por las cuasime-

tricas

* Las sucesiones son suficiente para caracterizar el concepto de completitud en los

espacios métricos parciales.

+ Existe un teorema sobre punto fijo para funciones contractibles definidas so-
bre espacios métricos parciales completos, similar al gqne existe en los espacios

métricos completos.

Recomendamos a los futuros estudiantes de maestria en mateméatica pura que si-
gan investigando otros conceptos topoldgicos sobre los espacios métricos parciales y

cuasimetricos. Como por ejemplo-

* [a continuidad

#*

La compacidad

*

La conexidad

*

La completitud

*

[.a compactificacion

VII



Bibliografia

[1] ABRAMSKY, S., septiembre 2, 1988. Domamn Theory In Logical Form Annals
of Pure and Applied Loqic 77 Pags., Pags, 1-77.

[2] ABRAMSKY, S, JUNG, A, 1994 Domawn Theory, Vol. 3. En: Handbook of
Logic in Computer Science 1994 S Abramsky, D. Gabbay, and T. S E Maibaum,
Oxford Unmiversity Press, Oxford, 167 Pags.

[3] ACOSTA L., 1998. Topologias Consistentes. En‘ Boletin de Matemdticas Nueva
Serie. 5 (1) 12 Pags., Pags; 15-26.

[4] ANONIMO 9 septiembre 1999 Topologia 111 Pégs

[5] BANCEREK, G., 2002. A Compendium of Continuous Lattices in Mizar Journal
of Automated Reasoning 36 Péags., Pags.; 189-224

[6] BERGE, C., 1963. Topological Spaces 1™ Ed. OLIVER AND BOYD LTD
Londres, 284 Pags.

[7] BUKATIN, M., KOPPERMAN, R, MATTHEWS, S., PAJOOHESH, H.,,
2009. Partial Metrics and Fuzzy Equalities. http://unw.cs.brandeis.edu/ buka-
tin/distances_ and_ equalities.html 38 Pags

[8] BUKATIN, M., KOPPERMAN, R., MATTHEWS, S., PAJOOHESH, H., octu-
bre 2009. Partial Metric Spaces. En: The American Mathematical Monthly. 10
P4gs., Pags.; 708-718.

[9] CROOM, F.H., 2008. Principles of Topology. 1. Ed. Cengage Learning Indian
Private Limited. New Delhi. 324 Pags

[{10] DUGUNDIJI, J. 1966. Topology. 1. Ed ALLYN AND BACON, INC. Boston.
459 P4ags.

VI



[11] EILLARD, S., 1968. General Topology 1ra Ed ADDISON - WESLEY PUBLIS-
HING COMPANY. MA 380 Pags

[12] GIERZ, G., HOFMANN, K.H . KEIMEL, K, LAWSON, J.D, MISLOVE, M,
SCOTT, DS, 1980 A Compendwum of Continuous Lattices. Springer-Verlag,
Berlin Heidelberg, 389 Pags

[13] HOCKING, J G, YOUNG, G.S., 1961 Topology. 1ra Ed. ADDISON-WESLEY
PUBLISHING COMPANY, INC, M4, 385 Pags

[14] IRIBARREN, 1L, 2008. Topologia de Espacios Métricos 1™*. Ed. LIMUSA,
GRUPQO NORIEGA, Balderas 95, México, D F., 253 Pags.

[15] KELLEY, J.L , 1955. General Topology.University Series in Mathematics. D van
Nostrand , 315 Pags.

[16] KELLY, J C., 1963. Bitopological spaces, Proc. London Math. Soc., 19 Pags.,
Pags., 71-89.

[17) KOPPERMAN, R., febrero 1988. All topologies come from generalized metrics
En: The American Mathematical Monthly 95(2) Pags.

[18] KOPPERMAN, R., 1995. Asymmetry and duality in topology. En: Topology
Apphed. 66(1) Pags., Pags , 1-39.

|19 KOPPERMAN, R., MATTHEWS, S., PAJOOHESH, H., 2004. Partial metriza-
bility in value quantales. En Applhed General Topology 13 Pags , Pags.; 115-127.

[20] KOPPERMAN, R., KUNZI H., WASZKIEWICZ, P, 2004. Bounded complete
models of topological spaces. Topology and its Apphcations. 139 Pags, Pags,;
285-297.

[21] LIPSCHUTZ, S., 1965. Theory and Problems of General Topolofy. lra. Ed.
McGRAW-HILL INC. N.Y. 254 Pags.

[22] MACHO, M. 2009. Topologio de Espacios Métricos. Universidad del Pais Vas-
co-Euskal Herriko Unibertsitatea. 114 Pags.

[23] MARKOWSKY, G., 1976. Chain-complete posets and directed sets with appli-
cations Algebra Univ. Birkhdiuser Verlag, Basel. 6(1): 53-68

[24] MATTHEWS, S., The Cycle Contraction Mapping Theorem. Research Report
228. Department of Computer Science. University of Warwick, 21 Pags.

IX



|25] MATTHEWS, S, 1992a. Partial metric topology Research Report 212. Depart-
ment of Computer Science University of Warwick, 17 Pags.

[26] MATTHEWS, S., Partial metnic topology. In, General Topology & 1ts Applica-
tions. Proc. Summer Conference at Queens College 1992 (1992b) Annals of the
New York Academy of Sciences 728 (1994) Pags; 183-197.

[27] MATTHEWS, S, 1995. An extensional treatment of lazv data flow deadlock.
Theoretical Computer Science. Department of Computer Science, University of
arwick 151(1): Pags.; 195-205

[28] MATTHEWS, S., agosto 20 al 25, 2006. Introducing Complete Points to Topo-
logy. Dagstuhl. 30 Pags

[20] MATTHEWS, S., juho 29 - Agosto 1, 2008. Partial Metric Spaces A Fuss about
Nothing Conferencia de Verano 2008 - Unwerisdad de la UNAM. The 2008
Summer Conference Umversitaria de la UNAM 36 Pags.

[30] MATTHEWS, S, 2008. A collection of resources on partial metric spaces. En:
http:/ /unww. dcs.warunck.ac vk/pmetric/

[31] MENDELSON, B., 1962. Introduction to Topology. 1'¢. Ed. Allyn and Bacon,
Inc. Boston. 226 Pags.

[32] O’NEIL, S. J., abril 1995. Two topologies are better than one. Research Report
288. Department of Computer Science. Umversity of Warwick, 27 Pags.

[33] RABARISON, A.F., jumo 8, 2007. Partial Metrics Unwersidad de Cape Town.
Supervisado por Hans-Peter A. Kiinz1. 38 Pags

[34] SIMMONS, G.F, 1963. Introduction to Topology and Modern Analysis. Robert
E. Krieger Publishing Company. Florida. 385 P4gs.

[35] SUTHERLAND, W. A., 2009. Introduction to Metric and Topological Spaces,
29 Ed. Oxford University Press, Oxford, 220 Pags.

[36] TAMARIZ, A. 1990. Curso de Topologia General. Departamento de Matemdtica,
UNAM. Comunicaciéon interna #114. 115 Pags

[37] VICKERS, S., 1989. Topology wa Logig 17°. CAMBRIDGE UNIVERSITY
PRESS, N.Y., 211 Pégs.



