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RESUMEN



Vil

Cuando se esta frente a un problema de decisiones con multiples cnitenos en el

que las alternativas no satisfacen estos crterios con total precision, se requiere ur
ambiente que permita el manejo de esta posible imprecision de manera que la decisior
sea la mds objetiva posible. Este ambiente lo proporciona la teoria de los conjuntos
borrosos.
En este trabajo se presentan las bases de esta teoria para dar solucion a un problema de
seleccion y promocion de personal en una empresa. Se destacan operaciones entre
conjuntos borrosos, conjuntos notables definidos a partir de ellos y relaciones borrosas,
entre otros.

Se describe de manera organizada y teérica el método ELECTRE I, algontmo que
genera relaciones de sobreclasificacion entre las alternativas consideradas en el problema
de decision.  Luego de establecer los grafos de las relaciones y considerar algunos de
sus parametros tales, como los nucleos, las direcciones a derecha e inversa y el grado de
cada vértice del nucleo, se introduce una técmica para clasificar las alternativas del

problema.



SUMMARY



1X

When a problem of decisions with multiple criteria in which the options don’t
satisfy these criteria with total accuracy — 1s confronted, it 1S necesary an enviroment that
permuts the management that permuts the management of the possible inaccuracy 1n a way
that the decisions can be objetive as much as possible. This enviroment isguien by
the theory of the fussy sets. In this work the basis of the theory are presented to give
answers to a problem of selection and personnel promotion with an interprise company

Operations among fussy sets, notable sets defined in base of then, and fussy
relations are remaikable among others.

The ELECTRE 1 method an algorithm that generates relations of
overclassification among the options considered 1n the problem of decision — 1S descrbed
in an organized and theoretical way. After establishing the relations graphs and taking
mto count some of its parameters such as nucleus, direct and inverse directions, and the
degree of each nucleus vertex, a techmique to classify the options of the problem 1s

introduced.
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INTRODUCCION



v

Historicamente las ciencias sociales habian adolecido de modeios matematicos
que pudieran interpretar los fendmenos que se presentaban. Es mas, los modelos
constrmidos para representar estos fenomenos, eran considerados no descrniptivos 0

interpretaban parcialmente la realidad que en estos se manifiestan.

Con el advemmmiento de la Teoria de los Conjuntos Borrosos, teoria propuesta por
Lofty Zadeh en 1965 [7], se logra combinar la “ambigiiedad” del mundo real con la
clandad y simpleza de las matematicas. Cabe sefialar que esta teoria fue muy
cuestionada por los cientificos de esa época por considerar que lo que se describia con

ella era posible hacerlo mediante “técnicas con mayor fundamento matematico™.

Los problemas de toma de decision algunas veces no resultan faciles de resolver y
menos aun s1 se consideran multiples criterios donde algunos de estos son antagonicos
entre si. A través de los ultimos afios la teoria de decision multicriteno ha avanzado
enormemente y se ha enfocado desde diversas aristas.

La toma de decision multicriterio es un mundo de conceptos, enfoques, modelos y
métodos de ayuda a los tomadores de decisiones para descnbir, evaluar, clasificar,
ordenar, seleccionar o rechazar objetos (candidatos, productos, proyectos) sobre la base
de evaluaciones (expresadas-por-puntuaciones, valores, intensidades de preferencias) de
acuerdo a varios crterios.  Estos criterios pueden representar diferentes aspectos de las
causas finales propuestas: objetivos, metas, propositos, valores de referencia, mveles de

aspiracion, utilidad, entre otros.



La ambigiiedad de que se hablaba antenormente puede aparecer en la forma de una
imprecision  en la formulacion de las preferencias, o ain en la incapacidad para
determinar cuando se comparan algunos objetos. Estos inconvementes son tomados en
cuenta por algunos meétodos multicniteno, entre los que se destacan los Métodos

ELECTRES.

En la década de los 60, especificamente en 1968 Bernard Roy vy colaboradores [13]
construyen un modelo para la sobreclasificacion de altemativas en un proceso de toma de
decision, el cual es llamado Método ELECTRE I, método fundamental para la solucion
del problema de toma de decision que se ha de considerar. EI Método ELECTRE [
emplea datos normalizados, es decir, que estan en el intervalo cerrado [0,1], aspecto que
permite ligarse y complementarse con la Teoria Borrosa. El Método ELECTRE 1
presenta cuatro origimalidades: 1} las nociones de concordancia y discordancia (veto),
surgidas de los procedimientos de votacion, 1) la comparacion existente entre los valores
de los criterios que se presenta en la Teoria de Utilidad y que no habia sido aceptada en
gran medida; ui) extiende los conceptos de cnitenos; y 1v) introduce la incomparabilidad,
produciendo estructuras de preferencias parciales

En Ia aplicacion del Método ELECTRE I se pone en mamfiesto la vanabilidad de
soluciones se pueden obtener, por lo que surge la inquetud de normar, hasta cierto grado,
el procedirmento para establecer el ordenamiento de las alternativas que se consideran en
el proceso de toma de decision, de una manera mas objetiva. Esto constituye la parte

medular de esta imnvestigacion.



El trabajo esta dividido en tres capitulos' en el prnimero se sientan las bases de la
Teoria de los Conjuntos Borrosos como lo son sus elementos fundamentales, conjuntos,
las operaciones entre conjuntos borrosos, las relaciones borrosas, conjuntos notables en
esta teoria y las propiedades y proposiciones mas importantes. La forma poco usual de
demostracion de la mayoria de las propiedades y proposiciones enunciadas, han sido
motivo para que hayan sido incorporadas al grueso del trabajo En el segundo capitulo se
presenta el desarrollo tedrico del Método ELECTRE I algortmo que provee la materia
prima para la clasificacion de las alternativas consideradas en el problema de toma de
deciston. Finalmente en el tercer capitulo se resuelve un problema de aplicacion
empleando una técmca sencila, pero funcional que se introduce para manejar los
resuitados dados por el Método ELECTRE 1, integrar las condiciones expuestas por el
decisor y al mismo tiempo generar resultados precisos y poco cuestionables en 1o que se

refiere al grado de subjetividad generada por el propio manejo del método.



CAPITULO 1

TEORIA DE CONJUNTOS BORROSOS



1.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES SOBRE LOS CONJUNTOS BORROSOS
En el tratamiento usual con los conjuntos se asume la perfecta pertenencia o
no de sus elementos.
Si para cada subconjunto del conjunto referencial {2 se define una funcior
caracteristica que determina el grado de pertenencia o de membresia de cada uno de
sus elementos, entonces €l rango de esta funcion es el conjunto {0,1}. Es decr, s1

#,(x): £2 — {0,1} es la funcion caracteristica del conjunto A4 < (2, entonces

x) 1,sixe A
N
Ha 0,sixeA

Antes de proceder a defimir los conjuntos borrosos es necesano mencionar lz
convencion de que el conjunto universal £2 no es borroso, pues a €l pertenecen todos
y cada uno de los elementos, con absoluta certeza.

En la teoria de los conjuntos borrosos la funcion caracteristica de cada

subconjunto de (2 toma valores en el intervalo cerrado [0, 1].
Definicidn 1:

Sea {(2el conjunto universal y xe 2. Se dice que el conjunto Aes un

conjunto borroso en {2 s1.A4 se define como el conjunto de pares ordenados

A {xu,N)xe2) u, 2-[01]



Observacion:
Por simplicidad en el manejo no se considerara para efectos de la escritura

aquellos pares ordenados (x, u,(x)) para losque u,(x)=0

Ejemplo:

Sea 2 — Z * el conjunto umversal, A = Qx [0,1] definido como.

A=1{(15,0.2), (16,0.4), (17,0.6), (18,0.1), (19,0 9), (20,1), (21,0.9), (22,0.8),
(23,0.6), (24.,0.4), (26.0 2)}

€s un conjunto borroso.

Observacion:
Algunos autores usan cierto distintivo para diferenciar un conjunto borroso de
uno usual afiadiéndole el simbolo ~ en la parte inferior del simbolo seleccionado

para denotar el conjunto, al igual que en los simbolos de las operaciones entre estos;,

por ejemplo, st A es un conjunto borroso, entonces se denota por A y para indicar

que un conjunto esta inchudo en otro conjunto borroso, se escribiria, por ejemplo,

Ac B, donde C es lainclusion borrosa entre conjuntos borrosos.  En este trabajo

se omutira tal distintivo, apelando al manejo simplificado de la nomenclatura, y se
hara la indicacion necesaria cuando se trate de un comjunto usual. Ademas se

escnbirdn los conjuntos borrosos con letras un tanto estilizadas y en negrtas.



1.2

Defimcién 2:
Sean A y B dos conjuntos borrosos en un espacio 2 Se dice que A y B

son iguales y se denota por A = B s1y sélo s1

H(x)=pug(x), Vxef2

OPERACIONES CON CONJUNTOS BORROSOS

Sea 2 el conjunto umversal y A y B conjuntos borrosos en £2

Defimcion 3.

El conjunto Complemento de A que se denota por A, es el conjunto borroso

definido como-

A= {x,p_ (x)).xe .(2} , donde,u (x)=1-u,(x), Yxe 2
A A

Definici6n 4.

El conjunto borroso Unién de A y B, denotado por A U B, se define
como:
AUB={xp,y,(), xc2}

donde



(1,(X) v (%), Vxe2
/‘AUB(X) < 0

maslp, (%), 45 (x)) Vx e Q
.

Defimci6n 5

El conjunto borroso Interseccién de A y B, y que se denota por A (1 B, esta

defimido como-
ANB= {(xa/‘A ng(x), x€ 'Q}
donde
(‘
BA(X) A py(x), VxeQ
HBang(x) =<0
me[,uA(x), Uy (x)] vxe
Observaciones.

» En 1973 Bellman y Giertz [3] dieron una justificacion de ia eleccion de los
operadores max y min para definir la umon y la interseccion, respectivamente.

** Max y min son los unicos operadores f'y g que retinen las sigwentes condiciones

1. El valor de pertenencia de x en un conmjunto borroso compuesto (Unién o

[ntersecci6n) depende del valor de pertenencia de x en los conjuntos borrosos

elementales que forman este.



Vxe(2,
Hayp(X)=E(u,(x), ug(x))

Hynp(x)=g(u,(x), ug(x)

. fy g son operadores conmutativos, asociativos, y mutuamente distributivos.

. fy g son operadores continuos no decrecientes con respecto a cada uno de los
argumentos. Intwtivamente, la pertenenciade xen A UB yen A N B nc
decrece cuando la pertenenciade xen A oen B se incrementa. Un pequefio

mncremento de u,(x) o de uyz(x) no indica un gran incremento de

Hayp(x) ode g q5(x).

. f{u,u) y g(u,u) son estrictamente crecientes

St u,(x)= pg(x)>u,(x,)= ug(x,), entonces la pertenencia de x; en
AUB o A B esestnictamente mayor que la pertenencia de x,

. La pertenencia en A (| B requiere mas de la pertenenciade A o de B que
la pertenenciaen A U B

Vxed2,
Hang(X) < mm[,uA(x), ﬂa(x)]

s (%) 2 max(p, (x), pp ()]

. La total pertenenciaen A yen B implica una total pertenenciaen A (1 B



La ausencia de pertenencia en A y en B imphca una falta de

pertenenciaen A U B, es decir,
g(l,L1)-1 y £f0,00=0

Las condiciones anteriores son consistentes y suficientes para asegurar la
unicidad de la eleccion de los operadores max y min para definir la umon y la
1mterseccion.

Posteriormente en 1975, Fung y Fu [5] también encontraron que los
operadores max y min son los unicos operadores posibles para definur fa umoén
(U) vy la interseccion (1), respectivamente, de conjuntos borrosos

Ellos proveen ciertas condiciones altemas levemente diferente a las

dadas por Bellman y Giertz

Definicion 6

El conjunto borroso Diferencia Simétnca o Disjuncion Exclusivade A y B,

N

denotado por A + B , se define como.

N

A+B={x,y - (x)), xe.Q}
A+8

donde

#oo (D)=n, () + pp(x)— p (x) pp(x), Ve



Definicion 7

A
El conjunto borrosos Producto Algebraico, denotado por A e B, se define como

A

A OB={x,y ~ (X)), xe.()}
AeB
donde

B ()= (%) pg(x), Vxel

Proposicién 1

Si A y B son conjuntos borrosos en £2, entonces

Demostracion:
Sea xef2

se tiene que

.UA :B(x) = pa(xX)+ pg(x)— gy (x) pp(x), VxeL2

Por otro lado
H___ (x)=1—,uxni(:c) Vxe 2
= 1-[ﬂ7(X)°#i(X)] Vxe 2
=1-[(1—- g, (N1 - pz(x))] Vxe 2

=1=(1- g, (%) — pg(x)+ p,(x)- p15(x)) Vxe 2



=11+ u, (x)+ p(x) — 4y (x)- pp(x)) Vxe 22
= pp (X)+ pp(x) = gy (%) 4p(x)) Vxe 2
=‘uA:B(x) Vxe 2
Luego
A+B= AeB

1.3 PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS BORROSOS CON RESPECTO A LA

UNION, LA INTERSECCION Y L4 COMPLEMENTACION.

Sean 4, B y C tres conjuntos borrosos en el espacio £2, entonces se verifican

las sigmentes propiedades:

i) ANB=BNA

i) AUB=BUA

(i) (ANB)NE=ANBNE)
(iv) (AUB)UE=AUBUE)
vy ANA=A

m) AUA=4

(i) A N(BUE)=(ANB)U(ANE)

Conmutatividad de la Interseccion.
Conmutatividad de 1a Umoén.
Asociatividad de la Interseccion.
Asociatividad de la Umion.
Idempotencia de la Interseccion.
Idempotencia de la Umon.

Distnbutividad de la Interseccion
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sobre la Unién.

wii) A U(BNE)=(AUB)N(AUE) Distributividad de la Unién sobre

la Interseccion.

(ix) ANP=0

x) AUd=4

x1) ANN=A

xii) AUR=0

(xiii) A =A4 Involucion de la Complementacion.

(xtv) AUB=ANB Primera Ley de De Morgan para los
conjuntos borrosos.

(xv) ANB=AUB Segunda Ley de De Morgan para los
conjuntos borrosos.

Demostracion:

Sean 4, B y C tres conjuntos borrosos en el espacio (2 entonces para la Unién,

Interseccion y la complementacion se cumplen los sigwentes enunciados.

1) ANB=BNA Conmutatividad de la Interseccion.

Sea xe {2 entonces



Hans (%) = minfp, (x), g5 (x)),
= mm{u, (%), . (%)),
= Hpna =),

Porlotanto ANB=BNA

i) AUB=BUA
Sea xe L2 entonces
Hays (%) = max{p , (x), 15 (%),
= max{pt (%), 14 ()],
= Hpya (%),

Porlotanto A UB=BUA

@) (A NBNE=ANBNE)

Sea xe£2 entonces

vV xe2

vV xe2

vV xe2

Conmutatividad de la Union.

V xef2

V xef2

V xe2

Asociatividad de la Interseccion.

Hanans (%)= minl 405 (x), 15 (5], V xeQ
= min{min( g, (x), 5 (2)) g (5)], V xe*
= munfp, (x), min(p (), s ()], V¥ xes*
= Barianm (%) V xef2

Por lo tanto

(ANBYNE=AN(BNE)

11
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Observacion:
Para justificar la equivalencia del paso (*) y el paso (**) se consideran tres
numeros a, b, ¢ € [0,1] y se comprueba que
mm[mm(a, b), c)] = mm[a, mun(b, c)]
Sean a, b, ¢ € [0,1] y sus posibles ordenamientos
(a) Sea a2 b2 c, entonces
mm[mm(a,b), c)] =mn(b,c)=c
por otro lado
mm[a, min(b,c)|= min(a,c)=c
(b) Sea a=c=>b, entonces
mm[mm(a,b), c)]= mn(b,c)=b
por otro lado
minfa, min(b,c)|= min(a,b) = b
(c) Sea b2a=c, entonces
mm[mm(a,b), c)] =mn(a,c)=c
por otro lado
mm[a,mm(b, c)] =mn(a,c)=c
(d) Sea b=c=a,entonces
mm[mm(a,b), c)]= min(a,c)=a
por ofro lado

mm[a, mun(b, c)] =mm(a,c)=a



(¢) Sea c=a2b,entonces

mm[mm(a,b), c)] =mn(b,c)=b

por otro lado

mm[a, min(b, c)] =mn(a,b)=5b

(f) Sea c2b2a,entonces

mm[mzn(a,b), c)]= min(a,c)=a

por otro lado

mm[a, min(b, c)] =mn(a,b)=a

Por lo antenor se concluye que

(iv) (4 UB)UE=AU(BUE)

minlmin(a,b),c)]| = mnla, min(b, )] V a, b, ce[0,1]

Sea xe(2 entonces

Por lo tanto

Boaupye (%) = m"x[ﬂAua (x), pg (x)],

= max{max(p, (%), 5 (X)p5 ()],

= max{p , (x), max( g (%), 1y (%))},

= l‘AU(BUB)(x) >

Asoctatividad de 1a Umon.

V xef2

vV xef2*

YV xe(QF*

vV xe2

13
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(AUBYUE=AU(BUE)

Observacion:
De igual forma como se demostré la equivalencia para los pasos (*) y
(**) para la Interseccion, asi también puede ser demostrada la equivalencia

entre los pasos (*) y (**) para la Umoén.

v) ANA=A Idempotencia de la Interseccién.
Sea xe £2 entonces
Hana(X) = min{s, (x), p2,,(x)), Vv xeQ
=u,(x), VvV xeQ2
Con lo cual
ANA=A
v) AUA=A4 Idempotencia de la Umon.

Sea xe£2, entonces
Aaa (x)= ma.x(,uA (x), 44, (x))’ vV xeQ
=u,(x), Vv xe2

Con lo cual

AUA=4
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(i) AN(BUEY=(ANBYU(ANE) Distributividad de la mterseccién sobre

la Umén.
Sea xe £2, entonces
Eacxousy (%) = minlps ,(x), 5 ()], V xe02
= minlp , (x), max(s 5 (x), st (2))}, V xe2*

= max{mun(ys  (x), p5 () min(p2 o (), g ()], ¥ xeL2*

= Boansyxang (X)) vV xef

Observacién:
Para justificar la igualdad entre (*) y (**) se consideran tres numeros
ab,ce[0,1]. Independientemente del orden entre ellos, siempre se cumple

que

mm[a, max(b, c)] = max[mm(a, b),min{a,c)|

Sean a, b, ¢ € [0,11 y consideremos sus posibles ordenamientos. Se

probara la veracidad de la expresion antenor.

(a) Sea a=b2c, entonces
mm[a, max(b,c)] =mn[a,bl=b
ademas

max[mm(a, b), min(a, c)] =max(b,c)=b



(b)

(c)

(d)

(e)

49)

16

Sea a>c 2 b, entonces

mm[a, max(b, c))] =mn(a,c)=c
por otro lado

max[mm(a,b), min(a, c)] =nmun(b,c)=c
Sea b > a > ¢, entonces

mm[a, max(b, c)] =min(a,b)=a
por otro lado

max[mm(a,b), min(a, c)]: max(a,c)=a
Sea b 2 ¢ = a, entonces

mm[a, max(b,c)] =mmn(a,b)=a
por otro lado

max[mm(a,b),mm(a, c)] =max(a,a)=a
Sea ¢> a > b, entonces

mm[a,max(b, c)] =mn(a,c)=a
por otro lado

max[mm(a,b),mm(a, c)] =max(b,a)=a
Sea ¢ > b > a, entonces

mm[a,max(b, c)] =mmn(a,c)=a
por otro lado

ma.x[mm(a,b), min(a, c)] =max(a,a)=a
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Por lo tanto se concluye que

mm[a, max(b,c)]= ma.x[mm(a, b), mm(a,c)], Va,b,ce0,1]

(vii) A U(BNE)=(AUBYU(AUE) Dismbutividad de la Union sobre

la interseccion

Sea xe L2, entonces
Hagone (%) = maxlp, (5), prgns (5], v xef2
= max[ﬂA (-x)smm(,”s (%), g (-x))]’ V xel2?*

= minfmax(p, (x), g (x) max(pe, (x), g (x)], V¥ xe2**

= Hausyvaus) (%) Vxef2

Observacion:
Al igual que en caso de la propiedad (vii) se puede verificar la

equivalencia entre el paso(*) y el paso(**) examinando todos los posibles

ordenamientos de  u,(x), up(x) y gz(x).

(ix) AN®P=d  donde @ ={(x,u,(x)=0),Vxe 2}
Sea xe£2 entonces
Hane (x) = mun{ps 4 (%), 15 (), V xef2

= min{u , (x),0), V xef2



=0,. V xef2
= Uy (x), V xef2

Con lo cual

ANo=o

(x) AUd=4
Sea xe {2, entonces
Hayo (%) = max(ps, (x), 11, (%),
= max(p, (x),0),

Por 1o cual
AUd=A

x) ANNR2=A ,dondeu,(x)=1,Vxe2
Sea xe 2 entonces

Hang (%) = min{, (%), 4o (%)), Y xef2

= mm(,u " (x),l) , V xe 2

=u,(x), V xef2

De alli que

V xel2

V xef2

YV xel2

Vxell2
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ANR=A

(xii) AUR=20

Sea xe {2 entonces

H a0 (%) = max(u, (x), = (), V xef
= max(u,,(x),1), Vxef
-1, Vxe2
=, (x), v xef2

Y asi finalmente se concluye que

AUR=0
(xii) A =A
Sea xe {2 entonces
u__(=l-p_(x), V xeQ
4 A
=1-[1-pu,(x)], vV xef2
=1-1+u,(x), V xef2
=u,(x), v xef2

Por lo tanto
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(xivy ANB=A U B Primera ley de De Morgan.
Sea xe (2, entonces para el primer miembro se tiene que

me (x)=1-pnp(x), YV xe2

= 1-{min{p, (), 45D, Vxe2 (1)

Para el miembro de la derecha se cumple que

B, T(x) = max[#T(x), #T(x)] vV xef2

=max{]1- p,(x),1- pg(x)], Vxe2 (2)

Para establecer la promedad A(1B= A U B esnecesaria la igualdad

entre las expresiones (1) y (2).

En efecto.

Caso 1:
SeaxefQcon u,(x)= pgy(x)]
Entonces
1= {mn[p ,(x), pg (D)} =1- pg(x)
ademas

max{l— g1, (21 - ()] =1 - p1g ()
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Caso 2
Sea xef2con puy(x) = p,(x)].
Entonces
V= {minfp, (x), pg ()1} =1- p,(x)
ademas
max[1— g, (x),1 = pg(0)]=1- p,(x)
Luego independiente del orden entre 4, (x)y uz(x) se verifica que
1= manl g1,y (6), p ()] = max{l - s, (2)1- 41, (x)] ¥ xe2
Por lo tanto
ANB=A U B
xv) AUB=AN B Segunda ley de De Morgan.

Sea xe {2, entonces para el miembro de la izquierda se tiene que

=1- vV xel2
ﬂAU_B(x) Hanp(X), Xe

=1-{max{p,(x), pp (D]}, Vxe (1)
Para el miembro de la derecha se cumple que

a_ _(x)=mnlp_(x)pu__(x)] vV xef2
ANB ) B

=mml-p,(x)1-pp(x)], Vxe (2)



22

Para establecer la propledad AUB = A 1 B es necesano probar la

igualdad entre las expresiones (1) y (2).

En efecto:
Caso 1.
Sea xef2con u,(x) = ug(x)}
Entonces
1-{max{p, (x), 5 (%)} =1- p,(x)
ademas

minfl— p, (x),1— p5 ()] =1- p,(x)

Caso 2
Sea xef2con py(x)2 p,(x)].
Entonces
1= {max{ p, (%), pt5 (X)]} =1- ptp (%)
ademas

mmn[l - /‘A(x):l -[IB(X)] =1- /IB(.X‘)

Luego independiente del orden entre u,(x)y u#,(x) se verifica que

1—max{ 2, (x), g (x)] = min{l — 12, (x),1 = g5 (x)]

Por lo tanto

¥ xe2
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Observaciones:
1) En la teoria de conjuntos borrosos, el espacio £ y el conjunto vacio® se
definen como:

2= {(x, Ha(x),Vx e .Q}, donde u,(x)=1, Vxe Q2

y

D = {(x, 4, (x)),Vx € 2}, donde p,(x)=0, Vxe 2
2) En la teoria de conjuntos usuales se venfica que para cualquer conjumto

Ac

AU A =Q y AN A =@

llamadas propiedades de la complementacién.

En la teoria de conjuntos borrosos las propiedades anteriores no se

verifican, es decir, para un conjunto borroso, A # £2 se cumple que:

AU A #Q y AN A 20,

se tiene que

AU A =max{u, (x), p_()], v xeQ2
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AN A mm[pA(x),yK(x)], vV xef2

La situacion antes expuesta determina en los conjuntos borrosos una estructura
mas pobre que la presentada en los conjuntos usuales; mientras que en estos ultimos
se define una estructura de reticulado distributivo y complementado, con el
complemento unico para cada conjunto, en los conjuntos borrosos no se venfica la
complementacion, aunque también el complemento es Umico para cada conjumto
borroso. Por esto, ciertos autores califican a los conjuntos borrosos como un

reticulado distnbutivo pseudocomplementado o un reticulo vectonal.

MEDIDAS Y COEFICIENTES BORROSOS QUE PERMITEN ESTABLECER

COMPARACIONES ENTRE CONJUNTOS BORROSOS.

En muchos problemas practicos se hace necesaria la comparacion entre
conjuntos borrosos para que, de alguna forma se pueda establecer algun
ordenamiento, que dependera de las condiciones propias del problema a considerar.

No obstante, se tienen ciertos valores o factores que en general pueden
adaptarse a los problemas modelados y por lo tanto vale la pena considerarlos

especificamente.
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1.4.1 MEDIDAS BORROSAS
Defimicion 8:

Sean A y B dos conjuntos borrosos. La Distancia Hamming entre

A y B denotada por 6 (A, B) se define como:

7

5 (A B) iz;,,,,(x,)_,,,,(x,)

rai

, x, €82

La distancia relativa Hamming entre dos conjuntos expresa la diferencia o

divergencia que existe globalmente entre ellos.

La Distancia Hamming § es una métrica en el conjunto 2 Ademas, es
una distancta normalizada y 1a misma no brinda una informacion precisa sobre
el grado de pertenencia con respecto a un determinado elemento de los
conjuntos, aspecto este por el cual tal medida no permite realizar una
seleccion de acuerdo a un elememnto en particular, s1 es que dicho elemento
fuese de importancia relevante para los efectos practicos que se desean

resaltar en el mismo.

Proposicion 2:

La distancia relativa Hamming es una métrica sobre £2.
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Prueba:

Se consideran tres conjuntos borrosos 4, B y C con card(4) — card(B) =
card(C) con los mismos elementos en los tres, pero con grados de membresia
diferentes o 1guales.

Por demostrar que:
. &6(AB)=0 siA=B
ii. & (A,B)=6d(B,A)

ii. & (A,B)+d (B,C)26(AC)

1.  Se supone que para los conjuntos borrosos A y B
5 (A,B3)=0

entonces

314 (x,) - a(x,) =0

1=l

lo cual implica
'”A(xx)_ﬂﬂ(xx)l=0’ Vx: EQ
de donde

H(x)= pp(x,), Vx, € 2

por lo cual A=B



1.  Se considera

5 (ABY=3 |1y (x,) - 5(x)
1=l

= il#ﬂ(xl)—ﬂfl (x, )}

1=l

=5 (B, A)

uni.  Sean A4, By C tres conjuntos borrosos en £2

5(A,B)+5(B,C)

= ilﬂ.q (x.)_ﬂn(x:)l'*'ilﬂﬂ(xl)_ ”C'(x'){

1=l 1=l

B PRES RES FIPRESMPNES )

Por otro lado
%”A(xl) _”C(xl)l = I”A(xl)_”ﬂ(xl)-*.”ﬂ(xl)— ﬂC(xl)l’ Vxl’i = ]"n

< (x,) = pg(x,)| +{pg(x,) = i (x,)

, Vx,i=1n

Asi que

S {2 ) - s o)l +H g (5t (e Y32 S Jaea 2, prc )

27

De las partes 1, 11 y 1ii se prueba la proposicion enunciada, es decir que la

Distancia Relativa Hamming es una Métnca en £2
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Definicion 9:

Sean A y Bdos conjuntos borrosos. La Distancia Relativa Euclidiana

denotada por d ( A, B ) se define como:

d (4,8)=— /S [wa(x)-ms(xF x 0

r=1

La Distancia Relativa Euclidiana, entre dos conjuntos borrosos, también
pone en manifiesto la divergencia que existe entre ellos. Si se emplea como
un parametro de comparacion entre un conjunto A y una familia de conjuntos

A , es posible establecer un ordenamiento entye ellos.

Al igual que la Distancia Relativa Hamming, la Distancia Relativa
Euclidiana estd normalizada, pero tampoco hace una distincion entre las
diferencias de las evaluaciones para un mismo criterio en dos conjuntos, st no
mas bien la efectia en términos globales, es decir, entre todo el comunto de

criterios o sea el perfil.

1.4.2 COEFICIENTES BORROSOS

Se considera un conjunto de caracteristicas C = {c, N JO R } a



evaluar en un conjunto de m alternativas P {p,, p,, Py, p,,} Gue deben

ser ordenados por un decisor, segun la satisfaccion de las n caracteristicas.

Sea P, el comunto borroso que representa el perfil ideal para una

alternativa

Py {cn #0)u(Cas ), (C55 2D, (e0 D)}

y donde cada yf, 1= I,n, ;110 € [0,1], es considerada por el decisor, para la

caracteristica j.

Para un mejor manejo se establece que el orden de presentacion de las
caracteristicas ¢, esta dado por c,,C,,c,,....C, 10 que permite escribir a P
como

P, = {‘Llov f‘gai‘ga---aﬂg)}

De 1gual manera, el perfil de cada alternativa P esta dado por

P {u, e i)

Estos grados de pertenencia se pueden disponer en una matriz cuyas
filas corresponden a las alternativas y las columnas a las caracteristicas a

evaluar, se ttene entonces, la matnz P dada por;
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L L < B T

Pl o ow o om,
Plw w py o M,

P =Py p - oW
Plu’ 1y He

Utilizando las entradas de esta matriz es posible defimr coeficientes de
seleccion borrosa que permitiran comparar los perfiles de las alternativas y
ordenarlas segin estos coeficientes. Se destacaran algunos de estos

coeficientes, mencionando sus particularidades.

Considere la i-ésima altemativa. Para esta y cada una de las otras

alternativas, se define:

1) COEFICIENTE BORROSO I:

" 0
a -
1=t
Este coeficiente no es convemente, por que su valor estd

determunado por calificaciones de las caracteristicas de las alternativas, y

no por la proximidad de los perfiles al perfil ideal.
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En el caso particular en que el perfil ideal tiene todas las
evaluaciones proximas a uno (1) o bien todas proximas a cero (0), el
coeficiente borroso I brninda un buen ordenamiento de las alternativas si

se complementa con el uso del indicador d, defimido como.

y se ordenan las alternativas ascendentemente, es decir, aquella con un

menor valor de d, sera clasificada como la mejor

COEFICIENTE BORROSOIT:
@~ D uop + > (1— 4 Y(1- 4! )
1=1 1=1

Como se puede apreciar el Coeficiente Borroso II es la suma del
Coeficiente Borroso [ y el coeficiente borroso de las evaluaciones
complementarias. Al 1gual que el Coeficiente Borroso I, el Coeficiente
Borroso {I no permite una clasificacion en la que el mejor clasificado seg
un perfil idéntico al perfil 1deai.

Este coeficiente sera un buen indicador en los casos en que el perfil
ideal presente evaluaciones ya sea cercanas a cero (0) o a uno (1), s1 es

complementado con el uso del valor d, defimdo como:



0 i
dq:', - qu - qu
y ordenando las alternativas, ascendentemente

3) COEFICIENTE BORROSO III:

> HH,
7=

DH D D
s=t 7= J=l

13

9,

Al igual que los coeficientes anteriores, éste no es eficiente, por no
clasificar como mejor a cualquier perfil idéntico al perfil ideal, aunque
es posible que no ocurra lo expuesto, ya que depende directamente del

perfil 1deal y los perfiles de las alternativas a considerar.

Con las adiciones expuestas, permite un ordenamiento para aquellos
casos en los que las caracteristicas del perfil ideal estan evaluadas con
nimeros cercanos a uno (1) y/o cercanas a cero (0)

Para aqueilos casos particulares, donde el perfil 1deal no sea el
mejor clasificado, es postble la introducci6n del parametro, que se define

como,



dqé = !qg - q;

el cual permite una ciasificacion ascendente de todas as alternativas.

4) EL COEFICIENTE BORROSO IV.

1 1 - H
=1 Dl -u

J=1

Este coeficiente borroso es eficiente para la clasificacion de las
alternativas s1 se tiene como directniz el mismo perfil 1deal, es decir, s

cualquier perfil idéntico a €1 debe ser el mejor clasificado.

El Coeficiente Borroso [V tiene la propiedad de clasificar de modo
1gual a todos aquellas alternativas que estén a una misma distancia
Hamming del perfil ideal, mas no hace una diferenciacion intra cnteno,
Si no mas bien intra perfiles, esta dificultad podria ser evitada

modificando un tanto el propio Coeficiente Borroso [V
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5) COEFICIENTE BORROSO V-

Y-
g5 = =
n= minlu?, |
J=1
0
IR
g; = =

1
Sow, 3w minll ]

J=
s1 se consideran pesos w; para cada una de las cualidades.

El coeficiente borroso V siempre clasifica como mejor a cualquer
perfil 1déntico al perfil 1deal, es decir, ordena con respecto a la afimdad
al perfil ideal.  Ademas siempre clasificara mejor aquellas alternativas
cuyos perfiles tengan caracteristicas evaluadas por sobre el perfil ideal,
con respecto a otro perfil que tenga las caracteristicas evaluadas por
debajo de las del perfil 1deal, pero a una misma distancia Hamming.

Por lo antes expuesto, este coeficiente no es un buen clasificador
para aquellas alternativas cuyo perfil ideal tiene sus caracteristicas

evaluadas con valores cercanos a cero (0)



1.5 RELACIONES BORROSAS
Definicién 10:
Se considera el espacio producto X xY = {(x, N, xeX, ye Y},
generado por los conjuntos X,Y .
Una Relacion Borrosa R en X x ¥ es el conjunto borroso que se define como:
R ={(x,y), ap(x), (x,y) € Xx Y}

Uy define el grado o la intensidad de la relacion borrosa R.

La definicion anterior puede ser generalizada a un espacio X de n conjuntos X;,

i= 1.n . Una relacién n-aria borrosa R corresponde a un conjunto borroso en X
que tiene una funcién de membresia u, que a cada n-upla (X, X, X, )€ Xle

asigna un valor entre 0 y 1, inclusive, que indica la intensidad o fuerza de la relacion.

Toda relacién binaria puede ser escrita en forma matricial. Si la relacion es
borrosa esta forma permite una mejor mampulacion, para efectos practicos. En esta
representacion las entradas de la matriz sefialan el grado de relacién de los elementos

que determinan las entradas. Consideremos los conjuntos X —(x,,xz,x3,...,:cm),
Y = (%, V20 V3sen v,) vy la relacion borrosa R en el espacio producto X xY ', con

funcién de membresia u,, entonces la representacion matricial de la relacion R

sera:

CENTRO (- RSITARIG
LOS ;«\NTOS /

BIBLIOTECA



36

R| »n Vs - Va

X | 4(x,y) Hx,y) - H(x,,)
x, | 4(x5, ) (X3, ¥,) 0 H(Xy,5,)

'xm Ju(xm’yl) Au(‘xmayZ) o ,u('xm’yn)

1.5.1 COMPOSICIONES BORROSAS

Sean los espacios productos X x¥Y ,¥ x Z y las relaciones borrosas R,

en XxYyRenYx2Z.

La composicion de las relaciones borrosas R; y R; es la relacion borrosa
denotada por R; ° R, (1éase R; compuesta con R;). La composicion de las

relaciones puede definirse de vanas formas, a saber:

Definicion 11

Se llama Composicion Max-Min de R; y R; a la relacion

R, o R c X xZ cuya funcion de membresia 4 , ., se define como:

H p,or (X52)= \y/[ﬂ&(x,y)/\ﬂ&(y,z);(x,y) € XxY,(y,2)e¥xZ,
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y (x,2)e X xZ

= max(min(p g (X;¥): A, (¥ (x,y)e XxY,(y.2)eY xZ,

y(x,2)e X x2Z

1.5.1.1 PROPIEDADES DE LA COMPOSICION MAX-MIN
Si R1.R;, y R; son relaciones borrosas, entonces para la
composici0n max-min se venfica que:
(i) (Rs°R;)° R;—Rs°(R:° Ry) Asociatividad
(1) R°(R;U R~ (R°R2) L (Rs° R;) Distnbutividad a Izquerda
con respecto a la Umon.
(iii) R3°(R; N R;)# (R°R2) N (Rs° Ry) No Distributividad a
1zquierda con respecto a
la Interseccion.
(1v) Si R;cR;, entonces R;°R;c R;°R;
Estas propiedades se denvan de las propiedades de
conmutatividad, asociatividad y distnbutividad de la comjuncién y la

disyuncion.
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DEMOSTRACION DE LAS PROPIEDADES DE LA COMPOSICION
MAX-MIN
Sean R;, R; y R; tres relaciones borrosas, entonces, para la
composicion max-mn se tiene que
(1) (R° R;)° R;=Rs°(R;° R;)  Asociatividad
Prueba,

Sean X, ¥, Z y W cuatro conjuntos y se consideran los productos X
xY,¥xZ ZxWy XxW,sesuponeque R;c Xx¥, R,c¥xZy
R;c ZxW

Sea (x;,w,) € X x W, entonces

F(R,d{',)e& (xz ’ wq)

=\y/[,u& (x,,y)/\ﬂn,,n, (y7wq)]
= V{ttg (X, D) ALY (5, (0 D) A g, (2. w01}
= pg (x”y))/\[\zl(;l,,z (31,2) A g (z,w,)]

Vv pg (x,.2) A[Y(ﬂx, (¥2,2) A pg, (2,w,)]

V Upg, Xy [Y(p'n_, (¥,2Z) ARy, (z,w )}

Vg (X, ) AV (g, (P, DI A g (2,9, )i

Se examinara el término j-ésimo de la disyuncion anterior
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V g (%55, ) A (g, (§,,2) A g, (2,9,)]
el cual se puede escnibir como:
#y (X3 YA (p5, (¥,.20)A g (2w )V (g (¥, 2, ) A f2g, (20, W,)) V-
V (Hg, (¥ ) A B (2, W )) VooV (g (9,.20) A fg (24, w,)]
={[ag (x,:3 ) A g, (¥,, 21 A g (2,,w,)}

V{{#g (X,,5,) A iy, (J’pzz)]’\.un, (z,,w,)}

V{[#R‘(xny;)/\#kz(yj’zk)]/\#R,(zk’wq)}

vA{lug (.0 ) A g, (¥, 2014 pg (2w ,)}
Como lo anterior se cumple para toda y; con j =1,2,3,....m, por la

conmutatividad y de la asociatividad de la disyuncion se venfica que:
Hr,or,)eR, (x,,w,)

= Vg (X, ) AV (Hg, (5, 2) A pg, (2w, D1}
= [\y/(.ux, (X, PIA (g, (3.7, )] A Ky (2,w,)

v [\;(.ux, (x,.¥) A(tg (3, 2] A pg (2,,w,)

VIV (#g (X, 0) A g, (9.2 DA 1, (24, w,)
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VIV (g (2, 1) A (8, (9, DA g (2,,w,)
= VAV (#g (x,. 7)) A (B, (P A pg (z,W,)}
= Hp (g, om) (X, W) Vix,,w,)e XxW

Por lo tanto

(Rs° R2)° Ry =Rs°(R2° Ry)

(ii) R;°(R; v Ry~ (R;°R;) w (R;° R)y) Dastributividad a Izquierda
con respecto a la Umon.
Prueba:
Sean X, Yy Z tres conjuntos y se consideran los productos X x ¥,
Y<xZy Xx W sesupone que R;c Xx ¥, Roc XxYy Ric¥YxZ

Sea (x;,zx) € X x Z, entonces
.uﬂse(RZUR!)(x: azk)

= \y/[.uk,,un, (X, X) A pp (3.2,
= \y/{[\/(,u&l (x,,.}’)a.“n, (xny))]/\ .ukg (y')zk )}

=[v(Hg, (x,, 1), Hg, (x, 1A He, (3152, )]

V[V(aull2 (x: ayZ)sl“R, (xﬂyZ))A a“& (y2=zk)]

vIV(ag (x5, B (X, 9,0 A gy (3,,2,)]



VIV (X, Y0 ) g (X, Y ) A g (Ve 24)]
= {4, (X, 30V pg (X, 3 ) A pp (31,2,)]

V(g (X, 32)V pp (X, 1)~ g (32 2))

Vi(ug, (x,.3,)v g (X, 3,01 pp (¥,,2,)]

V(g (X, YV g (X, Y DA P (V524 )]
Se consideran

(e, (X, 9,) v pg (X, ¥, DA g (3,.2,)]

=[pg, (x,.3,) A g (¥,,2)IVIHg (X, 3,) A e (¥,,2,)], Vi=1m
Entonces por asociatividad y conmutatividad
={lag, (x.. ¥~ pe (31,21 vIng (X, 3) A pg (92,2)] V- v
(g, (X, ¥,) A pp (¥, 21V - Vg (X,, yu )N g, (¥ 2]V
Lag, (X 30 A pg, (00,201 Lpg (X, 1) A g (32,201 Vv - v
g (x. ¥, A (3,, 201V Vg (X, Y0 ) A g (Vs 241}

= ‘;[#R, (X, ¥)A g (3,21 v \J{{/JR, (X, P) A ptg (3,24)]
=V { \}{[.ux, (X, )~ pg (¥.24)], \}{[/J& (X, 9)A g (3,21}

=V [”R,ok, (x: s Sk ) ’ #R,oli, (x: Sk )]

41
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=V B, 0im0m) (%05 24)]
Por lo tanto como
A, m,ur) (X0 2) = Bigpe micryory (X052 s Vix,,z,)e XxZ
Se tiene que
R;°(R; v R (Rs°Rz) V (R;° R))

(ii1) R;°(Rz N Rp) = (R:°Rz) N (Rs° Ry) No Distnbutividad a
izquerda con respecto a
la Interseccion.

Prueba:
Para la demostracién de esta propiedad se mostrarda un
contragyemplo.

Sean las relaciones R;, R:y R; definidas por las siguientes matrices:

Ry | vi | y2 | Vs R: \ i [ V21 V%3
x; 03]06]09 x; |01]05] 03
x; |01 1 {08 X 10706038
x; 102103/ 06 x; | 03|04 07

R 3 Zy Z Z3 Zy

vi 103040601
y2 1 05] 030902

y; {06041 1 |08

Se determmard R°(R;"R;) vy (R°R2) N (Rs° Ry)



Para lo cual se determunarda Ry MR

R; Ry Yi y2 Y3
X 0.1 05 03
X3 0.1 06 0.8
entonces
RP(R;AR) | 21 | 22 | 273 | 24
X1 05103 05 03
X2 06 | 04 | 09 0.2
X3 061 04|06 0.6
Por otro lado
R;°R; | 2 Z Z3 Z4
X1 0.5 03 0.5 0.3
X3 0.6 04 08 0.8
X3 0.6 0.4 07 07
b
R;°R; | 2 Z Z3 Z4
X1 06 04 09 0.8
X2 0.6 04 09 0.8
X 0.6 04 0.7 06

luego




R;°ROINR;°R;) | 2 Z Z3 Zs
X 0.5 | 03 | 05 0.3
X2 06 | 04 | 08 0.8
X3 06 | 04 | 07 0.6
Con lo que

Rs°(R; N Ry) # (Rs°R2) N (Rs° Ry)

(av) Si1 R;cR;, entonces R;°R,c R;°R;

Prueba:

Sean R;, R: y R; tres relaciones talesque Ry Xx ¥, Rzc Xx Y

y Rzc¥x2Z

Sea R;c R;, entonces uy (x,,y,) < pg, (%,,5,), Y(x,,y,) € XxY

Como

R;°R,cXxZ, entonces V(x,,z,)e XxZ
Heor (X,,24)
= \y/[ﬂ& (%,,¥)s g, (¥, 24)]
= {[ 4 (x, . ¥ ) A g, (P12 VY (5 (X, 32) A g (§2, 2]V v

(g ¥ )N 1 (9,201 Vg (X, Y0 ) A Mg (Ps T )]

Ademas

R;°R,c XX 2,
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tiene como funcion de membresia para (x,,z,)e XxZ a
Hp.r (X,,2;)
=Vlag, (x,.) g, (3.2,)]
={{ag, (X, y)A e (3,2 [ (X, ¥)A g (92,2,)]V -V

[ﬂ&(xz’y})/\/‘R-_.(ypzk)]V'"V[/JR,(xnym)/\/lk,(yn’zk)]

Se analizan
He (X3 Inpp (¥,,2) Y e (X, )Nl (¥,,24)

=min(pg (X,,,), B (¥,,2¢)) Y =min(pg (x,.¥,), g (¥,,24))

Ademas, ﬂ&(x,,y,)ﬁll&(x.,}’,), Vi=Lm

Se consideran. ahora, los dos casos posibles que se pueden dar con

respectoa u, (¥,,%), Vi=lLm.

a) #R’(.I,,y_,)s pp (x,.¥,)< :uR,(stzk)

Entonces
min{pg (x,,5,), 45 (¥,,2)]
= Hg (x,.¥,)
Smin[ug (X,,5,) 4y, (¥,,24)]

=”R1(x|’y))
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b) 4p (3,,2,) S pg (x,,¥,) S pg (x,,5,)
Entonces
min{ug (x,,y,), #e (¥,,2:)]
=pp(X,.¥,)

= min[l‘n, (x,,y,),,u& (y.i’zﬁ ]

Por lo tanto

HRor, (x;524) S Mg op, (x,,2; ), V(x,,z,)e X xZ

Y asi finalmente

R3°R;C R3°R2

Definicion 12

Se denomina composicion Max-Producto de R; y R; a la relacion

borrosa R;°R; c XxZ cuya funcidn de membresia 4 , ., se define como:

#R,.,R,(x,z)=\y/[ Bp(x,y)ouy (3.2)];(x,y)e X <Y, (y.2)eY xZ

y(x,200e XxZ
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= max| He (X, )0 p, (3,2)],(x,¥)e X xY ,(3,2)eY xZ

y(x,2)e XxZ

Observacion:

De la misma manera como se reemplazo la comuncién A por el
operador producto (e) también puede reemplazarse por algin otro operador
que sea asociativo Y monétonamente no decreciente en cada uno de sus

argumentos y que sea distnbutivo respecto a la umon.

L.5.2 PROPIEDADES DE LAS RELACIONES BORROSAS
Defimcion 13:
Sean el conjunto £2y la relacién borrosa R en £2x 2.
Se dice que la relacion R es:
(1) Reflexiva, siysolos: Vix e 2, up(x,x)=1
(11) Simétnica, siysolost V(x,y)e 2x02, up(x,y)= pp(3,x)

(iii) Transitiva, s1y solos1 V(x,y),(y,2),(x,2) e 2x Q2

Hg(x,2) 2 \;[#R (x,¥) A pg(¥,2)]
= mgx[min(ﬂx (%, ) 1z (¥,2))]

o equuvalentemente R°Rc R.
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(1v) Co-transitiva si y solo si V(x,¥).(¥,2),(x,2)€ 2x 42

Hp(x,2) < /y\[#x (%, y)v pg(y,2)]

= mfn[max(,uR(X,J’),#n(J’,Z))]

(v) De Similandad o de Equvalencia Borrosa siy solo si la relacton R es
reflexiva, simétrica y transitiva.

(vi) De Disimilandad st y solo st es el complemento de una relacion de
similandad Obwiamente, entonces la relacion de Disimilandad es

antureflexiva, simétrica y co-transitiva.

Observacion:
Una relacion de Disimilanidad cumple con los postulados de una

funcion distancia, por lo tanto puede ser interpretada como tal.

Definicion 14
Sea R una relacidn bmana borrosa, se dice que R es un preorden

borroso si es reflexiva y transitiva.

Definicign 15:
Sea R una relacién binarna borrosa, se dice que R es un orden borroso si

es 1reflexiva y transitiva.
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Proposicién 3.
Si la relacion binana borrosa R es un orden entonces es asimétrica.

Prueba.
Supongase que la R binana borrosa no es asimétrica, entonces V (x,y)

se tiene que X Ry A y R x. Luego por la transitividad de R se tiene que para
todo x, X R x, hecho que contradice la irreflexividad de R, por lo tanto R es

asimétrica.

Definicion 16:

Sea R una relacidon binana borrosa. Se llama Clausura Transittvade R a

A
la relacion borrosa denotada por R y defimda como:

ﬁ_Rukzunﬂju

donde
R* RoRoRo--oR
w J
——
k-veces

Proposicion 4:
La Clausura Transittva de una relacidon borrosa es una relacion borrosa

transitiva.
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Prueba:
A
Sea R una relacion borrosa y R la clausura transitiva de R, entonces
A A A A A
para demostrar que R es transitiva se necesita probar que R° R R’cR
A
Como R RUR*UR’U---
AA
y ReR (RUR*UR*U---)o(RUR*UR*U--)
=[(RURPUR'U---)oRJU{(RUR*UR’U---)o R* JU
[(RURZUR3U---)°R3]U-“
(RRUR*UR*U--- )U(RPUR'UR U--)U
(R“ UR? UR6 U--)y---

RPURPUR'UR U---

I\Z A A
Porloque R*=(R\R)cR

Proposicion 5-
Sea R uma relacion borrosa. Si a partir de un m se tiene que

R™' = R™, entonces la clausura transitiva de R estara dada por

R RUR'URU--UR™

La demostracion de la proposicion es inmediata.
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Proposicion 6;

Si 2 —{a,,a,,a,,...,a,}es un conjunto finito y R una relacion borrosa

definida en (2 x {2 entoncCes existe un m < n tal que

R RUR*URU---UR"

Prueba:
Sea R una relacion borrosa defimda en un conjunto producto £2 x £2con

2 -{a,a,,a,,..,a,} finto, con #J=n

Para demostrar esta proposicion se emplearan conceptos de la teoria de

grafos.

EnR™ m- 1,n, setiene que

Hea (@5 0)) = }‘{{lﬂn(anak’ YA Hpe i (& @ )l} donde s=1,m,

Hpa- (O ) = :‘/{l,”k (@, o ) A g (@, aa])J}, donde t - L,n, y

asi sucesivamente. Esto pone de manifiesto la comparacion de n caminos:
cichicos, con ciclos internos y aciclicos de longitud m. En las entradas de la
representacion matricial de R™ y R™? se tendran el maximo de los mimmos

en los caminos comparados, por la misma forma como estan definidas.

Dado que
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R=RUR*UR U-
se cumple que

/‘;,(“u“;)zl‘r (a,,@,), VYm=1,n, pordefimcionde R.

Ahora bien como en R™ para m > n, se tendran caminos ciclicos que ya
se han comparados en R’ con t — 23,...n, en todas las entradas
(a,,a,) con i=1,n,j=1,n, de R™, es decir, se cumple que:

Hoe (@)= pu (@,2;), con m2n+],para unl<k<n
Por lo que,

A
R=RUR*UR’U---R"
Ahora bien, s1 existe un m < ntal que R™" = R™, se cumple que

A
R=RUR*UR’Y---R™!

con lo que se demuestra la propiedad enunciada.

1.6 CONJUNTOS USUALES OBTENIDOS A PARTIR DE UN CONJUNTO Y/O
UNA RELACION BORROSA

En ciertas aplicaciones se hace necesario trabajar con algunos conjuntos y
relaciones usuales defimdos a partir de conjuntos borrosos y de relaciones borrosas

respectivamente.



Defimcion 17
Sea A un conjunto borroso en un espacio 2y a € (0,1]. Se denomina conjunto

de mvel a de A, al conjunto que se denota por Iy y que se define como

Iry=xe:p,(x)za}, a € (0,1}

Definicion 1 8:
Sea R una relacion borrosa en 2 x 2. El conyjunto de mivel & de R, denotado
por [, es una relacion usual que se define como
Iy ={(x,y) e 2x 2 pp(x,y)za}, ae(0]]

Tomando como base la representacion matricial de una relacion cualquiera, son

validas las sigwientes proposiciones.

Proposicion 7:
Cualquier relacion borrosa R en £2 x (2 puede descomponerse de la siguzente

forma

R-Jaly, ae(01)

0, de manera mas precisa

R- |JaIy, ae(0]]

a=gp(x.y)
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Prueba:

Se considera una relacion borrosa R en £2 x {2 entonces R estd definida en su

forma matnicial por
-
a, Q, .
a; Oan a,,
Qy Ay ap,

Supdngase que existen @, ,&, ,a, ,--- con f=ij donde 1=1,2,3,...,k,... y
3j=1,2,3,...,n,... distntos. Luego existen Iz” con
q=1273,.. talesque «a s, 1": % tiene en todas sus entradas distintas de ceros los

valores A
Se considera la entrada
@y = fglk,n)
entonces las relaciones 1., q=1,2,3,... tales que:
a, <a,
tiene entradas 1guales a uno (1) y en caso contrario las entradas son 1guales a cero

(0).
Y asi, las entradas (k,n) en la matniz



55

corresponderd a @, Ua, Uea, U---Uey =a,U0U0U---U0 donde
@, =@ >ay >-->ag.

Por lo tanto

Uapql":" =

a By

lo cual se deseaba demostrar.

Proposicion 8.
Sea S una relacidn borrosa de Simuilaridad de £2x 2, dada por

s =Jaly

Entonces Iy es una relacion de equivalencia en 2x £2.

Prueba:

Sea § una relacion borrosa de Similaridad con § = | jaly .

Se considera, ahora, la relaci6n
¥ ={xy)/ ps(x,y)2a, acOl}}
Como § es una relacion de Similanidad se tiene que todc

He(x,x)=1,Vxe 2 luego para ae(0,l] se cumple el hecho de que

ﬂs(x,x) zZa



56

Por lo tanto (x,x)e Iy, VXxe 2

Lo cual indica que I es una relacion reflexava.

Si se cumple que (x,y)e Iy se hiene que u (X,y)2a@, pero como S es
simétrica, entonces Ug(X,Y) = 4s(¥,x)2 a.

Y asi

(y,x)e Iy

lo cual comprueba que Iy es simétrica.

Ademas, s1 se da que (x,y)(y,z)ely, esto nos indica que

He(x,y)Za y ps(y.7)2a

Luego como § es transitiva se cumple que existe (x,z) € £2x 2 tal que
Hs(x,7) 2 ma x{min(ps (X, y), b (y.2)za
con lo que ug(x,z)=a y por consigwmente (x,z)e Iy teniéndose, entonces que

Iy esuna relacion transitiva.

Defimicion 19

Sea S una relacton de Simlaridad borrosa. Se Llama Clase de Similandad de x;

de la relacion § al conjunto borroso denotado por S, ; definido como

Sy = {us(x,.x,), vxe 2}



57

Defimicion 20°

Sea |, la clase de Similaridad de x; de la relacién borrosa de Similaridad §

axt .
Para a €(0,1], a la relac10n usual I s definida como

re(x)={(x.x,) e 2x2: py(x, x,)) 2 af

se llama conjunto de mvela de la clase de Simularidad de x;.

Proposici6n 9
Toda Clase de Similandad S, , admite la descomposicion defimda por

Sty =Uals (%))

La demostracién de esta proposicion se realiza siguiendo un procedimiento

simular al de la proposicion anterior.



CAPITULO 11
ASPECTOS TEORICOS BASICOS DEL METODO

ELECTRE 1
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2.1 INTRODUCCION
El método ELECTRE I fue disefiado por un grupo de investigadores franceses,
entre los que destacéd Bemard Roy, a mediados de la década de los afios sesenta y
emplea como herramienta fundamental, las relaciones de sobreclasificacion.
El nombre de este método se deriva de las siglas en francés de Elimination Et
Choix Tradwsant La Realite (Eliminacion y Eleccion Traduciendo La Realidad).
En la actualidad existe una gran cantidad de métodos que emplean las relaciones

de sobreclasificaci0n, algunos de los cuales son variantes del método ELECTRE L

Todos estos métodos 1dentificados como ELECTRE, permiten la capitalizacion
de relaciones binanas para la evaluacidn multicriterio se fundamentan en los
conceptos de Concordancia y Discordancia. La Concordancia permite establecer las
ventajas relativas de una accidn versus cada una de las otras alternativas potenciales,
mientras que la Discordancia permite la introduccion de un mivel maximo de

desventaja relativa admusible.

Antes de mmiciar con la descrnipcion propiamente dicha det Método ELECTRE I
se hace necesano el establecimiento de un conjunto de conceptos basicos

mvolucrados en esta técnica.
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En este contexto el conjunto de alternativas o conjunto de acciones potenciales
de las cuales se desea obtener una clasificac16n u ordenamiento es finito, se denotara
por A y se define como

A-fa,/i-123,.,m}

Definicion 21;
Sea ¢; una funcién, denominada cnterio que va del conjunto de acciones

potenciales A al conjunto de escala Ej, que corresponde al criterio ¢, es decir,

¢c A E

donde E; es un conjunto de escala, E; < # (siendo % el conjunto de los mimeros
reales).
Se denotara por
C={g/j— 123, .2},
al conjunto de los cniterios.

Ademas, se considera el vector de evaluacion Multicritenio de la accion a€A,

como el vector c(a), defimdo como

cla)= {cl(a),cz(a),c3(a),...,cu(a)}e E, x E, x E;x,.. XE,
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donde E,, j=12,3,.,n, esla escala respectiva del )-€simo criteno j=1,2.3,. .,n,

FUNCION DE BORROSIFICACION
Definici6n 22:

Sea 14 la funcion de membresia o funcion de borrosificado que asigna a
cualquier mmagen del criterio j un unico elemento en el mtervalo cerrado[0,1], es
dectr,

u, - E, ->0]]

Cuando se escogen o seleccionan cnterios ¢; para evaluar una alternativa a;
muchas de las calificaciones son estimadas dentro de rangos con métncas no
comparables, es mas, algunos de estos criterios son evaluados cualitativamente. Por
ejemplo al criterio de dedicacion al trabajo, en un problema de calificacion del
personal, se le pueden asignar evaluaciones como: extremadamente dedicado, muy
dedicado, dedicado, medianamente dedicado y no dedicado; estas deberan ser

transformadas a una escala dentro de un intervalo, no necesariamente el mtervalc

[0.1).

Un decisor puede establecer que en una escala del 1 al 5 las evaluaciones

cualitativas mencionadas se ponderan asi:

Extremadamente Dedicado —» 5



Muy Dedicado —» 45
Dedicado —» 40
Medianamente Dedicado —» 3.0

No Dedicado —» 10

Luego se define sobre el conjunto B — {5, 4.5, 4,3, 1} la funcidn de

membresia pg tal que

sy, B-[0]]
de la siguiente manera
Lissy
Hy(x) = e’’s st x#l
0 , 81 x=1
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con lo que las evaluaciones cualitativas quedarian teevaluadas en el intervalo

cerrado[0,1] de la siguiente manera.

EVALUACION CUANTITATIVA

EVALUACION CUALITATIVA DADA POR EL DECISOR
Extremadamente Dedicado 50
Muy Dedicado 45
Dedicado 40
Medianamente Dedicado 30
No Dedicado 10

TRANSFORMACION AL INTERVALO
[0,1] POR MEDIO DE u3

100

087

075

049
0
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Los valores de la funcidon de membresia se redondearon a dos cifras decimales

aunque se puede trabajar con mas de dos cifras s1 asi se desea.

De manera general se puede tomar para una escala numénca cualquiera

E={a,,a,,0,,..,0,}, donde a, <o, <a; <---<a

n?2

la funcion de membresia

l( x-a,)

Up(x)=e* , xekE

Si se estuma conveniente se puede considerar que up(a,)=0

Es claro que la definicion de la funcion de membresia depende del tipo de
problema o de escala que se empiee. La funcion de membresia ofrece la conversion
necesaria para trabajar en el intervalo [0,1], es decir, con conjuntos o relaciones
borrosas.

Por ejemplo, s1 se requere la evaluaci6n de una persona para trabajar como
jJinete en un hipédromo y una de las caracteristicas a evaluar es la estatura, entonces

es posible emplear cierta funcidn que transforme la escala de estatura, dada en

metros, al intervalo cerrado [0,1]; esta funcion de membresia puede ser la sigwente.
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0, s1X £1.50m
1, si 1.50m <x<1.55m
ﬂp(ﬂ:ﬁl——sen —— (x-1.65)},si1.55m <x <1 75m
2 2 1.75-155
. 0, x>1.75m

Es notorio que esta funcion asigna el maximo valor a las estaturas entre 1.50 y

1.55 m, reflejando la 1mportancia que tiene este cnteno para el trabajo de jinete.

Es evidente que s1 E; [0,1] no es necesana la funcion de borrosificado.

Definicion 23:
Sea R la matriz de decision de orden mxn cuyas filas corresponden a las

acclones a; € 4 y cuyas columnas corresponden a los criterios ¢; € C

Las entradas se denotaran por ry y son las transformaciones de las

evaluaciones c¢{a;) € E; por medio de 4.

o C, C,

a | n, n Tin

ﬁ — a, |\ I Tin
am rml rmZ rnm

ASia ry =ﬂ/(cj (ai ))
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denota la borrosificacion por ; de la evaluacion de la accion 1 por el criterio .

El vector fila (r,) = (r,.7,.75,-,7,) corespondiente a las alternativas a; se

llamara B- vector de a;.

2.3 RELACIONES DE PREFERENCIA

Definicion 24.

Dadas a;, a; € A. Se dice que a; se prefiere estrictamente a @; y se denota por

a.-Pa,- 0 a,—>aj.

s1 el decisor escoge a a; sin ninguna duda sobre a;.

Defintcion 25:

Sean a;, a; € A. Se dice que a; es indiferente a @; y se denota por

ala; 6 ai=a;

s1 el decisor acepta o escoge indistintamente a la alternativa a; frente a ay.

Definicion 26:

Sean a;, a; € A. Se dice que a; es prefenido o indiferente a a; y se denota por

a.—Qaj 0 a; 7 a;
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s1 el decisor no sabe s1 prefiere estnctamente a @; sobre a a; o es indiferente entre

ellas.

Definici6on 27
Dadas a;, a; € A. Se dice que la alternativa a; y la alternativa a@; no son

comparables y se denota por

a;NCa; 6 ~(a;>aj0 aj>a;) O ~(a,->aj) y ~(aj>a;)

s1 el decisor no es capaz de seleccionar entre las alternativas a@; y a;

Observacion:

La relacion > es la umon de las relaciones = y >

Cuando el decisor establece comparaciones frente a su conjunto de alternativas
se espera que las mismas tengan cierto grado de racionalidad, es decir, que no exista
ambigiedad en cuanto a cudles de las alternativas son indiferentes, estrictamente
preferidas o preferidas o indiferentes; para asegurar tal racionalidad es necesario que
como minimo las relaciones de preferencia cumplen las siguientes condiciones'

L/

¢ Larelacion = de indiferencia es reflexiva y simétrica.

L/

% Larelacion > de preferencia estricta es asimétnca
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%+ Las relaciones = y > son disjuntas, es decir, una persona que es indiferente
entre dos alternativas no puede prefernr estnctamente a una de ellas frente a la

otra.

Definicion 28:
Se dice que el decisor satisface la Hipotesis de Fuerte Racionalidad s1 las
relaciones >, = y > satisfacen las sigwentes condiciones:
= y > son disjuntas,
= es reflexiva y simétrica,
> es asymétrica y

> es transitiva.

Proposicion 10:

Si se cumple la hipotesis de fuerte racionalidad del decisor la relacion > es un
orden.
Prueba;

Se Supone que a; > a; y a; > ax lo cual implica que & > @; y 4; > ax, como > es
transitiva entonces 4; > ax. Para probar que a; > ax, Se supone que 4; = @, entonces
por simetria de la relacion = se cumple que ax = a; obteméndose que ax > a; que
unido al hecho de que a; > a; asegura que ax > 4; lo cual contradice que a; > a;, por lo
tanto a; > ax y asi > es una relacion transitiva y asimeétrica por hipdtesis, entonces s

un orden.
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Proposicion 11

S1 se satisface la hipotesis de fuerte racionalidad del decisor la relacion = es

una relacion de equivalencia.

Prueba:

Las propiedades sobre la reflexividad y la simetria estdn dadas por la hipotesis
por lo que sdlo queda por demostrar la transitividad.

Se considera &; = a; y a; = ax, lo que implica que a@; > a;y a; >ax , luego por la
transittividad de la relacion se concluye que a; > @,. Para demostrar que a; = ay, se
supone que a; > a. Por sumetria de = también se tiene que si a > 4; se contradice el
hecho de la asimetria de >, por lo tanto a; = &;. Lo que finalmente establece que =

es una relacion de equivalencia.

Proposicion 12:

Si se satisface la hipétesis de fuerte racionalidad del decisor la relacion > es

una relacion de preorden.

Prueba:
Es inmediata por la reflexividad de 1a relacion = y la transitivad de >

Definic16n 29

Sean a; a; dos alternativasde 4 y <r,k>lm =(FyslyoTiss s ) Y
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<rﬂ‘>m. =(7,,7,2.7,3,""",T,,) Sus B-vectores correspondientes Se dice que la

relacion > es un preorden producto s1 ocurre que ;3> 4a; 1y solo s1 7y > ry,

Vk=1n.

e

Proposicion 13

S1 3> es un preorden producto, entonces esta relacion es un preorden.

Prueba

Sean a;,a; y a,, tres alternativas y > un preorden producto.

Claramente ry >rx, dado que rg — ry, paratodok 1,2,3,..n Porlo tanto la
relacion > es reflexiva.

Ademas, supongase que @;>a;y que a; > a,, entonces se venfica que rg 2rx y
que rix = rw, para todo k — 1,2,3,..,n, luego por la transitividad de la relacion > se
cumple que rx > ra, paratodo k  1,2.3,....n; lo que implica de manera directa que

a; > a,, de alli que la relacion 3> sea un preorden, tal como se deseaba demostrar.

Definicion 30:

Se dice que la alternativa ;A es eficiente, 0 no dominada u 6ptimo de Pareto

para un preorden 3, S1 no existe a; €4 tal que a; > a;.
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Definicion 31:
El conjunto de los puntos eficientes u 6piimos de Pareto se denomina Conjunto

de Pareto.

Defimicion 32:
Un subconjunto B de A es completo para el preorden > s1 para todo a;e4-B,

existe ;B tal que a; > a;.

Defimci6n 33:
Un conjunto compieto B es mimmal s1 mngin otro subconjunto estricto de €l es

completo.

2.4 CONCORDANCIA Y DISCORDANCIA

Definici16n 34:

Sean a, y a, dos acciones potenciales de A y C el conjunto de los criterios. Se

denomina conjunto Supvalnado de a, sobre a, al conjunto denotado por J+ Py

defintdo como

T =1{i/r,;>r;jeC}

Este conjunto reune a todos los criterios j para los que la altemativa a, es

mejor evaluada que la alternativa a,.
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Definicion 35:

Sean a, y a, dos alternativas de A. Se llama conjunto Equivaluado de a, sobre

ag, al conjunto denotado por J (p,q) v defimdo como

I @@=1{i/r,;=r,jcC}

El conjunto contiene a todos los critenos para los que las evaluaciones de las

alternativas a, y a, son iguales.

Definicidn 36:

Sean @, y a,, dos alternativas de A. Se denomina J(p,q) al conjunto

Subvaluado de a, sobre a, definido como
I (@ =1ji/r,>r,,jeC}

Asi J (p.q) agrupa a aquellos critenos j en los que la alternativa a, es mejor

evaluada que la alternativa a,

Seglin las definiciones antenores, es evidente el cumplimiento de las siguientes
1gualdades:
@ r(psq) - r(q’p)

2 Ta=T (@
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+ Vg Ti@p

De acuerdo al grado de importancia o de relevancia que cada uno de los
criterios tenga para el decisor o grupo de decisores, se le puede asignar a cada

criterio un peso o una ponderacion.

Definicion 37

Sea p; el peso del j-esimo criteno, j=1,2,3,.,n . Se denomina Indice

Supvaluado de la alternativa a, sobre a, al namero P+(p,q) que se define como’

P+(p,l])= ij

jiel (09

Definicion 38

Sea p; el peso del j-ésimo criteno, j=1,2,3y...,0 Se denomina Indice

Equivaluado de la alternativa a, sobre a,, 2 la cantidad P=(p,q) que se define como:

P (pq) = ZP,’

jel (pw)
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Definicion 39
Sea pj el peso del j-ésimo crterio, j=1,2.3,..,n . Se denota P’(p,q) al Indice

Subvaluado de la alternativa a, sobre la alternativa a,, defimdo como.

P (pq)= ij

jel (p)

Observacion:

De acuerdo con las definiciones anteriores es obvio que:
+ -
* P (p.9)=Pia.p
+ P (p.a=P @p

= P(p,9)=P'(qp)

Estos tres indices son la base para la definicion de los indices de concordancia
y discordancia de cada altermativa frente a cada una de las otras acciones en

consideracion.

Defimicion 40:

Se denota ¢, al Indice de Concordancia de la alternativa a, sobre la alternativa

a,, definido como.



_P(p)+ P (p.9)

€y n
Z D;
j=!
es decir que
Z p;+ Z g
c = jel” (p.g) i€l (p.q)
.

2P,
J=l

¢,, €sun indice normalizado, es decir, ¢, € [O,l]

El indice ¢, determina el grado de supremacia y equidad conjunta que tiene la

alternativa a, sobre a,.
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Los indices de concordancia para cada dos alternativas constituyen las entradas

de una matriz denominada matnz de concordancia.

Definici6n 41:

Se llama matnz de concordancia & a la matnz de orden mxm cuyas filas y

columnas corresponden a las alternativas de 4, y cuyas entradas son los indices de

concordancia ¢ oq

Asi,
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a, a, a,
a | ¢, ¢y Cim
0= a,| ¢y Cp Com
am cnll cmZ cm

Proposicion 14:

Siempre se cumple que 0<c¢, <1. Ademas, ¢, =1 si y solo si1 a; domina g;
en el preorden producto, andlogamente ¢, =0 s1 y sélo si ¢; domna a; en el

preorden producto.

Prueba:

Sean 4; y a; dos alternativas. Considere ¢, el indice de concordancia de a;y a;.
Por definicidn de ¢, se tiene que

D Pt DP

_ kelGi) kel 5

Z Py
k=1

venificandose la 1gualdad cuandod (I, j) =@ v J (i, j)=¢

Ademas,
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Zpk + Zpk + Zpk
keJ* (i, )) keJ™(i.j) kel (i.J) =1
n
2. P

k=1

C;

ventficandose la 1gualdad cuando J (i, ]) = ¢
Evidentemente, s J (i,j)=¢@, entonces para todo k = 1,23,.n

ked*(i,j) o ked=(i,j)
de lo que se infiere que r,>r, 6 ry=r, Vk=1n, osea r,2r,

Vk=1,n Asi > es un preorden producto y a; domina a a; en este preorden

producto

De manera smilar, si J'(@i,j)=J"(i,j)=¢, entonces keJ (i, j),

Vk=1,n oseaque ke J*(i,j), porlotanto r, >r, Vk=1Ix

Asi > es un preorden producto y finalmente a; domina a a; en este preorden

producto

Definicion 42:
Se denomuna indice de Discordancia, de la alternativa a, sobre a,, que se denotara

por 4, al namero defimdo como.
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0, si J7(p,q)=¢
dpq =
max [rqj _rpjl siJ (p,q)# ¢
el (pa)
0]
0, si P7(p,q)=0
d, =

max [rqj — rm.], siP (p,q)#0

JET (p.g)

El indice de Discordancia d,, muestra la maxima diferencia positiva que

existe entre alternativa a, y la alternativa a,, es decir se selecciona la diferencia

mayor sobre el conjunto de los critenos en que a, domina a,,
Asi como se definié la matriz de concordancia € es posible definir la matrz

de Discordancia por medio de los indices de discordancia.

Defimicion 43-

Se llama matriz de Discordancia, que se denotard por ), a la matriz cuyas filas

y columnas corresponden a las acciones potenciales de A, y cuyas entradas son los

indices de discordancta.
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al a2 am

al dll dlz dlm
D= a,|d, dy d;p
am dml dmz b dnm

Proposicién 15:

Siempre se cumple que 0 <d, <1. Ademis, d; =0 s1y sélo s1 4; domina a; en

el preorden producto.

Prueba;

Sean a;, a;dos alternativas y sea la relacién .

Por definicién
0, si J°(i,j)=¢
d, =

‘k':}?(fl)[rjk - rikl siJ (i,j)=¢

Considere J' (i, j)# ¢, entonces existe t, 0 < t <n, indices tales que

rjl’o > riPo ;rlpl > r‘l‘l ;""r.il" > ril"

I, >0, -, > 0;...,rip' —rp, >0

r.lPo - e

suponga que
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r. —r. = max ll'- e _I
]p! 'ps pae‘]‘('i,j) Jpa lpo
asi
d;=r, -1, >0
obviamente
y ademas
d; =0 (@, )=¢
finalmente, entonces

0<d;<1
Por otro lado considere que d; =0, entonces J'(i,j)=¢ Dado que el

complemento de J(i,J) es JT(LPUI (i,]) se tene que para todo
k=123,.n ke|I*GHUI“(p)
Por lo que

Mk 2T, Vk=1n

asi finalmente
a;> a;

es dectr, a; domina a; en el preorden producto.
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2.5 UMBRALES Y RELACIONES DE SOBRECLASIFICACION
Una forma de comparar las alternativas para establecer la supremacia de una
sobre la otra es mtroduciendo umbrales de concordancia y de discordancia.  Estos
umbrales pueden ser determinados por el decisor o bien, establecerse de acuerdo a

ciertos criterios.

Sean Zy*={c;,c;,c;,---,c:_l,c:}, y @ —{dl',d;,d;,---,d;_l,d;}, conjuntos
formados por las entradas distintas de las matrices de Concordancia y de
Discordancia respectivamente, y que constituyen posibles umbralgs para el

problema. Luego se le cuestiona al decisor sobre cual es el maximo indice de

discordancia y el minimo indice de concordancia admusibles por €l.

. y . . - . 3
Consideremos que el indice maximo de discordancia es d, y el indice

minimos de concordancia es c; A partir de ellos es posible generar los conjuntos

de umbrales

?‘={cbiacb2 9c1,39"'9cbl} C g

% * * F ] * &
y Z ={d,-‘sd,-29d,—39"'9d,-a}cg,

donde dru—dr,d’,‘ <df2 <df3 <...<dr°_
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A partir de los posibles pares de umbrales de concordancia y de discordancia se
pueden formar algunas relaciones, de las cuales interesan las relaciones de
sobreclasificacion.

Definicion 44:
-

Sean d, €& y Cp « £ Se dice que a; sobreclasifica a;y se denota por
ai 8 a si € Zchq y d; Sd:p, donde ¢, y d, son las entradas

correspondientes de la matniz de concordancia ¢ y de discordancia D

respectivamente.

Proposicion 16:

La relacion 8 defimda antenormente es reflexiva. Cuando § es transitiva,

prolonga el preorden producto.

Prueba:

Obviamente S es reflexivayaque ¢, =1y d,=0asique ¢, >¢, con k=
1.23,.,Ay d, <d; coni=123,.,0
Se supone que S es transitiva, entonces s1 a; sobreclasifica a; en el preorden

producto ocurre que 7z = 7j, Wk=1,n locualindicaque c; -1y d,=0,luego
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a; S a;, pero obviamente existen alternativas a, y a, donde a, § a,, dado que puede
darse que ¢, Zc;ky d,, Zd;l, sinque sede que ¢, 1y d 0.,s decir no
necesanamente ocurre que 7, 27T, Yk—1n Asi larelacion S es mas rica en

lo que respecta a las alternativas que relaciona, es decir, clasifica mas pares de
alternativas. Por lo que S prolonga al preorden producto
Es necesario que S sea transitiva para que ésta conserve la propiedad de un

preorden.

Dado que la relacion S no es transitiva en la mayoria de los casos se requiere

extraer de la teoria de grafos el concepto de nucleo de la relacion que fue empleado

por pnmera vez por el Doctor Bernard Roy.

Definici6n 45
Se llama nucleo asociado a una relacion de sobreclasificacion S§ a todo
subconjunto /N de las alternativas A tal que:

% Va,eA N, da,eN ,talque a,Sa,

% Va,,a, eN, (a,a,)¢ Sy(ak,a,)e S
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Observacion
La primera de las condiciones es denominada estabilidad externa del grafo y la

segunda estabilidad interna del grafo o propiedad de absorcion del grafo.

Proposicion 17

Si 8 es transitiva y el conjunto de Pareto de S respecto a A es completo minimal,

entonces el nucleo es unico y se confunde con el comjunto de Pareto

Prueba:

Sea N el nicleo y E el conjunto de Pareto. Considérese a, € Ny a, £ E

entonces existe a,€E tal que a, S a,, Dado el hecho de que a, £ N entonces por la
estabilidad externa del niicleo existe a; € N tal que ax S a, que luego por la

transitividad de 8, ax S a, lo que contradice la estabilidad interna del niicleo. Asi se

tiene que NC E.

De manera similar considérese que a, € E y a, & N entonces por la estabiiidad

externa del niicleo existe ax € NV tal que ax S a,, pero esto contradice el hecho de que

E sea completo, minimal y ademas que contiene al conmjunto de los eficientes, por lo

tanto a, € N por lo que ECN.

Luego se venfica que N=E. Ademads N es unico debido a la unicidad de E.
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Definici6n 46:

Se denomina Alfa-nivel a cada uno de los elementos del producto cartesiano
&' x "
Observacion:

¢ Cada aifa-nivel define una relacidén de sobreclasificacién y en consecuencia el

grafo correspondiente  Esto justifica que el alfa-nivel, determinado por los

indices Cp,e &y d. e, se denote por Glc,,d)).

Una vez se determman los aifa-niveles y se construye el grafo de la relacion
de sobreclasificacion correspondiente a cada uno, se deberd seguir los

siguientes pasos para lograr la clasificacion de las alternativas'

1. De cada grafo se determina el nicleo. Se eliminaran aquellos alfa-niveles
para los que el nicleo es vacio o bien esté formado por todas las
alternativas.

2. Para cada grafo se consideran dos direcciones:

(a) Direccton Derecha del vértice 11 es la mayor longitud de camino
(elemental) entre los que se imcan en el vértice 1 y finahiza en un

vértice cualquiera distinto de él.
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(b) Drireccion Inversa del vértice i: es la mayor longitud de camino
(elemental) entre los que se wnician en un vértice cualquiera distintos

de 1y finalizan en el vértice 1.
3. Se interactuara entre el dectsor y el analista para determinar los pesos (en el
mtervalo [0,1]) para cada uno de los alfa-niveles restantes del paso 1,

obtemiéndose, por ejemplo, un orden de la forma sigwente:
G(c,'] ,d}l ) — 1

Gle,.d;) _____ 095

G(c, .d,) —» 0.80

G, . d;) ——p O

La asignacion de los pesos para los alfa-niveles puede establecerse
por medio de la técnica del valor medio o bien por una colocacion del
mayor valor para el alfa-nivel de mas ngidez y el menor valor para el alfa-
nivel de menor ngidez, para luego linealizar los alfa-niveles intermedios.
Debe entenderse que €l alfa-nivel de mayor rigidez es el que tiene el mayor
umbral de concordancia y el menor umbral de discordancia, el alfa-nivel de

menor rigidez es aquel que tiene el menor umbral de concordancia y el
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mayor umbral de discordancia. Esta manera de ponderar tiene la
desventaja de que puede asignar un mismo peso a dos alfa-mveles
diferentes.

. Se calcula el grado de cada vértice restando su alcance a inversa de su
alcance a derecha. El alcance a derecha de un vértice es la suma de sus
direcciones a derecha en cada alfa-nivel, ponderada por el peso del aifa-
nivel. Analogamente el alcance a inversa es la suma de sus direcciones a
inversa en cada alfa nmivel, ponderada por el peso del alfa-nivel. Las

alternativas (vértices) se ordenaran de mayor a menor segin su grado.



CAPITULO 11

APLICACION DE LA TECRIA DE CONJUNTOS
BORROSOS EN UN PROBLEMA DE SELECCION Y
PROMOCION DE PERSONAL EN UNA EMPRESA
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Considérese una compaiiia que para dar respuesta a ciertas necesidades, debe
abocarse a la seleccion y promocion salanal de cierto personal.

Suponga que se desea escoger 3 individuos de un total de 67 que participan. El
director de personal establece, conjuntamente con el departamento al cual se le
adjudicaran las plazas solicitadas, 10 caracteristicas que consideran importantes para
ser satisfechas por las personas que aspiran a ocupar dichas posiciones, ademais
evaluan a cada uno de los participantes para obtener asi el perfil de cada uno de
ellos, seglin estas caracteristicas.

Para la seleccion se establece emplear el criterio del mejor promedio, es decir,
utilizar la media de las evaluaciones para cada uno de los 67 participantes. Al
procederse se presenta la dificultad de que los 8 candidatos con las mejores
calificaciones tienen igual promedio.

Por otro lado se define el perfil ideal Py que deben reunir los individuos que

van a ocupar las posiciones.

La sigwente matriz muestra las calificaciones de los 8 candidatos mejor

calificados, el perfil 1deal y los correspondientes promedios

_,9 C, Cs C, Cs Cs C; Cs G Ciy Media

Py 090 075 080 090 09 095 08 095 098 100 | 0898
P, 065 050 070 085 080 045 085 075 09 065 ' 07l
P, 090 060 050 065 070 075 080 070 085 065 071
P, 060 055 060 075 045 080 095 085 095 060 071
P, 065 040 080 065 09 055 080 060 085 090 071
Ps 080 060 065 070 080 050 08 070 060 090 071
P, 080 090 070 080 050 045 080 060 090 065: 071
P, 070 080 045 065 085 080 050 080 070 085 | 071
Py 090 060 080 075 050 08 075 080 050 065 | 07l
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Una manera de resolver la dificultad presentada por el uso del cnterio del
mejor promedio y ayudar al problema de ordenamiento de los candidatos es utilizar

la Distancia Hamming al punto 1deal y los coeficientes borrosos.

Los resuitados de los cdlculos de estos parametros, para cada alternativa, se
muestran en el sigumente cuadro, en el que:
a) La Distancia Hamming esta abreviada en el cuadro por D H.

b) Los coeficientes Borrosos I, I, [TI, IV y V estan denotados, respectivamente

porQ: Q2 05 Qs y Os.

Cuadro #1

Del cuadro antertor se obtienen las sigwentes clasificaciones de

acuerdo a cada uno de los coeficientes borrosos descritos y a la Distancia
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Hamming.  El ordenammento que se presenta va del mejor al peor

clasificado.

ORDENAMIENTO SEGUN LA DISTANCIA HAMMING AL PUNTO IDEAL

1° {Py, P;, Py, P5, Py}
2° {P7}
3° {Ps}
4° {Ps}

ORDENAMIENTO SEGUN EL COEFICIENTE BORROSO I

1° {Pd}
2° {P7}
3° {Ps}
4° {P2}
5° {Pr}
6° {Ps}
7° {Py}

8° {Ps}



ORDENAMIENTO SEGUN EL COEFEICIENTE BORROSO I

1° {Ps}
2° {P7}
3° {Ps}
4° {P:}
5° {P1}
6° {Ps}
7° {Ps}
8° {Ps}

ORDENAMIENTO SEGUN EL COEFICIENTE BORROSO I

1° {Ps}
2° {P7}
3° {Ps}
4° {P2}
5° {P1}
6° {Ps}
7 {Ps}

8° {Ps}
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ORDENAMIENTO SEGUN EL COEFICIENTE BORROSO IV

10
20
30

4°

{P, Py, Py, Ps, Ps}
{P7}
{P;3}

{Ps}

ORDENAMIENTO SEGUN EL COEFICIENTE BORROSO V

o
2
3
s
50

60

80

Observaciones:

{Pd}
{Ps}
{Ps}
{P}
{P1}
{Ps}
{Ps}

{Ps}

a) La Distancia Hamming al 1gual que el Coeficiente Borroso IV producen la

misma clasificacion.
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b) Los Coeficientes Borrosos I, II, IIT y IV onginan los mismos resultados en
cuanto a la clasificacion.

c) Aunque no siempre ocurrird lo mencionado en a) y b), existe una gran
similitud entre la clasificacion que se presenta internamente entre los dos
grupos, es decir, por un lado la Distancta Hamming y el Coeficiente Borroso
IV, y por otro lado los Coeficientes Borrosos I, I, IT y TV.

d) La seleccion de los coeficientes para la seleccion o clasificacion de los
candidatos dependerd de la interaccion entre el analista y el decisor,
teniendo éste Ia ulima palabra en cuanto a la decision a tomar, analizando,

con alguna otra perspectiva las cualidades de cada uno de los coeficientes.

Cualquier duda respecto a las clasificaciones suministradas por los recursos
anteriores puede ser resuelta utilizando esta vanante del Método ELECTRE. De la

matnz de calificaciones dada al inicio del ejemplo se puede extraer directamente la

matriz de decision R que contiene a los perfiles de las alternanivas, como renglones,

segun los 10 cnterios establecidos, donde cada entrada r; de la matnz R corresponde a

la evaluacion dada al participante o candidato P; en el criterio ;.



Cr

065
090
060
0.65
080
080
070
090

r

w

-

@

~

b B e e B e

oo

C2

050
060
055
040
060
090
080
060

C3

070
050
060
080
065
070
045
080

Cy

085
065
075
065
070
080
065
075

Cs

080
070
045
090
080
050
085
050

Cs C7

045
075
080
055
050
045
080
085

0385
080
095
080
085
080
050
075

Cg

075
070
085
060
070
060
080
080

Cy

090
085
095
085
060
090
070
050
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Cro

065]
065
060
090
090
065
0 85
0 65

Si se asume que todos los critenos tienen peso igual a uno (1), el indice de concordancia

para cada candidato Pj, P; se define como:

Card({r, /1y 21,})

g

n

de manera que la matnz de concordancia sera:

0\
I

PZ
0.7
1
0.6
0.6
0.7
0.6
06
0.7

04
0.5
0.6
05
0.7

P4
0.6
07
0.5
1
06
0.6
05
0.7

P,
0.6
0.4
05
0.5

1

0.5
05
0.6

Pﬁ
0.8
0.6
0.4
06
0.6

P,
0.4
0.5
0.6
06
0.5

0.6

04

0.6

0.6

0.5
0.6
04
0.5
0.5
06
05

, donde k- 110 yn=10

La matriz de discordancia ) entre los candidatos tiene por entradas las d;; defimda:s

por:
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di= max(r;—rg,}, JGE)p=e
Y 0, en caso contrario

de manera que

PI Pz P3 P4 P5 Pg P7 P,g
0 030 035 025 025 040 035 0.40]

020 0 0.15 030 0.25 030 020 0.30
035 030 0 045 035 035 0.40 0.30
0.20 025 025 0 020 050 0.40 030
0.30 025 035 025 0 030 0.30 0.35
0.30 0.30 035 0.40 030 0 035 040
0.35 0.30 0.45 0.35 035 030 0 035
10.40 0.35 0.45 0.40 030 040 035 0

L B B I R B

Se definen los conjuntos & y & dados en este caso por
& ={0 80,0.70, 0.60, 0 50, 0.40} que corresponde a los indices de concordancia

diferentes y = {0.15, 0.20,0.25, 0.30, 0.35, 0.40,0.45,0.50} que corresponden a las

entradas diferentes de la matnz @

Se solicita al decisor recomendar los umbrales minimo de concordancia y maximo
de discordancia admusibles.

A tal solicitud escogio respectivamente, al menor de & " (0.40) y al elemento (0 40)
de T porloque £ =& y " —{.15,0.20,0.25,0.30,0.35,0.40}

El producto cartesiano & "% @’ esta dado por:
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Z""x 9" ={(0.80, 0.15), (0.80, 0.20), (0.80, 0 25), (0.80, 0.30), (O 80, 0 35),

(0 80, 0.40), (0.70, 0.15), (0.70, 0 20), (0.70, 0.25), (0.70, 0 30),
(0 70, 0.35), (0.70, 0.40), (0.60, 0.15), (0 60, 0.20), (0 60, 0.25),
(0.60, 0.30), (0.60, 0.35), (0.60, 0.40), (0.50, 0.15), (0.50, 0.20),
(0.50, 0.25), (0.50, 0.30), (0.50, 0.35), (.50, 0.40), (0.40, 0.15),

(0.40, 0 20), (0.40, 0.25), (0.40, 0.30), (0.40, 0.35), (0.40, 0.40)}

Cada una de estas parejas es un alfa-mvel, por lo que se tendran 30 alfa-miveles que
se denotaran:

G,(0.8,0.15),G,(0.8,0.20),---,G 5, (0.40, 0.40)

luego se establecen los nucleos de cada uno de los grafos de las relaciones defimdas y las

direcciones a derecha e inversa de cada uno de sus vértices.

Para el alfa-mivel G,(0.80,0.15) se define su correspondiente relacion de
sobreclasificacion §;.

Se recuerda que a; S a;s1c; 2 0.80 y d; < 0.15, lo que no se cumple para ninguna

de las alternativas $;=® se refleja en el grafo pues no existen arcos trazados; en

consecuencia, el nicleo correspondiente contiene a todas las alternativas y las direcciones

derechas e inversas son cero para cada veértice






G (0.80, 0.40) , Niicleo = {1,2,3,4,5.7,8}

TED 115 &e:gg Vértice Di ion
l 8 2 Iz Nimero Derecha | Inversa
1 1 0
} s gk IBTTR. 2 0 0
7"'%"? 3 § 3 0 0
4 0 0
‘ Wﬁ% 5 0 0
6 4 Ia:: 6 0 1
R 7 0 0
5 [t 3 0 0
G,(0.70, 0.15), Nuicleo = {1,2,3,4,5,6,7,8}
| L Direccion
2 2 Derecha | Inversa
1 0 0
-, =g 2 0 0
7 % 3 E 3 .0 0
— 4 0 0
i e 5 0 0
7:;5;'}5{{ 7 ) 0
| 5§ g 0 0




G ,(0.70, 0.20), Nixcleo — {1,2,3,4,5,6,7,8}

f 8 L4

"

jbiiniitcy

G ,(0.70, 0.25), Nucleo

b
=
8

LA

o

R
i

Vértice Direccion
Nimero Derecha Inversa
1 0 0
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0
6 0 0
7 0 0
8 0 0
{1,3,4,5,6,7,8}
Vertice Direccion
Nizmero Derecha Inversa
1 0 0
2 0 1
| 3 0 0
4 0 0
5 1 0
6 0 0
7 0 0
8 0 0
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G ,,(0.70, 0.30), Nucleo = {1,3,5,6,7,8}
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G,,(0.70, 0.35),, Nucleo = {1,3,5,6,7.8}

.

Vértice Direccion
Nuamero Derecha Inversa
1 2 0
2 1 1
3 0 0
4 0 2
5 2 0
6 0 0
7 0 0
8 0 0
Vertice Direccion
Namero Derecha Inversa

1 2 0

2 1 1

3 0 0

4 0 2

5 2 0

6 0 0

7 0 0

8 2 0




G ,(0.70, 0.40) , Ncleo
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G,,(0.60, 0.15), Nucleo — {1,2,3,4,5,6,7,8}

W mr

(v,
s

{1,3,5,7,8}
Vértice Direccion
Niumero Derecha Inversa
1 2 0
2 1 1
3 0 0
4 0 2
5 2 0
6 0 1
7 0 0
8 2 0
Vértice Direccion
Numero Derecha Inversa
1 0 0
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0
6 0 0
7 0 0
8 0 0

G,,(0.60, 0.20), Nicleo

{1,2,3,4,5,6,7,8}, grafo idéntico al anterior



G,,(0.60, 0.25), Nucleo — {1,3,6,7,8}

T“, Vértice Direccidn
8 2 Niimero | Derecha | Inversa
1 3 0
7k 3P 3 0 0
4 0 2
b % 5 7 1
6 | 4 6 0 0
' / 7 0 0
8 0 0
G,(0.60, 0.30), Ncleo = {3,7}
Vértice Direccion
Numero Derecha Inversa
1 4 5
2 4 5
— 3 5 0
. 4 3 5
5 5 4
6 4 4
7 6 i 0
8 5 5




G,(0.60, 035), Nticleo = { }
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Vértice Direccion
Niimero Derecha Inversa
1 0 0
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0
6 0 0
7 0 0
8 0 0
G 4(0.60, 0.40) , Nucleo = { }
G 4(0.50, 0.15), Nicleo = { }
G ,4(0.50, 0.20), Nucleo = { 2,3,4,6,8}
Vértice Direccion
Niimero Derecha Inversa

GO |3 [P [N |=—

IO ]=—|O]—|C
O =|O|—|olo ||




G ,,(0.50, 0.25) , Nitcleo — {3,6,8)

G ,,(0.50, 0.30), Nticleo — {3}
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Veértice Direccion
Niamero Derecha Inversa
1 4 2
2 1 3
3 0 0
4 3 1
5 2 1
6 0 0
7 0 4
8 0 0
Vertice Direccion
Niimero Derecha Inversa
1 5 5
2 4 4
3 5 0
4 5 5
5 5 5
6 5 5
7 0 5
8 5 5




G ,(0.50, 0.35), Nucleo = { }

G ,,(0.50, 0.40), Nucleo = { }

G,4(0.40, 0.15), Nitcleo = {1,2,4,5.6,7,8}

.?:
4 = Vértice Direccion
Namero Derecha Inversa
1 0 0
- 2 1 0
= = R R
6 e | M 6 0 0
5 7 0 0
8 0 0
G ,(0.40, 0.20), Nucleo = { 2,4,6,8}
Vértice Direccion
U Niimero Derecha | Inversa
1 0 1
2 1 0
3 0 1
4 1 0
—_— 5 0 1
6 0 0
7 0 1
8 0 0
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G ,,(0.40, 0.25) , Nucleo — {6,8}

- Vértice Direccion
L Nimero Derecha Inversa
1 4 4
2 3 3
3 0 4
4 2 2
5 3 3
6 0 0
7 0 4
8 0 0

G ,,(0.40, 0.30), Niicleo — { }
G ,,(0.40, 0.35), Niicleo = { }
G ,,(0.40, 0.40), Nucleo — { }

Al cuestionar al decisor sobre la ponderacion de los diferentes alfa-niveles,

responde que él reserva la calificacion de 1 al alfa-mivel G(0.9,0.1), no alcanzado en este
problema y que asigna la calificacion de 0 al alfa-mivel G(0.4,0.4), ambos denominados

alfa-niveles extremos.
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Es decir, el decisor le asigna una ponderacion maxima de uno (1) al alfa-mivel cuyo
indice de concordancia es de 0.90 y de discordancia de 0.10, y califica con cero (0) al

alfa-mvel que tiene un indices de concordancia de 0.40 y de discordancia de 0.40.

Para ponderar a los alfa-niveles intermedios, se escoge la via de la linealizacion. Si

G(c, ,d)) es el 1-ésimo alfa-nivel, se procede de la siguiente manera.

LINEALIZACION DE LOS UMBRALES DE CONCORDANCIA:

Se calcula

p c: —Menor Valor De Los UmbralesDe Concordanaa
o \DiferenciaEntre Los UmbralesDe Concordanaa De Los Alfa- NivelesExtremoél, ’

donde c; es el valor del 1-¢simo umbral de concordancia.

LINEALIZACION DE LOS UMBRALES DE DISCORDANCIA:

Y se calcula

p Mayor Valor De Los Umbrales De Discordancia - d;
4 ﬁDiferencxa Entre Los Umbrales De Discordancia De Los Alfa - Niveles Extrcmos| ’

donde d: es el valor del i-és1mo umbral de discordancia.
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La nanderacién de este Alfa-nivel, que se denotard por ;U; se obtiene sumando

estos dos pesos, es decir,

Las formulas de P.y Pd'. para el caso particular que se estudia son

¢, —0.4 0.4—-d;
Pe: - i y Pd; - Dt 8
0.5 0.3
P.+P. 15¢ 254" +4
de alli que ,ﬂ = 2 = 15

Por ¢jemplo, el calculo del peso del alfa-nivel G,,(0.40, 0.25) que con el nuevo

ordenamiento de los alfa-miveles le corresponde G13(0.40,0 25) es

y - 15(0.4)-f:(0.25)+4 0250

Es claro que este proceso se realiza para los alfa-niveles cuyos nicleos no son

vacios 0 no contienen a todas las alternativas
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Esto conduce a la necesidad de reordenar los alfa-mveles restantes de acuerdo a

los umbrales de concordancia considerados, es decar, s1los indices de los alfa-mveles sor

j=1,2,3,...,q ,entonces se reordenaran con los indices £,,8,,8;, -,

B, donde G ; es el

alfa-nivel de mayor ngidez, respecto al umbral de concordancia, y G g, es el alfa-nivel

de menor rigidez en lo que respecta a los umbrales de concordancia. La rigidez respecto

a los umbrales de discordancia se puede usar como segundo criterio para el

ordenamiento.

Los pesos de los Alfa-niveles ordenados G 8,5
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El ultimo paso para lograr la clasificacion de las alternativas consiste en el caiculo

de los alcances a derecha, a inversa y los grados de cada uno de ellas.

El alcance a derecha del vértice i (de la i-ésima alternativa o perfil), que se

P+
denotara por ¥ v, , se define como:

P‘j: g P B, n;, ,

donde n es la direccion a derecha del vértice 1 en el alfa-mvel G B,

Y el alcance a mversa del vértice i (de la 1-ésima altemativa o perfil), que se

denotara por P, v, , se define como:
P, YP m
13
m
Vi Z ﬂ: >
! s 1 'B 5
donde m es la direccion a inversa del vértice i en el alfa-nivel G B,

Asi finalmente la diferencia de los alcances a derecha menos el alcance a tnversa

de cada alternativa, se dan en la siguiente tabla:
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Nﬁmerp de{ Alcance A Alcance A Grado
Vértice Derecha Inversa
1 8 803 5636 3.167
2 5.969 6.753 -0.784
3 3.170 1333 1.837
4 4752 7.220 -2.468
5 7.920 5119 2.801
6 2 803 3.503 -0.700
7 2202 4501 -2.299
8 4,536 3.170 1.366

De donde se desprende como resultado la clasificacion siguiente.

Clasificacion
Borrosa

1

S|V {ON| o0 (U

Finalmente se aprecia que los candidatos seleccionados son los que corresponden a
las alternativas 1, 5 y 3, el candidato correspondiente a la alternativa 8 seria el siguiente
a considerar en el caso de ocurra una eventualidad y alguno de los tres primero no pueda

cubrir la plaza obtenida



CONCLUSIONES



El desarrollo de este trabajo genero diversas 1deas que considero son necesarias exponer

en esta seccion.
La Teoria Borrosa permite el trabajo con conjuntos que representan situaciones de la
vida real y que la teoria booleana manejaria superficialmente.
En la Teoria de Conjuntos Borrosos se pueden tomar decisiones sobre alternativas
bajo evaluaciones cualitativas para luego ser transformadas a evaluaciones
cuantitativas en el intervalo cerrado [0,1], valorizacion necesana para utiiizar el
Método ELECTRE L
El Método ELECTRE I permite el uso de pesos que bien pudieran representar
consideraciones politicas del decisor.
El Método ELECTRE [ cuenta con recursos para manejar situaciones de
mcomparabilidad de las aiternativas.
El Método ELECTRE I introduce los conceptos de Concordancia y de Dlsco_rd_an;cxa_,
surgidos de los conocidos procesos de votacion..
La técnica descrita para el ordenamiento de las alternativas, tambi€n representa un
tratamiento mas justo de la decision pues se evita la subjetividad al considerar un
ordenamiento por simple inspeccion de los alfa-niveles y de las alternativas que los
integran.
La introduccion de los conceptos de alcance a derecha y a inversa de las alternativas y
del grado de cada uno de ellas, permite manejar de una manera sencilla los diversos

resultados surgidos por el uso del Método ELECTRE L



RECOMENDACIONES
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El método de ordenamiento expuesto esta disefiado para el caso en el que el micleo

correspondiente a cada alfa-nivel es tnico, es decir la relacion de sobreclasificacion es

transiiva. Seria de gran interés continuar este trabajo abordando el caso donde resulte

mas de un nucleo para algunos de los alfa-niveles que se consideran.

1.

Seria de gran provecho el disefio de un programa de computacion interactivo que
agilice los célculos mherentes a esta teoria y conduzca al ordenamiento de las

alternativas de solucion al problema de decision.

La Teoria de Decisiones Multicriterio es muy rica en cuanto a la gran cantidad de
trabajos producidos, en los que se explican los fundamentos de diversas metodologias
para resolver problemas de toma cie decisiones. Sin embargo en nuestro medio no se
ha encontrado una forma efectva para que la Universidad de Panama, como
istitucion de estudios superiores deseosa de estar a la vanguardia pueda adquinr este
tipo de literatura. Considero que el esfuerzo que representa esta obra puede ser un
elemento para cubnr en cierta forma esta necesidad. El programa de Maestria en
Matematica debe capitalizar los recursos dispombles para que este recimto sea una
fuente de material bibliografico, tanto para docentes como para estudiantes.

El trabajo desarrollado en esta tesis debe ser puesto a la disposicion de las Facultades
de ciencias administrativas y de ciencias sociales para que sirva de guia para el
tratamuento de problemas de toma de decisiones y particularmente los que se refieren

a la promoci6n, seleccion y contratacion de personal.
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4. Exhortamos a los colegas del Departamento de Matematica a realizar los esfuerzos
necesarios para que cursos sobre Métodos Cuantitativos sean introducidos en carreras
de las ciencias administrativas y sociales, y puedan ser incorporados a los curnculum

métodos matematicos para el tratamiento de fenomenos propios de su especiaiidad.
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