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INTRODUCCION



Nuestra Tesis: "“Ecuaci6n de Dirac en un Campo de Minkowski1" se encuen
tra enmarcada en el drea de 1nteracci6én de la Geometria Diferencial y
Fisica Tebrica, por esta razén damos una Resefia Histérica de esta Inter-
accién.

El elemento bésico de la Geometria Diferencial es el concepto de

Variedad Diferenciable que proviene historicamente de la Mecgnica. El

primer ejemplo de variedad diferenciable de dimensi6n 1nfinita esta dado
en la Mecanica Analitica de Lagrange. En estos estudios sobre el espacio
(espac10-tiempo) de configuraci6n de los sistemas din&micos aparece impli-
citamente el concepto de variedad diferenciable y otros conceptos geomé-
tricos tratados en términos de coordenadas locales.

Posteriormente Riemann en su célebre disertaciéninaugural en la Univer

sidad de Gottingen: Sobre las Hipdtesls que sirven de Fundamento a la

Geometria, elabord nuevos conceptos geométricos, algunos de los cuales
estaban 1mplicitos en los trabajos anteriores y as{ nacid la geometria de
los espaci1os de Riemann. El concepto de Tensor que es uno de 10S 1nstru-
mentos esenclales de la geometria diferencial fue 1ntroducido por el
Cristalografo Voigt. El andlisls tensorial desarrollado por Cristoffel en
el domimo de la matemdtica pura era formal, pero gracias a los trabajos
de Ricc1 y Levi-Civita de 1900 se 1niclan las aplicaciones a la dindmica
clasica, Elasticidad y a la teoria de los medi1os anisotrépicos.

En la memoria de Ricci y Levi-Clvita estan 1ncluidos los conceptos
modernos de la geometria. Asi por ejemplo del punto de vista de la Geome-
tria Riemanniana y de las aplicaciones fisicas, ya se encuentra perfectamen
te desarrollada gran parte de los conceptos fundamentales, y asi es posi-

ble traducir la dindmica analitica del sistema mecdnico en término de una
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geometria refinada. El estudio del movimento de tal sistema conduce al
estudio del movimiento de un punto en una variedad o espacio de Riemann
donde la variedad es el espacio de configuracién y la métrica esta dada
por la energfa cinética.

La aparici1én de la teorfa de la relatividad general di16 1impulso al
desarrollo de la geometria diferencial, asf por ejemplo permiti6 generali-
zar la condici16n definida positiva para un producto i1nterno al concepto
de no degenerada para transformaciones bilineales. Por otra parte Levi-
Civita y simultaneamente Schouten descubrieron la noci6n de paralelismo
en un espacio de Riemann.

Los fisicos de la época de Levi-Civita estudiando el campo electromag
néti1co construyeron la teoria de la relatividad restringida y se 1nteresa-
ron en el estudio del espacio-tiempo de Minkowski con su métrica indefini
da. En el dominio de la teorfa de la relatividad general, que es esencial-
mente una teorfa relativista de la gravitaciébn, no interviene en forma
natural el campo electromagnético, sino artificialmente desde el exterior.

Por esta razén la fisica tedrica trato de descubrir una teoria de campo
unificado, 1niciando con el desarrollo de una teorfa que permitiera la
uni1ficaci6n de los campos gravitacionales y electromagnético en un 0Oni1co
hiper campo que contuviera una estructura geométrica para el universo.

Hermann Weyl desarroll6é en 1919 el primer ensayo de esa tal teorfa.

En este trabajo de Weyl aparecen espac10s que hoy conocemos COmO e€Spaclos
de Weyl,y aparece el espacio de Eddington, que es el primer ejemplo de un
espacilo con conex16n afin.

Todos estos nuevos conceptos impulsaron el desarrollo de la geometria

diferencial, pero estas construcciones importantes aparecieron aisladas
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entre sf hasta que en 1922 Elie Cartan realiza una sintesis introduciendo
los "espacios generalizados" que en la fisica matemdtica conduce al estudio
de los Campos de Calibracion.

En las investigaciones de Elie Cartan sobre las representaciones irre-
ducibles del grupo ortogonal aparece un nuevo objeto geométrico diferente
del tensor, este es el Concepto de Spinor que Dirac utiliza en la fisica
tebrica.

El concepto de espacio fibrado fue desarrollado sistemdticamente por
Ehresmamn y por Whitney entre 1937-1939. Posteriormente utilizando estos
trabajos se introdujeron las conexiones sobre un fibrado principal.

Hemos organizado la tesis en cuatro capftulos.

En el Capftulo I se revisan los conceptos de Grupo de Lie, Algebra
de Lie, y se establece el teorema 4.2 que da un isomorfismo entre el
dlgebra de Lie constituido por todos los campos vectoriales invariante por
la izquierda de un grupo de Lie con el corchete de Lie y el espacio tangen-
te en el elemento neutro del grupo de Lie dado.

En el Capfitulo Il estudiamos el Haz Fibrado Principal, y demostramos
el teorema 3.24 que establece que la aplicaci6n exponencial del espacio
tangente del grupo de Lie en el elemento neutro al grupo de Lie es un
difeomorfismo local.

Se estudian también las conexiones asociadas a un Haz Fibrado Principal.
En el teorema 4.5 se prueba que son equivalentes las tres definiciones
introducidas.

En el Capitulo III se estudia el grupo de Lorentz, estableciendo en
las proposiciones 2.3, 2.4 que el grupo de Lorentz es un grupo topolégico

coh cuatro componentes conexas.
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Luego en la proposicién 2.9 se construye un homomorfismo /\ del grupo
SL(2€) de las matrices complejas de orden 2 con determinante uno Sobre la
Componente Conexa EI del grupo topol6gico de Lorentz.

Se prueba que el conjunto §(r,s) de los automorfismos dean que preser-
van el producto escalar de indice (r,s) es un grupo de Lie, y Se determina
su é&lgebra de Lie.

En el teorema 4.17 se le asocia a una variedad diferenciable M un Haz
Fibrado Principal (F(M), T , M, Q(r,s))con grupo estructural §(r,s).

En el Teorema 4.23 se establece que existe una Gnica conexi6n en F(M)
con forma torsi6n nula. A esta conexi6bn llamamos conexi6n de Levi-Civita.
Finalmente en el Capitulo IV se estudian la variedad de Minkowski,
estructura Spin, Lagrangiano. El Teorema 5.1 prueba que dada una estructu-
ra Spin A de S(M) en FO(M) y una conexibn de Levi-Civita 8 sobre FO(M)

esta asociada una conexi6bn @ sobre S(M).

En el Teorema 6.2 se define una funcién L, del espacio 1-Jets
J(S(M),Ca) en IR, y se prueba que es un Lagrangiano; luego se calcula su
ecuacion de Lagrange en el teorema 7.6. Finalmente se prueba que para un
campo de electrones libres la ecuacidn de Lagrange se reduce a la ecuacién

de Dirac. (Teorema 8.5).



CAPITULO I

PRELIMINARES, GRUPO DE LIE Y SUS ALGEBRAS DE LIE



1.- GRUPOS DE LIE.

Definicidn 1.1:

Una variedad diferenciable G con una estructura de grupo "." es
un grupo de Lie si y solo si las dos estructuras (la diferenciable y la
de grupo) son compatibles.

Es decir la aplicacioén
GXG—»G
(g,h) ————pg.h""
es diferenciable de clase (.

Proposiciébn 1.2:

Sea G un grupo de Lie, entonces:
a) La aplicacién €: 6 ——————= G dada por
VgeG, @(g) = g7 es diferenciable.
b) La aplicaci6n m: 6xG ———— G dada por

V(g,h) € 6xG, m(g,h) - geh es diferenciable.

Demostracibn:

Diremos que ¥ es diferenciable si logramos expresarla como la
composicidon de dos aplicaciones diferenciables: en efecto:

Como G es un grupo de Lie, entonces tiene un elemento neutro; sea e

€6 dicho elemento luego:

const x id.
e e

a) G {e}]x 6 = 6Gx6 — —= G
dif. dif. -1 -
g ‘_—-"l‘\—w(e,g) —_l‘—h—____-a" e'g = g 1

De la misma manera vemos que m es diferenciable, puesto que



b) GXG 14X @ O 6x6 — G

dif. -1 if,
(g,h)f&_’(g,h )/d—lf\..goh

Proposicién 1.3:

Sea G una variedad diferenciable, con estructura de grupo “," tal
que valen a) y b) de la proposici6n 1. entonces G es un grupo de Lie.

Demostracién:

Sabemos que las aplicacioneszy m en a) y b) son diferenciables,

luego veremos que la aplicacién (*) es la composici6én de % con m y por lo

tanto G es un grupo de Lie. En efecto:

GXG id xz m

(g,h) dif.

g.h"

Corolario 1.4:

Sea G una variedad diferenciable con estructura de grupo "e" en-
tonces G es un grupo de Lie si y solo si las aplicaciones zy m son dife-

renciables.

1.5 Ejemplos de Grupos de Lie.

5.a R" es un grupo de Lie respecto a la adicién vectorial.
* *
5.b € - m\{o}es una variedad diferenciable ( € ,¢) es un grupo,

ademis

* -_a:*

*
m: T xC
(g,h) =~~~ m(g,h) = g.h

* *
T  (— [
-1
g — — »(g) =g

son diferenciables.



-4

* *
5.c ' {zeC /lzJ- 1} con la multiplicacién inducida de € es un grupo
de Lie.
5.d Gl{n, R) es una variedad diferenciable, introducimos una estructura

de grupo (con la multiplicacién de matrices). {GL{n, R),s) es un grupo.
m: Gl(n, R) x Gl(n, R) ————»Gl(n, R)

(A,B) — —————m(A,B) = A.B es diferenciable.
Z: 6l(n, R) ———————» Gl{(n, R)
A ————=(A) = A es diferenciable.

luego Gl(n, R) es un grupo de Lie.

5.e Sea iR* = RN{0} , K = R*XIR,IK es una variedad diferenciable,
Introducimos una estructura de grupo compatible con la estructura diferen-
ciable.

m: Kx K —=——— K

((s,t),(s,,t,)) ———==m((s,t),(s,,t,))= (s.54,5.t+t)
luego ( K,*) es un grupo cuyo elemento identidad es (1,0), entonces K es
un grupo de Lie. A este grupo llamamos el grupo de movimientos afines de
IR.
5.f seall  Gl{n, R)x R", en L definimos m: iLx L ——= I dada por
m((A,v),(A1,v1)) = (A.A1,Av1+v), se comprueba que {iL,*) es un grupo, y es
compatible con la estructura de variedad. A este grupo, Que es un grupo

de Lie, lo llamamos grupo de movimientos afines de Rn.

2.- Traslacién por la Izquierda (Derecha) de un Grupo de Lie G.

Dado ae G definimos la, Ra: G ———— 5 por:

g eG,la(g) = a.g; Ra(g) = ga. A estas aplicaciones, 1 Ra las 1lamamos

a’
traslaciones por la.izquierda y por la derecha mediante ae G respectivamen-



te.

Proposicion 2.1:

Las aplicaciones la’ R. son difeomorfismos para todo a €G.

a
Demostracidn:

1. Verificaremos que "la” es diferenciable, en efecto:

g const x 1d.p ) x 6= X6 ———— G
g —3L_ (g I g 109

d

2. Comprobemos que la_1 es la inversa de la‘ en efecto:

(1,01,-1)(g) = 1,(1,-1)(g) = 1,(a”'g) = a(a”'g) = (aa”')g = eg = g
idG,

(1, 101)(0) 1 1(1(0)) 1,-1ag) a (a.9) = (a7

a)g - eg =
- g idG.

_ -1
por lo tanto 13-1 z (la)

ademas (la 0 la-1)(g) - g idG es diferenciable, por consiguiente
la es difeomorfismo.

En forma analoga demostramos que Ra es diferenciable.

3.- ALGEBRA DE LIE SOBRE IR.

Un espacio vectorial real’d es un &lgebra de Lie sobre R, si

existe una aplicacion bilineal (llamada corchete de Lie).
[ 13—

X, V)—[,JX,¥) =[ X,¥]
tal que \fX,Y,Z € {5 se tiene.
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1. [X,Y] - - [Y,X] antisimétrica.
2. [[xY) 7} + [[v.z) . %] + [[z.x].Y) =0 identidad de Jacobi.

Observacitn 3.1:

Sea M una variedad diferenciable. Sabemos que el conjunto de todas
las secciones del haz fibrado (TM, T ,M) que denotamos con ["(M,TM) tiene
estructura de espacio vectorial.

Proposicibn 3.2:

La aplicacién [, ] (M, TM) x [T (M, TM)— [ (M,TM) definida
por ¥ X, e (M, ™), [x,¥] f - K(YF) - Y (Xf) es bilineal, antisimétrica
y satisface la 1dentidad de Jacoba.

Demostraci16n:

Vpe MVXYe PMTM), Vf e €O(M) tenemos que:

1. [,] es bilineal, esto es:

[xev.2] f

(X+Y)p(Zf)-Zp((X+Y)f)

Xp(Zf) + Y (Zf) - Z_(Xf) - Zp(Yf)

p p
(Zf) - Zp(Xf) + Yp(Zf) - Zp(Yf)

*p
(x.2),f + [v.7),f.

En forma andloga se demuestra para [X,Y+i]pf.

2. [,] es antisimétrica; esto es:

[x,v]p f

1t

Xp(Yf) - Yp(Xf)

-(Yp(xf) - X _(Yf))

P
- [Y,x]p f



3. [,] satisface la identidad de Jacobi; esto es:

(oov) g+ () s X f+ [(z.0] I, f 0

En efecto:

([x.Y]. pr

[x,{]p(Xf) -z ([x,y]f)

4

X(Y(ZE)) - ¥ (X(z) - Z ([x,Y] ©)

Pero tenemos que

([x.Y] £)(p) [x,y]p i
xp(Yf) - Y (Xf)
X(YF)(p) - Y(Xxf)(p)

= (X(YF) - Y(Xf))(p)

luego
[X.Y] £ = X(Yf)-Y(Xf) y asi tenemos que
[X i]f z (X (YF)-Y(XF)) - Zp(X(Yf))-Zp(Y(Xf)) de donde vemos que

[[x,v 2 f - Xp(Y(ZE))-Y (X(ZF))-Z (X(YF))+Z (Y(XF))

[[v,z],xj Y ZOE)-Z (YY) = X (V(ZF)) + X (Z(YD))

[[z.x], y] F o Z((Y) - X (Z(YF)) - Y (ZOXF)) + Y (X(Zf))
Ahora sumando tenemos.
iﬂﬁxd(%%}) - vp(}ﬁzfﬁj - zp(xif%}) + 2 AN fﬂ
T ) - X (WE) H X (O f) 20X zz%)

AR AU ST
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4.- CAMPQS VECTORIALES INVARIANTES POR LA IZQUIERDA.

Definicibn 4.1:

Un campo vectorial X:G TG (no necesariamente diferen-

ciable) es invariante por la izquierda si y solo si para todo a€G se tiene

que el diagrama siguiente

dla
TG > TG
X T T X
la
G = G

es conmutativo o sea dla oX-Xo la

Teorema 4.2:
Sea G un grupo de Lie y 4 el conjunto de todos los campos inva-
riantes por la izquierda, entonces:
a) ¥ es un espacio vectorial sobre R y
X Yy ——= TeG
definida por ol(x) Xo s un isomorfismo de espacios vectoriales, por

consiguiente dim*® - dim 7,6 = dim G.

b} Todo elemento de 4 es diferenciable.

c) El corchete de Lie de todo par de elementos de 4 también pertene-
ce aty.

d) Y con el corchete de Lie de campos vectoriales es un &lgebra de

Lie.



Demostracidn;

a) Observemos que si tenemos un campo vectorial X invariante por

la izquierda sobre G,(Xe®y). Ademis para cada a,q eG.

X,q - ¥(ag) = X(1_.(g)) - (X o 1.){g)=(d]l_ o X)(g) - dl (X(g)) = dl

aq (x,)

a'qg
Ahora Vt e R; X,Ye®y; geG definimos

(x+¥)(q) X(g) + Y(q)

(teX)(g)= t(X(q))

Ahora veremos que (X+Y) es invariante por la izquierda esto es que:

(X+Y)(ag)

X(ag) + Y(ag) = X(1,(9)) + ¥(1 (g)) = (X 0 1.)(g) + (¥ o 1,)(g)

(dla o X)(q)) + (dla o Y)(g) = dla(x (g)) + dla(Y (9)) =
- dl (x(q)) + Y(g))

dla(X+Y)(g).
luego (*8,+ ,-) es un espacio vectorial sobre R .
Probaremos ahora que & es un isomorfismo, o Sea que
XY —— = T6
x ————w»d&(x) X(e) es:

1. Lineal.
En efecto ¥x,Ye ¥, Vt,s e R
o{tX + sY)

1]

(tx + sY)(e) (tx)(e) + (sY)(e) t(x(e)) + s(Y(e))

Tt (X) + s (V).
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2. Inyectiva.

En efecto; sea &{X) =&(Y), luego VaeG
X(a) - X(a.e) = X(la(e)) - {(Xo la)(e) = (dla o X)(e) = dla(X(e)) = dla(Y(e))

(dla oY)(e) - (Yo 1a)(e) - Y(la(e)) = Y(a.e) - Y(a)
luego o« es 1nyectiva.

3. Suryectiva.

Sabemos que (dla) : TeG —_— TaG es lineal, dado que

1a(e) = a.e = a. De la observaci6n de a) tenemos que:

Un campo vectorial X:G6———® TG es 1nvarlante por la izquierda
s1 y solo s1 Ya,geG se tiene que
X = dl_(X
ag a( 9)
Ahora blen: Sea UeTeG f1j0, luego VaeG
TG T
(dla)e ) Te aG
u "'_““-—-—r(dla)(e)(u)
Definimos una aplicacién X:G ——— = TG por
X(a) = (d1 )(e)(u)

y veamos que X es un campo vectorial 1invariante por la izquierda; en efec-

to:
X{ag) = (dlag)(e)(”) =d(1_o lg)(e)(U) = dla(dlg(U)) = dl_(x{g))

Ahora tenemos que o (X) = X{e) = (dle)(e)(u) = u por lo tanto ¢ es suryec

tiva,.y as! resulta o un 1somorfismo luego dim Y = dim TG = dim 6.



-11

b) Para probar que Xe ¥ es diferenciable, hay que probar que

Vice ¢ (6), xte CG), en efeclo:

Sea Xe ¥ , fe C° (G) luego VaeG tenemos que

(xf){a) Xx(a)f = X(a.e)f = Xx__ f dl_(Xf) def. (

( foll).
ae a e dif. e a

Definimos ahora f: G - - R

a~— —»fP(a) = Xe(f 0 la)

Demostremos que P es composicién de tres funciones diferenciables.

Sean V¥ GxG ~ G

(a,g)———— ¥(a,g9) = a.g

i' ¢ G GxG

a /\_,ri‘e(a) = (a,e)
i : 6 —————— = GxG

g - — =159 - (e.)

Sea Y un C° campo vectorial sobre G, con la condici6n que X(e) = Y(e),
con Y podemos construir el campo vectorial (®,Y), donde (®,Y) es un C®

campo vectorial sobre GxG, dado por (®,Y): GxG GxG

(a,9) —(@,Y)(2,9)=(®(a),Y(g)).
Ademds tenemos que

L f

GxG ———— § ——— -~ R

W

asi que el campo vectorial (@,Y), actua sobre (fo¥) y tenemos que

(@Y)(f o¥)e C° (6xG)
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1

6 la 6x6 (9.Y)(fo¥) R
or, " dait. ’}
\ ,
K\\ 1 Ve
\\\fOiY)(f 0‘?) 0 ].e ‘,-’//
. e
ﬁ\___,.-/" -
dif.
Afi1rmamos
(@.V)(f 0%) 0 })(a) = P(a)
En efecto:

((6.)(F 09) 0 1))(a) = ((®Y)(F 0¥)) 1(a) = (®.V)(f 0 ¥)(ase)

@.Y) (5 o)(F 0%) =0,(F 0o L)+Ye(f 0¥ 0 12)

Ye(f oY¥o Lg) = xe(f ov¥o Lg);

{(‘?0 12)(9) =¥(a,g) = a.q = la(g)}

xe(f 0 la)

P(a)

o

luego Xfe i (G).

¢) Recordemos que Yge6, Yfe € (6), X, Y campos vectoriales sobre G

tenemos que.
dl
g 6=T6 - TG

X,Y h},{] 1 Y| [xy]
.

a,ge b a - G —= [R

T

[x,y]g f = Xg(Yf) - Yg(Xf)
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ademds la regla de célculo

((dla o Y)f)(qg) = Yg(f 0 la) Yo 6———=R

Ahora bien cuando X,Y son campos vectoriales invariantes por la iz-
quierda,tenemos que ver también que el corchete de Lie es un campo vecto-

rial invariante por la izquierda, esto es que:
dl o [x,Y] - [x,¥] o 1,

En efecto:

e

((diy o [x,¥]))(g) (dl, o [x,Y]) f

(dl, o[x,Y]) )Ff - (d1)(x.¥] f dlf xo¥lg(f o1

xg(Y(f 0 la)) - Yg(X(f 0 la))

xg((dla o Y)f) - Yg((dla 0 X)f)

como ((dla 0 Y)f)g (Y o 1a)f y ademés (Yf o 13)(9) Yagf
(d1, ¥)f = ((Y o1;)f)(g) luego
(Yf o la) = (Yo la)f y por lo tanto

xg(dla o Y)f - vg(dla o X)f

Xg(Yf 0 la) - Yg(Xf 0 la)

((dl, o X)¥f)(g) - ((dl_ o Y)Xf)(q)

dl (4 (YF)) - a1 (Y (XF))

"

Kagl¥F) = Yaq(XF)
[0t f
= [x.]o 1,
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d) (d.[.]) es un lgebra de Lie.

En efecto:

1. VX,ved, tenemos que [X,Y_]e‘;.), esto es por parte (c).
2. [ , ] es antisimétrica y satisface la 1dentidad de Jacobi esto es,

por la proposicién 3.2 por lo tanto % es un dlgebra de Lie.

Definici6n 4.3;

Sea Gungrupo de Lie, al conjunto 4 de todos los campos vectoriales
1nvariantes por la 1zquierda que por el teorema 4.2 anterior tiene estruc

tura de dlgebra de Lie, llamamos &lgebra de Lie del grupo G.

Corolario 4.4:

El espacio tangente a G en el elemento 1dentidad "e",TeG, tiene estruc

tura de dlgebra de Lie 1nducida por el 1somorfismo & .

Demostracifén:

Puesto que «: Y — TeG es un 1somorfismo de espacios vectoria-
les, dado por o{(x) = x(e) y ademis sabemos que (&, [,] ) es un dlgebra
de Lie.

Queremos dotar de estructura de 4dlgebra a TeG de manera que o sea un
1somorfismo de algebras.
Esto es:

Sean X(e), Y(e) e TeG, luego

[x(e), Y(e)] def: .1 = [x.¥)(e).

ademds,

1. [, ] en TG esbilineal, o sea:
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(xte) + ¥(e), 2(e)) - x([x+v,2]) = &x( [Xx,2] + [v.2]) - =((x.2))+ x([¥.2])
(x(e), Z(e)]) + [Y(e), Z(e)]
Antisimétrica.
(x(e), (e)) = a(f.Y]) - ot(-[¥,X]) - - x([¥.X]) = -[¥(e),X(e)]

Identidad de Jacobi.

[[X(e), Y(e)] , Z(e_] +[[Y(e , Z(eﬂ , X(e_] + [[Z , X(e_] , Y(e)] =0

3.a

3.b

3.cC

asi

(xte), v(e)] , z(e))  o([[x,Y] ,z]) {(XOY - Yox)o z -

-Zo (XoY - YoX)} = o (YoYoZ - YoXoZ - ZoXoY + ZoYoX)

= {(XeYoZ) ~ & (YoXoZ) - «&(ZoXeY) +  (ZoYoX).

[([v(e), z(e)) » xte] =o (.7, O = (¥, Z]ox-x0 [¥,2))
0({(YOZ - ZoY)o X-Xo(YZ - ZoY)}
= {(YoZoX - ZoYoX - XoYoZ + YoZoY)
= (YoZoX) -&(ZoYoX) —(XoYoZ) +O{(XoZoY)
(e, X, Wel) -2 1)) -w((z)e v - Wz))
=o({(ZOX - XoZ)oY - Yo(ZoX - XOZ)}
= ((ZoXoY) -H(XoZoY) -of YoZoX) +o¢(YoXoZ)

L

0((X0 o.f_) - (YoXOZ) -o((}x’oY +0((Z7’/X) +0(/ X) - (21 X)
-D((W/) +0({XQZ°Y) +o(ZoX ) - oquan? Y) - (Y8 'v)j +0( YM/

bz

Observacibn 4.5:

Al algebra de Lie dada por el corolario 4.4 llamamos también &lgebra

de Lie del grupo G.

Observacién 4.6.

Todo espacio vectorial real Vde dimensién finita admite en forma natu



~-16-

ral una estructura diferenciable.

En efecto; si {ei} es una base de V, entonces los elementos de la base
dual {Tri} son las funciones coordenadas de un sistema global de coordena-
das sobre V.

Tal sistema global determina una estructura diferenciable sobre V.

Para cada p e« V, existe una identificaci6n natural del espacic tangente

TDV con V mediante

D

si J(t) es una curva diferenciable en V entonces

im T8 - ()
T ey T,

0
om,

5.- EJEMPLOS DE GRUPQOS DE LIE Y SUS ALGEBRAS DE LIE.

5.1 ( R,+) es un grupo de Lie.
Los campos veCtoriales invariantes por la izquierda, son los

campos vectoriales constantes { B(—g—): AeR } . El corchete de Lie de
drr
dos de tales campos vectoriales es ®

5.2 "Grupo lineal General". El conjunto M(n, IR) de todas las nxn
2

matrices reales es un espacio vectorial de dimensién n“, con suma y multi-
plicacién por escalares. Definiendo [A,Q] = AB-BA. M(n, R) es un
algebra de Lie.

El grupo lineal general Gl(n, IR) tiene su estructura diferenciable
como subconjunto abierto de M(n, R) donde la funcibn determinante no se
anula, y es un grupo de Lie bajo la multiplicacién de matrices.

Sea Xij la funcién coordenada global sobre M(n, R) que asocia a cada

. . -1
matriz su ij-elemento. Entonces si 0, % e GL(n, Rj, Xij( 0,% ) es una
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funcién racional de {Xklkrﬁg Yy {Xk1(79 } con denominador diferente de cero,

1o que demuestra que la aplicacién (077 %) — 0~z£1 es ¢ %
Ahora sea éj el §lgebra de Lie de Gl(n, R). Sea
o : TeM(n, R) —— M(n, R) la identificacién canonica del espacio

tangente a M(m, R) en la matriz identidad "e" con M(n, R). Luego para

V€TeMUL R):

Luego como TeGl(n, R) = TeM(n, R) tenemos una aplicaci6én natural

ﬁ) . J ——~ W, R) definida por

21) P(X) =((X(e))

Demostraremos que ﬁ>es un isomorfismo de &lgebras de Lie y por tanto
podemos considerar M(n, R) como el algebra de Lie de Gl(n, R), claramente

/5 es un isomorfismo de espacios vectoriales. Sé6lo basta demostrar que
Pyl [pr).pm]  Vixved
Ahora
(X3 0 1o)(0) Xyyle@) DXy (0) %y (@)

como Y es un campo vectorial invariante por la izquierda

i] ij ° 1o
"2 X @) Y{e) () ;Xm @)K (Y(e)}g

=ﬁ\;xik(“') PV

(*y Y(X..)o) = dlo,(Y(e))(Xij) Y(e)(X.. o]
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Utilizando (*) calculamos la componente 1] de P([X,Y])
POxYD)yy = Dvlertx) = xe)(v(x,)) - Y(e)(X(x,y))
=};{X(e)(xlk)f>(Y)kJ - Yie)(x, ) pi), b

= T AP0 P -y PO)
=[poo.pmnl

Por consiguiente, Pes un 1somorfismo de algebras de Lie.



CAPITULO 11

HAZ FIBRADO PRINCIPAL Y CONEXIONES



-20-

1.- HAZ FIBRADO PRINCIPAL.

Accidn de un grupo de Lie sobre una variedad.

Definicién 1.1:

Sea (G,+) un grupo de Lie y M" una variedad diferenciable.
Llamaremos acci6n por la izquierda, del grupo de Lie G sobre la varie

dad M" a toda aplicaci6n diferenciable

0 : GXM — M

tal que verifica:
i) VmeM, si ecG es el elemento neutro entonces O(e,m) ~ m.

ii) \7'91,gzsse,\7n|eM se verifica: Q(g1,¢(gz,m)) = ¢(g1gz,m) similarmente
definimos la accibn por la derecha del grupo de Lie G sobre la variedad MmN
por

0: MG —— M
tal que verifica i) y ii) por la derecha.

Observaci6n 1.2:

En lo sucesivo denotaremos {(g,m) por g.m. Y la accit6n por la

derecha como §(m,g) por m.g.

Proposicidn 1.3:

Sea (G,*) un grupo de Lie, M" una variedad diferenciable y

§: GXM ————— M una accién de G sobre M. Entonces \VgeG la aplica-
cibn Q)g:M —= M dada por V'meM, Q)g(m) = §{g,m) = g.m es un difeomorfis
mo de M.

Demostracién:

a) ¢g es diferenciable (fijado geG)
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M —~ {9} x MS XM ———— M

——

m = J(m)  (g,m) T O(JI(m))=0(g,m) - g.m

asi ¢g $ o J es diferenciable.

b) ¢g es biyectiva.

En efecto:

(§g-1 0 0)(m) 9 -1(9,(m) = G -1(g.m) = g

.(g.m) = g'1g.m

e.m m

Ademas

(%o¢5nm>-%m*m>=@w”

.m) - gg'1.m = e.m=m

-1 . .
- or tanto es biyectiva.
luego ¢g ¢g-1 y por tan ¢g s biyectiva

! es diferenciable.

¢c) ¢é

Porque ¢g-1 es diferenciable por la parte a).

Observacibn 1.4:

{¢g} es una familia de difeomorfismo de M.
geG

Definicibn 1.5:

Sea G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Para cada

meM definimos f}ﬁ G M por {}#g) - 0(g.m) = g.m. Se tiene que

ifm(e) = m.

Proposicibn 1.6:

Sea (G,*) un grupo de Lie, M" una variedad diferenciable y
¢: GXxM ———— M una acci6bn de G — M. Entonces VmeM la aplica-

cién 'Knﬁ G ————— M dada por Vg e-G,{:m(g) = §(g,m) es diferenciable.
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Demostracifn:

6 —2— Gx {m}c=GxmM ———JE—>-M

¢ ~LL %) - (gm) ¢

o 0z(e) = 0gm) = £ ()
luego § 0 T -fm: G ———— M es diferenciable.

Observacién 1.7:

{gm}msM es una familia de aplicaciones diferenciables de

G en M,

ORBITA DE UN PUNTO.

Definicién 1.8:

Sea (G, * ) un grupo de Lie M" una variedad diferenciable y
®: GXM —————— M una acci6n de G sobre M. Para meM definimos

la orbita de G que pasa por m como el conjunto.

tMG)={m'€M/396GyIN =gm}

FIBRA SOBRE UN PUNTO.

Definicién 1.9:

Sean P y M variedades diferenciables, 7T una aplicacién diferen-

ciable de P sobre M.
Llamaremos fibra de meM en P al conjunto
-1
T (m) ={peP / TT(p) =m}

ACCION LIBRE DE UN GRUPO DE LIE SOBRE UNA VARIEDAD.
Definicién 1.10:

Sea (G, * ) un grupo de Lie, M" una variedad diferenciable y
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0: GxM M una acci6n. Diremos que la accibn §: GxM ——— M
es una accibén libre de G sobre M si se verifica que

si ¢(g.,m) = m para algin geG, meM, entonces g = e.

HAZ FIBRADO PRINCIPAL.

Definicidon 1.11:

Sean P, M dos variedades diferenciables, (G, +) un grupo de Lie
y TT: P ———— M una aplicacién diferenciable y suryectiva. A la cua-
terna (P,TT, M, G) lo llamaremos haz fibrado principal (H,F,P) si y solo

si se verifica:

a) G actua libremente y diferenciablemente a Derecha sobre P, esto
es, existe una accién libre ¢: Px6 ——= P, 0 sea {.¢g: geaG } es una

familia de difeomorfismos de P.

b) \7[)ef>,TF1(TT(p)) - !fp(G), o sea, la fibra sobre TT( D) es la
6rbita de G que pasa por D.

¢) Y'meM existe una vecindad abierta U de m y un difeomorfismo
Tu:TT—1(”) —— UxG tal que Vp eTT ' (U); Tu(P)=(TT(p),S,(P)), esto es
Tu :'rTxSu. Donde la aplicacién Su:rT'1(U) -——— G tiene la propiedad

s,(p-a) = 5, (pP)g. ¥p e (V) g <.

Observacidn 1.12:

Al difeomorfismo Tu de la definici6n anterior lo denominamos
Trivializacibn local del H.F.P. 6 Calibrador del H.F.P.

Proposicién 1.13:

Sea (P,TT, M, G) un H.F.P. y meM. Entonces la aplicaciobn

O(D: 6 — TT'1(m) dada por o(p(g) = p.q para cada pc—:rr_1(m) yVge6



es un difeomorfismo.

Demostracion:

1) of b &S diferenciable.

Basta recordar que W/ peP, o(p:G — P dada por o(p(g) = p.g
Vg €6 es diferenciable, luego en particular Vp eTT°1(m)g;P,

tp o(p:G —~——>—rr'1(m)_<;P es diferenciable.

2) o, es suryectiva:

Sea p'e'rf1

(m =17 (17(p)) =% ={p-g / ge6 } entonces
Jg' G tal que p.g' = p' luego o(p(g') - p' asi o(p es suryectiva.
3) c(p es Inyectiva.
o(p(g) -X (9 )=> p.g = p.g’
=D (p.9).97" = (p.g").g”"

-1 -1
={> P-99 = p.9'g
—> p.e = p.g'g!
Do
=> e =9'g
-1
=> 9 =4

4) 2 p o7 (m) —— G la aplicaci6n dada por

p(p.g) = g luego
op = id , 0 - id. , donde
‘XPP ITT-1(m) P O(D G

(o<po P)(p-g) = o(D( P(p-g)) = o(p(g) = p.g

(Pog()(g) = Pl (a)) - B (p.q) = g.
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luego/é es la inversa de O(D, y la denotamosﬁ: O(;)1 Ademds O{;)1

es diferenciable.

Observacitn 1.14:

Este difeomorfismo no es natural pues depende de p y todas las
fibras T ‘1(x) son difeomorficas a G, pero no hay una identificacibn canbni
ca de TT-1(x) con G y por lo tanto no hay una estructura natural de grupo
sobre TT 1 (x).

Proposicion 1.15:

Sean, N una variedad diferenciable, G un grupo de Lie,
kR . NxG ——— N dada por TT1(n,g) = E/(n,g) e NxG y
0: (NxG)x6 ——— NxG dada por Y ((n,g),g') & (NxG)xG, ¢((n,g),q')=(n,gg"),
entonces (NxG,'TT1, N,G) es un haz fibrado principal.

Demostracion:

TT1: NxG = N por ser una proyeccibn entre variedades dife-

renciables es Suryectiva y diferenciable.

a) 0 es una accibn libre de G sobre NxG.

i) Sea (n,g)eNxG y eeG su elemento neutro, entonces

¢((n’g),e) = (n’ge) - (n’g)'

ii) Sean In,g) €NxG y g1,gze;G entonces

0(9((n,g).9,).9;) - 0((n.g9,).9,) = (n,(99,)9,)
- (n,9(g49,)) = 6((n.9),9,9,)
iii) Supongamos g' € G y (n,g) & NxG tales que

0€(n,g),g') = (n,g) entonces
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®((n,g),g') - (n,gg") (n,g) luego gg' g con lo cual
g' - e
iv) Puesto que § = (Inor'r1 x-oTTz), porque
(In OTT, X°* oTTz): N X (GxG) ————— NxG dada por
W (nq(9,9")) e Nx(GxE); (I, OTT, XeoTT,)(n,(g,9')) = (n,gg")

entonces §: (NxG)xG ————— NxG es diferenciable.

b) V(n>g)€ NXG, -T:T1(W1(n9g)) = {(n’g)

Sea (n,g) € NxG entonces-T771Crr1(n,g)) =TT’1(n) =‘{n} X G

por otro lado

1(“( ):{(n',g')eNxG /39,¢6y ¢((n,g),9,) = (n',g')}
n,g

={tn.gyeme /39 c6y (ngg)) = (')}
={(w,y)eNﬂ3/391eG:gg1=g'y nzn'}
- {n} X G luego \7(n,g)€.NxG,7171(TT(n,g)) =i?(n,g)

c) SeaneN, como N es una variedad diferenciable, existe un abierto
tal que n ey,
Consideremos TT;1(U) UXG y definimos
S i UX6 ——— G por S,(n.g) = g, V(n,g)e uxe
observemos que S ((n',g').g) = S (n',gg') = gg' = Sy{{n',g'),q)
Ahora definimos T : UXG =TT;'(U) —— UXG dada por
T,(n".g) = (07, (n",9), S (n',9)) - (n'g) W(n',g) e Ux6
dado que L Iqu/bxG tenemos que

Tu ! UXG ————— UXG es un difeomorfismo.
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FUNCIONES DE TRANSICION.

Definicibn 1.16:

Sea (P,T7,M,6) un haz fibrado principal y T :TF™' (1) ——» UxG,
TV:TF'1(V)-———~—5-VXG dos trivializaciones locales con UNViQ.
Definimos la funcibn de transicibn de Tu a Tv que denotamos por guv
como la aplicacion Oy uny ——=» G dada por

_ -1
(m) - 5,(p). S (P)

g Ymeunv y ﬂgmrpeﬂ"1hn.

uyv

Proposicion 1.17:

La aplicacidn 9y’ UnV ——= G anterior estd bien definida.

Demostracibn:

Mostraremos que guv(m), Vme Unv es independiente del elemento
escogido en Tf“(m) esto es: Sean p,p' eTT'1(m), puesto que
TT"1(m) - XL(G) - 3;.(6), y p'e;XL(G), existe g'e G tal que p.g' = p'
luego

gy, (M = 5,(p") 5, (P")

[}]
w
<
——
)
g
]
————
N
<
—
o
g
]
]
—

1
w
——
L)
el
(]
w
<
————
©
g
]
—

Proposicion 1.18:

Sea (P,TT, M, G) un H.F.P TU:TT"

TV:TT'1(V) —a= VXG, Tw:TF'1(W) ———= WXxG Trivializaciones loca-

(U) —» UxG.

les del H.F.P. con UnVnW#(.
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Entonces:

1- guu(m) = e VYmeU

2- g, m =g, (M Ymauny

3- g,,(m g, (m g (m)=e Ym eUnvaW
4- g, (m) g, (m =g (m Ymeunvo
Demostracion:

1-) SeameUy peTl"1(m) entonces

(m) = s (p) S,(M)7" e

2-) SeameUnV yp eTT'1(m) entonces

[guv(m)]" = [ul®) 5,7 = s 00) s, (m)”
3-) Sea meUnVnW y p eTT'1(m) entonces

9™ 9y (M) g, (m) = S,(p) 5,(0)7" 5, (p) S, (p)
4-) Seame UnvynW y p e1T-1(m) entonces

(m) = s, (p) Sv(n)‘1 s,(p) S (p)

-1

9,,m g = S,(p) Sw(lu)'1 (m)

VW = uw

Observacién 1.19:

La propiedad 4-) se deduce de las propiedades 3-) y 2-).

Proposicién 1.20:

Sea (P,TI, M, G) un H.F.P. ¥y {Ui} un cubrimiento abierto de
ied

M tal que TT“1(Ui) es difeomorfa a U;xG.

S
ied
(m,g)~(mg') si y solo si Juna funcién de transicion

En la unién UixG la relacién binaria Av dada por

gij: UixUj — G tal que g - gij(m)g', es una relacion de equiva-

lencia.
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Demostracibn:

1) Puesto que g = g.e = eg YgeG y como e = gii(m), entonces

g = gil(m)g con lo cual (m,g) ~(m,g) y asi ~ es reflexiva.

i1) Supongamos que (m,g)~(m,g'), entonces existe

giJ: Uin UJ

de donde gji(m)g =g'yasf (m,g')~(m,g) con lo cual ~ es simé-

——— G tal que g = giJ(m)g’ luego gij(m)-19 =g

trica.

11i) Supongamos que {(m,g)~({m,g') y (m,g')a (m,g") entonces existen

glJ: Uin Uj-———————!- Gy gjk: an Uk

tal que g = glj(m)g‘ A g = ng(m)g" luego

—e Q.

g = glJ(m) ng(m)g“ = glk(m)g" con lo cual (m,g)~(m,g") y asi~

es transitiva.

2.- SECCIONES DE UN HAZ FIBRADO PRINCIPAL.
SECCION. LOCAL.

Definiciébn 2.1:

Sea (P,JT, M, G) un H.F.P. con grupo de Lie G. Una aplicaci6n
U:U———= P donde USM es abierto y tal queTTo U =1, la llama-

mos una seccibn local.

TRIVIALIZACION GLOBAL.
Definicibn 2.2:

Sea (P,TT, M, G) un H.F.P.

Una triavializaci6n local TU:TT'1(U) = UxG es global si y solo

s1 U=My la denotamos con Tu TP ————=  MXG.
Un haz fibrado principal es trivial s1 y solo si existe una trivia

lizaci6n global Tu.
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Proposicién 2.3:

Sea (P,TT', M, G) un H.F.P. Entonces existe una biyeccién entre
el conjunto de las secciones locales y el conjunto de las trivializa-
ciones locales.

En efecto: Dada una secci6n local ¢ : U » P, observamos que
para mel, W(m)elT'1(m), porque TT{T (m)) = (TTo T)(m) - I,(m) = m.

Luego por la proposicién 1.13 existe un difeomorfismo ¢w(m) de G
sobre TF'1(m) que identifica el grupo G con la fibraTT’1(m).

De esta manera para cada peJT"1(m), 3;gpe.G tal que
¢¢(m)(gp) - p o equivalentemente, 9, ¢&Em)(p).

Definimos ahora TU:TT'1(U)-——~—-—i— UxG por .

Ty(p) = (TTB). By (P (TT(R)LQT] v (P). WP e T )
observemos que TU:TT'1(U)-————-UxG es diferenciable.

Por otro lado definimosJ;B: UxG-————-f”“1(U) por

Jﬁ?(m,g) = Qg(m)(g) \f(m,g)e.UxG:/B es diferenciable.
Verifiquemos que .~ Tu - ET_1(U) y Tu 9/6 = IUxG

En efecto:

Sip eTT-1(U) entonces
(Bo T,)(p) = (T (B)) =~ (TN(D).0 () (P)) =TT (P (101 (

E u
-1 _ _
= Omton g ()P = P = 1 (p).

1 (u)

Por otro lado si (m,g) € UxG tendremos
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(T, 0B)(m.g) = T (B (m,g))
= Tu((bo,(m)(g))
-1
= (T(q (m) D> S0, () (00 T 197

{m, ¢ ¢ )(g))
(m.g) -1 UxG(m g)

Luego T es un difeomorfismo.

Verifiquemos finalmente que ¢ o

o (V) - G tiene la pro-

piedad requerida.

En efecto:

1

-1 -
Si p'.g' €T "(m) = T (V) entonces

._‘l . _ ‘
b (mpn) P -9") = Qv(n(p (0G@T(p)), 0 n(p (p')g"))

O mion® Yetnto)) Cetmipn) (P19

= Getn(pn)P1e

Reciprocamente si TU:TT'1(U)" -m= UxG es una trivializacién
local, definimos T : U— P por {(m) = T;lm,e) ¥YmeU, observamos
que T (m) = T;1(m,e) e1T"1(U) tal que T (g (m)) = TU(T;1(m,e))= (m,e)
y por otro lado T (q(m)) = (TW(T(m)), S (T(m)) luego
(m,e) = (m(a(m)), s (€(m)) con lo cual T(g(m)) = my ast
WoV:Iw

Proposicién 2.4:

Existe una biyeccién entre el conjunto de las secciones globales

y el conjunto de las trivializaciones globales, de un H.F.P.
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Demostracién:

La demostracién es similar a la del teorema anterior.

Ejemplo 2.5:

Sea S’ ={'Ze¢ /|z| = 1} la circunferencia unitaria en el plano

complejo. Sea la aplicacién T : 51-——ﬂ- s1 dada por T (z) = 22, y

TT'1(22) = {z,-z} la aplicacién 1nversa de 22; sea G el grupo forma
do por dos elementos (e,g) v Z«se = 2, 2,9 = ~Z para Ze 51, es una
accién por la dereéﬁa de G sobre S' libre.

Demostraremos que (51,TT, 51, G) es un H.F.P, se comprueba sin
dificultad que se satisfacen las condiciones a y b de la definicién
1.11. Para probar la condici16n ¢ usamos la proposicién 2.3.

Sean los conjuntos ablertos U = S1 = {1} y V= 51- {-1} , ¥y sea
U’:U———OS1 la seccién local definida por G (W) como la rafz cuadrade
de W con Im(U'(N))2> 0 mientras que, & : ¥ — %1 estéd definida
por & (W) como la rafz cuadrada de W con Re(U‘(N)):>0; por el teore-
ma anterior tenemos una trivializacién local.

1

TU:TT'1(U)———- UxG y TV:TT— (V)= yxG y donde:

Tu: TT-1(U)———>- UxG per‘oT'"1(U) =y
Z sl Im(zz)?/o

T(M(2) = T(2P) - 2
~zmlmu )<< 0

T L;.TT'(U)—V UxG
z/"-ﬂ,Tu(z)

2 -1
(27, (z)) donde
¢v(z2)
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Qy(zz)’ {1"1}"""JT_1(22) = {z,-z} as{

f Z si (22) =z, 1 (22 =0
0, (1) = 0(T(z5),1) - v " 2)
v(z ) L -Z S1 u'(z ) =-z, Im(z )1<<0

-Z S1 (z)=,I(220
0 2 1) = WW(ZZ),'”: ! 2 © 22)
g(z7) z si §(z7) =-z, 1 n(Z <0

f1 s11,(2%)Z0a=p1 (2)20

S,(2) = ¢—1
L 1s1 I (z )1>0==>1 (z)<i0

2 2 Z si R (
T,(27) = z (P ) (z)) donde (T (z2)) =%(z9) = 2

22)220

-Z si Re(22)<o

q’z(zz): {1"1} — TP - {z,-z}

2
02 gty <] C e 20
z(2%) IUC IRk ¢ () <0

2
-z Re(z 1>0

2
_1 = ,_1 =1
NSRS (IR {

2
y4 Re(z ) <0

11,2950 R (2%)>0

2 2
0, () = 5,2 5,7 = ) p(@)<0 R (2 <0
1 1,(z>0 R (22)>0

2 2
-1 Im(z )<0 Re(z )< 0

fi1jando
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Z = reig = 21/2 = ei 8/2 donde e1 o/2 _ (cos 8/2, i sen 8/2)
I (! 0/2) | sen g/2 e=—==> o<o<2Tr
R(e' 8/2) . os /2 =——> 3TT<8< TT

3.- APLICACION EXPONENCIAL.

Sean £ y F dos espacios vectoriales sobre R. Sea E* el espa-

)

cio dual de E, y sea T ‘O(E,F) = F para p,gq >0 TD’q(E,F) es el espacio de

las funciones multilineales, esto es f e Tp’q(E,F) si y solo si

* *
f: E*xE X ... XE x ExEx ... x & —— F es una aplicacién (p+q)-

p q

lineal.

Denotamos T+ 9 (E, R) por Tp’q(E). Si U1,U2, 93¢ Upe Ey
*‘1 *2 *‘q *
V XV X ... xV " ekE recordamos gque

—_— - ~ " * -- *
U1'x;ung ...(g)UD(ng 1 ... 0¢ v 9 ¢ 1Pd (E, R) esta definido por:

AL [ o *Qy ¥ *p )
Wﬁg%@-n®Uw3V\xnhgv)H esa X ,hnnda_

*D *1 *q
X (U1) vee X (UD) v (y1) o v (yq). Sea €,--.,€ Una base de E

*1 *n p,q
ye ,...,e  la base dual. Recordemos que cada fe T"'7(E, IR) puede

escribirse en forma (nica como:
1,...1 o * 1 s
f:ZfJ P e ¥...xe ®eV¥ ...0xeq
31...Jq iy 1D



con componente 17T P eR.

Sea /”&(E,F) el sub espacio de‘To'k(E,F) cosistente de todas las
aplicaciones k-lineales de E en F antisimétrica.
Observemos que /‘?(E,F) - F, hacemos /“&(E, R) - /“&(E)
Ahora para W € /”§ (E), tenemos que:

* 3 * 7
W=>u ... e "% ... Xe 'k. Donde W, . € R es antisimétrica
Loy ool
en los indices iqs«--»lp-
Definici6én 3.1:
sean X e /N () y B e /N (E). Definimos

C(/\fg e./“&+j(E) como:

' 1
(o< /\,6)(U1"'-7U1+J') _li_.][_ Z ('1)“_ O( (UU—(1)a'-‘1Uv.(1))

2
ﬁ(uv(iﬂ)’“”uv(uj))'

Donde la suma es sobre el conjunto de todas las permutaciones G de
{1,...,i+j } y (-1)0' = +1 es el signo de { .

Las componentes de { X A B) son dada por:

1 Z ) é‘ﬂ'|1 .. 1+J
(X AB) - s = donde
k1"'ki+j 11 m1...mi mi+1"‘mi+j k1"'ki+j
m .,..m. .
.- — T o« o
(S L IO . =1) e k1(ern ) Para (X ,/56/\ (E) hacemos
KpeKigg T(i+j)

UNIVERSIDAD DE PANAMA

BIBLIOTECA
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Definici16n 3.2:

Sea M una variedad diferenciable de dimensién "n". Sea

’1‘°’q(M) = L__I Tp’q(TXM), una 1-forma diferenciable en M es una funci6n
xeM

w: M ‘TO’1(M) tal que W, € 'I‘O’1('TXM) y para cada Y e [F(TM), la

funcion W (Y) dada por W (Y)(x) = W (Y ) es © (m).

Definicién 3.3:

Sea M una variedad diferenciable de dimensién "n". Un campo
tensorial del tipo (p,q) en M, es una funci6én: S:M———»Tp’q(M), tal que

Sxe ’Tp’q(TXM) y para cada 1-forma 0(1,,_, (xp y campos vectoriales Y ,...Yq.

1

en M, la funci6n S(C¥1...(Xp, \ ,...Yq) dada por

1

TP SR R SIS I (SN S AR A9 S & .

El espacio de todos los campos tensoriales del tipo (p,q) en M, lo
denotamos por QYD’Q(M).
Definicién 3.4:

Una k-forma diferenciable en M es un campo tensorial ufe.éro’k(M)
tal que Wix) = ufx [ /\k (’I‘XM) para todo xe M.
El espacio de las k-formas diferenciables en M es denotada por
/M), para e /N (M) y/ﬁe/\J(M), definimos ¢ /\ﬂe/\l“j(M) por
( 0('\/9 )X =o(x “ﬂx' S1 (P: U—— R" es una carta local o sea
o0
q7= (x1,...,xn) (x1 e C (M), entonces dx1,...,dxn son 1-formas dife-

renciables en Uy dqnﬂe dxl('()J) = 513. Cada e NK(m)

Puede escribirse en U como:
LJ'=—%T'EE]U31,...,1kdxl1 A ... A dxk

dondew1 i = W9, .0 ) e COO(U)
100 X R 1)
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K-FORMAS VECTORIALES.

Sean M una variedad diferenciable, V un espacio vectorial de dimensio6r

"m" 'y V .,V una base, si 0(1,..., o(m S /\k(M), entonces

100
0(; e/\k (TxM) Vx e M donde O()l(i TxMx TxM X ... X TXM—-———r R es

—

k-veces

k-lineal y antisimétrica.

Definimos la aplicacién

1

m -
uxv1+ “.+vaxvm.'kMx “.x'ky—————a—v|mr
K- veces
1 m 1 K 1,1 k m, 1 k
(c:(xv1 + ...+ cxxvm)(y yeeoY ) = ux(y veeesY Wyteoot ax(y R )vm

i m k
Se observa que o(xv1 + oeu. +-axvm e /\ (TXM,V). Luego tenemos una
. . Kk
aplicaci6én de M en LIE]J Jn\ (TXM,V).

Definicién 3.5:

Una aplicacién O de M en liiEM]/A§ (TXM,V) es una k-forma vecto-
rﬁlsiqxe/\k(&mv)VxeM.

Seaf/\f (M,V) el conjunto de todas las k-formas vectoriales en M.
Observemos que con la adicién y la multiplicacién con nimeros reales;
(X+3), =C¥x+f§;; (a/g)x - afgx es un espacio vectorial real.
m
Se observa que Cx1v1+ e +OX vaE/’\F(M,V).

Una k-forma vectorial X: M—» L;};d/ﬂ¥ (TXM,V) es diferenciable,

1 . : 1 m
Si para toda base ¥ ,...,Vm de V, existe o sees e.1ﬂ§ (M) tal que

m
A = 0(1V1 o+ 00V
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HOMOMORFISMO ENTRE ALGEBRAS DE LIE.

Recordemos que si YX e TXM entonces existe una curva diferenciable

(-8 .8 )—— M tal que f(O) X,

#(0) = Y,y que para £ € CO(M), Y, (F) = (fo#)'(0); TH =L T M

&
Una aplicaci6én ¥ : M—— —» TM es un campo vectorial si

Y € TM, VxeM.
X X

Y es un campo vectorial diferenciable (c¢.v.d) si la funcidn

Y(f) : M dada por Y(f)(x) = Yx(f) es diferenciable.

Sea {(TM) 6 ¥(M) el conjunto de todos los campos vectoriales diteren-

ciables sobre M.
(X(M), +,o,[ ]) es un &lgebra de Lie, donde
[x,v]p(f) = X (YN - Y (X(F)

Sea f:M—— N diferenciable entonces tenemos

df: TM—————— TN en diferenciable y

(df)X:TXM-—————~—->-Tf(X)N es lineal, definida por
(df)x( Xﬁ(O)) = (Fo)'(0) o tambien

(cf}X(V) & Tf(x)N para v e,TXM

(df)x(v)(g) = V(gof)

Definicibn 3.6

Sea f:M ——— N diferenciable, Y y ¥ campos vectoriales diferen
ciables sobre M y N respectivamente.
Decimos que Y y’V son f-relacionados y se escribe Y——fafv sii

df 0 Y =Y 0¥, es decir, el diagrama siguiente:
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df

™ —= TN

YI I“\?

M f — N

es conmutativo.
Observacibn 3.7

v oY o= (df) (v) =¥ Vx e M
XX f(x) :

Teorema 3.8:

Sea f:M ——» N diferenciable, Y, Z campos vectoriales diferen-

ciables sobre M; ¥, 7 campos vectoriales diferenciables sobre N.

Siy Yy 1Z £ ~7 entonces [Y,ZJ . EV,ZJ

Demostracibn:

Utilizamos el diagrama;

df
™ TN
Y,2 ][},z] ]'7,7; (.7)
f g
M » N —u R
v v
X f(x)

Por demostrar: (df) o [v,z] = (¥,7) o f.

Sean x€M y g e CO(M). Hay que demostrar que
(an), (Lv.2] )09) = [1.2] 4 (0)
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En efecto:

(af) (1v.2) 1e)  [7.7) (gof)

"
o
~h

-
-

v
P
R
——
ta
S
Nans”
o
—h
——
~N

N’

———
<t

——
ta

e

S

Hemos utilizado la identidad Z(gof) = (dfoZ)(g) que se comprueba facil

mente.

Observacion 3.9:

Sea G un grupo de Lie, "8 el conjunto de todos los campos vecto-
riales invariantes por la izquierda sobre G. (¥ .+, o, [ ] ) es un Alge-

bra de Lie,

Recordemos que OX: %ﬁ —_—— TeG definido por X(X) - xe es un 1so-
morfismo de espacios vectoriales (Ver Teorema I.42).
Dado W e T8, x: = (dl,_(u) donde X! es un campo vectorial invarian

te por la izquierda tal que X

m <

- —— . u i u -
= (dle)e(u) u ; X es (nico con Xe = u.

Dados U, v e TeG. Definimos

[y,v] . [x“,xV;]e, por consiguiente

O], = [u) = G X

(T8, +, o, ) es un algedbra de Lie.
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o4 :%ﬁ

Sea f:G——— H un homomorfismo de grupos de Lie.

TeG es un 1somorfismo de &lgebras de Lie.

(df)e : TeG —_— TeH es lineal.

Observac16n:Construiremos &fa partir del diagrama

3 #
2 p

T6 (df)q TH
e e

Definicion 3,10

Sea Of =/5-1o (df), 0, o0seasi xe&
SF(0 = (£ 0 (df) 0o )X = B7h (df) X (X) =87 o (dF) (X,)

0 sea 5\f(x) es el Gnico campo vectorial invariante por la 1zquierda sobre

H tal que:

Bée)
St(x),

(df)e(xe)

(df)e(xe)

Teorema 3.11:

Sean G y H grupos de Lie con dlgebras de Lie %S y f{ respectiva-

mente, f:G ————= H un homomorfismo, Entonces

al Xy 5‘f(x) son f-relacionados para todo X e.fj
b) §f: é} -~ f{ es homomorfismo de &lgebras de Lie.
Demostracién:

sea X = SF(X)

Por demostrar que X y X son f-relacionados.
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Como f:G ~ H es un homomorfismo,
f(ab) - f(a) fib) Ya,beg
F(1,(0)) = 1, (F(b))
(f o la)(b) = (1f(a) o f)(b)
osea fol, - 1f(a) of Yaes (*)
Afirmacién:
Sea Y un campo vectorial sobre un grupo de Lie G. Entonces
dl,(Y) =Y, (**)
En efecto, d 1,(Y )(g) - v [ g0 1]
Sea ¥, - X*(O), entonces Ye[:g 0 la] = gE'lo(g ol o M) =80) = e
(1, 08)(0) =

Y, = (la 0d)'(0)

__d
Y.(9) = - |0(9 1, o )(t)
luego dla(Ye)(g) = Y,(q)
ahora, utilizando estos resultados (*), (**) y tenemos

X(f(a))

dlf(a) (X(e)) = dlf(a) (df)exe = d(lf(a)of)e Xe

d(f o 1) X(e) - (df) dl_ (X(e)) = df(x(a))

Demostraci6én de la parte b.

Sean X = SF(X), ¥ =3¢(Y)
Ya sabemos que X—f—-Y y Y——f—>7 por tanto [X,YJ—E—’-[')E,V

(por resultado anterior) sea § f( [X,Y]) = [X,YJ » por demostrar que

) -39 .
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Como (X,Y] f . [X,¥] se tiene
af([x,¥] (e)) = [X,¥ ](e)

N
Pero [X,Y] es el dnico campo vectorial invariante por la 1zquierda

sobre H cuyo valor en la identidad es df( [X,Y] (e)) por consiguiente
(x.Y] = [%.Y]

Corolario 3.12:

Sea G un grupo de Lie, geG. La aplicaci6n

Adg : G ———— G dado por
Adg(g') = g9' g

€s un foisomorfismo que llamamos isomorfismo adjunto.

Sea & el algebra de Lie de G.

Entonces ¢§Adg: ;‘————~——r-%9 es un isomorfismo de dlgebras de Lie

por el teorema(3.10).

Corolario 3.13:

Sea Ad: G

GL(&) dado por
Ad(g) = J Ad_ es un homomorfismo.
g

Corolario 3.14:

Como GL{® ) es un grupo de Lie, sea g%f(éj) su dlgebra de Lie,
tenemos ad: &f — g%f(%ﬁ ) determinado por Ad, o sea ad = O Ad. Enton-

ces ad es un homomorfismo.

CONSTRUCCION DE LA APLICACION EXPONENCIAL.

Consideremos R con su estructura de grupo de Lie.

Definicibn 3.15:

Un flujo global sobre una variedad diferenciable M es una accién
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diferenciable §: Mx R ———— M. Dado un flujo global tenemos
Vt € R, Qt:M———————- M definida por Qt(p) = §(p,t) es un difeomorfismo
(Ver Proposicion 11.1.3) y ¥ pe M, fp: R — M dada por )‘p(t) - 9,P)

es una curva diferenciable que pasa por p (Ver Proposicién I1. 1.6).

Proposicidn 3.16:

Dado un flujo global sobre una variedad diferenciable M.
\ |
La aplicacién X: M——— TM dada per X(p) = Xp - X;(O), donde J;(O)
es el vector velocidad de &p en 0, es un campo vectorial diferenciable.

Definicibn 3.17:

Al campo vectorial X sobre M asociando al flujo global ¢ 1lamamos
generador infinitesimal de §.
Lema 3.18:
Sea Y un campo vectorial sobre una variedad diferenciable M, peM.
Entonces existen una vecindad abierta U de "p* en M, un £ >0 y una (nica
funcién diferenciable ¢: U x [, —— M donde L= (-§ .£ ), que verifica
las condiciones siguientes:
a) Para todo qel Xq:%————«» M dada por JE(t) = Qt(q) Son curvas
integrales de Y;

sobre

b) Para todo s,te I, consite lp L0 00, O,

o, (uNU sy
c) QO - 1d

Demostracion:

(ver teorema 11) Tesis de José Fernandez.
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Lema 3.19:
Sea Y un campo vectorial invariante por la izquierda. Sobre un
grupo de Lie G. Entonces Y es el generador Infinitesimal de un flujo

global.
Demostracién:

Como Y es un campo vectorial sobre G, “¢’elemento identidad de G,
por el lema 1, existen,una vecindad abierta Ue de e, un 8 7 0y una Gnica
funcién diferenciable Y : Uex]é-*—————w— G tal que Y es el generador infi-
nitesimal de ¥ , es decir, para las curvas J‘p:lg—ws con pe Ue

. - v d -
del flujo local Y se tiene X;(O) Yy O sea —g dAplt=O = Yo

Tenemos para |t]|<&, W%: Ue———~>-G, pero hay que demostrar que se
puede extender a G para |t|<¢& .
Ya que Y es invariante por la izquierda, \7a,ge56 se tiene

(dla)g(Yg) - Y. y esto implica que

ag

(d) g¥.(a) -(-9) V. (ga) Va, g, gae U. Por consiguiente
dt t it e

- *
g Y (a) = Y,(qa) (*)
En particular 9%(9) - g 91(e) para g Ue
Ahora definamos V%: 6 — G, t € R por

A

Yyola) = gt ¥y )" (o)

donde n es un nGmero natural tal que (t/n)<&.
Py

~ ~
Luego W: 6x R——— G dado por Y(g,t) = ?%(g) es un flujo

global y se deduce que es un generador infinitesimal de ¢5.
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Corolario 3.20:

Sea G un grupo de Lie, v e TeG, la el difeomorfismo traslaciobn
por la izquierda de G. Entonces la aplicaciébn XV: G ————— TG definida
por Xv(a) (dla)e(v), que es un campo vectorial invariante por la izquier
da, es el generador infinitesimal de un flujo global sobre G.

Demostracién:

Ya se ha demostrado que X' es un campo vectorial invariante por la
izquierda, luego aplicando el lema 3.19 se obtiene la afirmacién del
Corolario.

Teorema 3.21%:

Sea qﬂz Gx R —— — G el flujo global del cual es generador
infinitesimal X'. Entonces la aplicacién ¥: TGXG6x R ——5

definida por ¥ (v,g.t) wz(g) es diferenciable y se tiene

a) VYilea) - g ¥ (a) y
b) ‘VEV = Vis

Demostracibn:

Para V e TeG fijado, lyv es un flujo global diferenciable. Vvarian
do V justamente varian las condiciones iniciales del sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden que determina el generador infini
tesimal x' de ¥'. Como las soluciones de tal sistema varian diferenciable
mente con las condiciones iniciales, W es diferenciable.

La parte (a) se deduce de (*) en la demostracién del lema 3.19.

Para la parte {b) observamos que W&V y W:q son ambos flujos sobre

G para t y v fijados.
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tv
anora X%¥ es el generador infinitesimal de Yo Y

d v d v v tv
a e = tX' = X
i Lyst (9) leog " Yo (9) lgsg a =%

Luego Xtv tamb1én es generador infinitesimal de W:t y por la unicidad
de los flujos se obtiene (b).

Definici6n 3.22:

A la aplicaci6n exp: TeG — —+ ( dada por exp(v) = Y:(e),
11amamos aplicacibn exponencial.

Observacibn 3.23:

Para el vector nulo 8 de TeG se tiene exp (8) = “F? (e) =

= ‘Vg(e,1) = e.

Teorema 3.24-

v

1 (e)

La aplicaci6n exp: TeG ————— G definida por exp(v) = Y
es diferenciable y es un difeomorfismo en una vecindad de 6. Ademds

(d exp)g = 1d.

Observaci6n: Identificamos TO(TeG) con TeG.

Demostraci6n:

La aplicaci6n exp es diferenciable porque H’: es diferenciable.

Usando la parte (b) del teorema3.21 tenemos.

(d exp)y(v) =% (exp tv) [, o= T ¥ (o) |,

d v gV
-._d—'EYt (&) f0= *(e) = v

luego (d exp)g = 1dT e
e
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Por el teorema de la funcién inversa, exlste una vecindad abilerta U

de 8 en TeG tal que la restriccién exp|U: U w exp(U) =G es un di-
feomorf1smo.

Ejemplo 3.25:

Recordemos que en el espacio vectorial de las nxn matrices reales

M(n, R) la exponencial de una nxn matriz A es

Exp A = f f\_l_

1-0 1}

Sabemos que el dlgebra de Lie Te Gl(n, R) del grupo de Lie GL(n, R)
podemos 1dentificar con M(n, R), usando esta 1dentificacion resulta que

exp A = Exp A.

3.26 Otra Construccién de la exponencial.

Sea G un grupo de Lie, y ¥ el &lgebra de Lie correspondiente
a dicho grupo. Sea X un elemento de & , es decir un campo vectorial
invariante por la 1zquierda sobre G. Este campo determina un flujo global

diferenciable sobre G,

Y RXxG——6

Luego para cada t € R

yXx g

3 =~ G es un difeomorfismo.

En particular para t = 1.
x-
‘H1.G

Ahora definimos una aplicacién

~ G es un difeomorfismo.

exp:%ﬂ ——— G en la forma Siguiente

exp: (X) = Y?(e)
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donde "e" es el elemento 1dentidad de G.

Se comprueba sin dificultad que esta aplicaci6n es diferencilable.

4.- CONEXIONES.
Damos tres definiciones de conexiones y demostramos que son
equlvalentes.

En todo lo que sigue asumiremos que (P,TT, M, G) es un haz fibrado
principal con grupo de Lie G y dim M = n.

Recordemos que TT: P ———— M es una aplicacién diferenciable, luego
dir : TP —————~ TM tambi1én es diferenciable, entonces para cada xeP
(d Tl')x : TXP _— T1T(X)M es lineal. Luego nos determina un sub-
espaclo vectorial de TXP, que es el nicleo (dTT)x y que denotamos por

V.. 0sea Vv, ={ Y T P: (d TT)X(Y) =0 }:}U(d TI')X).

Como G es un grupo de Lie que actua por la derecha diferenciable y
libremente sobre P, sea §: PxG ——— P tal acci6n.

Luego para geG f1jo0, Qg: P———— P es un difeomorfismo y asi la
aplicacién ng: TP ————— TP es diferenciable ademis para

xeP, (ng)x TP TQQ(X)P es lineal.
Definici6n 4.1;

Sea (P,TT, M, G) un H.F.P,
Una conexi6n es una aplicacibén ?, que a cada xeP le asocla un subespacio
Hx de TXP 0 sea z?(x) = Hx<§§-TXP, y tal que verifica las condiciones

sigulentes:

1) TP =H @V

X X X

2) (ng)x(Hx) = H i donde x.g = 0(x,qg).

X



-50-

A los subespaclos Hx y Vx 11amamos subespacios horizontal y vertical
respectivamente,
Decimos que una conexlon 6 es diferenciable si ‘r/xeP ex1ste una

vecindad ablerta U de x y "n" campos vectoriales X1,X . Xn e M(TU) tal

o0

X R S neran .
ny 'E U generan a Hy

que en cada ye U X1y, 2y **

Sea (P,1T, M, G) un haz fibrado principal y sea®d el 4lgebra de Lie

de G, y recordemos que:

a) Una 1-forma vectorial es una aplicaci6n

w: p —— %FETJ /"{(TXP, 4) tal que

W, T,p —— 44 es lineal y antisimétrica.

b) De acuerdo con la construccién 3.25 la aplicaci16n dada por

exp{X) = Q’T(e) es diferenciable.
Consideremos ahora las construcClones siguientes:

1} Sea XG-%$ , 0sea X : G———— TG es un campo vectorial 1nva-

riante por la 1zquierda.

Comprobemos que la aplicaci6n tx:G —————= TG dada por

(tX)(y) = tx(y) = th es un campo vectorial.

En efecto:
Sabemos que X:G ——— TG es un campo vectorial luego para todo
p & G tenemos que X(p) = Xpe TpG, es un vector asi tambien }\Xp es un vec-

tor de TpG, para todo Ae R, lo cual quiere decir que

[T o (AN] (o) = WL =T [Ax == I

y por lo tanto AX:6———— TG es un campo vectorial.
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Ademas verifiquemos que tX es 1nvariante por la 1zquierda, o sea, el

di1agrama

dl

TG TG

tX X X tX

es conmutativa.

esto es, se cumple que (dla o tX){(g) = (tx o Ia)(g).

En efecto:

(al, o tX)(g) - dI_ (tx(g)) - t dl,(X(g)) = t(dl o X)(g).
= t{X o la)(g) t(X(1_(g))) = tx(1_(g))
- (tx o Ia)(g)

luego tX es 1nvariante por la 1zquierda y asi tXEi%ﬁ.

Dado que G actua libremente sobre P, sea (:PxG ~ P tal accién
que denotamos con §(y,g) = y.ge P, ¥ (y,g)ePxG. Sean X Y , yer,
definimos J{: R ——— P por l‘(t) y.exp(tX)

Se comprueba sin dificultad que 5‘ es diferenciable y JA(O) - y.ezy,
Luego & es una curva diferenciable que pasa por y, ¥y su vector velocidad

es

|
_4
X\(O) = 4t |t=0 y.exp(tX)eTyP.
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2) Sea Xezfﬁ . Definimos la aplicacibn

*

* * d
X: P ——— TP por X (y) = = df_|t=0 y.exp(tX) =

XY
*

= gt|t=0 ¢'(t). Luego X" es un campo vectorial diferenciable.

3) Por corolario 3.11 tenemos que la aplicacién 5Adg : éj——-—ﬁ

es un isomorfismo de &lgebra de Lie.

Definicibn 4.2:

Sea (P,TT, M, G) un H.F.P y & el &lgebra de Lie de G. Una conexi6n w
. ) . [
es una 1-forma vectorial sobre P, es decir W: P—— | | /”\ (TXP;ﬁ)

xeP
tal que verifica las condiciones siguientes:

a) Para cada Xe ¥ ;

%,
Se tiene Ld&(xy) =X conye P.

b) Se tiene
-1
W, o((d0) () = (6 a0 )™ (W (u) Vo e6, Vyer.

Sea (P,TT, M, G) un H.F.P.
Recordemos que:
Una Trivializacién local es una aplicacién T, de TT'1(U) en UxG dada
por T,(y) - (TT(y), $,(9)), VyeTT () donde s,: T (1) —— 6
estd dada por Su(y.g) - Su(y).g. Ademds tenemos la funcién de tran-
(x)"!

sicibn Iy de UnV en G dada por guv(x) - Su(x) ) Y x e Unv.

v
La aplicacibn ¢( : &S —_ TeG dada por & (X) - Xe es un isomor
fismo (ver Corolario 2.6). Veamos ahora la siguiente definici6n:

Definicibén 4.3:

Una conexi6n es una aplicacidn que a cada Trivializacién local
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TU le asocia una 1-forma vectorial qu en U con valores en & .
S1 T, es otra Trivializacién local y Iuy la funci6n de transiciOn de

Tu en Tv’ entonces requerimos que:

W, (¥,) = & [(dl , I, ] #0885 (1)

Y v eT My xe unv.

Observacibn 4.4

Sea G un grupo de Lie de matrices, & una curva tal que y'(O) =

entonces la condici6n anterior tenemos

(dg ( )

(9171 () (g, (4 (E0)

gUV

= a%‘ guv x) guv(dA(t

-1
guv(x) dguv(Yx)

donde dguv es la derivada de la matriz de funciones 9y

Ademds para un grupo de Lie de matrices tenemos:

d
dt

1

§Ady = =~ Ad,(Exp(tB))[ o - =o~(A" Exp t BA), o = A'BA

t=0

Luego SAd WL - gt (g, (x)

gUV uv

Por consiguiente la regla de transformacién de ujua ufv de la defini-

c16n anterior puede ser expresada por:

ufv=9'1 + o) W

uv dguv uv ufuy
Teorema 4.5:

Las definiciones 4.1, 4.2 y 4.3 son equivalentes,
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Demostraciones:

La demostracl6n la haremos slgulendo la cadena sigulente;
40 == 42 =D 4.3 =—D4.1.
En efecto: (1) 4.1 —=p 4.2.
Supongamos que 1 es una conexi16n en el sentido 4.1, es decir para

cada y ¢ P se tlene un subespacio HyEE TyP tal que:

b) (dQg) , (H) =H Vget

y-9
vamos a construir una 1-forma w/ sobre P, es decir, ufy : TyP-“-u—*-éé
Ihneal tal que verifique las condiciones sigulentes:

a') Dado A € & - UJ;(A;) = A

b') Dado U &TP =H @V

y y
W ((d - (6ad)]
L g (d00) (1) = ( S'ad ) (W (1)

de la manera siguiente:

Sean A€ & yX e H<STP

y y y
x
Definimos LU;(Ay + X ) = A, y extendemos por linealidad.

y
* *
Se verifica la condici6n (a') porque \0&(Ay) =‘i§(Ay+8) SAR

Para verificar la condici6n (b'). Sea U e TyP - HyGE-Vy.
S =T €
1 lLe,Hy yP entonces (d¢g)y(u) Hy.g
y por tanto UL ((dd ) (u)) - W (8" 4d¢_) (U)) =8
y.-9g gy y-9 y-gr'giy
ademds se comprueba que

(<§Adg)'1(\U&(u)) - 8, y por tanto queda verificada la condici6n
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(b') en este caso.

Siu - A* para algun Aed, entonces (para t=0)

y
g (a0) (&) W, o G5 oo [Plexp t M)
- W %f (pag™(exp t A)g])
= ul;.g( %:-—[pg exp (tEAd M)
W (& A 1 A);.g) 5Ad;]1 A
- (SAd; A

luego tenemos 4.2(b) y por tanto W es una conexibn 1-forma.
(2) 4.2 —==2> 43

Sea W una conexi6n 1-forma como en 4.2, o sea W : P——»Lﬁg\(TxP,‘%)
y tal que verifica

a) u)y(x;)=x con xe 8, yePp

-1
o) W, () )W) (S (W) Vges.

Ahora se trata de construir una aplicacién ‘é que asocia a cada trivializa
ciébn local Tu: TT'1(U) —=s=- UxG una 1-forma vectorial

]
ooy - - HA(TxU,%) tal que:

u

W (Y = 0(—1[(d1(:]:]v(x))(((dguv)x(Y )] + ( 8hg; ;v( DO (Y,))

Y Y & TM xelny,

Dada T,: TT (V)

—— UxG una trivializacion local, queda determi

nada de manera Gnica una seccidn local T, U~ — P.(ver proposici6n II. 2.3)



Ahora asociaremos a una seccibn local diferenciable ¥: U - P,

*
una aplicacién (d¥) de la manera siguiente:

; T U —m=T li 1, 1 d
Para y e U (d‘v)y yU ‘F(y)P es linea uego para cada

R: T W(y)P ———= & lineal, definimos la aplicaci6n

* ! \ *
(d W)y ./ﬁ\(T\y(y)P,fﬁ )-——-——-/N\(Tyu,%)) dada por (d‘{))y (R)- ﬁo(d'V)y,

luego (d\y)* es lineal; ahora definimos (d\P)*:L__J//\(T P,9)
Y V(e P (y)

| * * el *
%Et#/f\(TyU,éj) por (d¥) (y) *(dty)y. y a la restricciébn (d¥) A/\(Tv(y)Pﬂﬁ)
seguiremos denotando con (d¥) , ahora para el caso de (ru tenemos

*. \ !

(dT) .T?_JW)SP/\(TWU(),)P,%) —_— [_%TJ/\(T),U,%)
y podemos definir wf : U ————————-L_J/A{(Tyu,{ﬂ )
como W, (dwufcnﬂb Uu 0 sea
w AN {
U~j£—+-Uun 'ximﬁbéﬁL(Tﬂﬁyﬁx%)(dth %Eﬁ/\“&“%)

En forma andloga construimos uJV, y probaremos que la aplicacibn que
asocia a cada trivializacidn local “Tu" una 1-forma vectorialbdh es una
conexibn en el sentido de la definicidn 4.3.

A continuacidn analizaremos la relacidn entre dos secciones locales

utilizando la funcién de transicibn

Escribiendo Tu(p) = (M (p), Su(p)), considerando xeUny TT(p) - x tal
que Su( [u(x)) = e vemos que
T,p) = (Tlp), s (p))  (x, S,(P)) = (x, e s, (p))

- (6, S,(T,())) S,()  (x, S,(T (x). 5 (p)))

u u u u

(T, (). S(p)), S, (T, (x). S, (p))) - T (T (x). S (p))

u u u u u u

y como ”Tu“ es biyectiva tenemos que p - Gh(x). Su(p), ademas en forma
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andloga obtenemos tambien que p =Q"V(x).

T (x). s ) q'(x ) y ast T (

u

T, =T (x). guv(X); dado que g, (x) = S (p)S,(

S,(p),

de donde

Ademas tenemos para UIUX la regla de cdlculo siquiente:

W, uf (dT,) oufo(\"u)(
= (dEu)x(u} T, 0N =uTGu(x)o

Luego para Yxe;TxM tenemos que

x) = ((dF ) ow) T, (x)
(a0 ,),

W (Y,) = () 0 (dF ) )(Y,) = WT,(x)(dT ) (Y))

ux

Analicemos ahora la expresitn (d&'u)X

Sea YxeszM, x ¢UnVY y supongamos que m o

con £(0) =xy H(0) = Y . luego (G'UOf)'(O) =

1ol 08t € T )

(Y,).

P asi

-& ,E)——» M es una curva

(4 (Y,) =

(A€ ) (Y) = Sl (T o8t = Jo 1 T, (8 ()
s ST ey g (8] = [T,

- (T (x.g, 007 g (B (1)) 4 a—wg )T
uv
T, 0. Loty 007! g (¢ (2] + (dfy

d -1
=T, 00.{Getlay, (x) 0 g ) (£)] + (dwgu (

- [tar!

2, () e(dgw)x(yx)]} +(d¢

v(x)

v

(X))W

AR+ S,
T, (¢ n]

u( x)

) (dq,) (v.)

X) Wu(x) u’ X

NE)
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luego tenemos que

W, (V) = (W T, T ), (¥,)

VX

= (0, 0 o @3l 0 Ly (TR () + (908,000 (4 (), (0}

u U'x X
*

-1, -
W (dl ) (dg, ) (Y. )
TV(X)[O( guy(X) e Puvixtx Jir (x) +u):r\,(x)(dq’gu\,(x))ﬂ‘u

v

(x) (AT,

(Y,).

X

Aplicando las condiciones {a) y (b) de 4.2 tenemos

A -1 -1
W, (%) =a(d1 T (0) (dg ) (Y,) + (SAdgu () (W ()

uv v Sl

y asi vemos que la aplicacién g?= (ciﬁlﬂ* es la conexibén que asocia a Tu

la 1-formauj, .

c) 4.3 =>4
Supongamos que tenemosS una conexién en el sentido de 4.3 o sea que

asocia a cada trivializacion local T, una 1-forma vectorial W, tal que

-1 - -1
W (v) = o [(dlg‘uv(x))(dguv)x(vx) v (Oad!

uv

J(u (Y, ))

x) ux® ' x
sea Qlf U —— P la seccidn local asociada a Tu.

Se trata de construir una conexifn que a cada U‘u(x) eP asocie un sub-

espacio HUL(x) = TWL(X) P. y que se verifiquen las condiciones siquientes:

- T P H¢U(X)@ Vtru(X)
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Para T (x)eP, xel, Y e TMy ey

definimos " P ——— % dada por

T\ru(X)

u *
W L m), () + T 0] Wit + 2

u'x

Como P

es un H.F.P.

M

T-96P ¥ i.0%Tr . " YA e

L u -1 .
restringimos W a todo TT~'(U) via la formula

Y - (SAd )(v

U

W

"r (x).9’ (x).9

El miembro izquierdo de esta igualdad nos muestra que (Aru es una conexidn

1-forma en la restriccién del H.F.P.

Supongamos que ufu es la conexidn 1-forma dada en 4.2.

(1}
Sea H([‘u(x) {.YUQ(X) < TG (x) P /uﬂr(x)(YW'(x)) ) 0}

u u u
Probaremos que la 1-forma Que a cada G}Jx) asigna HG‘(x) es una

conexidn en el sentido de 4.1.
u
De 4.2 (a) tenemos queflﬁr(x)(Y* (x) + Xr (x)) Y con Yeafﬁ,
u u u

X@'(x) G‘TN (x) P luego podemos ver que th(x) + VWh(x) = TE‘( pP.

x)
u u u
Ademis (d¢ (x) = HG’( B dado que de 4.2(b) tenemos que
¥

Ufu (d® (v (Jﬁd (Y )) - 0 para todo Y e H
T () g U‘U(x Vi (01T (%) T, (x) € 76 (x).

u u



CAPITULG II1

GRUPO TOPOLOGICG DE LORENTZ v CONEXION DE LEVI-CIVITA
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1 PRELIMINARES.

Proposicion 1.1
4 4
. o4, .
Sean ¢,> R x R~———= R dada por Vx (X .X;:X, X3)
4 )
y (yo,y1,y2,y3) eR", <x,y - XY o XqY XY X3Y 55 entonces
: R XR ——= R antes definida es una forma bilineal simétrica con

matriz

) 0 0 -1
respecto a la base canonica.

Demostracion:
a) »> es bilineal; o sea Coot fy, > KK, D+ BGD
Y Foy PP + S D

En eefcto.
o x+py. 2 QUxg X XpXg) + BLYoY YY) (20024,25,2,0D
4 <(o(xo+f} Yo o(x1+/3y1, O(X2+/5 Yo O(X3+/6)’3),
(20,21,22,23[>
= 0XoZo + B Y2y - X2y - Byizy m X2y Bty KXgZy
Pt
- O (X2 7X42 X2, %923) + BUYZ0Y421-yp2,my325)
X2 - fGD
Analoganente se demuestra para X,Ny+82> - X<y + XD
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D) Q:,:> 2s simétrica.
QYD XQ¥gmXg¥ g Xp¥p X3y
Yoo Y% 7Y% Y3
s Y
¢} Sea B {91,e2,e3,e4} la base canbnica de R4, luego
<pl,eij>=o si 1 %4 j ademas <fé1,e£> 4 Qgez,e£> -1
<§3,e§> i \:4,e;> -1.

luego tenemos la matriz /4i?1,e1) <;§1,e£> Cepheg> (o ie>

-~
\‘32,82
<é3.e3)
<§4,e{> 8y €17
‘ 0
-1 2
-1

0 -1

Observacidn 1.2:
Consideremos los vectores columnas x,y € R luego xT’Z y = D

En efecto: calculando

xTnz y - (xo,x1,x2,x31 ; : // jO\\H (x, X%, o) ///yo
( 0 1 y1 j 1

\\ P Y2

Ny Vs

XoYo XY XY Rary T YD
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Definicidn 1.3:

Sea 4 ( Rd) el conjunto de todas las transformaciones lineales de

Ra. Denotamos por £ al conjunto de todas las transformaciones lineales

4 Bx,By> = {x,y> donde

< > R X RA——DR es el considerado en la proposicién anterior. Asi

£ - {Bezﬁ( RY) / Yx.y e K%, CB(X), B(Y)> = <x,y>}

Proposicibn 1.4

Be (1 RY ) tales que V¥ x,y € R

. es un grupo respecto a la composici6n de aplicaciones.

Demostracibn:

a) £, es cerrada respecto a la composicibén de aplicaciones

En efecto:

Sean A,B,0 ¢« £ luego

C(AoB)x, (AoBly> = <ABx,ABy> - <Bx,By> =x,y>

luego £ es cerrada.

b) La composici6én de aplicaciones es Asociativa.

En efecto:

Sean A,B,0 € £ ; x,y e R luego P.D.

Cho(BoD)(x), Ao(BoD)(y)> < (AoB)oD{x).(AoB)oD(y)>
luego:
) < Ro(BoD)(x),A0(BoB)(y)>  <A(BoD)(x),A(BaD) (y)>

- ZA(B(D(x))),A(B(D(Y)))> = <B D(x)).8(D(y})> = <b(x),D(y)
= oy
) < (AoB)oD(x),(AoB)oD(y)>  <(AoB)D(x),(AoB)D(y)>
e <A(B(D(x))), (0(y)))> - <B x)), B(D(y))>
= D(x),D(y)> = <:x y>
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0 es Asociativa.

c) El elemento neutro de £ es la aplicaci6n identidad de R4, 0 sea
A pax)e 1 (> = xy>

d) Para mostrar que existen inversos en ( £ ,0) bastara comprobar
que toda aplicacién de £ posee inverso en £ . Sea Ae P , mostraremos
que A es inyectiva, esto es A(x) - A(ly) =—=bix=y: Seanx.,y e !R4,
entonces A(x) = A(y) e=== A(Xx)-A(y) = 0 ==t5 A(x-y) r=_:;>\7'z e R

CMxey), A2)> 0 ==Yz e R} x-y,2> = 0 == x-y = 0

=JX Y.

A es suryectiva dado que A eSs un operador lineal.

¢) Ae B inlel

oo, AT D =< k), ATy - hglx), Tgn)> =<y >

luego B es grupo para o.

2.- GRUPQ DE LORENTZ.

Definicién 2.1:

Llamaremos grupo de Lorentz de F( IR4) al grupo {£,0).

Proposicién 2.2:

Sea £, el grupo de Lorentz, 8 e §( RY) con matriz asociada
B(p =—*=B), y% la matriz asociada a <,> g R4x 1R4——>R entonces
/Aeﬁ si y solo si BT’Z B="7

Demostracién:

Seajg e LA R4) con matriz asociada B entonces
Peloe—cpm, s> <nyd>o—oVay e r®
(BX)T”Z (By) xT’Z y ¢ ———=> xTBT”z By xT’Z y VY x,yeR4<b=~5_'?J Bt’78=’?
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Proposicién 2.3:

El grupo de Lorentz £ es un grupo topologico.

Demostracién:

Mediante la identificacién £( Rq) con 4x4( R) y la identificacién

de d/(zlxd( R) con r'® proveemos a £( R4]de la topologia usual de !-:16.

Ahora se provee a £ de la topologia inducida de £( |R4).
Para mostrar que ( £.0) es un grupo topolégico bastard con observar

que ( £,0) es un subgrupo del grupo topolégico (GL( R4),°) y siendo la

topologia de £ la inducida por la de GL( Rq) obtenemos el resultado.

Proposicion 2.4 .

El grupo de Lorentz £ tiene cuatro componentes conexas.

Demostracibn:

Sea Be £ entonces B'%7 B =" luego
det(BT”Z B) = detp pero det(BT”Z B) = det7 entonces
det B det% . det B = det
det B' det B = 1
(det B)(det B) =1
(det B)% _ 1
det B - #1

Por otro lado tenemos que para el vector basal e - (1,0,0,0)

0
. 2 2 2 22
Cofo2 = 1Y Tmbier 2< eo,eo>2 ) iﬁeoé’é &> 00210 ~B20Ps0
2
donde,(f/?eo,/3e0:> =/3oo ) (/310+/520+/930) =/600 - K= 1. luego

ﬁoi 2> 1 entonces /—,?00>,1 o} /joo £ -1 y de aqui podemos presentar los

cuatro conjuntos disjuntos siguientes.
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E:={ Bef : det B = 1; /%07,1>
El-{ Bel :dets=-1; g5}
'

s ﬂooé'
-{ Bef : det B =-1; A 4-1}
00

R'={ Be P : det B

Luego E = ﬂl ] f,f ] ﬁ: ] ﬁ_‘ donde podemos presentar un elemento

de cada uno de los conjuntos; como son:

0 4 f 0
1 eE,; ' -1
]= 1 ¥ I

- -1
0 : i \\o y

- Ve E,f

/_1 /4 0
L IR 23 A0 A A A% A S
¥ |

: 1 \ a

Ahora es suficiente mostrar que E,: es conexa. Consideremos el
4. .
conjunto H ={ X = (xo,x1,x2,x3) e R": {x,x> =1, Xo >/1}
Clertamente ¢(xo,...,x3) = (x1,x2,x3) define un difeomorfismo de H con IR3.
51 v eH entonces <v°, v°> = 1, y podemos completar con v® una base

0 3 .
orto-normal de IR4, decimos que v ,..., v_ con la matriz de vectores

columnas [vo,..., V3J€ E: (notese que vg > 1, como vle H; podemos siem-
pre cambiar v> por - v3 donde tenemos que det (v, ..., V3] = 1).
. o 3 0
S1 e, = (1,0,0,0) eH; entonces [v°,..., v Je = v,
Esto es la aplicacibn TT: Ei—» H dada por T (B) = Be  es sobre,

-1 4 ——
vemos que TT (eo) = { B e ﬁ+ / B(-:-o = e, }: S0(3), y tambien
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TT'1(v 92 TP,..., v%] S0(3) por lo tanto SO(3) actua en ﬂ:_por la

—

derecha, en tal via Tl : Ef+————4— H es un Haz Fibrado principal sobre

H = R3 con grupo SO(3) = $0{3). Todo Haz sobre R" es trivial,y tambien

ﬂL es topologicamente !R3x50(3) el cual es conexo.

Observacién 2.5:

Sea H(2,C) el espacio de las matrices hermitianas de orden 2

0 sea AecH(2,C) si y solo si AT = A.

Una base para H(2,C) esta dada por:

v 0 0 -i 1 0
0 . 1 0 1 . 2 L3
T o= k. T = \|,Z= sy G =
\P 1 1 0/ 1 0 o -1
Proposiciébn 2.6:
4
Cada una de las funciones ‘? ; ¥ R———— H(2,0)

definidas por: \/x € R4, Y(x); Y(x) € H(2,L) donde

Y(x) = X = xo 1:0 + X, 1:1 + Xy 2;2 + X3 2;3

~ 2
\V(x)zx—xo’(‘;o-x1’g;1 - X% -x3’g;3

son isomorfismos.

Demostracién:

Tenemos que

S R — H(2,€) tal que Y(x) - x, z°+ X4 2;1 + X 7;2 + Xq 2;3

y Y R4————4— H(2,C) tal que Y(x) = X, Q;O - X, 751 - Xy ?;2 - x3‘2:3

a) tanto P ,como ¥ son homomorfismos, O sea:
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\V'x,y eR4

Poy) -~ (xg4) T v (41 &1+ Oty T+ (xghy,) T

3

o o} 1 1 2 2
xog’ +yo?; +x1’5 +y1'2; +x2'g +y2’g +x3'z,;'

3
Y3
0 1 2 3 0 1
X, & ;x17§ tXT X TE 4y T YT +y22:
+ Y3 %
Pix) + P y).

asi tambien Y (x+y) = P(x) + Y (y).

2

1]

(]

b) Ademas;
P es inyectiva.

Vx,y e R si W(x) - P(y) =D x - y.

Y - Py =2x,7° + x, t 2 XZZ,’Z + X3 2 - yo’ZZO + Y1’G’1
£, 4y,



-69-

luego
%ot%3 T Yo'Y3 *o = Yo
X171%% ¥y-1y, 17
x1+ix2= y1+iy2 > c:::{) Xo = Yo ? =) x =y
%073 7 Y3 3793

c¢) Se comprueba sin dificultad que Y es suryectiva.

Proposicidn 2.7

Dadas Yy Y como en la proposicidn 2.6 se tiene que Vx e R4:

1) det @ (x) = det Y(x) = {x,x>
2)  PUx).P(x) = Px). Pix) =x,x> 1

Demostracitn:

1) Puesto que Y (x)
y ¥ (x)

0 1 2 3
xo e+ X4 T+ xz'z; + x3'2;3
0 1 2
XO’G - X1 ’E = XZZ' = X3?:

It

entonces tenemos que

0 x, X4 0 ix, 0 0 -xq x1+ix2 X ~Xq
ademés
X 4%, X, -1X
det ¥(x)=det 3 2 (xo+x3)(xo—x3)~(x1+ix3)(x1-ix2)= xg-xf_xg-xg
LX 1+1x2 X o-x3
Ahora
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X =X -X,¥1X
det Y (x)=det e Ko = (xo—x3)(xo+x3)-(—x1—1x2)(-x1+1x2)=x0-x1_x2-x3
172 "0°3

det P(x) = det Y(x) = {x,x> .

. 2.2.2.2 0}
Yix). ¥(x) - XotXq  XgmIXo\ [ Xo=Xq =X #1X ) (X mXymXomXg T

2) (x). Y (x) = 2 .2 2 2
X 1, Xy 7X3 [\xqix, Xt Xq 0 xo—x1-x2-x%/

0 1
Tambien
X =X -X,+1X X +X X,=-1X
(t}(x). (_P(x) = o 3 1 2 3 1 2
—x1-1x2 X +x3 x1+ix2 X -x3
2 2 2 2
X -X, =X -X 0
0" X17%2™3 1
- 2 2 2 2
0 Xo™Xq~X5=X3 = <:k,x:>

Px). Px) = Px). P (x) = <xxd

Observacifn 2.8:

Recordemos que SL(2,L) es el grupo de las matrices complejas A, de

orden 2 con determinante 1gual a 1.

Proposicién 2.9;:

4
Sea A € SL(2,6) y A" = A'; sea /\: SL(2,0) —~ £,
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dada por: VA esL(2,6) y YxerY (AMB)X)L=

un homomorfismo suryectivo con /\ (1) - I
Demostracidn:

-

AxA , entonces /\ es

*
Como tenemos que A L{>(x);l\ es lineal en x 0 sea; Yx y ¢ R
YA e SL(2,C) se tiene que

AQ(x+y)A = A [_LP :] A" - {A [}{’(x) +'*P(y)J}A*
(AP(x) + AP (y)] A* S AQ()AT + AP(YIAT.
lineal.

Entonces tambien /\
Veamos ahora que/\ esta bien definida, 0 sea que
Vaest(2,e),/\(A)eb.
Por el teorema anterior tenemos que

VxeRﬁ
TR X, R (x D = det [(\NA)(x)

)] = det(A ¥ (x)A

*
= det A det Y(x} det A - det Y (x) = {x,x>
donde/\(A) € R
Probaremos ahora que SL{2,L) es conexo
En verdad, sea TT : SL(2,L)—> m2 - {(0,0)} , definida como ante-
riormente, 0 sea YA € SL(2,C) TT (A) =

Ae, 6 TT(A) = A (;) ; esto es
P HE0
v 7 (03 /1 o

Vemos que T : SL(

(2 {(0 0)} es un H.F.P con grupo
Existe una secci6n (global) {: C2\

{(0,0)} — SL(2,1)
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definida por

a -b/p
T(a,b) = donde
\b a/f
¥- aa + bb. Por el teorema II. 2.3 tenemos gue SL(2,C) es difeomorfica
a (mz\{(o,O)} X € o cz\{(o,o)} . IR4\{O>”=’S3X R) s3x R®

gue es conexo. Esto es/\.(SL(Z,G:))E E:. Supongase que /\(A) = I.
*
Entonces x = AX A, ¥Yx e 1R4.
/fa b o
Escribiendo A - KC 4) ¥ tomando x = %" - I, obtenemos
ad+bb = 1; cc+dd 1. Luego tomando x = z3 obtenemos ad-bb = 1; cc-dd - 1.
Ahora tenemos que b=0 y c=0, de donde 1= det A= ad y aa - 1. Esto es d=3

y ademas

Tomando X - 2 tenemos a® - 1, de donde a° = ad = 1, y asf /\ (1) ={ j_-I}.

Notemos que /\ (AB) -/\(A)/\(B), dado qus
(/\(AB)(x))_= ABx(AB) - A(B x B') A A(\(B)(X))J)A" -
= (/N(A)NB) (X)),

Esto es/\ es un homomorfismo, y en particular, /" 1leva la curva

t —-——= exp(tA) de S £(2,¢) en la curva t exp (td/\](A))

de aqui (d/\)I : TSB(2C) ——————— TR es un difeomorfismo donde
dim(Ts £ (2€))  dim (53x R%) - 6 dim (50(3) x R%) - dinZ} - din B .
ya que d/\A = dl/\(A) ) (d/\)l 0 dl;\1’ donde se sigue que /\ es un difeomor

fismo local sobre un subgrupo abierto f ' de 21



-73-

*
Ahora E+ es la unién disjunta de conjuntos abiertos de o en El
’
donde 1a conexidad de E+imp1ica que EI = £, -/"\(SL(Z,G)) y por tanto

/\ es suryectiva.

3.- REPRESENTACION LINEAL DE GRUPQS.

Definici6n 3.1:

Una representacién lineal del grupo finito G en el espacio vecto-
rial Vv de dimensién “n" es un homomorfismo P del grupo G en el grupo

G L (v) de los automorfismos de V, tal que V¥s,g €G

P(sg) - P(s) o P(g)

Observaci6n 3.2:

De la definicién anterior tenemos que
P(1) = 1
P(sy = P(s)”
Denotaremos (s) - P

Dada F se dice gque V es un espacio de representacién de G.

Definicién 3.3:

Sea P: 6 ——— GR(V) una representacién lineal, y sea W un
subespacio vectorial de V. Supongamos que W es estable por las operaciones
de G, es decir PS(N)czzww Vs « G. En este caso la restriccién de

FS a W que denotamos PS es un automorfismo de W y ciertamente Pw(sg)z
Pw(s)° ?N(g). L.uego Pw 6 ———— 6 £(W) es una representacién
lineal de G en W.

Decimos que W es una subrepresentacion de V.
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Definicidn 3.4:

Una representacién P :G ~ GL(V) se dice irreducible si
V4 {0} y ningln subespacio de V es estable por G, excepto {()} y V.
Teorema 3.5:
Sea P una representacién lineal finita de un grupo de Lie compac-
to Gen GE(V), y sea W un subespacio de V estable por G. Existe entonces,
un subespacio W° suplementario de W en V que es estable por G.

Demostracion:

Sea W' un suplementario de W en V, y P el proyector de V sobre W
que le corresponde.

Formemos la mediana de p como sigue:

p° J?xp 1 ox,

donde la integral es de Haar. De aqui tenemos que,
-1
p°(v) -J Fxp_Px (v) dx YveV
G

Puesto que p aplica Ven Wy Px deja invariante W, po aplica V en W;
. -1 -1 -1 Aoy
por otra parte, Si veW, ?x (v) e W=D Fx (vis? x(VL:)fxpp x(V)-V-
y por tanto po(v) = v, y asi po es un proyector de V sobre W; al cual
corresponde un suplementario de W en V. Sea W° = (I—DO)(V).
Mostraremos ahora que W® es invariante por P .

tenemos que Pg. p° - DO.Pg Yg eG.

En efecto:

Al calcular fg p° ?;1 tenemos;

ngo?; =EGPQ?XDP;1 ?;1 dx - SG%X p Pél dx = p°
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y resulta que si yewo, po(y) = 0 donde p0 Pg(y) = Pg po(y) = 0 es decir

Fg(y) e W VgeG y esto es W es invariante por

Teorema 3.6:
Todo espacio de representacién lineal finita es suma directa de
espacios de representacibnes irreducibles.

Demostracidn:

Sea V un espacio de representacibén lineal de G y razonando por
induccidn sobre la dimensidn de V tenemos que:
1) Si dim(V) = 0, el teorema es evidente puesto que {0} eS suma directa de
la familia vacia de representaciones irreductibles, y por lo tanto el teore
ma queda demostrado.
2) Si dim(V) = n)1y Ves irreductible, el teorema tambien es cierto.

(H.1) Supongamos valido el teorema para todo V tal que dim(V)<n

3) Si dim(V) = n>1y V no es irreductible, entonces por teorema anterior
podemos descomponer a V en suma directa de W' ® W" con dim(W') <<dim(V)=n
y dim(W")<dim(V) = n. Ahora por la (H.I) W' y W" son suma directa de
representaciones irreductibles y por tanto lo mismo le ocurre a V, y asf

queda demostrado el teorema.

Observacién 3.7:

Sea P una representacion de SR (2,) en GR(4,C) dada por:

A 0
Pa) = VaeSE (2,0)

*_
0 A
es obvio que P es suma directa de dos representaciones irreductibles;

(puesto que P es lineal y finita)
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dadas por:

y tal que

—o
——
P —
o
A

——

x>

o

1]

x>

R
= >
w

_o
——
o
PO —
Lo
x>
]
pe)
*
1
—
PR
[an]
[an]
*
]

Definicibn 3.8:

Dos representaciones p': 6 ————— GE(V') y
e —— — 6p(v¥)
son equivaéentes si existe un isomorfismo f:V’-—————*- V2 tal que
[}
fof’x=?xof Vxe 6.
Teorema 3.9:
. (1.0) (0, 1) i
Las representaciones P2 Yy ¢ 777 ' no son equivalentes.

Demostracién;

Demostraremos que para todo isomorfismo f de G £(2,) no se veri-

fica que f o P(‘% 0 - F(O"% )0 f o sea que f o F( % 0) g1 4 f(o"% ),
Como f: GR(2,6) — = G6£(2,0) es una transformacién lineal,
existe una matriz asociada a f; sea B dicha matriz. Veremos que existe

AeSE(2,0) tal que BAB™ } A T
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En efecto:

Basta tomar la matriz

=210 xq [~ 73 0
A = ]S SE(2,€) luego A ' = y asi
0 3 0 2i

/

b p b A -b 5
con b1b4 b2 3" 1y8B —L a2 X
I"._ : 3 1

tenemos que

Para

(//’21b 2ib, —21b b, ba 2ib b+ 1045
o 2z 2
b, 1 \ -2ibgb,- 103%  2ibp 4 1010
- ‘-\‘ 2 2
2
5 .
Luego > 1b1b2 =0 > b1 =0 6 b2 =
. 5 . . P
3 1b3b4 0 ——-—-—:Jb3 0 6 b4 0
de donde ;
b b, 23 1,
174 ? 2
2ibyby + 1P1% - 21
__2““
-1 LF-1
yasi BAB i} a Y8 e G (2,0)
Teorema 3.10:
¢
No existe representacion p' s Ew—————————-(SE(4,C) tal que

P'(/\(A)) = P(A), con AeSE(2,0) y P representaci6n del grupo S2(2,C)
en GL(4,0).



-78-

Demostracibn:

Puesto que /\: $£(2,0)——— P,’*, tenemos que
*
/N\(A)e Br Vaesp(2,t).
Ahora supongamos que ' existe, entonces p’(l) = 1.
B e
Ademas sabemos que /\(+I) = 1 con 1 € $B(2.€), luego P(I) =1y
P(-1)
p' (1)

-1y asi tenemos p'(I) = PUN(-1)) = P(-1) = -1, donde

-I lo cual es una contradiccién, luego f' no existe.

Ejemplo 3.11:

Examinemos un poco el estado fisico paradbgico, tal que el campo
de electrén de Dirac es transformado sobre negativo cuando el espacio pasa

una rotaci6n completa.

Sea Aq =\ e sP(2,6)
10
N0

Mostremos que/\(A) : Ra——————*- R3 es una rotaci6n alrededor del eje

X3 por 20, con x0 fijo realmente.
_291».\3. EEE
* Xo**3 & (xR ixy)

O, = Agx by - |
e X =X

(x1+1x2) o3

de donde vemos que /“\(Ag) deja a Xo ¥ Xg fijo, mientras que Xq ¥ X, cam-
bian de acuerdo a la aplicacifn x1+1x2 —_— ezlg(x1+1x2). Sie=TT
entonces/\(Ay ) = I es una rotacién de 27T, pero P(Ay) = -I, y por ende
para ¥ e.(P,Ca), ¥ (pAr ) = P(Au-)-1.‘P(D) = - ¥Y(p) donde los campos de

electron de Dirac serdn los campos de particula en C (P,md) z{‘y : P-—a-ca/

WpA) = P(AY) Wip) }
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Observaci6n 3.12:

Las representaciones 1rreductibles de S£(2,8) con espaclos de

(M, 72)
representaci16n compleja, forman una familia de doble indice p donde
4
My m se escogen independientemente del conjunto { O,.% ,1,.% 1Cyaael -
(ﬂs ~
Para una representacion irreductible P de SP(2,0) se tiene:
1 1 1
(us ’2) (“" :O) ( 50) ( 00)
i P2 el 2 ...l 2 ®
2M Tveces
(0, 1) &;o,%)
P ®... ®
27 ~veces

(u, %)
Con espacio de representacidn dado por el espacio de tensores

y de dimensi6n (2 4+1)(27 +1) (Ver )

Definici6n 3.13:

Sea P(""Z) una representaci6n i1rreductible de SR (2,€). Llamare-

mos "SPIN" de la representaciftn al ndmero 4+7.

]
Observese que para una representaci6n irreductible P("’ 7) de S£(2,C)

se tendra que:
?("' ’rz)(-l) = (-1)2("“"2) (I) con lo cual

P(/‘*s?)(_l) =1 s1 #+7 es un entero y

(H+T)
P (-1) =-1 s1 M+ 7 es maltiplo de un medio.

As1 la propiedad examinada en el ejemplo (3-11) es caracteristica de

las particulas con spin maltiplo de un medio.
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4.- CONEXION DE LEVI-CIVITA.

4.1 Preliminares:

Sea <:,:> : R"x R"———~ R, decimos que <:,;> es el pro-

. n
ducto escalar de indice (r,s) en R, s1 para todo v,w € R" tenemos que

v,y Vouwp e +\?u;—vr+1u;+1 ""Vr+s“?+s donde
(1<r,s<n; r+s = n).
4 v
VoW VW LY W v W
El producto escalar en R’ dado por<<y“§> 1Y > es

un producto escalar de indice (1,3).

Definici6n 4.2:

Sea'?*oz(v) ={ fiyxy- ~=— R/ f es bllineal} .
Una métrica sobre un espaclo vectorial real V es un elémento
ge;TDZ(V)'tal que g es simétrica y no degenerada, esto es g(x,y) = 0

Yy eV 1mplica que x = Q.

Definici6n 4.3:

02

Un elemento g de T (V) es una métrica de 1ndice (r,s)(1&r,s<n,rés=n)

s1 y solo s1 g es métrica, y existe una base e L de Vv para el cual

1°°
g(x,y) = X Yqte - #X Y- %r+1yr+1f;;j'xr+syr+s ¥x,y e V con x =§E:xiel e

r S
y =j{: y,e, ©sea la matriz asociada a g es diagonal con 1,...1, -1,...-1

r S

en la diagonal principal respecto a la base CITRREN s

n
Ejemplos 4.4:

1- El producto escalar <:{:> de 1ndice (1,3) en R4 es una métrica de
indice (1,3).

2- El producto escalar <:,;> de 1ndice (r,s) en R" es una métrica

de 1indice (r,s).
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Definicidn 4.5:

Sea V un espacio vectorial real de dimensi6tn "n". Una base

170008, de V es ortonormal respecto a la métrica g si y solo si

g(eiej) 0sii#j

+1 si i j

Definicibtn 4.6:

Sea V un espacio vectorial real de dimensibén 'n*, g una métrica

sobre V, T°2( AX(v)) —{R A AN W) — R/ B bilineal}

una métrica inducida por g es un elemento § de Toz(/“f(v)) definida de la
manera Siguiente: Sea €,.-+,€,  Una base de V y sea gij k= g(ei,ej), consi-
. e i
deremos la matriz (gij)nxn y su matriz inversa (g )nxn' Sean
*3 — *3
0(,/56/\‘((V), con o(:Zo(. eee, e My ...(0e X donde &, .... € R
DR R )
. "

p— : o B j Ra?y

es antisimetrica en los indices y A -:Z:ﬁ%1"‘jk e Y1 x ...(xre 'k donde
/9j1...jk e R es antisimetrica en los indices.

Definimos §le,B) « 1/k1 D g' 11 g'292 . ghdk Xy /6j1...jk
para & B e /\N(V) definimos W, B) - xp
Se comprueba que F( ¢ Ve) eS independiente de la eleccibtn de la base

de V.

METRICA SOBRE UNA VARIEDAD M.

Definicidn 4.7:

Sea M una variedad diferenciable de dimensitn '"n", consideremos

Z%m) = {s:m———»—r"’z(m)lsxe 1%2(1 M)

Un elemento g de Z:CLZ(M) eS una métrica sobre M si el elemento

0,2
(

9, de T TXM) VxeM es una métrica sobre el espacio vectorial TXM.
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Definicién 4.8:

Sea M una variedad diferenciable de dimensién "n". Un elemento
g de ZO’Z(M) es una métrica de indice (r,s)(14r,s<n, r+s=n) sobre M,
si el elemento 9y de TO’Z(T%M) VxeM es una métrica de indice (r,s) sobre

el espacio vectorial TxM'
Definicién 4.9:

Sea O(r,s) el subgrupo del grupo de los automorfismos de R",
GE(n, R) que preserva el <, > de indice (r,s) sobre R", en el sentido
siguiente A e® (r,s) si y solo si <Av,Auf> = fvub Vv,ufeRn

Observacién 4.10:

1- Se comprueba sin dificultad que ®(r,s) es un grupo de Lie.

2- Si 7% es la matriz diagonal de orden nxn tal que la diagonal
principal de la forma (l;;;;l’ ‘l:;;;:l) entonces para los vecto-
res columnas v,we R" tene;os que SvT'? w- v,wD, y
Ae®(r,s) siy solo si Al A=7.

Proposicibn 4.11:

Si la aplicacién A de (-£ ,€) en ®(r,s) es una curva con
A(0) I, matriz identidad, entonces <A'(0)v,w> + v, A'(0)w> = 0.

Demostracién:

Se comprueba la afirmacién derivando la expresién

CA(t)v, Alt)w > =V,
Observacién 4.12:

De la proposicibén 4.11 resulta que el algebra de Lie de C9 (r,s)

es ) (r,s) = { B e dLn, R/ <Bv,u> + {v,Bu0> = O} =
: {Beé‘jﬁ(n, R)/ BT? + 7B =0 } donde &L (n, R) es el dlgebra de
Lie del grupo de Lie GE(n, R).



-83-

HAZ DE MARCOS ORTONORMALES.

Definicién 4.13:

Sea M una variedad diferenciable de dimension "n". Llamaremos
: : n
un marco xe M,a un isomorfismo U:R—— TM.

Al conjunto de todos los marcos en x lo denotaremos por L(M)X. Y sea

L(M) = | Ml L(M)X (unién disjunta)
Xe
es decir cada elemento de L(M) es un par ordenado (x,ux) donde xe M, u
es un isomorfismo de R" sobre TXM.

Observacién 4.14:

Tambien se puede expresar la unién disjunta en la forma siguiente:

LMy = L {x} X L(M),

Xxe&M \

Definicibn 4.15:

Sea M una variedad diferenciable de dimensién "n" y con metrica g.
Un marco ortonormal en x &M es un marco ueL(M)X tal que
g(u(v),uw)) =v,w> .
Al conjunto de todos los marcos ortonormales en x lo denotamos por
F(M)_.

X
Observacifn 4.16:

1. Consideramos la unién disjunta F(M) - | | F(M)X, es decir
XeM
cada elemento de F(M) es un par ordenado (x,ux) donde xeMy U,

es un marco ortonormal en x.

Definimos la aplicacién TT:F(M) —» Mpor M(u) = x, si ueF (M)X.

2. Seau eF(M),, TM(u =x y A e ®(r,s) entonces la composicién

uoA € F( M)x‘ Esto determina una aplicaci6n de

F(M) x ®(r,s) -— F(M) que designamos con ¢, y escribimos
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O(u,A) uoA,

Teorema 4.17:

Sea M una variedad diferenciable de dimensién "n", con métrica g
de indice (r,s).
®(r,s) el grupo ortonormal de Lie, entonces (F(M),Tr,M, @ (r,s)) es un

haz fibrado principal.

Demostracibn:

Introduciremos sin mucha dificultad una estructura diferenciable
en F(M) y probaremos que tanto TT: F(M)—— — M como
§: F(M) x @(r,s)——F(M) son diferenciables.
Sea WEM una vecindad coordenada con sistema de coordenadas x,,...,X

1

y consideremos los campos vectoriales g%— eees 3%— en W, asociados al
1 n

n’

sistema de coordenadas dado.

Definimos una aplicaciébn ¢: W —— F(M) de la manera siguiente:
Consideramos la base canbnica e1,...,en de R" donde tenemos la métrica de
indice (r,s), para todo y e W hacemos G‘(y)(ei) =(3§§7)ye TyM, resulta que
T{y) : RM—— = TyM es un isomorfismo; pero se com;rueba utilizando
esta construccién que gy(G'(y)(ei),ty(y)(ej)) = <;ei,ej;> , por tanto
T (y) € F(M), .

Ahora construimos SW:TT'1(w)

© (r,s) de la manera siguiente:
Sea u eTT-1(W), luego u es un marco ortonormal en el punto T (u). e W
ademas G (1T (u)) tambien es un marco ortonormal en el punto TT (u). Y se
comprueba sin dificultad que (}’(TT(u))'1 oue®(r,s), luego podemos defi-
nir s (u) = T(T()) ' o u. Se deduce de la construcci6n que

Sw(qu) = Sw(u)oA.
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Ahora definimos Tw: rr“(w)—~——————- Wxd(r,s) por
Tw(u) = (TT(u), Sw(u)), claramente T, €s biyectiva como W x®(r,s) tiene
estructura de variedad diferenciable podemos trasladar esta estructura
mediante la biyeccibn a TT-1(W) ya que M = LT__TI wi donde wi son las
vecindades coordenadas entonces F(M) “LT__?fL?ﬁ-1(Wi)’ luego F(M) admite
una estructura de variedad diferenciabléfEJ

Ahora demostraremos que la familia de los TT"(W), donde W recorre
el atlas diferenciable de M es un atlas diferenciable de un haz fibrado
principal. Sea W' otra vecindad coordenada con sistema de coordenada
X;""Xﬁ y campos vectoriales asociadosi)f: . ...%;f? . Deducimos de
T () = (W), S,(u) y ‘ "

T = (TM(u), S (u)) para y =TT(u) € WM W' que

w
-1 -1
TeoT (v,A) = (y, S, (u) S (u) "A) = (y,g,., (¥)A)
Anora hay que demostrar que g,/ WAW'— — © (r,s) es diferenciable.
En efecto:

s gy () = S, s W (g o wyTiy) o u s

para y = TT(u) € WN W' ’

-1

= §'(y)  T(y), pero esto justamentees la matriz Jacobiana cuyos elementos
son ?gﬁ—(xi), accifn del campo vectorialﬁég—— sobre la funcién diferenciable
§ :

xi, que son diferenciables sobre WN W',

Por consiguiente las aplicaciones T ,,T ... son difeomorfismos y por tanto
son trivializaciones locales.

Las aplicaciones TT : F(M) ———= My ¢: F(M)x O(r,s)— F(M)
corresponden via las trivializaciones locales alas aplicaciones diferenciales de
WxO(r,s) en Wy de (WX O (r,s)) x ®(r,s) en W x O(r,s) y por lo tanto

son diferenciable de 2.3 y 2.4 delCapitulo II se deduce que el H.F.P.
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T: F(M)—— M es trivial s1 y solo si existe una secci6n de M en F(M),
en otras palabras s1 existe una sucesi6n de campos vectoriales x1,...,xn
que son f.1 en cada punto.

Definici6n 4.18:

A una 1-forma vectorial sobre F(M),Ye N (F(M), Rn) definida por
¢ (x,) = w'o (dT) )(x,) YueF(M) y toda.x e T F(M) llamamos una
1-forma can6nica sobre F(M).

Observaci6n 4.19;

Sea ?e/\‘(L(M), R") definida por Qu(xu) = (o (@m),)(x,)
Yu € L(M) y toda X, € Tu L(M) observemos que Z3U/TUF(M) = ‘Pu por consi-
gulente ‘?’/F(M) =9 .

CAMPOS DE PARTICULAS.

Definici6n 4,20:

Sea (P,TT, M, G) un haz fibrado principal, V un espaclo vectorial real,
y por consigulente es una variedad diferenciable.
Supongamos que L: GxY ——= V eS una acciébn por la izqQuierda ae G

sobre V entonces Lg: V——=V es un isomorfismo, o Sea LgeGﬁ(V) VgeG. A

la aplicacion P: 6——— GE(v) definida‘por P(g) = Ly~ Llamamos una

representaclon de G asocrada a la accion L.

Dos representaciones £: 6~ ~ GE(v) y P': G———» GE(Vv')
son equlvalentes s1 existe un 1somorfismo lineal T:V———— V' tal que
]
Tolgmwlgo T Vge G.

Definici6n 4.21:

Sea (P ,TT, M, G) un haz fibrado principal y V un espacio vectorial

real. Supongamos que L eS una accién por la 1zquierda de G en V.
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Sea
c(P,V) { T P—— v/ 2(y.9) g“.z:(y)}
Cuando la accién de G sobre V determina una representacién
P: G———G R (V) dada por P(g) - Lg llamamos a los elementos de

C(P,V) Campos de Particulas.

Definicibn 4.22:

Sea (P,TT, M, G) un haz fibrado principal, W una conexibén 1-forma
sobre P.

Podemos escribir cada X & TyP como X = xV + xH donde X' es vertical o
sea (dTT)y ' =0y xH es horizontal con uf(XH) - 0.
Definici6n 4.23:

Sea (P,T", M, G) un H.F.P. V espacio vectorial real L:GxV -y
(L(g,x) = g.x) una accién, §: PxG —= P es la accién libre del H.F.P.
Sea 7i$(P,V) el espacio de k -formas Y diferenciables v-valuadas en

P tal que

1
-1 * -1
LQY-Q((GQQ%IX1""’(d¢g)yxk)= g .LPy(X1,...,Xk) (esto es ¢g‘f=g ,Lf)

b) Si uno de los X,....,X es vertical entonces %§(x1,...,xk) =0.

a) Para x eeesXy & TyP Yy g &€ G tenemos

Notese que en el caso especial en que V - %5, y F* la representacion adjun
ta de G en & dada por P*(g) 5Adg ¥V geG tenemos que n”e?\z(P,‘%).

Teorema 4.23:

Sea (P,TT, M, G) un haz fibrado principal, € el espacio de todas las
1-formas de conexiones sobre P, entonces dada We @ la aplicacién

B }K<(P, & ) —» @ definida por A(o) = 0 + W es biyectiva.
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Demostracibn:

|
Sea Q:P—m——v-\ﬁ-r,] /\ (TyP,%) con la condicién (a) y (b)

Qy: TyP —_— Bt
WL JA 1Y)
W TP - %
0 +W: p—= lﬁ—g/\i (TyP,ﬂc’S)
(8 + u)')y : TyP —_— Y donde

(6 +u)')y = Qy + Wy y ast
Sea A G.'"é entonces A* : P ————— TP campo vectorial
Yy er, A; € TyP luego
* * * .
(8 +u)')y(Ay) = Qy(Ay) + uf(Ay) =0+ A=A, mientras que

0g(8 +07) = §.(0) + 9 (W) = é‘Adg_1(g) + JAdg_1(uf ) = JAdg_,(ng) de
donde 9 +uwJ =@

Ahora como 8 + W cC , entonces P\ es 1nyectiva, dado que

ve.z e N (%)

e , s1B(e) =g(a’)=:ﬁ9=’€en
efecto A (8) = B(Z) =—= 04+ =0+ ——=n0-7 .

A es sobre, puesto que Yw'e © | existe §' € ]‘\(P, %) donde
9'=u)'-u} y tal ‘que P\(Q') =Q(u}'_w) = (w! -W) +W=w'.

Luego E es blyectiva.
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Definicién 4.25:

Sea (P,TT, M, G) una haz fibrado principal,% el dlgebra de Lie del
grupo de Lie 6. S1 Y e/\k(P,%), definimos kf)He_/\k (P.%4) por
H ) H H :
PalXp>---xi) = ¥ (K. X)) donde X € TP, 1514k

Definicidén 4.26:

Sean (P,TT, M, G) un H.F.P, & el algebra de Lie del grupo de Lie G,
W una conexién 1-forma sobre P y d: N\ (P, 4 y———~—-=/“$+1(P,%§) la .
derivada exterior usual.

Definimos la aplicacién p¥ :/“\k(P,%é)——~—>-/A\k+1 (P,%ﬁ) por
djtf = (d L()H. A dﬂ? 1l1amamos derivada covariante exterior delf , ya
la aplicacién ﬁu I1amamos operador derivada covariante exterior.

Definiciébn 4.27:

Sea (P,TT, M, 6) un H.F.P, ¥ el algebra de Lie del grupo de Lie G.
2
Dada una conexi6n We /ﬂ\(P,{a) al elemento DWe /N (P,8) Ilamamos
curvatura de la conex1én W y designamos con Y . Cuando W es conside-

rada como un potencial llamamo a - el campo fuerte de w .

Definicién 4.28:

Sea %-————*—ﬁﬂ(V) el homomorfismo de &lgebra de Lie, inducido

por la representacién G GE(V) o sea para Ae® y veV tenemos
que
A.v = d/dt(expt A).v|t=0
si P <MLV y Pe/N(F(M),%), entonces definimos
F/\‘f e/\éﬂ( (F(M) por la férmula
(PAMY(Kyeeds, ) =3 ST P (ggyeees Ko

LF(XK(j+1)""’X&Ij+k)) donde ( es el rango de la permutacién en
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{1,...,J+k}

Teorema 4.29:

Existe una Gnica conexi6n w llamada conex16n de Levi-Cevita en F(M)
con forma torsién nula o sea Dur Y = 0.

Demostracion:

Sea & una conexi16n en F(M), ademds sabemos que cualquier haz fibrado
principal admite una conex16n, luego para la conexién ¥ , la aplicacidn
de/\ F(M),%) en€ , donde © es el espacio de todas las conexiones

1-formas en F(M); y dada por & Z +93%, es biyectiva.

Probemos que existe una amica Te /N (F @ (r,s) tal que

8-t
p ¢

= 0.

Puesto que para 3?6.)a$ (F(M), @(r,s)) tenemos que
0 =du+ WA , luego tenemos que
Dg.g(? cd9+ (B-THIAY = - TAY. Asi es suficiente probar que
existe una anica G e /N (F(M), @ (r,s)) tal que Qt’:(j‘/'\ﬁ{’ . Notemos
que (T AY)Y(X,Y) = T(X)YP(Y) -U(Y) P (%), de acuerdo a la definicién
(**). Y asumiendo que ex1sfe una § tal que Gc = T AY tenemos

) <), & (¥ = <G@, TH LA - KR, TH) @)D para

todo X,Y,2 € Ty, )F(M) y todo A(v) € F(M). Sea

STOGYL2) = K, 6 D+ <P, Fza)> - (v,2)>

por (A) tenemos

S o) =Y, TY D - P, TN Qx> +
P, TP, T §12)> -
=P, T Y +P 00, TP (x>

Puesto que W(X)é @(r,s) tenemos que

<G(2),T (0 ¥ () = -<od(z), P>
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(B) 3 (X,¥,2) = 27(2), G(X)¢(Y)
donde Y(Z) y T(Y) recorren independientemente scbre | " asi como ¥ y 1
recorren sobre Tja(v) F(M), vemos que G ({X) es unicamente determinada por
(B). Esto es, asumiendo que T existe, tenemos que T es Gnica. Ahora
supongamos definida T por {B). Entonces T (X) es lineal en X, donde
ST(X,Y,2) es lineal en X, para A €®(r,s) tenemos < P(d0,2),0(dg,X,dh,YI>
APy, AT e > (), el Y) D> esto es,
Z(quAx, dU)AY, dQAZ) = S (X,¥,2), y también
2 <0 (@), T 08T (0> - 2 P (d4,7). T (d,X) P00
= > (df,X, dQAY, dQAz) = S (X,Y¥,2)
=29, TPM > = 2<A (D), AT AR (>
Esto es, Sf(d¢AX) = A'1Y§(X)A (§AdA 1Y (x) donde > (X,Y,Z) es nula para
X,¥ 6 7 vertical, donde vemos que { (X) - 0 para X vertical. Esto es
W‘e.7<(F(M),dD(r,s)). Finalmente de (B) tenemos
<P THL M DS -, TP > = 1725 (X.Y,2) - 3 (V.X,2) =
Y (n), Gg (X.¥)> , donde ég =T AY. Esto es 1o requerido para la

existencia de { .



CAPITULO TV

ECUACION DE DIRAC
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1.- INTRODUCCION.

En este capftulo consideraremos una variedad diferenciable M de
dim 4 con métrica de {ndice (1,3) a la que llamamos variedad de

Minkowsk1l o Espacio - Tiempo.

Sea TT: F(M) ———— M el Haz Fibrado de marcos ortonormales,
observamos que una fibra TT_1(X) = F(M)x tiene cuatro componentes
conexas carrespondlente a las cuatro componentes del grupo topolégico
de Lorentz £ = ®(1,3). Sin embargo puede suceder que F(M) tenga menos
de cuatro componentes conexas, porque puede unirse un punto en una
componente de F(M)x a otra componente mediante una curva en F(M) que
sale de F(M)x y luego regresa.

Supandremos que F(M) tiene cuatro componentes conexas. Selecciona

mos una componente FO(M) de F(M) y observamos que TT: FO(M)-—~u~—+»M
es un Haz Fibrado Principal con grupo Pf, en lugar de £ - ©(1,3).

2.- ESTRUCTURA SPIN.

Una estructura Spin sobre FO(M) consiste de un Haz Fibrado Princi-
pal TTS: S(M)-—T———p-M con grupo SE£(2,C) y de una aplicaci6n diferen-
ciable A: S(M) ——— 0 FO(M) tal que TT( X(p)) - ]E(p) para todo
pesS(M y NpA) = A(p)/\(A). Para todo peS(M), A eSE(2,8),
donde /\: S £(2,8) —— Ptes el homomorfismo dado por
(AM(X)) = AxA cona =at xerd

Observemos que si TT: FO(M)-—————a—M es un Haz Fibrade Principal

Trivial entonces existe una estructura Spin sabre FO(M).
En todo este capitulo supondremos que existe una estructura Spin

A S(M) ————— FO(M), y construiremos un Lagrangiano y calcularemos
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su ecuaci6n de Lagrange.

Demostraremos que esta ecuaci6n de Lagrange se reduce a la ecua-

c16n de Dirac para un campo de electrones libres.

3.- FORMA HERMITIANA EXOTICA.

Definimos la aplicacién H : qumq————-*- € por:

H [121,22,23,24),(w1,w2,w3,w4ﬂ = z1w3+22w4+23w1+24w2 para todo

4
(z1,22,23,24),(w1,w2,w3,w4) €,

4
Considerando estos elementos de € como vectores columnas

21\\\ f/#w1u

Zp S ) , W =k . tenemos que
2/ s
H(z,w) = zt &OW'donde : Ra-————ﬂh-Gt(d,I) es una aplicaci6bn lineal
dada por
0 X0y -X 1Ry
Poy= (0 % l/ ° TR %ot
X 0 \ X +x3 x1-1x2 0 0
K\f1+lx2 X X3 0 0
y f(el) = dz 1 =0,1,2,3 para e, una base canonica de IR4
0 I
Yo *
I 0

A esta aplicaci6n H 1lamamos forma hermitiana exotica sobre Ca.

A las matrices Jﬁ(el) = <f 1 = 0,1,2,3 se llama matrices de

1
Dirac.
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Recordemos que ?: SE(2,6) — GL(4,L) dada por

/a0
F(A) - ; con A € SL(2,6)

\ 0 gl

es una representacién de SE(2¢) en GB(4,€).
Se comprueba sin dificultad que (y‘(x)J‘(y)JJ(Y) f(x): 2<x,y>T1 (3.1)
Vx,y € R , ademas H( P(A)z, P(A)w) = H(z,w) para todo z,w ec“.

METRICA SOBRE €.

Definimos h: €4x€4— ——= R por h(z,w)=1/2(H(z,w)+H(w,2)). Se

ol
comprueba sin dificultad que h es bilineal, simétrica y no degenera
) p— 4 ,
da, es decir, es una métrica sobre £ . Ademds se tiene que
N

h( P (M)z, P(AwW) - h{(z,w) es decir P es ortogonal con respecto a la

z . n
méirica h.

Proposicibn 4.1:

Con respecto a la métrica h sobre Ca, $(x), para todo (x) e l%a

es auto adjunta, es decir h( F(x)v,w) = %(v, Fx)w).

Demostracibn:
Tenemos que,ﬁ(&"(wi = vt x)t(f‘ 'v}y?\(v xow)= vtf H(x
Hay que demostrar que 'tdd & X-; pero x es lineal por

consiguiente basta demostrar esta Gltima igualdad para

X = e e1,e2 3 Esto se comprueba facilmente utilizando 1a igualdad

(3.1).

LAGRANGIANO.

Sea [T: P——— M una haz fibrado principal con grupo G y sea

G —— GR(v) una representacién.
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El espacio de 1-Jets de aplicaciones de P en V es
J(P,V) :{ (p,v,8)/peP, veV, y 6: TDP-—,—V es lineal } con el
procedimiento utilizado en capftulos anteriores, se introduce una

estructura de variedad diferenciable sobre J{(P,V).

Un Lagrangiano es una aplicaci6n diferenciable
L: J(P,V) ———=R tal que L(pg,g'1.v,g'1.00ng_1) = L(p,v,8).
Por ejemplo s1 consideramos la estructura Spin sobre FO(M), esto es
11;: S(M) —— M es un Haz Fibrado Principal con grupo S2(2,C) y
X S(M) ———— FO(M) aplicaci6n dlfé:gﬁé1able y considerando tam-
bién la representaci6n f: SL(2,)—GL(4,C) tenemos el espacio
de 1-Jets J(S(M),c*).

Recordemos las construcciones que hemos 1ntroducido en el capitu

lo IIT referente a los campos de particulas.

Sea TT: P——— M un Haz fibrado Principal con grupo G, y supon

gamos que G actua por la 1zquierda sobre una variedad diferenciable

F. Entonces se tiene el espacio C(P,F) = { TP Fl&
diferenciable, 2 (pg) = g-1527(p)} , es decir consideramos este con-
junto provisto de una topologia (p.e. top. Comp. abierta).

Cuando F es un espacio vectorial V, y la acci6n de G es una
representaci6n sobre V. entonces a los elementos del espacio C(P,V)

-,

se le llaman Campos de Particulas.

Por ejemplo, como hemos supuesto que se tiene una estructura

M es una Haz Fibrado

Spin sobre FO(M) 0 sea TL: S(M)
principal con grupo SL(2,C), y recordamos que P-st(2c)—GL(4,0),

es una representaci6n tenemos el espacio de campos de particulas
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C(S(M),Ca). Pero en este caso, a estos campos de particulas 1lamamos

campos de electrones libres.

Teorema 5.1:
Sean A S(M)—-————-FO(M) una estructura Spin,
N\,: 81(2,0) ~ P el isomorfismo de algebras de Lie inducido
por el isomorfismo de grupos de Lie.
N\ SE(Z,&)—————————»-E;. Ademds sea @ la conexién de Levi-Cevita
sobre FO(M) 0 sea @ e.)z< (FO(M), R ). Entonces § definido por

T =N o 8(AoN = Ao X(e(A(), con pesMo sea
7 - /\Cl o N 8, es una conexi6n sobre S(M).

Demostracion:

Como A : S(M) - FO(M) para p & S{(M), ademés
hE Hom (T, (o F M & ) ————=Hon(T_S(M),£) y S1(2,€) es el
algebra de Lie de SL{2,C), luego para Ae 81{(2,C) tenemos que
AP exp tA) = A(p) A\ (exp tA) -~ A (p) exp (t/\,(A)).
MAA) - NS, ) ademss B(AT) =/N 100N, (A)) =/ N1\, (A))=A.
para g¢ SB(2€), R B(p) - ﬁ(p)oRg* =/\'109(p)o A0 R

g
“(com(: Ao Rg R/\(g)o/\ )4 1
=/\, o Q(p: 0 Br(q) o, =/N, o Aéi\(g)-1 8
Y o170 010 ASg_19.

Recordemos de la definicién (4-18) del capitulo II1 que se tiene

g*

oM, =

*

p)

1-forma canbnica LPe/\‘(FO(M), an) dada por

W) WoT )X ),uef (M) y toda X €T (Fy (M),



-98-

Tecrema 5.2

Sea th' l{);\(p)o Ay = N LP?\(D)’ donde Y es una conex16n
t-forma canonica sobre FO(M). Para g & SE(2,C) tenemos que
¥ o~ - -~
Rg Y = /\I(qg) 1.7'? , donde Y es nula sobre vectores verticales.
~ - b
0 sea Y e /\(S5(M), Ra) con representacibn SL(2,0) —— GL( Ra)

dada por g.v = /\(g)(v).

Demostracibn:

Dado que Y es nula sobre los vectores verticales y la restricci6n
de X, es un Isomorfismo entre subespacios verticales, se sigue que

L
Y= Yo X, es nula sobre vectores verticales,ademés

Ry = Fo Ry = Foror, = FoRa(g OAe =A@ ' FoR =)' Y

LAGRANGIANO DE CAMPQOS DE ELECTRONES LIBRES.

Para la estructura Spln que estamos considerando Tg:S(M)———-M

a4

construimos un Lagrangiano L: J(S(M), ¢")———R de la manera siguien

te: Sea peS(M), vy 6‘6/\ (M), m . Sean EO,...,\E3 e Tp S(M)
vectores horizontales, con respecto a la conex16n 8§ dada en el Teor:(5.1)

a4

y tal que (Fp(El) = e, donde e es la base canonica de Ra, y 7= NP

o en forma equivalente ’LP'(X) - >\(p)'1(TTS*X), X eTpS(M).

Definimos & X Wp e ¢ por

fxay= 2 2, & (eE (e

0£1)¢3
f_ 4 4
donde 7 = diag(1,-1,-1,-1), §: R"——— = GL(C")
Ahora, para Ve Ea, definimos
L(p,v, 6_ RXK - mh(v,v).

donde m € R.
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Para demostrar que esta funcién es un Lagrangiano necesitamos el

siguiente:

Lema 6.1:
Sean Eé,...,El el S(M) vectores horizontales, con respecto a

la conexibn tal que L( - zF(Eé) sean ortonormales con

Gy
respecto a </, > . Entonces se tiene & X Q'p Ez?fij( %(Ei)) Wb(Ej).
Te AN(s,e

para todo

Demostracién:

Existe Ae L ®(1,3) tal que e 4;_ kl‘? (Ey) y donde

I g
EJ ZAmJ e Entonces.

Pty STy Fep) OUED =S A T Ay S EDI T

1j7m]

> Ty € EDT(E.

~

Teorema 6.2:
ta funcién L: J(S(M),ﬂa) ——— R, dado por

L(p,v, Kp) = h(i &% W}fv) - ml%(v,v), es un Lagrangiano.

Demostracion:

Debemos probar que L(pg,g'1v,g'1(fpo Rg71) - L(P,v,q}) utilizan-
do la definicibn de L, h y H resulta que ba;ta demostrar que
d"k(g'1ED 0 Rg;ﬂ = 9'1.(J‘S<(\"D)

En efecto:

Sea EO,...E3 = TDS(M) vectores horizontales tales espacios a la

conexién B, tal que fF(Ei) e, base canonica.

Aplicando el teorema 5.2 tenemos Que

¥ (Rg*Ei) A(g)! C?(Ei ) /A\(g)-1ei. Por consiguiente Rg*Ei se
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puede tomar como el elemento o El de TDg S(M) de lema 6.1 y se deduce

-1 -1 -1
aue $x(g. Tory )= T LN e P (TR 1 R,EN)] -

S, Plo $ e PlaP o € (e

-1, R
) Py (Fx 09 (fxvp)

ECUACION DE LAGRANGE.

Recordemos que dada una 1-forma conex16n uf sobre un H.F.P.

TT: P

M con grupo G se puede expresar X e.TpP en la forma

Yo XV+XH

donde X' es vertical, es decir ]1;(XV) 0y XH es horizon
tal es deC1ruf(XH) = 0.
Ademas s1 P e /N (P, 8 ) se define ‘-{’H € /\k(P,%)) por
H

_ H H
P(Xyaeeen k) = P LX)
7.1 La derivada Covariante exterior de LPéi/\k(P.f'ii) esta defini
H k+1
P=(d9) e A\

exterior usual de ¥ .

da por ﬁj

(P,¥) donde d ¥ es la derivada

Sea TT: P———=M un H.F.P. con grupo G, G———= GE(V)
una representacién, h una métrica,definida sobre M y suponemos
qQue la variedad M es orientada, por consiguiente existe una
forma volumen 4 sobre M asociada con la métrica h.

La métrica hxpsobre TXM induce und métrica hp sobre el espa-
c10 horizontal HDQEETDP (p eTT'1(x)) mediante el 1somorfismo
T, Hy———=TM; es decir h_(X,Y) = n, (TLX, TLY) VX, ¥ eTP).

Analogamente se tiene un elemento volumen & inducido sobre
Hp de TXM. Ahora podemos definir un operador estrella
¥b:/m$(Hp)————4-/“P'k(Hp) (n=dim M) por
T @) =TT (%, %) donde TT 2 /\K(T, M) ——=/¥(H)) es el
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DUll"baCk indUCidO Dor ]'T - H — T M y W es el ﬂniCO
x X X
isomorfismo linea de /NS (T M) en
n-k X K
N\ (T M) tal que AT = Glox,p) M VK, feN (T ).
Ahora definimos * :/\k (P,V)————~—4~)R\n-k(P,V) por:
* igual a la Gnica extensi6n de ¥ H a (n-
( L{’)p g 0 xtensi D(‘-Plp)auna (n-k)
forma vectorial sobre TDP que se anula sobre vectores verticales,

Es decir (* @) es la Gnica forma en

n-k % %
/N (P,V) tal que (*Y) | HD D(L?I HD)'

El operador Codiferencial Covariante 5“%/K¥(PV)—h7\F-1 (P,V)

esta definido por 5“% Y ) - -(-1)h(-1)n(k+1) * d”(; ¥ ) donde

(-1)h es el signo del determinante de (h(E)iij)) y n = dim M.
Observamos que cuando M es una variedad de Minkowski,

(-1)h = ~1yn =14 luego 5“’ ¥ Vr.

Sea L: J(P,V)— Run Lagrangiano y denotamos con )ﬁJ(P,V)D
el espacio de aplicaciones lineales de TDP en V gque se anulan

sobre vectores verticales. Para (p,v,0)€ J(P,V) definimos

V3 L(p,v,8) e/“\(P,V)p por la ecuacién:

(W) (L (p,v,0), & ) - ;;(i“ L (p,v,8 + tB) |y o

para ¥ € C(P,V) definimos una 1-forma V-valuada 3251;———
00 Y)
sobre P por:
'DL v w
—_—— = L (p, ¥(p), 7Y ).
o¥y), 3 p

Sea L: J(P,V) ———— R un Lagrangiano y,w una conexién dada

sobre Py Y e C(P,V) un campo de Particulas.
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A la ecuaci6n BE‘DL ] + %b} = 0 llamamos ecuaci6n
‘D(D Y)

de Lagrange del Lagrangiano L.

Ahora determinaremos la ecuaci6n de Lagrange del Lagrangiano

L : J(S(M), 434)-——-R definida por L(p,v, 'rp) =?1(1(X‘x6"p),v)-mh(v,V).

Lema 7.5: Para el Lagrangiano L:3(5(M),¢*) R definido

por L(p,v, Wp) -1 x G‘ v)-ﬁﬁ(v v) se tiene que
‘:7 L(D,V,W') ; T S(M)*——~—*—¢ :esta dado por
4 L(p,v,cr = -1 8Fon).

Demostraci6én:

Sea B e }R< (S(M)) entonces tenemos
-hh)(,@,v,‘ L(p,v,v )) = —— Llp.v, T+ t8)ligg
h1 f xpov) = z « M@ EDIGAED) V)
Z”ka hGpE). & FHENHW)
(Fh)(18, (¢ o Lr) v)) = (B4, -1(doP)v))

 Lpyv, T, 1(d 0¥ )(v).

Teorema 7.6:

Para el Lagrangiano L- J(S(M), ¢4) — R dado por

P

L(p,v,W}Q =h (1 & Ep, v) - m%h (v,v). La ecuaci6n de Lagrange

es:

5O (¢, F)v]) +1(€x0%p) - 2n ¥ -0 donce
Y e C(S(M),€4) y B es una conex16n sobre S(M) asociado a la

conex16n de Lovi-Civita @ sobre FO(M).



-103-

Demostracidn:

Aplicando el lema 7.5 se deduce que ——zaﬁigg = -i{ ¥ oif)(:g),
pero sustituyendo la expresién de L obfenemos —_WT%T—" = i(#x DG‘V)-me
Como fig conmuta con todo operador lineal dado sobre C , por ejem-
plo multiplicacién por i, encontramos que la ecuacién de Lagrange

es

8% [(fo¥yy)) + i xo®Y) - amy= o

ECUACION DE DIRAC.

En esta seccidn demostraremos que la ecuacidon de Lagrange Obte-
nido en el teorema 7.6. Se reduce a la ecuacidon de Dirac para un
campo de electrones libres. Con este objeto establecemos algunos

lemas.

Lema 8.1:

Para B e §1(2,0), x e Ra, y vet® se tiene
FOANLB).X)(v) = B.(F(x)(v)) - #{x)(B.v)

Demostracion:

Como B e §|(2,¢), exp(tB) € SE(2,C) pero para todo

Aegi(2,€), xe R se tiene:

-1
P ¢ () P - /A h 1\ /0 N\ /A )
0 A ¥ \ 0 0 A
0 Ax A 0 NOD)

&x* Txa~! NAIX)

! (A(a)x
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Haciendo A - exp (tB) en la ecuaci16n anterior y aplicando ambos miem-
bros a "v" y derivando con respecto a t en t=0 se obtiene la afirma-

c16n del lema.

Lema 8.2:

Sean Y € C(S(M), ¢4) y A: S(M)—— FO(M) la estructura
Spin definida en 2. Entonces sé tiene
88 [(0o1(w) J- [do N800~ F [(FoFFNACTY)
donde

[ oF@NAW® YY) (X500 %) =

1

- _ g 7 a
ETT ;( R LP(XG'U)""’X(F(a)))w va(a)))'

Demostracidn:

Puesto que Dﬁﬁz dZ + 8 A% para ’cZe.7\k (S(M),G:a) y ademds
§%0¢) = -

§° [($oF)(y ) J{d[(a‘o?%(wﬂ +3A[($o;?‘)(vﬂ}

El sequndo término del segundo miembro de esta i1gualdad, se puede

~

-1) Dg(;‘f), tenemos

reescribir usando el lema 8.1 como sigue

FALLFTHY]) = -(fFPINE. W) + (Fo [NBACH])y)
- (PFEPNGE. ) + (Fo LA AEH T ().

por consiguiente.

d [(#FF)(Y)) ={[aﬂ ol *F)] () - (fFP)/A\dY.

y combinando estos resultados se obtiene

s L0oBrey)] - F {{(do X(dFps oA YN (Y) -
(&O%CP)/\(WJ.W)} (¥ X(8%¢)) (v)-7 [(poF B I Y))
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Lema 8.3:
Para La Conexi6n de Levi-Cevita 6 y la forma canbnica ¢ , se
tiene 69 Y - 0.

Demostracién:

Como 69 Y = 4% DO * ‘F , basta demostrar que DQ; WY-0. En

efecto:
Qs Tl T donde T2 ()T 0 AN
AN AL

Aplicando d a las componente de * \P y utilizando
dlfl = - EEZQ; /\\LPK, se obtiene que d(XY) se anula sobre los

subespacios horizontales, a causa de los factores Gl. Por consiguien

k
te
6 — - H
DD*Y _(dFY)Y =0
Lema 8.4:
Para Y e C(5(M),C”), se tiene
FfoF PN’y - fx oty
Demostracién:
Sea (E - ( (?0’.'_ TP3) 222:.t?iei’ Supongamos que
Eo""’EB =] TDS(M) son vectores horizontales con respecto a la

4

conexi6n § tal que q(Ei) = ei base canonica de R7. Entonces se

tiene
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?[_((}AOT(P)/\(DEW)] :*-EJ{(Z;WGI»)/\Q}(DQW(EJ) 7))
- —~] ~ 1 0
-SEEFINT frep [0%9)e;)
S FEe L ehA) e (0P ]
1] =
3 Tigdtep [08wyep) ity
1]
Teorema 8.5:

La ecuacibn de Lagrange obtenida en el teorema 7.6 se reduce a

la siguiente ecuacidén de Dirac.
L 8 X Dg Y +imy O"

Demostracion:

Para esto debemos demostrar que
: . of
6° [(fo®ry)) - -txo®y.
Pero utilizando los lema 8.2 y 8.3 se tiene que

5° L Oq)(‘{))]- - * [:(5‘0(?(\?1))/\(09\{—’)] . Y ahora aplicando

el lema 8.4 se obtiene el resultado deseado.



CONCLUSIONES
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En la elaboracién del Capftulo I  Preliminares, Grupos de Lie y Sus

Algebras de Lie, hemos utilizado fundamentalmente las aplicaciones espe-

ci1alizadas [19] , [26] y [?1] , Que se 1ndican en las referencias
bibliogréficas, ademés de las publicaciones [:7] ,[:8] . []1] y []4]
Con un enfoque perscnal hemos demostrado (Teorema 4.2) que existe un
1somorfismo entre el dlgebra de Lie que consiste del conjunto de todos
los campos vectoriales invariantes por la 1zquierda de un grupo de Lie
dado con el corchete de Lie y el espacio tangente en el elemento neutro

del grupo de Lie dado.

En el desarrollo del Capitulo I  Haz Fibrado Principal y Conexiones,

hemos utilizado fundamentalmente las publicaciones especializadas [j:],

[3] [7] ,[19].[20] y [21J ademas de las publicaciones, [9:] ,[1 1] y [17:].

Hemos presentado en forma sistematica la nocié6n 1mportante de Haz
Fibrado Principal y secci1é4n local, demostrando con un enfoque personal
(proposiciones 2.3, 2.4) que ex1ste una biyecciédn entre el conjunto de
todas las secciones locales {globales) de un Haz Fibrado Principal y el
conjunto de todas las trivializaciones locales (globales) de dicho Haz.

En forma constructiva hemos obtenido (Lema 3.19) que todo campo
vectorial 1nvariante por la 1zqulerda sobre un grupo de Lie es el generador
infinitesimal de un flujo global. También construimos si1stemdticamente
1a aplicac16n exponencial y demostramos (Teorema 3.24) que la aplicacién
exponencial definida en el espacio tangente del grupode Lie en el elemento
neutro y con valores en el grupo de Lie dado es un difeomorfismo local.

Luego se 1ntroducen sistematicamente tres definiciones de conexlones

asociadas a un Haz Fibrado Principal; y de manera constructiva demostra-
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mos (Teorema 4.5) que las tres definiciones son equivalentes.

Para el Capitulo III: Grupo Topolégico de Lorentz y Conexibn de Levi-

Civita, hemos utilizado las publicaciones especializadas [3], [1 1] "
[}é], [}Q] y [j&}. En forma constructiva introducimos el grupo Topolbgico
de Lorentz (Proposicién 2.3) y establecemos que tiene cuatro componentes
conexas (Proposicién 2.4) y demostramos tambien (Proposici6n 2.9) que
existe un epimorfismo de la componente conexa Et de este grupo topol6-
gico sobre el grupo de todas las matrices complejas de orden 2 con deter-

minante 1.

Luego construimos dos representaciones de SL(2,L) en GL(2,L) y demos-
tramos (Teorema 3.9) que no son equivalentes.

Hemos modificado algunas demostraciones de[:3] para la construccidn
del grupo de Lie §{(r,s) que consiste del conjunto de los automorfismos
del espacio R" con producto escalar de indice (r,s) que preservan este
producto escalar; asi como para la determinaci6n de su algebra de Lie.
Luego a toda variedad diferenciable M (Teorema 4.17) asociamos un Haz
Fibrado Principal (F(M),T , M, Q(r,s)) con grupo estructural §(r,s).

Al final de este capitulo se construye (Teorema 4.23) una Gnica conexién

1lamada conexi6én de Levi-Civita en F{M) con forma torsi6n nula.

Para el Capitulo IV: Ecuacién de Dirac hemos utilizado las publica-

ciones especializadas[:3] y [jg] modificando algunas de sus demostraciones
para presentar en forma constructiva la variedad de Minkowski, Estructura
Spin, espacio de 1-Jets asociado a un Haz Fibrado Principal, Lagrangiano,
Campo de electrones libres. Hemos asociado (Teorema 5.1) a una conexién

de Levi-Civita & sobre FO(M) una conexién 8 sobre S(M}.
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Construimos una funcién L definida en el espacio de 1-Jets, J(S(M),Ca)
con valores en R y demostramos (Teorema 6.2) que es un Lagrangiano.

A continuacibén calculamos su ecuacidon de Lagrange (Teorema 7.6).

Finalmente se interpreta la ecuaci6n de Lagrange para un campo de elec

trones libres y demostramos (Teorema 8.5) que esta ecuacidn se reduce a

la ecuaci6n de Dirac.
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