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RESUMEN

En esta investigaciéon presentamos los resultados mas importantes sobre
los espacios 17, los cuales son fundamentales en muchas ramas del analisis
moderno. Como un caso especial y muy importante incluimos el espacio de
sucesiones /”. Mostramos algunos resultados de los espacios de Hilbert, que
seran utiizados posteriormente para la construccién de una biyeccion no lineal y
continua de /* sobre un subconjunto de /> cuya inversa es discontinua en todas
partes Probaremos que todo espacio de Hilbert de dimensién infinita separable
H es isométricamente isomorfo a /> También probaremos que los espacios
I y I’ son homeomorfos entre ellos. Utiizando la funcién de Mazur,
probaremos que existe una funcién biyectiva y continua de /> sobre un
subconjunto de /* cuya inversa es discontinua no acotadamente en todas partes
Finalmente, determinaremos una familia no enumerable disjunta dos a dos de

subconjuntos densos y convexos de /*, lo cual marca una diferencia entre los
espacios de Hilbert de dimensién finita y los espacios de Hilbert de dimension
infinita.

ABSTRACT

This work presents the most important results about the [? spaces, which
are fundamental to many areas of modern analysis The space of sequences /7
1s included as a special and very important case Some results of Hilbert spaces
are shown, which will later be used to construct a non-linear, continuous bijection
from I* onto a subset of /* whose Inverse Is everywhere discontinuous It will
be proven that every separable Infinte dimensional Hilbert space H s
isometrically isomorphic to /> It will also be proven that the space I and /*
are homeomorphic  Mazur's function will be used to prove the existence of a
continuous bijective from /* onto a subspace of /> whose Inverse Is everywhere
unboundedly discontinuous  Finally, an uncountable, mutually disjoint family of
dense and convex subsets of /* I1s determined This marks a difference between
finite and infinite dimensional Hilbert spaces



INTRODUCCION

Probablemente el mas atl y sin duda uno de los mejores desarrollos
matematicos, es el de la teoria de espacios de Hilbert como una generalizacion
de la teoria de espacios con producto interno de dimension finta Toda esta
teoria alcanza su belleza y madurez a partir de los métodos de dimension finita
Las nociones de ortogonalidad y de conunto ortonormal completo se pueden
definir de manera natural e incluso los pasos constructivos del proceso de Gram-
Schmidt se pueden realizar faciimente Sin embargo, situaciones
fundamentalmente diferentes suceden en el caso infinto-dimensional, sélo para
ilustrar las posibiidades, mencionamos, por ejemplo que el inverso del operador
lineal acotado T-~AI puede existir pero ser no acotado, que no existe una
generalizacién atil del concepto de determinante, y por ende, de la ecuacioén
caracteristica, que un operador lineal acotado puede no tener valores propios,
que existen espacios de Hilbert con una cantidad no enumerable de
subconjuntos densos y convexos disjuntos dos a dos

Un importante espacio de Hilbert, que recuerda en su aspecto al espacio

de coordenadas de dimensién finita, es el espacio de todas las sucesiones

converge Este es

@ , = 2
{x,}., de numeros reales o complejos para las que ) |x,

n=l

el espacio de Hilbert /> el cual es el centro de nuestra investigacion

Exploramos la geometria de /> que es iIsométricamente isomorfo a cualquier

espacio de Hilbert separable de dimensién infinta Probamos que existe una



coleccion no enumerable mutuamente disjunta de subespacios afines de /7,

cada uno denso y convexo en /> Y construimos una funcién que mapea [*

homeomorficamente a la unidn de estos subespacios afines También,
probamos que existe una funcién no lineal biyectiva y continua de /* sobre un

subconjunto de /* cuya inversa es discontinua no acotadamente en todo punto

Finalmente, estudiamos algunas propiedades geométricas de las esferas

S(x,r)={yel2 -y, =r} de I?



CAPITULO |
LOS ESPACIOS ¥



I. LOS ESPACIOS I*.

El propésito de este capitulo es presentar los resultados mas importantes
sobre los espacios L7, los cuales son fundamentales en muchas ramas del
analisis moderno Como un caso especial y muy importante incluimos el
espacio de sucesiones I  Mostramos algunos resultados de los espacios de
Hilbert que seran utilizados posteriormente para la construccion de una
biyeccion no lineal continua cuya inversa es discontinua en todas partes
Supondremos conocida toda la teoria relacionada con los espacios normados,
espacios con producto interno, operadores lineales acotados y los espacios de
medida, sin embargo, presentaremos algunas demostraciones, las cuales

facilitaran la comprension del presente trabajo

1.1 ESPACIOS CON PRODUCTO INTERNO.

Si X es un espacio con producto interno, escribiremos el producto interno

de x,ye X como (x,y) y la norma inducida por este producto interno como

x| = y{x.x) (donde el cuerpo de los escalares, denotado por F, puede ser R o

C) Entre las propiedades que satisface la norma inducida se encuentra la Ley

del Paralelogramo



Teorema 1.1.1 (Ley del Paralelogramo): Sea (X,(-,})) un espacio con

producto interno Entonces
[+ 317 + e= 5" =2l + 1),
para todo x,ye X.

Demostracién:

x+y,x+y)+<x—y,x—y>
x,x+y)+<y,x+y)+<x,x—y)+<—y,x—y>
=(x,2)+ (% y)+(1:2) +(¥,2) + (5. x)+ (x,~p)+ (-3,2) + (~3,~)
=l + G )+ o)+ o+ = (x0) = (3 x) + oA

=2(Jf" +1°)

-+ oA+ b= 1

-
=

Lema 1.1.1: Sean X un espacio con producto interno, x,y,zeX y

a,BeF. Entonces,
a) (0,y)=(x,0)=0.
b) (x,ay+pBz)=a(xy)+p(xz).

¢) (ax+By,ax+Py)= |a|2 (x, x)+aﬁ<x,y)+ﬁt_l<y,x>+|ﬁ|2 (v, ).

Demostracion:
a) (0,%)=(0-0.5) (%,0)={0.%)
=0 <O, y) =0

=0. =0.



c) (ax+pBy,ax+py)=a(ax+py,x)+p (ax+By,y)  Por (b)
=a [(ax,x)+(By,x) ]+ B[(ax,y)+(By.)]
= c_r[a(x,x)+ﬂ(y,x>]+ﬁ[a(x,y>+ﬂ(y,J’)]
=a a(xx)+aB(y,x)+afx,y)+ BB (¥, )
=laf’ (x,x)+aBx,y) +aB(y.x)+|A] (3-¥).

Lema 1.1.2: Sea X un espacio con producto interno y sean x,ye X

Entonces,

a)

(x, y)|2 <(x,x)(y,y) paratodox,yeX.

b) Lafuncién |-|-X >R definda por |x|=./(x.x) es unanormaen X
Demostracioén:
a) Si x=0 6 y=0 el resultado es obvio Supongamos que tanto x

como y son diferentes de cero
Por la parte (c) del Lema 1.1.1 tenemos que

0<(ax+y,ax+y)

=|af (x.x)+a(x,y)+a(y,x)+(»y)



Tomando
)
(x.x)"
obtenemos
L i) (w0,
0< (x,x ( ) x,x) (x,x) (y,y)
NN mx) [ (50) ) .
O ox)  (x) (xx) )
B 0 20
0< (x x) (x,x) X, X) (2)
Por lo tanto,

(% 2) < (xx)(30).

Esta desigualdad la podemos escribir como

[(x2) < G 1) () = =l

la cual se llama desigualdad de Cauchy-Schwarz.
b)
AN EEN R

N,) ||x||=0<:> (x,x) =0
& x=0.



m) Jol=fma)
= ,/ac_t (x,x)
- o ()

=lal(x.x)

=e]

N e+l =(x+y.x+5)
= (x,x)+(x,y)+(y,x)+(»,y) Porla parte (c) del Lema 1.1 1
=l + Gxy)+ {m )+ o
=+l +2%e (x, ) + o
<Jpeff +2{Ge )+ oA
<[l + 20l + I Por (a)

==+’

Asi,

[+ A<+ 1

Lema 1.1.3: Sea X un espacio con producto interno (-,-). Entonces
paratodo u,v,x,ye X

a) <u+v,x+y>—<u—v,x—y>=2<u,y>+2<v,x>.

b) Huy)=(u+v,x+y)=(u-v,x-p)+i{u+w,x+iy)~i{u-w,x-i).

Demostracién:

a) <u+v,x+y>=<u,x+y>+<v,x+y)

=(ux)+ () +{nx)+(y) (%)
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(u=v,x=y)=(u,x-y)+{-v,x-y)
= (u,x)+(u, —y) + (v, x) +(-v,-y)

(x)=(y)=(mx)+{ny) (+*)

Restando (**) de (*) obtenemos

(u+v,x+y>—(u—v,x—y)=2<u,y)+2(v,x).
b) Reemplazando v por iv y y por 5y obtenemos

(u+iv,x+iy)—(u—w,x—1y) =2{u,1y) +2(1v, x)
==2i(u, )+ 2 (v, x)

Multipicando esta ecuacién por ; obtenemos
i(u+iv,x+zy)—l(u—lv,x—ty) = 2(u,y)—2(v,x) (%*%).
Sumando (***) y la igualdad de la parte (a) obtenemos

4(u,y) =(u+v,x+y)—(u—v,x—y)+1(u+iv,x+1y)—i(u—1v,x—1y).

Teorema 1.1.2 (Identidad de Polarizacién): Sean X un espacio con

producto interno (-,) y norma inducida |-| Entonces para todo x,ye X
a) S X esreal, entonces
4 )=lxef -

b) Si X es complejo, entonces

4 y) =l ol =fe=of +ilc+off ~ife-if
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Demostracion:

a) Haciendo u=x y v=y en la identidad de la parte (a) del Lema 1.13
y usando que(x,y)=(y,x), obtenemos

(x+y,x+y)—(x—y,x—y)=2(x,y)+2(y,x)
=4(x,y).

Por lo tanto,
e+ 31 =l =5 = 4(x5)
b) Haciendo u=x y v=y en ladentidad de la parte (b) del Lema 1.1 3
obtenemos.

4(x,y)=(x+y,x+y)—(x—y,x—y)+i(x+1y,x+1y)—1(x—1y,x—iy)
=[x+ 5 == o +ilx 4o ~efe-ni.

Teorema 1.1.3: Sea (X,|-|) un espacio normado tal que, para todo
x,yeX,
e+ o+l = =20 +2)5°
Entonces || es inducida por un producto interno

Demostracion: En el caso de que el espacio normado es real, el

producto interno se define por

(5.3)=5 [+ o =l 1]

En el caso de que el espacio normado es complejo, el producto interno se
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define por

1 . .
(r. )= 7[5l ==t [+ I+ - =1 .

Es algo rutinano probar (ver [58]) que, en efecto, estos son productos

Internos, y que la norma dada proviene de este producto interno.

Lema 1.1.4: Sea X un espacio con producto interno () Entonces la
funcion (-,-): Xx X > F es continua

Demostracién: Es suficiente probar que, si ln_r’rﬂ]° x,=xY ll_r>r°1° y,=y en X,
entonces

lim(x,,y,)=(x,y) en F

n—>wo

En efecto,

(%> ¥, )= (%, ) (%, ¥) = {x, )|
(% ¥, = ¥)+(x, =%, )|

(%00 Yo = ¥ +|(x, = %.3)

%, |, = [+ [x, = =]

(s 2a) = ()] =

<

<

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Como {x,} es convergente,

xﬂ

es acotada, digamos |x,|< M para todo

n Entonces, dado ¢ >0, tomamos N tal que, para n> N,

1
2M+1

Y ".VII< y "xn —x"<

&
2[pf+1°

Entonces, si n> N,
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n

(%070 )= (% 2) < %M = 2+ %, = =[]

£ 3
s Pl <e

Por lo tanto,

lim (x,,5,)= (%)

(,):XxX > T es continua

1.2 ESPACIOS I7

Definicién 1.2.1: Sean (X, M, 1) un espacio de mediday f una funcién
medible real o compleja (posiblemente de valor infinito) definida sobre el espacio
X. Para cualquier 0<p<w la funcion |f|° es medible  Definimos la

p—norma de f por

1
P

171, = ( I 71 dﬂ)

Observacién: Para 0 < p<1 la p—norma no es una norma, ya que no se

satisface la desigualdad tnangular (ver [45]) Para 1<p<w la p—norma es

una norma en L”, si se supone que

=0 f(x)=0 u-ctp..

Definicién 1.2.2: Sea (X, M, y)un espacio de medida. Denotaremos
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por I (X,M,u) o simplemente I”(x) la coleccién de todas las funciones
medibles f de valor real o complejo definidas sobre X tal que _[ | f |,, du<o,es
X

decrr, las funciones que tienen una p-—norma finita

Definicién 1.2.3: Por 1?7, denotamos la coleccion de todas las sucesiones

x= (x,,xz,x3,---) de nimeros reales (o0 complejos) tales que

o0
dxf <
=1

Observacién: Los espacios /7 (1< p <) son casos particulares de los

espacios I  Son precisamente los espacios I’ tomados sobre el espacio de

medida N con la medida de conteo x Estos espacios son de dimensién

infinita

Las herramientas basicas en el estudio de los espactos [” para 1< p<wo

son las desigualdades de Holder y Minkowski.

Teorema 1.2.1 (Desigualdad de Hélder):

1) Sea (X, M, 1) un espacio de medida, sean p,q indices conjugados

(§+ﬁ= 1) ysean fel’(u), geL’(1). Entonces el producto fz es integrable

y
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If gldus|A, - lel,

La desigualdad es estricta salvo en el caso cuando existan constantes
14 q
¢s¢, (e, #20) talque ¢ |f” =¢,|g|" p-ct.p.

ii) Para cualesquiera nimeros x,,--,x,,":; 3,,:+,3,,** tales que

% 0
2l <o Yl <o
k=1 k=1

se tiene que

Sl {Shl} Sl
k=1 k=1 k=1

Teorema 1.2.2 (Desigualdad de Minkowski)

i) Sea (X, M, #) un espacio de medida y sea 1< p<w Para todo par
de funciones f,g e L" (1) se tiene que

lr+el, <Ir1, +lsl, -
La desigualdad es estricta salvo en el caso cuando existan constantes no

negativas c,c, (c,c, #0) talque ¢, f=c,g u—cs.p.

u’) Para cualesquiera numeros x,,---,x,,"*; y,,"**,¥,,++ tales que

L 0
2l <o, Xlnl <0
k=1 k=1

se tiene que
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(Spest] s{Sur] (S}

k=1

Teorema 1.2.3: Sea (X, M, 1) un espacio de medida Los espacios
I? () para 1< p <o con la norma | f| son espacios de Banach.

Demostracién: Sea {f,}" ~una sucesion de Cauchy en I7(u)

n=1
Podemos pasar a una subsucesion tal que

<2” para 1=1,2,3,--
P

S = I,

Escribamos

A

-]

g=limg, =3

=1

S = I

Note que la funcién g se define en todas partes, pero puede ser infinita

Por la desigualdad de Minkowski, tenemos que

"g’t "p < j;'m _'/;'-

P

P M

i=]

Luego, por el Lema de Fatou, tenemos

)j{ |gf"du < lim inf )j{ |g. [P du

<1
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En particular, g(x)<o u-cs.p. en X vy, por consiguiente, el limite
f(x)=lim 7, (x)
SACYINCEAG)
proporciona un valor finito para uz—casi en todo punto xe X, ya que la serne

converge absolutamente Podemos definir f(x)=0 en todos los otros puntos, y

esto da una funcibn medible de valor finito definida en todas partes sobre el

espacio X

Esta es nuestra candidata para el limite de la sucesion de Cauchy {f,}"

n=|

Sea ¢>0,y elua'mos N lo suficilentemente grande tal que

f,~ 1|, <& paratodo m,n2N

Fiyemos m2 N, y apliquemos el Lema de Fatou a la sucesion { f} y

obtenemos

1 |/ - £ dp <liminf 1 ATy

<g”’.

Estodala p-norma estimada ||f - f,|, <& paratodo m>N

Por la desigualdad de Minkowski,

1A, <17 - £l +11,

<00

2

y asi, f es un miembro del espacio I’ y evidentemente

hm||f—fm||p=0.

m—o
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Asi pues, I* (u) es un espacio de Banach

Teorema 1.2.4: Sea (X, M, y)un espacio de medida finita, y suponga
que 1< p<g<x Entonces
F(u)el (u)
Demostracién: Claramente, en este caso L°(u)c I’(x) se satisface

paracada 1< p<w.

Asi, supongamos que 1< p<g <o

Sea
r=451 )
p
y entonces eljamos s >1 tal que
r s
SI f e I’ (1), entonces claramente,
" e L (n).

Como la funcién constante 1 pertenece a L'(u) y u(X)<w, de la

desigualdad de Holder tenemos que

|7 =|f"-1eL'(4) Estoes, fel’(u)

Teorema 1.2.5: S| 1< p<g<wx, entonces /” c/?. Ademas, la inclusién

es propia.
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Demostracién: Note que si x =(x,,x,,x,,---) pertenece a algun espacio /*

con I<p<w, entonces {x,} necesariamente es una sucesi6n acotada

n

(realmente, convergente a cero), y por lo tanto, xel®. Esto es, I’cl” se
satisface para todo 1< p <o

Asi, supongamos que 1< p<g<wo. Sea x=(x,x,,)el”

Como

0
x| <o,

n=1

x’l

existe algun k tal que |x,,|<1 paratodo n>k.
Esto implica que

x’l

" <|x,|” paratodo n>k,

y por lo tanto,

o0

2.

n=1

! <o (por el criterio de comparacion)

xn

Asli,
xellylPcl?
Para la ultima parte, tomemos x, = n’ para todo ne N, entonces

1|7
P

o q 0
DA

n=1 n

1}
—

-4
P

1l
M

n

b
u

1l
[Ms

1
s

n
<w, vyaque L>1,
b

3
Il
—
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Asi, {x,} el

Por otro lado,

Asi, {x,}el”

1.3LOS ESPACIOS ' Y 2.

Los espacios I* y I* juegan un papel muy especial en nuestra
investigacion Examinaremos la estructura de estos espacios y veremos la
forma en que se distinguen del resto de los espacios de funciones, lo cual nos

lleva al mundo de los espacios de Hilbert

Definicién 1.3.1: Sea X un espacio con producto interno X es un
espacio de Hilbert si X con la norma inducida por el producto interno es un

espacio de Banach Es decir, si d es la métrica inducida por la norma en X,

inducida a su vez por el producto interno, entonces (X , d) es completo

Teorema 1.3.1: El espacio /con p#2 no es un espacio con producto
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interno, por lo tanto, el espacio /”con p#2 no es un espacio de Hilbert

)

Demostracién: Consideremos el espacio normado (l" B

Tomemos
x,yel’, x=(11,0,0,0,--), y=(1,-1,0,0,0,---)
Luego,

x+y=(2’0’0’0,...) y x_y=(0,2,0,0,0,-..)

I, = (Sl Y M =(Sklf g -y -2
(s - (1)

=2 ==, =(2°) =2

Por consiguiente,

i
-+ 58 +le= oA = 2[ o+ ]

[ .2 2
4+4=2 2"+2"]

Por lo tanto,
=1 p=2
Asi, la ley del paralelogramo no se satisface en /” para p=2 Esto

implica que la norma || . ",, no proviene de un producto interno para p 2.
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Observacién: Ningun I? (p = 2) es un espacio con producto interno  Sin

embargo, /¥ es completo; por lo tanto, /” con p#2 es un espacio de Banach

que no es un espacio de Hilbert

1.3.1 EL ESPACIO I*.

Definicién 1.3.2: Sea (X, M, 1) un espacio de medida. Denotamos por

L'=I(X,M,u) el conunto de todas las funciones medibles Lebesgue f de
valor real o complejo definidas sobre X tal que jl f |2 du <o, donde la integral
X

se entiende en el sentido de Lebesgue

Observacién: Estamos operando con clases de equivalencia de
funciones, es decir, cada f e L’ consiste de una familia de funciones, cada par
de las cuales son iguales casi en todas partes con respecto a la medida de

Lebesgue En el caso especial X =N, M=P(N) y u la medida de conteo, I

se convierte en el espacio /> de sucesiones {x},  de nimeros reales o

complejos tal que i:|x,,i2 <o
k=1



23

Teorema 1.3.2: La funcion

(): P (X)xL(X)>F
(f.8)=[fEdu

es un producto interno sobre I’ (X)

Demostracién: Sean f,ge’(X) Entonces por el Teorema 12 1, con

p=q=2 Yy por la Definicién 1 3 2, tenemos

1 1
i stas( 1 ) )
X X X
< o,
Asi, fgeLl(X)
y la formula
(f.8)=[fE du esta bien definida
X
Ademas,

) (S S)=][|/dpz0

) (f,f)=0©ij|f|2d,u=0®f=0 ct.p.

|

in) <af+ﬁg,h)= j(af+ﬁg)17dp
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w) (f.g)=]sgdn

I
¢y
0Q
S
®

—~
®
~

~

!
Por consiguiente, (I (X ). (- )) es un espacio con producto interno

Teorema 1.3.3: El espacio I ([a,b]) es un espacio de Hilbert
Demostracién Consideremos el producto interno (,) definido en el
Teorema 132 Entonces
(£:1)= [\ a=I1,
Lo que implica que | f|, es la norma inducida por el producto interno ().

Asi pues, por el Teorema 12 3, (L2 ([a,b]),|| . ||2) es un espacio de Hilbert

1.3.2 EL ESPACIO I*.

Definicién 1.3.3: Denotamos por /* al espacio de todas las sucesiones

0
de nimeros reales o complejos x =(x,,x,,x,,-) tales que > |x[* es finta
k=1

El espacio I* es un ejemplo clasico de un espacio de Hilbert de dimensién
infinita.

El espacio I es un espacio vectorial con las operaciones definidas por
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r}+{mt={x+x} v A{x}={ix}
Note que, estas operaciones estan bien definldas, ya que por la

desigualdad triangular en F" con la norma euclideana,

2

Yn

N ) N ) N
\/Z x, +y, < Z x| + Z
n=| n=1 n=|
o0 2 o0

< Z x,| + Z

n=| n=|

2

Vn

para todo N, porque

convergen, y entonces

x,+y,| converge, asi que {x,+y,} el

>

n=l
Similarmente, {ix,}e!’, y no es dificil verficar que estas operaciones

satisfacen los axiomas de un espacio vectorial

Teorema 1.3.4: La funcion (,-):1*x/* > F definida por

© —

(=} (0)) =2 %,

n=l

es un producto interno y la norma inducida por este producto interno es

,K{x,,} ,{x,,}> = "z:x";n

2
X

n

=l -

I}
[Ms

X
o

3
)
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Demostracién: Note que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz en F”

st {x,}, {y.} e,

2
Vn

>

n=1

s>
n=1
2 e 2
AN
=1 n=]

’ly’l

para todo N, porlo que la serie Zx,j" converge absolutamente; por lo tanto, la

n=1
funcién esta bien definida

Probemos que es un producto interno

Sean {x,}.{y,}.{z,}e*,A€F.

S I(ERRER)EDY "

n=|

N N
i1) Paratodo N, Zx,jn = Z.: v, %, , lo que demuestra que, en el limite,
n=1 n=

(ERRER) L CARES)

iix) Como todas las series siguientes son convergentes, tenemos

(=} + btz =({x + 2.} (2))

0

=D (% +3)z,

n=]
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Teorema 1.3.5: I* es un espacio de Hilbert
Demostracion: A pesar de que este resultado es consecuencia inmediata

de los Teoremas 1.2.3 y 1 3.4, presentaremos una demostractén independiente

En efecto, sea {4,} una sucesién en /. Escribiremos cada 4, ={x;}

n=1’
donde el indice de cada sucesion 4, lo hemos escrito como superindice.

0 o0
Probaremos que, si la serie ) |4,| converge, entonces la serie > 4, converge
k=1 k=1

Recuerde que la norma |-| inducida por el producto interno estd dada por

n=1

{x}

X

n

Primeramente, para cada » y cada %,

n
Xt

|4l
y por lo tanto,

w
2

k=1

< oo
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] 0
Asi, la serie Zx,f converge para cada », digamos Zx;' =x"
k=1 k=1

0
Probemos que la serie ZAk converge a la sucesion {x"} en I
k=1

k
Verifiquemos que {x"}el”  Para cada n, sea s =)' la k-ésima
I=1

suma parcial de cada serne Zx: Como cada s; — x", para cada N podemos
k=1

encontrar k tal que

x"—sp N

1
<——, para n=1,---,
N P

Luego,

x" ?

&

Por la selecciéon de £ tenemos,

2 . i
B n=1

x" —s;

2 N
g3
n=|1

n
Sk

N ” W2 N 1
ng —af <31

n=1

=1.

Sea M = i"fh | tenemos entonces que
k=1
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k
<l

<M.
Por lo tanto,

n

ix ’ S(1+M)2

n=1

y, como N es arbitrario, {x"} e 2.

Sea
k )
5, =) 4 ,la k-ésima suma parcial de Y 4,

I=] k=1

Sea £>0,ytomemos X tal que, para £ > K,

2l4l<4
>k

Tal K existe porque
;"Ak " <00,

Probemos que, para k> K,

s {7}

Sea k> K, ytomemos NeN Escogemos p >k tal que, para cada

<&

<

n n
pr

&
NiY
Tal p existe porque s’ —x” cuando /> para cada n (note que P

depende de N) Entonces
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2

N
n n
lek X
n=l1

Por la seleccién de p, el segundo sumando puede ser estimado por

N N 2

2 £
\/Z: s -2 < 32
pe w1 4N

n n
Sy — S,

2 N
2
n=1

n n
Sp X

£
5

Para el primero,

N 2 N 2
n n n
25—, DY PIF
n=1 n=1 jk<I<p
> 2kl

<

n
X
k<isp Y n=1

< 2[4l

k<isp

€
<'5,

porque k> K Entonces,

N N 2
st -x7| <e,
n=1

foe- ()

y como N es arbitrario,

<Eé€.

Asi, ZA,{ es convergente. Esto implica que /> es completo, es decrr, 2
k=1

es un espacio de Hilbert
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1.4 ORTOGONALIDAD

Definicién 1.4.1: Sea X un espacio con producto interno Los vectores

x,y € X son ortogonales y lo denotamos por x Ly sl (x, y)=0. Similarmente,
sl ,Bc X,

xL A& (x,a)=0 paratodo ae 4

ALB & (a,b)=0 paratodo ae 4 y paratodo be B

Definicién 1.4.2: Sean X un espacio con producto interno y

McX M+D M es un conjunto ortogonal st (x,y)=0 para

todox,ye M,x=y

Definicién 1.4.3: Sean X un espacio con producto interno y 4c X,
A#<J El complemento ortogonal de 4 se denota por 4* y se define por

A*={xeX/(x,a)=0 paratodoaec 4}
={xeX/x L 4}.

Teorema 1.4.1: Sean X un espacio con producto interno y 4,Bc X.
Entonces’

1) 0e 4*

2) Si10e 4, entonces 4N 4* ={0}

3) {0} =X y x*={0}.
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4) 81 4 contiene una bola abierta B(a,R), entonces 4* = {0}
5) 81 Ac B, entonces B* c 4*.

6) 4" es un subespacio cerrado de X

7) Ac 4™

Demostracion:

1) Como (0,a)=0 para todo ae 4 entonces Qe 4*
2) Supongamos que 4NA*={x}, x#0 Entonces,

xeAdy xed*
Luego,

xeAdy (x,a)=0 para todo a e 4

Por lo tanto,

(x,x)=0, lo cual implica que x=0
3) Es claro que.

{0}" ={xe X/ (x,0)=0}
=X

Xl={yeX/<x,y)=0, Vxe X}
={0}.

4) Por reduccién al absurdo

Sea xe 4%, x#0 ytomemos
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y=|u"x
Note que
z=a+1RyeB(a,R),
ya que
la+4Ry—a|=LR|y|=LR<R.
Luego,

Lo anterior implica que 0=(x,x) y por lo tanto, x=0; lo que es una
contradiccion.

5) Note que

B! ={xeX:(x,b)=0, paratodobeB}

A*={xeX:(x,a>=0, paratodoaeA}
Sea xeB' yaed Entonces aecB (yaque Ac B)
Asi,

(x,a)=0
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Como esto se satisface para todo ae 4, tenemos que xe 4*.

Por lo tanto,
B*c A*.
6) Sea
v,z€A*, a,BeF y acd,
entonces
(a@y+Bz,a)=a(y,a)+ B(z,a)=0
Asi,

ay+pze A*
y por lo tanto, 4* es un subespacio de X
Ahora, sea {x,} una sucesion en 4* que converge a xe X
para cualquier g e 4 tenemos que

0=lim (x—x,,,a>

n—w

(yaque (x,,a)=0 para todo n)
Asi,
xed*
y por lo tanto, 4* es cerrado

7) Sea ae 4, entonces para todo x e 4*,

Entonces,



35

(a,x)=(x,a)=0

Asi,

ae (Al )l
Por lo tanto,

Ac A%,
Note que:

A ={xeX/(xa)=0 paratodo ae 4*
(x.a)

ae 4" significa que ae X tal que (a,b)=0 para todo b e 4

Definicién 1.4.4: Sean X un espaciovectorialy Ac X A es convexo

sl para todo x,ye 4 y para todo A¢[0,1]cR se tiene que Ax+(1-1)ye4; 0

equivalentemente, si para todo «,B€[0,1] con a+pB=1 se tiene que

ax+fPyeAd.

Teorema 1.4.2: Sea Y un subespacio de un espacio con producto

interno X. Entonces
xeY* o |x-y|z|d paratodoyey
Demostracion:

:>] Supongamos que xe Y, entonces para cada yeY tenemos que
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lx=3 =(x-»x-)
X,x=y)+{-y,x-y)

(
(
(x,x)+(x,=p) + (=3, %) +(-,-¥)
(
(

%,%) = (%)= (5:x) +(»:)
x,x)+(y,»)
ol + o

A

v

Asi,
|x-»|z|*| paratodoye¥
<] Supongamos que |x-j|2|x] paratedoye¥ Sea yeY, luego
por hipétesis |x+ay|2|x| paratodo @ eF, de donde

4 <[lx+aslf
< <x+ay,x+ay)
<(x,x)+(x,ay)+{ay,x)+{ay,ay)
< ||x||2 +E(x,y)+a (y,x)+a5(y,y)
<l +a(x, ) +a(v.x) +af o -
Por consiguiente,

a(x,y)+a(y,x)+|af |y 20 paratodo a eF

Supongamos que (x,y)#0 y tomemos

con t>0. Note que
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Luego,
(>, )| [(x, )| =) [y
0<- £(x,y)-52Z0p (y, x)+ t
(x,y) (x y) (y,x) (y x) (y,x) "y"
0< —|(x, y)|t - (x,y)lt +1? ”y"2
0<=2(x, y)fe+£ |y
De donde,
0< (x,y)| S%t"y”2 , paratodo?>0
y

0<

() <tlim e =0.

Asi,

(x, y)| =0; por lo tanto, (x,y)=0, lo que es una contradiccién. Asi,

(x,y)=0 paratodoy Y. Porconsiguiente, xe¥*

Teorema 1.4.3: Sean X un espacio con producto interno real, x,ye X

Entonces, x L y siysélo si
[x+a y||z =|lx-ay| paratodo a R
Demostracion:
=>] supongamos que x L y y sea a R, entonces

x+ay,x+ay)

asf =
(x.x+ay)+(ay,x+ay)
(
(

x,x)+(x,ay)+(ay,x)+(ay,ay)
x,x)+;<x,y)+a (y,x) +aa(y,y)
ol +leef* I
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Por otro lado,

=(x-ay,x-ay)

=(x,x - ay)+(-ay,x- -ay)
(x,x)+(x,~ay) +(-ay,x)+(-ay,~ay)
(mx)-a(xy)-a(y.x)+aa(y,y)
el - (x.3)~a (3 x)+af (3. 5)

|

o+l oA

Jx-ay|f

Por lo tanto,

le+asf =[x-as’

<] Reciprocamente

<x+ay,x +0-’J’>

=(x,x+ay)+ (ay,x+ay)
(x.x)+(x,ay)+{ay,x)+(ay,ay)
(

Por otro lado,

x,%)+(x,~ay) +(-ay,x)+(-ay,-ay)

x,x)—E(x,y)—a(y,x)+|a|2 (¥, ¥).

Como |x+ay| =|x-ay| paratodo a <R, resulta que

(
=(x,x—ay)+(-ay,x-ay)
(x
(

(nx)ralmy)raly)+af (1.y)=(nx)-a(xy)-alyx)+af (»y)

De donde obtenemos
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E(x,y)+a(y, )+E(x,y)+a<y x)=0
2a(xy)+2a( ) 0 paratodo a €R.

Luego, (x,y)=(y,x)=0y por lo tanto, x 1 y

Teorema 1.4.4: Sea X un espacio con producto interno  Entonces,
x L y implica que |x+ay|2|x| paratodo e eF.

Demostracién:  Supongamos que x 1y, entonces para todo aeF
tenemos que

x+ay,x+ay)

xe+a =(
(x,x+ay)+(ay,x+ay)
(=,
(x,

x)+(x,ay)+(ay,x)+(ay,ay)
x)+a(xy)+a(y,x)+laf (y.y)
Il +laf [y =+

Asi,

|x+ay|= || paratodo acF

Teorema 1.4.5 (La Mejor Aproximacién): Sean X un espacio con
producto interno y M #@ un subconjunto convexo y completode X Entonces
para cada xe X existe un Ginico ye M tal que

6=inf{||x—z||°zeM}=d(x,M)=d(x,y)

Demostracién: Por la definicion de infimo, para cada neN existe un

vy, €M tal que
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ysis.

8, =|x-,

Probemos que {y,}” es una sucesion de Cauchy.

n=

Denotemos
v, =y,—X, "V.. " =9,
Luego,
||vm +v (= " Vot ¥, — 2x"
=2||(%ym+§y,,)—x|| note que (3y, +iy,)eM
>26.

Por otro lado, por la Ley del Paralelogramo

"= =x)= (=2

2

15 = .

=l -,
=2[||Vm|
= 2[5: +5,,2]—||vm +v”||2
<2[82+8%]-46".

2

4wl ]I+,

Asi,

Iy, =3I 32[5,3,+53]—452 —0;

por lo tanto, {y,}” es una sucesion de Cauchyen X con y e M Esto implica
que {y,}” es una sucesion de Cauchy en M Como M es completo, existe
un ye M tal que }’i_rgy,, =y.

Asi,

|x-¥|26=d(xM).
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Luego,

55||x—y||<||x—y,, +

Vo=
)

n—ow

=6, +

|y, =y
de donde |x-y|=6
Unicidad: Supongamos que y,y, e M y
[x=sl=8. |x-y|=86
Luego, por la ley del paralelogramo,

=l =)y =)= (30 )
=2y - +2yo - o =[(y-x)+ (3 - x)[
=28 +26? —||y+y0 —2x||2

= 46* —4||(§y+§yo)—x"2 .
Note que (%y+%yo) € M y la distancia de x a un punto de M es mayor o

igual que 5. Por lo tanto, 4"(%y+%yo)—x"2 >458°.

Luego,
0<|y-x <0,
lo que implica que
b=yl =0
Por lo tanto,
Y=Yy

Corolario 1.4.1: Sean H un espacio de Hilberty M # & un subconjunto

convexo y cerrado de H. Entonces para cada x e H existe un Gnico y e M tal
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que

[~ = inf {[~|: 2 € ]}

Corolario 1.4.2: Sean X un espacio con producto Iinterno y Y#OJ un

subespacio completo de X  Entonces para cada xe X existe un Gnico yeyY

tal que

b= sf=in (fe |z )

Corolario 1.4.3: Sean H un espacio de Hilbert y ¥ =@ un subespacio

cerradode H Entonces para cada x e H existe un anico ye? tal que

b=yl =inf {jez]:z7)

Notacién: Sean X un espacio con producto interno y M un

subconjunto no vacio, convexo y completo de X  El Gnico elemento de M que

minimiza la distancia d(x, M) lo denotaremos por 7, (x). O sea que
P, (x)eMy ”x—PM (x)”=inf{||x—z||:zeM}

P, (x) se llama la mejor aproximacién a x por elementos de M .

Teorema 1.4.6: Sea Y un subespacio completo de un espacio con

producto interno X, entonces para cada xe X se tiene que
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z=x-F,(x)el*.
Demostracion: Sea ueY , entonces

2= =[x~ £ (x)-4|

= " (B (x)+u || note que (P, (x)+u)eY
2[z-£ ()]
=[-

Asi,
|lz-4| 2|, paratodouer

Por el Teorema 1 4 2 tenemos que zeY*.

Teorema 1.4.7: Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert

H,entonces H=Y®Y*

Demostracion: Sea x e H, entonces
z=x-—P,(x)eYl.
Luego, x=P,(x)+z con B, (x)e¥,zeY*.

Oseaque, H=Y+Y* Como YNY*={0} seteneque H=Y®r*.

Teorema 1.4.8: Sea Y un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert
H entonces ¥ =y
Demostracién: Sabemos que ¥ c Y

Sea xeY* Luego, xeH
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Como H=Y®Y", existen ye¥, zeY' talque x=y+z
Luego,z=x-y con x,yeY* y por lo tanto, ze Y.
Asi,
zeV*Nr+ ={0}
Lo anterior nos permite concluir que z=0 y por lo tanto, x = yeY
Por consiguiente,
Y4 cvy

Asi,



CAPITULO Il
HOMEOMORFISMOS ENTRE ESPACIOS DE
HILBERT
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Il. HOMEOMORFISMOS ENTRE ESPACIOS DE HILBERT.

En este capitulo probaremos que todo espacio de Hilbert de dimension
infinita separable H es isomorfo a /> También probaremos que los espacios
I y I son homeomorfos entre ellos. Por ultimo, utiizando la funcién de
Mazur, probaremos que existe una funcion biyectiva y continua de /> sobre un
subconjunto de /?> cuya inversa es discontinua en todo punto  En lo que sigue

supondremos que los espacios L’ y I son reales

2.1 BASES ORTONORMALES EN ESPACIOS DE HILBERT.
Definicion 2.1.1: Sean X wun espacio con producto interno y

McX,M+3 M es un conjunto ortonormal si

0 six#y

(x,y>= ] paratodox,y e M.
1 six=y

Lema 2.1.1: Todo conjunto ortonormal {e,,e,,:-,¢,} €n un espacio con

producto interno X es linealmente independiente En particular, si1 X es

k-dmensional entonces el conunto {e,e,,--,¢,} es una base para X y

k
cualquier vector xe X puede ser expresado en la forma x=) (x,e,)e, (en

n=1

este caso {e,e,,,¢,} usualmente se llama base ortonormal y los nimeros

(x,e,,) son las componentes de x con respecto a esta base, los cuales son

llamados los coeficientes de Fourier de x con respecto a esta base
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ortonormal)

k
Demostracién: Supongamos que Za,,e,,=0 para algunos a,€cF,

n=]
n=1,.-k. Entonces tomando el producto interno con e, y usando la

ortonormalidad obtenemos

oo(Serue)eten-

e
Asi,

a=a,==a,=0.
Por lo tanto, el conjunto {e;,---,¢,} es linealmente independiente. Ahora,

sl {¢,-,e,} es una base para X, entonces existen A, €F, n=1,-,k, tal que

x=Zﬂ,,,e". Luego, tomando el producto interno de esta formula con e, y

usando la ortonormalidad obtenemos

(x,em>=<z/1"e,,,e >

(e +Ae, +--+ Ley e, )
(Aese, ) +{Ae,.e )+ (e, )
’11(els >+’12(e2’ >+ +}'k(ek’ )

Luego,

Por lo tanto,
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= Zk:/l,,en = kax,e”)e
e e
Lema 2.1.2: Sea {v,,v,,:-,v,} un subconjunto linealmente independiente
de un espacio con producto intemo X y sea ¥ =[{v,--,5}] Entonces existe
una base ortonormal {e,,---,¢,} para ¥

Demostracién: La prueba es por induccion sobre k.

Para k=1, como v, #0,|v|#0 Asi, podemos tomar e, = " ||y{ es la

base requernda
Ahora supongamos que el resultado es cierto para un entero arbitrario

k>1. Sea {v, - ,v,,} un conjunto linealmente independiente y sea {e,, --,¢,} la
base ortonormal para [{vl,---,vk}] dada por la hipétesis de induccion. Como

{v,>-»¥;,1} es linealmente independiente,

Vig € [{vl""’vk}] -

Asi,
Vi, € I:{el ,...,ek}]
Sea
k
by =V — Z(ka
n=1
Entonces

b €[ (% >Ven} ] ¥ By %0 (de otro modo v,,, e[{e,++,¢,}])
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También, para cada m=1,---,%;

(uaea) = ()= 2 Neren)

( k+l’ > vk+l’em>
0,

(usando la ortogonalidad del conjunto {e,,---,¢,}) Por lo tanto, 5,,, es ortogonal

a todos los vectores {e,,---,e,} Sea e, =ﬁ Entonces {e,,:-,¢,,,} es un
k+1

conjunto ortonormal con
[ el’ ' em}] [ vl’ ’ vk+1 ]
Pero estos subespacios son (k+1)—d|mens10nal, por lo que deben ser iguales,

lo que completa la prueba inductiva

La construccién inductiva de la base del Lema 2 1 2, usa la formula

= =S LY 1
€ _"vl"' bk+l Vi+1 Z(vkﬂ’en)en’ € "b’m"s k2>

n=1

llamada el algoritmo de Gram-Schmidt

Definiciéon 2.1.2: Sea X un espacio con producto Interno Una

sucesion {e,} =1 para todo

neN,y (e,.e,)=0 paratodo mneN con m=n; es decir,

(e,,,em)={0 s.1 n+m

1 sin=m
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Teorema 2.1.1: Todo espacio con producto Iinterno X de dimension
infinita contiene una sucesién ortonormal.

Demostracién:

Sea x e X con [x|=1. Sea Y,=[{x}] Como dim(X)=w, entonces
[{x}]=X=X (ya que [{x}] es de dimension finta) Como dim(¥,)<w
entonces Y, es cerrado

Asi, Y, es un subespacio cerradode X y ¥, #X Luego, por el Lema de

Riesz, existe un x, € X tal que
Ixl|=1, |x,—x| >+ y {x,x,} linealmente independiente
Sea ¥, =[{x1,x2}:|. Luego, ¥, es un subespacio cerradode X y ¥, # X.
Por el Lema de Riesz existe un x, e X tal que
=1, |x=-x]>%, |x-x]>%y {x,%,x} ineaimente independiente
Repitiendo este proceso (que no termina, porque la dim(X)=co)

podemos construir una sucesién {x"};] en X tal que

x=1, |x,—x,[>%, paratodo n=m y {x }* linealmente independiente
2 n=1

Ahora, aplicando inductivamente el algorntmo de Gram-Schmidt a la
sucesion {x,}" podemos construir una sucesién ortonormal {e,}” en X tal

n =1

que

[{x":neN}]=[{e":neN}].
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Teorema 2.1.2 (Desigualdad de Bessel): Sea X un espacio con

producto interno y sea {e,,}:=l una sucesion ortonormal en X  Para cualquier

2
converge y

xe X la serie (real) ikx,en)
n=l1

2 2
<[]

gl(x,e,, )

Demostracion: Para cada n e N definamos

n

Vo= (xe)e,

=1

Luego,

eyl = (x=y,.5-,)
= (x,2) = (%,3,) = (¥,s %) +(, 7)

=(x,x)-<x,§";(x,e,>e,>-<§";(x,e,)e,,x>+< > (5,0)e.3 (x,e,)e,>

=1 i=]

n

= -3 TN (me) - D me ) e.x)+ D (xe, )

i=] =] i=]

-
0
—~

n — n —_—

=l -2 Te)(se)-Tme)(ma)+ X (ne) fne)

i=1 i=1

= I - e Nxe,)

=1
Z 2
= Jef' - Sme)

De donde

Zn:Kx’e: >|2 < “-’C"2 , paratodone N

=1
Por lo tanto,

© 2 2
2l ) <l
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Teorema 2.1.3: Sean H un espacio de Hilbert y {¢,}” una sucesion

0
ortonormal en H  Sea {,}" unasucesion en F  Entonces, la serie ) ae,

n=1

converge en H siy solo si la serie Z a, ?

n=1

converge en R  Si este es el caso,

entonces

n=1

2

@0
2 e,
n=l

aﬂ

Demostracion:

L
=] Supongamos que la serie > a,e, es convergente en H,y sea

n=1
L4

x=Y ae,€H
n=|

Luego,

n=l

n
=(lim ) ae,e

n
=}E{,§Zaf(enem)

1=l
=Qa

m*

Por lo tanto, por el Teorema 2.1.2

e ~Zfee)

"<

aﬂ

0

Asi, Z

n=l

’ es convergente en R

a’l
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<] Supongamos que Zlanr <w, Paracada neN definamos

n=1

n
X, = Zakek
k=1

Luego, para m>n se tiene que

2 m
- =Y Jaf > 0.

k=n+l n,m—>

>

k=n+

|%., =, e,
1

Por lo tanto, {x,}” es una sucesion de Cauchy en H Como H es

completo, existe un x e H tal que

0
x=limx, =lim ) a,e,
1

n—o n—e 4=

Por lo tanto,

2 2

0
2.,
n=1

n
’1,1_{2 ;akek
n
Z a.e,
k=1
=1imY e,
k=1

2
=lim
n—w

n—ye

2

aﬂ

Como consecuencia de los Teoremas 212 y 2 1.3, se tiene el siguiente

resultado

Corolario 2.1.1: Sea H un espacio de Hilbert y sea {¢,}”  una sucesion

ortonormal en . Para cualquier xe H laserie ) (x,e,}e, converge en H

n=1
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Teorema 2.1.4: Sean X un espacio con producto interno y {e,}” una

n=1

sucesion ortonormal en X . Entonces para cada xe|e,,e,, -,

x=3(xe,)e,

n=|

Demostracion: Sea s >0 Luego existe un n, eN tal que
y=2a,‘e* y ||x—y||<€
k=1
Denotemos Y, =|:el,e2,---,e,,‘] Como Y, es un subespacio completo,

entonces P, (x)= S x,e, ) e, por lo tanto,
" k=1 *

Ny

x=3(x.e,)e,

k=1

s -yl <

"R
x=) a.e
k=1

n‘
Ahora bien, si n>n, entonces D (x,e,)e, [e,e,,+,e,], por lo tanto,
k=1

n

x— (x,ek)e,
k=1

N

x— (x,e,‘>e,t
k=1

<

<&

Hemos probado asi que para cada £>0 existe un n_eN tal que n>n,

implica que

x—Z(x,e,t)e,t

k=1

<&

Por consiguiente,

0

x=1limY (x,e) e, = i(x,e")e,,
n—->w k=1

n=1
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Teorema 2.1.5: Sea {e,}"

., una sucesion ortonormal en el espacio de

Hilbert # Los siguientes enunciados son equivalentes
(a) [ee,]=H, es decir, el subespacio generado por el conjunto

ortonormal {e, /neN} es densoen H.

00

(®) x=Z(x,e,,)e,,, para todo xe H ; es decrr, todo elemento de H es
n=1

igual a su sere de Fourier.

(€) (xy)= i(x,e,_ Xy.e,), paratodo x,ye H.

n=|

2, paratodo xe H Identidad de Parseval

@) I =S)xe.)

n=|

(e) No existe un conjunto ortonormal en H que contiene propiamente al

conjunto {e,/neN} O sea que {e,/neN} es maximal en el sentido

ortonormal
(f) {e,/neN} ={0}

() (x,e,,>=(y,e,,), paratodo neN=>x=y

Demostracion:
(a)=(b)] Sea xeH, luego por (a) xefe,e,]. Por el Teorema

21.4,

x=i<x,e">e,,.

n=l
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(6)=(c)] Sean x,ye H, entonces por (b)

@

x=Y(xe)e, y=(ne)e,

n=1 n=l

Luego,

e)=(Sme)en T re)e)

n=1 n=1

= <lim i(x,e,,>e,,,limi<.)’sek>ek>
n—w 4= ey
= .I.E?o<z<x’ek>evz<y’e">ek>
k=1

k=1

=limY (e, )(y.€;)
k=1

=§<x,e,,)(y,e").

(¢)=(d)] Tomando x=y en (c) obtenemos que

(xx)=3 (x.e,)(xe,)

n=1
de donde

2

b = 3fese.)

(d):>(e)] Supongamos que existe un xe H-{e,e,,---} tal que |x]|=1y

(x,e,)=0, paratodo neN. Luego, por (4)

2=O,

1= le"z = Z:;Kx, e,,)

lo que es una contraccién. Asi, (e) se cumple
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(¢)=(s)] Supongamos que (f) es falso, entonces existe un
xefe,/neN} -{0}. Note que {e,,/neN}U{F“—“x} es un conjunto ortonormal

que contiene propiamente al conjunto {e,/ne N}, lo que contradice (e). Asi,

(/) se cumple.
(f)=(g)] Sean x,yeH tales que (xe,)=(y.e,), para todo neN,

entonces (x-y,e,)=0, paratodo neN. Porlo tanto, x-ye{e,/ne N} ={0}.
Asi, x-y=0,dedonde x=y.

(g)=(a)] Sea =xeH, entonces por el Corolario 2.1.1,

fd

y=) (xe,)e, e H. Luego,

n=]

<xy,)< )-(»-e.)
<§@qq,>
-@&>@mzpﬁM&>
- (ze)-lim (S (5.0 )epe )

k=1

=(v6,)-lim(x.¢,)

={xe,)~(xe,)

=0.
O sea que (x-y,e,)=0, para todo neN; pero como (0,e,)=0, para todo

neN tenemos que (x-y,e,)=(0,e,), paratodo neN. Por (g) se tiene que

x—-y=0, por lo tanto,



58

a0

x=y=2(x,en>en Em

n=]

Asi, xe[e,e,,:©] Porconsiguiente, H =[e,e,, ]

Definicién 2.1.3: Sea {e,}"

., una sucesion ortonormal en el espacio de

Hibert # {e,}”  es una base ortonormal para H si se satisface una de las

condiciones del Teorema 215. En este caso se dice también que {¢,}” es

una sucesion ortonormal total o0 completa

2.2 ESPACIOS DE HILBERT SEPARABLES.
Ahora que se han estudiado las bases ortonormales en detalle, es natural

preguntarse qué espacios de Hilbert poseen una base ortonormal

Definicién 2.2.1: Un espacio de Hilbert H se llama separable si existe

una familia enumerable de vectores {v,v,,-} tal que {v,,v,,-}=H

Teorema 2.2.1: Todo espacio de Hilbert de dimension finita es separable.

Demostracién: Sea H un espacio de Hilbert tal que dim(H)=n<w y

sea {e,e,, ,¢,} unabasepara H Definamos,

S={ia,,ek (s -,a”)eQ"} sI H es real
k=1
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S= {Z a6, a, =a,+ib,; a,,b, e Q} si H es complejo

k=1

En cualquier caso S es enumerable y S=H Por lo tanto, H es

separable.

Teorema 2.2.2 (Caracterizacion de los Espacios de Hilbert
Separables): Un espacio de Hilbert de dimensién infinita H es separable si y
s6lo si posee una base ortonormal

Demostracion:

=>]Sea H un espacio de Hilbert separable y dim(H)=w. Entonces
existe una sucesion {x,}” tal que H={x,/neN} Consideremos la sucesién

{»,}7, que se obtiene de {x,}"

. omitiendo los términos de la sucesion {x,}"

n

que son combinaciones lineales de los términos precedentes de la sucesion

Xys X5 Xgs s Xpys Xpis®
Asi, y,=x. SI x, es combinacién lineal de x, entonces no lo tomo, si x,
no es combinacion lineal de x, entonces tomo y, =x,. Si x, no es combinacion

neal de x, y x, entonces lo tomo y procedo de esa forma

Por construccion, { y"}::l es un conjunto linealmente independiente y

[x19x2""]=[yl9y2"”]

Por el proceso de Gram-Schmidt podemos construir una sucesién
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ortonormal {e,}” tal que

[ee,0] =[y1sy2""]=[xl’x2""]

Por lo tanto,

[ =[50 ]2 (K0} = H

Asi pues, H=[e|,e2,"'] con {en}w

.., una sucesion ortornormal, de donde

{e,}., es una base ortonormal para H

<]Supongamos ahora que H posee una base ortonormal {e,}

Luego para todo xe H,

2 2
=[+" <o

=3 (xe)e v 3f(xe,)

Sea

S={Zakek la,eQ(da, =p,+1q;, Di»q; eQ),neN}
k=1

Luego, S es un conjunto enumerable

Probemos que S esdensoen H Sea xe H, entonces

x=i(x,en)en y ZKx,e")z <o

n=| 1

Sea £ >0, entonces existe un NeN tal que

0 2

> (e <=

<—.
n=N+1 2

Para cada n=1,2,3,---,N tomemos «,F racional o complejo racional

(segln sea el caso) tal que
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82

<—.
2N

(x.e,)-a,

N
Tomemos y=> a,e, €S entonces

n=]

N ) 2
=3 =2 ((we)-a)e + 2 (ne)e,
n=1 n=N+]
=Y [(x.e,) a,,2+ i |(x,e,,)2
n=| n=N+1
S_g_+g_2
2 2
= gz

de donde |x-y|<#. Estoimplicaque S=H y porlotanto, H es separable

Teorema 2.2.3: La sucesion ortonormal {e,}” es una base ortonormal

para />, donde

e, =(1,0,0,--)
e, =(0,1,0,+")

e, =(0’0’...’0,1,...,0,0’...)

Demostracién:

Es claro que para cualquier neN, ¢, €/” paratodo 1< p<w.

Note que |e,

,=1paratodo neNy (e,e,)=0 paratodo n=m, nmeN.
Asi, {e,}” es, en efecto, una sucesion ortonormal en 2

Por otro lado, sea x={x,}" =(x,x,,--)e’, entonces
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(x, e,,) =X,,
por lo tanto,

Ld @
Il = 2l =2 ke, )
n=1

n=1

xﬂ

O sea, se satisface la identidad de Parseval Por lo tanto, {e,}” es una

base ortonormal para /> (Por la Definicion 2 1 3)

Corolario 2.2.1: I* es separable

Demostracién: Se deduce directamente de los Teoremas 22.2y 2 2 3.

Lema 2.2.1: Sean [a,b] un Intervalo acotado y 1<p<w  Entonces el

conjunto C[a,b] es denso en I7[a,b]

Lema 2.2.2: Para cualquer b5>a el conjunto de polinomios con

coeficientes racionales (o complejos racionales) es denso en el espacio
(c(as)1.)-

Demostracion: Consideremos el espacio C; ([4,5]), con la norma |-|_, y

supongamos que feCy([a,5]) y £>0 arbitrano  Por el teorema de Stone-

Welerstrass existe un polinomio real pl(x)=iakxk tal que |f-p, <%
k=0

Ahora, para cada k=0,---,n, elyamos coeficientes racionales B.. tal que
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B,-e, <5€_* (donde y =max{a|,5]}, y sea pz(x)=Z”:ﬂ,,x"
ny k=0
Entonces
|p-pal, < 2018, -] ¥ <§, y por lo tanto, | f - p,|, <&,
k=0

lo que demuestra el resultado.

Para el caso complejo aplicamos este resultado a la parte real e

imaginaria de f € C, ([a,5])

Teorema 2.2.4: Para cualquier b»>a el conunto de polinomios con

coeficientes racionales (0 complejos racionales) es denso en el espacio

(Z (=21 1.)
Demostracién: Consideremos el espacio L ([a,]), con la norma |-|,, y

supongamos que f e L, ([ab]) y £>0 arbitrario Por el Lema 2 2 1 existe una

funcién geC, ([a,b]) tal que | f—glL<§ Por le Lema 222, existe un

polinomio p con coeficientes racionales tal que |g- p|_ < Luego, en

&
2,[|b—a|
L; ([a,]) la norma |g-p|, <§ y por lo tanto, | f-p|, <&, lo que prueba el

resultado en el caso real
Para el caso complejo aplicamos este resultado a la parte real e

Imaginaria de f.
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Corolario 2.2.2: I’ ([0,1]) es separable
Demostracién: El conjunto de polinomios con coeficientes racionales (o

complejos racionales) es enumerable y denso en I’ ([0,1]) Por lo tanto,

*([0,1]) es separable

Definicién 2.2.2: Sean X,Y espacios normadosy TeL(X,Y) T es

una isometria si |[T'(x)|=||x| paratodo xe X i T es una isometria suryectiva,

entonces se dice que X y Y son espacios normados isométricamente

isomorfos

Teorema 2.2.5: Sea H un espacio de Hilbert con una base ortonormal

{u,,}:;l, entonces existe una isometria suryectva T7:H —»>/* tal que

T(u,)=e,=(0,0,--+,0,1,0,---), paratodo neN

Demostracion: Sea x < H , entonces x=) (x,u,)u,

n=|

Denotemos
a,=(xu,).

n

Luego,

e, o of <o

AN

Esto implica que
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Definamos T': H — I* por
T(x)={e,} . donde @, =(xu,).

Probemos que T es lineal

Sean x,ye HYy a,fcF Entonces

*

]
[Ms
—~

Kol

1
3
~
=
<
<

]
—~

=
L

>

~

L

>

3
fl

—_
3
Il
—

Luego,

ax+ﬁy=i(ax+ﬁy,u") u,
n=}

T(ax+pBy)= {(ax +By,u, )}:=1

— {(x, u, )}:;] + ﬁ{(y’ Uy >}:=1
=aT(x)+ BT (»).

Por lo tanto, T es lineal
Probemos que T es una isometria. En efecto, por la identidad de

Parseval se tiene que

2 L) 2 2
=2 =[
2

n=1

()

[, =[x )7,

de donde

IT(=)], =|%], paratodo xe X

Asi, T es una isometria
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Probemos que T es suryectiva.

Sea {a,}” eI’ entonces Zm:|a,,|2 <o

n=1

Luego, por el Teorema 213 Y au,eH Denotemos x=) a,u,,

n=] n=1

entonces a, =(x,u,) paratodo neN. Por lo tanto,

[Ms

x=

(mw)u, y T(x)={(xu)},, ={a.},

n

Asi, T es suryectiva Hemos probado que T es una isometria
suryectiva y

T(u,)=e, paratodo neN

Corolario 2.2.3: Todo espacio de Hilbert H separable de dimensién
infinita es isométricamente isomorfo a />, es decrr, existe una isometria

T:H —I* tal que es un isomorfismo
Demostracion: Como H es un espacio de Hilbert separable de

dimensién infinita entonces por el Teorema 2 2 2, H posee una base ortonormal

y, por el Teorema 2.2 5, H es isométricamente isomorfo a /2.

Corolario 2.2.4: I’ ([0,1]) es isométricamente isomorfo a /*
Demostracién: Por el Corolario 2.2.2 I*([0,1]) es un espacio de Hilbert
separable de dimensién infinita, luego por el Corolario 2 2.3 Lz([o,l]) es

Isométricamente isomorfo a /2.
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2.3 HOMEOMORFISMO ENTRE LOS ESPACIOS I Y I“.

Definicién 2.3.1: Una funcién f:(X,r)—>(X',r') entre dos espacios
topologicos es un homeomorfismo si es una funcidn biyectiva y tanto f como su
inversa f~' son continuas  En este caso se dice que (X,r), (X',z") son

espacios topolégicos homeomorfos

Definicién 2.3.2: Una funcién f:(X,r)—>(X',r') entre dos espacios
topolégicos es un homeomorfismo uniforme si es una funcién biyectiva y tanto f

como su Inversa f~' son uniformemente continuas.

Teorema 2.3.1: L'([0,1]) es homeomorfo a L7 ([0,1]) para todo p>1.
Demostracién: Sean p>1y
P2 (0> 2 (0.1)
definida por
F(f)=sen(f)I/F

donde sgn(f) es la funcion definida por sgn(f(x)), donde sgn(f(x)) es el
signo de 1 (x).

Note que

LR due= <

Luego, F esta bien definida

Probemos que F es inyectiva.
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En efecto, sean f,ge L'([0,1]) tal que F(f)=F(g), entonces

sen(f)|f1 =sen(g)lel-

Esto implica que sgn(f)=sgn(g) y |f|{’L =|g|* Porlotanto, f=g
Probemos que F es suryectiva

Sea he I7([0,1]) Tomemos f=sgn(k)H” Como

[ltdu= [ <o
se tiene que feL'([0,1]) y

F(f)=se(/)fF
= sgn (k) (|A" )’

=sgn (h)[
=h.

Por lo tanto, F es suryectiva.
De todo lo antenor se concluye que F es una biyeccion Ademas la
inversa F~' de F esta definida por
F':rr([0.1]) > £ ([0,1])
F~'(h)=sgn(h)|A".

Probemos ahora que F es una funcién continua
Sea f,eL'([0,1]) y sea {f,}", una sucesion en L'([0,1]) que converge a

Jo

Luego,
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fn _f;JIII =},‘_TO ,Ll

lim
n—w

fo—foldr=0
Ahora bien, como para todo nimero a,beR,

’sgn(a)-|a|% —sgn (b)|b|% " <or |a-b|

se tiene que
F(5)-F () =|sen ()l -sen ()l
<2°|f,- £y
por lo tanto,
LNF(£)-F () dus2 [, - Al du
de donde
IF(1)-F U, =(LIF () -F (A du)
<2(f)1 - fildu)
=2 f;'_f;)"l%°
Asi pues,
ostim|F (£,)-F (%), <2{timl%. - Al =0
y

lim F(f,)=F(f,) en I* ([0,1]).
Esto implica que F es una funcién continua en L ([0,1])

Finalmente probemos que la funcién G := F~! es continuaen 7 ([0,1])
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En efecto, sea h, 17 ([0,1]) y sea {h,}

", una sucesion en 7 ([0,1]) que

converge a 4,. Luego,

1l
im ([~ /" i) =0.

n—w

Note que para todo nimero real a,be R

sen (a)lal” ~sen (B)|81| < pla-b]((al+[6))"

Por lo tanto,

6(h)-G (k) - sen (1)
< pl, = hy|(

h,

? —sgn (k)|
|+ )"

+|hl) ™ dp

b, = h|(|,

1 1

[|G(h)-G(R)|dus pf,

Pero por la desigualdad de Holder-Riesz para g = —1
p_

-1
lp

h, - h|(h,

h,

m-hl"au] (]

A

Luego,

+lm) ™ dus(|, +{R)" du)

G(7)-G(R)], = [,|6(h,)-G(h)| du
< o[-l au (L (nl+ )Y d) ™.

Pero
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o+l du<2 [ max (| ) e
<2*[[nf dus [l du
Ademas, como
tim (b, ~ ko du =0
se tiene que
tim [, d e = [l
Asi pues,

0<1im |G(h,)-G(h)),

n—poo

1
<52t ([~ ) | ]
=0

» L p -1
du+[ |k d,u]

h’l

es decr, que la sucesién {G(k,)} converge a G(k) en L([0,1]) Por
consiguiente, G=F' es continuaen I? ([01])
Hemos probado asi que la funcion F.rL ([0,1])—Z7([0,1]) es un

homeomorfismo para todo p>1. Asipues, L'([0,1]) es homeomorfo a L ([0,1])

para todo p>1

Como la relacién “es homeomorfo a” es una relacién de equivalencia, por

el Teorema anterior se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.3.1: Sean p,q=1, entonces I7([0,1]) es homeomorfo a

2 (o)
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Corolario 2.3.2: La bola unitaria cerrada en L ([0,1]) es uniformemente
homeomorfa a la bola unitana cerrada de L’ ([0,1]) para p,q21

Demostracion: Sean f,geL([0,1]) tal que |f]|, <1 y |gf, <1 ¥
F:L([0,1])> 27 ([0,1]) la funcion definida en el Teorema 23 1. Entonces,

[F(), <1y |F(g)], <1 Ademas,

1
P

1
|F()-F @, =([IF (- F (o)l au)
Szllf_g"f'
Luego, F es uniformemente continua en la bola unitana cerrada
B(0,1)=B(L) de L ([0,1]).
Andlogamente, sea f,g e ”([0,1]) tal que |f| <1y |g| <1. Entonces,
le(), <1y |G(g),s1. Ademas,
1
lo(n)-6(e)l,=(fle()-c(e)ldu)
<p2t12% |7 -g],.
Por lo tanto, G es uniformemente continua en la bola unitaria cerrada
B(0,))=B(r) de 1*([0,1]).
Finalmente, como la relacion “es uniformemente homeomorfo a” es una

relacidon de equivalencia, se tiene que E(L”) es uniformemente homeomorfa a

B(I') paratodo p,g>1
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Teorema 2.3.2: I' es homeomorfo a /7, para todo p>1
Demostracién: Definamos la funcion
F:l'>1°
F(x) =(Sg“ (xn)lxlli,sgn (x2)|x2|% ,sgn(x3)|x3|% ’ )
donde x=(x,x,,%,,"-) €l

Note que F esta bien definida, ya que

P, =3 (son o)l

P 0
) =2kel=l, <.

Definamos la funcién

G:I’ >0
IP

G(J’) =(Sgn (yn)|y1|p ,sgn(y2)|y2 ,sgn(y3)|y3|” ,)

donde y=(y,,»,, ") €l”.

Note que G esta bien definida, ya que

0

=2l =l <0

i=]

6O, =2 ken )bl

Por otro lado,

(FoG)(y)=F(G(¥))

=F ((Sgn(y,)lynl” ,sgn ()|,

? s ()l )

|P

|P

L
,
N

L
", sgn(sen ()|l )jsen ()],

sgn(»)|»

(Fo6) ()= sn(sen ()P

= (sgn ()] sen ()2 sen(33) »s] )
= (ypyz’yp"')
=y
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para todo y=(y,, 5,55, )€l® y

(G F)(x)=G(F(x))

- G (sen ()l sen (s sen (s s )
=(sgn(sgn(x,)|x,|*) %”,sgn(sgn(xz)lleﬁ)

= (Sgn (xl)lxll’Sgn (x2)|x2|,sgn (x3)|x3|,)
= (xpxz,xp )
=x

para todo x =(x,x,,x,,"--) el'

L
4

sgn (x, )|x,|

sgn (x, )|x,|

)

Asi pues, F es una funcién biyectivay G = F™

Probemos que F es continua en /' En efecto, supongamos que

x° =(x:),xg,x§,---) el' ysea {x"}w

n=

 una sucesion en /' tal que x” =(x,x5,%7,) ¥

lim

n—rw

X" —x° || =0.
1
Como para todo nimero real a,be R,

P
<2*|a-b|

sen (a)la’ - sgn (5) o

se tiene que
1 1|P
sgn(x,") x| —sgn(x,")lx,0 | <27 |xr —x,°| para todo 1=1,2,-
por lo tanto
i sgn(x,") x! g —sgn(x,o)lx,0 di SZ”Z.O: x; —x,ol
i=l 1=1
y

0 S"F(x")—F(xo )"p <27 "x" —xoll

P 1
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lo que implica que

0<lim

n—w

F(x)-F(x")| <2(lim

3
x" —-x°|| ) =0
p n—o 1

y
lim [F(x")-F(x")| =0
lim [F(x")-F (),
Por consiguiente, F es continua en x°, para todo x° e /'
Probemos que G=F"" es continua en /> En efecto, supongamos que
¥ =(3.y5.55.)el” y sea {y"}" una sucesion en [” tal que

' =5 y5e) ¥ lim [y -5 =0
Como para todo namero real a,beR,

sen (a)la” ~sen (5)}o| < plal(al )"

se tiene que
.sgn(y," Norl —sen(5°)]! |p’ <plyr=3*|(|77]+]?])"" paratodo i=1,2,;

por lo tanto,

2.8@ )zl - sen ()5
£

< pz.:l:ly," =¥\ (7] + |)p_l

Por la desigualdad de Hélder-Riesz se tiene que



2|y{' =¥y -¥" <
<

o
<=5, [ S emax(prl o) |
. 5
<27, | 3 (max(pel ) |
<
o0 %‘
<274y -»° L[Z_l:(y," p+|y,°|p)]
. . W
<= ), (St (S )
p-1 0 P o||P 5
<2y, (b1 +bL)
Por lo tanto,
le(»)-6(»°) =Z:: sen ()| —sen ()|
o
<p2” -, (L)
Ademas, como
71, -t | <l -,
se tiene que
-
Por lo tanto,
o
0<lim[6()-6(s*)|, 227" im I, -3ol, (im Iyl + I}
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lim

n—»w

G(y")-G ()| =0
Por consiguiente, G es continua en 3°, para todo y° el”.

Asi pues, I' es homeomorfo a [?, para todo p>1.

Observacién: La funcion F definida en los Teoremas 2.3.1y 23.2 se

llama la funcién de Mazur y la funciéon G se llama la funcién inversa de Mazur

Como consecuencia inmediata del Teorema 2 3 2, se tiene el siguiente

resultado

Corolario 2.3.3: Sean p,q21, entonces [/ es homeomorfoa /7.

Teorema2.3.3: Sean p>1, B(I')={xel':|x|, <1}y

E(l")={yel":||y||p51}. Entonces B(') y B(I?) son uniformemente

homeomorfas
Demostracién: Consideremos la funcién de Mazur F:I' 517 y su

inversa G:17 - I' definida en el Teorema 2.3.2

Como para todo xeB(!'), ||F(x)||p=(||x||l)%51 y para todo yeB(I°),

()|, = (|| A, ),, <1, se tiene que

F:B(I')>B(I*) vy G:B(I*)>B(I') y G=F"
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Ademas, por el Teorema 2.3.2, para todo x,,x, < B(I'),

|F (x)-F ()], <2l% - =l
y para todo y,,y, € B(1*)
I6(3)-G ()|, <p 27 2% |y -3,

lo que implhica que F y G son uniformemente continuas. Por consiguiente,

B(1') y B(I*) son uniformemente homeomorfas

Como consecuencia del Teorema 2 3 3, se tiene el siguiente resultado

Corolario 2.3.4: Sean p,q>1, entonces la bola unitana cerrada B (l") es

uniformemente homeomorfa a la bola unitaria cerrada B (l").

Teorema 2.3.4: Sean p,q>1 Entonces 7 ([0,1]) es homeomorfo a /*

Demostracién: Por el Corolaro 231, I? ([01]) es homeomorfo a
I*([0,1]) v, por el Corolario 2.24, I*([0,1]) es homeomorfo a /*. Pero por el
Corolario 2 3.3, I* es homeomorfo a I Por consiguiente, I7([0,1]) es

homeomorfo a /7, para todo p,g=>1

En lo que sigue probaremos que existe una funcién no lineal biyectiva y

continua de /> sobre un subconjunto de /* cuya inversa es discontinua en todo
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punto. Pero antes veamos un ejemplo para el caso lineal.

Ejemplo 2.3.1: Sea f:I* - I* la funcién definida por

Como

se tiene que f es una funcién lineal.

Note que
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Notacién: Para cada x =(x,,x,,.~-)el’ y N eN denotemos

x[N] =(x1axza'”axNaOaOa ')

x(N) = x"x[N] =(Os”'903xN+l’xN+2’”')

Probemos que Y es denso en />. En efecto, sea x={x,}" el’y

definamos

x["]=(xl,x2’...,x”,0,0,o--)
Como z" =(x,2x,,++,mx,,0,0,-)e* y f(z")=x"", se tiene que ey

paratodo neN

Por otro lado,

2 0
2
= E x5 = 0.
2 n—w
i=n+l

oes

Por lo tanto, la sucesién {x[”]}w convergea x en I’y Y =1*; es decrr, Y

n=1

es denso en /?

Para cada x =(x,,x,,.- )€/* se tiene que

n ¥
ﬂx’l

b =t =3
(318 I,

n=1

Esto implica que f es un operador lineal acotado y || f|<1 Asipues, f

es continua en /2.



81

Es claro que f:I* > Y es biyectiva y su inversa esta definida por

fhy-p
f-l ((J’p)’z’ys"")) = (J’sz’z’z‘ya"")

Consideremos la sucesi6n ortonormal {e,,e,,---} de I*, entonces como

S (ne,) =f((o,o,...,o,n,o,...)) =(0,0,---,0,1,0,--) =,
1 0

n—esima posicion n—esima posicion

se tiene que ¢, €Y paratodo neN Ademas

fe)=ne, vy |F'(e)

=hn
2

de donde

=00

|77 1=suplr™ ), 2 s0p |77 )

2

Por lo tanto, /™' es un operador lineal no acotado. Esto implica que £

es discontinua en todo punto ye¥

Observacion: Recordemos que /' es denso en [* bajo la topologia

inducida por la norma |-|.,.

Teorema 2.3.5: Sea G=F"':I? -51'cl? La inversa de la funcién de

Mazur Para todo x=(x,,x2,---)el2 y ¢>0 existen NeN y §>0 tal que si

y=(y--)el’ y |x-)|, <8, entonces

i) |x]<1y|y|<1,paratodo 12 N+1
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) [ <
) <t
») [e@)" -] <%.
Demostracién: Como x=(x,,x,,---)€l*, existe un nimero natural N tal
que
x|<4 para ;2N +1y "x‘”)"2 <<
Tomemos S=min{,5}. Sea y=(y,»,)el’ tal que [x-y|,<5,

entonces

st =[5 =beosh <5

por lo tanto, para todo i > N +1 se tiene que
il <lyi—xl+x| < s +4<3+1=1.
Ademas,
||x(~) _ y(~)||2 =(;:;l(x, ) ’J S(Z(x -5) )% =|x-3,<5<%

de donde

],

|

o e

M| ce4s=¢
lx 2<4+4—2

Finalmente, como |x|<1, |y|<1 para iz N+1, se tiene que
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le@)™-(coN"| = &

=N+

l[sgn (x)x?-sen(y,)»’ ]2

= (x,4 -2sgn(x,) sgn(y,) x*y; +y,‘)

=N+l
4 2.2 4
< Z (x, +2x°y " +y, )
i=N+1
<> (x,2 +2x? +y,2)
=N+l
o« 4 a 2
2 2
=Y x2+2) X2+ Dy,
i=N+l i=N+1 =N+l

L 2L b
=3p L+l
<3(g)+e=2 s,

Por lo tanto,

)" -(c0)™], <5

Teorema 2.3.6: Sean G=F':I? 5I'cl’ la inversa de la funcion de
Mazur, x=(x,x,, )el?>, e>0 y NeN. Entonces existe un §>0 tal que si
2
-1, <5, entonces |(G(x))"-(G(»))"| <%

Demostracién: Note que la funcidn

fR>R
f()=sgn(e)

es continuaen R. Luego, para cada :=1,2,---,N existe un § >0 tal que

|x,— 1] <8, = (sgn(x,) % —sgn(r)7’ )2 <£
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Tomemos & =min{4,,8,,--,8y}
Sea y=(3,y,-)el’ talque |x-y|, <8 Entonces |x,-y|<d paratodo

i=1,2,---,N. Porlo tanto,

“(G(x))m (G0 ))[N]"z ) ,zj;(sg"(x,)x,’ ~sen () ")

<N(%)=%.

Teorema 2.3.7: Sea G=F':I?’ 51I'cl®* la inversa de la funcién de
Mazur Entonces G es continua en />

Demostracién: Sean x=(x,,x,,---)el*> y £>0. Por el Teorema 235

existe un nimero NeN y ¢, >0 tal que

2
yel, ||x —y||2 <6 = ”(G (x))(N) —(G(y))(N) ”2 <£.

Luego, por el Teorema 2 3 6 existe un &, tal que

2
yel, Je-s,<8=|(6)"-(cO)"] <%

Sea 5 =min{4,,5,}. Luego,si yel?

x -y, <8; entonces

"G (x) -G (y)ll2 = “(G (x))(N) + (G(x))[N] _ (G(y))(N) B (G (y))[N]
<l(c (x))(N) -(6( y))(N) " + “(G (x))[N] -G (y))[N]

Por consiguiente, G es continua en x, para todo x e/?.
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Teorema 2.3.8: Sea F:I'cl* > I* lafuncidon de Mazur Entonces F es
discontinua en x, para todo xe!/'

Demostracion: Sea x=(x,x,,---)el' y §>0. Probemos que existe un
punto ye!' tal que |x-y|, <8 y |F(x)-F(y)|, >4
En efecto, sea ne N con -f% <6 Note que la funcién

g, Ro>R
g, (1) =l++ -l

escontinuaen R Luego, lim g, (1)=g,(0)=4

Por lo tanto, existe un £ >0 tal que g(r)>;}- siempre que |f|<¢

Como x=(x,x,,-)el', se tiene que ) |x|<; lo que mplica que existe

i=]

un NeN tal que |x|<&, siempre que : >N

Definamos la sucesion y=(y,,,,::) por

x+=mE) G N+1<iS N+
X, , en los otros casos

Como x=(x,,x,,--)el' y y=(»,,, ) sblo difieren en una cantidad finita

de términos, se tiene que yel'
Note que sgn(t+‘%(’1)=sgn(t) para todo eR Por lo tanto,

sgn(x )=sgn(y,) paratodo ieN Ademads,
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N+n 2
sl = 3 S5 =) =4 <
i=N+1
de donde
||x -y "2 <é

Finalmente,
[F(x)-FO) = ”(sgn(x,)lx,rf sgn (%)l )~(sen ()il sen ()il )||2
- i(sgn(x [ -sen(x)]y, |*)2
- 5 (V- =)
= ¥ (Yl - fll+E)

N

(gn( )

1=N+l

> 3 (23/;)2, ya que |x|<e

de donde, |F(x)-F(y)|, >+
De todo lo anterior se deduce que F es discontinua en x, para todo

xel'.

Como consecuencia de los resultados anteriores, se tiene el siguiente

corolario
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Corolario 2.3.5: Sea G=F"':I* 5I'cl* Entonces G es una biyecciéon

continuay G™' = F es discontinua en todo punto x e/’

Observaciéon: Si G:I* >1' es la inversa de la funcién de Mazur y la

topologia en ' es la inducida por la norma || entonces G es un

homeomorfismo. Sin embargo, si en /' consideramos la topologia inducida por

la norma |- ||,. entonces la funcion G:I* »1I'cI’ es una biyeccién continua,

2 1

pero su inversa G™' = F:I' c1* > I es discontinua en todo punto xe!l'.

Definicién 2.3.3: Sea f:D(f)cI’—>1* una funcion  f es discontinua
no acotadamente en todas partes si para todo k,6>0 y xe D(f) existe un
ye D(f) tal que

[e-sl, <6y |r&-rO), >

Teorema 2.3.9: Sea F:I'cl®? - I* la funcién de Mazur Entonces F es

discontinua no acotadamente en todas partes
Demostraci6n: Sea x=(x,,x,,-~)e D(F)=G(I*)=I'cI* y sean £,k>0.
Denotemos M =2k

Fyemos un neN tal que

<¢g

S



88

y definamos la funcién

g, R->R
2, (1) =l]+42 — |l

Como g, es una funcién continua en R, se tiene que

limg, (1) = g, (0) = %

-0

Por lo tanto, existe un § >0 tal que

g(r) >%, para todo 1, |f|< 5.
n

Como xeG(I*)=I', x=(x,x, ) es absolutamente sumable
Por lo tanto, existe un N tal que

|x,| <& paratodo i>N.

Consideremos la sucesion y=(y,,y,,---) definida por

M
{x,+ﬂ(i)—, SiIN+1<i<N+n
i = n

x, en los otros casos.

i

Luego yel', sgn(x,)=sgn(y,) paratodo :eNy

= <g
2 2
i=N+l n n n

+n | — 2 2 2
ool - 5 CENMC (0000

de donde |x-y|, <&. Finalmente,

2

"F(")‘F(J’)“; =i(sgn (x,)|x,|% ‘Sgn(y,)|y,|%)

i=1
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N+n( S x
Fe-rok= 3 |x.|—\/\, M’]

I I
™M M?
—
o =
- =
= 1
. | N
I
=
\:/

=N+l
N+n

M 2
-5 o) meekls

Por lo tanto,
M
||F(X)—F(y)||2 > '?= k, donde ||x—y"2 <&

Esto implica que F es discontinua no acotadamente en todas partes.

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 2.3.9.

Corolario 2.3.6: Sea F:I' cI* -» I* la funcién de Mazur Entonces, para
cada xe!' existe una sucesion no acotada {k,,}:=l de nameros reales positivos y
una sucesion {x,}” en [' tal que

>k

n

llm"x —x" =0 vy ||F(x)—F(x")2

n—»mw

Finalizamos este capitulo presentando una interpretacién geométrica del
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Teorema 23.9 En efecto, sean xe/?, R>0, B=B(x,R) la bola abierta en /*

de centro x yradio R

Como I' es denso en (I%,|-|,), existe un x'el'cl’ y R'<R tal que
B'=B(x,R)cB. Por el Teorema 239 y el Corolario 236, existe una
sucesion {z"}: de elementos de B’ que converge a x' en /? y una sucesién no

acotada {k,}” de nimeros reales positivos tal que

>k.

2 n

|[F()-F (=)

Tomemos una subsucesion {y"}” de {z"}  tal que

n+l

I -y, <|¥-y|,. paratodo n21

Luego, {y”}:=l es una subsucesién de {z"}; que converge

monoétonamente a x'.

Note que los miembros de la sucesién {y"}" son puntos de esferas

concéntricas en /2, cada una con centroen x* Denotemos

el y 8= =fuert he-xl=r).

n

Para cada ne N sean

min (r,,_l -7, 7, = r,m)
2

p, < y B =3(.p)
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€

Luego BB, =93 si n=m. Por lo tanto, {B;}:=1 es una sucesion

n-1 n
y - y 2 rn-l I

2

n-1

=

mutualmente disjunta de bolas en B’ < B, donde cada bola B; esta centrada en

y

Por otro lado, como para cada ne N,
"F(x')—F(y")
por la desigualdad triangular, se tiene que

|7 G, 7 ()

>k,

2

2>k,,
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Como |F(x')], es fijoy {,},, es una sucesién no acotada de numeros

reales positivos, se tiene que {"F ( y") 2}00 no esta acotada superiormente Por
n=1

consiguiente, existe una subsucesion {w"}:’=l de {y,}", tal que

||F(wn+1)

, >1+||F(w" )u2 para todo n>1

Luego

"F(w")—F(w""') >1

2

Note que la funcion F' =G:I* »I' cI* es continua en F(w") para cada
neN Por lo tanto, existe un ¢,, 0<g,<3 tal que s1 4, = B(F(w"),s,,),
entonces F'(4,)cB,cB cB

Asi pues, {4,}"  es una sucesion mutualmente disjunta de bolas en /*



CAPITULO 1lI
GEOMETRIA DEL ESPACIO DE HILBERT /?
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Ill. GEOMETRIA DEL ESPACIO DE HILBERT [*.

En este capitulo determinaremos una familia no enumerable disjunta dos
a dos de subconjuntos densos y convexos de [, lo cual marca una diferencia
entre los espacios de Hilbert de dimension finita y los espacios de Hilbert de

dimensién infinita En lo que sigue supondremos que

1? ={x d <oo}
n=1

w
{x, }; :x eR, Z X,

3.1 SUBESPACIOS AFINES EN I

Definicién 3.1.1: Para cada nimero real ¢ definamos el subconjunto X,

de ' por

X, ={x={x,,}:=l el :ix,, =c}
n=l

Teorema 3.1.1: Para cada nimero real ¢

1) X, <l
u) La funcién f:I' >R definda por f(x)=f({x,,}:=l)=ix,, es un
n=]

funcional lineal acotado y || =1

ii) X, es un subconjunto cerrado de /'

w)l'=Jx,.

ceR
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Demostracién:

1) Como X, cl'y I'cl?, se tiene que X, c I’

x,| <, se tiene que la serie ) x,

n=1 n=1

1) Como para todo x={x,}" el',i

n

es convergente Por lo tanto, f/ esta bien definida Ademas, claramente f es

una funcion lineal  Por otro lado, para todo x={x,} e!' se tiene que

[f (=)=

@
2%
n=l

<k /=l
Luego, f es un funcional linealy |f|<1 Mas aun, como
x=(10,0,-)el' y |f(x)=1=|4|,
se tiene que | /] =1
i) Como f es una funcién lineal continua y X, = f~'({c}) se tiene que
X, es un subconjunto cerrado de /'

) Es claro que | JX,cl' Ademdas, como para todo x={x} el

ceR

f(x)=)x,€R setiene que xe X,, donde c=) x, Por consiguiente,
n=1 n=1

I'={Jx,

ceR

Teorema 3.1.2: Para cada ce R, X, es denso como subconjunto de /2.

Demostracién: Sean x={x,}” eI’y ¢>0. Paracada par de niimeros
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naturales N y M definamos

L. (xl,xz,---,xN,O,O,-")

S=Xx+x, et xy

z=x"4y
Fyemos N lo suficientemente grande tal que
=+, <2

Fijemos ahora un M lo suficientemente grande tal que

Iol, =[5 T =<

1
M2

Note que z={z,}" el'cl* Ademas

izn=s+M(%)=c

n=l|

Por lo tanto, ze X,. Finaimente,

ool =149,
“fie)e]

<

x_ﬂWLHbm

£E4E—
<£{+f=¢

lo que implica que X, es denso como subconjunto de /*.
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Teorema 3.1.3: Para cada ce R, X, es convexo como subconjunto de /2.

Demostracién: Sean

dos elementos de X, y reR
Definamos
z:= {z,,}:=l :=tx+(1-t)y = {t x, +(1 -—t)y,,}:’=l

Entonces

i z, =i|tx,, +(l—t)y"

n=1 n=|
) )
<2l l+-4%
n=l n=1

<o

xﬂ y’l
lo que implica que ze!'. Porlo tanto, ze/?

Por otro lado,

iz,, =i(t x, +(1—t)y,,)

n=] n=]

=t 3 x, +(1—t)iy,,
n=1

n=]
=tc+(1-1)c
=c
lo que mplica que ze X, .

Asipues, tx+(1-t)ye X  paratodo x,ye X, y teR

Por consiguiente, X, es convexo como subconjunto de /7
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Observaciones:

1) Sean N, =N(f)={xel' :f(x)=0} y z,€X,

Entonces N, es un subespaciode /' y I Ademas, X, =N, +z,, por lo
tanto, X_ es un subespacio afin de

2) El numero real ¢ en el Teorema anterior se ha tomado sin la restriccion
de que 7 €[0,1]

3) Si ceR, entonces por el Teorema 3 1 1-(1i1) X, es un subconjunto

cerrado de (7',]-|,) Luego, como X, =/', se tiene que X, no es denso como

subconjunto de (l',

":) en contraste con el Teorema 3 1 2 que prueba que X,

1L

4) A diferencia de /?, los subespacios afines de R”, diferente de R", son

es denso como subconjunto de (12,

convexos pero no densos en R” El unico subconjunto denso y convexo de R”

es él mismo

Teorema 3.1.4: Sea X={X,:ceR} XK es una familia no enumerable
disjunta dos a dos de subconjuntos densos y convexos de /*

Demostracién: Por la definicion de X, se tiene que X, =X, siy solo si
c=d. Ademas, como R es no enumerable y cada conjunto X, es denso y

convexo en /?, se tiene que X es una familia no enumerable disjunta dos a dos
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de subconjuntos densos y convexos de [*

Consideremos la funcién de Mazur F:I' - I* definida en la demostracion

del Teorema232 Six={x}" eI, entonces

F(x)= (sgn(x1)|x,|%,sgn(xz)|x2 t sgn (x3)|x3|% ,) :

Luego, F esbiyectivay G=F"':I* ' esta definida por
G(y)=(sen(») .’ sen(3,) . »sen(3,) 35 )
donde y={y,}" el’. Ademas, F y G son continuas

Como [ =UXC es un subespacio de /*, gracias a S Mazur, podemos

ceR

resumir los resultados anteriores en el siguiente teorema

Teorema 3.1.5: La funcién G:I* >/ =UXc definida por Mazur es un

ceR

homeomorfismo cuya imagen es la unién disjunta de una familia no enumerable
de subconjuntos densos y convexos de /* Pero si en I' se considera la

topologia inducida por la norma |-|,, entonces G™' es discontinua en todo punto

de /'

3.2 ESFERAS EN I*.

Recordemos que la bola abierta de centro x y radio » en I*> es el
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conjunto B(x,r)= { yel*:x-yl, <r} La bola cerrada de centro x y radio » en
I’ es el conunto B(x,r)={yel’:|x-)|,<r} y la esfera de centro x y radio r
en I’ es S(x,r)={yel2 b=, =r}. Ademas,

o

%

El intenior de B(x,r) es B(x,r)

o0

La clausura de B(x,r) es B(x,r)
% B(x,r) y S(x,r) son subconjuntos cerrados de /*
< B(x,r) es un subconjunto abierto de *.

* B(xr)y B(x,r) son subconjuntos convexos de /*

Teorema 3.2.1: Sean S =S(x,r) una esfera en I*yceR Sean yeSy
£>0 Entonces existe un ze SN X, tal que |z-y|, <s. En particular, SN X,
es un subconjunto infinito y denso de §

Demostracién: Sean D=B(x,r) y D'=B(y,é) Como yeScD se
tiene que B(x,r)NB(y,s)#D Ademas, como B(x,r)\B(y,£) es un
subconjunto abierto de /> y X, es denso en /2, se tiene que existe

ue X, N(B(xr)NB(y.¢)).

De igual manera, como y e S, existe un

ve X, ﬂI:B(y,f:)ﬂ(l2 —D)].
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Gl

Note que
"x_ullz <ry "x—vllz >r.
Definamos la funcién

f:01]->R

£(e)=|x=(eu+(1-1)v)|,
Es obvio que f es una funcién continua en [0,1] Por otro lado
FO)=lx-v,>r vy fQ)=]e-a], <r.

Luego, por el Teorema del Valor Intermedio existe un ¢, «(0,1) tal que
f(z,)=r Denotemos z=t,u+(1-1,)v Como u,veX, y X, es convexo, se
tiene que ze X,. Ademas, como

=zl =|e- (0 u+(1-1)v)|, = £ (&) =~
setiene que zeS Porconsiguiente, ze SN X,
Finalmente, como u,ve B(y,¢) y B(y,€) es convexo,

z=t,u+(1-1,)ve B(y,¢)
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Porlo tanto, |y-z||, <& Asipues, SNX, esdensoen S,y por ende Iinfinito

Teorema 3.2.2: Sean S=S(x,r) unaesferaen I’, yeS y £>0 entonces

existe un z={z,}" S tal que |y-z|,<s y z no es sumable, es decr,
izan. Luego, zg!'
n=1

Demostracion:

Sean D=B(x,r) y D'=B(y,¢). Tomemos h=(L1,1,1,..-)el?
Note que 4 no es sumable  Euler probé que ) 1 =2; por lo tanto,
n=1

|#|, =% Como X, es densoen I, existen p,q € X, tal que

peB(xr)NB(y.e) y qeB(ys)N(I-D)

(P

&=p=,.la-,-r.2-a-],}

Sea

8<% min{r-|p-x

y definamos u:=46h. Entonces
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b= (p+u)], =|(x- p)-4,
<|x~pl, +ul,
<|x-pl,+5(%)
<|x-pl, +r-[p-,

=r

[y-(p+u)l, =)~ p)-4],
<y~ pl, +[xl,
<|ly-pl, +o(%)
<|y-pl,+&-[p-5],
=g

[y=(a+u)], =|(v-9)-4,
<|y-ql, +||,
<ly-ql,+5(%)
<ly-dl, +&-la-»l,
=ég.

Ademas,
[x~ql, <|x—(g+u)], +]],
= "x— (g+ u)"2 + 5[—%)
x-al,-&(%) <} (g+u),
Luego, como

o )<l -
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se tiene que
r <le-al,-o{ T J<le- (o)

Asi pues, p+ue B(x,r)NB(y,5) ¥ q+ue B(y,e)N(I* - D)

L CE

Definamos la funcion

f[01]>R

f(t)=||x—(z(p+u)+(1—t)(q+u))||2
Es obvio que f es una funcion continua en [0,1]. Ademas,
f(0)=||x—(q+u)"2>r y f(1)=||x—(p+u)||2<r
Luego, por el Teorema del Valor Intermedio, existe un ¢, e(O,l) tal que

f(t)=r Denotemos

z=t,(p+u)+(1-4,)(q+u)
=t,p+(1-1,)g+u.
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Luego, |x-z|,=r y zeS  Por otro lado, como p+u,q+ueB(y,€) y
B(y,£) es convexo, se tiene que ze B(y,¢); es decrr, |y—z|, < Finalmente,
como p,geX,, se tiene que pyq son absolutamente sumables Asi, tp ¥y
(1-1,)g, son sumables y u =5k no es sumable. Por ende

z=top+(1—to)q+u

no es sumable, de donde z ¢!

Corolario 3.2.1: Sean S=S(x,7) una esferaen >y ceR  Entonces

SN X, no es un subconyunto cerrado de /2

Demostracién: Por el Teorema 3 2 2 existe un ye S que no es sumable

Porlotanto, yel'y ye X,

Sea neN. Entonces por el Teorema 3 2 1 existe un z, e SN X, tal que

es una sucesion en S X, que converge a y

|z" - y"z < % : Luego, {z,, }:=1

Pero ye X_, lo que implica que SN X, no es un subconjunto cerrado de /*

Notacién: Denotaremos por C el conjunto

C= {x el*:xnoes sumable}

Corolario 3.2.2: Sea S =S(x,r) una esferaen I Entonces SNC no es

un subconjunto cerrado de /°.
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Demostracién: Por el Teorema 321 existe un yeSNX, Por el
Teorema 3 2 2 existe una sucesion {z,}” en SNC tal que |y-z,|, <+

Asi pues, {z,}”

,, €S una sucesion en SNC que converge al punto

absolutamente sumable y. Esto implica que SNC no es un subconjunto

cerrado de /2.

Teorema 3.2.3: Sean xel’, r>0, D=B(xr) y S=S(xr) Sean
peB(xr)yqel’-D Sea L={tp+(1-t)q:teR}

Entonces

i) Existe un unico punto ye LN B(x,r) tal que (y-x,9-p)=0; es decrr,
y-xlq-p

n) Para cada gel*-D, la funcién

£, B(x,r)=> LN B(x,r)
Ja (p)=yp

es continua, donde y, es el punto tnico dado en (1)

in) Existe un anico ¢, € (0,1) tal que

o +10(a=,)=3], = |- (ha+(1-1)3, ) =~
Elpunto z, =1,q+(1-1,) y, lo llamaremos, /a proyeccién de p sobre S

) La funcién
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7,:B(x,r)—>(0,1)
7,(P)=t,

es continua, donde ¢, es el punto Unico ¢, € (0,1) dado en (ii1)
v) La funcién

g,:B(x,r)—>S
g,(p)=2,=1,(p)+7,(p) 9~ 1,(P)]

es continua

z,=tg+(1-1,)y, =g,(p)

Demostracion:

i) De acuerdo a la idea en la figura anterior, y, debe tener la forma

y=p+t(q-p)=tg+(1-t)p paraalgin reR
Para encontrar el punto y, resolvamos la ecuacién (y—x,q— p>=0 En

efecto,
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0=(y-x,9-p)
=(p+t(q-p)-*q-p)
=—(x-p,g-p)+t{q4-p.q- P)

de donde

x-pa-p)_
- P _
la- £l

P

Como x,p y g son fijos, se tiene que ¢, es unico. Asi pues,
v, =p+t,(q-p) es el tnico elemento de L tal que (y, ~x,g-p)=0, es decir,

yp—x_Lq—p.

Por otro lado,

"yp—x"Z =<y,, —x,yp—x>
=<p+tp(q—p)—x,p+tp(q—p)—x>
=(p-x,p-x)+.(q- p.q- p)+1,(p-%.q-p)+1,(q-p.p—*)
=lp-l; +1;la- Pl +2,{p~x.4-p)

2
=||p—x||:+[<""”—":f’>] uq-pu:n[w]@-x,q-»
"q_Pllz "q_Pllz
x=p.g-p) _,{x-pa-p)
la- oI, la-2I;

o +4

(x-p.q-p)’

la- 2l

2
"yp _le = ||p—x||; .

<|p-+

<ri.

Por lo tanto, y,eB(x,r) Mas aun, note que y, es la mejor
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aproximacion a x por elementos de L; es decir, y, =P, (x).

u) Por lo probado en la parte (1) se tiene que la funcién f, esta definida

por
f,(p)=v,
=p+tp(q_p)
N Gl X /YR

la- 7

Como |- p|, #0 para todo pe B(x,r) y el producto interno es continuo,
se tiene que f, es una funcién continua en B(x,r).
ut) Ahora-debemos buscar un punto zeS de la forma z=y, +t(q—yp)
para algun t e R. Para esto debemos resolver la ecuacion
|2, +1(a-,)=, =

En efecto, elevando al cuadrado los dos miembros de la ecuacién y

resolviendo obtenemos

al RUCEAR |
=<yp +t(q_yp)_x’yp +t(q—y,,—x)>

=(y,=%,= %)+ (q-,,a-,) (v, -xt(a-,))+(t(a-7,)., - %)
=l =, 2 la-s, [ +2 (v, ~5a-3,)

pero por (1)
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,—%4-p—t,(q-p))

(o -xa-y,)=(y
( »=%4-p)~1,(y, ~%.4-p)

Luego,

”yp —x“i + ||q—y,,||z =r’

f=+ ’2‘||yp‘x||§
||q—y,,||2
donde r2—||yp—x||2>0, ya que y,eB(x,r)  Asi pues, LNS consiste de

exactamente dos puntos z y w. Tomaremos el punto z= z, correspondiente al

valor

2 2
r _"yp —x"z

>0
"q—yp"z

ty=

Como y,-xLg- ¥, por el Teorema de Pitagoras, se tiene que
r* <lg=f; =[5, ~x)+(a-, )], =, -+l +la-5,;
de donde

r* =y, -+,
"q Ve Ilz

2 2
r _"yp - x||2

<0
Ja-5.],

0<t, = <l 'y -l<—=-

Asi pues,
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2

2
i

t =
© el

es el unico elemento del intervalo (0,1) tal que
"yp +1, (q—yp)—x"2 =r.

) De (iii) se tiene que la funcion z, : B(x,r) - (0,1) esta definida por

2 -2
N e

q—y,,"z
\/ 2

-4 (p)-4],
a-1,),

~

Ahora bien, como f, es una funcion continua y |g- £, (p)|, =0 para todo
pe B(x,r), se tiene que la funcion z, es continua en B(x,r)
v) Como f, y 7, son continuas en B(x,r) se tiene que g, es continua

en B(x,r)

Definicién 3.2.1: Un subconjunto 4 de /* es un continuum si existe una

funcién no constante, inyectiva y continua f:[0,1] —»/* tal que f ([0,1])= A

Teorema 3.2.4: Sean S=S(x,r) una esfera de />y ceR  Entonces,
SN X, contiene un continuum

Demostracién: Sea D=B(x,r). Por la densidad de X, en %, existen
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puntos p,, p, € X, B(x,r) tales que p, # p,. Denotemos
L={p,+t(p,—p,)/ 1R}
Como (#* - D)N(1* - L) es un subconjunto ablerto de I* y X, esdensoen /2,
x.n[(?-p)n("-L)]=(x.-D)N(F-L)* 2

Sea ge(X,-D)N(1*-L)

Definamos la funcién

h:[0,1] - B(x,r)c P’
h(3)=po +S(Pl _po)
=s p, +(1-5) p,.

Es claro que # es una funcién continua en [0,1] Ademas, como B(x,r)

es convexo, h(s)e B(xr) para todo se[0,1], es decrr, |x—A(s)|, <7, para todo
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s€[0,1]
Consideremos las funciones f,, 7, y g, definidas en el Teorema 3.2.3 y

definamos la funcién
7:[0,1] > S
7(8) =2y = £, (h(5)) +2, (=) (a- £, (h(s)))]
= gq (h (s))

Note que por la parte (1) del Teorema 3 2 3, se tiene que y(s)e S para
todo s[0,1] Ademas, como k(s)e X,, por el Teorema 3 1 3 y la construccion
del elemento f,(k(s)), se tiene que f,(h(s))eX, Luego, como X, es
convexo, y(s)e X, paratodo s[0,1].

Por otro lado, como #,7, y f, son funciones continuas, se tiene que y es
una funcién continua en [0,1].

Finalmente, probemos que y es una funciéon inyectiva En efecto,
supongamos que existen s,,s, €[0,1], s, #s,, tales que y(s;)=y(s,). Entonces
Zyo) = Znsy Y B(s)=h(s;) Pero h(s), z,,, Y q son colineales y h(s,), Zyy Y
q son colineales

Luego, A(s),h(s,) y g son colineales

Como p,, p,h(s;) vy h(s,) son colineales, se tiene p,, p, g son
colineales, lo que es una contradiccion  Asi pues, y:[0,1] - SN X, es inyectiva

y SNX, contiene un continuum
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3.3 CONEXIDAD POR CAMINOS.

A continuacién probaremos que el Teorema 32 3 es también cierto si

peS(x,r)

Teorema 3.3.1; Sean xel’, r>0, D=B(xr) y S=S(x,r) Sean
peSyqgelcl’-D. Sea L={p+t(q-p)/teR}. Entonces.

1) Existe un Unico punto ye LND tal que (y—x,q—p)=0, es decir,
y-xlg-p.

n) Para cada g e/’ - D, la funcion

f,:B(x,r)>LND
()=,
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es continua, donde y, es el punto nico dado en (1)

iii) Existe un dnico ¢, € (0,1) tal que

[, +10(a=,)=5], =|s-(na+1-1), )|, =~
El punto z, =t,q+(1-1,) ¥, lollamaremos, la proyecciéon de p sobre §
w) La funcién

‘rq:S—>(0,1)
Ty (p)=tp

es continua, donde ¢, es el punto Gnico dado en (i)
v) La funcién

g :5->S
g,(p)=z,=1,(p)+7,(p) 9~ £,(P)]

es continua.

Demostracién:
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i) Siguiendo los pasos en (i) del Teorema 3 2 3, obtenemos el mismo
unico

. {x—p,q—zp) _,
la -l

14

tal que
v,=p+t,(g-p)eL y (y,-xg-p)=0
Note que x—p L g-p si1ysélosi t=0, es decrr, y, = p.

Por otro lado,

(x-p,g-pY

la- 2l

2 2
"yp —x||2 = "P _xuz -

De donde,
I, -, <|lp-x=r.
(Con igualdad s1 y sélo s, (x—p,q-p)=0) Por lo tanto, y,eLND En
particular, y, S siysolo sl (x—p,q—p)=0.
u) Como la funcién f,:S — LND esta definida por
f(p)=y,
= ,,{M](q_ p)

la- Al
Y [¢-p|, #0. se tiene que £, es una funcién continua en S

ii) Repitiendo el argumento en (i) del Teorema 3 2 3 se obtiene que



117

z, =yp+to(q—yp)eS
Note que s y, €S, entonces 7,=0 y z,=y, (Esto ocurre si y sélo s
x—plq-p,locualesequvalente a y, = p, porla unicidad del punto y,)
Asi se tienen las siguientes equivalencias

(x—p,q—p)=0<:>yp =&y, eS<:>zp =y,
< LS esun conjunto unitario.

Similarmente que en () y (v) del Teorema 32 3 se tiene que las

funciones 7, y g, son continuas en S

Observacién: Si (x-p,q-p)#0 Entonces LNS={z,,w,} donde

zp=y,,+tp(q—y,,),wp=yp—tp(q—yp), ademas, pe LNS. Si(x-p,q-p)=0,

entonces LNS={z,}={p}.

Teorema 3.3.2: Sean xel’, r>0, D=B(xr) y S=S(xr) Sean

peS Yy qel’ tal que (x-p,g-p)<0 Entonces gel’-D vy, por ende, se

satisface el Teorema 3 3 1
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Demostracion:

Note que

0>(x—p,q-p)=<x-P,(¢I‘x)+(x‘P)>
=(x-p,g-x)+(x—p,x~p)
== pl+(x-pog =),

de donde
v pl; <~(x~p.g~x)=(x~p.x-q)
Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwars
0<lx=pl; <{x-p.x-a)=|(x~p.x~g) <|x~ p|, |x~dl,
Asi pues,
r=lx-pl, <l=-ql,.

es decir, ge/*-~D Por consiguiente, se satisface el Teorema 3.3.1

Teorema 3.3.3: Sean xc/’, r>0, D=B(x,r) y S(x,r) Sean peSy

gel’ tal que (x—p,q—p)<0
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Sean L={p+t(q-p)/teR} y LNS ={z,w}, donde

z,=¥,+6(4-5,), w,=y,~1(9-,)

2 2
N7

2=,

2

son dados en los Teoremas 33 1y 33.2. Entonces z,=p

Demostracioén: De los Teoremas 323,33 1y3 32, se tiene que
z,=y,+t, (q—yp) con 1,&(0,1) y <x—yq,q—yq>=0
Luego, como
p=y,+7(q-,)e{z,w,} =LNS

se tiene que
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0 <(x—p,q—p)=<x—(y,, +(a-»,)).q9-(, +r(q—y,,))>
=(¥~,8-3,)~(x=3,7(a-5,))- (s (a-¥,).a-3, )+ 7* (4-¥,.a-»,)
=~tlg-5,;+7*|a-,l;
=-z(1-7)g-];-

Por consiguiente, 0<z <1y r =t,. Asipues, z,=p

Teorema 3.3.4: Sean S=S(x,r) una esfera en /> y ceR. Sean
P,p €SNX, tales que p, #p, y no antipodales (0 sea que Do» DjX NO sON
colineales) Entonces, existe un camino en SN X, con puntos terminales Do Y
p,, es decir, existe una funcién continua y:[0,1] - SN.X, tal que y(0)=p, y
r()=p,

Demostracién: Como por el Teorema 3.21, SNX, es denso en S,
existen dos puntos distintos p,, p, en SN X, que no son antipodales.

Probemos que existe un punto g€ X, tal que
(9=Posx—po)<0 Y (g-p,x~p)<0 (¥)
En efecto, sea m=1p, +1 p, el punto medio del segmento
ﬁ:{po +A(p, —po):le[O,l]}
Como p, y p, no son antipodales, m=x Sea Q=x+A(m-x), paraun ieR

por determinar
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Dy

D

Note que
(Po =X, Dy _x)=r2 =<Pl =X, D _x>'
Luego,

<%(po+p,)—x,x—po>
=(3(po=%)+(p, - %)%~ p,)
=-2L(p0—x,x—po)+l(pl—x,x—po)
Po=%, D= %)+3{py =%, %~ p,)
-X,p,—x)+ (po x,x=p;)
b x),x—pl> (P o‘x’x_P1>

(%(

= (%( p—x)+3(p, —x),x—pl>
(%(
=(

N|»- N|--
/\ —~

P0+P1)_x’x"P1>

m-x,x— pl)

Por otro lado,

(Q—po,x—po)=<(x+/1(m—x))—po,x—po>
=(x—po,x—po)+/l<m—x,x—po)
=r? +/1<m—x,x—po)

(x—p,,x-—pl>+/1(m—x,x—pl)

(x—pl +/1(m—x),x—p,>

=(2-pi.x-p,)-
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Ademas,

(m—x,po—J:):((nn—po)+(po —x),po—x)
=(m—po’Po _x)+<Po —x,po—x)
=(m-p,, py—x)+1%,

pero por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

m= o, po = x)| <= poll |2y -],

< %"pl - pO"z "Po - x"z
<%(2r)r

= p?
ya que |p, - p,| <2r, lo cual implica que

(m—x,po—x)>0 y (m—x,x—po)<0

Luego, como
(Q—Po,x—P()):(Q—pr—Pl)
=r? +l(m—x,x—p0>,
|
1 —r _ —r? _ r?
(m—x’x—Po> (%(Po +pl)_x’x_p0) <‘§'(Po +p,)—x,po _x>
se tiene

(Q"po’x_Po>=<Q‘P1,x"p,><0
donde Q=x+A(m-x).
Ahora bien, por la densidad de X, en * y la continuidad de la adicion, el

producto por un escalar y el producto escalar, existe un geX, lo
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suficientemente cercano a Q tal que
(9= Po,x=po) <0y (g-p,x~p,)<0
Por el Teorema 3 3.3 se tiene que z, =g (p,)=p, ¥ 2, =&,(p)=p,

Finalmente, por la demostracion del Teorema 3 2.4, la funcién

7:[0,1]>SNX,
7(s)= Zys) = &4 (h(s))

es una funcién continua en [0,1], donde

h :[0,1]—)§(x,r) cl?
h(s)=p,+s(p, - p,)-

Ademas,

7(0)=g,(1(0))=,(p,)= P,

r()=g, (h(l))= g(p)=p.

Asi pues, existe un camino en S X, con puntos terminales p, y p,

Teorema 3.3.5: Sean S=S(x,r) una esfera en I> y ceR  Sean
Py-P, €SN X, puntos antipodales en S  Entonces, existe un camino en SN.X,
con puntos terminales p, y p,

Demostracién: Sea p, € S(1.X, un punto que no es antipodal a p, y p,.
Luego, por el Teorema 3 3 4 existen funciones continuas

7n:01]->SNX, y »:[0,1]>SNX,
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tales que
}’,(0)=P0, 71(1)‘:172 Y72(0)=P2s 72(1)=P1'

Sea y:[0,1] >SN X,

7 (2s si0<s<i
p(o)= {7 ) B0se
7,(2s-1) sii<s<l

entonces y es una funcion continua tal que y(0)=p, y (1)=p,

Definicién 3.3.1: Un subconunto Ac/* es conexo por camino si para

todo x,ye 4 existe una funcién continua y:[0,1] > 4 tal que y(0)=x, y(1)=y

La funcién » y el conjunto #([0,1]) son llamados un camino de x en y

Teorema 3.3.6: Sea S=S(x,r) una esferaen /> Entonces S contiene

una familia no enumerable y disjunta dos a dos de subconjuntos conexos por

caminos y densos en S

Demostracioén: Sea J={SNX,:ceR} Entonces, como por el Teorema

314, X={X,:ceR} es una famiia no enumerable y disjunta dos a dos de

subconjuntos densos y convexos de I’ y por el Teorema 321 SNX, es un
subconjunto Infinito y denso de S, se tiene que J es una familia no enumerable
y disjunta dos a dos de subconjuntos infinitos y densos en S  Finalmente, por

los Teoremas 3.3.4 y 3 35, para cada par de puntos distintos p,,p, e SNX,
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existe una funcién continua y:[0,1]—» SN X, tal que y(0)=p,, »(1)=p. Por
lo tanto, SNX, es conexo por caminos  Asi pues, J es una familia no

enumerable y disjunta dos a dos de subconjuntos conexos por caminos y densos
en S
Finalizamos este capitulo con un ejemplo que permite comprender mejor

las propiedades geométricas de X NS
Ejemplo 3.3.1: Sean S(x,r) una esfera en I* y ceR. Sean
PP €X. NS y ge X, tal que
q¢L={p0+t(p,—po):te]R}
El plano que contiene los puntos p,p, ¥ ¢ lo denotaremos por
7(py> P1>q); asi,

7(Po> £1,0) ={Py + (P~ o) +5(g- po) 11,5 < R}
=p+Y

donde Y =[p,-p,.q— p,] es el subespacio de /* generado por los vectores

p—49 Y 9-p,

)

< Como ¢g¢L, se tiene que p-p, ¥ g-p, son linealmente

iIndependientes; por lo tanto, dim(Y)=2

)

Como p,,p,9€ X, y X, es un subespacio afin de /%, se tiene que

7(py, Pg) X,

(/

< Construyamos una nueva base ortonormal $’={el' 15,65 ,} de /?
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de la siguiente manera tomemos

. 1

e |(p,—p0)eY

) |p - po]

Sea e;e¥ un vector untario tal que (ef,e})=0 Para n>3,
construyamos e, por el proceso de Gram-Schmidt

Asi, B'={e},€;,¢;,-+-} €s una base ortonormal de /> y ¥ =[ ¢, ¢} |

o Para cada z=(z,z,--)el’, denotemos z'=z-p,=(z,2),")
donde z, son los coeficientes de Fourier de z con respecto a la base ortonormal
usual B={ee,,e,,---}de > y z, son los coeficientes de Fourier de z' con

respecto a la base ortonormal 8*= {e,' ,e;,e;}

< De las observaciones anteriores se tiene que

y=.y. ) e (P p9) S y-py =Y =(¥, ¥3+-) €Y
©y,=0 paran23.

Probemos que #(p,,p,,q9)NS es una circunferencia en z(p,, p,,q) que
pasa por los puntos p, y p, En efecto, note que
p5=(0,0,+), P =(p,p3,0,0,+), x=(x, %)
Sea I =(x,,x,,0,0,---)e Y, entonces h=Hh+pen(p,,p,,q)
Para cada ' =(z,2,,0,0,---) €Y, se tiene que
(' -#,2)=((0,0,x,x,,---),(2},2,0,0,-)) =0

Por lo tanto, x'-#'cY* y K es la (Gnica) mejor aproximacion a x’ por
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elementos de Y (recuerde que la norma es independiente de la base ortonormal

que se tome) Asi pues, h=H+ p, es la (4nica) mejor aproximaciéna x=x"+p
por elementos de p,+Y =7(p,,p,,q), es decir, k=P, . (x)
Note que %= p,, ya que de lo contrario se tendria que

H=(x,%,0,0,-) =(0,0,) = py

x~Hl, =llx~poll, =7 =[x~ pl,
lo que contradice la unicidad de la mejor aproximacion. Asi pues, x;#0 6
x=0.
Por otro lado,
I =[x’ - 41

=[0.0,%, %,

=2(x)

<)

o

2
’
"

= "x — b, ":

por consiguiente, e B(x,r)N\z(py, p»9)
Note que

seS<:>||s—x||: =r?

2
IS ||s' - x’"2 =r?
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seS? @i(s;—x",)z =p?
n=1

sen(pyp,q)< s =(s],8,) €Y
< s, =0 paratodon=3.

Por lo tanto,
sezr(po,p,,q)ﬂS@i(s,’,—x,’,)z=r2 y s5,=0 paran>3
P
<:>i(s,’,—x;)z+i(s;—x;)2=r2 y 5,=0 paran>3
P no3
@i(s;—x;)z+i(x:,)z=r2 y 5,=0 paran>3
e

n=3

<=>(s,'—x,')2+(s;— ;)2=72—i(x,',)2 y s§,=0 paran23.
n=3

“a
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W Fee
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Asi pues, sez(p,,p,q)NS sy sblo s s'=(s],s5;,0,0, -) es elemento de

la circunferencia en Y de centro #' y radio /rz—Z(x')z. Por consiguiente,
n=3

z(py,p,9)NS es la circunferencia en el plano z(p,,p,,q) de centro & y radio

R= ’rZ—Z(x,',)z. Note que, por construccién, p, y p, pertenecen a esta
n=3

circunferencia
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