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INTRODUCCION

En este trabajo puede considerarse dividido en dos
partes: la primera comprende los capitulos del primero al
sexto, e intenta una exposicién sistematica de la teoria de
los grupos de simetrias en el plano. La segunda parte
(capitulo séptimod es una aplicacidn de estos grupos como
instrumentos de anilisis y clasificacién en la arqueologi a;
en nuestro caso particular, la ceramica de la Regidn Central
de Panamai.

.(;Jon la primera parte se pretende contribuir a poner al
alcance de investigadores de las ciencias sociales y las
artes plasticas el tema de la simetria, en Matematica,
partiendo de una base minima de conocimientos elementales.
Ademas creemos que llenamos un vacio en la literatura
latinoamericana sobre este tema, allanando de contera el
camino para futuras investigaciones sobre el tema de la
segunda parte: su aplicabilidad en la arqueologia <(ademis de
las ya conocidas en Fisica vy Fisicoqui mica>. Este dualtimo
aspecto ha adquirido en los afios resientes una gran importan
cia y este trabajo, ‘hasta donde sabemos, es el primero de su
naturaleza que se realiza en Latinoamérica. Queremos anotar,
sin embargo, que la afinacién de los resultados contenidos

en el capitulo séptimo hubiera sido mayor si las muestras



examinadas hubieran sido mas completas.

Las muestras examinadas son las contenidas en los libros
de Lothrop [1942 y 1976]; también se solicitdé y obtuvo
acceso a la coleccién de cerémic‘:a que tiene bajo su custodia
el Museo Antropolégico "Reina Torres de Aratz" de la ciudad
de Panami, se visgsitd la coleccidn que se exhibe en el Museo
Regional de Penonomé para estudiar una parte de las piezas
encontradas en Sitio Conte (PN-5); igualmente se estudiaron
registros fotograficos de piezas que se encuentran en museos
norteamericanos, que corresponden al area de interés. El
estudio de las piezas en el Museo Antropoldgico se llevd a
cabo desde junio de 1988 a febrero de 1989. ‘

l.os datos obtenidos se sometieron a un exhaustivo
anilisis estadistico para determinar 1la validez de las
hipétesis planteadas para mostrar la aplicabilidad de los
conceptos de simetria Como esta parte del trabajo difiere
de la anterior se hizo necesario presentar una cantidad de
informacién previa al analisis estadistico, esta .parte
congsiste en una fundamentacién tedrica de la aplicacién,
validando el uso de la simetria como herramienta capaz de
detectar cambios en el subsistema cultural que corresponde a
ila alfareria, también se caracterizé el area geografica de
aplicacion, la Regién Central.

Al estar trabajando con la ceridmica de la coleccidn del
Museo Antropolédgico y después de las consultas pertinentes

se determin® que era apropiado plantear una hipdétesis adicio



xi
nal, como es pretender detectar la existencia de diferencias
en la cerAmica perteneciente a varios subperiodos de un
determinado periodo, se hizo este estudio para el V Periodo
de la secuencia cronolégica correspondiente a la regién y se
encontraron diferencias coincidentes cuando se wutilizé una

de las tres categori{as de analisis.



Capi tulo 1

LA ISOMETRIA : UN TIPO DE MOVIMIENTO EN EL PLANO

1.1 Generalidades y Definiciones.

Para los propoédsitos de este trabajo utilizaremos el térmij
no FIGURA para designar cualquier subconjunto del plano.
Todo el trabajo es en el plano. Utilizaremos las letras cur-

1
sivas maydsculas &, B, F, Y, . . . para designar a estas fi~
guras; ejemplos de ellas se presentan en la figura 1.1.

‘c\ -

* N 1&%-@

Fig.1.1. Ejemplos de figuras en el plano.

Existiendo dos figuras en el plano, encontrar la forma de
compararlas es un problema considerado desde hace mucho tiem
po. Para conseguir la comparacién cuantitativa tiene que ha-
ber un criterio de igualdad que permita decidir cuando dos
figuras son iguales, para esto resulta conveniente trabajar

con una geometria métrica. El criterio de igualdad (tal como



lo requerimos en este trabajo> ya se encuentra exigido en
los trabajos de los antiguos griegos. En la presentacién de
sus axiomas, Euclides en sus Elementos hace la presentacién

del criterio exdglido, de la manera sigutente:

Lax cosas congruentes [que encajan, que coinciden, que =e

ajustan]l entre =i, son iguales entre si.'

Lo que aqui se esti tratando de establecer es que en el
plano se consideraran como figuras congruentes aquéllas que
se ajustan o coinciden unas con otras sin deformarse, por lo
tanto, son iguales.

Este axioma tal como se ha expresado anteriormente resul-
ta valido cuando las figuras a comparar ya se encuentran ocu
pando la misma posicién en el plano; es decir, el caso tri-
vial de aplicacién del criterio. Cuando las figuras no estan
en la situaciédn antes descrita, al aplicarlo se encuentra
subyacent.e otro hecho, que también es muy importante, como
lo es el de que'est.ando las figuras en el mismo plano, pero
sin ocupar la misma posicién, exdsta la posibilidad de movepr
las =sin distorsionarlas y después decidir si son o no con-
gruentes en el sentido de Euclides.

Al decir "la posibilidad de moverlas" debe entenderse,

moverlas en cualquier direccién, hasta cualquier parte del

plano. Sélo hasta el siglo XIX se sintié la necesidad de ele

b Versién presentada por Francizsco Vera para la Nocidn
Comun 7 [1972 vol. 1: 705



var esta posibilidad de wmovimientos en cualquier direccion,
hasta cualquier punto del plano a la categoria de axioma vy
desde entonces se le conoce como el Axioma de Libre
Movilidad.

Tal como ya se ha mencionado antes, entre los matemiticos
griegos del periodo clasico ya se hacia uso de este axioma
pero permanecia tacito Un ejemplo de ello es el uso que de
€1 se hace en la demostracién de la Proposicién 4 del libro
I, 1.4, de los Elementos de Euclides, conocido como Primer
Criterio de Congruencia de Tridngulos. La eleccidén como ejem
plo de ta Proposicién 4 no obedece a ninguna cuestién par-
ticular; es decir, no debe pensarse que Unicamente ahi se en
cuentra empleado el Axioma de Libre Movilidad. No, esti pre-
sente en muchas otras; pero al usar a 1.4 como ejemplo es
porque en su demostracién aparecen los movimientos que se
constituiran en herramientas del desarrollo posterior de

este trabajo.

Proposicién 4. Si dos triangulos tienen dos lados del
uno iguales a dos lados del otro e iguales los angulos
comprendidos por los lados Iiguales, tendran iguales sus
bases (los terceros ladosl y los dos triangulos son con=

gruentes y, por lo tanto, iguales.z

2> Ibid. pag. 7O7.
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Fig. 1.2. Ilustracién de los movimientos usados en la de-
mostracién de 14. Caso a) cuando después del movimiento

2 el punto C” coincide con C; Caso b) cuando después del
movimiento 2 el punto C'" no coincide con C.
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La demostracién no se presenta con toda la formalidad con
el fin de hacer resaltar las partes de mayor interés a nues-
tros propésitos. Las etapas a seguir se mencionan a continua
cién y se ilustran en la figura 1.2:

1. Llevar A’ en A haciendo deslizar ‘“paralelamente a si
mismo” el triadngulo A’B’C’ en el plano ("traslacién pa
ralela”). Se obtienen asf el triangulo AB“C".

2, "Rotar AB"C” alrededor de "A de tal manera que B” vaya
en B. Al final de este "movimiento” en que hemos obte-~
nido el triidngulo ABC"”, el punto C” o bien coincidira
con C, o sera el "reflejado” de C con respecto de |la
recta AB.

3. En este UGltimo caso, se hace la “reflexioén” de ABC?’
con respecto a la recta AB, para coincidir entonces
con ABC.

En esta demostracién se utilizan, pues, tres tipos de "mo
vimientos”: (1) la traslacién paralela, (2> la rotacién al-
rededor de un punto dado y (3> la reflexién con respecto a
una recta dada. Los movimientos (1) y (20 son realizados con
bastante comprensién visual sobre el plano, pero el tercero
puede suscitar alguna dificultad de visualizacidén; para faci
litarla se presenta la figura 1.3, en ella, aunque el movi-
miento se hace en el espacio tridimensional, resulta que las
posiciones inicial y final estan en el plano. Es decir, que
una reflexién con respocto a una rocta en ol plano ems equiva
lente a una rotacién de 180° en el espacio tridimensional a]

rededor de una recta dada, en este caso la recta AB.



Fig. 1.3. Ilustracién de una reflexién en el plano.

Para lograr un desarrollo adecuado del trabajo se necesi~
ta precigar la nocién de “movimientos en el plano” que per-
miten llevar una determinada fi.'gura de una parte a otra sin
sufrir deformaciones. Este tipo de movimiento es llamado
MOVIMIENTO RIGIDO O ISOMETRIA.

Para nosotros un "movimiento'" en el plano tiene el efecto

de hacer corresponder a cada punto T del mismo otro punto

bien determinado T' gituado en ei mismo plano; ez decir, un
“movimiento” T gera lo que en Matemitica se llama una fun~
cién del plano en si mismo. Pero, naturalmente, no podra ser
cualquier funcién; en efecto, no es deseable, por ejemplo,
que dados dos puntos distintos P y Q dei plano, los puntos
que les corresponden por la funcién T, denotados con
TCP) = P y TQ) = Q’, respectivamente, =ean igualeg; pues
intuitivamente esto implicaria que el segmento PQ se podria

*"deformar’ en un punto por la accién del “movimiento" T, o



~

Si se quiere, que el triangulo APQ podria “aplastarse” has-
ta convertirse en el segmento AP = TAIXT(B)Y, donde
A’ = TC(A) (Véa=e (figura 14) Luego para evitar que cosas
como ésta ocurran, exigimos que T cumpla Ia =<iguionte condi~

cién:

A = T(A)

AT.._.____ ) »
\ T
\ ~ 4%

’ \
\ \
\ \
TPy = T(Q)

{
Fig.1.4. Una funcién T del plano en si migmo que no es un
“movimiento’,

(11) St P > Q, entoncegs T(P)> # T(Q).

Es deseable, ademis, que a tado punto del pitano =se pueda
“Negar” desde otro punto utilizando un “"movimiento” T; por
est.0 roquerimos de T el cumplimiento de eosta otra condicidn:

(1> Si P’ es un punto ¢ade del plang, existe otrva punto

de! plano tal que P’ = T(P).

Una funclén T del piano en <4 smismo que cumpla las condi-
cionex (t‘) y (Iz) se llama un movimiento en ¢l plang.

Para que un tali movimiento sea rlgido basta, intuitivamen
te, que conmerve las distancias entre los puntos de una fi-
gura al moverla en el plano. Con mas precisién, si con |PQ|

deslenamos 1A distancia entre los puntos P y Q, diremos que

T es un movimiento rigido o isometria si, ademis de lag



condiciones (Ii) y (Iz) que lo caracterizan como movimiento,
cumple la siguiente condicién:
(ls) Si P y Q son dos puntos del plano, entonces:
|PQ| = |TPOITW],
donde |T(P)T(Q)| designa la distancia 'ent,re los pun-
tos TP) y TWD.
Por lo tanto, resumiendo, presentamos la siguiente defini
cién:
Definicién 1.1 Se llama isometria al movimiento que cum-
ple con las siguientes condiciones:
(11) Si P = Q, entonces TP # TQ.

(lz) Si P* es un punto dado del plano, existe otro

punto P del plano tal que P’ = TPD.
(Is) St P y Q son dos puntos del plano, entonces
|PQ| = |TPITW|,
donde |T(PXTCQY| designa la distancia entre los
puntos T(PY> y TWQD.
Estamos en capacidad ahora de reescribir el criterio de
Euclides con la ayuda de los nuevos conceptos que hemos pre-

cisado, asi:

Dos figuras F y ¢ del plano son congruentes y, por tan-
to, iguales, si existe una isometria T del plano en si
mismo tal que:

T = TP P € > =2 .



En particular, la demostracién que hemos esbozado antes
del Primer Caso de Congruencia de Triangulos, muestra que
los triangulos considerados son congruentes, explicitando un

movimiento T como el resultado de la aplicacién sucesiva de

varios movimientos, relativamente simples \de comprender y

e jecutar: traslaciédn paralela, rotacidn alrededor de un pun-
to y, sl es necesario una reflexidn con respecto a una
recta. Es decir, se usa el hecho intuitivamente evidente de
que la aplicacidn sucesiva de varias isometrfas da como re-
sultado final una (nuevad isometria. Otro ejemplo de este
hecho aparece en la figura 15, en donde la figura geomét,ri-;
ca ¥, se rota primero alrededor del punto A un angulo a dso
metria que designamos con Ri) a una nueva posicidn
F’ = R‘(\?‘), y luego se traslada paralelamente por T a su po-
sicidn final &’ = T(F’>. El resultado es el mismo que si se
hubiese rotado F alrededor del punto B un ingulo 3, rotacién

que en la figura 1.5 hemos Hamado Rz.

Fig. 15 Efecto logrado, <(’>, por dos maneras diferen
tes de composicién de isometrias.
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La composicién de isometrias hechas anteriormente ha
N
sido: Rotacién alrededor de A por un Aangulo a(Ri), seguida
de una trastacién T, es equivalente a una rotacién alrededor
N
de B por un angulo ﬁ(Rz).

Todo 1o anterior nos sugiere definir la compuesta de dos
isometrias en la forma siguiente:

Definicion 1.3, Sean '1‘1 vy Tz dos isometrias, definamos

TZT1 mediante la relaciédn:

T THWP) = T LT P
2 4 2 4

para todo punto P del plano. A esa relacidtn =se le llama
compuesta de las isometrias T‘T? y asi{ tenemos una fun;g
cién del plano en ={ mismo.

Veamos que 'I‘z'l‘1 asi{ definida satisface las condiciones

aADd, AD> e I
1 2 3
(11) En efecto, si P # Q, entonces:
T WP = T CQ,
1 1
en virtud de (li), pues 'I‘1 es una isometria; puesto que
también 'I‘2 es una isometria, tenemos:
‘T T PY> » T (T Q)
2 1 2 1
luego '1’2'1’1 también cumple (Ii).

(12) Sea ahora P’ un punto dado del plano; como Tz es una
isometria, existe entonces P’ tal que P = Tz(P")’ en virtud
de (12); pero entonces también existe P tal que
P’ = T’(P), nuevamente en virtud de (12), puesto que 'I‘1 es
una isometria. Luego para P’ existe P tal que:

(T.THX>WP) =TT P =P,
2 1 2 4
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es decir, T2T1 satisface (Iz).

(IS) Yeamos que Tth satisface también a (Ia), en
efecto:
| T_CT _CPOT (T @] = |T,POT (Q|,
pues 'l‘z satisface (13); por la misma razdn,
I CPOT P> = |PQI;
luego

|(T2T1)(P)(T2T1)(P)| = |PQ]J.

Por ejemplo, en el caso que hemos examinado con ayuda de

la figura 1.5, podemos escribir Rz = TR:' Recurrent.emente,
h
podemos definir La compuesta de varias isometri{ as

Tt’Tz""’Tn mediante la férmula

T T LT T 2XP> = T (T
~1 2 1 n n

n N

C.CT_CT CP23>...2D
1 2 1

Resumiendo, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.1. La composicién de un nimero finito de isome

trias es nuevamente una isometria.

Para concluir este capitulo, sefialemos que existen movi-
mientos en el plano que no son rigidos pero que interesan en
otros aspectos de la geometria Por ejemplo, movimientos
como el T que ‘'encoge" las longitudes de los segmentos del
plano a la mitad: |TPITFWQ2| = %IPQ[, tienen singular impor-

tancia en la teoria de la proporcién geométrica.



Capitulo 2,

DE LAS REFLEXIONES SE OBTIENFN TODAS LAS

ISOMETRIAS DEL PLANO.

2.1 La Reflexién.

En el capitulo anterior se determind que de entre todos
los posibles movimientos del plano, aquéllos que nos intere-
san para el presente trabajo son las ISOMETRIAS; en este ca3
pitule mostraremos que todas las isometrias en el planc son
producidas o generadas por sélo un tipo de ellas: las refle
xiones. Por esta razdén daremos una definicién precisa ¢ ine-
quivoca de reflexién.

Para alcanzar esos propésitos usaremos la construccién
con la regla y compis de la mediatriz de un segmento de una

if nea vecta.

Construccién de la Mediatriz de un Segmento de Recta.
Sea un segmento de linea recta, XE
1-Por los extremos A y B del segmento tLricense arcos de
circunferencia de una abertura adecuada.
2~Los arcos asi tLrazados se insertan en los puntos C y D,

a un lado y otro del segmento AB
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3-Se unen los puntos C y D que determinan la recta CD? 1a

cual inserta a AB en el punto E.

La recta CD’ es la mediatriz buscada.

N

/‘\C

E

Ko

Fig.21. Construccién de la mediatriz a un segment.o dado
T .
La recta CD obtenida en la construccién anterior, la sne-
diatriz del segmento XE, tiene la caracterf{stica de que cada

uno de sus puntos equidista de los extremos A y B

Definicién 2.1. Un movimiento R se dice que es una
REFLEXION si existe una recta L tal que se cumpla una
de las siguient.es condiciones:
1> Si P € L entonces R(P) = P, o bien
2> L es la mediatriz del segmento PP’, donde
P'= R

A la recta L se le llama eje de reflexién de R
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Con base en la anterior definicién y por =su trascendencia
en este trabajo expliquemos un pocGo su significado.

Considérese una figura F y una reflexién R, respecto a
una recta L; entonces se dice que R(F? es la reflexiétn de F
con respecto a la recta L. Ademis, usando ia definicién ante
rior se demuestra que:

R(R(F>> = F

Caso {. ¥ < t.

Por (1> de la definicién 21 se tiene quea:
189 R(F) = ¥
sustituyende a ¥ dentro del paréntesis del miembro izquier-
do de (i) se tiene: +

R(R(FD>) = ¥
Caso 2 ¥ c i..

Por (2) de la definicién 2.1 se tiene que para F\L si

hacemos:

i) R(F\L> = ¥

se tiene

(it RC(F'> = FN\L
Luego

R(R(F\L)Y = F\L
Para ¥ n L es ciaro que
RIRCFN LY = FNL
Y como ¥ es la unién disjunta de N\L y F N L, resulta
finalmente
R(R(FI»)> = ¥

Tal como se queria mostrar. n
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i
De inmediato presentan dos definiciones que permiten una

me jor comprensién del material que se expondra en este capi

tulo

v

Definicién 2.2 Un punto I del plano se dice PUNTO FIJO

de un movimiento T si se cumple TP = P

Definicién 2.3. Una figura F se dice que posce <=imetria

bilateral si existe una reflexién R tal que R(F = F
9

El eje de R se dice un eje de simetria de 7.

A ————— Q!
L - I AEEEY B |A
| i L
B e ——— 1 A] ] — —
| -3 -
L 1 Al
| [}
D: 1]
L' |
i b
]
8,8
|-
!
|
—_ Fo— e m — .
L \

Fig. 2.2. Ejemplos de figuras con simetria bilateral.
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Todos los puntos pertenecientes al eje de simetria de una
reflexién R son puntos fijos de esa reflexién, por 1> de la
definicion 2.1. En la figura 22 se dan ejemplos de disefios
que poseen simetr{a bilateral; el ejec de simetria se eviden-
cia con una linea sefalada con LL’. A continuacién se
presenta un teorema que es importante en la cimentacién de

esta parte del trabajo.

Teorema 2.1. Una reflexién en el plano es una isometria.

Demostracién: Sean dos puntos P, Q € n, una reflexién R y
4
I. su eje. Como R es por definicién un movimiento, satisface

1‘ e Iz; luego basta demostrar que satisface 13.

Caso 1. P « L, Q &« L y ambos puntos pertenecen al mismc

semiplano de los dos determinados por L.

p\"‘" - — -7 b = R(P)

Fig. 2.3. Ilustracién para Teorema 2.1, Caso 1
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En la figura 2.3, por ser R una reflexién, se tiene
[PA} & |P°A]s
también
A A
PAB = P’AB = 90-,
y como |AB| = [|AB}, resulta, por el criterio lado -angulo-
lado’, que los triidngulos A PAB y A P’AB son congruentes.
En simbolos:
@ A PAB A P’AB.
Por tanto, |PB| = |P'B|. Considerando ahora los triidngulos
A PBQ yv A P’BQ’, v usando que R es una reflexién, vemos que
A A
IQB| = [Q’B| y ABQ = ABQ’ = 90-.
A A .
De (1) obtenemos que ABP = ABP’, y, por consiguiente
A A A A A A
PBQ = ABQ - ABP = ABQ’ -~ ABP’ = P’BQ’.
luego,
A A
iPB} = |P’Bl, |QB}| = |Q’B| y PBQ = P’BQ’
implican que
> A PBQ A P’BQ’,
Por lo anterior se llega a que

IPQI, = 1P°Q’]
P A

. | e

Fig. 2.4 llustracién para el Teorema 2.1 caso 2.



18

Caso 2, P & L, Q €« L; Py Q no pertenecen ambos al mismo

semiplano.
Considérense los tridAngulos A PCA y A P’CA, entonces, por
ser R una reflexién:
IPA] = |P’A]
N N
y PAC = P’AC = 90-
como (AC| = |AC|, resulta que

A PAC A P’AC

y de ahi
@ PCA = P’CA
3.a> {PC| = |P’C|

Considérese los tridngulos A BCQ vy A ABCQ’; por ser B
una reflexién, se tiene:
ioB| = |Q’'B|
A A
QBC = Q’BC = 90-
Como [BC| = |BC|, vemos gue

A QBC A Q’BC,

de donde

N A
4> QB = Q’CB
1.2> iQCi = |Q’C|

Pero los segmentos AC y BC pertenecen a L, o sea que
A,C,B son colineales en L. Los segmentos CP y TQ pertenecen
a lFQi y en esa recta P,Q,C son colineales; también lo son
P’,Q’,C en la recta P Q7. ahora bien:

A N
BCQ = ACP (por ser opuestos por el vértice)d.

Como P,C,Q son colineales ocurre gue:



142D IPQ| = |PC| + ICQI’ ¢ utilizando (3.2 y (3bX
6> IPQ| = |P’C} + |QCY,

También se tiene P’,C,Q' son colineales y de eso.
@ PQ’} = |PC| + |CQ’E;

de (6> y (7) se tiene

IPQl = |PQ’|

Caso 3. Pe L., Q €L,
Considerando los triangulos A PAQ y A P’AQ y por =er
una reflexién se tiene:

A A
IPAl = |P’A| , PAQ = P’AQ = Q0-°

utilizando 1.4 se tiene T
P A p!
Q=g
L
|
¥
Fig. 2.5 Ilustracié$n para el Teorema 2.1, caso 3.
P =p
Q=10

Fig. 2.6 Ilustracién para el Teorema 2.1, caso 4.

19

R
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A PAQ A P’AQ

y de ahi:
iPQl = |PQ’Y, ya que Q = Q’
Caso 4. P,Q ¢ L
Como P =P’ vy Q = Q se tiene:
iPQl = IPQ’

|51

Del teorema gque se ha demostrado se obtienen algunas

consecuencias Utiles y se presentan a continuacién.

Colorario 1, Si Rakz son reflexiones, entonces tanto

Rik?, como Rzka también, =on isometrias.

Demostracién: Ya hemos visto que 1la composicién de dos
isometrias es una isometria, y acabamos de demostrar que las
reflexiones son isometrias. Luego si R1 Y Rz con reflexio-

nes, R1R7 y RzR1 son isometrias.

Colorario 2: Si R:’R?’ ... ,Rn son reflexiones entonces

RR . . RR y R R
1 2 n n

RR son
non-1 2 1

~1
isometrias.
En la composicién de dos reflexiones se puede decir que,
por lo general, no es conmutativa o sea que:
Rakz ” Rzka.

como se ilustra en la figura 2.7.
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Fig. 27. Muestra de las composiciones R1R2 y Rzkx'

También se ilustra, en la figura 28, el resultado de una
composgicién de cinco reflexiones, cada una de ellas con eje
I..i, Lz’ Ls’ I..‘, I..s, que transforma a la figura F en 3’5 La
figura ¥ se ha reflejado inicialmente con respecto a la
recta l..1 para asi obtener una figura 3’1, y ésta a su vez =e
ha reflejado respecto a l..2 y asi sucesivamente Si al cabo
de n reflexiones obtenemos una figura F?, partiendo de ¥,

decimos que F ha sido transformada en F” mediante una cadena

de n reflexiones.
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1

W
r N N ~ . s
—— ; \.

f Ly | S L
f 7 5
S % L
L3 L4 y&

Fig. 28. Ilustracién de una cadena de reflexiones
sucesivas en el plano.

Nos permitimos introducir una notacién que nos ayudara a
escribir con mayor concisién geométrica los resultados:
Dada una reflexién R para designar la imagen P’ de un
punto P usaremos la notacién <C(simétricad:
P I =
para indicar que P’ es el reflejado de P (por R)> y vicever-

sa.

Teorema 2.2. Sean A, B, {(, A’, B’, ¢’ seis puntos en el
plano tales que
|AB{ = [A’B’|, |AC| = |A°C’|, |BC| = [B’C’).
Entonces hay una cadena de a lo sumo tres reflexiones

que transforma A, B, C en A, B’, @ respectivamente.

Demostracién. La haremos en varios pasos.
Paso {1 Sea L? la mediatriz de AA’ y sean B2 y C? los

reflejados de B’ y (C’ respecto de Lz. Entonces
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AIA,BZIB yCZIC
Véase la figura 29b

Paso 2 Sea L.1 Ia mediatriz de BBz’ Como |AB| = |A'B’|,

y, por el teorema 21:

[A’B’] = |AB?|,

Al A A! r— ]

-

(2 I L(b)

Fig. 2.9. Ilustracién para la demostracién del Teorema
2 2. a> Posicién original de los puntos, b) Paso 1

obtenemos que
|AB} = QAle.
Por tanto. A esta en L‘ y es su propio reflejado con res-

pecto de L‘. Es decir, los reflejados de los puntos A, B,

2

C2 respecto de La’ son A, B, Ci, respectivamente
(Véase la figura 2.10 ad.
Paso 3. Con argumentos anilogos a los anteriores podemos
ver (figura 210 bd> que:
|AC] = |A01| y IBC| = |BC£|.
Por consiguiente, AB es la mediatriz de CC‘, y los refle-
Jados de los puntos A, B, C1 en la reflexidén respecto de AB

son A, B, C, respectivamente.
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(b) “3¥A

Fig. 210. Itustracién para la demostracién del Teorema
22. a) Paso 2, b> Paso 3.

De modo que

A, B, C I A, B, C‘I A, Bz, CZI A’, B’, C’,
como queriamos demostrar Uno o mas pasos cualesquiera d'e
los tres antes mencionados pueden resultar innecesarios =i
el par de puntos con el cual trabajamos (A, A’ en el paso 1,
B, B> en el paso 2; '‘C, C’ en el paso 3> coinciden.

|81

Antes de continuar, recordemos que si dos tridngulos ABC
y A’B’C’ cumplen
IAB| = |A’B’|, |AC] = |A’C’| y IBC| = |BC’|
entonces los dos tridngulos son congruentes. Este es el lla
mado Tercer Caso de Congruencia de Tridngulos I8 de los
Elementos de Euclides).
Veamos ahora que una i1sometria transforma trisngulos er

tridngulos congruentes. Con mis precisién

Teorema 23. Sean T una isometrja y ABC un triiangulo En-
tonces A’B’C’, donde:

A’ = T(A), B> = T(B> y G’ = T,
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es un triangulo. Los triangulos ABC y A’B’C’ son

ademas congruentes.

Pemostracién. Si A’, B’, y C’ fuesen colineales, tendria-
mos.
e’ ] = A + BT,
por ejemplo. Pero entonces tambiéen
IAC| = |AB| + [BC|,
lo cual contradiria que ABC fuese un triingulo.

|5

Ahora si{ pasamos a nuestro resultado central:

Teorema 2.4. Cualquier isometria es el resultado de una
cadena de a lo sumo tres reflexiones.
Demostracién Sea T una isometria Debemos mostrar que

existe una cadena de a lo sumo tres reflexiones, llamémosla

M, tal que:

es decir:

TP = M(P),
para todo punto P del plano Para ello consideremos tres
puntos distintos A, B y C que no sean colineales; estos tres
puntos determinan, pues, un triangulo ABC; por el tecrema
23 ocurre que los puntos.

A’ = TCA), B> = T(B) y C’ = T

también determinan un trisdngulo, A’B’C’, congruente con el
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anterior. En particular, A’,B” y ¢’ no pueden ser colineales
Yy se Liene ademis que:
{AB] = |a’B’], [BCG] = |B'C’| y |AC] = (A°C|

En virtud de! teorema 2.2, existe una cadena M de a lo
sumo tres reflexiones tal que:

A’ = TCAY = MCAD, B> = T(B> = M(B)Y y €’ = TICY> = M.
Queremos mostrar ahora que:

TCPY = MP)
para todo punto P del plano.
En efecto, considérense los sigulentes puntos:
P’ = TP y P" = M(P).

Caso a. P & ‘AC?

Si P no pertenece a la recta AC, tenemos un triasngulo
ACP. Por el teocrema 23, A’, C* y P’ determinan un trlangulo
A’C’P’ y por su parte AT, B" y " determinan el trisngulo
A"Q"P". (Véase la figura 2.11). Es claro que como:

= A.. y C, = cu

Fig. 211. Ilustracién para el teorema 2.4. Caso a.
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estos triangulos tienen un lado comin A’C’ = A“C". Por otra
parte, como tanto T como M son isometrias, tenemos:

IA’P7| = JA’P"| = JAP| y |CP’| = [C"P"| = |CP|

Por tanto, los tridngulos A’C’P’ y A’C"P" = A’C’P” son

congruentes, lo que implica que
C";\\’P’ = C’Q’P".

Si P y P’ estan del mismo lado de la recta A’C’, resulta

que’
P’ = TKP> = M(P> = P*,

Si PP y P” estan a distintgs lados de A’C’, entonces A’C’

es la mediatriz de P’P", puesto que:
IPPA’| = [P"A’} v |PC’| =|P"C’].
Pero entonces, dado que:
iP’B’| = |PB) = |P"B"| = [P"B’[,

resulta que B’ esta en la mediatriz de P’P", que no es otra
que la recta A’C’; pero esto contradice el hecho de que
A’, B y G no son colineales. Por tanto, es imposible que
P’ v P" estén del mismo lado de A’C’

Caso b. P ¢ AT

Finalmente, cuando P esti en la recta AC (figura 212> se
tiene que:

[PAl = |P°A’| = |P"A’| y [|PCG| = |PC’| = |P"C’|

Si P estd entre A y G, entonces:

3| jPA] + |PC|

= |P°A’| + |PPC’)

IPUAs) 4 |PCr]

- lA’C’l
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Esto implica que A’, G’, PP y P" son colineales y que
pr = P
El caso en que P es colineal con A y C pero no esti entre

estos dos puntos, se trata de manera semejante.

| &1

Fig. 2.12. Ilustracién para el teorema 2.4. Caso b,

Despu¢s de haber deinostrado este importante teorema para
nuestro trabajo, a continuacién revisaremos los movimientos
considerados desde el principio pero relacionandolos con las
reflexiones o sea que mostraremos que ellos son combinacién

de a lo sumo tres reflexiones.

2.2 Traslacién (Paralela):

Es la isometria lograda mediante la aplicacién de dos
reflexiones sucesivas que poseen ejes paralelos; este
movimiento es lo que en otros momentos se ha dado por
llamar "“desplazamiento paralelo™.

Represéntese esta isometria por T, entonces cuando A un
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punto dado P

se le aphca la traslacidn,

P" = T(P), resul-
ta que.

IPP"| = 2d

donde d es la distancia existente entre los ejes de las re-

flexiones que participan en la definicién de la traslacién

Py

s EEX =" EX+
T Ry(P)
,,L

SRy (R, (P))
|
b

d- X
| R

d- X

1 "
|,
K

Fig. 213 Muestra de las relaciones de distancias en una
traslaciédn.

Sean R1 y I'(2 estas

reflexiones paralelas, entonces si
T = R2R1 se tiene, tal como se ilustra en fig. 213, que-
\P Rs.(P)l = 2%
y
IR’.(P)RZCR’.(P))I = 2¢d-x)
luego
IP TC(P>| =

IP R (PX| + |R P> TP
= 2x + 2¢d-»
= 2d

El efecto de trasladar una figura no es,

pues, mas que
mover la figura dada, en forma paralela, desde la posicidn
original, una distancia fija 2d, donde d es la distancia
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entre los dos ejes de reflexién dados.

Al tratar este movimiento surge la pregunta de cual es el
efecto logrado cuando en vez de usar T = Rzk‘ se ejecuta la
isometria R’Rz. Téngase en cuenta la aclaracién hecha ante-
riormente de que la composicién de dos isometrias no necesa-

riamente es conmutativa; entonces ocurre que si T’ = R‘R? no

p

= *,Ef ; ;

=X —d # ;
A— ed —%ﬁ——t d+x Y —d4x +

+— 2d+x 2d+x « !

R

N

Fig. 214 Traslacién usando reflexién en Lz y después en
L

.
serd la misma traslacién pero si conservarid la caracteristi-
ca de que la imagen final tendri la misma direccién y que
entre ellas la distancia es el doble que la distancia exis
tente entre los ejes respecto a las cuales se efectua.

Considérese la reflexién Rz’ con eje Lz, y a R‘, con eje
Li, en la figura 214, entonces F’ =m R2(3‘>, y la distancia
minima desde ¥ hasta l..2 es una distancia x mas la distancia
entre los ejes L‘ y l_,z, d, 0o sea esa distancia es d + x.

|IP P{ = 20d+)

usando el eje de reflexidn L1 y aplicando R1 a F’ ze tiene:

F* = RAR_ G
12
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La distancia desde &’ a L1 es 24 + x entonces:
|P’P"*| = 2¢2d + x>
pero también:
PP = |P"P| + |PP]
sustituyendo estos valores obtenidos
22d+x> = |P "P| + 2dd+xD
y de ahi:
P P] = 2d

Tal como se esperaba, la composicién T’ también traslada
una figura dada una distancia igual al doble de Jla existen-
te entre los ejes paralelos con respecto a las cuales se eje
cutan las dos reflexiones que componen la traslacién pero en
sentido contrario al que se obtuvo el caso de la traslacidn
T. En este proceso se ha usado el concepto de colinealidad
para un punto dado y sus sucesivos reflejados; lo cual ocu-
rre porque un determinado punto y su reflejado son perpendi-
culares al eje de reflexién y como los e jes presentes son
paralelos se mantiene la colinealidad entre ellos. Con lo
discutido en este movimiento, traslacidén, debe quedar esta-
blecido que independientemente de la po=siciéon que un deter-
minado punto con respecto a los ejes, que cuando se e jecuta
la traslacién el efecto es el movimiento de ese punto <o fi-
gurad, una distancia del doble de Ila existente entre los

e jes paralelos.
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2.3 Rotacidn.
Es la isometria lograda mediante la aplicacién suce-
siva de dos reflexiones sobre ejes que se intersectan en

un punto, 0. Ses denomina, para mayor especificidad rota-

cién alrededor del punto O.

— -
2.

Fig. 215 Rotacién alrededor de O, mostrando las refle-
xiones usadas.

Utili cese Go para designar la rotacién alrededor de un
punto O , sea a el aAngulo que forman los dos e¢jes de refle-
x1én, L1, Lz; entonces la posicién de una figura, un punto,
después de haber sido reflejado se encuentra que ha tenido
un giro de dos veces el valor del aAngulo o

En la figura 216 considérese un punto P, sea R1 la refle
xién aplicada usando a L1 como su ej)e de reflexidén, entonces

P’ = R1(P) es el punto obtenido. Sea A el punto de la recta
L1 que bisecta el segmento PP’, por definicién de reflexién
|AP| = |JAP’|. Sea Rz la reflexién cuyo eje es Lz; aplicando-

la a P’ se tiene que P" = R2<P’) es el punto obtemdo. B es
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L,(asociada a Ry)
L,(asociada a Ry)

P = R (P)
PR
. \ ~ .
S
PM’Q \ ~ - |
\\ \ /))ffzp = Ry(P1) = RRy(P) = g (P)
N 7
AN ~
N e
~
’ AN
// 2 N\
/)*\
-

Fig. 2.16 Rot,acién’ alrededor de O. para un punto P,

el punto de la recta Lz en el cual ésta es intersectada por
el segmento P’P". Por la definicidn de reflexién se tienc
IB P’} =|B P"|.
Como R1 es isometria, los tridngulos APAO y AP’AQ0 son
N A
congruentes y POA = P’0A
Como Rz es isometria, los tridngulos AP’OB y AP"OB =on
A N
congruentes y P’OB = P 0B. .
El angulo comprendido entre los dos ejes de reflexidn, «,
puede ser descompuesto como:
N N
a = P’OA + P’OB
Entonces el angulo entre P y P* sera-

A A A A A
POP” = POA + P’OA + P’OB + P"OB
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A A
sustituyendo POA y P"OB por sus equivalentes ocurre que:
A A A A N
POP" = P’OA + P’OA + P’OB + P’OB

A N
2¢(P’OA + P’OBD>

= 20
Hasta el momento los movimientos descritos han sido: re-
flexién, traslacién, rotacién; puede darse una combinacién
de ellos como es una traslacién con una reflexiétn, o vice-
versa; también una rotacidn con una reflexién, o viceversa.
Tanto la rotacién como la traslacidén son cadenas de dos
reflexiones; entonces las isometr{ as logradas con la combi~-
nacién  traslacién-reflexién, rotacién—reflexién estan com-
puestas por una cadena de tres reflexiones. Una reflexién es
un solo movimiento.
Por lo anteriormente expuesto, cualquier isometria es:
Una reflexién, o
una traslacidén, o
una rotacién, o

una traslacién seguida de una reflexién (o viceversa),

una rotacidon seguida de una reflexidn (o viceversad.

2.4 Reflexién Deslizante:

Cuando en la cadena de isometrf{as formada por una tras-
lacién y una refilexidén, esta UGltima es ejecutada con res-
pecto a un eje que es paralelo a la direccién de la tras-

lacién y perpendicular a aquellos ejes que permiten Iz
U}
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traslacién, entonces la i1sometria lograda por esta cadena

la llamaremos Reflexién Deslizante, L

50
/ /
< —
0 0 L
l.1 L2
0 ]
T— = D —
AN AN
) y .
YA e —

Fig. 217. Composicién de la Reflexién Deslizante, parte
superior: traslacién-reflexién, parte inferior reflexién

~traslacién.

Es este un caso particular de una composicién Jlograda por
una reflexién y una traslacién cuya composicidén es conmuta-
tiva como se ilustra en la figura 217, de la que haremos ex
tenso uso en lo venidero.

En este caso como L JIL , L L L ,L 1L, se tiene

1 2 1 9 2 E]
L= RT = TR
E] 9
Pero T estA constituido como Rzkt’ ocurre que D se repre

senta como.

BIBLIOTECA
UNIVERSIDAD DE PANAMA
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L = R3R2R1 xx Rzl«‘.‘l{g

Si en este momento consideramos ¢l hecho de que Rng es
una cadena de dos reflexiones, cuyos ejes son perpendicula-
res y se intersectan en 0’, entonces como es la composicién
de dos reflexones sucesivas con respecto a ejes no parale-
los, esta isometria es una rotacién y su Angulo de glro eos
el doble del Angulo determinado por sus ejes de reflexién,
que en este caso es de 90+*; o sea que el aAngulo de giro es
180°, gque =se cohoce comunmente como “"media vuelta”. Resul-
ta ser que también con la composicién ngn se obtiene una me
dia vuelta ya que la posicién de sus ejes de reflexién os db
90°; es una media vuelta alrededor de O. Estas dos composi-
ciones resultan ser conmutativas; es la misma media vuelta
alededor de 0O’ s1i se hace Rz“a y es la misma media vuelta
alrededor de O si se hace R.’l«‘.g o R:—!Rl'

Por lo dicho hasta el momento resulta ser que la refle-
xién deslizante representada como:

L= (R:’Rz)l«‘.1 »

tiene la siguiente descripcidn:

Reflexién respecto a R1 y media vuelta alrededor de O’,

Pero en vista de la conmutatividad de las reflexiones que

definen a la media vuclta, igual significado tiene:

I.= ¢R R DR ,
2 3 1

L.a diferencia en ellas es, tal como se puede observar, en
la figura 218, el orden en qe <se e jecutan las reflexiones

de la media wvuelta.
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l""" ) T
r T [
R
, RUER.
H L
0 | i 3
a) T 7
(R (R |
R F = (RR R (F)
L1(asoc1ada R1) Lz(asoc1ada R2)
{" S T T T T T T
Gl e
i I PO
I H_—_' _
b) { |
S BN

Fig 218 Ilustracién de wuna Reflexién deshzante mostran
do la conmutatividad en la media vuelta

Algo semejante ocurre cuando se considera, en este siste-
ma de ejes de reflexién, la composicidn descrita por:
L=RM®RY vy L=RM®MRR)D
2 1 3 2 3 12
Por Jo antes expuesto resulta ser que la reflexién desli-
zante es una isometria muy versatil en su ejecuciédn, no tie-
ne una forma Unica de lograrse sino que, después de tener es
i
tablecidos los ejes respecto a los cuales se e Jjecutars, es

posible lograrla mediante las siguientes composiciones:
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Una traslacién seguida de una reflexidén, o
una reflexidtn seguida de una traslacidén, o
una reflexién seguida de una media vuelta, o
una media vuelta seguida de una reflexidén.

Se tiene dque respetar el orden que tiene la composicidn
de reflexiones por cual se logra la traslacién pues no es
conmutativa en tal composicidn, o sea que la composicién

R1R2R3 4 Rakakz o) Rakxkz
no es Jla misma que se ha venido considerando porque Rikz

(con e jes de reflexién paralelas) no es la misma que Rsz'

25. La Estructura de Grupo.
Estudiemos ahora algunas consecuencias de todo la ante-

rior:

1> Como cada movimiento ri{gido es la composiciétn de un nu-
mero finito de reflexiones, resulta que la composicién de
dos movimientos rigidos, como composicién de un numero
finito de refiexiones, es también un movimiento rigido.

2> Hay un movimiento rigido muy especial, que denotammos con
I, v que esti caracterizado por I(P> = P para todo punto
P ¢ es decir, 1 es el movimiento que deja quietos a todos
los del plano). Este movimiento lo llamamos el snovimiento
idéntico o sencillamente identidad. Como RR = I, para to-
da reflexién R, vemos que el movimient.o idéntico tambiér
puede expresarse como una cadena de reflexiones.

3 Si T = R‘Rz, donde R1 y Rz son reflexiones, el movi-
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miento T ' = R?R1 tiene la propiedad siguiente*

TT"! = 1 = T"'T,

puecs:
CTT '>P> = (R R DR R XP
1 2 z 1
= R (R (R (R (POO®
1z 2z 1
= R (R (P»
1 1
= P
pues R1R1 = ] vy R2R2 = I; y, por otra parte:

T e = R, (R (R (P>

R_(R_((P»
z 2
= P
para todo punto P del plano.
En general, si

T=RR . R R, donde
n n-1 z 1

R,R,...,R » R son reflexiones.
1 2 n—1 n

El movimiento rigido

T™'=RR ...R R
1 2 n-1 N

cumple la propiedad

=1 =171 '1.

T
Como todo movimiento rigido T es la composicién de a
lo sumo tres reflexiones, resulta que para cada T
existe T 1, movimiento rigido que cumple
TT ' =1 = T7'T.
4> Finalmente, es claro que IT = T = TI para todo movi-
miento rigido T

Luego hemos demostrado el siguiente teorema:
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Teorema 25. Si con M designamos al conjunto de todos los

movimientos rigidos o isometrias de}l plano, entonces M

tiene las siguientes propiedades:

@4> Si T vy M son movimientos rigidos, TM ¢s un movi-
miento rigido.

(@i Existe un movimiento rigido especial T tal que
IT = T = TI para todo movimiento rigido T.

(@%> Dado un movimiento rigldo T existe otro movi-
miento rigido, designado con T ', tal que

-2

T ' =1 =T71"T,
@3 Si T, M y N soh movimientos rigidos, entonces
TCMND = CTMDN.

El movimiento rigido T ' se llama el inverso de T

Estamos, pues, en presencia de lo que en Matematica se le
lama una estructura de grupo. Mas precisamente, dado un
conjunto de objetos G y una ley o manera de asignar a dos e~
lementos cualesquiera g y g’ de G otro elemento (dmicod de
G, denotado en general con gg’, decimos que G, con esta ley,
posee una estructura de grupo, © que G es un grupo, =i se
cumplen ademas las propiedades siguientes:

(G1) FExiste e en G tal que eg = ¢ = ge, para todu

elemento ¢ de G.
(G2> Dado ¢ en G existe g-‘ en G tal que gg"1 = e = guig.
Gad Si g, g vy ¢g' estan en G, entonces

gg’e™> = (g’gdg™.

El elemento g ' se llama el inverso de g, y decimos gl
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tnverso” pues es unico. En efecto, sea gx otro elemento de
G que cumpla
EE® = © = gXg;

entonces:

= g g
-1

= (g gog*
= egxk

7/

donde hemos usado sucesivamente las propiedades (G, (G2),
(G3>, (G2> y <(G1d.
y

Como conclusién, podemos decir ahora que el inverso de un
movimienteo rigideo es uUnico.

Viendo el trabajo hecho hasta el momentc desde que parti-
mos de algo tanm concreto como son los desplazamientos en el
plance , hemos avanzado hasta concluir que el conjunto de las
isometri{ias (movimientos rigidos) tiene una estructura de gru
po, este avance es muy trascendente pues el concepto de gru
po es muy importante y paso a paso hemos avanzado hacia él

El conjunto de las 1sometrias en el plano es infinito vy
ademis tiene como caracteristica que, en general no es con-
mutativa su composicién, o sea que si una determinada isome-
tria se obtiene arreglando en un determinado ovden las re-
flexiones que la componen; entonces al alterar ese orden

1inicial el resultado difiere No se elimina la alternativa

de que entre todas las isometrias haya algunas que si conmu-

h
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ten; pero en términos generales no acurre tal. Asi que este
grupo es no conmutativo e infinito.

Consideremos el conjunto compuesto por <(I,R> donde R es
una reflexién este conjunto también cumple con las condicio-
nes para ser considerado un grupo.

> IR = R & (AL,R>

2 RR=1 e ,R>

(3 =i RR = I , entonces R = R™' puesto que RR ' &= I

1> RI = IR, también RR = RR

El anterior es un ejemplo de un grupo que es conmutativo
y finito. .

También estamos ante un grupo cuando consideramos el con-
Junto (I,8> donde S es una media vuelta alrededor de un pun-
to O. Es, ademas de ser finito y conmutativo, un subconjunto
de JR . Otro ejemplo de grupo es el conjunto compuesto por
los nimeros enteros, 2, Ahi el elemento neutro es 0 y la
operacién binaria es la suma, y se tiene
- La suma de dos enteros es un entero
- La suma de un entero con e! elemento identidad es &l

mismo.

Fste es un grupo infinito y conmutativo.

De este conjunto se puede obtener un subconjunto con
estructura de grupo, infinito y conmutativo; el formado por
los numeros enteros pares. La suma de dos nUmeros pares es
un nimero par; todo numerc par ticne un inverso que también

es par.
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Por lo dicho y de los ejemplos presentados se tiene que
un conjunto, con estructura de grupo, puede ser -considerado
el numero de elementos que lo constituyen - finito o infini-
to Ademas en cuanto al hecho de [a intercambiabilidad de

los elementos que constituyen una determinada cadena pueder

ser tanto conmutativo o no.



Capitulo 3.

LAS SIMETRIAS DE UNA FIGURA PLANA Y SU GRUPO

31 La Simetri{a en una Figura Plana.
En el capitulo anterior se dié la definicién de simetria
bilateral o axial cuyo alcance es limitado para los propé-
)
sitos del trabajo, debido a que no es la dmca forma bajo l'a
cual una figura puede ser considerada simétrica En lo que
sigue presentaremos formas mas amplias del concepto de sime-
tria para una determinada figura plana con la cual lograre-

mos la presentacién de los grupos de simetria en el plano

Para que ello tenga un significado maAs concreto presentamos

la siguiente definicién:

Definicién 3.1. Una figura plana, ¥, se dice que es simé-
trica si existen isometrias, distintas de la identidad,
que la dejan inmodificada aun cuando permuten sus partes;

es decir, isometrias T tales que T(F) = Z.

Teniendo en cuenta que cualquier isometria del plano es

el resultado de una cadena de a lo sumo tres ref lexiones, y
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ademas que la simetria se relaciona con la presencia de iso-
metrias que dejen inmodificada la figura, entonces represen-
tan una aplicacién y una ampldacién del uso de las reflexio-
nes. También de la definicién se deduce que una determinada
figura plana se dird que es asimétrica si no posee isome-

trias, fuera de la identidad, I, que la dejen inmodificada.

e JAO

| i

Fig 31. Ejemplos de figuras simétricas y asimétricas;
a~g: figuras asimétricas, h-k: figuras simétricas. H
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Ejemplos de figuras simétricas y asimétricas se presentan
a continuacién. En algunas de esas figuras anteriores, es
posible determinar por inspeccién cuales son las isometrias
que las dejan inmodificadas; pero trabajemos mas detenida-
mente sobre ellas para evidenciar cuales son

Ejemplo 1.

Las figuras 31 a y 31 f, aqui reproducidas.

-~ En - -

@_-

Las dUnicas isemetrias que dejan inmodificadas a éstas
figuras son las reflexiones cuyos ejes estan indicados por
una linea punteada. La diferencia entre estas dos figuras es
que la primera de ellas es finita en el sentido de limitad:
y la segunda, al considerar que los extremos de las lineas
se extienden indefinidamente, es infinita, en el sentido de
ilimitada.

Los elementos de simetria que poseen son entonces, ademAs



47

de la identidad, la reflexién R, la cual, como ya se mostrd
en el capitulo anterior, junte con I, conforman un grupo. Se
presenta simetrf{a axial también en la figura representada
por las letras A, E. K. M. y otras mas.

E jemplo 2.

Las figuras 3.1b y 31.¢g, aqu{ reproducidas:

Para estas figuras la isometria, ademias de I, que las de-
Ja inmodificada es una media vuelta alrededor del punto O,
Tal como ya se menciond antes, una media vuelta, alrededor
de un punto determinado, puede lograrse como una cadena de
dos reflexiones sobre ejes perpendiculares que se intersec-
tan en el mencionado punto. También aqui, para las figuras
representadas, una de ellas es de extensién finita fig
31b)> y la otra (fig 31g)>) de extensién infinita pero am-
bas tienen los mismos elementos de simetria: una media vuel-
ta (giro de 180°> y la identidad, ( I, @ ); no debe

180°,p

entenderse en la representacién de las figuras anteriores,
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donde se han seflalado dos ejes de reflexién, que la figura
posee dos simetrias por reflexién; lo que ahfi se intenta
mostrar, de acuerdo a lo tratado en el capitulo anterior, es
que dos reflexiones sucesivas, cuyos ejes son perpendicula-
res entre si producen un giro de 180° con relacién al punto
definido por la iInterseccién de tales ejes. Se acostumbra a
representar esta media vuelta por el signo el cual se
coloca en el punto de giro; asi en el caso de la figura

3.1b la representacién es:

Es de notar que el conjunto de isometrias {( I, Giﬂo°,p >
como se menciond en la parte ultima del capi tulo, posee una
estructura de grupo. La figura de las siguientes letras
N, S, 7 también posee el mismo conjunto de Isometrias vya
indicado,

E jemplo 3.

La figura 3.1.c, aqui{ representada
vc_i_

{



Las isometrias que dejan inmodificadas

giros de 90°, 180°, 270° y 360°C que reproduce

por lo que el conjunto de elementos de simetria e=x

(1, G g , G

. ).
00 °,0 190°,0 270°,0

Si para fines de facilitar

(¢) por S,

ocurre que:
00 °,0

S =4

SS =5 =20
180 °,0

SSS§ = § = g
270°,0

SSSs =S =4 = 1
360 °,0

Observemos la forma como se comportan estas

mediante la composicién,

la figura son
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lo=

la identidad>

la operacién representamos a

isometr{as

para ello auxili¢gmonos de una tabla,

construida con una doble entrada y colocando en la casilla
correspondiente el resultado de la composicitn
\%
h I S 180°,0 270°,0
1 1 s
180°,0 270°,0
s s
+80°,0 270°,0
1 s
180°,0 180°,0 270°,0
1 s
270°,Q 270°,Q 180°, 0

Es posible observar cotmo la composicidn de

los elementos

de simetrf{a da como resultado elementos del mismo conjunto,

con lo cual se cumple Gi1 de

da en el! capftulo anterior. Por estar

la definicién de grupo presenta-

incluida 1 y por ser
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cada uno de esos elementos isometrias se cumplen también Gz
y G3. Observemos ademis que:
I = s* =5’ = s5°
De ahi que, por la unicidad del elemento f{nverso, se

tiene:

Y también:

270°,0
con lo que se cumple G4 y afirmamos que el conjunto
<Ls, @ . sy
180 °,0
posee estructura de grupo.
Se acostumbra a representar el giro sucesivo de 4 rota-
ciones de 90° cada uno, por el sf{mboloc por lo que la fi-

gura 3.1.c se presenta como:

Tiene también el mismo grupo de simetrias la figura cono-
cida como Cruz Gamada o Esvastica, » cuya popularidad
contemporinea se debe al Tercer Reich alem&n, aun cuando no
le corresponde su invencién como s{mbolo, la cual es muy
antigua [Weyl, 1952; en El! Mundo de las Matembticas 41,

re

1983: 3121
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E jemplo 4:

La figura 3.1.ch representada aqui

~
|

N%

Las isometrias que la dejan invariante son la reflexion
Rz' respecto al eje Lz’ la reflextiédn R2 respecto al eje Lz’

perpendicular a Lz’ y un giro de 180° alrededor del punto

13
0O, de interseccién de L con L, @G = RR = RRtal
1 2 180 °,0 1 2 2 1

como ya se mostréd anteriormente), y el conjunto de elementos

de simetria es:

(I, R.R, G
1 2 100 °,0

y la tabla de composicidén para este caso es:

| Do 1 2 180°,0
1 1 R R
1 2 180°,0

R R I R

1 1 180°,0 2
R R 1 R

2 2 180°,0 4 1

R R 1

180°,0 1080°,0 2 1




La composicidon de los elementos produce elementos del mis
mo conjunto; ademis en éste esta incluida I; y cada uno de

sus elementos es una isometria -las cuales cumplen la asocia

tividad- satisfaciendo as{ G:, G2 y G3a de la definicién de
grupo. Observese que:

RY= 1, ®>Y>=1, ¥ = (RRDIRR)D = 1
1 2 180 °,0 1T 2 2 1

Esto siginifica que cada uno de ellos es la vez el inver-
so de s{ mismo en la composicién, y asi se cumple G4 y el

conjunte ( I, R, R, @G >

posee una estructura de
1 2 180 °,0

grupo. Paoseen el mismo conjunto de elementos de simetria las

letras H, X
E jemplo 5:

La figura 3.1.d.

/T\
L
N | » 8
- >
<« L3
% AN
N L

Esta figura posee los siguientes elementos de simetria:

giros de 90°, como la figura 31.c, y reflexiones sobre los

e jes L1’ Lz, Lg, L4; siendo perpendiculares entre si L,1 y
La’ L,2 \Y L4, habiendo entre dos ejes sucesivos un Angulo de

45°. El conjunto de los elementos de simetria es U, R, R,

R, R, @G , @G , g }>. Con estos elementos se
3 4 0°.,0 180°,0 270°,0
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construye la tabla que posee 64 casillas que son completadas
con los resultados de la composicién y ocurre que también es
te conjunto posee estructura de grupo.

E jemplo 6:

La figura 3.1e

Esta figura posee como elementos de simetria a todas la
reflexiones que en su eje contengan al centro 0O; también es
elemento de simetri{ia cualquier rotacién que tenga por punto
fijo el centro de la circunferencia; por lo tanto el
conjunto de los elementos de simetria es iInfinito aun cuando
la figura es finita.

Estos ejemplos nos han permitido visualizar que Ila
slmetria de una figura no es solamente la simetria bilateral
sino que también se presenta de otras maneras, las cuales
esencialmente son Isometrfias. Las figuras 3.1.e y 311
contienen ambas una circunferencia pero por la introduccién
de un radio en la segunda, ésta sge convierte en asimétrica vy
perdiendo toda la riqueza de simetrias infinitas que posee
la primera de ellas.

A continuacién mencionamos algunas observaclones hechas

después del analisis de los ejemplos hasta aqui presentados:



(1> Todas las figuras poseen en comin el elemento identi-
dad dentro de su conjunto de simetrias; ain aquellos que
son asimétricos.

(2> Figuras diferentes poseen el mismo tipo de elemen-
tos de simetria; asi las figuras 31a vy 31 po-
seen los mismos tipos de simetrias aun cuando la prime-
ra es finita y la otra infinita; igual ocurre con el par
de figuras 31b y 3.1.g, una muestra mas de lo anterior
es el caso de las figuras asimétricas, donde figuras muy
diferentes entre =i, todas poseen igual conjunto de sime-
trias, compuesto por la identidad dGnicamente.

3> Tal como es posible observar con las figuras 31e vy
314h. una de ellas es finita con Iinfinitas simetrias
mientras que la otra (fig. 3.1h) es infinita y totalmen-
te asimétrica.

(4> Para los elementos de simetria ocurre que en diferen-
tes oportunidades al efectuar su comparaciétn un determi-

nado numero de veces se obtiene la identidad, dicho de o~

tra manera, al elevarlo a un determinado exponente se, tie
ne la identidad; al menor de estos exponentes se le da el
nombre de orden o periodo. Esta. observacién nos permi-

te presentar la siguiente definicién:
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Definicién 3.2.. Dada una isometria S se puede formar la

isometria

s"e s

.
e S
n'veceos +

al menor exponente n, si existe tal, con el que se logra

que

n

S =1

se le llama ORDEN o PERIODO de S y se designa por O0(S).

Para el ejemplo 3, que ilustra la figura 31c y su

conjunto de elementos de simetria es:

14

I, G . G
©0°,0 180°,0° 270°,0
Se observa que:

4

G p/ = I entonces 0(G > = 4

20 °,0 20 °,0
¥ e 1 0¢e Y= 2

180 °,0 180 °,0
¢ a1 o< > =4

270°,0 270°,0

Para el ejemplo 4, que 1ilustra la figura 3.1ch y su

conjunto de elementos de simetria (4, Rt' Rz' 6180",0}
(R1>2 e 1 entonces O(R)D = 2
R =1 OR)D> = 2
2 2
) ¥ =1 0¢a Y=2
180°,0 180°,0

Existen simetrias a las que no es posible deteminarles su
periodo con la misma facilildad que se ha hecho con los ejem-
plos anteriores; este es el caso de las traslaciones, que
no conservan ningin punto fijo, por lo tanto ™ = 1 para
todo numero entero exceptuando el cero " = I, Vn € Z‘); se

entiende que T" = (T-‘f‘. Cuando esa situacién se presenta“
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se dice que tal isometria posee un perfodo infinito.
(G) Para las figuras 31a y 31b, sus respectivos con-
juntos de elementos de simetria tienen el mismo numero
de elementos (dos) y el perfiodo de éstos es el mismo,
dos. Por otro lado los conjuntos correspondientes a las
figuras 34.c y 3.14.ch también tienen igual ndmero de e-
lomentos; pero eon el primero de ellos existen elementos
de perfodo dos y elementos de peri{iodo cuatro mientras que
en el segundo solo existen de perfodo dos. Sobre el sig-
nificado de esta semejanza para el primer par y la dife-
rencia encontrada en el segundo volveremos mis adelante.
(6> El conjunto de elementos de simetrifia y las respecti-
vas composiciones correspondiente§ a la figura 31c¢c se
obtienen conociendo la rotacién de 90°, alrededor de O;
mientras que para el conjunto de la figura 31.ch se nece
sita conocer R1 y Rz (de ellas se obtiene G1no°,o)'
Es necesario tener en cuenta cuales son los elementos ge-
neradores del grupo. La utilildad de este conocimiento se
aprecia mejor cuando los elementos de simetria correspon-
diente a una determinada figura son muy numerosos, o infi
nitos, y construir una tabla para su composicién resulta
muy diffcil o imposible. También sobre esto volveremos.
Una denominacién que adoptaremos en lo que sigue, por lo

util que resulta es en Illamar simplemente "Simetria de 1la

figura” a lo que hasta el momento hemos venido Illamando

“Conjunto de los elementos de simetria de la figura” con lo
M
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que connotabamos a todas las isometrias que dejan invariante
a la figura en cuestion.

En algunos de los ejemplos hemos encontrado que las sime-
trias tienen estructura de grupo, en otros casos hemos encon
trado que estas ya las habfamos clasificado como grupos ante
riormente. JPero es posible que todas las simetri{as para una
figura cualquiera tengan esta estructura de grupo?. A esta

pregunta damos respuesta en lo que sigue.

3.2 El Grupo de Simetrias Correspondiente a una Figura
Plana. '
Para dar una respuesta a la pregunta anterior y con el
fin de formalizar nuestro trabajo, logrando una mejor visién

de las simetrias, demostraremos el siguiente teorema:

Teorema 3.1: Dada una figura plana ¥, el conjunto de sus

simetr{as es un grupo para la composicién de isometrias.

Demostraciétn: Sea ¥ una figura plana y sean T, S, y M iso
metr{as tales que T(F) = F, S(Fd) = F, M@ = F.
Entonces:
(1> Efectuando la composicién de T con § se tiene:
(STOHF) = ST
= S(FD

= F



También: .

(TSHIF> = TSFD

= T(F

F
con lo cual se cumple G1 de la definicién de grupo.
(@) TSMI(F) = T(SMIFI»

TCSCF)

= T(F

= TSFD

= TSMF)

= TS(MI(F) ¢
La asociatividad se deriva del hecho de que toda simetria

ya es una isometria y éstas son asociativas, con esto se

cumple G2 de la definicién de grupo.

(3> Como ya se ha dicho I pertenece a toda figura plana vy

como:
ICF) = F
y se cumple Gs.
(4> Sea T una simetria tal que T(F) = F entonces
T ' = T'aTWE»
a T T
= 1(FD
= F
Y con esto se cumple Q4. Utilizaremos el simbolo G(FD

para representar al grupo de simetrias de la figura 7.
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A continuacidén presentamos una serie de figuras corres-
pondient.es a la ceridmica policroma de la regién central de
Panami; en su mayoria son piezas que fueron encontradas en
el lugar arqueoldgico conocido como Sitio Conte (PN-5), se
hace para ejemplificar algunos grupos de simetria y para
presentar una pequefia muestra de los bellos disefios conteni-
dos en esta ceramica policroma, entre cuyos méritos esti no
sé&lo sus ricos diseffos sino también su fino acabado ([(Cooke,
1976: 127). Estos ejemplos se presentan siguiendo un orden
ascendente en cuanto al nimero de elementos de su grupo de
simetria; ya que cabe decir que la figura es mAs regular!
cuantos mas elementos contenga su grupo de simetrias asocia-
clado [Alsina y Trillas, 1984; 145].

Ejemplo 7:

Los disefios contenidos en figura 3.2, as{ co-
mo los de las figuras 3.1.hk; el trazo de las letras R, G,
F, J, Q y otras. Todas son asimétricas, 0 Ssea que Su grupo
de simetrias estiA formado por la identidad, G(F)> = (I, a
este grupo se le da el nombre de grupo ciclico de orden uno
fCoxeter, 1971. 57). Sobre el asunto de 1a nomenclatura, és-
ta se hard mas comprensible cuando mas adelante se trate con
detalle lo concerniente a los grupos ciclicos o de Leonardo;
como un preludio a tal tratamiento utilizamos desde esta par

te tales nombres.
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=
- o
‘: 7
. 3
V periodo, Estilo Conte V periodo, Estilo Conte
Lothrop 1942 fig.81 (p.49> Lothrop 1942, fig. 85 (p.50>

Fig. 3.2 Disefios con grupo de simetria C1
E jemplo 8:
Los diseflos presentados en la figura 3.3,
ademis de los contenidos en la figura 31 a 31f1f; la figu-

ra de las letras [, A, T, v otras; todas ellas poseen el mis

N

B

T

3

A
VI periodo, Estilo Macaracas V periodo, Estilo Conte
Lothrop 1942, fig.172, Lothrop 1942, fig117 (p.68D

detalle(p.95>
Fig.3.3 Disefios con grupo de simetria l)1
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mo grupo de simetria. Este grupo estd formado por la identi-
dad y una reflexién, posee como puntos fijos todos aquellos
puntos contenidos en el eje de reflexién. Se conoce como gru
po diédrico de orden dos <Dx>; el uso que en esta oportuni-
dad hacemos del vocablo "diédrico” formado por raices grie-
gas, resulta equivalente a ‘bilateral”, formado por raices
latinas.
Ejemplo 9:

Los disefios de 1la figura 3.4, ademis de los de
las figuras 3.1b.g; la figura de l.,as letras N, 7. S; todos
ellos poseen como grupo de simetrias el compuesto por lav
identidad, I, y una media vuelta. Esta isometria, el giro de

180°, es de periodo dos; pero conserva un solo punto fijo;

VI1 periodo Estilo Parita V periodo, Estilo Conte
Lothrop 1942, fig. 480.a, Lothrop 1942. fig.86.b <(p.S51

detalle(p.245)

Fig. 3.4 Disefios con grupo de simetria Cz'
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aquel donde los dos ejes de reflexidén que componen la media
vuelta -perpendiculares entre si- se intersectan. De la idea
de giro, con un punto fijo, se puede pasar por asociaciones
sucesisivas (Eco, 1985: 222) a la idea de circunferencia,
circulo, ciclo; y de ahi que estos grupos que ademis de la
ldentidad, solo poseen isometrias que conservan un solo pun-
to fijo, el centro de giro, se conocen como grupos ciclicos;
en este caso es el grupo ciclico de orden dos (Cz).
E jemplo 10:

Los disefios de 1la figura 35, también en el

contenido en la figura 31¢, la figura de la cruz gamada,

poseen como grupo de simetria (I, S, SZ,SQI}, donde

o R
V periodo, Estilo Conte V periodo, Estilo Conte
Lothrop 1942, fig.143 (p.80> Lothrop 1942, fig. 44b
(p.29

Fig. 3.5 Disefios con grupo de simetria C4.
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S = a4 y recibe el nombre de grupo ciclico de orden cua-
tro, (I‘ Tal como ya se menciond ol mayor periodo de =us
elementos ~s cuatro, giros sucesivos de 90¢ cada uno para
lograr regresar a su posicidn inicial,
Ejempla 11:

Los disefios de las filguras 36 vy 31ch; la
figura de las letras H, X. Su grupo de simetrias es el grupo
dié¢drico de orden cuatro (Dz)’ también se conoce Ccomo grupo
del rectangulo; pues todoe rectangulo, donde los lados per-—

pendiculares no tengan igual longitud, lo posee.

-

. ol

A \

o X
1

¢

Poey .
- \‘\
. :‘_:»:-__.
IV periodo, Estilo Aristide V periodo, Estilo Conte
var. Escots, Lothrop 1942, Lothrop 1942, fig. 55(nh.35

fig. 228(p 127>

Fig. 3.6. Disefios con grupo de simetria Dz

Ejemplo 12
Los disefilos de las figuras 3.7, y 31d asf
como la del cuadrado, su grupo de simetrifas es el D,‘, grupc

dié¢drico de orden aocho.
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!
U

|

O

IV perfiodo Estilo Aristide IV periodo Estilo Aristide
var. Girén, Lothrop 1942, Lothrop 1942, fig. 295D,
fig. 234.a (p.126> detalle (p.150).

Fig. 3.7. Disefios con grupo de simetria D4_

Con los ejemplos anteriores vy, especialmente con las figu
ras, se quiere evidenciar que la aplicacién de tales concep-
tos no es, nmi ha sido, un hecho alejado de la actividad coti
diana sino que desde tiempos pretéritos se venia ejecutando
por los pobladores de estas regiones.

Tratemos ahora, a la luz del concepto de grupo de sime-
trias de una figura plana %, lo apuntado en la observacién
6> relativo a los generadores. En aquella oportunidad, como
aun no habiamos demostrado que cada figura posee un grupo de
simetrias, no era posible presentar con propiedad este asun—
to; no se disponfia de una idea exacta de cdmo estin relacio-—
nados los elementos de simetria Asi que, ahora, bajo esta
nueva perspectiva, si podemos y para ello presentamos Ila

siguiente definicién.

Definicion 3.3. Sea G un grupo de isometrias, entonces un

conjunto de elementos H resulta ser el congunts de genera'
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dornes de G si y solo si todo elemento de G se obtiene co-

mo una cadena finita y arbitraria de elementos de H.

Esta definicién esta basada fundamentalmente en la presen
tada por Lindstrum (1967: 49). A este conjunto de generado-
res o0 sistema de generadores del grupo G se conoce también,
llanamente, como los generadores de tal grupo; para familia
rizarnos con el significado de la definicién anterior consi-
deremos algunos de los grupos obtenidos en los ejemplos
anteriores. Para evitar confusiones por el aparecimiento
repentino de vocablos cargados de =significado especifico da-!
remos una definicién para ORDEN de un grupo; tambifcn para
“definicién abstracta” de un grupo, esta utltima serid una de-

finicid®n no rigurosa pero s{ util

Definicién 3.4. Dado un grupo de isometrias, G; al nimero
de elementos que lo componen, el cardinal de los elemen-

tos de G, se llama ORDEN del grupo G y se denota por |G].

En cuanto a la otra definicién, vale decir que en la for-

ma como la utilizaremos puede expresarse como:

Definicién 35. Dado un conjunto H de generadores de un
grupo G, llamamos definicidn abstracta de G a aquellas
operaciones de composicién minimas entre los elementos de

H, que expresan la forma en que se puede lograr la generan
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cidn de los restantes elementos de G.

Volvemos ahora a los ejemplos.

En el grupo diédrico de orden 2, Dx’ compuesto por una
reflexién y la identidad, Dx = {d, R >» resulta que esti ge-
nerado por R; donde RZ =10 R =R" completa la definiciédn
abstracta. El grupo ciclico de orden 2, Cz’ compuesto por un
giro de 180° alrededor de un punto determinado, representado

genéricamente por O, y la identidad, C = (1,06
2 180°,0

estid generado por Gxao°,o ¥y la relacién:

2 -1
180°,0 180°,0 t80°,0

completa su definicién abstracta. El grupo ciclico de orden
3, C3 lo componen giros de 120°, 240° y 360-°,

C_ = 09~ , G ,» G = I>
3 t120°,0 2(120°),0 9¢(120°),0

donde si representamos transitoriamente

= S,
120°,0

con el propdésito de facilitar 1la comprensiétn de cémo opera

la composicién, entonces la relacidn:

2  §

=1 o s* =35"
es la definicién abstracta de Ca’ el grupo de simetrias del

tridngule equilstero.
El grupo diédrico de orden 4, Dz’ estid generado por 2
reflexiones,
Dz =L Rx’ R2’ xao",o)

y se define en forma abstracta por:

R°=1=R> , RR =RR ;
2 L 2 2 t
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los generadores del grupo son R1 y Rz.
Otra alternativa de definicién abstracta es:
R2=12 R, RO =1,
t 2 1 2
de donde facilmente se deduce:
RR = RR.
ER- z 1
El grupo ciclico de orden 4, C‘, estd generado por un
giro de 90°, alrededor de O, si representamos
= S,
©0°,0
ocurre que se define en forma abstracta por:
s‘*=1 o s =5t

El grupo diédrico de orden 8, el grupo de simetrias del:
cuadrado, estad generado por dos reflexiones, cuyos ejes son
contiguos, sean R‘ y Rz 3 ¥y la definicién abstracta se com-
pleta por las relaciones

R°E=1=2R , RRO =1
i 2 1 2
Aqui el angulo comprendido entre los dos ejes de refle-
xién contiguos es de 45¢ y de ahi{ que
R R =G = S
i 2 ©00°,0
y consecuentemente (ngz)‘ = I lleva a obtener
s*=1 , 8 =g5""*

El grupo de simetrias perteneciente a la circunferencia
se conoce como Doo’ es un grupo infinito y estid generado por
todas las reflexiones que contengan a su centro en el eje de
reflexién; el grupo formado por todas las isometrias, al que

hemos llamado M, tiene como generadores a todas las refle-

xiones y también es infinito. Estos dos dltimos grupos, 3,
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pesar de no ser posible expresar lo que constituye su defi-
nicién abstracta, se observa esta diferencia fundamental: el
primero es un grupo infinito con un punto fijo y el otro in-
finito, no posee tal punto fijo ya que en ¢l estan inclui-
das las reflexiones que ocurren en ejes paralelos y cuya com
posicién produce las traslaciones.
Con las definiciones y ejemplos anteriores es comprensi-
ble que D2 sea un grupo de orden 4 pues ocurre que:
D2 = (I, R‘,\Rz, ngz >,
y e ahf{ que tth = 4; también se comprende que Doo y M sea
infinito. En oportunidades ocurre que la presentacién de las'
condiciones de composicién que hemos llamado definiciédn abs-
tracta, no es Unica, admite variaciones que en el fondo son
equivalentes.
Para C4 se dijo que esti generado por
S = Goo°,o
ent.onces su definicidén abstracta es:
Sta 1

pero también es equivalente a presentar como tal a

3 1

S = S
pues con ello decimos que

S8§=8 "8

I

o ss? =ss™' =1

Por la definicién 3.2, de perfiodo, sabemos que estan con~

3

tenidos S, Sz, S v st = I, los cuales, en efecto, son sus

elementos; por la definicidén 3.4 se tiene que ICdl = 4 y pom
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lo tanto resulta valido y comprensible que se afirme que C4
es el grupo ciclHco de orden 4,

En la parte final volvamos a un aspecto que ha sido obser
vado en todo el capitulo y que estia contenido en la observa
cién 5; en ella se dice =-con la notacidtn que hoy dominamos-
que el grupo ciclico C2 y el diedral D1 tienen cada uno, dos
elementos; la identidad y un giro de 180°, la identidad y u-
na reflexién, el otro; que el periodo de estos elementos, di
ferentes de 1la identidad, es 2. También que D2 y C4 tienen
ambos cuatro elementos. Todos los de D2 son de perfodo 2;
-los de C4 tienen perfodo 2 y 4. Para comprender mejor la s&-
me janza de estructura en el primer caso y diferencia en el

otro presentamos el siguiente resultado como una definicién.

Definicién 3.6. Sean G y G’ dos grupos y una funcién de
G en G’ que cumple las condiciones sigulentes: Sean g,
&, gz elementos de G ; ademas sea e el elemento identi-

dad del grupo G y e’ el respectivo de G’, entonces:

I1.- &(g‘gz) e I’L(g‘) I’L(gz)

X2.- hied = e’

I3.- &(g}) o &(gz) solamente =i g, ~ 8,

I4.- Para g’ perteneciente a G’ siempre existe g, en

g, tal que se cumple A(g) = g’
Se dice entonces que A es un isomorfismo entre G y G’
También se dice que G y G’ son isomorfos por A, y se re-

presenta por
G ~ G’ H
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Considérese la siguiente propiedad
Sea g, & | € G entonces:
1

i(g H o= rig>

En efecto, como Aled = &’ I2D

de ahi:
lz,(gg"‘) = e’,
Age™ P> = A AT .
pero
e’ = ACg> ALY ! (definicién de inverso en G’;

se tiene entonces:

rCgORg™ !> = rigORCg> ™t
y por la unicidad del inverso de un elemento en G’ se conclu
ye:

g™ = A L

1581

Todo lo anterior nos dice que un isomorfismo existente en
tre dos grupos garantiza que estos poseen la misma estructu-
r3a; de otra manera, son estructuralmente idénticos; es de-
cir, tienen el mismo numero de elementos, existe una corres-
pondencia Unica y directa entre el elemento identidad de uno
de los grupos con el del otro, y el periodo de un elemento
es igual al periodo de su correspondiente en el otro grupo;
al elemento inverso en un grupo estin asociado en forma gni
ca y directa el elemento inverso de aquel con el que estan

asociados los elementos directos.

Volviendo al caso de los grupos C’ Yy D‘ ; podemos afirmar



ahora que son isomorfos, que en forma abstracta son idénti-
cos. Pero Cz esti constituido por un giro de 180° vy D1 por
una reflexién, ademis de la identidad en ambos casos; poseen
periodo 2, pero como un giro de 180° no es igual a una re-
flexitn alrededor de un eje especifico, para el asunto de,
identidad abstracta dJdiremos que Cz y l.')1 son diferentes repre
sent aciones geométricas de un mismo grupo abstracto de orden
2 [Coxeter 1971: 571 que estai definido por T° = I, donde
para Cz'T representa el giro de 180° y para D‘ es la
reflexién.

En el caso de los grupos Dz y C‘, estos no son isomorfos,!
no tienen la misma estructura, los elementos de Dz’ a excep-
citn de la identidad, son de perfodo 2; C‘ tiene dos de pe-
riodo 4 y uno de periodo 2. Otra forma de decirlo es que
tienen diferentes ''tablas de composicién', o que la defini-
cién abstracta de uno difiere de la del otro.

Para un determinado grupo abstracto, G, cualquier grupo
G’ que le es isomorfo, se dice que es una realizacién de ese

grupo abstracto. Asi, si para la figura 3.5.a representamos

su grupo de simetr{as como:
G’ = {I.R” R’ S,
1 2
y tenemos el grupo:
Dz =2 4«1, R‘, Rz, Rakz >,
al definir la funcién f de Dz en G’ que tenga:
— » » = g 4
fA> =1, f(Ri) = Ri, f(Rz) = Rz, f(ngz) s’,

vemos que se cumplen todas las condiciones de la definicién.
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3.6 y podemos afirmar que D2 y G’ son isomorfos; ademAs
decimos que G’ es una realizacién de Dz.

Estamos preparados para tratar en los capitulos siguien-
tes con diferentes categorias de los grupos de simetria de
las figuras planas, como parte importante de nuestro traba-
Jo; para llegar a ellos hagamoslo recogiendo algunos de los

resultados logrados en todo lo tratado en este cap{tulo.

1- A toda figura plana le corresponde un grupo de sime-
trias.
2- Las dimensiones de una figura no determina la canti-

i
dad de elementos de simetria que posee su correspon-

diente grupo. Anotado en Observacién 2.

3.- Los grupos de simetria de una figura plana son finitos,
los del cuadrado, el rectingulo, o infinitos como es el
de las traslaciones o el del circulo.

4.~ Es posible para los grupos finitos determinar un conjun-
to H generadores, con los cuales lograr la definicién
abstracta del mismo.

5.- Algunos grupos son isomorfos entre si.

6.- Figuras planas muy diferentes entre si{ vienen a ser rea-
lizaciones de un mismo grupo abstracto.

7.- Para un determinado grupo abstracto es posible encontrar

otro grupoe que corresponda a una realizacién concreta

del mismo.



Capi tulo 4

GRUPOS PUNTUALES O DE LEONARDO

4.1 Generalidades.

Los grupos de simetria que pueden ser clasificados como
de Leonardo constituyen una de las tres categorias de grupo;
de simetria que utilizaremos para clasificar logs disefios con
tenidos en la ceramica pintada de la regién central de Pana-
m&. En el desarrollo de este capfitulo presentamos primero
una clasificacién de los grupos de simetria de los poligo-
nos regulares, a continuacién tratamos lo relativo a los
grupos de Leonardo, relacionidndolos con los grupos de sime-
tria de los poligonos y luego daremos otros ejemplos -reali-

zaciones~ de estos grupos abstractos en la ceramica de la

regién central.

4.2 Poligonos Regulares.

En muchas ocasiones se escucha, se trabaja, con lo que
llamamos poligonos regulares; ésta es una mis de esas opor-
tunidades y para uniformizar la idea de tales figuras geomé-

1]
tricas planas presentamos una definicién que nos seri uUtil
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en el trabajo que a continuacidon haremos, determinando los
grupos de simetria puntuales de una figura plana.
Definicién 41 Un poligono regular de n lados, n 2 3, es
la figura convexa determinada por la sucesién de puntos
P, Pz,...,Pn, diferentes entre si, junto con los segmen-

1

t.os:

PPies, 1 = 1,2,.., n-1, vy F:P_i, que constituye
los lados, tal que
FF | = PPl = = (PP 1 = (FF]

Un Poligono regular cumple con la siguiente caracteristi-
ca: s P y Q son dos puntos distintos cualesquiera pertene-
clentes a un mismo lado entonces el poligono queda completa-
mente contenido en uno solo de los dos semiplanos definidos
por la linea recta ‘—P-(S-' Para determinar la forma de construc
cién de estos poligonos hagamos eco de lo expresado por Pe-
doel1979: 2501: “Nuestros poligonos regulares tienen lados vy
angulos iguales y sus vértices estan sobre un circulo y exis
te otro que toca los lados. Queda por tanto en evidencia que
Ia construccién de un poligono regular equivale a dividir la
circunferencia total de un circulo en n partes iguales’.

Se llama angulo central al Angulo descrito por el centro
y dos vértices consecutivos, por lo que en un poligono regu-

lar existen n angulos centrales. En la figura 4.1 se presen-
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Fig. 4.1. Ejemplos de poligonos regulares, mostrando la
circunferencia que contiene a los vértices o la que toca
los lados, mostrando ademaAs el Angulo central.
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tan wvarios poligonos regulares mostrando la circunferencia
que contiene sus vértices, la que toca sus lados, ademas de
indicar su Angulo central. Utilizaremos la simbologfa em-—
pleada por Coxeter ({1971: 51] para representar un poligono
regular de n lados, n-agono regular por (n), indicando el
cardinal encerrado entre paréntesis; se emplea también, u—
sualmente, una letra P mayuscula con el cardinal del numero
de lados como subindice, pero tal simbolo va lo usamos para
indicar los vértices; asi{ que para evitar confusiones de
cuando Pn significa vértice n-ésimo o un n-igono regular
preferimos usar los signos mencionados, con representacién y
significado diferente. En la tabla 4.1 presentamos una can-I
tidad de nombres de poligonos regulares, indicando el numero
de lados y el wvalor de su Angulo central, comienza con el
poligono regular de menor numero de lados, el triangulo e-
quilAtero; aun cuando algunos autores [idem: 631 opinan que
en ocasiones es recomendable comenzar la consideracién de
los poligonos regulares con el digono, <2), aunque sus dos
lados coinciden, su representacién es un segmento de linez
recta indicando el punto medio como centro de la
circunferencia que contiene sus vértices, los extremos del
segmento, que en ese caso es un didmetro.

Cada par de vértices consecutivos determinan los puntos
extremos de wuno de los lados del poligono regular; ocurre
que estos vértices pertenecen a una circunferencia de centro

0; asf que se definen n triidngulos isdsceles, cuya base la



Simbolo Nombre del poligono Ndmero de Z:;?:eiiial
lados
3> Triangulo Equilatero 3 120~
4> Cuadrado 4 90-°
5> Pentigono Regular 5 T2¢°
6> HexaAgono Regular 6 60 -
7> Heptagono Regular 7 5125 '42—:“
8> Octégono Regular 8 45 ©
9> EneiAgono Regular o 40~
{10>» Decagono Regular 10 36°
111> EndecAgono Regular 11 32°43’38§-—;—T
12> Dodecégono Regular 12 30-°
15> PentadecAgono Regular 15 24-°

Tabla 4.1. Simbolos, nombre y valor del 4ngulo central de
algunos poligonos regulares.

forma el respectivo lado del poligono y los dos restantes
son los radios trazados desde el centro o hasta cada uno de
los extremos del mencionado lado que =sirve de base. Tales

triAngulos son congruentes entre si{ y el angulo central mide

9 SO °

por lo que el poligono regular en consideracién se man-
Lal

tiene inalterado por una rotacién con centro en O y giro

3080 °

Sea tal rotacién S = @ la cual por dejar
n (8350°/1n),0
inalterade a ese poligono regular es una isometria para el

mismo; tal como ya se vid en otros ejemplos anteriores, tam-

bién son isometrias

k(aoso°/n),0
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y por ser una particidén regular y finita de la circunferen-

cla se tiene

n
5§ = @G = G = I
n3G0 ° /™, 0 360 °,0

Lo anterior evidencia el hecho de que el periodo de S es
igual al nuimero de lados del poligono regular Esto es lo
que conocemos como grupo ciclico de orden n, Cn. En el caso
de los poligonos regulares N} para n 2 3.

c =< s,8%,5%,..8" >, | cC | =mn

Tal como fue descrito en el capitulo 2, una rotacién se
logra como resultado de la composicién de dos reflexiones cu
vos ejes sme Intersectan; en el caso de los poligonos regula—u
res este punto es el centro de la circunferencia, 0. Este an
gulo de rotacidén es de valor el doble que el contenido entre
los dos ejes de reflexién que la generan; entonces =i el aAn-

gulo de la rotacién S es a = 3g0”

ocurre gque el valor del An
gulo descrito por los dos ejes de reflexién que la generan

]
es — o, donde:

Nm

1 360 ° 180°
e} = —_ o -
2 n n

Estas reflexiones cuando se trata de un poligono regular
con un numero impar de lados ocurre que para cada una de e-
llas, el correspondiente eje de reflexidén (que para el caso
es un eje de simetria, pues tal reflexién deja invariante al
poligono en cuestién) pasa por uno de los vértices, el cen-

tro de la circunferencia que los contiene y corta al lado

opuesto en su punto medio; por lo que se concluye que si tal

]
poligono regular ) tiene n vértices, =olo tendri mn refle-
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xiones, que son simetrias y que a su vez generan n rotacio-
nes. Cuando tal poligono tiene un numero par de lados, la
mitad de los ejes de reflexién (de simetriad unen los pares
de vértices opuestos, como el poligono tiene n vértices y se
unen pares de ellos; tales ejes de reflexidn son :-n Los
restantes bisectan los pares de lados opuestos d(que son
paralelos) y si este poligono regular tiene n lados y son
bisectados en pares, tales ejes de reflexién también son -;—n;
por lo que también aqui el nimero total de reflexiones es n,
como los vértices, los lados, Angulos centrales, las rotacio
nes. Este resultado esta en consonancia con el material pre"’-
sentado, especialmente en el capitulo 2, en el que se decia
que todas las isometrias (y las simetrias son isometrias)
estan generadas por reflexionhes. Lo dicho en este paArrafo
estd wmostrado graficamente en los poligonos regulares de la
figura 4.2.

El total de las simetrias, que forman un grupo, para un

poligono regular (N} esti& constituido por n notaciones, de

Angulo de giro 3:o°, alrededor de O, y n reflexiones que con
tienen a O en su eje. Este grupo se conoce como grupo diédri
co, Dh, de orden 2n.
J DnI = 2n = n reflexiones + n rotaciones
El grupo l)n incluye todas las simetrias correspondientes
a Cn; dicho de forma mis técnica, Cn es un subgrupo de Dn.
La figura 4.3 ilustra el proceso como opera el grupo Cn

. . 1
generado por S = 6 , con definicidn abstracta: '
(360°/n),0
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Fig. 4.2. Ejemplos de poligonos regulares mostrando sus
e {es de reflexidn. "
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s" = I,
resultado de la composicibn de dos reflexiones con ejes

adyacent es R,‘,R,H‘, de donde S = R,

141 iea

— - - - N
/”’ ~ N

~ , Lipilasociada &, )
- I+1

/'/ h \/

Tp s
e N \
7 S \

F\Q\‘ : 7"/ - \‘\ \\
fgg‘o_,,\.d)o R ~li(asociada 4 R)
. . |

|
{

Fig. 4.3 Efecto logrado en un poligono regular por
S({(F> = Ri’“(ki(&")).

Sean Rg’kz’"" R“, las n reflexiones de (n), en su orden

natural, entonces R‘Rk“ es el producto de dos reflexiones

180°

que contiene K veces al angulo que produce una rotacién

800°

de K veces » O sea:;

Rtkk#t =

de ahi que:
RRR = RS*
4 ¢ ket 1
(RRODR = R S*
4 ¢ k+4 q
ROIR =rS"
[ k+1 [
IR =RS®
k+g e
R = RSk
ket %

de donde:
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R=RS
2 1
R = RrRS?

1
R = R‘SB
R = rs™!
n 4

Todas las reflexdones estian generadas por R‘ y S, y las
respectivas rotaciones lo estidn sdélo por S; de ahi que D
n
estia generado por R’ y S. Si se sustituye a S, por S = R1Rz’
como ya se habfa indicado, ocurre que Dh estid generado por
R’, Rz y =su definicién abstracta es:
REm 1w R CRRDO =1
1 2 1 2
Si me adopta como conjunto de generadores de D a R‘ y S,
n
se tiene que su definicién abstracta es:
2 n —1
R’ﬂl, S =1, R; S =S R, 1=1,.,n
La igualdad de esta uGltima condicién es la que se muestra
en forma grafica en la figura 4.4. a y b.

A continuacién presentamos, para una mejor comprensién el

siguente teorema, sin demostracién.

Teorema 4.1: Para n * 3, el grupo diédrico Dn corresponde
al grupo de simetrias de wun poligono regular de n lados

.

Tambié¢n se ha mencionado que los grupos ciclicos se pue-
den presentar como el grupo resultado de considerar solamen-

te los giros de un poligono regular, como un subgrupo del! tg
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(a) R;S(F) \‘.L,-(asociada R; )

\ L; (asociada R;)

- K.-‘“\»—“\\

Fig. 44. a) La composicion R_tS (¥2; b) La composicion
S™R_ (¥ utilizando una parte de heptagono regular, 7).
tal de simetrias que éste posee. Pero no es la Gnica forma
de considerarlos, corresponden también al grupo de simetrias
de un poligono que no contenga a las reflexiones como elemen

tos de simetri{ia, como es el caso de la figura 31c, a la

[}
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cual le corresponde C4. Aun cuando la seccién esti dirigida
a los poligonos regulares, presentaremos la construccién de
un poligono orientado para que con tal tipo de poligono no
sea posible hacer corresponder los grupos de simetria cfcli-
cos; la forma de construccién aqui dada, de ninguna manera
pretende considerarse como la Unica -nada mas alejado de la
realidad- si no que sencillamente para los fines propues-

tos, resulta adecuada.

Construccién de un Poli gono Orientado

1. Tricense dos circunferencias concéntricas C, C’ de centro
O y el radio de la circunferencia mayor, C, de longitud
Irl, y el de 1la menor, C’, ilrl.

2. Dividase C en n partes iguales.

3. MArquese en C los puntos resultantes como w‘,wz...,wn.

4. Marquese en C’ los puntos resultantes al cortar a r cuan-
do se sefiala cada uno de los puntos de C. Sean estos pun—
tos V‘,Vz,...,vn.

5. Unase el camino V‘W‘, Vz, wz,..., A\ , V, W, V.

n—1 n n 1

El poligono asi obtenido es el poligono orientado solici-

t.ado.

Este proceso de construccién esti representado todo en la
fig. 45,
Al decirse Poligono Orientado no debe tratar de entender-—

se que si la orientacién de la figura sea positiva o negati-
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VI:IH- VZ (d) / . \‘
- \'f \
| . | '
1 ‘
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Fig. 48 CGConstruccién de un poligono orientade a> longi-

tud de los radios (b> las dos circunferencias concéntri-

casg; (c) los puntos marcados; (d) el poligono orientado.
va pues estos términos son relativos, arbitrarios, bhasta
cierto punto. Dependederid de 1o que se considera positivo,
asi resultarsd aquello que se considerara negativo. Si serd
considerado conforme con e! movimiento de las manecillas de
un reloj, que utiice manecillas para indicar la hora, o en
sentido contrario a tal movimiento. Para los fines de este
trabajo, y en esta parte, mas aun, al decirse Poligono Orien
tado, lo que se trata de establecer -se advierte en los pa-
sog utilizados para su construccién y es perceptible a nivel
visual en la figura 45- que es un poligono construido de ma

nera tal que admita solamente rotaciones, y no reflexiones,

en e! grupo de simetrfas que le corresponde. Lo anterior no,
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niega que una rotacién puede describirse como el resultado
de la composicién de dos reflexiones cuyos ejes se intersec~
tan en el punto de giro de esa rotacién. No, lo que se afir-
ma es que las reflexiones, como tal, no pertenecen al grupo
de simetrias de un poligono orientado.

Habiendo aclarado lo concerniente al poligono orientado
demostramos el teorema relativo a su correspondencia con los

grupos ciclicos.

Teorema 42 Para n 2 3, el grupo ciclico Cin corresponde
exactamente al grupo de simetria de un polfgono orientado

de n cuspides, Q . '
n

Demostracién: Sea (.‘:h el grupo ciclico de orden n y sea
G(Qn) el grupo de simetria de un poligono orientado de n cas

pides. Ocurre que Ch, con sus n giros, de valor angular

b Role g
n

, estid contenido en G(Qn) R Cih < G(Qn)

Sea T e G(Qn), entonces T sera o bien una rotacién o una
reflexién, cuyo eje contiene a 0. Por ser una isometria en-
viard a un vértice arbitrario, sea éste wi, a otro vértice

W. S8Si T es una reflexién enviarsd a Wz a Wkﬂ o W

k k-2’

entonces haciendo la composicién GT, donde G es un giro, ele
gido de manera tal que en el resultado de la composicién, su
eje respectivo contenga a el centro O y a w?. Esa composi-
cién, que es una reflexién enviaria al segmento Vl:'v'a en el

segmento Wzvx 3 ocurre que este Gltimo segmento no pertenece
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al polf gono orientado Qn; por lo que se puede afirmar que T
no es una reflexién. T es un elemento de G(Qn) y T es un
giro por lo tanto se tiene que

T e G(Qn), T ¢ C

n

esto indica que
G(Qn> < C“.
y de ahi{ que
(3n = G(Qn).
|88

Estos teoremas nos dan la validez de un hecho que habfa-
mos mane jado pero no se habia precisado como lo es esa co-
rrespondencia entre el grupo de simetrias de un poligono re.
gular con un grupo diédrico y el de aquellos otros poligonos
que no poseen reflexiones como elementos de simetria, sola-
mente rotaciones con los grupos ciclicos.

Para completar esta presentacién diremos que los grupos
Dz’ D1 y Cz’ (31 corresponden a casos especiales dentro de la
correspondencia mostrada. La no inclusién se debe, basicamen
te, a que la representacién de un poligono con las caracte
risticas por ellos requeridas no es posible, adecuadamente,

en el plano.

43 Los Grupos de Leonardo.
4.31 El Teorema de Leonardo.
Esta seccién trata de una categoria bien definida de gru-

pos, aquella compuesta por los grupos de simetria finitos de
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una figura plana, a los que también se les llama grupos pun-
tuales o de Leonardo. Tales grupos por ser finitos no poseen
simetrias cuyo perfodo sea infinito por la cual no incluiran
isometrias tales como las traslaciones ni tampoco las refle-
xiones deslizantes ya que estas permiten ser interpretadas
como el resultado de la composicién de una traslacién y una
reflexién, cuyo eje es perpendicular a aquellos dos -para
lelos entre si{- que permiten la traslacién, por lo que =e
puede aseverar que un grupo de Leonardo solamente posee, en-

tre sus elementos constitutivos, reflexiones y rotaciones.

Definicién 4.2. El grupo de simetrias que le correspondgq
a una determinada figura plana ¥, G(F), se le llama pun-
tual © de Leonardo si cumple con las siguientes condicio-
nes:

(1> Es un grupo finito.

(2> Existe un punto 0, que permanece fijo para todas

las simet.rias de 7.

El punto fijo mencionado en la definicién se le conoce
como centro de simetrfias de la figura ¥ . Por lo expresado
por esa definiciétn puede ocurrir que en una determinada figu
ra plana el centro de =simetrfa pertenezca a la figura ¥, y
en otra no ocurra asi; esta circunstancia es la que se tra-
t.a de ilustrar en la figura 45.

Con lo tratado hasta el momento se puede aseverar que los
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.
— —_—
r
i \-{jJ,E-F""'
IV perfodo Vil periodo b
Lothrop 1942, filg. 252.a Estilo Parita, Variedad Ortiga
<p.132>. Ladd, 1964, f1g.29(p.87>.

Fig. 45 Ejemplos de figuras donde el punto fi Jo de sus
simetrias pertenecen o no a tal figura.

grupos de Leonardo -tal como lo establece la definicion ante
rior- no contienen traslaciones ni reflexiones deslizantes,
por lo que solo permite aquellos grupos que estin conforma-
dos por reflexiones y o rotaciones; y este planteamiento es
lo que se conoce como el Teorema de Leonardo, que a continua

ciétn se demuestra.

Teorema 4.4 (TEOREMA DE LEONARDO) Los unicos grupos de
simetria finitos en el plano, los grupos de Leonardo, son

los grupos ciclicos C:n y los grupos diédricos Dn, para

n = 12.3,..
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Demostracién: Sea ¥ una figura plana y G(F)> su grupo de
simetri{ as, finito, considérense dos casos:
Caso 1. G(F> contiene una rotacién de valor angular o y

centro de giro en el punto O, Gao’ pero ninguna reflexién;
14

por lo cual G(¥> contiene a sus multiplos

G , G

20,0 act,o’ ’

ko, o0’

Pero G(F> es un grupo finito por lo cual para contener

al listado completo de multiplos de G necesariamente ocu-

»

rre que sélo contiene a un numero finito de elementos dife-
rentes. Lo anterior es equivalente a afirmar que para un de-
terminado n se cumple

= g =1
na, © 360°,0

9 60 °

o sea el giro que ocurre tiene un valor angular de o = ’

9360°
n

G(F> contiene un giro, con centro en O y de valor a =

y también contiene a un numero finito de multiplos.

. , @ . , @
380°/Nn,0 2(9380°/n) ,0 3(9850°/n) ,0

TP T (n-4)(9380°/n) , 0’

La expresién anterior corresponde al grupo ciclico de

orden n, C , generado por G es decir:
n

3s60°/n,0’
Cn =s Gk(soo°/m,o | k= 12,., n

Caso 2. G(F> contiene una simetria por reflexién Ra’ para
lJa cual, la linea que sirve de eje de Ila reflexion L1 contie
ne al punto fijo O. La primera posibilidad es que tal grupo
sea

C(R,R* =1)>
1 1

Si G(F> contiene otra simetria por reflexidn, Rz’ con
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eje reflexidn Lz, donde Lx * Lz se intersectan en 0O, debera
contener el resultado de la composicién de Rx y Rz' Pero el
resultado de una composicién entre dos reflexiones es un gi-
ro alrededor del punto de interseccién de esas dos reflexio-
nes; el angulo asi{ descrito a, es de un valor el doble que

el formado por L‘ y L?. Por el caso (1>, necesariamente

9360 °

Lo}

» para n>1; por lo que GC(F> deberi contener a to-

dos los elementos del grupo ciclico C ademis de las n refle
12

xlones obtenidas al efectuar la composicién R‘Sk » k = 1,2,

.,n donde § = @G , esto equivale a girar n veces L
360 ° /n,0 1

un angulo
k< — - > , k=12,....n
Pero el grupo C junto con esta n reflexiones constituye
n

el grupo diedral D, con n giros de valor sl » alrededor
™

n
de O y n reflexiones con angulo, entre dos ejes de reflexién
180°
consecutivos, de , cuando n>1. Es decir:
n

D = <G | k=123, ,n>
n

R
k(960°/n) ,0 k

E:q

Con esto se concluye la demostracién del teorema de Leo-
nardo; el grupo de simetrias que caracteriza al circulo que,
contiene cualquier giro que ocurra teniendo a su centro como
de giro, y a cualquier reflexién que lo incluya en su eje de
reflexién, a pesar de contener sélo rotaciones y reflexio-
nes, no se considera como uno de los grupos de Leonardo pues

contradice la condicidén primera de la definicién 4.2. es el
grupo conocido como Dm . Hay que advertir en este momento

también que los grupos de Leonardo, a pesar de solo incluir
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Fig. 46 Ejemplo de grupos ciclicos, usando un médulo,
por iteracién.
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grupos con numero finito de elementos de simetria, ellos
como reunién de todos los grupos de Leonardo constituyen un
conjunto infinito.

A continuacién se presentan en la figura 4.6 un conjunto
de figuras que representan por iteracién, a partir de un de-
terminado mdédulo, ejemplos de realizaciones de algunos gru-
pos ciclicos. En la figura 47 se hace otro tanto para los
grupos diédricos.

Como una consecuencia directa del teorema 4.3, relacionan

dolo con el contenido de los teoremas 41 y 4.2 se tiene:

Corolario 431 Para n23, los grupos de Leonardo co-
rresponden exactamente a los grupos de simetria de los
poligonos regulares o de los poligonos orlentados, segin

incluyan o no las reflexiones como parte de los elementos

de simetria de tales grupos.

Este corolario evidencia por completo la interconexidn
existente entre dos términos que se dan como equivalentes, y
de hecho lo son; los grupos de simetria correspondientes a
los poligonos -regulares, usualmente, pero no sdlo esos—- y

los llamados grupos de Leonardo, para n=3.

4.3.2 Algunos datos sobre Leonardo.
Los grupos de Leonardo llevan ese nombre en reconocimien-
to de uno de los mis sobresallentes hombres de ciencila, ar-

tista, constructor del Renacimiento europeo, el florentino
"
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Leonardo da Vinci, quien ejecutd su obra entre los dltimos
veinte afios del siglo XV y las primeros veinte afios del si-
glo XVI. Vasari, su bilografo mas cercano, temporalmente, di-
ce, en el siglo XVI, "sus investigaciones le levaron hacia
la filosofia natural, el estudio de las propiedades de las
plantas, los movimientos celestes, las 6Srbitas de la luna y
la evolucidtn del sol"‘[Chast,el 1952: 24)1. Parte de sus no-
tas, recogidas en el "Codex Atlanticus”, evidencian que sus
sreas de interés fueron esas y muchas mas y que a lo largo
de su vida, en determinadas épocas, prestd mayor atencién a
unas que a otras. La contribucién hecha por Leonarde a la
matematica queda tlustrada en la siguiente cita del libro dev
Pedoe [1979: 84, 861

"Pero vamos a citar ahora a Hermann Weyl. En su bien cono
cido libro titulado Symmetry (Princenton University Press,

1952> en la pagina 66, Weyl dice:

Leonardo da Vinci se dedicé a determinar
sistematicamente las posibles simetrias de
un edificio central y coOmo afiadir capillas
y nichos =sin destruir la simetria del na-
clee. En terminologia abstracta moderna,
los resultados vienen a sger esencialmente,
nuestra tabla anterior de los posibles gru-
pos finitos de rotactiones (propios e impro-
plosd en dos dimensiones.

¢.D> Seria suficiente sefialar aqui, aunque Leonardo parece
haberse limitado a un octigono (8 lados) regular inscrito en
un circulo, y Weyl se refiere a un n-gono regular inscrito
en un circulo, los trabajos de Leonardo demuestran que

poseia una comprensién total de todas las posibilidades vy

& Traduccién del autor
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que, por si solo, este hecho serfa suficiente para que ¢l o-
cupase un lugar destacado en la historia de la geometrf{a.'
La tabla a la que se hace referencia es:
Ct, Cz’ CS, RN Dt, Dz’ Ds, ..

También Coxeter [1961: 351 cita a Weyl con relacién al

mismo tema:

"De acuerdo a Weyl [1, pp 66, 991 ha sido Leonardo el que
descubri$é que los Unicos grupos finitos de isometrias en el
plano =on:

Ct’ Cz’ Cs’

Dt, Dz’ Ds’
y su interés en ellos fue desde el punto de vista de los pla
nos arquitectdénicos’.

No =délo en base a las notas que todavia se conservan si
no que de manera indirecta también se tiene constancia del
interés que Leonardo tenfia por la matemAtica. Ese testimonio
se obtiene del intercambio epistolar entre Isabelle dJd’Este,
de Mantua, cufiada del que habia sido protector suyo en Mi-
lan, Ludovico Sforza Visconti, el Moro, y Fra Pietro de la
Novellera. En una carta de ésta al fratle, fechado 22 de mar
zo de 1501, se referia a que hiciera contacto con Leonardo
con el fin de obtener el compromiso de hacer un dibujo para
su estudio. "Reverendisimo Padre: si Leonardo, pintor flo-

rentino, se encuentra en Florencia en este momento, os rue-

go..".Cita tomada de la biograffia de Leonardo escrita por
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Fig. 47 Ejemplo
por iteracién.

de—'grupog cilédrlcos, usando un médulo,
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Eugenio Muntz [1956: 293). Por parte del religioso =e obtuvo
contestacién, referente a este asunto, en una carta fechada
el 4 de abril de 1501 en la que "le informé que Leonardo es-
taba maAs dedicado que nunca a las matemAticas" [Pedoe 1979:
81). Cuiles fueron los aportes de aquella época, no se sabe;
sélo queda la constancia de su dedicacién. Este interés tanm
bién se evidencia en otras épocas y de ellos se tiene como
resultado, entre otros las ilustraciones que hizo para el 5
bro "De divina Proportione”, de Fra Luca Pacloll; terminada
en 1497; la dedicatoria aparece fechada en febrero de 1498,
aun cuando sdélo salié de las prensas en 1509 [Muntz, 1956:

196, nota 241

4.4 Aplicaciones de los Grupos de Leonardo en la Ceramica.
Para finalizar presentamos unas laminas que contienen
disefios encontrados en la ceramica pintada de la regién
Central de PanamA y que constituyen realizaciones de los
grupos de Leonardo.
El cédigo de los colores que en ella se emplea al reprodu

cirlas es el que usa Lothrop [1942: viii).

Color Representacién

Blanco \ |

Negro

Ro jo

Morado

Cuadro 4.1 Cdédigo de los colores usados en la representa
cién de la ceramica, tomado de Lothrop [1942: wviiil
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CULTURA : REGION CENTRAL DE PANAMA

(Provincia de Coclé>
Museo o Coleccién: Museo Peabody, Cambridge, Mass.
Ne de Identificacién : 33-42-20797
Fuente: Lothrop. SK., Coclé: An Archaeological Study of
Central Panami. Part II: The Pottery of the
Sitio Conte and Other Archaeological Sites.
Fig. N° : 82.a(p.49>
Técnica: Ceramica Pintada

Grupo: de Leonardo C‘.




CULTURA - REGION CENTRAL DE PANAMA
(Provincia de Herrerad
Museo o Colecciédn:
Ne de Identificaclion:
Fuente: l.add, John, Archaeological Investigations in
the Parita and Santa Maria Zones of Panami
Fig. No : Fig. 8(p.55).
Técnica: CerAmica Pint.ada

Grupo : de Leonardo D‘.
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

{Provincia de Cocléd
Museo o Coleccién: Museo Peabody, Cambridge, Mass.
N° de lIdentificacién: 33-42-20.905
Fuente: Lothrop, S.K, Coclé: An Archaeological study of
Central Panama. Part II: The Pottery of the Sitio
Conte and Other Archaeological Sites.
Fig. Ne: 378 (p.187)

Técnica: Ceramica Pintada.

Grupo: de lLeonardo C . ,453' -]
2 . -
l N
I
/"
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

(Provincia de Cocléd

Museo o Coleccidtn: Peabody Museum, Cambridge, Mass.

Nec de Identificacitdn: 33-42-20.801

Fuente: Lothrop, SK. Coclé: An Archaeological Study of

Central Panama. Part II.

Sitio Conte and Other
Fig. N+ : 67 (p.43>.
Técnica: Cerdmica Pintada.

Grupo: de Leonardo Dz'

The Pottery of the

Archaeological Sites.
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

(Provincia de Coclé)
Museo o Coleccién: Museo Peabody, Cambridge, Mass.
Ne de Identificacié4n: 33-42-201461
Fuente: Lothrop, SK. Coclé: An Archaeological study of
Central Panama. Part II: The Pottery of the
Sitio Conte and Other Archaeological Sites.
Fig. N° : 164. a (p.90.
Técnica: Ceramica Pintada

Grupo: de Leonardo Cs.
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

(Provincia de Cocléd

Museo o Coleccidn:

Ne de Identificaciédn:

Fuente: Cooke, RG., Ancient Painted Pottery from
Central Panam&, Archaeoclogy Jul-Aug 1985.

Fig. No : pag. 34.

Técnica: Ceramica Pintada

Grupo: de Leonardo Dq.
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

(Provincia de Veraguas)

Museo o Coleccién: Museo Antropoldgico '"Reina Torres de
Araduz’’.

Ne de Identificacidén: 65-1-52 C V-21 O,
Fuente:

Fig. Neo

Técnica: CerAmica Pintada.

Orupo: de Leonardo (}4.
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA
(Provincia de Cocléd

Museo o Coleccién: Museo Peabody, Cambridge, Mass,

Ne de Identificacién: 33-42-201382

Fuente: Lothrop, SK, Coclé: An Archaeological Study of
Cent.ral Panam&. Part II: The Pottery of the
Sitio Conte and Other Archaeological Sites.

Fig. Ne: 97.d (p.56D

Técnica: Ceramica Pintada

Grupo: de Leonardo 1)4.
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA
(Provincia de Coclé)

Museo o Coleccién: Museo Peabody, Cambridge, Mass.

Ne de Identificacidén: 33-42-20.1119.

Fuente: Lothrop, SK.,

Coclé: An Archaeological Study of

Central PanamiA. Part II: The Pottery of the

Sitio Conte and Other Archaeological Sites.
Fig. Ne : 100b (p.58>

Técnica: Ceramica Pintada

Grupo: de Leonardo D:s'

-X .
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

(Provincia de Cocléd

Museo o Coleccién: Museo Americano de Historia Natural,
N, Y.

Ne de Identificacién: 30.1./1094.

Fuente: Lothrop, SK. Cocié: An Archaeological Study of
Central Panama. Part II: The Pottery of the
Sitio Conte and Other Archaeological Sites.

Fig. Ne : 43t.c (p.216).

Técnica: Ceramica Pintada.

Grupo: de Leonardo De.

N




Capitule 5

LOS GRUPOS DE SIMETRIA UNILINEALES

5.14. Las Isometrias Permitidas en un Disefic Unilineal

(disefic de bandad FEN

La segunda categoria de los grupos de simetria en el
plano, que usaremos para clasificar los disefios de la cera-
mica pintada de la Regién Central de Panama, es aquella que
incluye entre otras isometrias una traslacién en una sola’
direccién. Por esa razdn se conocen como Grupos Unilineales;
también son conocidos coma disefios de banda, de franja o,
con una connotacién més arquitectdnica, como frisos. Tal co-
ma dicen Alsina y Trillas: "Les frisos tienen como denomi-
mador comin la repeticién de un determinado mdédule ¢ . >
a lo largo de una banda rectingular, dandose siempre una pe-
riodicidad sistematica en la repeticién del maédulo, . "
[1984: 151].

Si tenemos en cuenta gue wuna traslacién es el resultado
de la composicién de dos reflexiones respecto a ejes parale-
los, y las traslaciones aqul tratadas ocurren en una sola
direcci®n, entonces puede considerarse que éstas se dan
como consecuencia de un arreglo infinito de ejes de refle-
xién paralelos; pero exigiende la repeticién periéddica. Por
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lo tanto, tales ejes’ estin colocados a cierta distancia fija
entre si, ya que de no ocurrir asi la periodicidad no se lo-
graria; el arreglo mencionado se representa en la [figura
5.1.a.

Cuando esta traslacién opera no se dan desviaciones en la
direccién de la banda que contiene el disefio; esta direccién
puede ser representada por una linea recta que es perpendi-
cular a los infinitos ejes de ref lexién i)éralelos entre si.
Cuando se ha elegido cierto motivo, éste ira desarrollan-
dose a lo largo de tal banda, reproduciéndose sin salirse de

ella; los disefios de la figura S5.1b y c¢ ilustran lo dicho;

(a) . ’ Y

L2. L1. L1 L2 L3 L4 LS
(b)
<1 o
~ i | ! [ I ] i L
(o I R _ T o
. I ~N
<* |
—— — —F — | — T —

Fig. 6.4. &) Muestra del arreglo de los ejes de refle-
xién en un disefio infinito de banda, b)Y ejemplo de dise-
fio, ©) ejemplo usando un motivo que aparece en la vasija
contenida en Plato XXX b (Ichnon, 1978: 550).
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en la figura 5.1b se muestra un disefioc sin indicar la banda
que lo enmarca y en la figura 5.1.c aparece una banda con un
ancho tal que deja un cierto espacio libre entre el disefio y
el limite de la banda; ésta puede estrecharse hasta tener an
cho minimo en el que puede ser contenido el disefio. En obras
arquitecténicas de civilizaciones antiguas se tienen regis-
tros del uso de estos disefios. Se observan en los recintos
funerarios del Antiguo Egipto; en América también existen
evidencias, uno de estos casos se muestra en la ceriAmica
considerada en este trabajo y su presencia se puede explicar
sin necesidad de recurrir a hipdtesis sobre posibles trans-
ferencias de tales disefios.

Una forma de aproximarse a este concepto es el que abor-
dan Coxeterl1967: 47, 48] y Buddenl1978: 193-195, 204-200]),
y consiste en tomar sucesivamente diferentes grupos ci cli-
cos, cada vez de mayor orden, o bien grupos dié¢dricos si el
disefio conmsiderado posee s=mimetria especular perpendicular a
la direccién que sigue la banda; a continuacién se describe
este proceso. Témese inicialmente un grupo ciclico arbitra-
rio, en este caso Cm , con angulo central a = 20°, represen
tado en la figura 5.2.a, se estia usando el mismo motivo de
la figura 5.1.b. Después se pasa a considerar otro grupo ci-
clico, de mayor orden, en este caso csoo’ a = 1°, en el cual
los ejes de reflexién tienden a hacerse mas paralelos; la
figura 5.2b lo ilustra representando una seccion de tal

circulo, donde se ha mantenido el tamafio del motivo. Si es-
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(a)

{b)

'?—(: 9

aprox.

L L L\ LS L

Fig. 52. a) Ejemplo de Cm, b) parte de Csm, c) repre-

sent.acién de Coo

tos ejes se hacen mas y mas paralelos y el radio del circu-
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lo, en el cual se estiA aplicando el médulo, se hace mas vy
mias largo, llegamos al caso limite, Cm, cuando el centro del
circulo se coloca en el infinito y =se obtiene un patrdn de
banda, como el mostrado en la figura 52.c. Conviene
advertir que en la figura 52 no son los ejes de reflexidn
los que se muestran si no la distancia entre un médulo del’
disefio y el siguiente. La idea anteriormente desarrollada es
aquella que esti presente al considerar el hecho fisico de
los rayos solares, los cuales a pesar que se generan en el
sol y desde alli se esparcen en todas las direcciones, al
tomar una pequefia zona del tercer planeta, se considera que
ahi los rayos llegan paralelamente.

Retomando 1la discusién, observaremos que los disefos
unilineales se reproducen en forma periédica y dentro de una
banda, donde los ejes de reflexién =on lineas paralelas en-
tre si y las traslaciones, ocurriendo que éstas solo en la
direccién de la banda. Se ha mencionado la eleccién de un de
terminado patrén y el hecho de que ocurren traslaciones;
pero & cuiles son las isometrfias permitidas que generan a
los disefios de banda? Como respuesta a la pregunta anterior
se mencionan a continuacién estas isometrias y la figura
53 las ilustra.

A - Reflexiones cuyo eje es perpendicular a la direccidn

de la traslacién, figura B5.3.a.

B - Traslaciones de una distancia fija (segin sea el

disefio que se considere), en la direccién que ésta deter-
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mina, figura 5.3.b.
C .~ Reflexiones con eje paralelo a la direccién de Ila

traslacién, figura 5.3.c.

(a) (b) !

o
!

R
77

Ay L

-
Ly(asoc. R L2(650§~ ")

on R)-*L—‘——- a=2d_ .. < _»

’L(eje de reflexi

(¢)

> 7
} (asociada R.)

.

o

Fig. 5.3. Isometrfias que participan en los grupos linea-
les: &) Reflexién con eje perpendicular a la direccién de
la trasglacién, b)> reflexién con eje perpendicular a la
direccién de la traslacién, c¢) reflexién con eje paralelo
a la direccidén de la traslacién.

La figura %5.3b resuita ilustrativa en el sentido de que
como las traslaciones tienen un valor determinado, en una di
reccién determinada; en ella se intenta poner en evidencia
asociarsele la letra a para indicar la distancia en que se
ha trasladado el médulo esto equivale a afirmar que
F* o= Ta($’); ia figura 7 se obtiene como resultado de apli-
car una traslacién, una distancia a, a la figura F, en una

direccién determinada. Con estas isometrias y sus combina

)
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clones se generan 7 grupos de disefios unilineales, 'los cua-
les en vez de limitar las posibilidades muestran la esencia
geométrica de tales diseffos” ([Alsina y Trillas, 1984: 151).
Con todo lo dicho consideramos oportuno presentar una defi-

nicién que ayuda a estructurar mejor este material

Definicién 51. La repeticién de una figura ¥ se dice que
constituye un diseffo unidimensional, de banda, un friso,
si tal disefo puede ser contenido en la banda determinada
por dos rectas paralelas, donde se repite con periodici-
dad sistematica. A la litnea recta que equidista de las
dos paralelas antes mencionadas se le llama eje de tras-

laciédn de 7.

El motivo, médulo F, se repite dentro de la banda y crea
el disefio de franja, dependiendo de cuiles son las combi-
naciones que ocurren entre aquellas isometrias que le estan
permitidas. Se representa por r al eje de la traslacién; en
los disefios anteriormente mostrados no se ha hecho énfasis
en esta caracteristica; pero se puede observar adecuadamente
en la figura S1c y 53c. En lo que resta de este capitulo
se pondria atencién en sefialar tal eje. Utilizaremos F‘: para
representar al grupo de isometrfas para un determinado tipo
de disefio, los indices que aparecen indicaradn las diferentes
combinaciones de las isometrias que participan. Un mismo gru

po puede tener diferentes formas de ser nominado, aunque co-
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mo sefiala Washburn {1979: 191} existe una equivalencia exac-
ta para las diferentes formas de nombrar un determinado
grupo; la forma de nominacidén que se usarid esti de acuerdo
con la empleada por Alsina y Trillas en la seccidn 6.7; mas
adelante se presenta una tabla donde se compara ésta con la
forma empleada por Zaslow(1977: 10, 11). La caracteristica
de estos grupos de simetria unilineales de mantener fijo el

eje de traslacién la presentamos como:

Definicién 5.2: Sea M una isometria del plano, p es un
punto de la recta r, que es el eje de simetria en un di-
sefio unidimensional, y F: su grupo de simetrias, enton-
ces:

M e F:, sl M) = r, esto es

Mrd) = MPD| p e r )

La isometri{ia que pertenece al grupo de un disefio unili-
neal deja fija la linea recta que sirve de eje de la trasla-
cién, © sea que los puntos de tal eje, al ser aplicado
cualquier elemento de simetria permitido se cambiard en un
punto cualquiera, perteneciente a la misma recta Cuando tal
isometri{ia se aplica a un punto que no pertenece al eje; pero
esta dentro de la franja, puede ocurrir que ¢1 y su trans-
formado pertenezcan a una misma linea recta que sea paralela
al eje de traslacién, como ocurre cuando el médulo usado se

reproduce por traslaciones o0 traslaciones y reflexiones, con
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eje perpendicular al eje de traslacién; pero en forma
general no puede garantizarse que ocurra de esa manera, ya
que no son sélo éstas las UYnicas isometrias permitidas. A
continuacidn se consideran mais detenidamente las isometr{as
permitidas en este tipo de diseflo, sus combinaciones, para
finalmente analizar los grupos de simetr{ias que con ellas se
forman.

En el disefio de banda, la traslacién T esti generada por
dos reflexiones, cuyos ejes son perpendiculares a r, sean

estas reflexiones:

y Rz con eje L2
Represéntese por d a la distancia entre los e jes L1 y Lz;
para el caso, como r intersecta a L1 en 4 y a L2 en B, se
tiene que:
d = |AB|
como se ilustra en la figura 5.3.b. Se define la traslacidén
como:
T = RR
2z 1
ésta ocurre en la direccidén de r, una distancia a tal que
a = 2d, por lo que se acostumbra a representar este hecho

CcCOmo:

T = RR , a=2d
a 2 1
Si se asocia a esta composicién el sentido positivo, se

tiene que a la composicidn inversa, Rng , que también es

una traslacidn, se le asocia el sentido negativo, esto se ve



reforzado por el hecho de que a R‘Rz es la inversa de T; asi

que

para facilitar la notacién se utiliza

' =T

El simbolo de la derecha en la igualdad anterior pone de
manifiesto el hecho de que tanto Ta como T_a son trasla-
ciones que envian a una determinada figura ¥ , en otra, si-
tuada a una distancia a, siguiendo la direccién de r; pero
en un caso la figura resultante estarad en una posicién que
resulta ser la opuesta de la otra, tomando como referencia
la figura original ¥, Estas figuras, las que se han logra-'
do aplicando la traslacién, aun cuando se dice que se han
movido en un sentido y la otra en un sentido opuesto, debe
tenerse en cuenta que todas las figuras asi logradas conser-
van la orientacién de la figura original. Todo lo discu-
tido anteriormente se puede observar en la figura 5.4, donde
ha utilizado un médulo asimétrico para poner de manifiesto
lo relacionado a la orientacién de las figuras.

Ademas, téngase en cuenta que, tal como se establece en
la definicién 514, en un disefio de banda, el motivo gene-
rador se repite periédicamente a lo largo de la banda. Sea
esa distancia, con la que =se obtiene la reproduccién perié-
dica, de valor unitario a, con fines ilustrativos, para fa-

cilitar la comprensién de cémo opera. No necesariamente tie-

ne que reproducirse el médulo a una distancia unitaria a, es
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posible que para un determinado propésito resulte oportuno
elegir esa distancia de manera tal que el motivo se repro-
duzca cada ciert.o nimero de veces (na, n = 2,3, D Y
sus multiplos. En la clasificacién de los grupos de simetrias
ocurre que, en un determinado disefio, el md&dulo se repro-
duce, tomando una figura ubicada a una lado de r, hacia el
mismo lado con un valor de un determinado numero de veces la
distancia a y cuando ocurre hacia el otro lado lo hace con
un valor distinto. En estos casos como el anterior, la elec-
cién del valor unitario a debe de hacerse de manera tal que
resulte adecuado para tal fin; esta explicacién resultara
mas evidente a medida que se desarrolle el capi{ tulo. '

En un disefo de banda el mdédulo se reproduce con regula-
ridad; desde la posicién de origen se reproduce a intervalos
+ a, * 2a, * 3a, . . Esto mse logra porque la isometria Ta se
aplicé una, dos, . . . , n veces, . . . 0 sea que:

F? = Ta(f‘)

F* = T_(FD
a

il

T T (&
aa
= T2(FD
a
Con el fin de facilitar el manejo de la nomenclatura

utilizamos:
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En otras oportunidades, pero menos frecuentemente en este

trabajo, se utiliza la forma siguiente:

T 2anT =TT ... T
a a a a F-

- N veces ->

Llama la atencién el hecho de que los generadores de las
traslaciones, R‘ y Rz, sean de periodo finito, mientras
que su composicidén sea de periodo infinito, Coo o Doo’ si el
motivo tiene simetria especular perpendicular a r, Dicho en
forma esquematica:

2

RO =1 =R
L z

b4

mientras que (Rzk‘f' = 1, ne2®

La figura 54 es un disefio de banda generado uUnicamente
por traslaciones, poniendo de manifiesto que todas ellas se
han originado a partir de dos reflexiones cuyos ejes son
perpendiculares a r; cuando ademas de estas traslaciones se
consideran como parte de las simetrias permitidas a las
reflexiones con respecto a estos ejes perpendiculares se
genera un disefflo como el presentado en la figura 55, el
cual por tener reflexiones verticales y traslaciones se hace
corresponder a Doo’ siguiendo una secuencia de aproximacion

seme jante a la seguida con Coo°
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Lyfaspe, ') (359 R)
;0
._,{f. ) y 4 Vi £
R'RR'R(ZR) ‘R(’J). d- <k I i ]'T:’ib) RR'RR'(?)
PRI g 7-1(?) : *Ta 3‘ :gg);((% ()
- (™) aem e

- T2=h)

Fig.5.4. Generacién de un disefio de banda por traslacién
de un mdédulo; las traslaciones estian generadas por dos
reflexiones perpendiculares a r. Se muestra la franja mas
estrecha capaz de contener el disefio.

L2(asoc;R') L,(asoc. R)

TN

e

LT T 2
. { It -
REH P odey ! BRI -
RR'(38) = T, (o5, RRE) = T (W 1
RR'R() = TR(H) = RT, ()
Fig.5.5 Disefio generado por traslaciones y reflexiones
verticales, generado por dos reflexiones verticales a r.

o

- TP
g(é - T, | " a
(a)A ks ~ //,_::_L_ R.
N 5AJ- (B" D r
o
L, (asoc1ada R,) L (asoc. R;; = RTy A
€, %lﬁ AN ‘
(h) . ’Kl& E‘r ..
NN I '
o T TR
T (% a

Fig. 56. a) Resultado de la composicién RrTa; b)> resul-
tado de la composicién TaRr.



5.2. Combinacién de las Isometrias Permitidas.

Consideremos ahora las combinaciones de estas isometr{ae:

5.21 Composiciéon a.

Una traslacién a lo largo del eje de traslacidon, una dis-
tancia a, y una reflexidtn Rr cuyo eje coincide con el eje
de traslacidn; el resultado logrado es una reflexién desli-
zante, tal como se mostrd en el capitulo 2; para esta isome~
tria ocurre que Rr'l‘a(\?‘) o TaRr(‘?)’ lo cual se presenta en
Fig56.a y b.

Si en esta isometria se considera a:

G =

= RR=RR
A v rot

G
180° , A

y G =G
2] 180° . R

Rzkrz RrRz

R ! Reflexién con e je La.’ perpendicular ar (l..1 L
R : Reflexién con e je Lz, perpendicular ar (L2 L
R : Reflexién con eje r, eje de la traslacidn.

A: Punto de interseccién de r y L‘ A = L‘ 2

B: Punto de interseccién de r y l..z B = L7 AR

Entonces:
TR (F>= RRR (&F
ar L 2
= R (R R X
L 2 r
= R G >(F
1 B
« R G (F>
Y
Esto es:
T R=R G
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También:
T R (F> = R (R R >X(F
a r 1 2 r
= R (R R 2(FD
1 r 2
= (R R )R (&>
14 r 2

= (G IR _(FD
A 2

G R (¥
A 2
Esto es: T R = G R
a r A 2
Esta sxituacitn esta presentada en la figura 57.a y b. Se

ha obtenido que:
T R = RT = G R = R G
a r r a A 2 i1 B
Este resultado muestra que existen diferentes alternati-
vas (combinacién de isometrias)> que permiten obtener una re-

flexiobn deslizante; por lo gque al describir un disefio de ban

da donde tal isometria participe, también existiran diferen

(a) &
\\G/’\
<} A 8 —r
’ g( \\\ /?A* f\A
§ AT Sy e RG,(F)
L . i
) % _F‘J(aSOC Ry) L,(asoc. R,)
1
¢ f T L
A B
F = GR(F)

Fig.5.7 1Ilustracién de 1la reflexién deslizante obtenida
usando: a) media wvuelta seguida de una reflexién; y b> re
flexién seguida de media vuelta.



123

tes maneras de describirla, utilizando traslaciones y refle-~
xiones, o media vuelta con centro de giro en r y reflexién,
con eje perpendicular a r.

En adelante, para facilitar Ila presentacién de las condi~-
ciones bajo las cuales ocurren las isometrias que utilizare~
mos, se usaran algunos simbolos como el que indica perpendi

cularidad y el de interseccién, entre otros.

5.2.2 Composicién b.

La composicién de dos semivueltas, con centro de giro
diferentes, su resuitado es equivalente al de una traslacién
cuyo desplazamiento es igual al doble de la distancia minima

1
entre los centros de giro del las semivueltas consideradas.

Sean:
Qg = @ = RR = R R
A A,1080° 1 r r o4
Q = @ = RR = R_R
B B,180° 2 R R 2
T = R R >, T = R R
a 2 1 a 1 2
R1 = Reflexién, con eje L,’ L.1 Lr
R2 = Reflexién, con eje Lz’ L? Lr
Rr 5  Reflexién, con eje r, el eje de la traslaciéon
A =L1nr,B= Lzﬁr,d=|AB|,a=2d
Entonces:

G G (F> = (R R MR R XFD
B A 2 r r 1

R (R R OXR &M
2 r r 1

= R_C(DR
2 1

R R &
z2 1

T_D
a
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Esto es:
G0 = R .
2 A a
También:
G G (F) = (R R R R Y
AR L r r 2
= R (R R )R (™
L r r 2

= R (DR_F
1 2

= R R (&
1 2
QA FY=T &F
AD -
Esto es:
GAGB © T—a'

En ambos casos se obtiene una traslacién, en la direc-
cién de r, a partir de la posicién inicial, una distancia a
Yy se dan en sentido opuesto la una de la otra, Ta b4 T—a’

Este resultado esti presentado en Fig. 58.a y b.

2 = 2d

(3) 1T d 5 -
’ 'l IR % ee(-g\(?)-RZR,m-ra(?)
!é? \ # '
!

-
L} -

A" = = r

(b) ;%':A(?)
—{; as= 2d - o L1 L?
.:Z :zf? - T
R o R B,

AGB\ RAF - T(H 8- (P

N /
Gp

Fig. 58. Efecto logrado por un par de giros. ad alrede-
dor de A y después alrededor de B; b) B y después A.

1]
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5.2.3 Composiciétn ¢,

La composicién de una traslacién y una reflexién, la iso-
metr{a resultante posee una importancia particular pues de
ella es posible derivar, mediante una combinacién adecuada,
otras isometrf{as uUtiles para generar disefios de banda.

A} aplicar Ta a una determinada figura la orientacién con
respecto a la posicién inicial no cambia; pero s{ al aplicar
le una reflexidén, as{ que en la composicién de una trasla-
cién y una reflexién se altera esa orientacién y la de la
figura resultante es opuesta a la de la inicial. Este hecho
permite que esta composicién también pueda lograrse como re-
sultado de una sola reflexién, con su eje convenientemente’
ubicado; esta situacién la presentamos en forma mas gene-
ralizada, ain cuando no se da una demostracidn completa, en

el siguiente resultado:

Lema 61: En un patrén de diseffo unilineal, la isometrfa
resultante de efectuar la composicién de una reflexién
(con eje Lo, LO-L r D y una traslacién (en a la direcciédn
de r, una distancia a ), o la inversa de tal traslacién,
es equivalente a aquella otra lograda aplicando una sols
reflexién cuyo e je esti ubicado una distancia ia con

respecto a LO en la direccidtn de r.

En la prueba aquf presentada consideraremos, en la banda,
un determinado arreglo de los distintos ejes de reflexidn,

de entre las diferentes alternativas posibles; y dos compo-
"
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siciones diferentes; asgi{ definida 1a situacién, considérense
los siguientes elementos:
f.os puntos p, p’, p", p;,p; € r.
r : Eje de traslaciétn, eje de la reflexién Rr
. Eje de la reflexién Ro, Lo 2 P
: Eje de la reflexién R1, L1 +
: Eje de la reflexién Rz, 1.2 4
: Efe de la reflexidn R

. L
MCA) MAY M A)

=L ngr,B=L Nnr, C=L nNnr MAA =L Nnr
o '] 2 M<A)

N ol o N o

d = [BC|, a=2d, k = |[AB}, h = |pA|

L =2i.,L =L, L =1

° 1 ° p ] 2

Para este caso considérese el siguiente arreglo de los
puntos en r, p-A-B-C y ademas h ( d, esto es, la distancia
entre p y A es menor que la existente entre B y C; también
h < k.

Alternativa 1: Talto(p) = R (p>

MCA)?>
Sea p € r, considérese el arreglo de puntos: p-A-B-C, don
’? =
de p Ro(p>,
por ser Ro una reflexién se tiene:
I pPA 1l =] PA ) =h, o sea | pp | = 2h
Aplicando Ta a p’ se tiene:
o= ’y = = ‘D = a =
p” = Ta(p) Tacko(pn TaRo<p>, | p’p” | a 24
Todas las isometrias han ocurrido de manera tal que p y
sus sucesivas imagenes pertenecen a n, Ta esti definida de
manera tal que permite obtener el siguiente arvrregio en los

puntos sobre r: p-p’~-p”. Esta situacién es observable en la
P

figura 5.9.a, entonces:
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il

l» p” | L ep” | + 1 pp’ |
= 2h + 2d
= 2C h+d>
Sea LM tal que MCA) e LM(A) entonces:
| PMCAD | = h + & = | MCAOP’ |,

donde LM es el eje de 1a reflexiédtn RM y se tiene el

(A)
siguiente arreglo: p - A - M{A), por 1o que:

I PMCAD | = | pMCAD | + | AMCAD |

de ahi

) AMCAY | = | PMCAD | - | pA )

d +h-h
= d
Este ultimo resultado indica que 1la distancia de Lo a

es & =

N in

| S a ; si MA) = T _(A) entonces MA) es el
MCA) a
punto medio entre A y Ta(A)-

Alternativa 2: R T (p> = R (p>
o a M‘(A)

Sea p € r y téngase la misma distribucién de ejes, con
sus respectivos puntos de interseccién que el caso anterior,
entonces:

p, = Ta(p) y |p;p| = a= 2d

Aplicando Ta a p se ha logrado el siguiente arreglo, en
ia disposicién de los puntos que intervienen: p-A--p;, ya que
d>h, entonces

Ippi| = fpal + jap/|
De donde

fap)| = |pp]]| - |pA| ‘

=2d - h
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Ahora, aplicando Ro a p; se tiene:
v = R (p’) = R (T 2 = R T (p>
ps o] p1 (¢} ap o Aa P
Por ser Ro una reflexién y el punto de interseccién de su
eje con r es el punto A, entonces:
p,;Al = |Ap}| = 24 - h

pero por ser d>h se tiene que p;—p-l\, de donde:

[p;Al = [pyp| + [pA|

n

ip;Aal = |pAj

=2d - h - h

Ip,»l|

= 2dd - h

Sea L tal que M (A> € L y
M (A) 1 M_(A)
[pM <A = [M cAd>p| =d - h
Como L es el eje de la reflexién R y se tiene el
M‘(A) H‘(A)

siguiente arreglo de puntos p-"—M‘(A)-p-A, por lo que:
+
M, cAOA| = [M cAdp IrA|
= {d - h) + h
=d

El dltimo resultado indica que la distancia desde Lo a

L es d = Za. si M’CA> = T (A entonces M (A) es el pun
M‘(A) 2 1 -a 1

to medio entre A y T_a(A); este resultado es observable en
la figura 5.9.b.

En esta oportunidad se han tomado varias restricciones,
que vuelven muy particular el esbozo de demostracién; pero
ello =e ha hecho con la finalidad de facilitar la

comprensién, tanto tedédrica como visual de la composicién dq?
1
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hop—d ¥ d+h ¥
S S R LT
p P'=RP. P* = TRo(P) = Ry (P)
. “ ""'_"""‘r
| & MA)e
Co
ohoe M e 2—
(b) e d —
4-—d-oh-:L—d—h +h —}-LG T—d - — Lg
1 ’ L
"1
Py - RTo(P) = Ry Py | I
N R O P10 )
N/c:\/ : A” E,] ! ’b
i
! |
: — =2d
+— 2&.1?34‘ h + a 2d-h i

Fig. 5.9. Resultado de la composicién de una traslacién y
una reflexién, Tako(p) Ru(m(p)’

®> R T (p> = Ruitm(’»’ donde [MC(AYA| = d = [AM <AD].

B ey (LY e
a) : q't " -T L1 Leqn d."hL
: } | 2
Z'j A[R%D e c \T o
— QO(;&) : %4(‘6?)
[ ¢ e —

o 2d-h ; ‘bl.od o7 2h — "
N ey A ;
Roa () = Ry PR B _Ta(@’)
. sd-h -L—d_—ﬂ_i—h S b g —¢
2(d-h)

Fig.5.10 Resultado Qe la composicién de una traslacién vy
una reflexién, @ T R (F), B R T F> = R » donde
ao o a M A ‘
1
[AM cA>| = la = |AMcA>|.
1 2
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isometrias aqui tratadas. Con estas composiciones se ha
obtenido un nuevo eje de reflexidén, en una posicién tal que
su distancia a Lo, en uno y otro sentido es %a Las dnicas
dos alternativas, debido a las lmitaciones de movimiento en
la banda, son las ya obtenidas; pero las alternativas de com
binacién de T_ y R son:
a o
TR,RT,T R,RT
a o o a -a o o -a
Entonces resulta que las dos combinaciones todavia no

consideradas cumplen con tomar uno u otro de los dos resulta

dos obtenidos anteriormente, como se puede verificar, y ocu-

rre que:
TR =RT
a o o -a
0O sea
-4
TR =RT
a o o a MCA)
y RT =T R
o a -a o

Por lo que se tiene:
T;iko = Ro('r—.zzni)v1 = Rui(/\)

Se pueden considerar todas las restantes alternativas en
la ubicacién de los elementos de simetria que intervienen y
as{ obtener su demostracién; en cada caso se obtendri el mis
mo resultado de los que ya se tienen, En la figura 510 se
muestra esta composicién aplicado a una figura cualquiera 7.
Una vez obtenido este importante resultado pasamos a conside
rar otras isometr{as; pero antes una Ultima observacién.

Como Ta = R2R1, se tiene que ésta isometrfa se puede es-

cribir como :
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o o 4 2 MA
i RRR = R R =
1 2 0 2 1 M (A)

5.2.4 Composicién ci.

Considérese el resultado de la composicidén de una trasla-

cién y una reflexién, donde ésta reflexién también participa

en la traslacién. Para esta situacién consideremos dos alterxr

nativas de composiciédn.

Sea:
R‘ la reflexidén participante en la composicién, y
T = R R la traslacién,
a 2 %
entonces,

tomando las ecuaciones D

y (id> de la parte ant,gf'

rior, composicidn ¢, se tiene:
Alternativa 1.
Partiendo de
<D R2R1R° =R RR

= R
o 1t 2 M(A)
pero en este caso Ro = Rx’ entonces:

]

R (R RDO>=C(CR R DR
2 1 1 1 17 2 M(A)
R > =AddXR =R
2 2 MUA)
R =R
2 MA)
En efecto, tal

como se establece en la composicidn g,
RMa) gue aqui es Rz’ se encuentra a una distancia —-a del

eje de la reflexién que participa en la composicién,

que en
este caso es R‘.

Alternativa 2,

Partiendo de
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GO R RR = RRR =R
1 2 o o 2 M (A

pero en este caso Ro ] R‘, entonces:

RRR = RRR =R (11d
1 2 1 2 1 M (A
Pero tal como ya se estudid en la composicién anterior,

el eje de la reflexidn RM n S€ encuentra a una distancia d

del eje de la reflexién Rt, al igual que Rz, en sentido o-
puesto, en la direccién de r, por lo que cabe la oportunidad

de entender que el eje de es el reflejado por

, L
M (A M (A
1 1
Rt, del eje de Rz, Lz; ambos estan a una distancia 4 de Lt,
eje de la reflexiédn R‘, a un lado y otro del mismo. Se puede
representar, en este caso, como: ‘
L = R (L D,
1 2
y escribirse como

R = R .
M (A R (L)
1 1 2
Por lo que la ecuacién (iit) se escribe como:
RRR =R iv)
t 2
Este resultado dice que la composicién equivale a aplicar
la isometria de los extremos al eje de la isometria que ocu-
pa la posicién intermedia. Sobre esto volveremos. Observese
que:
RRR =R @A®RRI>=RT
t 2 4 1 2 1 Lt a
= (R ROR = T_ 'R
1 2 't a 1
de ahi que se tenga la siguiente igualdad:

TR aRT
a g 1 a
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Tal como ya se habia estudiado anteriormente. Lo discuti-

do en este apartado se ilustra en la figrura S51i.a y b.

+——2h 4 a =24 K
(a) A L2 !
8 )
| /s 5 N
%) | TR (F) = Ry(F) i
| |
K 5 |
i:-h ~_d+h d K d#h ——»
(b)
——_2d-h Che - :
| — : - pre L L : :
! R,(L,) | 1 2 !
! Ny | ;8 r
: i v A
R,T,(F) - R(F) Ta@ﬁ
|
#— d-h +—d-h Y 0
-5 N d %

Fig. 5.41. Composicién de una traslacién y una reflexién
cuando la reflexién participa en la traslacién: 'l’aa R,R*

@ TR =R, MGD>RT =R
a s 2 1 a R

14
w5’
1 2

Si en la composicién anterior se hubiera considerado a Rz
como la participante, en vez de R*, el resultado no serfa el
mismo; pero si seme jante, esto es que el eje de la reflexiédn
resultante estaria a una distancia d del eje Lz’ a un lado y

a otro, en la direccién de r, entonces uno de ellos seria

L*, asociado Ri, y el otro su reflejado por Rz, Rz(L*).

5.25 Composicién d.

La composicion de una media vuelta alrededor de un punto

A, A € r, Yy una traslacién en la direccién de r, una distan-

\L
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cia a, tiene igual resultado que la aplicacién de una media
vuelta en un punto de r ubicado a una distancia -;-a del pri-
mer punto de giro,

Esta composicién de isometrias es una variante del resul-
tado obtenido en la composicién ¢, para lograrlo efectuese
la composicién de la reflexiédn Rr’ con eje r vy Ro’ con e je
Lo; por tener ejes perpendiculares su composicién logra un
giro de 180°, con centro de giro en el punto de interseccién
de sus respectivos ejes, A; lo dicho es:

Alternativa 1.

Se tiene, de la composicién c, que:

= TR

M{A) a o

Aplicando a ambos lados Rr se tiene:

R =TRR
M(A) T aor
(R RD>=TRR)
MtA) T a or
= T G .
MA) a a

También se tiene, cuando se aplica Rr al otro lado de los
términos de la igualdad de la gque se partié:
R RTT
T M(A) rao
= RRRR
r 2 gt o

= (R RIOR R
Tr 2 &t o

(R ROR R
2 r 1 o0
= R_(R R DR
2 r 2 o
= R (R R DR
2 2+ r o
(R_R > = (R R)OXXR R
T MCA) 2 2 r o

TG =0
a a MA)
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Alternativa 2.

Se tiene de la composicién c que:

R R =RTR
M (A o ar
Reubicando a RP,
(R RO = (R R D
or a M <A T
Y de ahi que:
QT =4d
A a M_(A>

También se tiene, cuando se aplica RP al otro lado de los

términos de la igualdad de la que se partié:

R R = R RT
I M A r o a
(R_R > = (R_R DT
r M A r o a
QT =4
AT a M (A

En la figura 512 a y b se muestra graficamente este re-

sultado.

5.2.6 Composicién di.

La composicién de una media vuelta alrededor de un punto
A y una traslacién, Ta’ en la direccién de r; en la cual la
primera de las dos reflexiones que las definen, perpendicula
res a r, contiene a A. El resultado as{ obtenido es igual al
logrado con una media vuelta alrededor de B, o alrededor de
su reflejado por el eje de la otra reflexiédn que participa.

Esta isometri{a es una variacién del resultado obtenido en 1a

"
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Gy
{b)
2 A1
G | “‘.l I el Ta - -~ P /q |
M, (y’ BedN O g ol
= - — NG » 7
- \_,-7/ i L Iy N r [y
F=6pT A0 .
- A
1 0 1
Fig. 5.12. Composicién de umna traslacién y una semivuel-

ta, <@ TaGA

s G.“ a’ <> GATa = Gu’cn’ donde

AMCAS | = [AMA>| = a4 = Za.

composicién @ y en 1la composicién ct.

Sea:

R‘ : reflexidn, con eje L‘, ?..‘ L,
Rz : reflexidén, con eje L ? l..z L,
Rr ¢ reflexion, con eje r,
A=L‘nr,B=LGr,

Ta - Rzk‘ » GA = ngr » Gs = Rzkr .

Entonces:

Alternativa 1.

En la composicién ct se obtuvo:

se tiene



TR =R
fa 2

Aplicando a ambos lados Rr se tiene:

T RR = RR
a11r z2 r

T (R R D> = (RRD
a & r 2 r
TG =06
a’ a B
Alternativa 2.
En la composicidén ci1 se obtuvo:
RT =R
1 a R (L)
1 2

Aplicando a ambos lados Rr se tiene:

RRT = RR
r 1+ a r R (L)
1 2
(R RDOXT = (R R P/
r i a r R (L)
1 2
G T =G

A a R (B)
1

El resultado obtenido en 1la alternativa 1 expresa que
cuando se efectua la composicién de una media vuelta y a con
tinuacién opera una traslacién su efecto equivale a aplicar
una media vuelta con centro de giro en B. En la alternativa
2 se tiene que la composicién del arreglo de las reflexiones
con e jes perpendiculares a r, como se estudi® en la alterna-
tiva <1, equivale a aplicar una sola reflexién, cuyo eje es
aquel que =se ha obtenido por la reflexién de l.z, usando R!.
De ahi que, si la interseccién de r con l,z es B, el resulta-
do de aplicarle R’ sSea R!(B), y que también sea la intersec-
cién de r con R!(l.z); donde tanto B como R!(B) pertenecen a

r, tal como se exige en un disefio de banda y estA expresado

en la definicién 5.2, Cuando el centro de giro de la media



138

vuelta participante es B, el resultado es otra media vuelta
con centro de giro, perteneciente a r, ubicado a una distan-
cia 4( = -:-a) de B; uno de ellos es A y el otro, necesariamen

te, Rz(A). La figura S5.13.a-d muestran estos resultados.

(a) - G
x
o A~ B\ B oy
NN I il "
AL a & T 6 (F) = 6,03

o wmE TR

¥ 57 : - T

e

_,_—oRzl —
(c) AT N
- R _:’ , — 7 g ~ T
| —
\ e a 3 ?»-
E—/'lL-‘?z: G () v TaGB(g‘)
Rplly) = 78 - 6,RH(A)(H
{d) e
_J:‘{—/— . g‘b: Ta(?)
«< — o

1=
G

- "B ]

L &, = 6T (F) = 6,(F)

Fig. 5.13. Composicién de una traslacién y una media vuel
ta en un disefio de banda, cuando el centro de giro de la
media vuelta em el punto de interseccién de una de las re
flexiones de la traslacidn con r. ad) TaGA = Gn’
b>) T =0 »r > T G = @ ,d) T = 0.

A a R ap R_(B) B a A

(4 : M
1 2
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El siguiente par de composiciones logran el mismo resul-

tado:
TaRo y RoT-a;
as{ tambiédn:
T R yRT
-a o O a.

En esta oportunidad

abordamos la misma

afirmacién hecha

en la compo=icién c. En un disefio de banda se tiene que una

traslacién cualquiera, en la

xién, con eje perpendicular a

nes) con:

TR
Cuando T = T_ y R = R se
a o

T R
a o

O sea:
T R
a o
Cuando T = Tb y R = Ro so
TbRo

O sea:
TbRo

Cuando T = T y R= R se
-a o

T R

-a o

O sea:

direccién de r, una refle-

b4

r cumple (Wajo estas condicio-

RT

tiene:

- 1
a

=2 R T
tiono:

-1
= RoTb

tiene:
R - 41
o[T-a]

-1
a

R
o

r

it

R T
o
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Se menciond en el capitulo 2, en los comentarios al coro-
lario 2 del teorema 2.1 que siendo S‘ vy S2 dos isometrias ar
bitrarias ocurre en general que:

8251 > S‘S2

Pero también se advertia que existen excepciones; una de
ellas es cuando se ticne un par de reflexiones, R! y Rz, cu-
yos e jes son perpendiculares entre si, resultando que:

Rzkg = R‘Rz.

Se trata de una media vuelta alrededor del punto de inter
seccién de tales ejes. En esta oportunidad la isometria con-
siderada, resultado de la composicién de wuna traslacién vy
una reflexién, donde los ejes de las reflexiones que inter-
vienen son paralelos entre si. En un disefio de banda todos
los ejes de reflexién que participan son paralelos, excep-
tuando el eje de la traslacién, que es perpendicular a to-
dos ellos. Una forma de explicar la validez de esta igual-
dad, en las condiciones antes descritas es la siguiente:

En la composicién c se obtuvo R‘M(A) Y R‘M A’ entonces:
1

Alternativa 1.
Sea

R'M(A) = TaRo’ @

Se conoce que:
2 -1
R = I, ademias R = R

por lo que:

2
Ry =1

il .
Yy Ryay> = Ry 0D i
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sustituyendo 2 en (W) se tiene
TR = (T RO
a o a o
pero como T = R R
a 2 1

TR = (RRR>*
a o 2 4 O

= R R R
o 1 2
= R (R R D>
o 1 2
=RT*!
c a
Esto es:
TR =RT Ciddd
a o c -a
O también

RRR =RRR
2 & o o 1 2
como ya se habfa representado en la ecuacién (i) de la parte
final de la composicién c.

Alternativa 2.

Sea:
R = R T_. D
M A o a
de manera semejante a la alternativa 1 se tiene que:
R = (R y ! wd
M (A) M (A
1 1
Sustituyendo W) en W) se tiene:
RT = RT)D>!
o a o' a
=T 'R
a o
Esto es:
RT =T R O
o a -a o
O también
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3&*‘\ —_ »-Ta ———e
-~ //_' _ . 7_9% B L .8 _~C_~s._ —_—
/ ?;} ‘atﬂ =_§§)\ TaRo #)
£z, T-a == | ==, ' = R,T-a ¥
\ "Ly 1 el
-~ R(} g
(b) N AL
\ 2 A
S N 1R P = 1
5 =T-aR6?f afj%%l A/ gi T a(’f‘\
gt =l 5
a a
-
O .
{c) )

, AN
v A N
7 1-dF \ 4 =R0(’}\ = TRy (H)
3 - »F“

N— T-2 Lo : L1 =ROT‘a( '

b N T
o T e - RO
R
d
( ) - T_T-a..._/._o_:“_\*\ ,
SR () A /
- [ / >

U £
L= — ~-3

~ \RO\(L1 b —1.1—-'7/

Fig.5.14. Ejemplos de la igualdad TR = RT™; en a y b se
usa T = RR,encydseusaT s RR.a©TR =RT
a 2 2 D 1T O a o QO -

b> T_

ao
RT =
o a

R

R .
R_(L >
o 1

= Ro’l’_a » © Tago = R0T-a » B RoRgRo =

T.aR =

"
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Este resultado es el mismo que aquel que ya se habia
representado en la ecuacidén C(iid de la parte final de la
composicidén . Una presentacién grafica de éstos es la que
se muestra en la figura 514 a,b; siendo la primera de ellas
para la alternativa 1 y la otra para la alternativa 2.

Cuando el eje de la reflexién es uno de los ejes que defi
nen la traslacién se obtienen los resultados ya mencionados
en la composicién ci1, y que también cumplen con la igualdad
de composiciones aqui tratada, esta es posible observarla,
para el caso cuando el primer eje de la traslacién es el eje

de la reflexién, en la figura S514.c y 4.

528 Composicién el.
Las isometrias de la forma TaGA Yy GAT-a producen el mismo
result.ado.

En la composicién e se ha visto que en un diseffio de banda

se cumple que:
-1
TR = RT
Aplicando R a derecha a ambos lados de la igualdad ante-
rior se tiene:
TRR_ = RT 'R
r r
TCRR > = (RR OT '
r r
™ =@ T
A A
donde GA es una media vuelta alrededor del punto de intersec
cién de r y el eje de R, de ah{ que se presentan las siguien

t.es alt.ernativas:
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TCRR D> = (RR DT *
r b o
TG = @ T*
A A
donde GA es una media vuelta alrededor del punto de intersec
cién de r y el eje de R, de ahi que se presentan las siguien

tes alternativas:

Alternativa 1.
Cuando T = Ta vy R = Ro’ se tilene:
TRR =RRT"
aor o r a
de ahi
TG = 43T
a a A -a
Alternativa 2,
Cuando T = T~a y R = Ro’ se tiene:
T RR = RRT
-a O r O r -a
de ahi
T G = 43T
-a A A A
En las dos alternativas anteriores se ha trabajado con el
hecho de que Ta estid compuesta por dos reflexiones distintas
a la reflexién que participa en la composicién; en las dos
restantes alternativas se tiene que la traslacién contiene a
la reflexién que participa en la composicién, esto es:
T = RR
a 1 o
y la reflexién participante es Ro.
Alternativa 3.
Cuando T = Ta y R = Ro, se tiene:
TRR =RRT
aor o r -

a
de ahi



RRRR =RRRR
A+ oo r o r o 1
R (R RDJR = R (R RDOR
1 o o Tr o r o 1

= R (R R >R
o o r 1

(R RDOR R
o o 1 1

R R = RR
1 r o

Alternativa 4.
Cuando T = T_a y R = Ro, se tiene:
T RR = RTR
-8 O D o a r
sustituyendo Ta por su equivalente R‘Ro
T (RRD>=R (R R DR
-a O r o 4 0o r

T G = R R R R
-a A o1 oOor

R R (R R
0O 4 I o

]

R (R R DR
o 141 1r O

R G R
o B O

Por las composiciones hechas para obtener este resultado
es posible establecer otras combinaciones de las distintas

isometrias involucradas y asi lograr:

T 6 = 3T =G
-a A A a R (B

= ROGBRO

Debido a la gran semejanza que existe entre este tipo de
composicién con la tratada en la parte anterior no se dan
ejemplos graficos de ésta parte, su uUnica diferencia es la
participacién de la reflexién RP; pero por lo interesante de
la composicién tratada en la alternativa 4 damos algunos

detalles de su obtencidén y un ejemplo grafico del mismo.
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En la composicién c1 se obtuvo el siguiente resultado:

RRR =R
1 2 1 R (L)
1 2

Si en éste cambiamos los indices que identifican a los
ejes de reflexién, el significado de tal composicién no se

altera en lo absoluto, y de ahi que se pueda escribir como:

RRR =R Coild
o 1 O ®R (L )
o 1
agrupando
RMRDI>=R
o 1 O R (L)
o 1
sustituyendo R1R° por su equivalente Ta se tiene
RR =R Coidd.
g a ! (L
o 1

agrupando de una manera diferente,

R RIIR =R
o ¢+ o R

(L)
o 1
esto es
T R =R Cix)d
~Ta rr R (L )
o 1
Por lo que
RRR =T R = RT =R x>
o 1 O -a o o a R_(L
o 1
Aplicando Rr y agrupando se tiene
RM®RDIIR aT (RRI>= (R RDI = RR >
o r ¢+ o -a o r r o a rR_(L )
y de ahi que
RGR =T [¢) = Q3 7T e g
o B O -2 A A a R B

Todos los centros de giro usados pertenecen a r; el

correspondiente para la media vuelta lograda en Rar . , ©F
1

el reflejado de B(= L‘ﬁ rJ>, de ahi que ese punto sea Ro(B).

1]

Este resultado aparece en la figura 5.15.
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e g T~
RO(B) X N r .
y h a 7] R=T(F)
FRytB) L3
- - K — = 5
— e / - el
= ROQBRO(?) , 7..4—. . T-dea. /;, \\‘3 7 - GBRO(;{)

"

R (F) RyLy) L 4
A'a 1 0
T-aGA(oﬁt‘) \ '

- .
- GRO(B)“;:

Fig. 5.145. Resultado de aplicar T_aG A S 1¢) ATa ,donde
= RR yT = RR.
A r o a 1 o

5.2.9 Composicién £,

En un disefio unilineal se cumple la igualdad:

1

MRM ~ = R

ML)

donde M es cualquiera de las isometrias permitidas en este
tipo de digsefios, R una reflexién con eje L perpendicular a
r. Esta igualdad resume un hecho que ya se ha tratado en law
composiciones anteriores.

Se tiene que:

RRR =R Coldd
(- R <L D

pero se sabe también que

R =R *
[¢] [¢]

por lo que (v) se puede escribir como

RRR!'aRr
O ¢ O R (L )
O 1



y se tiene as{ la forma aqui requerida.
De nuevo
RRR = R Cvoid
o 4 a R (L >

usando I = R R se tiene
r

IR R R =R
a4 o

R_(L )
L
RRRRR =R
r ro 4 o0 R_ (L )
c 1
como r es perpendicular a L‘ se tiene que Rr(Lx) = L‘, ade-

mas en la igualdad anterior ordenando los términos que parti

cipan, se tiene que:

R RIRRRDI>I=R
ro & r o R

R_¢<L )
or 1
0 sea
GR G =R
A1 A g (L )
A 1
recuérdese que
-1
G = @
A
Yy con eso se tiene
-4
G R G = R
AL A a (L
A g

qQue es la forma aqul requerida.
Consideremos ahora otra isometri a:
En la composicién e se obtuvo:

R T =T R
a -a ao

apHcando Ta a izquierda a ambos lados de la igualdad ante-
rior:

TRT = T TR

a o -a a ao

esto es
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T ! T R
a o a 28 O

En la igualdad anterior la expresién de la izquierda co-
rresponde a la forma aqui tratada; la de la derecha corres-
ponde a la forma estudiada en la composicién ¢, y ahi se
mostré que corresponde a

TaRo = RM(A)

donde MCAY> es la distancia entre Lo y L Yy

Mcas’
|AMCAY | = d = Za;
pero cuando se tiene, como es el caso aquf{ tratado, que:
|AM(A)| = 2d = a;
y el eje de reflexién al que pertenece A se ha desplazado
una distancia a, que es la distancia lograda también por Ta’ n
y smse establece la siguiente igualdad, que nos permite lograr
la forma de expresién tratada en esta parte,
MCA> = T _CAD
a
por 10 que se puede decir que:
-1
TRT = R
ao a T (L )
a o
Este dGltimo resultado se muestra en la figura §.16.a;
cuando la traslacién contiene entre las reflexiones que la

definen a Ro entonces el resultado es el mostrado en la figu

ra 5.16.b.

5.2.10 Composicién f£f1.
En un disefio de banda se cumple la sigulente igualdad:

MG MZ =4
A MOA)
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Esta igualdad es una variante de los resultados obtenidos
en la parte anterior; para los resultados ahi obtenidos se
efectia la composicién a ambos lados con Rr con cuyo eje
forman Angulo recto todos los ejes considerados en esos re-
sultados, en esa situacién los centros de giro definidos
para la media vuelta considerada se encuentran en la inter-

seccidén de esos ejes v r, es asi como se representan.

Alternativa 1.

Ya se conoce:

RRR =R
o 4 O R

(L
o S
—-— R
T (o3
(a) -~ a 3 .
A
' rI g - d N
F=_T-atp ) 3 Bocd [\ -
e ) “?- R.T- ol a(
AT L T —
S~ d 0 1 2 —"‘ a nr R T-

0 L)"f«)

. 1 ‘\
¥ T-aQ % Pl N
#i T 1\ ":ROT-a(,j'()
L= 1. T (L — =T, =
\3 a(/O/ ag"TRTa?‘)
\\

T (F)

Figura 5.16. Resultado de la composicién T R T =R R
a0 -a T @y

(a) cuando Ro no participa de Ta’ b Ro participa de Ta’

1]
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Aplicando Rr a izquierda a ambos lados de la igualdad an-

terior se tiene:

RRRR =RR
r o 1 o

r R_(L )
o 1
R AR RIIR = RR pJ
o T 1 o r R_(L )
o 1
De ahi que:
RGR =46
o B © R _(B)

Alternativa 2.
Ya se conoce:

G R G = R
A1 A g (L )
A 1

Aplicando Rr a lzquierda a ambos lados de la igualdad an-"

terior se tiene:

RGRG =RR
r A 1 A r g (L )
F

Reordenando las isometrias participantes

6 (R R Y3 = (R R pJ
A T ¢ A r a (L )
A 1

De ahi que:

G646 =40
A B A

a (B)
A

Alternativa 3.
Ya se conoce:

TRT = R
a 1 -a T (L )
a 1

Aplicando Rr a lzquierda a ambos lados de la igualdad an-
terior se tiene:

RTRT = R_R
ra 1t -a roT_ (L

Reordenando las isometrias participantes



T (R_R DT = (R_R b
a r 1 a roT_<n o

Y de ahi que:

T G T = @3
a B -a T (B)
a
Resulta facil extender este resultado, ya obtenido en f
y ampliado en esta parte; en efecto, si se utiliza T-a se

tiene:

T GGT =4
-a B a T o¢B

como puede demostrarse. Por la enorme semejanza con los re-
sultados de f no presentamos figuras ilustrativas de este
tipo de composicién, la cual se ha obtenido ampliando los

!
resultados en las secciones anteriores.

5.211 Composicién g.

En un disefio de banda la composicién de traslaclones que
ocurren en el mismo sentido resulta conmutativa.

LLa demostracién de la conmutatividad de las isometrias
que intervienen se logra considerando el arreglo de las suce
sivas imigenes que se van obteniendo.

Sea Ta una traslacién en uno de los sentidos permitidos
en un disefio de banda. Ta envia a todo punto considerado hasg
ta una distancia a, en el sentido correspondiente; sea Tb
otra traslacién en la banda, que actua en el mismo sentido
de Ta y envia a un; determinado punto hasta una distancia b
en el sentido correspondiente, entonces considérese un punto

P que pertenece a r.
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.Sea p e r

aplicando Ta se tiene

? =
P Ta(p)
tal que
Ip’p| = a
aplicando Tb se tiene
. »
p- = Tb(p >
donde
|p-p’| =P
de ahi
== »
P Tb(p ) = Tb(Ta)(p) = TbTa(p)

y se ha obtenido el siguiente arreglo de puntos: p-p’-p"/

debido a que tanto 'I‘a como T, actian en el mismo sentido, de

b
ahi que
iep-| = |pP’| *+ |P'P|
|pp-.| = a + b (€D
Aplicando Tb a p se tiene
P, = T p> v |pp;| = b
Aplicando T_ a p; se tiene
P, = T D, v |pjp;| = a
ent.onces

" Y o=
p; = T _(p}> = T_(T WP

X P> = T_T

b b

Con esta composicién se ha obtenido el siguiente arreglo
de punto p-p;—p;, debido a que 'I‘a y Tb actian en el mismc

sentido, de aqui que

Ipp;| = |pP.| + PP
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|pp;| = b + a
Como los arreglos de puntos p-p’-p" y p-p;-p; estAn hacia
el mismo lado y ademas
lpp| = a+be=b+a-= |pp;|
entonces
lep-| = |pp|

por lo que

TbTa = TaTb
Este resultado se muestra en la figura 5.17. La composi-

cién aqui tratada resulta ficil de visualizarse en el casol

siguiente:

de ahi

esto es

T e T T =TT
3a 2Aa A a 2a

Una variante del resultado es cuando se realiza la compo-
sicién con Rr a ambos lados de 1la igualdad, obteniendo asi
una reflexién deslizante y una traslacién.

Se tiene
TaTb = TbTa
componiendo con Rr
RrTaTb = RrTbTa

RrTaTb = TbRrTa



—_
(8]
o

(RrTaTb) = Tb(RrTa)

Haciendo
Da = TaRr = RrTa
resulta
DaTb = TbDa
De esta manera terminamos de considerar las diferentes
combinaciones de las isometrias permitidas en un disefio de
banda, algunas han resultado de facil percepcién y otras no
tanto; pero cada una contribuye a formar los diferentes
tipos de disefio en una franja. Existen métodos alternativos
de encontrar algunos resultados; como es el caso de conside-
b
rar algunas igualdades resultado de una  permutacién; pero
pPara mantenernos dentro de los ob jetivos del trabajo, de no
recurrir a ninguna otra herramienta tedrica mas que las iso-
metrias, y a que éstas se generan por la composicién de re-
flexiones, no se ha intentado explicarlas de esa forma alter

nativa. Con estos resultados pasamos a considerar los grupos

de disefio de banda, con una debida amplitud.

~ | + — = T

b ; ' Y
' // .I t fT '3{: TbT (6})
FTd 7 Fe 1 F) + ]
o 7 T TaTs
e T

Ty

Fig. 5.17. Orafica para Ta'l‘b = TbTa en un disefio de banda.

H
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53. Los Grupos de Simetria en una Banda
(DiseRos Unilineales).
La clasificacién de los distintos grupos de disefo de
banda se presentan como un teorema y de ¢é1 se presenta un

amplio esbozo de lo que constituye su demostraciédn.

Teorema 5.4. Fijada una recta r en el plano, donde
ocurren traslaciones de distancia a, en la direccién de
r; entonces sean ah{ las siguientes isometri as:
ad Ta: Una traslacién en la direccién de r, una distan
cia a;
b> RP: Una reflexién, cuyo eje es la recta r;
c> GA: Una media vuelta alrededor de A = r N Lo’ L L r,

o
g =43 ;
A A, 180°
d> R1 : Reflexiétn con eje La’ l..1 N r;

e> L : Reflexién deslizante, cuya traslacién ocurre en

la direccién de r;

entonces solo existen siete tipos de grupos de frisos

cuyos generador es son:

F = <T >
1t a

F! = <T , R>
L S 2 ) ad

2 @ <T , R>
L S a 1
<]

2 e <T , L
L S 2

F =<T , G
a A
e <T , 6, R
a A ) &d

= <L, G >
A
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Pasamos ahora a considerar cada uno de los grupos lista-

dos en el teorema anterior.

5.31 Grupo de friso Fﬂ.

Este grupo esta constituido uUnicamente por traslaciones,
de valor a; esti generado por Ta’

F = { T T neZ }
1 na
también se puede expresar como:
F = { TN ne }
1 a
Un ejemplo de este disefio se presenta en la figura 5.18.
Ocurre que cuando la traslacién aqui considerada se exprgr
sa como el resultado de dos semivueltas con centros de giro
sobre r, de manera que:
T = QG G
a B A
entonces el grupo en cuestién se puede expresar como:
F ={<GG>“ :neZ}
1 B A
La figura 5.19 muestra ejemplos de disefios de banda del

tipo F“ presentes en la cer&mica de la regién central de

Panamia (RC de Panama)d.

| p /]
= I -

- . - . QUSRS s ——
?

-—
T-2ad)  T-alH T 7. (F) T34

Fig.5.18. Ejemplo de disefio de banda infinito generado,
por la traslaciédn Ta, grupo de friso Fa'



(a)

-
(621
cC

Fig. 5.19. Ejemplos de disefios del grupo F’1 pertenecien-

tes a RC de Panami. a) motivo en pleza del V Perf odo,
Estilo Conte; b) motivo en pieza del VI Perfodo, Estilo
Macaracas, ©> en pieza transicional IV-V Perfodo, Estilo
Montevideo. a y b tomados de Lothrop [1942], <) en M.
Antrp.“Reina Torres de Arauz', Panami.

5.3.2 Grupo de friso Fz'

Este grupo contiene traslaciones y una media vuelta con

centro de giro en A & r. Sus elementos son Ta y GA, y sus

combinaciones; ambas isometrias conservan la orientacién de

la figura sobre la que actuan. El grupo F“ estid contenido en

2

(F“ < F‘z), GA & F‘z; este grupo no contiene ninguna refle-

xién con eje perpendicular a r.

F ={T“e‘:nez,teu,2}}
2 a A
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un ejemplo de este disefio se presenta en la figura 5.20.

En este grupo se tiene, haciendo el mismo tipo de trabajo

tal como fue tratado en la composicién d, que:

g = @4
2m& A T C(A)
m
G =
(Zm+1 )8 A MOA)
a = @
2(m+1)>a A T CA)
m+ 1

entonces son centros de giro los puntos:

T C(A> = A
m

+

T CA> = A
m+ 4

MCAY = M CAD> = 2¢A  + A >
m 2 m m+ ¢
donde m € 2. En forma

gceneralizada los centro de giro que

existen en un disefflo de banda del tipo Fz son

A yMW=2%A_ +A_ > me?2
m m 2 m m+ 4
De esa manera, un giro arbitrario GB € F_ debera cumplir
que:
GBGA = Tna , para algun n € 2.
N e T2a($)
= -
~ \ rw
N -
/\’/"/k I
T-a6, (%) 6, P G F e
A (F) A 1.6, T,.6,(F

Fig. 5.20. Ejemplo de disefic de banda infinito del

grupo
F? generado por una traslacién y una media vuelta. b



160

Pero también se tiene que GA(A), por la definicién 5.2,

ent.onces:

a_<Ad
B

G <3 <A
B A

g _ag A>
B A
= T <(AD

na

= A

L2l

Por pertenecer A y A al eje de la traslacién, r, también
Lol

el centro de giro B € r, vy es el punto medio entre A y An; B
es uno de los puntos Mm. En el caso mis sencillo, cuando se
tiene GEGA = Ta’ se puede expresar este grupo como:
Fu{(GG)nGL:neZ,Le(i,Z}}
2 B A A
i
y los generadores son Ga y GA; una forma alternativa de defi

nirlo, también con el mismo significado, es:
PO{GL(GG)n:neZ’,Le(i,Z}}
2 B B A
La figura 5.21 muestra el mismo disefio de banda de 5.20,

mostrando como generadores Ga y @ , donde B es el punto me-

dio entra A vy Ta' La figura 522 muestra ejemplos de Pz en

la ceramica de 1la regién central de Panama.

- T,- 'J(f(\
T-a( %) “ie Ta(% 2
A GgBAlF) BgbabasAl )
y |
e B AR ;
LR i P -

6,656, ()

TG () G, K G 6,6 \‘1") 646,60 7F)
A A Q £) = 6,T-a aﬁ)

Fig. B.21. El disefio de banda infinit,o para el grupo F

mostrando como generadores a Ga y G .
A
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(a)

voss e
Iy - o
(b) ‘
B alfEsoEEr E
TR H =

Fig. 5.22. Ejemplos de disefios de banda del grupo F’2 de

RC de Panami, a) motivo en pieza del V periodo, Estilo de
Conte; b) en pieza de VI periodo, Estilo Macaracas.

5.3.3 Grupo de friso F‘:.

Este grupo de disefio unilineal se obtiene ampliando a F1
con la reflexdsén Rr' cuyo eje es el eje de la traslacién, r.
Las isometrias permitidas con T a y Rr y se puede expresar

n
como:
r-“m{'r“k'L :neZ,ue(i,Z}}
1 a ) of
Tal como ya se tratd en la composiciédn a, aqui se tiene:
TR = R T
ar r a
Las isometrias que participan son, atendiendo a las dife-

rentes composiciones posibles:

cuando \ ® 2, n # 0: TR = T™U> = T" Traslacién
a r a a
cuando . = 1;, n # 0: TR = T R Ref lexién desli-—
ar arnr
zante

cuando « = {1; n = O T;Rr = (DRr Reflexiétn en
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Este grupo no contiene medias vueltas entre sus elementos
de aimetria ni tampoaco simetrias por reflexdén en algin eje
perpendicular a r. un ejemplo de este tipo de disefio aparece
en la figura 523. La figura 824 muestra ejemplos de
disefios de este grupo encontrados en la ceramica pintada de

la regién central de Panama.

- A1y -
A L L
= ~— -~ | — |
— f S >
< e it wanim e s
[L ‘ o g

Fiig. 5.23. Ejemplo de disefio de banda infinito del grupo
Fi generado por Ta \Y Rr'

(a)

[o]

Fig. 524. Ejemplos de diseNo de banda del tipo F: en la

ceramica de RC de Panami. a y b motivos en piezas del V
periodo, Estilo Conte.
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53.4 Grupo de friso F;.
Consiste en ampliar el grupo !-"2 con la reflexién Rr’ por
lo que tal grupo puede ser escrito como:
F! = {T“(G YR DO i nezZ, ., e u, }
2 a A r
Las isometrias que se generan con esta composicién son:

A n =0, 2 2, ;32 TCWHO @R @ = 7" Traslacién
a A r a

;RP Reflexidn
deslizante

(Composic.ad

B n=0,.=1 , =2 TG (R>> = TG Medi a vuelta
a A r a A
(Composic.d>

2> n = 0, . 2, 21 T"W)HYR =T
a A r

n

4> n =0, v =1, , =1 T'GR = T(R R DR
a A r a Lo r o

= TR,
© Ref lexién

= R1 (Composic.c)

-—T CLo)

2 na

De las isometrias logradas y mencionadas anteriormente,
se tilene que los puntos nominados %Tna(A) y las rectas, per-
pendiculares a r, representadas como %T a(Lo) indican, para

n

un mismo valor de n, que el eje generado por la traslacién
de Lo, hasta una distancia que es igual a la mitad de la dis
tancia lograda con la traslacién T;, contiene al punto
%T;(A) pPues ese punto es la interseccién del eje Lo con r,
de acuerdo a la definicién 52. Un ejemplo de este diseRo de
banda aparece en la figura 5.25.

Este disefio de banda posee ademas de las traslaciones la

reflexién R y la reflexién RL cuya composicién genera GA,
r

(o]

© sea que permite reflexiones en r y en un eje perpendicular

a éste. Ejemplos de ceramica que posee disefios con este

i
grupo aparecen en la figura 5.26.
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| . ‘\,.?
——— o “\. ———
i S, -
3 G s N\ Pamge Rr -y move, e
% | 1]
B « ¥
Lo

Fig. 5.25 Modelo de disefio de banda

1 infinito del grupo
F_ , generado por T , G, y R .
2 a A r

(a)

|

'ls
w
£

"

(
t”ih!
dﬂﬂw

|
?t

.:
;,lp
)

|
l
L

(b)

= PN
= <

Fig. 526 Ejemplos de disefios de banda, grupo F:, ad> di-
sefio en pleza del VII perfodo, Estilo Parita; (b> pieza
del V periodo, Estilo Conte, Regién Central de PanamA.

535 Grupo de friso Fi

F: se logra anexando a las traslaciones permitidas por !“1

con una reflexién Rt,cuyo eje L‘, es perpendicular a r.

Fzﬂ{TnRLIneZ,Le{i,Z}} I
1 a ¢’
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Este grupo contiene a todos los ejes de interseccién que
tienen en sus ejes los puntos An y Mn que fueron menciona-
dos en la descripcién del grupo Fz' Un disefio caracteristico
del grupo se presenta en la figura 527 y ejemplos de este

grupo en la ceramica de la Regidn Central el la figura 5.28.

o ’K o ’*IR“\V:__:T(L___ L
QL1 A 1 _ﬂ'_m LﬂJ_Llﬂ -
) ——_=m

11

Fig. 527 Disefio de banda infinito del grupo F:, generado

por Taykl‘,con e je Li”Lt’-L r. u

(b)

Fig. 5.28z Ejemplos de disefios de banda perteneclentes al
grupo F:’ (a> pleza del 1IV-V periodo, Estilo Montevideo,

(b> pleza del VI periodo, Estilo Macaracas.



166

53.6 Grupo de friso F‘:

Este grupo de diseflo de banda se logra ampliando al grupo
F‘2 con una reflexddn Rr' con e je Li‘, perpendicular a r, y
que tiene al punto E = r N Li" donde E # A y E # M, M es el
punto medio entre A y Ta(A).

F2 = { T;G;RfJ nez .edq, z>}

Tal como se define este grupo, en vista de que E ¥ A y de
E # M, donde |[MA] = d = -}a, entonces se establece la restric
cidn que la nueva reflexidn no tenga por eje a L‘, Liﬁ r = A
ni tampoco a Lz, LG r = M

Sea p € r, entonces:

RR p>=p" y |pp"|l = 2d
Por lo que

p’ = Ta(p)
Esto es
RR =T
M A a

2
F‘2 puede expresarse como:
2 nt§
F_ = G g >3 R il neZ, ,;y € {1, 2>
2 M A A 1
Considérese que el eje de la reflexidn permitida fuera R1
entonces se tiene que el término:
@ @ >"a"rJ
M A A 1
adquiere determinados valores, dependiendo de las variacio-
nes en los indices, como se muestra a continuacidn:

O nNn#0, o, ,a 2 36> >R > a T" Traslaciédn
M A A 1 a

2> n #0, v = 2, ; & 1: @ @ O"@ O 2R > = TR
M A A 1

Reflexién como composicidn c
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3 n#0, 1= ;=1 BGE>>ER = <G G >R R IR
M A A 1 M A r b § b §
G G >R (R R
M A r 1 4
= TR
a r
Reflexién deslizante, composicién a

) n = 0, + » 1, ; = 2 (GG)“G(R)2=(GG)nG
M A A 1 M A A

= TG
a A

= G4
—T CA)>
2 na

Media vuelta, composicién d
Estos resultados son los mismos obtenidos en las sime-
trias de F: Yy en ese caso no se esti generando ningun nuevo
disefio de banda. Este mismo caso se tiene al considerar a R2
3 6 >"6 ‘R
M A A 2
WDOn=xo0,ve2,mo2 @3 g2 R =T "
A A A 2 a
2O n=®0, .= ,21@A>WO R =T "R
M A A 2 a 2
Q) n > 0, + »n ; o 1 @ a>aRr n(GG)n—i(GG)GR
M A A 2 M A M A A 2
G RCE R
M A M A A 2
= @ 38O (R RDOR
M A r 2 2

= @3> *"RMRR >
M A r 2 2

@GO >8R =¢w@ar *'r
M A A 2 M A r

O n=0, =1 ;, = 2 3 3>"'Gd (RHY = <3 ag>O"a
M A A 2 M A A
- T O
a A
Las isometrias generadas por este grupo se muestran a
continuacién y difieren de las que hemos mencionado antes vy
que se vié que pertenecian a F;
Considérese a:

T"G'R?
a A 1
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DO nwo,  e=,= 2 T"6°R?’= T"
a A b 3 3 )
Una traslacién
D n»®0, =22, ,= 2 T"6’R? = T"R = R:
a A 1 a 1 -—-T (L. )

Una reflexién segun Ta“acémposi—
cién (c) pero usando un eje que
es resultado de trasladar l'r

3D nx0,.=1,=2 TG R’= TG = 061
a A 1 a A —T (A)

2 nA

media vuelta, segun composicién >

4> n *x 0, .. =1, ; = 1 TR = T'C(RR R )
a A 17 a 1 1° r
= T'(RR >R
a 1 1 r
una reflexdién deslizante cuyo va-

lor de traslacién no es un multi-

plo de Ta. También:

T G DR = (G121 R
a A" 1 —T (A) 1

obtenible comé aglicarle una media

vuelta a la imagen obtenida en Ry'

3

Tal como se observa en las isometr{as anteriores que per-

tenecen a F;, en ninguna se tiene una traslacién (como ele-

mento de F:) que tenga un valor distinto de Ta o un multiplo

entero. lLa isometria R1R1" que define una traslacién ya que

l.i’es paralelo a Lx' no participan como uno de los elementos

de s=imetria de F:, 81 no que aparece unida a Rr y define una

reflexddn deslizante.

De otra manera:
Supdngase que kag‘e F‘:
Se sabe que E # A y E # M, esto es L: > L:’ y l,7 > l'x'
Sea |AE| =d” y | AM| =d y 2d = a.
Sea per yp’ = kar(p)

De ahi que |[pp’| = 2d’ "
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|
(v N i

Fig.5.29 Disefio de banda infinito d1 el grupo F: generado

por una reflexién vertical, R‘,; una media vuelta, GA;

una traslacién, Ta'

e S RS e e

(a)

(b)

Fig.5.30 Ejemplos de disefios de banda, grupo Fz, a> vy

(b)) en plezas de IV-V periodo, Estilo Montevideo, Reg.
Central de PanamA. ' "
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S1 24’ = a entonces R1R1,= Ta y el grupo es grupo F‘:

Si 2d’ ¥ a(= 2d) entonces existe una contradiccién en

la definicién de F‘: yvya que posee dos traslaciones distintas
definidas en el mismo grupo y no seria ya un disefio de banda
unidimensional. Por lo tanto la isometria Ri.Ri' no pertenece
a F‘:; también equivale a afirmar que lc!1 no es elemento de
simetria de F:. Nuevamente, tanto Ri como Rx' s6lo son ele-
mentos participantes de aquéllas composiclones que si son
elementos de simetria de F‘; (por ejemplo T;GAth: T;Rrktkr)
pero en ninguna de las combinaciones posibles de sus {ndices
se logra que aparezcan solamente R1 Jjunto a Rx" Un disefio,
de banda correspondiente a este grupo aparece en la figu
ra 29.a y b.

Un caso particular ocurre cuando inicialmente se tiene:

T R = R
a 1 =T (L
2 a 1-°

Y el nuevo eje asi generado esti exactamente en el punto
medio de A y M, provocando que por las sucesivas aplicacio-
nes sus multiplos estaran en los puntos medios entre A‘h y Mn,
de manera que sl con ellas se obtiene el punto M’, entonces
|AM? | = ;—|AM| = -;-d, resultando de ahi una manera adicional
de describir este grupo en esta forma muy particular, aprove
chando que:

GAR“
es una reflexién deslizante como se observa a continuaciédn:
Sea

«

GR =R RR =1
A1 T o1 o1
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de ahi:
LL(P> = (R Rilti,)z(p)
r
2 2
LL(p) = (Rr) (R‘Ri,) p>
2
= (RR D°¢p>
= p’
tal que:
lep’| = 4|AM’| = 2d
entonces LL = Ta = L? y con ello se permite que Fz

Se exprese cCOomo:

F° = { L"G': ne 2 \ e (1,2}}
2 A

El modelo generado se observa figura §5.29b; la figurali
530 muestra ejemplos de disefios pertenecientes a la cerami

ca aqui tratada que poseen a este grupo Fz.

537 Grupo de friso F;’

Este es el Gltimo grupo de simetria de un disefio de ban-
da, aqui la composicién permitida es de traslaciones, que
forman Fi, y una reflexién deslizante convenientemente defi-
nida, de manera que la traslacién que participa es diferente
en cuanto valor del movimiento que permite, a aquella que es

ta incluida en la reflexién deslizante.

E | ™ n .
F‘1 = {Ta’Tal" | me 2 yv |pLi(pd = lana(p)l’ p € r, para algin

meIN}

Este grupo asi definido caracteriza a un disefio de banda

que no ha sido descrito antes.
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Sea
L = R R sR
B A r
donde RB*RA* es una traslacién con ejes perpendiculares a
r; entonces como:
P er, p=R({P>
SupSngase que |[pL(pd| = |pT a(p)l para algan m € 2 en-
m
tonces:
R ez T
B AW ma
y de ahti:
TL = T"T"R = T2™R
a a r

a r
e F?, también 'r;"‘ e Fi’

a
m
a 1

pero se sabe que si T
entonces ocurre que:
T:m y ’l':‘ml'lr pertenecen a F‘:
pero tales isometrias son caracteristicas de F‘: Yy no se esta
ria generando ningun disefo diferente a los ya estudiados
anteriormente; su disefio tipico corresponderia al de la figu
ra 523; por lo que para tener un nuevo disefo =se requiere
el hecho de que:
P €r, |pL(Pp>| = Ip’l'ma(p)l para algin m € N

Otra forma alternativa de definir este grupo es la que se
consigue modificando un tanto el concepto de la distancia
gue recorre la traslacidn permitida de una manera de consi-
derarla como de un valor tal que la traslacién que ocurre en
tre dos médulos consecutivos a un mismo lado de r, en la ban

da, sea producto de un mualtiplo entero de 'I‘a (gque para ese

caso esti definida de esa manera); asi también como la dis-



tancia de la traslacién contenida en

L. Esta T
a
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es de un va-

lor tal que es la maAxima distancia comin a estas dos isome-

trias de P:. Tal resultado se expresa como:

| — — I

L

"k" —_
—

B
|
L S

Fig. 531 Disefio infinito de banda,
una reflexdén deslizante independiente L.

(a)

P: generado por Ta y

Y

. e i
.- — o
-t _ -
. L — e _
AR,

Fig. 532 Motivo de disefio de banda F°,

(ad) en pieza d:'e

VI periodo. Estilo Macaracas, (b)> Estilo Macaracas.
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| S { T;n,T;n*er:n € 2, c,k constantes, cck e N y ¢ # k }

Si en la expresién anterior se hacen cambios en la forma

~
4

de representacién de las isometrias participantes:
c k
L 3
Ta o Ta y Taer L*
se tiene la forma ya tratada anteriormente. La figura 5.31.a
y b contiene ejemplos de este tipo de disefho, la figura
5.31b se obtiene cuando
L - = T
a
Y es una de forma mas sencillas y faciles visualhizar este
grupo. La figura 5.32 presenta motivos en la cerimica Regién
Central que contienen este disefio.

De esta manera se concluye la presentacién de los siete

grupos que permiten clasificar los disefios de banda.

5.4 Aplicaciones de los Grupos Unilineales en la Regién
Central de Panama.

En este punto es vilida la observacién de Coxeter quien
dice:

“En sentido estricto, estos slete grupos no son unidi-
mensionales sino que corresponden a una dimensién de 1-3, es
decir, se trata de grupos de simetria bidimensionales en los
que interviene wuna traslacién en una direccién” [Coxeter
1971: 761,

En el diagrama 5.1 aparece el algoritmo de Rose y Staf

ford, que permite guiarse paso a paso para determinar cuandql

un disefio de banda corresponde a un cierto grupo.
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Bert Zaslow en su trabajo "Pattern Mathematics and Ar-
chaeology™ utiliza los diseffos de banda, y para nominarlos
utiliza un arreglo letras y numeros para indicar la presen-
cila o no de determinados elementos de simetria que partici
pan en estos grupos de simetria unilineales. La tabla 5.1
presenta la nomenclatura usada por ese autor y aquella que
se a utilizado en este trabajo, ademaAs de los generadores.

El significado de los simbolos usados Zaslow son: b: un
diseffo de banda estA siendo descrito; directamente después
de b los niumeros 1 6 2 indican la presencia (2> de una medizla
vuelta o su ausencia {1); en tercera posicién, de izquierda
a derecha, se indica sl1 existe reflexién usando como r (m),
o0 una reflexidn deslizante (g>» o la ausencia de ambas ({1);
en la cuarta posicién se indica la presencia de una refle-
xién con e je perpendicular a r, independiente, m, o su au-
sencia 1.

En la parte final se presentan algunas laminas que mues-
tran diseffos unilineales contenidos en piezas de ceramica
provenientes de la Regiétn Central de Panami y son un ejemplo

de la variedad de disefios en ella presentes.
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b |

Disefio en L
NO - No es disefio
el Plano f > (umllneal ]

S1

No S1
1 51 1
Fy J %—( F2

No
S Si
5
No

Disgrama 5.1 Algoritmo de Rose y Stafford para clasificar
diseffos de banda <unilineales, frisos). Segin Alsinas y Tri-
llas, pag. 154.
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Grupos de Simetrfa Unidimensionales

Nomenclatura Generadores Disefio
Alsina y Zaslow Caracteristico
Trillas

F blll T - [ Z / A

1 a

L /-—"—.‘. / = Z -

P blml T , R

1 a r

. / L

¥ bllm T ’ R -*

1 a 1

3 _ﬁ,z_ z

F b211 T, G

2 a A

Fl b2mm T, G, R

2 a A r

FZ b2gm T G R

¥4 q a’ A’ 1’

Tabla 5.1 Comparacién de nomenclatura, generadores y di-
sefio caracteristico para un grupo de simetria
unidimensional.
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

(Provincia de Cocléd
Museo o Coleccién: Museo Peabody, Cambridge, Mass.
Ne¢ de Identificacién: 33-42-20./1353
Fuente: Lothrop, SK. Coclé: An Archaeological Study of
Central Panama, Part II: The Pottery of the
Sitio Conte and Other Archaeological Sites.
Fig. N°: 44 b (p.29)
Técnica: Ceramica Pintada

Grupo: de friso F‘. )

filr

Observaciones: Pieza V periodo. Estilo Conte <(Temprano).
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

(Provincia de Coclé>
Museo o Colecciétn: Museo Peabody, Cambridge, Mass.
Ne¢ de Identificacién: C/10862
Fuente: Lothrop, SK. Coclé: An Archaeological Study of
Central Panam4, Part II: The Pottery of the

Sitio Conte and Other Archaeological Sites.

Fig. Ne°: 368 (p.181>

Técnica: Ceramica con motivo plastico (sello, rodillo>

Grupo: de friso F:.

Observaciones: Sello del V periodo. Estilo Conte.
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

(Provincia de Cocléd
Museo o Coleccién: Museo Peabody, Cambridge, Mass.
N¢ de Identificacién:
Fuente: Lothrop, SK. Coclé: An Archaeological Study of
Central Panama, Part II: The Pottery of the
Sitio Conte and Other Archaeological Sites.
Fig. Ne: 251 (p.132)
Técnica: Ceramica Pintada

Orupo: de friso Ff

h

RERAL

[TTTT TTTTT TTTTTTI7T 717171
. L .3

Observaciones: Pieza del IV perfodo: Estilo Aristide.




CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

Museo o Coleccidén: Museo Antropoldgico “"Reina Torres
de Arauz"

Ne de Identificacion: 571

Fuente:

Fig. Ne:

Técnica: Ceramica Pintada

Grupo: de friso Fi’

Observaciones: Este disefflo esta contenido en un fragmen
to (pleza casi completad sin identificacién, proveniente
de la Peninsula de Azuero (provs. de Herrera-Los Santos).

VI periodo. Estilo Macaracas.
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

Museo o Coleccién: Museo Antropolégico *'Reina Torres
de Arauz'.

Ne de Identificacién:

Fuente: Lothrop, S.K.,, Coclé: An Archaeclogical Study of
Central Panami, Part II: The Pottery of the
Sitio Conte and Other Archaeclogical Sites.

Fig. No: 413(b>(pig.209)

Técnica: Ceramica Pintada

Orupo: de friso Fz

» A

N ~
E" S GEI
DY N ==
A L

~ e

Observaciones: Pleza de V-VI perfodo. Conte-Macaracas.

P — —————
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

(Provincia de Coclé&d
Museo o Coleccidtn: Museo Peabody, Cambridge, Mass.
Ne de Identificacién: 33-42-20.71588
Fuente: Lothrop, S.K. Coclé: An Archaeological Study of
Central Panaméa, Part II: The Pottery of the
Sitio Conte and Other Archaeological Sites.
Fig. Ne: 188a (p.191)>
Téconica: Ceramica Pintada

Grupo: de friso F:

Observaciones: Pieza del VI perfodo. Estilo Macatracas.
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

(Provincia de Chiriquid)
Museo o Coleccidn: Museo Peabody, Cambridge, Mass.

Ne de Identificaciédn:

Fuente: Lothrop, S.K., Coclé: An Archaeological Study of
Central Panama, Part II: The Pottery of the
Sitio Conte and Other Archaeological Sites.

Fig. No: 485 (p.243>

Técnica: Ceramica Pintada

Grupo: de friso F: 2

— ————

Observaciones: La pleza aqui tomada fue reportada por
Holmes (citado por Lothrop)> en 1888, proveniente de la
Prov. de Chiriqui, aun cuando esta provincia no esta en
la Regién Central se toma como ejemplo de la ceramica

que le corresponde. Estilo Parita.




Capitulo 6,

LOS GRUPOS DE SIMETRIA BIDIMENSIONALES

6.1 Sistema Regular de Puntos en el Plano.

Esta es la tercera y la ultima categoria de los grupos de
simetria en el plano y se caracteriza por tener dentro de
las simetrias permitidas dos traslaciones independientes.
Con la inclusién de ellas, y recordando que las traslaciones
son de periodo infinito, se tiene que su composicidén produ-
ce imagenes que se distribuyen en todo el plano, la distri-
bucién de estos puntos se conoce como sistema regular de
puntos en el plano y se puede obtener de la siguiente mane-
ra:

Considérese un punto p del plano al cual se le aplica la
traslacién Ta; este punto ¥y sus imagenes sucesivas por las
potencias de Ta forman un conjunto discreto d{(dos de ellos,
consecutivos, guardan la misma distanciad e infinito. En
forma simbdlica -

Dado p € m; 'T;(p) T;ﬂ(p)| = 'p'l‘a(p)| ooa Vneld

a es el valor de la distancia minima de la traslacién Ta.

Considérese otra traslacién, T que actia sobre p, de

b)

modo que los Tg(p) n € Z> forman también,un conjunto dis-
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creto e infinito.

Si Ta y T, son mutuamente independientes, y hacemos ac-

b
tuar una de estas traslaciones sobre todo el conjunto genera
do por la otra, se obtiene un reticulado, Fig. 61, o conjun
to regular de punto, que posee las siguientes caracteristi-
cas:
1. Existen infinitos puntos que se extienden a todo el
plano en forma discreta.
2. Cualquier regidén finita contiene una cantidad finita de
puntos. ‘

3. Es posible mover cualquier punto hasta hacerlo coinci-

dir con cualquier otro mediante una operacién de sime-

tria.
° ® ° ) ° ® ® ® ® ° ®
® ® ® [ J ® [ J ® ® [ J ® ®
° ° ° ® ® ) ® ® ° ° ®
® ® ® ® ® ® ° ) ® ® ®

L]
Fig. 61 Ejemplo de un sistema regular de puntos en el

plano.
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El conjunto (‘I’;T;; nk € Z » m G es un grupo. Reciproca-
mente, dado un reticulado existe un grupo generado por dos
instalaciones independientes que lo genera en la forma indi~
cada antes.

Ahora bien es posible determinar una regién que esté aso-
ciada a un sistema regular de puntos y que cuando sobre ella
acttan los elementos de G se logra recubrir completamente el
plano, donde todas las regiones son congruentes. Esta re~
glén se le conoce como CELDA UNITARIA.

Con el fin de facilitar las explicaciones de los diferen-
tes grupos de simetrias bidimensionales, elegiremos una
celda unitaria de trazo sencillo. Para iniciar se tomara un

paralelogramo que esti definido en sus vértices a partir de
\

--—0———? ° \ » — .

® [ § L] ® L | T

[
-
»
[

] ] \ L4 L2
s + . ¢ —9 ¢
- @ L J '!\ —a i
— B L2 v e A
— - ) ] *
\
v\ . ‘\ & . .
Fig. 6.2. Ejemplo de wuna celda unitaria en un sistema

regular de puntos.



188

un punto cualquiera p y sus imagenes Ta(p)’Tb(p) v ’I‘a’l‘b(p),
en un sistema regular de puntos. Asi, al aplicar las dos

traslaciones mencionadas se recubre el plano (véase Fig.
6.2>. En lo que sigue de este capfitulo se irad modificando el
tipo de celda unitaria que se utilice, dependiendo de las

simetrias que participen.

6.2 Grupos de Simetri{a Bidimensionales.
Definicién 6.1. Un grupo G de isometrias en el plano se
dice que es un grupo de simetria bidimensional si existe
una figura ¥, limitada por una curva cerrada, tal que :
1=~ La unién de ia figura ¥ y todas sus imigenes logr_z;
das por la simetria contenidas en G cubren comple-
tamente el plano.
2.~ En la cobertura del! plano no ocurren sobreposicio-
nes entre las figuras.
3.~ Existen dos tralaciones independientes tal que

cualquier combinacién de ellas es una simetria que

pertenece a G,

Con 1la definicién anterior se estid diciendo que con un
grupo de simetria bidimensional, dada una figura ¥ se logra
cubrir el plano sin huecos 1), sin sobreposiciones (2> vy
que en cada uno de estos grupos aparecen como simetrias per-
mitidas dos traslaciones iIndependientes entre si (3.

Estos grupos de simetri{ia pueden incluir ademas de las dos

i
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traslaciones, rotacionales de valor angular especifico, re-
flexiones y consecuentemente reflexiones deslizantes. La de-
terminacién de los grupos bidimensionales la haremos en dos
partes; en la primera, determinaremos aquellos grupos que
contienen solamente simetrias gque conservan la orientacidn,
esto eg, aquellos grupos que contienen solamente traslacio-
nes y rotaciones. A continuacién se determinaran aquellos
gque resultan de agregar las reflexiones y las reflexiones
deslizantes. En la primera parte se obtienen cinco B> gru-
pos diferentes y en la siguiente se logran otros doce 12D,
completando as{i las posibilidades de generacién que son 17,

Se menciond antes gque rotaciones de determinado valor
angular forman parte del conjunto de simetrias con las que
se definen los diecisiete grupos bidimensionales; existe un
teorema que presentamos a continuaciétn, sin demostracidn, co
nocido como Teorema de Barlow o también de Restriccion Cris-

talografica, para establecer estas rotaciones.

Teorema 6.1: (Restriccidén Cristalografica). Las Unicas
rotaciones minimas que pueden formar parte de un grupo
de simetria bidimensional @ son de orden 2, 3, 4 & 6%
esto es, rotaciones de valor angular 180°, 120°, 90° vy

60-°.

Coxeter [1971. 88-89] presenta la demostracion de este

teorema y anota que fue lograda por Barlow en 1901 dando la

b
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referencia:

W. Barlow, Philosophical Magazine 6, 11901, pagA7.
También esti presentada en:

Hilbert, Cohn-Vossen, 1952: 71-73

Alsina y Trillas, 1984: 160

Budden, 1972, cita en una nota al pie de la pagina 519

de su libro ya citado, que también se presentan demostra-

ciones en:
H. VWeyl, Symmetry, Princenton Univ. Press, Princen-
ton, 1952, p.101.
J. H. Cadwell, Topics in Recreational Mathemathics,
Cambridge Univ. Press, New York, 1966, p.122.

Conociendo el valor de las rotaciones admitidas para for-
mar los grupos de simetri{ia bidimensionales estamos en condi-
ciones de dar una descripcién de cada uno de ellos. Para po-
der diferenciar adecuadamente estos grupos utilizaremos una
nomenclatura compuesta por las letras y numeros tal como se
especifica a continuacién. Tal notacién esti de acuerdo con
las disposiciones contenidas en las Tablas Internacionales
de Cristalografia de Rayos X.

Con esta notacién lefida de izquierda a derecha, se iden-
tifica adecuadamente la celda elegida y que posee las rota-
ciones de mayor orden y las dema&s simetrias fundamentales.
La manera m4&s usual de elegir esta celda es logrando que los
centros de rotacién de mayor orden coincidan con los vérti-

ces del paralelogramo que la caracteriza; en este caso se di
Wi
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ce que es una “celd: primitiva"”, Cuando los centros de rota-

cién de mayor orde’ no coinciden con tales vértices se dice

que es una “'celda ntrada”. Se considera como borde de refe
rencia de la cels a aquel que une el vértice inferior iz-
quierdo con el ;rtice superior izquierdo; entonces la sim-

saverpreta como:

(1) La letra "p” o “c¢" indica si la celda es primitiva o
centrada

(2> El entero n denota el mayor orden de las rotaciones,
pudiendo ser 1, 2, 3, 4, 6.

(3) Este simbolo denota la existencia o no de ejes de si
metria perpendiculares al borde de referencia; m in-
dica un eje de reflexidn, g indica un eje con respe
to al que ocurre una reflexién deslizante, 1 indi 2
ia no existencia de ningin eje de simetria

(4) Este simbolo indica la presencia de un eje de si 2=
tria formando un Angulo a con el borde de refere' la;
donde o depende de nt o = 180° para n = 1 2,
a = 45° paran = 4, a = 60° para n = 3 6 6; los {m-
bolos m, ¢ o 1 tienen el mismo significado qu en
3.

La falta de simbolos en la tercera y cuarta posic’ 1 in-

dica la ausencia de reflexiones o reflexiones deslizantes

Los simbolos que se usaridn para representar los el nentos

de simetria que caracterizan un determinado grup estan

representados en el cuadro 6.1.



192

Simbolo Significado

Centros de Rotacién Valor angular del giro

180°

&

A 120+
‘D 20°
O

60-°

Eje de reflexién

_______ Eje de reflexién
deslizante

Limite de la celda

Limite de la celda
centrada'

Cuadro 6.1 Simbolos usados para representar los grupos
bilineales.

6.3 Grupos que Tienen Solo Traslaciones y Rotaciones.

6.3.1 Grupo p1:

Este grupo no contiene ninguna rotacién, solo las dos
tra=slaciones independientes; en este caso la reticula esta
formada por un punto y todos los demAs generados por las
traslaciones. Un disefioc que ilustra a este grupo se muestra

en Fig6.3.a; en (b)) aparece un paralelogramo caracter{s-

tico.

6.3.2 Grupo p2:
AdemAs de las traslaciones existe al menos un punto que es
un centro de rotacién para un giro de 180°, entonces todos
los puntos equivalentes logrados por las traslaciones de es-
te punto son también centros de rotacién para el giro de

180°. AdemAs ocurre que dado dos centros de giro de 180° con
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(a)

=7
o ¥
=

=
| Y
=7

(b)

Fig. 6.3. (a) Disefio ilustrativo del grupo pt1, b)) Su
paralelogramo caracteristico.

secutivos, su punto medio también es un centro de giro de
180° por 1o que en el sistema regular de puntos logrados por
iag traslaciones, todos los puntos medios también son cen-
tros de giro de 180°, ademis de punto medio entre los veérti-

ces opuestos en el paralelogramo. En la fig. 64.2a aparecen'
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(a)

(b)

|V
V=1
PaiSE |

(c)

;.S

Fig.6.4 (a> Reticula para pZ2 mostrando la celda unitaria:
e.0,0, 0 muestran las diferentes c¢lases de giro de
180°, (b)> disefio 1{ilustrativo; (ed> paralelogramo carac-
teristico.
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estos centros de giro, ahi el triidngulo ABC puede ser consi-
derado como celda unitaria. Téngase en cuenta que aparecen
cuatro clases distintas de centros de rotacién de 180°, A,
P, T, Q, que no son equivalentes entre =si{, Las rotaciones
alrededor de estos puntos y las traslaciones y las posibles
combinaciones de todas ellas forman el grupo de las sime-
trias admitidas. La fig. 6.4b contiene un disefio ilustrati-
vo y €¢)> su paralelogramo caracteristico.

6.3.3 Grupo p3

En este grupo 120° es el angulo de rotacién mas pequefio
admitido. No existen &angulos de rotacidtn a diferencia dels
+120°, Si se admite otro Aangulo de rotacién el dUnico posible
seria 180°; pero si se admite 180° se admite su composicion
con -120° resultando que 60°, menor que 120°, también es va-
lido, lo cual es inadmisible para este grupo.

Sea A un centro de rotacién de valor angular 120° y sea
Ta la traslacién que trasforma a A en B, Fig. 65, como el
giro de 120° es admitido ocurre que teniendo a A como cen-
tro, el punto B se trasforma en C. Utilizando TbTa para A se
obtiene asi D. Con lo cual se genera un paralelogramo que no
contendra otros puntos de la reticula en su interior. La dia
gonal AD divide a ABCD en dos triingulos equildteros.

St se considera la rotacidén de 120° y la traslacidn Ta ac
tuando sobre el segmento AB, lo transforma en BD por lo que

debe existir un centro de rotacién en el centro del tri&n

gulo ABD sea este punto M; otro tanto ocurre con el punto N
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Fig. 6.5. Ilustracidn para la generacion de los centros
de rotacién del grupo bidimensional p3.

del triangulo ACD. Los puntos A, M, N son todos los posi-
bles centros de rotacién y no son equivalentes entre s=s{; es-
tos centros estin mostrados en la reticula de la figura
6.6.a, donde también se muestra la celda wunitaria que per-
mite recubrir el plano usando las simetrias permitidas.

La parte (b)> de esa figura muestra un disefio ilustrativo
del grupo y (c> el paralelogramo caracteristico que muestra
todos los elementos de simetria que generan el corres-
pondiente grupo con las traslaciones Ta y Tb.

6.3.4 Grupo p4.

La rotacién menor en este grupo es de 90° por lo que ade-
mas se permiten los de 180°(= 2x90°> y 270°(= 3x90°). No
existen otras rotaciones admitidas, si eso fuera posible se
podria efectuar la composicién de los giros de 180° y -120-°
para obtener uno de 60° que es una contradiccién con la dis~-
posicién de que el adngulo menor admitido es 90-°.

De manera seme jante al caso anterior tratamos el estable-
cimiento de las simetrias que corresponden al grupo. En la
figura 67.a sea A un centro de giros de 90° admitido y sea

Ta una las las traslaciones del grupo que actuando sobre A
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Fig. 6.6. (a) Celda umiaria iz o .oticula que genera
p3, 2.® .O representan las diferentes clases de giros de
120 que ahf{ existen; (b)) disefio ilustrativo de p3;
Paralelogramo caracteristico.
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lo transforma en B. Como una rotacién de 90¢ con centro en A
transforma al punto B en (G, esta rotacién también pertene-
ce al grupo de transformaciones. La reticula lograda con es-
tas traslaciones es un sistema cuadriculado donde el cuadra
do ABCD tiene sus vértices formado por puntos del reticula-
do. S1 en cada uno de estos puntos se consideran las rotacio
nes de valor 180°(= 2x90°) ocurre que se generan en los pun-
tos medios entre dos puntos consecutivos otros centros de
giro de 180°, tal como ocurre en el grupo p2. Los centros de
los cuadrados, como el punto M, los puntos medios, como N, y

!
los vértices de los cuadrados son todos los centros de giro

del grupo.

Si se forma la composicién del giro de 90° que tiene por
centro A y la traslacidn Ta y se aplica al segmento AB ocu-
rre que este se transforma en BD, que es ademas un giro de

90° con centro en M, por lo que los centros de los cuadrados
no son centro de giro de 180° si no que lo son de 90-°.

En este grupo todos los centros de giro de 180° son equi
valentes; pero no lo son los centros de giro de 90° A y M.
Existe una clase de centros de giro de 180° y dos clases de
centros de giro de 90°. El trisngulo AMB puede ser elegido
como una celda unitaria representativa del grupo.

En la fig.6.7.b se presenta un disefio ilustrativo de este
grupo, mientras que en la parte (c) se presenta el paralelo-
gramo caracteristico que exhibe los elementos de simetria

que con las traslaciones Ta y Tb generan al grupo.
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Fig.6.7. (a) Reticuln porzx p1, mostrando su celda unita-
ria; representa los centros de orden 2, y R fos cen-

tros de rotacién de orden 4; <(b) Disefio representativo de,
p4; () Paralelogramo caracteristico.



635 Grupo pé

En este grupo se permite la mayor cantidad de centros de
rotacién. La rotacién de menor valor angular admitida es 60°
entonces también se admiten aquellas de 120°(= 2x60°),
180°(= 3x60°), 240°(= 4x60°) y 300°(= 5x60°) pero no se per-
miten los de 90° pues entonces se tendria que admitir el de
30° logrado al efectuar la compocisién de 90° y (-60°).

Para poder determinar todos los centros de giro y el va-
lor del Angulo admitido vamos a analizar por parte estos, co
menzando con las traslaciones y los giros de 180°, al hacer-
lo de esta manera se generan todos los elementos de sime-
tria que han sido mencionados como propios para el grupo p3,
aparecen en la figura 6.8.a donde los centros de rotacién de
120° son los puntos A, B, C asi como también M, de igual ma-
nera que fue descrito en la figura 65. El punto inicial del
analisis es, A, es un centro de giro de mayor orden entonces
no solo es centro de giros de valor 120° sino que lo es de
60° entonces todos los puntos que resultan equivalentes a A
utilzando las traslaciones, como lo son C, D también son
centros de giro de orden 6 (rotaciones de 60°); pero ocurre
que los centros de los trildngulos equilsteros son sola-
mente centros de rotacién de orden 3 y son los Gnicos de ese
orden entre los elementos de simetria del grupo. De manera
diferente al grupo p3, estos centros de rotacidn son equiva-
lentes entre s=f{.

Los centros de rotacién de orden 2 (giros de 180°) se ob-
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Fig.6 8 (a) Reticula para el grupo p4, con su celda
unitaria; O representa el centro de giro de orden 2, @
al de orden 3, ® al de orden 6; (b) Disefio representati-
vo del grupo pé6; <(c) Paralelogramo caracteristico.
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tiene por un anilisis semejante al aplicado a p2. En este ca
so los centros de rotacién de wvalor 180° resultan ser losg
vértices de los paralelogramos por lo que también lo son sus
centros y los puntos medios de sus lados o sea todos los pun
tos medios de los triangulos equlilsiteros pues los vértices
de éstos ya han sido tomados en cuenta como centros de rota-
cién de orden 6.

Por lo que resulta que existe una sola clase de centros
de rotacién de orden 2, otra solamente de rotaciones de or-
den 3 y ultima de orden 6; todos los puntos de la reticula
que son centros de rotacién de orden 2 son equivalentes, i~
gual los de orden 3 y orden 6. La figura 68Db presenta un
diseflo que cumple con todas las consideraciones anteriores vy
la figura () presenta el paralelogramo caracteristico.

Estos son los uUnicos grupos (5> que siendo bidimensiona-
les contienen solamente rotaciones y traslaciones, las llama
das simetrias directas; los restantes se logran agregando
las reflexiones y las reflexiones deslizantes; de la ampla-
cidn de las simetrias admitidas ocurre que aparecen doce
(12> nuevos grupos, y la descripcién de tales se da a con-

tinuacién.

6.4 Grupos Bidimensionales que poseen Reflexiones y/o
Reflexiones Deslizantes.
6.4.1 Grupos Derivados de pi.

La primera extensién de los grupos con simetrias directas"
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la hacemos con el grupo pi.

6411 Grupo pimi.

Notacién abreviada pm, se obtiene de pil agregindole una
reflexién cuyo eje es el de una de dos las traslaciones
admitidas. La fig. 69a es un disefio ilustrativo y 69b
presenta el rectingulo caracteristico.

6.4.1.2 Grupo pigil.

Cuya notacién abreviada es pg, cos logrado, a partir de pi
agregando una reflexién deslizante cuyo eje de reflexién es
el de una de las dos traslaciones permitidas; la figura
610.a, lo {flustra vy la 6.10b, muestra su paralelogramo
caracteristico.
6.4.1.3 Grupo cimi.

Notacién abreviada ocm, derivado de pl considerando una
reflexién deslizante con eje de reflexion en uno de los ejes
de traslacién, de las dos traslaciones permitidas, y ademas
una reflexién en un eje paralelo a ¢éste. La tigura 6.11.a,
contiene un disefio que ilustra el grupo y 6.11b, muestra su
paralelogramo caracteristico.

Estos tres grupos agotan las posibilidades de lograr un
grupo bidimensiona! que no posea ninguna rotacion; el diagra
ma 6.1 muestra una forma esquemAtica de identificar estos

g£rupos.
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Fig. 6.9. a) Diseffo ilustrativo del grupo bidimensional "
pimi(pmd; <(b> Paralelogramo caracteristico que permite su
identificacién.
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grupo bidimensional,
caracteristico que

contiene
las simetrias del grupo y permite su identificacién.
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(a)

(b)

...............

Fig. 6.11. (a) Disefio ilustrativo del grupo bidimensional
cimiCemd b)Y Paralelogramoe caracteristico mostrando las
simetrias que tal grupo posee y permite su identificacién
inequi voca. u
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Diagrama 6.1. Esquema para Ia identificacién de los gru-~

pos bidimensionales que no poseen rotaciones entre sus
simetrias permitidas.

_NQ_;/

6.4.2 Grupos Derivados de p2.

A continuacién se presentan los que se derivan de p2.

6.4.21 Grupo p2Zmm

Notacién abreviada pmm, logrado ampliando p2 al conside-
rar reflexiones en la direccién de cada una de las dos tras-
laciones permitidas. La figura 6.12.a, 1ilustra el grupo vy
6.12.b, presenta su paralelogramo caracteristico.

6.4.2.2 Grupo pzZ2mg.

Notacién abreviada pmg, considerando dos ejes de trasla-
cién perpendiculares entre si{, uno de los cuales es también
eje de una reflexién y el otro lo es de una reflexién desli-
zante. La figura 6.13.a, llustra este grupo y 6.13b, es su

paralelogramo caracteristico.
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Fig. 6.12 (a) Dismeflo ilustrativo del grupo bidimensional
p2mm(pmm); <(b> Paralelogramo caracteristico, permite sd'
tdentificacién.
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Fig. 643 {(a) Diseflo ilustrativo del grupo bidimensional
p2Zmgipmg>; (bd> Paralelogramo caracteristico.
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Fig. 6144 <(a) Diseffo ilustrativo del

grupo bidimensional
p2eeipee); (b)Y Paralelogramo caracteristico.
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Fig. 615 <(a> Disefio ilustrativo del grupo bidimensional
czZmm{cmm); (b> Paralelogramo caracteristico.
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6.4.2.3 Grupo p2gs.

Notacién abreviada pgeg, lograda con dos reflexiones desli
zantes con ejes perpendiculares entre si. La figura 6.14.a

es un ejemplo del grupe y 6.14b es =su paralelograme carac-

teristico.
6.4.2.4 Grupo c2Z2mm,
Notacién abreviada cmm, tiene ejes de reflexién perpendi-

culares entre si y una media vuelta en el punto medio del

No es disefio
Bidimensiona

Si

S1
p2 2
S S/
47 p2mm
=

p2mg

Diagrama 6.2. Esquema para identificacién de los grupos
bidimensionales con media vuelta como giro de mayor or-
den, giro de orden 2.
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rectangulo definido por cuatro medias vueltas cuyas distan
cias son la mitad de las dos traslaciones admitidas. La figu
ra 6.15a i{lustra el grupoe y 6145b es su paralelogramo
caracteristico.

Estos cuatro grupos anteriores, junto con p2, agotan las
posibilidades de generar grupos bidimensionales que admitan
como centros de rotacién de mayor orden las medias vueltas
(giros de 180°>. El diagrama 6.2 muestra un esquema que per-

mite la identificacién de estos grupos.

6.4.3 Grupos Derivados de p3.

Considérese ahora los grupos obtenidos ampliando p3.

6.4.3.1 Grupo PpP3im

Se logra considerando a los ejes de las traslaciones como
ejes de reflexién; la figura 6.16.a 1{lustra este grupo vy
6.16.b contiene su paralelogramo caracteristico.

6.4.3.2 Grupo p3mi.

Se obtiene considerande a partir de p3 la existencia de
reflexiones cuyos ejes son perpendiculares a las dos trasla-
ciones admitidas y que contienen al centro de giro ubicado
dentro del triangule equildtero que ya ha sido mostrado cen
la presentacién del grupo p3. La figura 6.17.a, lo {lustra vy
la figura 647.b, representa su paralelogramo caracteristi-
co. El diagrama 6.3 muestra un esquema que permite su identi

ficacidn.
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Fig.6.17 (&> Disefio ilustrativo del grupo bidimensional
p3mi; <b> Paralelogramo caracteristico, conteniendo todas
las simetrias del grupo, facilitando su identificacién.
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Diagrama 6.3. Esquema para la identificacién de los gru-
pos bidimensionales cuya rotacién de mayor orden es 3
(rotacién de 120°)D.

6.4.4 Orupos Derivados de p4.

Las ampliaciones logradas al grupo p4 se presentan a
continuacién.

6.4.4.1 Grupo p4dmwum.

Contiene reflexiones cuyos ejes son los ejes de las dos
traslaciones admitidas. La figura 6.18.a es wuna ilustracién
de este grupo y 6.18b es su paralelogramo caracteristico.

6.4.4.2 Grupo pdgm.

Contiene reflexiones deslizantes que son perpendiculares
a las traslaciones y reflexiones que forman angulo de 485
con éstas. La figura 6.19.a es su ilustracién y 6.19.b es su
paralelogramo caracteristico. El diagrama 6.4 es un esquema

practico para identificacién de estos grupos.
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Fig.6.19. (a> Disefio ilustrativo del grupo bidimensional
pigmip4gd; <bd> Paralelogramo caracteristico que permite
la adecuada identificacién.
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Diagrama 64. Esquema de identificacién de los grupos
bidimensionales con mayor orden de rotactén 4 J(rota-
ciones de 90°).

6.4.5 Grupos Derivados de pé6.

La ditima ampliacién de estos grupos bidimensionales
corresponde a p6, se muestira a continuaciédn:

6.45.1 Grupo pémm.

Notacién abreviada pém, se logra considerando reflexiones
cuyos ejes son los ejes de las traslaciones, ademas de refle
xiones perpendiculares a éstas, que pasan por el centro del
trisngulo equilatero ahi definido. La figura 6.20.a es un di
sefio que ilustra este grupo y 6.20b es el paralelogramo que
contiene todas las simetrias de éste y facilita su adecuada

identificacidn.
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Fig.6.20. <(a> Disefic 1ilustrativo del grupo bidimensional
pSmm(pém>; <(b> Paralelogramo caracteristico, conteniendo

todas las simetrias del grupo y permiten su adecuada iden
tificaciédn.
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Diagrama 6.5. Esquema de identificacién de 1los grupos
bidimensionales con mayor orden de rotacién 6 (rotaciones

de 60°).

El diagrama 6.5 muestra un esquema para identificar este
tipo de grupos. La lAmina 6.1 muestra como estos 17 grupos
generan, esta carta no pretende ser la Gnica sino simplemen-
te mostrar una de las formas alternativas de obtenerlos, en
ella se utilizan las dos traslaciones independientes de las

que ya se ha discutido al principio del capi tulo.

65 Aplicacién de los OGrupos Bidimensionales en la Ceramica.

Después de esta presentacién de los 17 grupos bidimensio-
nales de simetria en el plano presentamos unos e jemplos de
éstos encontrados en la ceriAmica de la regiétn central de
Panama. Ocurre en esta ceramica, que no se encuentran {(entre
las piezas a las que se ha tenido acceso) e jemplos inequivo-

cos del empleo de algunos de ellos.
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Resulta adecuado mencionar cuando se muestran los disefos
correspondientes a los grupos bidimensionales Jos trabajos
del artista holandés MC. Escher que desarrolld complicados
disefios bidimensionales tomando c¢omo fuente de Iinspiracisén
los disefios contenidos en La Alhambra de Oranada ([Alsina vy
Trillas 1984: 1641; también los diseflios recopilados por Da-
niel Sheets Dye y presentados en el libro ‘''Chinese Lattice
Designs'" en el que contiene mas de 1200 disefos, recopilados
a través de 21 aflos de trabajo en China (Dover Pub., 1974,
reimpresién inalterada de la edicidén de 1949 titulada “A
Grammar of Chinese Lattice'). Muy meritorio resulta el tra-
bajo de aplicacién a la arqueologia hecho por Dorothy Koster
Washburn en la clasificacién del material recopilado en la
expedicién al Upper 0Gila(1949-1951> auspiciada por el Museo
Peabody y presentado en "A Symmetry Analysis of Upper G0ila
Area Ceramic Design”(Papers of the Peabody Museum of Archaeo
logy and Ethnology, vol. 68, 1977D.

La lamina 6.1, contiene los esquemas que representan =z
los 17 grupos bidimensionales con una alternativa d(cada unol
de la forma de generarlos usarndo dos traslaciones indepen-
dientes y otros generadores, asi como la regitn fundamental
generadora requerida en cada caso. Adaptado del articulo The
Plane Symmetry Groups: Their Recognition and Notation, Doris

Schattschneider, Am. Math. Mon., Vol. 85. Nfé, pp. 477.
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pé

pamg

e 4 p3
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p3mi
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Traslacién

Reflex16n Deslizante (eje)
Reflex16n (eje)

Centros de rotaci6n de orden
2.3,4.6.

Lamina 6.1. Representacién de los 17 grupos bidimensio~

nales, representados por su regién fundamental y usandc
dos traslaciones independientes entre sus generadores.
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

Museo o Coleccitn: Museo Peabody, Cambridge, Mass.

N® de identificacitn: 33-42-20-481

Fuente: Lothrop, SK. Cocle: An Archaeological Study of
Central Panama, Part II: The Pottery of the
Sitio Conte and Other Archaeological Sities.

Fig. N2: 206.b (pag. 111>

Técnica: Ceramica Pintada

Grupo: Bidimensional p1




CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

Museo o Coleccién: Museo Antropolégico '"Reina Torres
de Arauz''

N°de identificacién:
Fuente:

Fig N2

Técnica: Ceramica Pintada

Grupo: Bidimensional p2
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA
(Provincia de Coclé)
Museo o Coleccién: Museo Peabody, Cambridge, Mass.
N° de identificacién: C/13482
Fuente: Lothrop, S.K. CGocle: An Archaelogical Study of
Central Panami. Part II: The Pottery of the
Sitio Conte and Other Archaeological Sites.
Fig.N2: 204.b (pag. 110D
Técnica: Ceramica Pintada .

Grupo: Bidimensional pimi
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CULTURA: REGION CENTRALDE PANAMA

Museo o Coleccitn: Museo Antropolégico *Reina Torres
de Arauz"

N° de identificacién:
Fuente:

Fig N°

Técnica: Ceramica Pintada

Grupo: Bidimensional pZmm
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CULTURA. REGION CENTRAL DE PANAMA

(Provincia de Coclé)

Museo o Coleccitn: Museo Antropolégico "Reina Torres
de Arauz'

N2de identificacién:
Fuente: Lothrop, SK., Coclé: An Archaeological Study of
Central Panama. Part. II: The Pottery of the
Sitio Conte and Other Archaeological Sites.
Fig.NZ: 409b (pag.207>
Técnica: Ceramica Pintada

Grupo: Bidimensional p2mg
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CULTURA: REGION CENTRAL DE PANAMA

(Provincia de Los Santos)

Museo o Coleccién: Museo Antropolégico “Reina Torres
de Arauz"

N2de identificacién:
Fuente: Lothrop,S.K., Cocle: An Archaeological Study of

Central PanamaA. Part II: The Pottery of the
Sitico Conte and Other Archaeclogical Sites.
Fig.NS : 487 (pag.232>
Técnica: Céramica Pintada

Grupo: Bidimensional p4mm




Capitulo 7

UNA APLICACION: LA CERAMICA DE LA REGION CENTRAL

7.1 Generalidades

En esta ultima parte se presenta una aplicacién de toda
la parte concerniente a los grupos de =simetria puntuales,
uni- y bi-lineales. Esta aplicacién es en la identificacién
de los distintos grupos de simetria existentes en una mues-
tra de piezas de ceramica provenientes de la regién central
de la Republica de PanamA. Para una me jor presentacién del
tema se divide este capitulo en tres partes; en la primera
de ellas se exponen algunos conceptos de indole tedrica que
sirven de basamento para la utilizacién de la simetria en la
clasificacién de la ceramica; en la segunda se ubica la ce-
ramica de la regién central y en la ultima se dan los resul-
tados de la aplicacién de tales conceptos a la muestra ele-

gida.

7.2 Sustentacién Tedrica
721 La clasificacién en Arqueoclogia.
La clasificacién de artefactos en Arqueologia es una ne-

cesidad que, al igual que en otras Areas del conocimiento,
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logra innegables beneficios. Raven, Berlin y Breedlove han
expresado acertadamente que: "El hombre es por naturaleza un
animal clasificatorio. La continuidad de su existencia depen
de de su habilidad para reconocer similitudes y diferencias
entre los objetos, y los eventos de su universo fisico“”
[(1971: 1210). Ademas, “La clasificacién, como la Estadisti-
ca, no es un fin en =i mismo sino una técnica con la cual se
pueden alcanzar objetivos especificos y por lo tanto variara
de acuerdo con ellos. La gran oportunidad para la wvariacién
se presenta al seleccionar los criterios que seraian conside-
rados como diagnésticos de una determinada cl.,:—mse"t"'“a [Rouse,
1960: 513). BAsicamente las dos formas de clasificacién en
arqueologia son : (1> Analftica, cuando se tiene por objeti-
vo los modos y (2) Taxondmica, cuando el propésito es for-
mar tipos. "Por modo se entiende cualquier patrén, concepto,
costumbre que gobierne la conducta de los artesanos de una
determinada comunidad, los cuales son transmitidas de gene-
racién y que pueden distribuirse de una comunidad a otra.
Este modo se reflejarid en los artefactos como atributos que
conforman los patrones de la comunidad, y que en ellas refle
Ja o manifiesta sus conceptos, revela sus formas de manufac
turarlos y wusarlos. La clasificacién analfitica centra su a-
tencién en tales atributos y a través de ellos llega a los
patrones, conceptos y costumbres mismos. Intenta leer tales

modos entre los artefactos. "% [Rouse 1960: 5131,

*,z%,22% Traduccién del autor.
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7.2.2 La Clasificacién Anali tica

Pueden distinguirse dos tipos de modos : (1> Modo Concep-
tual consistente en atender a los conceptos del material,
forma y decoraciétn utilizados por el artesano en confeccio-
nar el artefacto; y (2) Modo Procesal, cuando se tienen en
cuenta las practicas y costumbres usadas en el proceso de
fabricacién o en el uso dado al artefacto.

Cuando se utiliza la forma conceptual el investigador
dnicamente necesita designar una o varios atributos de los
artefactos en estudio para que sean representativos de la
clase. Al emplear la forma procesal debe, ademéas, inferirse
la conducta del artesano a partir de los atributos represen-
t.ativos.

El sistema de clasificacién que se utiliza en esta
seccién es una variante del aniAlisis modal conceptual ya que
se basa en la seleccién de un atributo especifico -la estruc
t.ura grupo-tedérica del disefio- el cual se considera como un
indicador de los procesos de transmisién de la informacién.

La variante de este esquema es que el anilisis modal, gene
ralmente, basa el suyo en atributos particulares, pertene-
clentes a un Area y grupo especificos bajo investigacion. En
nuestra situacién el atributo elegido es wuniversal y se
encuentra subyacente en todos los subsistemas artisticos,

comprendidos en los sistemas culturales estudiados [Wash-

burn, 1977: 5).
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7.2.3 El Sistema Cultural
FPara comprender mejor la utilizacidén de los principios de

simetria para la clasificacién de los diseffos mencionamos

algunas caracteristicas de un sistema cultural.

1O

2

Los sistemas culturales poseen estructuras definidas,
por tanto subyacente a ellos deberia existir una serie de
reglas organizacionales baAsicas desarrolladas por los
miembros de la cultura como un medio para mantener y per-
petuar su sociedad. De manera semejante a la forma como
las relaciones =sociales, politicas, econdémicas y religio-
sas estan compuestas por clertas reglas de conducta, ast
también las formas artisticas estan estructuradas por
reglas especificas de constitucién y composicién. La per-
petuacién de la variedad de los motivos diseflados =se
logra por una serie de arreglos estructurales que
moldean la conducta de los hombres dentro de los patrones
observables y medibles.

El mantenimiento de los sistemas culturales humanos re-
quiere de un sistema de informacién. Reconstruir la es-
tructura y extensién de las reldes de informacién entre
los participantes dentro de un =sistema o entre diferentes
sistemas presenta dificultades. En realidad, en nuestro
caso, poco se conoce de los detalles politicos y sociales
que permitian el comercio entre distintas sociedades. En
las llamadas ‘'sociedades simples” existe mayor dificultad

en descubrir los patrones del intercambio informal.
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3> En un sistema cultural humano la informacién iInterna es
sistemiticamente clasificada y una de las caracteristicas
mias universales de la cultura es la propensién del hombre

a clasificar el mundo a su alrededor.

Para desarrollar un método sistematico de estudio de los
procesos de desarrollo y cambio en cualquier sistema conduc-
tual es necesario wutlilizar wunidades de wmedicién uniformiza-
das para que el anilisis de tales cambios del sistema cultu-
ral sean hechos en un continuum espacio-temporal. Deben se-
leccionarse por su relteracién algunos atributos, componen-
tes de wvalor cultural, con capacidad de significacién e
interpretacién, que pertenecen a los restos culturales
investigados; y que estiAn totalmente presentes en el subsis-
tema investigado.

En el subsistema del arte todas las formas artisticas
tienen multiples atributos; cada wuno de los cuales contilene
diferentes tipos de Informacién cultturall Dado que esta
seccién esta dedicada a investigar los cambios experimenta-—
dos en la decoracién de la ceramica, sdélo algunos de los
atributos de ésta seridn de importancia y para poder estable-
cerlos es conveniente hacerlo tentendo en cuenta los siguien
tes criterios:

1. El atributo debe ser determinado exclusivamente por

decisién humana. Atributos como la arctilla, los colo-
res pueden depender de fact.ores ambientales mAs no asi

el disefio el cual solamente depende de la preferencia



personal del alfarero o de la tradicién cultural del
grupo.

2 El atributo <be ser especifico del grupo, de manera
tal que refleje sus preferencias y reglas, que pueden
ser similares pero ademis distinguibles desde la misma
perspectiva en otras culturas.

3. El atributo debe ser uniformizable de manera que pueda
ser usada como unidad comin para estudios comparativos
entre distintos grupos culturales.

4. El atributo debe =er culturalmente universal para que
pueda ser utilizado para analizar cualquier disefio
repetitivo proveniente de cualquier medio o cualquier

grupo cultural.

La propiedad del disefio seleccionada por su universalidad
y caracteristicas sistematicas para este estudio es 1a
simetria (Washburn 1977: 7; 1983: 6).

Estudiando la simetria de los disefios en las plezas de
ceraAmica se puede avanzar en establecer el sistema cultural
al cual pertenecen, la semejanza entre diferentes sistemas
culturales. Varios trabajos han sido hechos en esta direc-
cién, de los cuales mencionamos el de Zaslow y Dittert ten-
diente a establecer el desarrollo evolutivoe en los patrones
de disefio de la ceramica Hohokam presentado en el ensayo
"The Pattern Technology of the Hohokam" contenide en
"Pattern Mathematics and Archaeology" (1977); el de Washburn
analizando el intercambio y la dispersién de los patrones de
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disefio, presentado en el muy meritorio trabajo titulado A
Symmetry Analysis of Upper Gila Area Ceramic Design’ ([(1977];
el de Zaslow comparando los patrones de disefio de diferentes
sistemas culturales, los Hohokam, el Alto Gila y el Valle de
Oaxaca, en 'Pattern Dissemination in the Prehistoric South-
west and Mesoamérica™ (1981). Crowe y Thompson (1987]
mencionan otros trab;_jos en esta misma direccién como son
los de Crowe sobre el arte de Benin (Nigeria), en 1975, el
de Washburn y Matson (1985] sobre los cambios espacio-
temporales en los patrones de disefio utilizando herramientas
estadisticas para determinar, a partir de una cantidad de
datos de campo, la posibilidad de wubicacién de otros, en las
vecindades.

En esta oportunidad se aplican los conceptos de simetria
a la cerAmica prehistérica de una determinada Area, la Re-
gién Central de la Republica de Panam4i, para poder sostener
la hipbtesis de que existen cambios en el uso de los grupos
de simetria y que tales cambios coinciden con los distintos
periodos estilisticos en que ha =sido dividida la evolucién
de la cerAmica ahi existente. Con esta aplicacién estamos
corroborando una afirmacién doble; por una parte la afirma
cién de Bourbaki (1972), haciendo referencia a un trabajo de
A Spelser de que todas estas ejecuciones concretas son evi-
dencias de las matemiticas desarrolladas por tales culturas
y, la otra, en que los conceptos de simetria resulten ade

cuadas para la clasificacién de los artefactos pertenecien-



tes a determinada cultura ([(Washburn,1977: 71, permitiendo

asi un me jor conocimiento de ésta.

7.3 La Ceramica de la Regién Central.

7.31 Limites.

Establecer los limites de una regién para el estudio de
su prehistoria plantea una diversidad de problemas. Howe
(1977: 331 sostiene que las divisiones que en la actualidad
se les atribuye a determinadas tribus‘, grupos étnicos, =se
ajustan mas a los criterios de los investigadores o cronis-
tas de esos pueblos que a las realidades de aquéllos.
Ademis, cuando estas divisiones se hacen, obedecen a deter
minados criterios, que las justifican o son satisfechos con
ellas, sean estos linglisticos, econdmicos, de parentesco,
arqueolégicos, Tal circunstancia hace que la divisién
lograda de acuerdo a é¢ste no se ajuste a aquella lograda
siguiendo otro, y que lejos de verse reforzada la una con la
divisién de la otra, estas se sobreponen. Por otro lado, la
prehistoria de una determinada regién resulta ser lo sufi-

cientemente vasta como para no ajustarse adecuadamente a una

*> En esta parte del trabajo y por considerarlo adecuado

hacemos la siguiente aclaracién en cuanto al vocablo tribu;
a ésta la consideramos como una comunidad definida, agrupada
de acuerdo a un criterio ddinglfistico, cultural o politico);
teniendo en cuenta la aclaracién hecha por Howe [1977) en el
sentido de que tal palabra frecuentemente no es mas que una
denominacién conveniente pero no exacta para identificar
algunas agrupaciones humanas estudiadas, las cuales tienen
muchas veces diferencias tales que poco se asemejan al esque
ma mental comin de lo que es una tribu.
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sola divisidn para su estudio. Asi como nuestras fronteras
se modifican, también en el pasado lo han sido. Para el caso
especifico de la Republica de Panama y de la presente inves-
gacién resulta oportuno considerar la divisién que en esta
seccién se presenta. Tal divisién no se debe considerar como
final, inamobible ni mucho menos dogmatica si no que, simple
mente, para el estudio en ejecucién es adecuada y esta de
acuerdo con lo sostenido por diferentes investigadores que
han llevado a cabo excavaclones, estudios antropolégicos vy
etnograficos en fla regién conocida como Baja Centro América
(Lange y Stone 1980: 25].

En esos estudios se sostiene que, para la parte del occi
dente de Panama, desde hace 7000 afios existe una continuidad
de los patrones de asentamiento. Tales asentamientos fueron
establecidos por los primeros cazadaores llegados desde el
norte y gque su presencia, y migracién en este continente, y
en esta regién, se debe a la persecucién de la megafauna
[Maosimann y Martin 1975: 304 - 3131 y que ocurrié hace unos
11000 afios. Estos pobladores estaban adaptandose a las condi
ciones climaticas del +trépico y a las modalidades alimenti-
clas que la regién les permitia [Linares et al. 1975: 137 -
145].

Result.a comprensible que las evidencias mas antiguas recu
peradas sean en lugares templados y no en asentamientos
cost.eros comao ha sido sostenido por muy largo tiempo por

investigadores que consideran que la abundancia de biomasa
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en la costa habia proveido las condiciones id6tneas para que
los primeros habitantes de esta regiétn se establecieran en
sus cercanias, aprovechando la existencia de ecosistemas de
la forma manglar-estuario-laguna (Phillips citado por Cooke
(1988: 127D.

Se ha podido establecer que a apartir de los asentamien-
tos primarios en abrigos rocosos y campos abiertos a lo
largo del rio Chiriqui, estos primeros habitantes pasaron al
cultivo de las semillas, especialmente con la introduccidn
de la agricultura del maiz, lo que dié origen a importantes
cambios socio-polflticos que condujeron a agrupaciones huma-
nas, mayores en cantidad y mas internamente estratificadas
(Linares et al. 1975: 187]. Estas nuevas poblaciones,
diferentes en la tecnologia de cultivo y en su organizacién
interna, se ubjcaron en zonas cercanas a las costas caribefia
y pacifica [Linares y Ranere 1980 245l

También se tiene documentado el hecho que la parte este
de PanamiA estaba habitada por wuna poblacién que se agrupaba
en pequefios cacicazgos, esclavistas e internamente estrati-
ficados [Howe 1977: 32]1. Ademé&s que existia en la regiétn una
divisién entre los pueblos que habitaban en la zona este del
istmo y aquéllos que estaban ubicados en la actual zona cen-
tral

Esa divisién es sustentada en las crénicas de los prime-
ros europeos que llegaron a esta parte de la Tierra Firme;

se menciona que en la zona que estaba comprendida al oeste
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de las tribus que habitaban en las proximidades del Acla vy
Santa Mar{a y hacia el este de los dominios del cacique Pere
queté y que en la costa caribe se extiende hasta el rio
Indio, ahi{ se encontraba la Provincia de Cueva. Se agrega
que entre estos habitantes y sus vecinos existian diferen—
cias lingu{sticas, entre otras observadas, como para dar la
impresién en aquellos narradores de la época de ser diferen-
ciables en el momento del contacto [(Op. Cit.: 32).

Estas divisiones observadas, ademas del hecho que en esas
crénicas se establece que en los 1llanos centrales del istmo
se encontraban los dominios de los muy mencionados jefes
Nat4i, cuyo asentamiento al momento del contacto era impresio
nante como ha quedado debidamente registrado en tales escri-
tos y lo apoyan las evidencias arqueolégicas, conducidas
responsablemente en la decada anterior [Cooke 1976: 3171
También estaban los dominios de Chird, Escoria, Parita (o
Par{s) y otros, y en la parte de la cadena montafiosa central
donde estaban los dominios de Esqueva y se hablaba una
lengua diferente a las de sus vecinos [Espinosa 1972: 1271,
y los de Urraci, el cual ofrecié resistencia efectiva a los
invasores siendo as{ que murié en tales montafias aun incon
quistadas tal como se lee en el trabajo de Linares [1977:
741, el cual, en la parte correspondiente, estd basado en
los escritos de Andagoya, Oviedo, y de Las Casas.

Los trabajos desarrollados hasta la fecha y que han evolu

cionado en cuanto a calidad de conduccién, e interpretacién
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del cuerpo de datos obtenidos, han hecho posible mejorar el
entendimiento de la prehistoria de Panam&; pasando desde los
enfoques responsables, pero limitados en cuanto la compren-
sién de las relaciones internas, tendientes a fortalecer Ila
concepcién de las "areas culturales”, como se desprende de
los escritos de Lothrop [1937, 1942, 1950], Ladd [1964],
inter alios.

Este dltimc presenta en sl revisién de la arqueoclogia
panamefia un resumen acorde con la actual divisién geopoli -
tica del pals, manifestando que se estian perdiendo los
distintivos culturales entre las diferentes Areas que
menciona, pero afiadiendo una nueva, que coincide con esa
divisién; el Area de la Zona del Canal [Opus Cit: 12). Tal
divisién ha =sido abandonada reconociendo 1a continuidad
(int,erna de 1la =ecuencia cultural en la regién central vy
occidental, permitiendo aseverar, de manera general, que
esta evolucién es gradual y previsible desde hace unos 8000
afios hasta la conquista [Cooke 1985a: 821

Es en base a tales hechos y otros mis, como son las inves
tigaciones lingUisticas y etnogrificas, por lo que =se ha con
venido que el istmo sea dividido para el estudio adecuado de
su prehistoria en tres regiones, llamadas Regién Occident.al,
Central y Este de Panami. La regién de interés de este traba
jo es la Regién Central y se delimita como sigue:

Limite Occidental: El cauce del rio Tabasari, y
continuando desde su nacimiento hasta la costa del

Caribe.
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Limite Oriental: Partiendo desde Punta Chame, en
el Pacifico, en linea recta hasta la costa del
Caribe.

Es por tal razén que esta regién comprende, en la actual
divisién geopolitica del pais, las provincias de Veraguas,
Los Santos, Herrera, Coclé; parte de la provincia de Bocas
del Toro ddimite occidentald y parte de las provincias de
Colén y Panami dimite orientald.

Oviedo menciona que la lengua de GCueva se acaba en la
Provincia de Chame; mientras que de ahi en adelante en direc
cién hacia Natid "hay mucha diversidad de lenguas, y en poco
espacioc de tierra son tan diferentes, que no se entienden
los unos indios a los otros” [Oviedo 1959 vot V: 7Y De esta
afirmacién no debe hacerse una extrapolacién simple
queriendo conclulr que la cultura de cada uno de esown
pueblos era diferente, mis bien la diferencia lingiistica
sélo reafirma la estabilidad cultural de aquella zona.

Linares [1977: 78} menciona que el limite este de Ila
regién central es conveniente fijarlo hasta el lugar de los
dominios de Chirid. Cooke sugiere que =mea en los alrededores
de Chame [1976: 3111 ademas menciona gue la evidencia arqueo
l6gica existente apoya el testimonio de los cronistas del
siglo XVI, en cuanto al hecho de tal divisién cultural en
esa parte; aunque también expresa que esa divisién no se
congidere como un limite insalvable pues se han encontrado

piezas de ceraAmica con caracteristicas idénticas a aquellas
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que se consideran como representativas de la regién central,
en lugares mas al este de la ubicacién de tales dominios.

Uno de los rasgos que menciona Ladd para la ceramica
encontrada en el “Area cultural” de la Zona del Canal es la
mezcla de elementos que le son caracteristicos del "Area del
Darién” y del "Area de Coclé-Parita-Azuero” [1964: 18]. Esto
es un apoyo indirecto a la divisién aqui sostenida; ocurre
que el hecho de que en esta zona existan restos arqueoldgi-
cos que contienen elementos de diferentes "Areas culturales”
resulta adecuado para expresar que efectivamente dicha zona
estaba sirviendo, en un determinado momento, como un Area
transicional entre distintos puntos de influencia y que esa
interaccién =se ve reflejada en los distintos materiales
rescatados, entre ellos la ceramica.

Esto no hace mis que justificar la advertencia hecha
antes sobre la dificultad en cuanto a establecer fronteras y
que la existencia de una divisién conveniente a un determina
do criterio resulte no apropiade para aplicarse para otro
agspecto de los diferentes subsistemas culturales sobre los
cuales centramos nuestra atencién durante el curso de una
determinada investigacién.

El limite oeste de la regién central es mAs fAcil de ubi-
car, por la existencia del mato montafioso, alrededor del
cauce del rio Tabasara; el cual permite diferenciar esta
regién de aquella perteneciente al Area cultural de Chiriqut

[Cooke 1976c: 311].
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7.3.2 La Cultura.

Los pueblos que habitaron la regidn central, de manera
seme jante a aquellos que contemporaneamente habitaban en
otras partes del istmo pasaron por diferentes etapas evolu-
tivas que fueron dejando evidencias y que s¢lo se han conoci
do de manera adecuada después de extensas investigaciones. A
continuacién se hace mencién de algunas de las diferentes
etapas que ocurrieron. No es una presentacién exhaustiva,
mas bien es una enumeracién de algunos rasgos generales. Los
datos se han tomado de los trabajos de R. Q. Cooke [1984a3,
1984b, 1985a, 1985d), y de buena parte de las referencias en

los mismos contenidas.

7.3.21 La Presencia del Hombre en el Istmo.
9500 - 8000 a.C>D

Los artefactos mas antiguos encontrados en el pais, hasta
la fecha, son unas puntas de proyectil para las cuales se
calcula una fecha de 9500 -~ 8000 aC. Se tiene conocimiento
de haber encontrado cinco ejemplares completos, mas otros
fragmentos de este tipo de resto cultural; la forma de ellas
es seme jante a otras encontradas en los Estados Unidos cono-
cidas como “Clovis"”. Algunas de é¢stas fueron encontradas en
el lago Alajuela (Madden). Tal como lo indican los restos
encontrados, aquellos primeros pobladores eran basicamente
cazadores; los primeros de ellos lo eran de especies hoy

extintas, megafauna, como las encontradas en los yacimientos
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fésiles de La Coca y El Hatillo (Herrera)d.
7.3.2.2 Los Asentamientos Precerimicos Tempranos,
Adaptacién al Trépico (8000 ~ S000 a.C)D.

Aproximadamente por el 8000 aC. el clima del mundo
cambié y las temperaturas aumentaron. Para ese momento la
megafauna habia sido extinguida y los grupos que habitaban
en el istmo tuvieron que adaptarse a estas nuevas condicio-
nes. Continuaron cazando otras especies mAs pequefias y se
dedicaron a la pesca, recoleccién de crusticeos y moluscos,
y al consumo selectivo de algunas especies vegetales, como
corozos y nances. Un sitio que contiene evidencia de activi-
dad humana de este perfiodo es la Cueva de los Vampiros (AG-
145); wuna fecha, 6610 aC* 160. Otros son el Abrigo de
Carabalf (Sf-9>, con una fecha de 6090 aC + 390, y el
Abrigo de los Santana (SE- 189), 5125 aC. * 290, localizadc
en el valle superior del rifio Gatd, Veraguas. En estos luga-
res y en otros que han sido definitivamente identificados
como pertenecientes a esta época se tiene evidencia que
consumian pescado, venado, armadillos, roedores e iguanas.
También que preparaban frutos silvestres wusando piedras de

moler, como los corozos entre otros.
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7.3.2.3 Los Asentamientos del Preceréamico Tardio
Evidencias de la Agricultura.
<5000 3000 a.C.d.

Siguiendo con la adaptacién a las condiciones del trdépico
los lugares que contienen evidencias de este periodo dan
muestra que para entonces el maiz era parte de la dieta, lo
que indica que se habia pasado de la recoleccién al cultivo
de determinadas especies vegetales; esto parece estar indica
do por las evidencias de perturbacién de la vegetaciétn cir-
cundante a los sitios. Los relacionados son SE- 189, de
donde =e ha obtenido la evidencia del uso del maiz, la Cueva
de los Ladrones, LP-1, 4910 aC.¥ 90, Cerro Mangote, (AG-1),
4853 a.C. + 100, el cual es un conchero y estid relacionado a
las adaptaciones al ambiente costero. Existen otros Ilugares
ubicados en diferentes ambientes, las estribaciones de Ila
montafia, los llanos y en la costa.

Los patrones de asentamiento no estaban del todo defini-
dos; se han encontrado asentamientos en forma de pequefios
poblados, la Cueva de los Ladrones tenia un piso seco de
unos 300 metros cuadrados y debié albergar a unas 30 perso-
nas que cultivaban maiz en las laderas del Cerro Guacamayo y
cazaban venados, sainos, ardillas, ademAs de pescar ocasio-
nalmente en las quebradas cercanas. En el Abrigo de Aguadul-
ce, AG-13, no se cultivaba el maiz; pero servia de campamen-
to para la pesca en los esteros cercanos, caza,de tortugas,

venados, iguanas, recoleccién de nances y corozos.
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7.3.2.4 La Aparicién de la Alfareri{a (3000-1000 a.C.>.

Se estid de acuerdo en reconocer que para la regién
central la ceramica mas antigua es la asociada al complejo
Monagrillo, llamada as{ porque fue identificada inicialmente
en los materiales encontrados en el sitio del mismo nombre,
HE-S; la cual ha sido también encontrada en otros sitios que
contienen elementos preceramicos en sSus capas inferiores,
este es el caso de la Cueva de los Ladrones,LP-1, el Abrigo
de Carabali, y en el sitio La Mula-Sarigua, Pr-14. Se trata
de una ceramica mal cocida, mal confecionada, de disefios
sencillos. Una ceramica autdctona.

Los patrones de asentamiento siguieron siendos basicamen-
te los mismos que para la etapa anterior; la horticultura
se estaba practicando, principalmente con el cultivo del

maiz, as{ también la caceri{a y la pesca.

7.3.25 El Desarrollo de la Agrictllt,ura
€1000-300a.C.>.

El desarrollo de la agricultura en la regién central tie-
ne como rasgo importante el haber permitido la aparicion de
aldeas nucleadas. El complejo La Mula-Sarigua ilustra ade
cuadamente esa época, la poblacién habia crecido y la tradi-
cién de la ceramica habia experimentado cambios desde los
diseffos del tipo Monagrillo; era de mejor manufactura y con
indicios de estar siendo destinada a funciones mas especifi-

cas, decorativas, de significacién. Se han encontrado meta-~
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tes simples, manos de lava volcanica. La agricultura del
maiz estaba afianzada como para hacer traer de otras regio~
nes aquellos artefactos que en ella no se encontraban, como
son para este lugar los mencionados metates y manos.

Otros lugares de asentamiento: en los lanos de Santiago,
el lugar SA-27 tenia una extensién aproximada de seis
hectareas; también son aldeas nucleadas Buacaro, La India-t,
en la Peninsula de Azuero. Ademas del cultivo del maiz, la

pesca vy la caceria continuaban aportando fuentes de

alimentacién.

7.3.2.6 La Aparicién de la Divisién Polf tica
300 a.C. -~ 500 4.CD.

Las evidencias de sedentarismo en la Regidén Central se
encuentran fechadas en los tiempos de Cristo, y de ella se
encuentra evidencias en e! lugar conocido como Sitio Sierra
(AG-3)>, su periodo de mayor ocupacién es este tiempo. Tenia
casas con techos de pencas y paredes de cafiazas, eran de
forma redonda u ovalada. Se han encontrado evidencias de la
variedad genérica del tipo de maiz que se estaba cultivando;
las evidencias indican que también se cultivaban zapallos.
Los metates eran mas elaborados, con patas. La ceramica del
lugar es en blanco y negro pero mejorando su calidad. Los
entierros encontrados dan indicios de la divisién de las
labores; las mujerems se enterraban con vastjas y cuchillos
de piedras, los hombres con instrumentos para la confeccién

de hachas o para practicar la agricultura.
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Aparecen los objetos de orfebrerf{a, videncia del desarro
llo de estructuras sociales mAs comple. s que permitian la
diferenciacién entre los componentes ella. La presencia
de esta tecnolog”’ L4w-= es foranea; pero igual se

est4d de acuerdo en que después de establecida se desarrolld

de manera regional, adquiriendo visos autéctonos.

7.3.2.7 Desarrollo de la Diferenciacién Social
00 - 1520 d.CD

La aparicién de la orfebreria, las evidencias de Ilos
entierros que se han encontrado, la fina ceramica, los
disefios empleados para decorarla, los testimonios de Ilos
europeos al momentos del contacto evidencian que los pueblos
de la Regién Central habfan desarrollado una sociedad estra-
tificada que encontraba en estos artefactos oportunidad de
evidenciar las diferencias que en el seno de esas sociedades
existia, que segufa basandose en una agricultura extensiva y
que estaba determinada su influencia por el dominio de deter
minadas zonas que eran maAs proplicias para el cultivo o que

poseian otros bienes como la sal

7.3.3 La Continuidad Cultural.

El problema de cuiles son los antecesores de los grupos
indigenas que se encuentran habitando el actual territorio
es un problema que sdélo investigaciones mas profundas y espe

‘ficas pueden darle una respuesta adecuada y habra otra
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parte que quedari no aclarada por la falta de datos
confiables respecto a las materias tratadas. Se esta de
acuerdo con el hecho de que las lenguas habladas por los
actuales indigenas pertenecen al phylum macro-chibcha ([(Cooke
1985¢c: 139, nota 11; aun cuando son tratadas las diferencias
encontradas entre ellos, se tiene la impresién de que éstas
no se han formado siguiendo una secuencia lineal si no que
bien podria haber ocurrido que estas lenguas provinieran de
un sustuwdtuwmn Chibcha que estuvo difundido en toda 1la regidn
muy anteriormente [Cooke 1985a: 821

En distintas oportunidades se ha planteado la hipdtesis
de que los habjtantes del istmo constitufan un solo grupo,
ésta es un simplificacién que dificulta la comprensién de
los diferentes pueblos que lo habitaban y especificamente
las tierras de la regién central Pero no sdélo se ha tratado
de decir que eran un solo pueblo si no que en otras oportuni
dades se han asociado pueblos y zonas geograficas que defini
tivamente no poseen ni han tenido en el pasado, del que se
tenga algdn tipo de informacién, relacién alguna; tal es el
intento de asociar a los Cunas con los habitantes de Ila
Regién Central, algunos de los autores que han hecho esa
asociacién han sido Steward y Faron, quienes, citados por
Linares ([1977: 781 afirman que los Cunas eran los habitantes
de la regién central, aun cuando los objetos recobrados er

Sitio Conte no correspondan a lugares cunas.
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Existen datos que ilustran mejor la continuidad cultural
de la regién central, como es lo expresado por Cooke cuando
comenta los hallazgos hechos en un lugar arqueolédgico,CHO-3,
Miraflores, en la regién este:

"Las evidencias que se poseen (.)> indican sin
lugar a dudas que esta regién difiere cultural-
mente de 1la de las provincias centrales, al
menos desde los tiempos de Cristo hasta el pre-
sente’ [Cooke 1976f.: 38-).

Por 1o que se puede estar de acuerdo con la conclusién
de Linares en el sentido de no apoyar la asociacidon entre
los actuales cunas y los habitantes de la regién central. La
presencia de los mismos cunas en el istmo es motivo de
discusion [Howe 1977: 30 - 47).

Los grupos guaymies del occidente del palis guardan rela-
cién con los grupos que se asentaron en las tierras templa-
das de las montafias de la regién occidental. Es ahi donde =i
parece encontrarse mayor relacién con los grupos descendien-
tes de los habitantes de la regién central. Se tiene documen
tada la allanza de UrraciA y los caciques Chiriqui, Veraclas
y Burica, que no habitaban en las montafias con el fin de
combatir a los invasores europeos; también que aquellos
ind{genas que habitaban en los llanos <(vertiente pacificad
de la regién central y no se sometieron a los conquistadores

se refugiaron en las montafias de la cordillera central:
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Los guaymies actuales estan donde sus

antepasados estaban, tanto al este como al oeste

del rio Tabasari. Su territorio ha sido reducido

porque los grupos que habitaban en la sabanas

{...2 fueron destruidos o asimilados, formando la

poblacién predominantemente mestiza que vive en

el Area del Pacifico hoy en dia(86)>) Los que

lograron defender sus montafias (.2 mantuvieron

su Independencia cultural, adaptando su patrédn de

vida a la gran gama de influencias que recibieron

a través de cuatro siglos™ [Cooke 1982: 331

Se tiene conocimiento que los grupos que habitaron en
tiempos prehistéricos y  etnohistéricos la vertiente del
Caribe de Veraguas y Coclé (al este del Valle Guaymid) estu-
vieron relacionados culturalmente con aquellos grupos que
habitaban en la vertiente del Pacifico y de los cuales se
han recuperado diferentes restos culturales [Ibid.: 371
La extensién de las lenguas guaymies en el territorio de

la regién central ha dado lugar a que se tenga en cuenta que
los alcances de ese grupo hayan estado hasta la regién de
Natia, o sea distribuido a profundidad en la regién Central
En las c<rénicas al referirse a las divisiones del actual
territorio indican que el lenguaje que hablaban aquellos
grupos de la cordillera central era muy diferente al hablado
por los habitantes de los lanos; los conquistadores estaban

dividiendo esa parte del territorio de acuerdo a la divisiér
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Roberts en su testimonio del siglo XIX manifiesta la
existencia de actitudes diferentes entre los indigenas que
habitaban la regién de Bocas del Toro, a un lado de la cordi
llera de Talamanca y aquellos que vivian en la vertiente
paci{fica y que trataban mas con los espafioles [1887: 1551
Es comprensible que estos dos grupos de indigenas se sintie
ran diferentes, sobre todo cuando los iIntereses expansionis
tas ingleses fomentaran ese distanciamiento con los allega-
dos a la corona espafhola, Tales factores si bien no son
suficientes, deben haber sido contribuyentes a la mayor
diferenciacién de tales lenguas, ngawbére y buglére, favore-
ciendo a que los grupos actuales tengan la configuracién que
se les conoce. Entonces la localizacién de los descendientes
de aquellos se concentra en los actuales guaymies, con todo
y las diferencias existentes en sus actitudes y lenguajes
las cuales s6lo arraigan su identidad pero no niegan su
origen comin, o al menos asociado.

La estructura de las socliedades tratadas, en la regién de
interés, es uno mias de los problemas existentes de Ila
prehistoria de la regidétn. Reconstruir el sistema cultural de
una sociedad prehistérica de la que no se tienen registros
adecuados es diffcil aun cuando la estructura de la menciona
da sociedad sea bastante compleja. Conocer de sus subsiste-
mas culturales, el econétmico, las rutas comerciales, las

variedades de intercambio, las artes, y otros mas; tal difi-
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cultad se hace mayor cuando las sociedades son mas sencillas
y las variantes del intercambio y las manifestaciones de los
otros subsistemas culturales son mas informales ([Washburn
1977: 61

Las sociedades de los pueblos que habitaban el istmo
estaban divididas; de alguna manera esa divisién era percep-
tible al momento del contacto con la cultura europea, en el
siglo XVI, y se encuentra registrada en las crénicas de aque
lla época.

Resulta interesante notar que Oviedo en su Historia
OenNERAL Y NATURAL DE Las Inpras al hacer mencién de alguan
dato, hecho o personajes que por alguna razén no tenfia al
momento de escribir tales pasajes los ha dejado en blanco
como se puede observar en Libro XXIII, Capitulo XIV [1959,
vol II: 3771 donde el nombre de un personaje ha sido dejado
en blanco; existen otros casos de esta naturaleza en toda su
obra. Si se admite que este proceder es indicio de su
voluntad por tratar de ser lo mAs objetivo posible y que
cuando se refiere a esta regién tiene la ventaja de haber
estado presente como “Veedor de las fundiciones de oro” en
la Provincia de Castilla del Oro [1959 volu [III: 2211, entre
otros cargos que desempefid; aidn siendo severo al juzgar los
escritos dejados, y que los rangos mencionados no hayan sido
e jercidos tal como se entiende en la actualidad ese término,
se puede entender que en esta parte de la Tierra Firme, las

sociedades que la habitaban tenfan su estructura interna, de
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alguna manera jerarquizada. La mencién de la divisién no es
exclusiva de este cronista; si no que los otros que trataron
los asuntos de esta regién también lo hacen.

Cudl es el significado de los restos culturales recupera-
dos, el contenido semidético de las figuras que aparecen en
las piezas de ceramica, dentro de aquel sistema cultural, en
base a tales divisiones; ya que los subsistemas culturales
se suscriben a los sistemas es indudable que las figuras
mencionadas tengan un mensaje codificado, un valor simbdéli-
co, que era consistente con la estructura social que regula-
ba a aquellos pueblos. Un estudio tendiente a explicar ese
significado en la ceri&mica de la regiétn central ez el
presentado por Linares en su ensayo titulado “Ecology and
the Arts in Ancient Panama', 1977. También esta el trabajo
de Cooke titulado "El Motivo del Ave con las Alas Desplega-
das en la Orfebrerfia de Panama y Costa Rica’”, 1985c,
relacionado a la metalurgia y su presencia en la regiétn, y

algunas de las implicaciones a la estratificacién de aquella

socledad.

7.3.4 La Ceramica.

De entre las manifestaciones culturales recobradas y con
servadas maAs abundantes pertenecientes a los pueblos que ha
bitaron esta Area, estia la Ceramica. Lothrop dedict todo su
segundo volumen (19421 de su resefia sobre la expedicién a

describir abundantemente la muestra encontrada en Sitio
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Conte; antes de €1, otros autores como Hyatt Verril habian

hecho lo mismo ([Cooke, 1976al. Se han publicado trabajos
sobre la ceriamica de sitios arqueoldgicos de la regién cen
tral, pero de ellos no se hace un listado completo por no
ser ese el objetivo presente; al momento de mencionar los
distintos periodos que corresponden a la secuencia cultural
se mencionan algunos de ellos.

La ceramica de 1la Regién Central posee difercentes
tradiciones que se mantuvieron durante el largo periodo que
se inicia con la aparicién de cada una de ellas y termina el
afio 1520 con la irrupcién de la cultura europea; éstas se
mencionan a continuacién:

1.- Plastica (modelado y pastillaje)d.
2.- Bicroma.

3.~ Policroma de tres colores.

4.~ Policroma de cuatro colores.

El orden de aparecimientos de estas tradiciones en la
Regién Central es basicamente el mismo con el que se han
listado, con la advertencia de que Ila policromia de cuatro
colores, por alguna razén hasta hoy no conocida, habia deja-
do de utilizarse d(con el desuso del color morado) o sea que
la que se practicaba era la tricromia en el momento del
contacto con la cultura europea, eso es lo que indican las
piezas con que se cuentan y que corresponden al UGltimo
periodo.

De estos distintos periodos y sus estilos se presenta un
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sumario en el Cuadro 71 y a continuacién se explican breve-

mente cada uno de ellos.

FECHA PERIODO ESTILO

a.c. 3000 IIT A Monagrillo
800 IIT A y IV Aristide
100 v Tonosi

d.c. 400 Final IV Montevideo
500 Vv Conte
700-800 VI Macaracas
200 VII A Parita
1300 VIE B El Hatillo
1520 Conquista Espafiola

Cuadro 7.1 Sumario cronolégico del desarrollo de la cera-
mica de la Regién Central panamefia. Tomado de Cooke

[1985b: 361.

7341 El Periodo Cerimico Formativo Temprano dJdIIAD.

La ceramica mas antigua gque se conoce es la del estilo
Monagrillo y se ha encontrado en diferentes contextos, no
solamente en lugares prédmos a la costa si no que también
en otros alejados de ésta. El lugar del que le viene el
nombre coresponde a HE-5, que en 1952 llevaron a cabo excava
ciones en ese lugar, a cargo de Villey y McGimsey, los que
dieron a conocer sus resultados en 1954, habiéndose

establecido que definitivamente es la ceramica mas antigua

de la Regiétn Central, es de un estilo sencillo y mal cocida.
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Las re-excavaciones realizadas en 1a década anterior por
Ranere y las fechaciones que en esa oportunidad se realiza-
ron ([(Ranere vy Hansell 19781 han confirmado la aseveracién
anterior, habiéndose establecido que corresponden al tercer
milenio antes de Cristo. Cooke [1984: 7] considera que en
base a las fechaciones disponibles sea fijada la transicién
entre la etapa preceramica y la ceramica en la mitad del
tercer milenio, 2500 a.C. aproximadamente. Esta misma
ceramica se encuentra directamente sobre los contextos prece
ramicos en la Cueva de los Ladrones; se considera que s=su

perfodo de manufactura estiA entre 2500 - 1000 a.C.

7.342 El Perfodo Ceramico Formativo Tardf{o IIIBD.
Los restos de la ceramica post-Monagrillo estid asociada
con la que se encuentra en el complejo La Mula-Sarigua,
también con la contenida en Cerro QGuacamayo, El Limén en

-Coclé, Bucaro (Los Santos> Ichon 1980> y otros mas.

7.34.3 La Ceramica Biaroma IV>
El tiempo asoclado a este perfodo, que no sélo correspon-
de a la ceramica si no que esta es sélo una manifestacién de
los =sistemas sociales que en ese tiempo existfan. Algunas
piezas decoradas con ante sobre rojo son de las que se recu
peran inicialmente, as{ como aquellas delineadas en negro
que corresponden al estilo Aristide [Ladd 1964: 163-181].

Los restos de esta tradicién recuperados en Sitio Sierra la



ubican en el 240 aC. Se considera que su duracién se
extiende desde 300 a.C. - 500 dC.

Es en esta parte que casi por el tiempo de Cristo aparece
la tricromia, tal como aparece en los contextos estudiados

en el sur de la Peninsula de Azuero.

7.3.4.4 La Transicién OV - VD,

Durante un breve periodo, casi 100 affos, ocurrieron cam-
bios importantes en la decoracién de la ceramica de la
regién;, esta transicién esta asociada al tipo Corotu
Policromo y al Montevideo Policromo en los que se observan
cambios en los disefio; estian dejando de dibujar motivos no
figurativos y comienzan a dibujar motivos figurativos deli-

neados en negro y a rellenarlos de color {Cooke 1976c: 3271

7.3.45 El Estilo Conte (V).

Por razones de divulgacién se ha pensado muchas veces,
desde que Lothrop publicé los resultados de la expedicién de
Harvard, que la cerimica de la Regién Central corresponde a
aquella encontrada en Sitio Conte (PN-5), pero no es as{.
Este estilo estid ampliamente difundido en toda 1la regién,
contrario a lo sostenido en la década del 40, cuando recién
se habfia excavado, que era eXxclusiva del lugar. Su perioda

de manufactura esti calculado para el 500 - 800 d.C.
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7.3.4.6 La CGeramica Barroca (YD.

El estilo Macaracas que se caracteriza por ser de una
policromia de cuatro colores y los disefios de animales que
aparecen no corresponden, en ocasiones, a una reproduccién
naturalista si no que son estilizaciones, anatomfas fragmen-
tadas, en espacios fragmentados [Cooke 1976c: 3263, (Ladd
1964: 95 - 120). Este estilo el que en los escritos de
Lothrop [1942] se llama Coclé Tardio. El tiempo de manufac-

tura de esta tradicién se estima que sea del 800 - 1200 d.C.

7.3.4.7 La Ceramica anterior al Contacto (VID.

La tradicién ceradmica que estaba en practica en los
siglos inmediatos antes de la llegada de los conquistadores
se conoce como de los tipo Mendoza y El Hatillo ([Cooke
1976c: 317-321]1, [L.add 1964: 51 - 95). Se caracteriza por no
poseer el barroquismo del perfodo anterior y por haber
dejado de utilizar la pintura morada, que fue la ¢ltima en
agregarse a la gama de colores que se empleé en la Regidn
Central, y la primera en dejar de usarse. La representacién
es mucho mas estilizada, representacidn fragmentada y con
reproduccién de trazos no figurativa de un alto nivel de
coordinacién; una buena y bella ceramica, con cambios en la
representacién. Este es el estilo que se fabricaba en el
siglo XVI, y no el estilo Conte, que en su oportunidad

permitié aseverar a Lothrop que deberia de haber sido el que
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usd Nati y los otros poderosos jefes de esta regiédn.

Lo mencionado anteriormente no es un resumen de las inves
tigaciones llevadas a cabo en los Udltimos afios, es la enume
racién de algunos datos tomados de ellas. Una mejor ilustra-
cién se obtiene consultando los trabajos mencionados y otros
relacionados, que al momento de hacer la lectura se deben de
ir agregando para completar el panorama, amplio y comple jo
de la cultura que los pueblos de la Regién Central desarro
llaron, en forma secuencial desde los dias de 1la adaptacién
al trépico hasta chocar sus sistemas con los presentados por

los europeos.

7.35 La Ceramica Excavada.

Es indudable que la cantidad de piezas excavadas en la re
gién Central es enorme, contando solamente las piezas comple
tas o fragmentos casi completos; pero determinar exactamente
el lugar donde se encuentran hay es poco menos que imposible.

Una parte, aquellas que han sido extraidas por expedicio-
nes extranjeras autorizadas por los organismos del pj—:\is, ca-
si en su totalidad han sido llevadas a los museos o institu-
clones que aportaron el apoyo financiero para tales empre-
sas. La expedicién de Lothrop entregd parte del material a
la familia Conte, pues en una propiedad de tal familia estAi
ubicado este lugar arqueolégico; Ichon, 1968, entregd

algunas piezas al Museo Nacional de Panami, del total
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recuperado en el sur de la peninsula de Azuero; entre otras.
En el Museo Antropolégico "Reina Torres de Aradz'’, antes
Museo del Hombre Panamefio, derivado del anterior Museo Na-
cional de Panam&, se encuentra una colecciétn de tamafio apre
ciable, la mayorf{a =sin catalogacién hasta la fecha. Se ha
formado por diferentes vias: extraccién en rescates arqueolsd
gicos, el uUltimo en abril de 1988 en el Cerro Juan Diaz,
provincia de Los Santos; incautacién por parte de autorida-
des aduaneras de colecciones que han tratado de ser extrai-
das subrepticiamente del pais; repatriacién de colecciones
ubicadas en el exterior, por parte de las delegaciones consu
lares, las cuales se lograron sin mediar convenio con las
autoridades competentes del pais; “"donacién™ de parte de
personas particulares instaladas en el pais; ‘“compra"” a
“huaqueros’ Jd{denominacién en lenguaje verniaculo del persona
je que con conocimiento empirico se dedica a la depredacién
de sitios arqueolédgicos);, traspaso de colecciones que otras
instituciones tenfian bajo =u custodia; y sdélo una pequefia

parte ha =ido lograda mediante excavaciones conducidas a

iniciativa del museo, o por hallazgos.

Por 1la calidad, belleza del disefio y valor arqueolégico
la ceramica de la regién Central ha tenido enorme demanda
entre coleccionistas privados, nacionales y extranjeros,
ubicados dentro y fuera del pais; resultando asi que la otra
parte de las plezas, las mis lNamativas por su calidad, y di

sefflo segun personas que han podido apreciar alguna de ellas,
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se encuentran en manos privadas de dificil ubicacién y mucho
menor control. La mayoria de estas piezas, por no decir la
totalidad, han sido conseguidas por el trafico con los hua-
queros, quienes se dedican a extraer piezas de oro o piezas
de ceramica completas o casi completas; no prestando interés
a fragmentos de piezas u otros materiales que para los
investigadores resultan importantes para asi reconstruir el
sistema cultural de los pueblos prehistéricos que poblaron

el area.

7.4 La Aplicacién.

7.41 Procedimiento.

A continuacién se menci9nan, de manera general, los proce
dimientos para aplicar en una pieza de ceramica los concep-
tos de simetria para asi{ reconocer los grupos subyacentes en
el disefio.

Grupos de Leonardo o puntuales. La determinaciédn de =i el
campo del dizsefio es clasificable como un grupo puntual depen
de en gran parte de la forma que tenga la pieza. Cuando se
trata de un plato con forma circular con un disefio repetiti
vo centrado, la identificacién =se facilita; un ejemplo de Ila
situacién mencionada aparece en la fig. 7.1.a Cuando el
campo del disefio se encuentra en una vasija globular o sub-
globular con cuello, cuando éste esti lo suficientemente cer
ca del cuello o con mucha proximidad al fondo de la misma,

tampoco se presenta dificultad, e jemplos en fig. 71b y c.
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Grupo=s Unilineales. Como la caracteristica de tales
grupos es poseer un patrén repetitivo a lo largo de una
banda entonces en una determinada pieza es necesario
encontrar un campo que cumpla con ser una banda, pudiendo
ser el borde de un plato, una banda alrededor de una vasija
globular, una banda al centro de un plato, u otra situacién
equivalente. Ejemplos en Fig. 7.1d, e y f.

Grupos Bidimensionales. Es necesario que existan dos
traslaciones independientes para poder considerar un disefio
como bidimensional, as{ que al analizar una pieza de cerami-
ca tendrid que observarse con mucha atencién para determinar
si algtn mdédulo del disefio se repite una cantidad de veces,
en dos direcciones independientes, como para ser considera
do como un disefilo de esta clase. Ejemplo de este tipo de
disefio aparece en la fig. 71.¢g.

Los lineamientos presentados son lo suficientemente am-
plios como para que su aplicacién sea posible =sin entrar en
contraposicién con los criterios del investigador. Cuando se
aplican a una pieza en particular ocurriri que en un ciertc
namero de casos las caracteristicas mencionadas no se ajus-
tarin; una de esas causas es que la forma de las piezas es
mucho mas variada que aquellas aqui mencionadas. Los campos
decorativos, aun cuando en una determinada muestra tiendan a
poseer una distribucién seme jante, no necesariamente se ubi-
can en la posicién mencionada aqui{; pueden tener esa vy

muchas otras variaciones posicionales. Otro factor importan-



(a) Plato circular con disefo
en parte central.

(d) Disefo en borde de
plato circular.

(f) Diseflo en franja centrada
en plato.

Fig. 71 E jemplos

265

/" (b) Vasija globular con
disero en el hombro.

(c) vasija globular, subglobular

con disefo en parte inferior.

L

(e) Disefo en franja
centrada de una va-
sija globular (sub-
glohular).

< -

(g) Plato con disefo bidimensional.

de plezas de ceramica (formas

comunes..) sefialando la zona donde se distribuyen usual-
mente los disefos. La zona sombreada, en a-f, indica la

posicién del disefio.
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te, ocurre que en los disefios prehistédricos la formacién del
disefio total se conseguia sin los mecanismos que hoy en dia
se conocen, entonces se tiene que entre un médulo determina-
do y su repeticién puede haber variacién en los detalles,
una parte del médulo diferird de su correspondiente en el
disefio repetido; entonces cuando se analiza el investigador
tendrid que decidir en qué casos, a pesar de la variacién en-
tre un médulo del disefio y otro, pueden considerarse equi-
valentes para fines de aplicacién de los conceptos de sime-
tria, y cuando no. Los disefios, en muchas ocasiones, ademAs
del motivo principal poseen una cantidad de pequefios motivos
que completan el espacio disponible, ‘'motivos de relleno”;
entonces para fines de aplicar los conceptos de simetrf{a,
dependeri del investigador decidir =i se tendridn en cuenta o
no, pues ocurre que en algunos estudios no son considerados.
En los trabajos ya citados de Washburn, 1977; Zaslow vy
Dittert, 1977; Zaslow, 1977 y 1981, se encuentran mis deta-
lles en cuanto a los criterios a considerar en la aplicacién
de los conceptos de simetria a patrones de disefio en la
cerAmica prehistérica, aun cuando los trabajos de Zaslow
estan orientados principalmente a disefios bidimensionales.
Resulta sumamente instructiva la lectura de esos traba-
jos; ir avanzando en ella y legar a la parte donde se
analizan las piezas; seguir con atencién ese proceso es bene
ficioso y ayuda a comprender de una mejor manera los linea-

mientos aqui expuestos.
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7.4.2 La Muestra.

Las piezas de ceramica utilizadas en esta seccién para

identificar los respectivos grupos de simetria que poseen

tienen las siguientes fuentes:

t. Pre-Columbian Designs from Panamid de Samuel K, Lothrop,

editado por Dover Publications, Inc. Este libro es un re-
cuento grafico de una parte de los diseflos de la ceramica
encontrada en Sitio Conte <(PN-5) por la expedicién de
Harvard dirigida por Lothrop y que estiA presentada en su
segundo volumen (1942>. Este volumen contiene gran parte
de la ceramica encontrada; pues si se compara su listado
de catalogacién con el listado de las piezas de ceramica
encontradas y que estan registradas en el volumen primero
(1938) se concluye que en este segundo volumen no estan
representadas todas esas. Ademas, el autor en la parte
final incluye varios capitulos dedicados a explicar d(des-
de su punto de vistad) la difusién del estilo encontrado
allf y en ese afan wutiliza, para ilustrar, otras plezas
que ya no son de las encontradas en ese lugar. Algunas de
estas aparecen en el registro de Dover; también se hace
caso omiso de otras. Asi que esta edicién de Dover inclu-
ye una considerable cantidad de piezas encontradas en
Sitio Conte y ademas de otras que estan ilustradas aht
pero que no pertenecen a esa coleccién.

Archéologie du Sud de Ila Peninsule D’Azuero de Alain

Ichon. Misién Arqueoldgica y Antropolégica Francesa en
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México. Este es un estudio realizado en la parte sur de
la provincia de Los Santos; en la publicacién de sus
hallazgos incluye, al final, wuna serie de Iilustraciones
de las piezas ahi encontradas. Sélo son una muestra ilus-
trativa, esta lejos de ser una recopilacién de disefios en
el estilo de Lothrop, 1942,

3. Museo Antropolédgico "Reina Torres de Aradz”, donde en sus
salas de exhibicién y en el depédsito se encuentran piezas
completas y fragmentos grandes provenientes de la regién
central a las que se tomé en cuenta para determinar sus
grupos de simetri a.

4 Museo Regional de Penonomé, que en sus salas exhibe desde
hace unos pocos afios las piezas que Lothrop entregd a la
Familia Conte y por lo tanto la coleccidn ahi exhibida
constituye un complemento de los disefios presentados en
las recopilaciones mencionadas en 1).

5. Diapositivas de plezas de ceramica. Propiedad del! Dr.
Richard 3. Cooke, conteniendo piezas exhibidas en el Mu-

seo Regional de Herrera, Museo de la Fundacién Heye vy

otras.
Las piezas consideradas en su gran mayoria son piezas
completas o fragmentos grandes; no se tomaron en cuenta los

pequefios fragmentos que en algin momento se tuvieron a mano.
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7.4.3 Los Resultados.

Para la presentacién de los resultados se hace necesaria

la siguiente aclaracién Del total de piezas aqui considera-
das, una parte considerable de ellas corresponden al V pe-
riodo, Estilo Conte; entonces para fines del presente traba-
jo se consider$ conveniente dividir tal periodo en tres sub-
periodos, después de consultar con R, G Cooke, de la si-

guiente manera:

Peri odo J Subperiodo Estilo
Temprano Conte Temprano
v Medio Conte Medio
Tardio JI Conte Tardio

Con el fin de entender la propuesta de diferenciacién de
los subperiodos que se encuentran en la cerimica del V perio
do se presentan algunas de las caracteristicas que se consi-
deraron como indicadores de tal diferenciacién.

No es un listado detallado de tales caracteristicas, ya
que emprender ese esfuerzo equivale a enfrentarse a contra-
dicciones; los criterios tomados no se mantienen totalmente
separados al momento de pasar a la etapa prictica, algunas
piezas contienen mezcla de elementos que se han considerado’
son distintivos de subperiodos diferentes. Se enumeran algu-
nos después de haber hecho esta aclaracién y se mencionan

algunos ejemplos tomados del libro de Lothrop 119421,
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incicando el nimero de la figura correspondiente a esa refe-
rencia, ademas del nimero de catalogacién correspondiente a

la coleccién del Museo Peabody.

Las vasijas a las que se hacen referencias son platos

planos o poco profundos, base anular.

V Periodo. Temprano.

Ausencia de elementos decorativos adicionales a aquellos
que se relacionan con el motivo dominante del disefio, el
cual en un buen nimero de oportunidades tiene representa-
cién en el plano de las vistas laterales de una figura
animal. El motivo animal puede cambiar, se encuentran sau
rios o mamiferos terrestres con frecuencia.

Los elementos adicionales que se encuentran son bandas
con elementos sobresalientes de forma trapezoidal.

Ejemplos: figs. 54 (33-42-20-/1374), 292a (33-42-20.1385).

VYV Periodo. Medio.

El motivo dominante esta centrado y se extiende por todo
el campo disponible; los motivos utilizados son figuras
humanas vistas de frente, mamiferos terrestres desde una
vista lateral. Se contintan utilizando los elementos adi-
cionales de forma trapezoidal, y otros filiformes con el
extremo libre Iligeramente curvo. Aparece el uso de 1z
voluta en forma de YC.

E jemplos: 60b (c/13130>, 91 (33-42-20).
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Y Perfodo. Tardfo.

La representacién se hace con la presencia de algunos ele
mentos decorativos; las volutas en forma de YC se elabo-
ran de manera tal que sus extremos son finos, bien termi-
nadas. Algunos de los motivos dominantes son de origen
mari timo, peces. Los elementos decorativos adicionales
son en forma de garras, dispuestos en bandas, algunas
veces.

Ejemplos: 79b (33-42-20.1106), 374a (33~42-20/772).

Hecha esta aclaracién los resultados se presentan en los
cuadros desde 7.2 hasta 7.19, la mayoria de los cuales son
de doble entrada y tienen en las columnas los diferentes
estilos (asociados a los distintos perfiodos o subperfodos) y
en las filas los distintos grupos o clases de grupos de

simetri a, segin convenga para el anilisis de los datos.

Los cuadros 72 - 710 son para los grupos de Lecnardo o
puntuales; los cuadros 7.11 714 para los grupos unilinea
les, y los cuadros 7145 - 719 para los grupos bidimensiona-

les. En algunos cuadros, como los que contienen informacién
de los grupos de Leonarde o para los grupos bidimensionales,
s6lo aparecen registrados aquellos grupos que aparecieron en
la muestra considerada; puesto que para los primeros su
listado es infinito y para los segundos, a pesar que sélo
son diecisiete, no todos ellos estuvieron presentes en los

campos decorativos bidimensionales encontrados.
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7.4.4 Discusién de los Resultados.

7.4.4.1 Consideraciones Generales.

Los diseflos contenidos en las piezas de cerAmica fueron
analizadas con base en las tres categorias de grupos de si-
metr{a considerados, los puntuales, unilineales y bidimensio
nales. Se analizaron en primera Iinstancia, considerando el
disefio total, como un grupo ciclico <(de Leonardo, puntuald
cuando esto fué posible. Este anilisis estuvo influenciado
por la forma de la pieza, ya que en aquellas que su morfo—
logia no lo permitfa no se consideraron para clasificarlas
en esta categorfa; ejemplo de estas dltimas son las vasijas
subglobulares <(globulares> cuyo campo de disefio estiA situado
en la parte media (ig.7.1.ed. Tampoco aquellas con morfolo—
gia tripoidal-globular con disefios en cada seccién <Lothrop
1942: 135, fig. 153 a y b>; ni aquellos platos que contienen
disefios marcadamente bidimensionales fig.71.g>, si bien
aquellos platos que teniendo este tipo de disefio tenian
ademas una morfologia circular plana o de poca profundidad
se les asigné el grupo C‘, que indica que no poseen ninguna
simetria puntual. Cuando se traté de un campo ubicado en el
hombro de alguna vasija subglobular (globular)>, inmediata al
cuello, se consider$ como un disefio asociado a un grupo pun-
tual; igual consideracién se hizo con aquellos disefios que
estando ubicados en la parte media no constitufia en su dis-

tribucién un disefio unilineal o bidimensional.
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Una dificultad que se presentd constantemente fue que no
se tuvo acceso directo a una parte considerable de las ple-
zas estudiadas; de ellas solo se dispuso de un registro gra-
fico. Motivo por el cual en algunas oportunidades se tuvo
gque asumir que la parte no registrada en el grafico seguia
la misma tendencia del diseffio de la parte mostrada. Esta
asuncién se tomé en base a que aquellas piezas que ademas de
estar registradas graficamente pudieron =ser observadas
directamente en el Museo Antropolédgico '"Reina Torres de
Aragz” resulté que éstas segulian la misma tendencia en el
disefio, tanto en la parte observada como en la no observada,
salvo pequefias variaciones. También en trabajos referentes a
la clasificacién de la ceramica se hace mencién al asunto de
la regularidad en el diseffo [Zaslow,1981: 1, inter aliosl.

Cuando se tratéd de la identificacién de los grupos de si-
metria unilineales se tuvo el cuidado de no incluir aquellos
disefos de estructura ciclica o bidimensional. Ocurrié el
caso que algunos diseffos que hablian sido clasificados como
diseffos ciclicos para el disefio total fueron contabilizados
como disefios unilineales, en wvista de que una buena parte de
ellos corresponden a un disefio unilineal, como es el caso de
aquellas plezas que consistiendo su disefflo total de un
cuerpo serpentiforme, con grupo ciclico C1’ al considerar
sélo el disefo del cuerpo resulta que el disefio es unili-
neal, F; (Lothrop, 1942, fig. Ne° 96, ne< Cat. 33-42-201389,

95, n° Cat. c/11587>. Se "tuvo cuidado de no considerar en

I
K
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esta categoria de grupos de simetria a aquellos patrones
repetitivos originados por los elementos decorativos de
relleno que aparecen en los disefios totales. La razén de
esta restriccién se debe a que la frecuencia de su aparicién
es tanta que de ser contabilizada se crearia un desbalance
en favor de los grupos de simetria que corresponden a estos
elementos de disefio. Lo anterior no quiere decir que estos
elementos participantes del disefio total no pueden ser indi-
cadores de los cambios en la forma de construir un determi-
nado disefio. Estos elementos también son dtiles para este
tipo de anilisis desde el momento en que forman parte del
disefio total son también parte del subsistema artistico,
integrante del sistema cultural de un pueblo y como tal evo-
lucionard como todas las dem&s manifestaciones de éste.
Cuando se utilizan estos tipos elementos del disefio, los da-
tos deben ser recopilados de una manera diferente a la aqui
presentada.

Los disefios bidimensionales presentaron nuevas dificulta-
des para su identificacién. Debe tenerse en cuenta que el
numero de campos de disefio identificados no corresponde a i-
gual nimero de piezas por la siguiente causa: existen
algunas piezas; por ejemplo, ciertos platos con pedestal del
VIl periodo que estin completamente decorados, la parte su-~
perior del plato, la parte inferior y el pedestal que lo
sostiene; =siendo posible identificar en ¢l1, =in dificultad,

tres diferentes campos decorativos. ‘
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Los resultados obtenidos se sometieron a un anilisis esta
distico tendiente a poner a prueba la hipdtesis de que exis-
ten diferencias estadisticas significativas en las diferen-
tes clasificaciones de las pilezas de la ceramica pintada de
la Regiétn Central de Panami cuando se atiende a los diferen-
tes periodos estilisticos y ademAs a los distintos grupos de
simetria que poseen los disefios contenidos en las piezas.
Los datos colectados se analizaron por separado, en las tres
categorias de los grupos de simetria aquf estudiados y la
herramienta baAsica de este anAlisis es la prueba de Chi Cua-
drado, xz, pues tal prueba resulta adecuada para el tipo de
datos de que se dispone, donde estos fueron colectados y cla
sificados de acuerdo a dos variables completamente indepen-
dientes entre =si, el periodo estilistico, que ubica temporal
mente a la pieza, y el grupos de simetria que posee el dise-
fio, logrando as{ que esta coleccidn de datos forme una
matriz con c columnas, donde =se han colocado a los per{odos,
y r filas que tienen a los diferentes grupos de =simetria;
este tipo de arreglo es lo que se conoce como una tabla de
contingencia. El nivel de significacién que se considerara
en estos anilisis de datos es de 0.05 (52 y las tablas que
se han consultado para comparar los resultados de las prue-
bas de Chi Cuadrado y la ¢t de Student =on las que aparecen
en los apéndices de los libros de Snedecor y Cochran [(1971]
y Rodrigues [(1977]. Al bacer estos anAlisis =se tuvo en

cuenta las observaciones hechas por Cowgill para este tipo
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de anilisis en la Arqueologia; considerando adecuados nues-

tros cilculos.

7.4.42 Anilisis de los Datos para los Grupos de

Leonardo o Puntuales.

Cuando se consideré$ la primera categoria de los grupos de
simetria, los grupos de Leonardo o grupos puntuales, se tomé
en cuenta que en el cuadro original donde se agruparon los
datos, Cuadro 7.2, existian demasiadas casillas vacias para
aquellos grupos distintos de Ci, Di, Cz’ Dz; y teniendo en
cuenta que del total de grupos puntuales identificados en la
muestra, 415, el 87.9 2% (365 campos decorativos), correspon
de a grupos de orden 1 y 2 (C1’ Da' Cz’ Dz)' independiente-
mente del perfodo (o subperiodo) estilistico considerado;
tal como se observa en el cuadro 7.3, donde se presenta el
total de campos decorativos sin considerar los periodos o
subperiodos, ahi se observa que aquellos grupos distintos a
los mencionados Ci, Di, C2 y D2 , tienen baja frecuencia en
el total de la muestra colectada, sélo representan el 121% en
su conjunto.

Cuando se considers el porcentaje sin tener en cuenta el
periodo (subperiodod, agrupando a los grupos por orden en la
rotacién, orden 1 (Cg’ Di), orden 2 (Cz,Dz) se observé que
los de orden 1 representan el 631% y los de orden 2 =on el
24.83%¢. Por lo tanto para el anilisis estadistico se

agruparon los datos del cuadro 7.2 en dos arreglos

diferentes, que se presentan en los cuadros 7.4 y 7.5.
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En el cuadro 7.4 se presentan los datos para los periodos
(subperiodos) y ademas se consideraron los siguientes grupos

de simetria: C¢ , D , C , D y "Otros”; a estos datos se les
aplicé la prueba de Chi Cuadrado habiendo obtenido
xz =  82.8835 24 gl> para un valor de probabilidad
p<0.001, lo que indica que sl se tiene en cuenta que el
nivel de =significacién que se utilizarid en este trabajo es
de 0.05(5%), entonces se admite la existencia de diferencias
estadisticamente significativas entre los distintos grupos
de simetria puntuales en los diferentes periodos <(subpe-
riodos). Tratando de conocer mejor el significado de estas
diferencias se trabajé esta misma prueba de Chi Cuadrado a
los datos del cuadro 7.5, tratando de establecer si éstas
estaban relacionadas con el orden del grupo de simetria; el
valor obtenido fue xz = 475663 12 g£.1) con un valor de
probabilidad p<0.001. Como este valor indica que para el
nivel de significaciétn elegido existen diferencias aun
cuando se consideran ya no los grupos mayoritarios si no que
también cuando de ellos solo se estia considerando el orden
del grupo; al tratar de establecer =i en las diferencias
encontradas tiene o no participacién capital aquella clase
que tiene menor frecuencia, Otros; se eliminé y =sdlo se
consideraron aquellas que tienen mayor frecuencia vy se
presentan en el cuadro 76, y al aplicar Chi Cuadrado se
obtuvo el wvalor xz = 308121 (6 g.1.> para un valor de proba

bilidad p<0.001 indicando que las diferencias per=sisten aun
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entre las dos clases de mayor frecuencia, pudiendo decirse
que las diferencias no estan determinadas por la presencia
de una clase de baja frecuencia.

Teniendo establecido que las diferencias se mantienen se
hizo una prueba adicional, t de Student para estos datos del
cuadro 7.6, esta prueba se realizé de acuerdo a las obseva-
ciones presentadaz por Snedecor y Cochran {1971: Sec. 9.10]
con respecto al ordenamiento de una variable discreta para
considerarla como una variable continua, en este caso la
variable que se ordené fue “Periodo Estilistico”, con 1la
aclaracién de que los perfodos se consideraron de valor
igual entre ellos, recurso necesario para aplicar la prueba;
el ordenamiento aparece en el cuadro 77 y para ésta se
obtuvo ¢t = 30212 (363 g.l>, para un valor de probabilidad
p<0.005 <(a dos colas) indicando que la tendencia promedio de
las dos clases de grupos de simetria es ademas distinto; la
tendencia promedio de las dos clases mayoritarias de grupos
de simetrifia puntuales, los de orden 1 y orden 2, siguen
tendencias promedio distintas.

Adicional a estas pruebas, para los grupos de Leonardo,
se analizaron las frecuencias obtenidas para los tres subpe-
periodos en que se convino en dividir el V Perfodo. Estos
datos se tomaron del cuadro 7.3 y se presentan en el cuadro
78. A este nuevo conjunto de datos también se le aplicd la
prueba de Chi Cuadrado para determinar si las diferencias

encontradas entre los grupos C‘, D‘, Cz, I)2 y Otros, vya
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discutidos anteriormente, persitian entre estos subperfodos.
Se obtuvo xz = 480079 (8 g.ld> y p<0.00i, lo que indica que
también entre los subperf{odos aqu{ tratados continian habien
do diferencias estadfsticamente significativas. Al continuar
tratando de establecer la conducta de las diferencias exis-
tentes entre los diferentes subperiodos se considerd si
estos datos al solo considerarlos agrupados de acuerdo al
orden de giro, de manera seme jante a lo hecho con los datos
del cuadro 7.4 y presentados en el cuadro 75, se agruparon
y se presentan en el cuadro 7.9 para los cuales el valor es
xz = 34.0064 4 gl1l> con p<0.001 indicando que las
diferencias entre los grupos de simetria en los distintos
subperiodos persisten sin tener en cuenta el orden del grupo
al que corresponde. Habiendo establecido estas diferencias vy
considerando la posibilidad de que éstas estuvieran influen-
ciadas por el numero de elementos pertenecientes a una deter
minada clase se omitié la clase Otros en vista de que era la
que menor numero de campos decorativos tenia registrados. Al
considerar sdélo las dos clases mayoritarias, presentadas en
el cuadro 7.10, obteniendo xz = 263838 (2 g1, p<Oo0oOt,
lo que indica que contindan las diferencias a pesar de que
se reunileron los datos, agrupando los de menor frecuencia en
la clase Otros, cuando se agruparon los de mayor frecuencia,
C1, D1’ Cz’ Dz, de acuerdo al orden del grupo, y tambiér
cuando para el analisis sélo se consideraron las dos clases

mayoritarias, Orden 1 y Orden 2.
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7443 Analisis de lo= Datos para los Grupos

Unilineales.

Los datos obtenidos de la frecuencia de los grupos unili-
neales se presentan en la tabla 7141 y en base a ellos =se
realizaron las pruebas estadisticas de manera semejante al
trabajo hecho con los datos correspondientes a los grupos de
Leonardo, y tratados en el apartado anterior, aplicando la
prueba de Chi Cuadrado inicialmente al conjunto total de
datos (549 campos) y después a algunas clases obtenidas
colapsando algunas de las originales para tratar de detectar
la naturaleza de las diferencias encontradas.

Para los datos de frecuencia obtenidos originalmente para
los siete grupos de simetria unilineales en los distintos
periodos y subperfodos en que se ha dividido la secuencia
cronoldgica, cuadro 7.11, se obtuvo xz = 1271547 (36 g.1D
y p<0.001 indicando la existencia de diferencias entre Ilos
distintos grupos de =imetria wunilineales. A continuacitn se
tratd de establecer =i estas diferencias estaban asociadas a
la existencia de centros de giro de 180° como una de las
simetrias del grupo, =se colapsaron a estos grupos en las
clases s=iguientes: F‘1 y sus afines (Ft, F:, Ff, Fi) y F‘2 y
sus afines (F‘z, F;, F:); estos datos se presentan en el cua-
dro 712 y la aplicar 1la prueba de Chi Cuadrado =se obtuvo
xz = 31.4533 y p<0.001 evidenciando que las diferencias exis

tentes se mantienen sin importar la presencia de centros de

giro de 180° entre las simetrias permitidas en los grupos
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considerados. Como wun recurso adicional se aplicé a estos
datos asi colapsados la prueba de la t de Student para deter
minar si estos datos, en sus diferencias, siguen la misma
tendencia, aplicando a ellos una clasificacién ordenada como
la ya mencionada para los grupos puntuales, en el cuadro
713, para estos datos se obtuvo el valor de t = 14390 (547
g.1.> para un valor de probabilidad 01<{p<0.2; este valor es
mayor que el valor de significacién admitido como indicador
de diferencias estadisticamente significativas entre los
grupos de simetria unilineales; lo que en este caso indica
el valor de t es que la tendencia de las diferencias mostra-
das por la prueba de Chi Cuadrada existente entre Ilas
diferentes clases de grupos de simetria es la misma, no debe
entenderse que existe contradiccién entre los resultados de
las dos pruebas; la primera de ellas indica que entre las
clases consideradas existen diferencias significativas y la
otra que la tendencia de esas diferencias, en términos gene-
rales, es igual, para un nivel de significacién del 5%.

También se consideré la alternativa de evaluar los datos
correspondientes a esta categoria pero sélo pertenecientes a
los Jdiferentes subperiodos en que se dividié el V Perfodo y
se presentan el cuadro 7.14, se obtuvo - = 20479 12 gl>
para un valor de probabilidad p = 00585, calculado en un
computador PC XT, ACER 710, usando el programa MICROSTAT;
este valor estid por encima del valor de significacién acepta

do por lo que en esta ocacién se concluye que para esta cate
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goria de grupos de simetria, los unilineales, para los dife-
rentes subperiodos del V Perfiodo no existen diferencias sig-
nificativas; a pesar de este resultado, por 1lo cercano del
valor de probabilidad obtenido, del wvalor de significacién,
es posible comentar que se requeririd de anAlisis en otras
muestras para poder establecer si el valor de probabilidad
se mantiene por encima del valor de significacién aceptado o

si toma valores menores que él.

7.4.4.4 Anilisis de los Datos para los Grupos
Bidimensionales.

Para los datos obtenidos de la frecuencia de los grupos
bidimensionales (58 campos decorativos) se hicieron anilisis
seme jantes a aquellos hechos para las dos categorias anterio
res; la disposicién de los datos se presenta en el cuadro
715, pero como ahi se puede observar, existen demasiadas
posiciones vacias, por lo que se optd por un arreglo mas
adecuado para el anilisis, cuadro 7.16, ahi se han colapsado
los datos originales de acuerdo al mayor orden de giro
admitido por el grupo de simetria, las mayores frecuencias
son para los grupos asociados a pl y p2 entonces los
registros de otros grupos, con orden de giro mayor a éstos,
se reunieron en la clase "Otros'"; es necesario hacer notar
que en estos datos estan registrados algunos campos
decorativos pertenecientes al II1 Perfiodo, lo cual no habisz

ocurrido en las dos categorias anteriores. Para los datos de
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este cuadro se obtuvo xz = 348497 4 g.l.>D, p<0.005,
indicando que entre ellos existen diferencias estadistica-
mente significativas; debido a que en ese cuadro, para los
subperfodos del V Perfodo la frecuencia es baja y ademis que
existen en ellos varias posiciones vacias se tomd la
decisién de reunirlos como V Periodo solamente, cuadro 7.17,
Yy a esta nueva presentacidéon de los datos se le aplicd la
prueba de Chi Cuadrado obteniendo xz = 30.6932 10 g.1.D) con
p<0.001 indicando que ain con este nuevo arreglo las
diferencia significativas entre las distintas Cclases de
grupos bidimensionales se mantienen.

Para tratar de establecer sl las diferencias encontra-
das estan influenciadas por la presencia de la clase de baja
frecuencia, ‘''Otros", smse tomd la determinacién de hacer un
andlisis donde ésta no participara, cuadro 7.8, y de este
se tiene xz = 131901 (S g.l> y p<0.05, indicando que las
diferencias se mantienen para el nivel de significacién
elegido. Adicional a esta prueba =mse realizé para los datos
de la prueba anterior una prueba de ¢ de Student para una
clasificacién ordenada, con las mismas observaciones hechas
para su aplicacién en el apartado 7.44.1, y esos datos asi
ordenados se presentan en el cuadro 7.19, dando los resulta-
dos de t = 113441 (56 g.1.> con p<0.2, lo que Iindica que
estos datos, dentro de sus diferencias, siguen una misma
tendencia promedio; de otra manera, los resultados indican

que entre los distintos perfiodos estilisticos existen dife-
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rencia estadisticamente significativas para la ejecucién, en
la ceramica, de los distintos grupos de simetria bidimensio-
nales; pero estas diferencias, en promedio, para las dos
clases aqui consideradas, pl y asociados, p2 y asociados=,
siguen la misma tendencia de alejamiento del patrédn tedrico

correspondiente.

7.4.45 Otros Comentarios.

Es posible organizar los datos de una manera diferente
para detectar otras correlaciones entre los grupos de sime-
tria y otras caracteristicas de las plezas y asi{ estudiar
mas ampliamente la cultura existentes en los pueblos que
habitaron en 1la Regién Central, en la ¢poca precolombina.
Puede servir para trazar los grados de comunicacién entre
las diferentes comunidades, las rutas de intercambio, y mas;
ésto requerira may,ror precisién en cuanto a la proveniencia
de las piezas que seran contabilizadas para este tipo de es-
tudio, pero en cada uno de ellos se puede utilizar el
criterio de anAlisis de un atributo universal como es la si-
metria y que en esta parte del trabajo se ha mostrado su
utilidad para tal fin, poniendo en evidencia los cambios en
el uso de los distintos grupos de simetria en los diferentes
periodos (o subperiodos) estilisticos en la ceramica de la
Regidn Central, mostrando una mayor sensibilidad que otros

anilisis pues permitié no sélo analizar y diferenciar los

perfodos si no que también en uno de ellos, V periodo,
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permiti® diferenciar tres subperiodos, temprano, medio vy
tardfo. Mayor muestra perteneciente a los otros periodos po-

dria permitir diferenciaciones seme jantes.
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Perfodos vy 1y VL M VI EVII ngggl
Grupo de ’ Temprano Medio Tardfo | Grupo
Leonardo+ .

c, 6 3 16 44 25 31 10 135
D, 1w ' 20 19 25 ’ 34 18 127
c, 1 o 19 15 6 16 7 68
D_ 5 0 19 4 1 4 2 35
c, 0 0 0 0 0 15 1 16
D_ 1 0 0| 0 0 0 1 2
c, 0 0 8 4 0 1 0 13
D, 4 2 3 3 0 2 0 14
c, 0 0 0 1 0 | 0 1 2
otros 0 1 0 1 0o i 1 0 3

Total por | ,, 11 85 91 51 | 104 g0 ' 415

Periodo | oo i

Cuadro 7.2 Frecuencia de los grupos ciclicos(de Leonardo,
en los distintos periodos y subperiodos de la secuencia
para la Regidn Central de Panamad (RCP).

Cuadro 7.3 Frecuencia de los grupos de Leonardo

Grupo de Frecuencia Porcentaje
Leonardo %
C‘ 135 32.5
D‘ 127 30.6
C 68 16.4
2
D 35 8.4
2
C 16 3.9
9
D 2 0.5
: ]
C 13 3.1
L
D 14 3.4
4
C 2 0.5
3
Otros 3 0.7
Total 415 100.0

sin

atender a

distintos perfodos (subperf{odos) para la cer&mica de RCP;
el porcentaje que cada uno representa en el total de campos registra-

dos.

Puntuales)
cronolégica

los
incluyendo



\V Total
Perfodos | yy | py-y vi |vir | por
Grupo de Temprano Medio Tardio Grupo
Leonardo+¥

C1 6 3 16 44 25 31 10 135
D1 10 1 20 19 25 34 18 127
C2 1 4 19 15 6 16 7 68
Dz 5 0 19 4 4 2 35
Otros | 0 3 11 9 0 19 3 50

Total por | 5, 11 85 91 57 . 104 40 415

Perfodo |

Cuadro 7.4 Frecuencia de los grupos ciclicos(de Leonardo,
en los distintos periodos y subperiodos de la secuencia

Puntuales)
cronoldgica

para RCP, aqrupando aquellos de baja frecuencia en la clase Otros.

\' Total

Perfodos |y py-v VI VII | por
Grupo de Temprano Medio Tardio Clase
Leonardo¥

Orden 1 |16 4 36 63 50 65 28 262

Orden 2 6 4 ‘ 38 19 20 9 103

Otros 5 3 11 9 0 19 3 50
Total por

Per{ odo 27 11 85 91 57 104 40 415

Cuadro 7.5 Frecuencia de los grupos ciclicos(de Leonardo,

Puntuales)

en los distintos perfodos y subperiodos de la secuencia cronoldgica
para RCP, agrupados de acuerdo al orden del grupo, basado en los
datos del cuadro 7.4.
v I Total
Perfodos  ,y | jyyl i vi | vII | por
Grupo de Temprano Medio Tardio Grupo
Leonardo+
Orden 1 16 4 36 63 50 65 28 ‘ 262
Orden 2 | 6 4 38 19 17 20 9 103
I
Total por 1 ,, 8 74 82 57 85 37 365
Periodo
Cuadro 7.6 Los grupos de Leonardo o Puntuales con mayor £recuencia
en los distintos perfodos y subperfiodos de la secuencia cronoldgica
para RCP, agrupados de acuerdo al orden del drupo, basado en los

datos del cuwadro 7.5,
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Ordenamiento Frecuencias
Aslignado Orden 1 {-6}den 2

3 16 6

2 4 4

1 t 36 38

0 63 19

-1 50 1

-2 65 20

-3 28 9

¥f 262 103

Cuadro 7.7 Presentacién de los datos de frecuencia de los grupos de
Leonardo agrupados para la aplicacién de la prueba de ¢ de Student,
con un ordenamiento gue sigue la secuencia cronolédgica de RCP.

Per{ odo { \

Subper{ odo Temprano | Medio ngrd£9 Total
Grupo de | por
Leonardod _Grupo

C‘ 16 44 25 85
D‘ 20 19 25 64
C2 19 15 6 40
D, 19 4 I 1 24
__ Otros 11 1 9 oo 20
Total |
por 85 | 91 57 233
Subperiodo ‘

Cuadro 7.8 Frecuencias de los Grupos de Leonardo para los distintos
subperifodos en que se dividi6 el V Perfodo de 1a secuencia cronolégi-
ca de RCP. Basado en los datos del cuadro 7.4.
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Periodo v ‘
Subperi odo Temprano | Medio | Tardio Total
- Brupo Je T por
Leonardo? Clase
{  orden 1 36 63 ‘ 50 149
Orden 2 38 19 1 64
_Otros 11 9 o _ . 20
Total
por 85 91 57 233
Subper{odo

Cuadro 7.9 Frecuencia de los Grupos de Leonardo, agrupados de acuerdo
al orden del grupo, para los distintos subperiodos del V Periodo de
RCP. Basado en los datos del cuadro 7.5.

Perfodo v
Subper1 odo Temprano | Medio | Tardio Total
Grupo de ] por
Leonardod Clase
Orden 1} 36 63 50 149
Orden 2 38 19 | 17 64
Total
por 74 82 57 213
Subperd odo

Cuadro 7.10 Los Grupos de Leonardo de mayor frecuencia, agrupados por

el orden del grupo, para los distintos subperfodos del V Perfodo de
RCP. Basado en los datos del cuwadro 7.6.



Pers od v Total
ertodod | v |1v-v vi Vil | por
Grupo Temprano | Medio Tardio Grupo

Unilineal#d
F, 4 0 19 32 10 40 7 | 12
p: 3 2 8 12 6 7 3 41
?i 17 3 12 32 22 18 10 | 114
s: 0 0 .6 23 12 25 3 69
F, 2 2 5 14 5 23 5 56
s: 16 1 8 41 8 8 25 | 107
sz 4 3 1 5 5 20 12 50

Total por
46 11 59 159 68 |141 65 | 549

Periodo

Cuadro 7.11 Precuencia de los grupos de simetria unilineales en los
distintos perfodos y subperiodos en que se ha dividido RCP.

v Total
Pertodos | 1y | 1yy |y |viil | por
Grupo Temprano | Medlo | Tardio Clase
Unilineal+
F‘y aflines 24 45 99 50 90 23 336
Fzy afines 22 14 60 18 51 42 213
Total por B ee

Pers odo 46 11 59 159 68 141 , 65 549

Cuadro 7.12 Precuencla de los distintos grupos unilineales, agrupados
de acuerdo a la presencia de una media vuelta como simetria permitida
en el grupo, para la secuencia cronolégica de RCP,

cuwadro 7.11.

basado en

el
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Cuadro 7.13 Frecuencia de los grupos unilineales para el calculo
la t de Student, con un ordenamiento gue sique la secuencia cronoldgj

Ordenamjiente Frecuencias
Asignado F‘y_giines Fzy af ines
3 24 22

2 5 6

1 45 14

0 99 60

-1 50 18

-2 90 51

-3 23 42

g £ 336 213

ca de RCP. Basado en los datos del cuadro 7.12.

Per{ odo v
Subper{ odo Temprano | Medio |Tardio Total
Grupo por
Unilineal+ Grupo
F‘ 19 32 10 61
p: 8 12 6 26
Ff 12 32 22 66
F‘: 6 23 12 41
F 5 14 5 24
2
F 8 41 8 57
2
F> 1 5 5 11
.z _
Total
por 59 159 68 286
Subper{ odo

Cuadro 7.14 Frecuencia de les grupos unilineales para
subperi odos del V Periodo de la secuencia cronolégica de RCP,

en los datos del cuadro 7.11.

los

de

distintos
Basado
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Pers od ] v Total
eriodod | ririv vy — ‘ vi | vit | por
Grupo Temprano, Medio | Tardio Grupo
Bilineal+d R I N B
pl 1 N I S | 0 1 6
plnl 0 4 0 2 ’ 0 2 0 1 9
plgl 0 |0 0 0 0 0 1 0 1
clml 0 1 4 0 0 0 0 0 | 5
p2 0 2 0 0 0 | 0 0 0 2
p2mm 2 3 7 0 0 1 5 1 19
p2mg 0 1 | 0 0 | 0 3 12 0 16
pdmm 1 |3 ‘i 0 0 0 0 1 4 9
- S — c—r — i 3
Total por
Perfodo R 2 2 ! 1 ! j o1
Cuadro 7.15 Frecuencia de los grupos bilineales en 1los distintos
perf{odos y subperfiodos de RCP.
Perf odo+ | v | Total
IIT [ IV V-V —-T‘-—--— VI VII por
Grupo | Temprano Medio  Tardfo Grupo
| Bilineald %_ ¢
pl vy 1 6 4 2 2 3 1 2 21
dervds.
p2 y 2 |6 ] 1 0 0 q 17 1 37
dervds. l
Otros 1 3 0 0 0 0 1 4 9
Total por T
Periodo 4 15 111 2 2 7 19 7 67
Cuadro 7.16 Frecuencia de los gqrupos bilineales agrupados por el

orden del giro que poseen como una de sus simetrias permitidas,

para

los distintos perfodos (subperiodos) de RCP, basado en los datos del
cuadro 7.15,

29¢
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Total

Pers odo+ 111 Iv 1V-v v VI Vil por

Grupo Grupo
Bilineal¥

pl y 1 6 4 7 1 2 21
dervds.
dervds.

Otros 1 3 0 0 1 ' 3
Total por )

Perf odo ‘ 15 1 11 1 ! ¢

Cuadro 7.17 Frecuencia de los grupos bidimensionales en la cerémica
de RCP, sin considerar la divisién del V Perfodo.

Periodos | Total
111 v v-v v VI Vil por

Grupo Grupo
Bilineal?

ply 1 6 4 1 1 2 2] .
dervds.

p2 y 2 6 17 4 17 1 37
dervds.
Total por l

pers odo 3 12 11 11 18 i 3 58

Cuadro 7.18 Fr;Eﬁencia de las dos clases de grupos bilineales de
mayor presencia en la muestra de ceramica de RCP.

Ordenamiento Frecuencias
Asignado pl y dervds p2 y dervds

3 1 2

2 6 6

1 4 7

0 7 4

-1 1 17

-2 2 1

It 21 37

Cuadro 7.19 Frecuenclia de las clases de grupos bilineales de mayor
participacién en la ceramica de RCP, dispuestas para el calculo de la

t de Student, con un ordenamiento que sigue la secuencia cronolégica.
Basado en los datos del cuadro 7.18.



CONCLUSIONES

1, Es posible desarrollar, desde una base de conocimientos
elementales, el tema de los grupos de simetria en el pla-
no, utilizando la reflexién a través de un eje como
herramienta de construccién de todo el aparato tedrico de
estos grupos. Con esto se ha conseguido presentar el mate
rial que esti destinado a servir de base en lo que corres
ponde a la presentacidén del tema de la simetria en el

plano.

2. Es posible aplicar el concepto de grupo de simetria en el
plano a Areas distintas de la MatemAtica misma, siendo un

caso de aplicacidén la Arqueologia.

3. Se utilizaron los grupos de simetria para corroborar las
diferencias existentes entre los perfodos estilisticos en
que se ha dividido la evolucidn de la ceradmica de la
Regién Central de Panama, obteniendo resultados coinci-
dentes con esta divisidn, lo que muestra que este
criterioc de clasificacién es funcional. Sin embargo no
fue posible, ni nadie lo ha logradoe hasta ahora, decidir
con ¢l si estas diferencias son cronoldgicas o jerarqui-

cas. Este problema continua abierto.



4. Adicional, se detectd, utilizando conceptos de

una subdivisién en el V periodo, habiendo

cida como: Temprano,
los datos de acuerdo
grupos de simetria,
anidlisis se hizo con
estas diferencias no
grupos bilineales no
haber

subperiodos.

baja frecuencia de
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simetri{a,

sido estable-

Medio y Tardio, cuando se analizaron

a2 una de las tres categorias de los

los grupos de Leonardo; cuando el

los datos de los grupos unilineales

se escontraron; para el caso de los

fue posible aplicar el anialisis por

campos decorativos en estos

8. Todo lo anterior muestra que el concepto de simetria, que

hasta hoy los arquedlogos

importante,

en el anidlisis de

han considerado intuitivamente

puede formalizarse y usar esta formalizaciédn

la decoraciétn de objetos y utensilios

de origen arqueclédgicos con resultados positivos.
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