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RESUMEN/ABSTRACT



RESUMEN

El presente trabajo esta dingido al estudio de un axioma, el cual cambié ia
forma en que los matematicos enfocaban la matematica, desde su aparicion a
comienzos del siglo XX Aun hoy, dicho axioma es objeto de estudio y ha sido
formulado en diversas formas, todas ellas equivalentes entre si Nos refenmos al
Axioma de Eleccion Este axioma establece la posibiiidad de construir un
conunto que contiene exactamente un elemento de cada miembro de una
famiha de conjuntos no vacios EIl problema es que dicho axioma no provee una
regla especifica mediante la cual pueda realizarse dicha seleccion y por ello

causo preocupacion y rechazo entre los mas grandes matematicos de la época

Para un mejor entendimiento, hemos organizado nuestro reporte en tres
capitulos EIl capitulo uno trata los conceptos preliminares de la teoria de
conuntos necesarios para nuestro trabajo, tales como relaciones, funciones,

familia de conjuntos, conjuntos ordenados, entre otros

En el capitulo dos, resumimos nuestra investigacion sobre el enunciado
onginal del axioma y algunas de sus formas equivalentes mas conocidas
También proveemos las demostraciones de la equivalencia entre dichas

proposiciones

Finalmente, en el capitulo tres, presentamos una propuesta sobre la
manera en que debe facilitarse el aprendizaje de este axioma en la Licenciatura

de Matematica en la Universidad de Panama



ABSTRACT

The present work aims the study of an axiom which changed the way
mathematicians used to approach things since it first appeared at the beginnings
of the century Even today, this axiom i1s being studied in about fourty different
equivalent forms We are refeming to “The Axiom of Choice” This axiom
establishes the possibility of building a set containing one and only one element
of each and every member of a family of nonempty sets The trouble 1s that our
axiom does not provide a specific rule for carrying out such a choice and that
caused a lot of concern and opposition among the working mathematician of that

time

For a better understanding of the theme, we have organized our report 1n
three chapters Chapter one deals with the preliminary concepts of set theory

such as relations, functions, family of sets, ordered sets, among others

In chapter two we summanzed our research about the original statement
of the axiom of choice and some of best known equivalent forms the axiom could

take We also provide the proofs of the equivalence of these propositions
Lastly, in the chapter three, we present a proposal about the teaching of

the axiom of c;honce and how 1t should fit within the curncula of the Bachelor

Program of Mathematics at the University of Panama
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INTRODUCCION



Desde la antiguedad el hombre siempre ha ideado nuevos conceptos
matematicos con el proposito de hacer mas entendible o que podamos ver con
mayor clandad los estudios de la matematica o bien las demostraciones
matematicas, y esta tendencia se ha mantenido de manera continua hasta
nuestros dias En esta direccion surge el tema que tratamos en éste trabajo de
graduacion titulado “Propuesta para la ensefianza del Axioma de Eleccion”
Dicho axioma fue usado frecuentemente y sin mencion en vanas ramas de la
matematica hasta 1904, cuando el matematico aleman Ernest Zermelo dio un
enunciado explicito del axioma El hecho de que el Axioma de Eleccion nos
permite seleccionar un elemento de cada conjunto no vacio de una famiila de
conjuntos y formar un nuevo conjunto, I6gicamente no vacio, le abre el compas
para que sea utilizado en diversas ramas de la matematica, tales como Analisis,
algebra, topologia, etc Desde el punto de vista que el empleo de conjuntos no

vacios es basico o fundamental en casi todas las ramas de la matematica

Este trabajo lo hemos dividido, para su mejor estudio y comprension en

tres capitulos

En el Capitulo Pnmero estudiamos los conceptos preliminares, que son
necesarios para entrar al estudio del tema central Entre dichos conceptos
revisamos los siguientes relaciones y funciones, imagen e imagen inversa por

una funcion, restnccion y extension de funciones, composicion de funciones,

X



funciones biyectivas, familia de conjuntos, cubrimientos y particiones, relaciones

de orden, relaciones de equivalencia, cardinalidad y funcion de eleccién

El Capitulo Segundo esta dedicado al estudio del Axioma de Eleccion
Aqui analizamos el enunciado onginal del axioma que fue presentado por
Zermelo, estudiamos las distintas formas que puede tomar el Axioma de
Eleccién, continuamos estudiando un aspecto o tema que es de especial
atencion y de mucha importancia en nuestra investigaciéon, nos refenmos al
analisis de proposiciones equnva‘lentes al Axioma de Eleccion, entre las cuales
tenemos El Postulado de la Buena Ordenacion, el Lema de Zorn, el Lema de
Tukey y el principio de Maximalidad de Hausdorff Finalizamos este capitulo cbn
el estudio de algunos ejemplos de la aplicacion del Axioma de Eleccion en

distintas ramas de la matematica

En el Capitulo Tercero presentamos una propuesta para la ensefianza del
Axioma de Eleccion en los estudios de la carrera de Licenciatura en Matematica
que dicta la Universidad Nacional de Panama Nuestra propuesta basicamente
pretende introducir el estudio del Axioma de Eleccién a lo largo de los cuatro (4)
anos de estudios de pregrado en matematica Proponemos introducir objetivos
de aprendizaje y un contenido basico en algunos programas de ciertas
asignaturas, como una manera de illustrar nuestra propuesta inclumos ciertos

ejemplos especiales donde se aplica con mucha elegancia el Axioma de

XIv



Eleccién, como por ejemplo en la demostracion de que si un espacio topologico

es Contable II, entonces es separable, entre otros

Queremos dejar claro que este no es un trabajo acabado sobre el Axioma
de Eleccion, pues en la actualidad se estan dando profundas investigaciones
sobre el citado tema En nuestra investigacion abordamos algunas proposiciones
equivalentes al Axioma de Eleccion, por considerarlas que son las mas
importantes, sin embargo, existen otras proposiciones que no han sido citadas
en nuestra obra como por ejemplo la Ley de Tncotomia, el Teorema de

Numeracién, etc

Es nuestro sincero deseo que este trabajo contnbuya a promover el
estudio del Axioma de Elecciéon, tanto en estudiantes como docentes de
matematica, pues consideramos que es un tema de gran importancia y de
profundas aplicaciones en diversas ramas de la matematica, ademas una buena
comprension del Axioma de Eleccion, abre las puertas para el estudio de otros
temas matematicos tales como los numeros transfinitos, y la axiomatizacion de

la Teoria de Conjuntos.



CAPITULOI
CONCEPTOS PRELIMINARES



1.1. Introduccién

En este capitulo vamos a estudiar, formalmerte y con la secuencia
adecuada, todos los conceptos que son necesarios para una plena comprensién
del tema central de nuestra obra que es “El Axioma de Elecci6n”, de esta
manera damos nuestro pnmer aporte para la consolidacién de una propuesta
fructifera en la ensefianza de tal axioma Revisaremos diversos conceptos
preliminares entre los cuales uno de especial atencién es el de “Funcion de

Eleccion” que es el pnmer acercamiento con nuestro eje de estudio

1.2. Relaciones y Funciones

Con el estudio del movimiento durante el siglo XVil, por parte de Galileo,
Kepler y otros, las matematicas obtuvieron un concepto fundamental que fue
central en practicamente todo el trabajo de los siguientes doscientos afos, “el
concepto de funcién o relacidon entre vanabies Es pues este concepto
verdaderamente universal y abarca casi todos los aspectos de las matematicas,
se puede decir con toda segundad que no hay parte de las matematicas donde

esta nocidn no se presente o no desempeiie un papel pnncipal



El producto cartesiano de los conjuntos A y B ( en simbolos AxB ) es el

conjunto de todos los pares ordenados (x,y) demodoque x€A y yeB

Por ejlempilo, si
A={12} y B={a,b}
Entonces

AxB ={ (1,a), (1,b),(2,a),(2,b) }

Formalmente, tenemos
DEFINICION 1.1.: Sean A y B dos conuntos cualesquiera, el
producto cartesiano entre ambos conjuntos se define de la siguiente manera .

AxB = {(x,y) talque xeA y yeB }

Una parte R del producto cartesiano AxB define una relacidon entre
ciertos elementos de ambos conjuntos Decir que ( x, v ) pertenece a la
relacion R equivale a expresar que x esta relacionado con y, indicamos esto

poniendo como siempre (x,y) € R, obien con la notacién mas usual xRy

Formaimente, tenemos

DEFINICION 1.2.: Expresar que R es una relacion, es equivalente a

decir que paratodo z € R implica que existen los elementos xey tal que

== (x,y)



Para indicar que x no esta en relaciéon con y usaremos la notacién

~(xRy)

DEFINICION 1.3.: Sea R cualquier relacion. Definiremos el dominio
de R como el conjunto
Dom(R) = { x (x,y)eR, paraalgin y }
y definremos el rango de R como el conjunto

Rang(R) = { y (x,y)eR, paraalgin ¢ }

El simbolo R denota Ia relacién inversa de R que definiremos por

R'={ (y,x) (x.y)eR }

Definir una relacion binana en un conjunto A es dar una parte del
producto cartesiano AxA De esta manera si R es una relacion binaria
definida en un conjunto A y si (x,y) €ER estoindicaque x€A y yeA Las

relaciones binanas juegan un papel importante en el estudio de diversos

conceptos matematicos

Sean R, y R, dos relaciones binaras definidas en un conjunto A. Se

dice que la relacién R, es mas finaque R; (o R, es menos fina que R;) si



(x,y)€ R, mpiicaque (x,y)e R, esdecr. si R, contiene ai menos

todas las parejas de R,

Adviértase que R, es mas finaque R; siyséiosi RiCR,

Por otro lado, si ademas R contiene alguna pareja no contenida en R;,

entonces se dice que R: es estrictamente mas fina que R;

Liamaremos fibra posterior (brevemente post-fibra) de un elemento acA,

referente a una determinada relacién binana R en A, al conmunto que
designaremos con el simbolo R( a ) constituido por todos los elementos x
tales que (a, x) € R Notese que como R es una relacién binana tenemos

que x€A

Podemos definir la post-fibra giobal de un conjunto S del dominio de la

relacion, como el conjunto R[S ] = U R (a), es decir, la unién de las post-
ac$

fibras de todos los miembros de S

De modo analogo puede definirse la pre-fibra de un elemento a€A,

como el conjunto que designaremos por R"( a ), constituido por todos los



elementos “y”" tales que (y, a) €R Notese que la pre-fibra de un elemento,
referente a una relacion R, es la post-fibra del mismo elemento referente a la

relacion R, es por esta razén que algunos autores dicen fibra y fibra reciproca

en vez de post-fibra y pre-fibra

Hablar de producto de relaciones es equivalente a refenrse a la

composiciéon de relaciones De manera que si R; y R, son dos relaciones,
definiremos la composicionde R; y R, por la relacion

RioR; ={ (x,z) paraalgin "y’ ,talque (x,y)eRy y (y,z)eR; }
Por otro lado, si R{CR;, entonces decimos que R, es una extension de R;

y que R; esunarestncciéon de R,

DEFINICION 1.4.: Un conjunto G es una grafica si sus elementos son
pares ordenados Si G es una graficay (x,y)eG, se dice que “ y es el

correspondiente de x por G’

DEFINICION 1.5.: Se dice que una grafica F es una “grafica funcional’

si, para todo x en el dominio de F, existe a lo sumo un objeto correspondiente

a x por F



DEFINICION 1.6.: Decir que S es una funcion equivale a decir que f

es una relacion tal que paratodo a, b,c, si (a,b)e f y (a,c)e f implica

que b=c

La definicién anterior quiere decir que st A y B son dos conjuntos, una
funcién o aplicacién de A en B, denotado f A->B, es una regla que asigna

acada elemento xeA unelemento unico yeB, denotado por y= f(x)

Algunos autores emplean el concepto de relaciéon singularmente valuada,

para definir el de funcion Una relacion f se dice que es singularmente valuada

st (x,y)ef y(x,z)e f mplicague y =z de tal manera que una relacién

singularmente valuada es llamada una funcién

1.3. Imagen e Imagen Inversa por una funcién.

Se dice que f es una funcion o aplicacion de A en B o que f esta

definida en A y toma sus valores en B, lo que se suele abreviar escrnbiendo
f A-B. De la definici6n de funcion, se deduce que paracada xcA existe

exactamente un objeto correspondiente a x por f, a este objeto se le llama el

“valor de f en el elemento x de A’y se le designa por f{x) opor f., sedice
también que una funcién f definda en A “transforma x en f{x)", o que ‘f{x)

es el transformado de x por /', 0 la imagen de x por f, y se indica en forma



abreviada escribiendo x -f{x) Para indicar que el elemento y de B es el
correspondiente a x por f se suele escnbir xfy 6 y=f{x). Al conunto de

partida A, se le llama “dominio de f, mientras que al conjunto de llegada B,
se le denomina “codominio’, “contradominio” o “rango” de f, y a la imagen del
conjunto de partida A por f, se le llama “imagen de f* Laimagen por / de un

subconjunto X de A esun subconunto Y de B, asaber, el conjunto
Y={y y=f(x) paraalgin xeX },
luego la imagen por / de {x} es el conunto { f(x) }cB, conceptuaimente

distinto del elemento f(x)eB

DEFINICION 1.7.: Sea f A->B unafuncion, X un subconjunto de

A y Y un subconjunto de B Se llama imagen de X por 1 al conunto de

AX) = {f(x) xeX} Se llama imagen inversade Y por f ala magendeY

por la correspondencia ™! B— A, esdecr, £ (Y)={ x f(x)eY }

1.4. Restriccion y Extension de funciones.

Sea f unafuncionde A en B, X un subconuntode A e Y un

subconjunto de B tal que AX)CY Definamos unafuncion F de X en Y

haciendo corresponderacada xe X el elemento f{x), es decir para cada



x € X tenemos que x f(x) = F(x) Podemos probar que tal correspondencia

F es una funcién, en efecto, consideremos los elementos a,6,c €X, los cuales

obviamente estanen A puesto que X CA, supongamosque (a,b)€F y

(a, c) €F, asitenemos que’

Si (a,b) eF estoimplcaque b

Fl@) = b= fla), )

St (a,c) €F estoimplicaque ¢

F@ = c¢=fla), (2)

De (1) y (2), como f es una funcién, tenemos que f{a) es Unico lo que

implica que b=c, esto demuestra que F es una funcién

DEFINICION 1.8.: Sea f unafuncionde A en B, X un subconjunto

de A e Y unsubconuntode B talque AX)C Y Sea F la grafica definida

por F={ (x,f(x)) talque xeX } Sellama‘restnccionde f a Xy a Y
alafuncon F XY

Denotaremos con el simbolo f | X,Y a la restriccion de faXyalyY

Cuando no interesa poner en evidencia al conjunto Y, pero si al conjunto X, se

dra que f |X,Y es una restniccion de f a X, y en tal caso suele usarse

simplemente la notacién f | X

DEFINICION 1.9.: Sealafuncion g A>B y sea f una restriccion

de g Sedceque g es“extensionde f a Ay a B’
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Cuando no interese poner en evidencia el dominio y el contradominio de

la funcidon g, se dira simplemente que g es una extensién de 1 , o que g
extiende a f, y, cuando no interese poner en evidencia el contradominio de g

pero si1 su dominio, se dird que g es unaextensin de f a A, oque g

extiende fa A

DEFINICION 1.10.: Se dice que dos funciones f y g, “coinciden sobre
un conjunto X" si X esta conterudo en los dominios de ambas funciones, y si

flx)= g(x) paratodo x €X

TEOREMA 1.1.: Una funcién g es una extension de una funcion 1 si y
sélo si se venfican las tres condiciones siguientes

e Eldominio de f esta contenido en el dominiode g

e Elcontradominio de f esta contenido en el contradominio de g

e fy g coinciden sobre el dominio de f

Demostraciéon

(=—=—>)

Consideremos que g es una funcibnde A en B Como g es una
extensidn de f, entonces f es una restriccién de g; por la definicion de

restriccion tenemos que existe un subconjunto X de A y un subconjunto Y de

B talque f(X)CcYCB y f .X-Y, loque demuestra que el dominio de f
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esta contenido en el dominiode g y que el contradominio de f esta contenido
en el contradomino de g Por otro lado, se define la grafica
f={ (x,g(x)) talque xeX }, esto Indica que para todo xecX se tiene

que f{x) =gx) ycomo Dom (f)CDom (g), estomplicaque f y g

coinciden sobre el dominio de f
(<)

Consideremos que g A->B, Dom(f) =X y Rang(y) =Y, por
hipétesis Dom(f)CcDom(g) = XCDom(g)CA = XCA, por hipétesis
Rang(f) C Rang(g) = YCRang(g)B = YCB y g(X)CY Por otro
lado, tenemos que la grafica de / es definida por

f={(x,f(x)) talque xeX }
pero por hipétesis f y g coinciden sobre el dominio de f esto mplica que
f(x) =g(x) paratodo x€X, porlotanto f={ (x,g(x)) talque xeX }

Nétese que tenemos que

g A>B, XCA y YCB talque g(X)CY f es lagrafica definda
por f={ (x,gx)) talque xeX } Esto demuestra que f es una

restnccion de g, es decir, g es una extension de la funciéon f

Para ilustrar el concepto de extension de funciones, veamos el siguiente

ejemplo
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EJEMPLO1.1.: Sea [ la funcién del conjunto {0,1,2 } en el
comunto { 10,11,12 }, definida por

0->10
1211

2212
y sea g la funciéon del comunto {0,1,2,3,4} en el conunto
{10,11,12,20,21 } definida por

0210

1211

2212

3220

4->21

Luego, la funcion g es una extensién de f al comunto { 0,1,2,3,4 }ya

{10,11,12,20,21 }

1.5. Composicion de funciones. Funciones Biyectivas.

DEFINICION 1.11: Sean las funcones f B>C y g A-B la

composicion de f y g, denotada por fo g, es una funcidbn de A en C definda

por (fo g)(x)=f(g(x)) paratodo xeA
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Notese que la funcidn que se aplica pnmero es g, esto indica claramente

que fog noessiempreiguala gof

DEFINICION 1.12: Sea f unafuncionde A en B Se dice que f es
una funcién inyectiva, si dos elementos distintos cualesquiera de A, tienen, por

/. imagenes distintas

En simbolos f inyectiva & x #y = f{x)#/f{y) Otra forma, muy utl
en las demostraciones, de caracterizar las funciones inyectivas es la siguiente

f inyectiva & f[x) =f{y) = x=y

Muchos autores utilizan la expresion “funciéon uno a uno, abreviadamente

1-1, o también funcién biunivoca” para referirse a las funciones inyectivas
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DEFINICION 1.13: Sea f una funcion de A en B Se dice que f es

una funcidn suryectiva o sobreyectiva, s1 f[A) =B

En simbolo f suryectiva < paratodo yeB, exste xeA, tal que

)=y

DEFINICION 1.14: Se dice que una funcién f es biyectiva, si f es a la

vez inyectiva y suryectiva

JEOREMA1.2: Sean f B2>C y g A->B dos funciones

Entonces

1 Si fy g soninyectivas, entonces fog esinyectiva

n Si f y g sonsuryectivas, entonces fog es suryectiva

Prueba de i:

Por hipétesis, las funciones f y g son inyectivas Sean a y b dos
elementos cualesquiera en el dominio de g, implica que a,b€A, por la
definicion de composicion de funciones tenemos que

(fo g)a) = (fo g)(®)

f(g)a)) = fig(b)), como f esInyectiva, se tiene

g(a) = g(b), como g es inyectiva se tiene
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a = b, estodemuestraque fog A->C esinyectiva

Prueba de ii:

Por hipétesis, las funciones f B>C y g A->B son suryectivas, esto

quiere decirque f(B)=C y g(A) = B Ahora bien, tenemos que

(fo g)(A) = flg(A)

= fiB)
= c'

esto demuestraque fog A->C es suryectiva Esta prueba también puede ser

presentada de la siguiente manera

Sea - un elemento de C, demostraremos que existe un elemento x€A
tal que (fo g)x) =z En efecto, por ser f suryectiva, existe yeB tal que
fv)=z, y por ser g suryectiva, existe xcA tal que g(x)=y, pero entonces resulta
que

(fog)x) =f(gx))
=1

— Z
-y

con lo cual, (fo g)(x) =z
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DEFINICION 1.15: Sea f una funcion biyectiva Se llama funcion

e ————————

inversa de f alacorrespondencia f -

En la definicién anterior es claro lo siguiente Para que f 1 sea una

funcién es necesano y suficente que f sea biyectiva

1.6. Familia de Conjuntos.

En muchos tépicos de la matematica es conveniente trabajar con
conjuntos de conjuntos cuyos elementos estdn en correspondencia con

elementos de un conjunto |, llamado de indices

Sean A y B dos conjuntos arbitranos, se dice que hay un pareamiento
entre ambos conuntos si existe una funcién inyectiva y sobreyectiva de uno

sobre el otro

EJEMPLO 1.2: Consideremos los conuntos A y B dados por

A={1,3.5,7.9,11,.. } y B={0,2,4,6,8,10,. } Un pareamiento

entre A y B es definido por f{n) n -1 para todo impar neN*,
N*=1{1,2,3.. } Claramente f A->B es una funcion Iinyectva y

suryectiva
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EJEMPLIO 1.3: Sean AB,C tres conuntos y sea F el conjunto de

conuntos F ={ A,B,C }, elgiendo como conjunto de indices a

I={1.2,3 }, puede establecerse una funcion entre | y F definda por
12>A, 2-B y 3>C La grafica de esta funcion es F =
{ (1,A),(2,B),(3,C) } que constituye un nuevo conjunto (de pares
ordenados) construido a partirde Iy F, el cual recibe el nombre de “familia de
conjuntos” Cambiando la aplicacién de | en F, poniendo, por ejemplo,

1B, 2>A y 3-C, se obtiene una nueva familia de conuntos con el mismo
conjunto de indices |, a saber, la famiha G = { (1,B),(2,A),(3,C) } Se

generaliza este conjunto llamando “familia” a una grafica funcional cualquiera, el

conjunto de indices sera el conjunto de definicion de la grafica

DEFINICION 1.16; Dado un conjunto E, se llama “conjunto de partes de

E” al conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de E

Se designa con P(E) al conjunto de partes de E En simbolos se tiene

que

PE) = {X XcE}
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DEFINICION 1.17: Sean |y E dos conjuntos, se llama “familia de

elementos de E que tiene a | como conjunto de indices” a una gréafica

funcional F cuyo conjunto de definicién coincide con |y cuyo conjunto de
valores esta contenido en E Cuando E es un subconjunto de P(G), para algin

conjunto G se dice que F es una “familia de conjuntos de G” o una “familia de

partes de G’

Sea F una famiha de elementos de E que tenea | como conjunto de

indices, es decir, F es un conjunto de pares ordenados (i, x,), con i€ly

x,€E Se acostumbra designar a la famiia F con el simbolo (x,),.,(x, €E), o

simplemente con  (x, ),E, cuando no interesa poner en evidencia al conjunto E

DEFINICION 1.18: Se llama “sucesion” a toda familia cuyo conjunto de

indices es el conjunto de los nimeros naturales 0 uno de sus subconjuntos

DEFINICION 1.19: Sea (X,),.; una famiha de conjuntos, y sea F su

conjunto de valores Se llama unién 0 reunién de esta familia a la unién de los

elementos de F, es decir,

X, ={ x talque paraalguna AcF, xcA }

el
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DEFINICION 1.20: Sea (X,),., unafamilia de conjuntos, ysea F su

conjunto de valores Se llama interseccion de esta familia a la interseccién de los

elementos de F, es decrr,

(X ={ x talqueparaalguna Ac F, xeA }

1l

DEFINICION 1.21: Sea (X,),.; una famiia de conjuntos Entonces
(X,),c; se llama una famiia de caracter finito si para cada conjunto A tenemos

que A€ (X)), siy sblo s cada subconjunto finito de A estaen (X,),,

EJEMPLO14: Sea {X, [°,, nmneN, N*={1,2,3.} una
familia de conjuntos definida por

X, = { xe R* talque x<lt }
n

Donde R*=R" U{0 }, es decr, R* es el conjunto de los niimeros reales no

o

negativos agregandole el cero, entonces UX,1 =Xy ¥y an= {0}

n=| n=1
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En efecto, cualquiera que sea xeX; implica que xe[o,%] esto

implica que xe [0,1] = xe€X; = XyD Xz (1), por otro lado, para cualquiera

|
o]

= xeXp

que sea

G| =

xeX3 = xe [0,

= X2D X,
Con este resultado y el de (1), obtenemos que
X1 D XD X,
Con procedimientos analogos podemos establecer que
X;oXoDXsDXeD DX (2),
notese que la inclusidn en el otro sentido no se puede dar, puesto que, por

ejlemplo, para xeX; = x€[0,1], pero puede suceder que

xE(%,l:l = XE[O, —;—jlﬁxExZ = X22IDX1

El resultado (2) nos permite concluir que | Xa = X

n=1
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Ahora, supongamos por el absurdo de que existe x#0 tal que

e o]
x€ ﬂ X», entonces x < 0 no puede ser, puesto que en tal caso xe R*, lo que

n=l

contradice la forma como fue definida la familia de conjuntos Queda la
posibiidad de que x>0, en este caso, st x, y e R y x > 0, entonces por la
propiedad arquimediana existe n €N* tal que nx > y, sin perdida de

generalidad Consideremos y =1, esto implica que

n>1=x>—,
n

este Ultimo resultado contradice la forma como fue definida la famiia de

conjuntos Por lo tanto, ﬂx.,= {0} ya que 0 X, para todo n

n=1
1.7. Cubrimientos y Particiones.

DEFINICION 1.22: Se dice que un conjunto de subconjunto de C es un

cubnmiento de un conjunto A (o que cubre un conjunto A), si A C U X SicC
XeC

y C’ son dos cubrimientos de A, se dice que C es mas fino que C’ (o que C’ es
menos fino que C) si paratodo X €C existe YeC’ talque XcY Se dice

también que C refinea C’, oque C es un refinamiento de C’
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DEFINICION 1.23:  Una famiia de conjuntos (X,),., se llama un

cubrnmiento de un conjunto A, si el conjunto de valores de la familia es un

cubnmiento de A

DEFFINICION 1.24: Sea F un conjunto de conjuntos. Se dice que los

conjuntos de F son disjuntos dos a dos, si para todo par (X,Y)e F xF con

XY, setieneque XY =¢.

DEFINICION 1.25: Sea (X,),, una familia de conuntos Se dice que

el

los conjuntos de esta familia son disjuntos dos a dos, si para todo par (7))l x|

con %), seteneque X, NX, =¢

DEFINICION 1.26: Se dice que un conjunto de conjuntos F es una
particidon de un conjunto A, si

1 Los conjuntos de F son subconjuntos No vacios de A

2 F esuncubnmientode A

3 Los conjuntos de F son disjuntos dos a dos



23

1.8. Relaciones de Orden.

Iniciamos escribiendo las siguientes ocho definiciones basicas, en las
cuales definimos ciertos tipos de propiedades de una relacion R sobre un

conjunto A

DEFINICION 1.27: R es reflexiva en A s y solo si para todo x € A

imphcaque xR x

DEFINICION 1.28: R es ireflexiva en A s y solo sI para todo x € A

implicaque ~ (xR x)

DEFINICION 1.29: R es simétrica en A si y solo si para todos x,ycA,

xRy mmplicaque yRx

DEFINICION 1.30: R esasimétricaen A siy solo si para todos x,y€A,

xRy wmplicaque ~(yRx)

DEFINICION 1.31: R es antisimétrica en A si1 y sblo si para todos

x,yeA, xRy y yRx implicaque x=y
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DEFINICION 1.32: R es transitiva en A si y solo si para todos

xy: xRy y yR:z mplicaque xR:

DEFINICION 1.33: R es conexa en A siy solo si para todos x,y€A,

x#y mplicaque xRy 6 y Rx

EFINICION 1.34: R es fuertemente conexa en A si y sblo siI para

todos x,ycA, mpiicaque xRy 6 yRx

Ahora bien, en base a las definiciones antenores, vamos a definir ciertos

tipos de ordenes R sobre un conjunto A Al par ( A, R) le llamaremos
conjunto dotado del orden definido en cada caso, por ejemplo, si R es un orden
parcial entonces al par ( A, R) lo llamaremos conjunto parciaimente ordenado,

algunos autores llaman al par ( A, R ) estructura de orden parcial

DEFINICION 1.35: R es un preordenen A siy solo si R es reflexiva y

transitivaen A

DEFINICION 1.36: R es un orden parcial en A siysdlosi R es

reflexiva, antisimétrica y transitiva en A
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DEFINICION 1.37: R es un orden simple en A s y sélosi R es

antisimétrica, transitiva y fuertemente conexaen A

DEFINICION 1.38: R es un orden parcial estricto en A si ysolosi R

es asimétnca y transitiva en A

DEFINICION 1.39: R es un orden simple estnicto en A siy solosi R

es asimétnica, transitiva y conexaen A

DEFINICION 1.40: R es un orden totalen A siysdlosi R es reflexiva,

antisimétrica, transitiva y fuertemente conexa

En las definiciones anteriores empleamos la letra maylGscula R para
indicar o representar la relacidén, en términos generales Sin embargo, depende
de la naturaleza del conjunto A para definir sobre él la relacién especifica R
Muy frecuentemente, en o sucesivo, cuando nos referrmos a una relacién de
orden R, en lugar de escnbir x R y para indicar que los elementos estan
relacionados, pondremos x < y 0 y = x que se leen "x es anterior o igual a

y" Cuando x < yy ademas x # y, escnbiremos x<y 0 y > xque se lee

‘x es estnctamente anternor a y’
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Con estas notaciones las condiciones para que una relacion < sea una
relacion de orden parcial en un conjunto A, se escriben

1 Paratodo x €A, secumple x < x,

2 x<y y y<x mplicaque x=y,

3 x<yy y<:zimplicaque x<:

Nétese que la relacién < es de orden total si ademas de cumplir con las
tres condiciones antenores se venfica que para todo par de elementos xe y de

A secumple x<y 6 y<«x

EJEMPLO 1.5: El conjunto de los nimeros reales R con la relacién
‘es menor o igual que, <" es un conjunto totalmente ordenado Mas
especificamente, escribiremos ( R, < ) para designar el conjunto R ordenado

por <

EJEMPLO 1.6: Paraunconunto E, larelacion R definidapor ARB
sty s6lo si AC B, es una relacion de orden parcial En efecto,
1 Paratodo A P(E), setiene ACA,

2 St AcB y BCA, setiene A=B,

3 SiAcByBcC, setiene AcCC

Sin embargo, el conjunto P(E) no es un conjunto totalmente ordenado

con respecto a la relacion de inclusidon
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Como equivalente a la expresion “orden total” se usa “orden lineal” y
consecuentemente ‘conjunto linealmente ordenado” como equivalente a

“conjunto totalmente ordenado”

DEFINICION 1.41: Sea ( A,< ) un conjunto parcialmente ordenado Un
elemento a de A se llama elemento
e Minimalde (A < )siparatodo xcA talque x < a, setiene x =a,
0 sea, que no existe un elemento x€A talque x<a
e Maximalde (A ,<)siparatodo x€A talque a < x, se tiene x=gq,

0 sea, que no existe un elemento xcA talque a<x

Un conjunto parcialmente ordenado ( A < ) puede no tener elementos
minimales ni maximales y si los tiene, éstos no son necesariamente Gnicos Sin
embargo, si ( A < ) esta inealmente ordenado y tiene elemento maximal (o

minimal) este es Unico

DEFINICION 1.42: Sean ( E,< ) un conunto parcialmente ordenado y

A un subconjunto de E Entonces
¢ Unelemento acE se llama cota inferior de A si, paratodo x€A, se
tiene a < x
e Unelemento b€E se llama cota superiorde A si, para todo x€A,

setene x < b
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Cuando el subconjunto A esta acotado inferor y supernormente se dice

simplemente que A es un conjunto acotado

DEFINICION 1.43: Sea ( A< ) un conjunto parcialmente ordenado

e ————————————————

Entonces se dice que
e Unelemento a de A es el pnmer elemento 0 menor elemento de
(A, £) si, paratodo x€A, severfica a < x
e Un elemento 5 de A es el ultimo elemento 0 mayor elemento de

(A,£) si, paratodo x€A, sevenfica x< b

DEFINICION 1.44: Sean ( E,< ) un conjunto parcialmente ordenado y

A un subconjunto de E Entonces
e Unelemento ade E es el infimode Aen ( E <) s es el mayor

elemento del conjunto de cotas inferiores de A, se denota por
infe(A ) = a, o simplemente 1nf(A) =a

e Un elemento » de E es el supremode A en (E <) sies el pnmer
elemento del conjunto de cotas superiores de A, se denota por

supe(A) = b, o simplemente sup(A) = b
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EFINICION 1.45: Sea ( E,< ) cualquier conunto parcialmente

ordenado Una cadena en E es cualquier subconjunto C de E de modo que
C es linealmente ordenado bajo la relaciéon de orden dada < en E Una cadena

C es maximal si ninguna cadena contiene propiamentea C

DEFINICION 1.46: Se dice que un conjunto ordenado ( A,< ) esta bien
ordenado si todo subconjunto ordenado de ( A,< ), no vacio, tiene primer
elemento Se dice que la relacién de orden dada es un “buen orden” en A o que

“bien ordena” al conjunto A

En la defimicidn anterior nos referimos al conjunto ordenado ( A, < ), debe
entenderse como conjunto parcialmente ordenado Esta misma interpretacion

debe ser en lo sucesivo, cuando nos refermos a un conjunto ordenado

EJEMPLO 1.7:

a) El conjunto N de los nimeros naturales esta bien ordenado con el

orden usual

b) El conjunto Q de los nimeros racionales con el orden usual,

S RN
[l

siy sélo si ad < ch, no esta bien ordenado, puesto que todo intervalo

] a c a c¢
abierto racional {x x racional, 3<x<§ } con zvt; carece
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de pnmer elemento En efecto, para todo nimero racional P de este
q
intervalo se verfica iInmediatamente que a.4tp_ P
b b+q q

DEFINICION 1.47: Sea ( A,< ) un conjunto ordenado Un subconjunto

ordenado (S,<) de (A,<) esunsegmentode (A ,£<) siparatodo xS
yeEA tales que y < x, se cumple que ycS Llamaremos al conjunto S,

“conjunto subyacente” del segmento ( S.< )

Obsérvese que la definicidn anterior no permite que exista un elemento
y€A ftal que para todo x€8, y<x y yg¢S, o sea, intutivamente que S
comienza cuando comienza A Una representacidn particular de esta situacion

es la siguiente

F
L

——>» S «———

—_—
il

-

> A < {

Con referencia a segmentos de un conjunto ordenado, siempre que no
conduzca a confusidn nos permitremos los siguientes abusos de lenguaje
Hablaremos de unidn (interseccion, etcétera) de segmentos de ( A< )
refinéndonos a la unién (interseccién, etcétera) de los conjuntos subyacentes

También hablaremos de una aplicacién de un segmento de ( A,< ) en un
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conjunto B, cuando en realidad se trata de una aplicacién del conjunto

subyacente de un segmentode (A,< ) en B

TJEOREMA 1.3: Sean ( A <) un conunto bien ordenado, ( S,< ) un
segmentode ( A, <) talque S#A y sea a el primer elemento de ( A-S,<)

Entonces S coincide con el conjunto de los elementos de A que preceden

estnctamentea a (S ={ xeAtalque x<a })

Demostracion:
Para todo x&$S se tiene, por definicion de pnmer elemento, a < xy
reciprocamente, sl a < x se tiene que x¢S, pues en caso contrano, siendo

(S,<) segmento de ( A, <), se tendria que ac$ lo cual es absurdo Por
tanto,

AS={ xeA a<x } Dedonde S ={ xcA talque x<a }

NOTACION 1.1: Designaremos con S, al conjunto siguiente

{ xtalque x<a } ycon S; al conunto ordenado ( S, <) Se dira que

S. es el “segmento de extremo a” en (A, <)

COROLARIO 1.1: Si (S,<) y (P,<£ ) son dos segmentos de un

conjunto bien ordenado (A,<) secumpleque SCPO6PCS
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TEOREMA 1.4: Sea (X.,R,), una famla de conuntos bien
ordenados tales que, para todo par de indices 7, 7 uno de los conjuntos

ordenados ( X,.R,), (X ,»R,) es un segmento del otro Entonces la relacién
xRy siysolos xR;y paraalgin : tal que x,yeX, es un buen orden en

E= UX,, que induce sobre cada X, el orden dado Todo segmento de (E,R)

el
coincidecon (E,R) oesunsegmentodealgin (X,,R,)

Demostracién:

Veremos pnmeramente que R esunordenen E S xeE, existe i€l
tal que xeX; conlo cual, x R;x y consecuentemente xRx Si xycE y
ademas xRy, yRux exstenindices 1, e | talesque xRy, yRx
Puesto que, por hipétesis, ( X,,R, ) es un segmento de (X ;-R, ), oviceversa,
entonces existe un indice k(k=1: 6 k=), talque xRxy yRyx,dedonde
x=y Finalmente, siI x,y,z€E y xRy, yRx, puede encontrarse, con el mismo

razonamiento, un indice k talque xRyxy, yRyz dedonde xRy:z yporlo

tanto x Rz Con esto hemos demostrado que R es un orden parcial en E,

puesto que verifica las propiedades reflexiva, antisimétnca y transitiva
Larelacidbn R induce, evidentemente, el orden R; en cada conjunto X; y

es un orden total Demostraremos ahora que E con la relacion de orden R

esta bien ordenado En lo que sigue indicaremos con < al orden R
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Sea F una parte no vacia de E, luego para algun i€l, se tiene

FNX;%2¢@ Puesto que cada (X,,R,) es un conunto bien ordenado, entonces

FX; con el orden inducido tiene un primer elemento al cual llamaremos ao

Probemos que ao es también primer elemento de ( F,.< ), en efecto,

supongamos por reduccion al absurdo que existe xeF tal que x<ag luego

x¢X, Sea X, un conjunto de la familia dada al cual pertenece x, entonces de
acuerdo con la hipétesis del teorema ( X,,R, )es un segmento de (X,,R,), o

viceversa, pero como apeX; y x < ap se tiene que xeX; , en contradicciéon

con lo afirmado anteriormente
Para probar la ultima parte del teorema, sea ( S,< ) un segmento de

( E.£ ), con S#E De acuerdo con el teorema 13 S coincide con
S.={ y y<x } Sea X talque xeX; Si y<x por definicién del orden R
en E, puede encontrarse X, tal que x,yeX; yademas yR;x Si (X, R;)es
un segmento de ( X,, R;) es yeX, en caso contrano debe ser ( X;, R;) un
segmento dé ( X,, R;), pero como yeX, resulta también yeX, Por tanto

S.c X; Finalmente el orden inducido por X, sobre S es obviamente el mismo

que el inducido por E sobre S Esto prueba que ( S,< ) es un segmento de

(Xi.R,)
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1.9. Relaciones de Equivalencia.

DEFINICION 1.48: Sea A un conjunto Una relacidn de equivalencia en

A es cualquier relacion, que denotaremos R, RC AxA, de modo que para todo

xy,-en A tenemos

(1) xRx (Reflexiva),
(2 xRy mplca yRx (Simétnca),

(3) xRy yyRz mplhica xRz (Transitiva)

Otra forma de estudiar la relacion equivalencia es por medio del concepto
de particion de un conjunto- Dado un conjunto A, consideremos una particion
de dicho conjunto, es decir, supongamoslo descompuesto en subconjuntos no
vacios disjuntos dos a dos, de manera que cada elemento de A pertenece a
uno y sélo uno de estos subconjuntos, a los cuales llamaremos “clases de la
particion” Observe que no tendria sentido el hecho de que el conjunto A sea

vacio

Toda particion de un conjunto A permite definir en éste una relacion
denominada relacidon de equivalencia® Las parejas de la relacidn son las
integradas por elementos de la misma clase de la particion Diremos que dos
elementos relacionados de este modo, es decir, pertenecientes a la misma clase

son equivalentes
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EJEMPLO 1.8: En la figura que se muestra seguidamente, la particion
del conjunto X consta de cuatro clases Para que estas clases sean
efectivamente disjuntas dos a dos, debemos suponer que los contornos de las
figuras A4, A2, A3 son partes respectivamente incluidas en las mismas y no

tienen en cambio ningun punto en comin con As, que es la parte sobrante de

4
X Esevidenteque X= | JA,

1=1

EJEMPLO 1.9: Consideremos la particion del conjunto de los nimeros
enteros positivos en tres clases La de los numeros que divdidos por 3 dan,

respectivamente, restos de 0,1,2 Las tres clases son.

Ao= {0,3,6,9,12, },
A= {1,4,7,10,13, },

A= { 2,58,11,14, . }

UNIVERSIDAD DE PANAMA
BIBLIOTHECA
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Notese que A JA1|JA; = {0,1,2,3,4,56,7, } =Z Esta
relacion se llama congruencia respecto al médulo 3, para indicar, por ejemplo,

que 6 y 9 son congruentes se escribe 6 = 9 (mod(3))

1.10 Cardinalidad.

Para estudiar la cardinalidad contamos con las importantes aportaciones
del matematico aleman Gottlob Frege (1848-1925), quien escrbié una serie de
obras sobre los fundamentos de la antmética En tales obras aborda el concepto
de numero cardinal, e intenta dar a esta nocidén un sentido mas preciso que el de
Cantor Tiene la idea de tomar como definicién de cardinal de un conjunto A el
conjunto de todos los conjuntos equipotentes con A y, para ello, introduce el
término “equinumérico” para la relaciéon entre dos conjuntos que son tales que
las clases determinadas por ellos pueden ponerse en correspondencia

biunivoca

La cardinalidad trata de medir el tamafio de un conjunto Al estudiar los
conjuntos finitos e Infinitos, surgen algunas preguntas que verdaderamente nos
ponen a meditar ,Qué tan grande puede ser el finto? ,Dbnde se separa el

finito del infinito?
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DEFINICION 1.49: Sean Ay B dos conjuntos Se diceque A y B

tienen la misma cardinalidad si y sélo si1 existe una funcion biyectva f A->B

En este caso escnbimos A ~ B, que se lee “ A es equipotente con B”

Notese que la definicidon anterior es equivalente a decir que se venfican

las dos condiciones siguientes
I A~ B bajo la funcion f siy sélo si f es una funcién 1-1 cuyo dominio
es A ycuyorangoes B

n. A~B sy sdlo siexiste una funcién f de modo que A ~ B bajo f

DEFINICION 1.50: El nimero cardinal de un conjunto A, denotado
Card(A), se define como la clase de todos los conjuntos equipotentes con A, es
decrr,

Card(A)={ B talque B~A }

Es evidente que para cualquiera que sean los conjuntos A y B resulta
que

Card(A)=Card(B) siysélosi A~B
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PROPIEDADES 1.1: La relacidén de equipotencialidad tiene las

siguientes propiedades que le dan caracter de una relaciéon de equivalencia

(1)
(2)

(3)

A ~ A paratodo conjunto A (Reflexiva),
Si A~ B entonces B~ A (Simétnca),

St A~B y B~C entonces A~C (Transitiva)

DEFINICION 1.51: Para cada nimero entero positivo n definmos

Jo={ 1,2.3,..n }. Sea A un conjunto cualquiera, definamos

(1)
()
(3)

(4)
(5)

A es finito s1 existe un entero positivo n de modo que A ~ J,.

A esinfinto st A no es finito

A es enumerable si A ~ N, o también en el caso de que A sea
equipotente con una parte (propia o no) del conjunto N, de los
numeros naturales En este caso algunos autores dicen que el

conjunto A es contable

A es no enumerable si A no es finito ni enumerable

A es infinito enumerable st A~ N

Algunos autores dicen Un conjunto A se llama “finito” si es vacio o si es

equipotente con un Intervalo natural [1.n], y se llama “infinto” en caso

contrano
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Si el conjunto A es equipotente con el intervalo natural [1.n] se

designara con n a su numero cardinal, es decir, Card(A) = n si y sélo si
A~ [1.,n] A los cardinales de conjuntos infinitos se les llama infintos o

transfinitos

DEFINICION 1.52: x es un numero cardinal si y sélo si existe un

conjunto A de modo que Card(A) =x

Decimos que A es menos numerosoque B si A es equipotente con un
subconjunto de B, y se denota por A<B o B>A En otras palabras, B>A

significa que existe un;\ funcién 1-1 de A sobre B

PROPOSICION 1.1: A es un conjunto infinito si y sélo si existe un
subconjunto propio B de A talque A~B

Demostracion

(c—= ) Sea A unconuntoy B un subconjunto propio de A tal que
A ~ B Entonces existe una funciéon f A->B biyectiva de modo que
Card(A) =Card(B) Por otro lado si A es un conjunto pueden suceder dos

casos
(1) A esfinto

(2) A esinfimto
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Si A es fimto entonces existe un entero positvo m tal que A ~ J,
Como BcCA implica que B es finito, luego existe un entero positvo n de
modo que B ~ J, Ahora bien, como por hipétesis A ~ B, y empleando la
propiedad simétnca y transitiva para la relacion de equipotencialidad, tenemos

Jr~A y A~B = J,~B,
Por otro lado se tiene
Jn~B y B~J, = Jdu~dp
Esto mplica que m = n Por consiguiente A y B tienen el mismo

numero de elementos, esto implica que B no es un subconjunto propio de A,

lo cual contradice la hipotesis Esto demuestra que A no puede ser finito, por lo

tanto A es infinito

(=—=>) Supongamos que A es Infinto. Pueden suceder dos casos

(1) A esenumerable

(2) A esnoenumerable
Si1 A es enumerable, esto implica que A ~ N, de manera que existe una

funcion biyectiva f N->A, lo que mplicaque fN)=A Como 2NCN,

implica que f{ 2N YA N ), de manera que la funcién f 2N > f{ 2N ) es

biyectiva, entonces 2N ~ f{2N) Como 2N ~ N (para probar esto basta definir
la funcion biyectiva g(n) =2n, y N~ A, entonces 2N ~ A Por consiguiente,

A~ f{2N) Luego, f{2N) es un subconjunto propio de A talque A~ f{2N)
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Si A es infinito no enumerable, entonces existe un subconjunto de A,

que llamaremos F, equpotente con N Sea F = { x,,x,.x, .x, } de

manera que todos los elementos de F son distintos entre si Sea B=A- {x, }y
f unafuncion de A en B, definida de la siguiente manera

x s xe(A-F)

Xpe1 SI x=x,

f(X)={

Observe que Dom(f) =A y Rang(f) =B, ademas BCA y B#A,

esto nos dice que B es un subconjunto propio de A Probaremos que f es

una funcién biyectiva, como sigue

Supongamos que f{x) = f{y) S x€F, entonces existe un nimero
natural m talque x=x, Si yeF, entonces existe un numero natural » tal
que y=x, Como f{x) =fly), implica que flx,) = fix)) = Xp+; = X+, PEro
como los elementos de F son distintos entre si, esto implica que m+1 =n+1, de
donde m=n = x=x,=x,=y = x=y

Supongamos que x#y Si xeF, entonces existe un numero natural m
talque x=x, si ye(A-F) implicaque fly) =y, dedonde f(y)e(A-F)y
f (x) = xn-€F, entonces flx)#fy) Por otro lado, s1 tanto x como y son -
elementos de F, implica que existen numeros naturales m y n (m = n) tales que
X=Xm Y y=x, demodoque flx) = flxm) = xme1 Y AY) = Axn) = xp+;, pero como
m+1 # n+1y los elementos de F son distintos entre si, tenemos que

Xmi] FxXpep = flx) #Ay)
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Finalmente, sitanto x como y son elementos de A - F tenemos que
fix) =x y fly) =y, pero como por hipétesis x # y = flx) # fy) Luego, la
funcion f'es inyectiva

Sea zeB, entonces :e(A-F) 6 :zeF

St ze(A-F), mplicaque fz)=:

SiI zeF, entonces existe un nimero natural n > 2 tal que z=x, Como
n 2 2 mplicaque n-1 2 1 de donde x,i€F, entonces f{ x,1) = x,=z Luego
la funcién f'es sobreyectiva

Asi, lafunciéon 1 es biyectivade A en B, estoimplicaque A~ B

PROPOSICION 1.2: Todo subconmjunto infinto de un conunto
enumerable es enumerable

Demostracion

Consideremos un conjunto enumerable A. Supongamos ECA yque E
es infinto Dispongamos los elementos x de A en una sucesion {x, } de

elementos distintos, esto lo podemos hacer porque A es enumerable, es decrr,

porque A ~ N Construyamos una sucesion {n, } como sigue. Sea ny, el
menor entero positivo tal que Xy, cE. Elegmos m, me1(k=2,3,4, ) sean
el menor entero mayor que P-4 y tal que Xn, €E Poniendo

Ak) = x,,k( k=1,2,3, )obtenemos una correspondencia f 1-ientre Ey N

Probaremos que f es biyectiva, como sigue
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Comon<m<nm< = ny<ng = np#ng mplica que X, #Xp, =

fip) # lq) = esinyectiva

Sea :-cE, entonces existe 7, tal que z = Xy fk) = X, = = esto

implica que f es suryectiva Esto prueba que f es biyectiva Luego, E ~ N, de

donde E es enumerable
No deseo cerrar esta seccién sin estudiar los conjuntos finitos e infinitos
por medio de los elementos minimal y maximal Este enfoque de los conjuntos

en cuestion, le da un caracter de mayor formalidad a nuestro trabajo

DEFINICION 1.53: X es un elemento mimimal de A, st y sdlo s, XA,

X es un conjunto y para todo B, si B€A entonces B¢ X

DEFINICION 1.54: X es un elemento maximal de A, sty slo s, XeA,

X es un conjunto y para todo B, si BeA, entonces X(t B

En estas definiciones es evidente que el conjunto A es un conjunto de

conjuntos o bien una familia de conjuntos
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EJEMPLO 1.10: Sean K,={ {1,2},{1}.{3} }.
K={ ¢.{13}D },
D={1,2,3 }
Observe que los conjuntos { 1}y {3 } son elementos minimal de K, E!
conjunto ¢ es el elemento minimal de K, Nétese que para cualquiera que sea

la famila de subconjuntos no vacio de D, tene un elemento minimal Los
elementos maximal de K son los conjuntos {12 }y { 3 } El Gnico elemento

maximal de K; es el conjunto D

En el elemplo anterior afirmamos que para cualquier que sea la familia no
vacio de subconjuntos de D, tiene un elemento minimal, en efecto, esto se debe
al hecho de que el conjunto D es fimito La cosa cambia cuando trabajamos con

conjuntos Infinitos, como vamos a ver en el siguiente ejemplo

EJEMPLO 1.11: Consideremos el conjunto E constituido por los enteros
positvos y consideremos, ademas, la familia F de subconjuntos

{ E,, E,, E,, }dondeE,es

E-{ 12 ,n-1}

Veamos como se constituyen los conjuntos E,, como sigue

St E={0,1,2,3,4,5 } entonces

Es=E-{0}={1,2,3,4,5... }
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E2=E-{0,1}={ 2,3,4,5. },
Es=E-{0,1,2}={ 3.4,5 },
Y asi sucesivamente Como E;DE;DE;D , entonces no existe un
conjunto Eyxc F, para algun entero positvo K, tal que para todo E,, para
n=1,.2_3,. ., se venfique la condicion de que E.,cl: Ex. Por consiguiente, la familia

F no tiene elemento minimal Esta situacién es tipica de los conjuntos infinitos

DEFINICION 1.55: A es finito st y sblo si toda familia no vacia de

subconjuntos de A tiene un elemento minimal

TJEOREMA 1.5: El conjunto vacio es finito

TEOREMA 1.6: Elconunto { x } es finito

TEOREMA 1.7: Si A esfintoy BC A, entonces B es finito

Demostracién:

Sea F una famila no vacia de subconjuntos de B Desde que BCA, se
tiene que F es una familia no vacia de subconjuntos de A, pero como A es
finito, entonces la familia F no vacia de subconjuntos de A tiene elemento
minimal (por la definicion antenor) Por lo tanto, la famiia F no vacia de
subconjuntos de B tiene un elemento minimal, entonces B es finito (por la

definiciéon anterior)
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TEOREMA 1.8: Si A es finito, entonces A{1B y A-B son finitos.

Demostracion:

Desde que A(IBcA y A-BCA, y como por hipotesis A es finito,

entonces por la aplicacién de teorema anterior ambos conjuntos A(1B y A-B

son finitos

1.11 Funcién de Eleccion.

DEFINICION 1.56: Una funcién f es una funcion de eleccion para el

conjunto A siy sélo si / es una funcién cuyo dominio es la familia de las partes

no vacias de A yparacada BCA, con Bx ¢, f(B)eB.

Si suponemos que A es un conjunto de conjuntos no vacios Decimos
que f es una funcién de eleccibnpara A sieldominiode f es A y
fAX)eX para cada XeA, es decir f selecciona un elemento de cada XeA,
denominado £{X) Encontramos algunos conjuntos A para los cuales la

existencia de una funcién de eleccion es evidente, como es el caso del siguiente

ejemplo

EJEMPLO 1.12: Si AcCP(N) y cada miembro de A es no vacio,

podemos definir f{X) como el pnmer o menor miembro de X paratodo XeA
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Esto lo afirmamos por el hecho de que el conjunto ordenado ( N,< ) esta bien

ordenado (Ver definicion 1 46)

Contrano al ejemplo anterior, supongamos que A = P(R) - {¢} Aqui no

podemos definir una funcién de eleccion en A definendo AX) como el
miembro menor de X Esto es por el hecho de que R no esta bien ordenado
para la relacién usual “menor que’, y de esta manera X no necesariamente

tiene un miembro menor

EJEMPLO 1.13: Para famihanzarnos con este concepto de funcion
selectora consideremos un ejemplo sencillo en el caso finto, como sigue Sea
A = {1,2 }, lafamiia de las partes no vacias de A, esta consttuida por los
siguientes subconjuntosde A By = {1},

B={2}

Entonces hay dos funciones de eleccién distintas fi1 y f2, cuyos
dominios son los subconjuntos no vacios de A

F1(Bq) =f2(B1) =1,

f1(B2) = f2(B2) =2,

fi(A) =1,

f2AA)=2

Noétese que si f; seleccionara del conjunto A el elemento 2, entonces

tendriamos que 1=/, O sea que una funcién selecciona del conjunto A uno
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de los dos elementos, la otra funcién tiene que seleccionar el otro elemento para

gue ambas funciones sean distintas

TEOREMA 1.9: Si R es una relacién de buen orden en A, entonces A tiene

una funcion de eleccion

Demostracién:

En efecto, R es un buen orden en el conjunto A si cada subconjunto no
vacio de A tiene un menor o primer elemento respecto a la relacion R, esto
implica que cualquier elemento de A, excepto el ultimo, tiene un sucesor
Inmediato Denotemos con f la funcion definida de P(A) - { ¢ } en A, la cual
quedara definida por la siguiente regla

Paratodo Be( P(A)- { ¢ })tenemos que
fiB) = b
donde b es el minimo de B Esta funcidn esta bien definida y efectivamente
cumple la condicién de ser una funcidn selectora para el conjunto A, ya que R
es una relacién de buen orden, lo cual garantiza la existencia de b = Min(B)

paratodo B= {¢ }, BCA.
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TEOREMA 1.10: Todo conjunto finito tiene una funciéon de eleccion

Demostracion:

Como todo conjunto finito se puede dotar de un buen orden R, entonces
por el teorema anterior queda hecha la demostracion

Veamos seguidamente como es que un conjunto finito puede ser dotado
de un buen orden

Sea A un conjunto finito, digamos A = { a,,a,,as .a, } Entonces
es posible definir Ia funcion S8 A-J, (Ver la definiciéon 1 51) de manera
biyectiva, es decir, como A es finito se tiene que A ~ J, Consideremos el

rango de S, denotado S(A) Como S(A)c N, entonces S(A) se puede
ordenar con el orden usual N, es decir, podemos escrnbir a S(A) como una

sucesi6n finta y crecente del tpo  S(A) = { m.nmy.m..n, § con
nm<m<m< <n Como S es biyectiva, podemos construir la sucesion
S n) < S (nx) < S (na) < ... < S(my) (*), donde < es el orden de A definido
por

Paratodo a,beA, a—<b siysolos S()<S(h) en (N,<) Como Ses
biyectiva, la cadena (*) incluye a todos los elementos de A, esto es, para todo

acA, existe un m,€N, tal que S(a)=n,, de donde A esta bien ordenado por la

relacion <



CAPITULO II
EL AXIOMA DE ELECCION
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2.1. Introduccion.

Histéricamente el “Axioma de Eleccion” fue presentado por primera vez
por el matematico aleman Ernest Zermelo (1871 — 1953) para demostrar que
cualquier conjunto puede ser provisto de un buen orden. En esta direccion
emprendié en 1904 la tarea de demostrar la comparacién entre los nimeros
cardinales de conjuntos que no estan bien ordenados, para esta época la
propiedad de ser comparados dos cardinales cualesquiera m y n, es decir, de
establecer las relaciones m>n, m<n 6 m=n, no habia sido demostrada
La memona de Zermelo de 1904 (y la de 1908) suministraba la prueba de que
cualquier conjunto podia ser bien ordenado, prueba que Cantor habia intentado
obtener un vano desde 1883 La demostracion de Zermelo se basaba en un
prncipio que formuldé inmediatamente después de su demostracion,

precisamente “El Axioma de Eleccion”, que damos a conocer seguidamente

AXIOMA DE ELECCION' Para todo conjunto de conjuntos F cuyos
elementos son no vacios y disjuntos dos a dos existe, por lo menos, un
conjunto Z que contiene un elemento y sélo uno de cada conjunto

perteneciente a F

En otras palabras el Axioma de Eleccion establece que para toda familia

de conjuntos no vacios y disjuntos, existe una funcion que permite escoger un
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sélo elemento de cada conunto de manera que se pueda formar un nuevo

conjunto

Desde su aparicion el Axioma de Eleccion fue motivo de una enorme
controversia, en particular con Peano, que acusaba a Zermelo de no haberio
demostrado, y con vanos matematicos franceses (Hadamard, Lebesgue, Borel
y Baire), que consideraban en sustancia que la funciébn no habia sido
especificada, y por ello no se podia considerar este Axioma como un prnncipio
suficientemente significativo  Pero surge una excepcién muy Importante,
Poincaré, consideraba este Axloma como un juicio sintético, a prion, sin el cual
la teoria de los cardinales seria imposible, tanto para los conjuntos finitos como
para los conjuntos infinitos Un ejemplo popular sugendo por Russel sirve para
identificar las circunstancias en las que el axioma de eleccion es necesario En
una coleccion infinita de pares de zapatos, este Axioma no es necesario para
establecer la existencia de un conjunto escogido de forma que contenga
exactamente un elemento de cada par, pues basta enunciar una regla para
escoger los zapatos del pie derecho Pero en el caso de una coleccion infinita
de calcetines (medias), todas semejantes en cuanto a color, tamafio, etc , no se
dispone de ninguna regla se debe entonces recurnr al Asxaoma de Eleccion st la
afirmacidn consiste en decir que existe un conjunto que contiene exactamente

un calcetin de cada par de la coleccidn
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2.2. Distintas formas del Axioma de Election.

En la seccién anterior vimos, a manera de motivacién, dos formas de
presentacion del Axioma de Eleccion, la pnmera que fue dada explicitamente fue
la forma en que fue enunciado por pnmera vez por Zermelo en 1904, y que

vamos a enunciar seguidamente para profundizar en ella

FORMA 1: Para todo conjunto de conjuntos F cuyos elementos son no
vacios y disjuntos dos a dos existe, por lo menos, un conjunto Z que

contiene un elemento y sélo uno de cada conjunto perteneciente a F

El Axoma es demostrable cuando el conjunto F tiene un numero finito

de elementos En efecto, si F es unitario, supongamos F ={A } siendo por
hipétesis A#¢, existe xc A por lo tanto el conunto Z={x}, cumple el
Axoma Consideremos F={ A/A,,A;, ,A, } y supongamos ciero el
enunciado para conjuntos de 7—1 elementos Poniendo F=F-{ A, }
resulta un conjunto F; con n-1 elementos con lo cual exste
Z={ x,x,x3, ,x,; }, con x, €A, para :=1,2,3, ,n-1 Por otra parte
existe xeA, ,yaque A,=¢, ydefinendo Z,=ZU{x} se obtiene el

conjunto requerndo
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La novedad del Axioma de Elecciéon radica en afirmar la existencia del
conjunto Z en los casos en los que el conjunto F tiene Infinitos elementos,

intutivamente, y de alli su nombre, el Axioma de Elecciéon afirma la posibiidad

de elegir un elemento en cada conjunto A€ F y con ellos formar el conjunto Z.

Si se hace corresponder a cada conjunto Ae F el elemento xe A que

estaen Z se obtieneunafuncion f F— UA tal que paratodo AcF, se
AeF

venfica que f(A)e A, claro, puesto que f(A)=xe A Reciprocamente, si
dado el conjunto F se postula la existencia de una funcion f en esas

condiciones los valores de dicha funcién constituyen un conjunto Z tal cual lo

requiere el Axioma de Eleccion

FORMA 2: Para todo conjunto de conjuntos F cuyos elementos son no

vacios y disjuntos dos a dos, existe una funciéon f F —>UA tal que,
AeF

paratodo Ae F, se verificaque f(A)eA

Ei hecho de que los elementos del conjunto de conjuntos £ son disjuntos
dos a dos, significa que para cualesquiera que sean dos conjuntos elementos de
F, la interseccion de ambos conjuntos es vacia; pero esta exigencia puede

quitarse de la forma 2 En efecto, dado un conjunto F constituidos por conjuntos

no vacios, paratodo Ac F, sea A' elconuntode pares (A x) con xe€A,
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y sea F el comunto de los A' asi construidos Los elementos de F’ son no

vacios y disjuntos dos a dos por lo que se le puede aplicar el enunciado de la

Forma 2, obteniendo una funcién f F —>UA tal que f(A')eA' para
A'eF'

todo A'e F' Para identfficar claramente ia afirmacion de que los elementos de

F’ son no vacios y disjuntos dos a dos, veamos la siguiente interpretacion

Consideremos el comunto F={ A, A,,A;, ,A,, } constitudos por

conjuntos no vacios, es decir, A, #¢ paratodo re/={ 1,23, ,n, } Ahora

bien, se construyen los siguientes conjuntos

A, ={ (A,x) talque xeA, },
A'Z ={ (A,,x) talque xeA, },
A'3 ={ (As;,x) talque xeA; },

A',, ={ (A,,x) talque xeA, },

Luego, formamos el conunto F ={ ALALLAS LA, } desde que A, #¢

para todo 7, tenemos que A; #¢ paratodo 1, perolo mas importante es

que A,NA,=¢ paratodo h,k elementosde I h=k, puesto que por el
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contrano st A,NA, #¢ entonces esto exige de que A, =A,, es decr, se

trata del mismo elemento del conjunto F lo cual carece de sentido

Nétese que hemos obtenido una funcion  f F'—>UA' tal que
AeF

f(AYeA' para todo A'eF' Ademas consideremos las aplicaciones

FF>F yg UA—>UA defindas por F(A)=A y g(Ax)=x,
AeF A eF

“entonces la composicion f =go foF de F en |JA es tal que para todo
AeF

AeF f '(A) e A En efecto, consideramos cualquiera que sea A e F, tenemos
que J'(A) =(go foF)A)
= (go f)(F(A))
= (g0 f)A)
= g(f(A))
= g(A,x), xeA,
f(A)=xeA,

Esto implica que f (A)e A

Con todo lo estudiado anteriormente el enunciado de la Forma 2 es,

equivalente al siguiente, llamado axioma generalizado de eleccion.
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FORMA 3: Para todo conjunto de conjuntos F cuyos elementos son no

vacios exste una funcion  f F—|JA  tal que para todo
AeF

AcF, f(A)e A

Consideremos ahora que el par ordenado (ay,a, ) es un elemento del
producto cartesiano A,;xA,, de dos conuntos cualesquiera Haciendo
corresponder a la pnmera coordenada, g,, el par ordenado (lLa,) y a la
segunda coordenada, a,, el par ordenado ( 2,4, )., resulta que el par
ordenado (ay,ay) queda en correspondencia con el conjunto
{ (L,a,).(2,a,) }, una grafica de tal correspondencia o relacion es la

siguiente

4
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El conjunto de llegada de la relacicn R puede ser defimdo como

{ (1a,) paratodo rel con 7={12 }} En base a esta situacién, para el

par ordenado ( a;,a, ) podemos definir una funcién f de la siguiente manera

Sea f =(ay,a,) de modo que f(1)=q, €A, ¥ f(2)=a, €A,, donde el
dominio de la funcién es el conunto 7={12} y su contradominio es un

subconjuntode 4, U A , Unagraficade f esla siguiente

Generahizando, para cada par ordenado del producto cartesiano A;xA,
vamos a obtener una funcion f con domimio en /={12} de modo que
f()=a, €A,, de esta manera la coleccién de todas estas funciones ongina el

conjunto llamado producto cartesiano de los conjuntos Ai y Az, denotado por

AxA2.
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DEFINICION 2.1: Sea {A, }_, cualguer famila de conjuntos El

producto cartesiano de esta familia, denotado x A,, es el conjunto de
el

todas las funciones f que tienen dominio / de modo que f, = f(1) €A,

para cada :e€/ Cada funcién f es llamada una funcidon de eleccion

para la famiha {A, }_,

Seguidamente vamos a ver una cuarta forma del Axioma de Eleccion,

llamada, “Forma Multiplicativa del Axioma de Eleccién”

FORMA 4: Para toda familia de conjuntos {A, }_, tal que, para todo
1el, A #¢, elproducto cartesiano y A, es no vacio
el

El enunciado de la forma 4 es obviamente equivalente al siguiente

FORMA 5: Para toda familia de conjuntos {A, }_, tal que, para todo
tel, A #¢, exsteunafuncidn f definidaen / talque f(1)eA,, para

todo e/
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2.3. Proposiciones equivalentes al Axioma de Eleccién.

Esta seccion la dedicaremos al estudio de algunas proposiciones que son
equivalentes con el Axioma de Eleccion En pnmer lugar vamos a presentar el
enunciado explicito de cadauna de las proposiciones, y seguidamente
realizaremos las demostraciones de las equivalencias légicas entre dichas

proposiciones y el citado axioma.

2.3.1. El postulado de la Buena Ordenacién.

Se conoce con el nombre de ‘postulado de buena ordenacién” a la

proposicién siguiente

Postulado de Buena Ordenacién: Existe un buen orden sobre todo

conjunto

En 1904, Zermelo demostro que su axioma de eleccion implica el
postulado de buena ordenacién, a esta proposicion se le llama “Teorema de
Zermelo” Es evidente que las cinco (5) formas del Axioma de Eleccion
presentadas en la seccion antenor son equivalentes entre si, por lo que

emplearemos cualquiera de ellas para referimos a dicho axioma
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TEOREMA 2.1. (TEOREMA DE ZERMELO): EI Axioma de Eleccion

implica la existencia de un buen orden sobre todo conjunto E
Demostracién:
Sea E novacioy sea A el conunto de subconjuntos no vacios de E

De acuerdo con el Axioma de Eleccion (Forma 3) existe una funcion f A

> | JA talqueparatodo Acd, flA)eA
AcAd

Sea R el conjunto de relaclones R en E que satisfacen las siguientes

condiciones
a) R es relacion de buen orden en su dominio X
b) Para todo segmento ( SRs) de (X,R), con S#X, AE-S)es

el pnmer elementode ( X -S, Rxs)

Probemos que R es no vacio, en efecto, si x = f(E), el orden R en {x}
de grafica {(x,x)} pertenece a R, ya que el Gnico segmento ( S,Rs) de
({x }R) talque S # {x}es el conjunto vacio También, si y=f(E-{x}) la
relacion en {x, y } de grafica { (x,x), (x,¥), (¥, ¥) } es elementode R

Demostraremos que st R y R’ son dos elementosde R, X y X' sus
respectivos dominios, uno de los dos conjuntos ordenados ( X,R), (X,R')es

segmento del otro En efecto, sea B el conjunto de los x pertenecientes a

XN X' tales que los segmentos, S: , S; de extremo xen (X,R) y (X',R’),
respectivamente, coincidan En pnmer lugar ( X,R ) vy ( X’,R’ ) inducen al

mismo orden sobre B (es decir, los conjuntos ordenados ( B,Rg) y ( B,R’s)
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son iguales), porque si x, y son dos elementos distintos de B tales que y R x
es yeS,=S'c con locual se tene y R’ x Por otra parte, (B,Rg) = (B,R’s) es
segmento de (X,R) y de ( X’,R’), en efecto, sean xeB, yeX tales que

yRx, y# x, luego yeS,= S’ dedonde yeX(1X' Por tanto, para probar
que yeB resta solo demostrar que S, = S'y Puesto que yeS,= S', se

tieneque yRx y y R’ x con lo cual por la transitvidad de R y R’, resulta que

§5cS,=8, y §,cSy =8, Teniendo en cuenta ahora que la igualdad

Sy = §x implica que los 6rdenes inducidos por ( X,R) y ( X’,R’ ) sobre S,
coinciden, resulta S, = S’, y por la misma razéon Sy = §'y Luego, (B,Rg) es

segmento de ( X,R ) En la misma forma se prueba que lo es de ( X’,R’) Con
esto, sI se demuestraque B esiguala X 6 a X' nuestra asercidon estara
probada

Supongamos, por reduccion al absurdo, que B # X y B # X,
entonces de acuerdo con la definicion de R, a = f{ E-B ) es el pnmer elemento
de (X-B, Rxa) yde ( X’-B, Rx.g), conlo cual ac B Por otro lado, de acuerdo
conelteorema13,es B=S, y B=8’, dedonde, recordandoque (XR)y
( X’,R’ ) inducen el mismo orden sobre B, se tiene que S, = S., con lo cual,
por la definicion de B, resulta que aeB en contra de lo afirmado antenormente

Sea F el conjunto de los conjuntos bien ordenados ( X,R)con ReR

El teorema 1 4 permite obtener una relacién de buen orden sobre el conjunto F,
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unidn de los dominios de las relaciones R de R Resta sélo comprobar que
F=E
Para ello veremos pnmero que la relacion de buen ordenen F, a la cual

designaremos con <, pertenece a R

Sea (S, <) unsegmentode (F, <) talque S # F De acuerdo con
el teorema 1 4, existe un conjunto ordenado ( X,R)de F talque (S, <)esun
segmento de ( X,R ), de modo que podemos tomar X de tal manera que
S# X [st X=8, sea xeF-S y sea (X’,R’) un elemento de F tal que xeX’,
entonces (X,R)=(S, <) es unsegmentode (X,R') y S#X'] Luego,
a=f(ES) es el pnmer elemento de ( X-S,Rxs ) Probaremos que a es

también primer elemento de ( F-S,< ) con lo cual se tendra que < pertenece a

R Por el Teorema 13, (S,< ) coincide con el elemento S, de extremo a en

(X,R) Si gla es un segmento de extremo a en (F,< ) secumple S, S,
puesto que F induce sobre X el orden R (Ver el Teorema 1 4) Vale también
la inclusién inversa En efecto, st -<a, sea( X’,R’ ) un elemento de F tal que
-eX’, entonces ( X,R) es un segmentode ( X',R’) 6 ( X’,R’) es un segmento
de (X,R) Enelpnmercasose tene a €X y zR’a conlo cuél puesto que
ac X, resulta que -€X, en el segundo caso se cumple que X’ X, con lo cual

también vale -e€X Por la coincidencia de los 6rdenes < y R sobre X, se

tiene finalmente -eS, Luego S, =S, De aqui resulta que (S,< )= Sa, con

lo cual a es el pnmer elemento de (F-S, <)
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Supongamos F#E Sean b=f(E-F) y P=FU{b} Indicaremos

también con < al buen orden en F’ obtenido del de F, agregando a » como

uittmo elemento Demostraremos que esta relacion de orden en F’ pertenece a
R

Para todo segmento ( S,< ) de ( F',< )talque S # F’, se cumple
ScSy# F, st S=S, resuta F-~S={b} conlocual b=fE-S)es
efectivamente el primer elemento de (F’-S,< ), st S # S, es (S,<)un
segmento de (F,< ) talque S#F, y puesto que el orden < en F pertenece a
R, es ¢ = f{ E-S) el pnmer elemento de ( F-S,< ) vy, por lo tanto, el pnmer
elemento de ( F’-S,<)

Pero si el buen orden sobre F’ pertenece a R, se deduce que F’CF en
contradiccién con la definicidon de F Luego, F = E Esto termina la

demostracion del Teorema de Zermelo

TEOREMA 2.2 (Reciproco del de Zermelo): El postulado de buena

ordenacion implica el Axioma de Eleccién
Demostracion:

Sea F un conunto de conjuntos cuyos elementos son no vacios y sea

E = U X  Por hipétesis es posible definir un buen orden < en E Sea
XeF N

f F-E, la aplicacién que a cada conunto X de F le hace corresponder el
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pnmer elemento del conjunto ordenado ( X,< ) Se tiene por lo tanto que

fX)e X Luego, se cumple la forma 3 equivalente al Axioma de Eleccién

De los dos ultimos teoremas resulta

COROLARIO 2.1: El Axioma de Eleccion es equivalente al postulado de

buena ordenacién

2.3.2. El Lema de Zorn.

El matematico aleman Max Zorn (1906-1993) mun6é en Bloomington,
Indiana, el 9 de marzo de 1993, a los 87 afios de edad Zorn obtuvo su
doctorado en Hamburgo, bajo la direccion de Emil Artin y en 1933 emigré a los
Estados Unidos, huyendo del régimen nazi Estuvo adscnto a la Universidad de
Calfornia en Los Angeles hasta 1946 Desde 1946 hasta su jubilacidn en 1971,
Zorn fue profesor de la Universidad de Indiana E! algebrista I.N. Herstein
(también ya fallecido) fue uno de sus alumnos doctorales en Indiana Cuenta su
colega John Ewing que Zom, después de su retiro, visitaba el departamento de
matematicas los siete dias de la semana participando con vivo interés en todas

las actividades académicas y sociales
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Aunque Zorn publicd articulos importantes en algebra y topologia, su
nombre esta indisolublemente igado a un Gnico resultado el llamado “Lema de

Zorn” que enunciamos seguidamente

LEMA DE ZORN: Todo conjunto no vacio parcialmente ordenado, en el

cual cada cadena tiene una cota superior, tiene un elemento maximal

TEOREMA 2.3: El Axioma de Eleccion implica el Lema de Zom
Demostracién:
Como anteriormente demostramos que el Axioma de Eleccion es
equivalente al postulado de buena ordenacién, entonces la demostracién se
convierte en probar que el postulado de buena ordenacién implica el Lema de
Zomn En efecto, sea ( A,< ) un conjunto no vacio parcialmente ordenado tal que
toda cadena tiene una cota superior Sea ( C,< ) una cadena de A, es decrr,
( C,£ ) es un subconjunto totalmente ordenado de A Consideremos que ¢
es una cota supernor de (C,< ), entonces
e Supongamos que C = A, se tiene que ¢ es un elemento maximal de
(A,<)

e Supongamosque C # A ysea A’= A-C Porhipotesis es posible
introducir un buen orden R en A’ (que no tiene necesanamente que
coincidir con el orden de A) Indicaremos con x; el elemento de

( A’'R) y para todo xeA’ denotaremos con S, el segmento de
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extremo x de (A'’R) Sea f A> {O,l} la funcién definida por
induccién como sigue

0,si x, estarelacionadopor<contodo zeC
1, encaso contraro

f(xo)={

Suponiendo definida f sobre un segmento S, de ( A’.R ), tenemos que,
flx) = 0 si se cumplen las dos condiciones siguientes
1) x esta relacionado por < contodo -€C
) x esta relacionado por < contodo yeS, talque f[y)=0 y fix)=1en

caso contrario

Sea € =/"{0}) Probaremos que ( C’,< ) es un subconunto

totalmente ordenado de ( A,< ) En efecto, si x e y son dos elementos
distintos de C’ se tiene ye S, 6 x€8S,, puestoque C’'C A’ y un conunto bien
ordenado esta totalmente ordenado Luego, puesto que fy) = fix) = 0, de la
condicion 1) resulta x <y 6 y<«x

De acuerdo con la condicién 1), se tiene que ( CUC', < ) es un
subconjunto totalmente ordenado de ( A,< )y, por tanto, existe una cota
superior k de dlgho subconjunto Demostraremos que k es el elemento
maximal de ( A,< ) buscado En efecto, supongamos por reduccién al absurdo
que existe xe A tal que x>k Porla definicidn de k se tiene que x¢ cue,
de donde x¢C por consiguiente x€ A’, claro por el hecho deque A’=A-C,y
fix) = 1, claro por el hecho de que x no esta relacionado por < contodo z€C

Pero por otra parte x cumple las condiciones 1) y 1), yaquesi y€S, con fy)
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=0 es yeC’ dedonde y < k yportanto y<x, st -€C es z < x Luego

Slx) = 0, en contraccion con lo afirmado antenormente

TEOREMA 2.4: El Lema de Zorn implica el Axioma de Eleccién
Demostracién:
Sean F un conjunto de conjuntos no vaciosy F el conjunto de funciones

g que cumplen las siguientes condiciones

1) g es una funcién definida en un subconjunto de F y con valores en

UA

AeF

2) Paratodo A perteneciente al dominio de g se verifica que g(A)eA

Para dos funciones g, # de Fdiremosque g < h siysblos & es
una extensién de g Esta es una relacion de orden en F Sea ( C,< ) un
subconjunto totalmente ordenado de ( F,< ) y llamemos Dom(g) al dominio
de g para toda geC (por lo tanto Dom(g)c F Puesto que st

AcDom(g)NDom(g), es g’(A) = g(A), de este modo puede definirse una

funcisn  f | J Dom(g)—> | JA como AA) = g(A), para AcDom(g) (La
geC AcF

aplicacién f es la unién de las funciones de C)
La funcién f pertenece evidentemente a F y es cota superiorde C Por

tanto, F esta en la hipétesis del Lema de Zorn, con lo cual podemos afirmar la

existencia de un elemento maximal T'de (F,<) Sea D eldomnode T Si
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se demuestra que D coincide con F, entonces la aplicacion T cumple las
condiciones exigidas por el Axioma de Eleccion (Forma 3) Supongamos por
reduccion al absurdo que D # F y sean Age F-D y agc A, entonces
poniendo

T(A), para Ae D
ay, para A=A

T'(A) ={

Queda definida una funcion T’c€F que es extensiSn de T en

contradiccion con el hechode ser T elemento maximal de (F,<)

COROLARIO 2.2: El Axioma de Eleccidon es equivalente al Lema de

Zom

COROLARIO 2.3: (Corolario del Lema de Zorn) Sea A un conjunto,
P(A) su conjunto de partesy FcC P(A) Sea ( F,c )el conjunto F ordenado
por inclusion Si para todo subconjunto totalmente ordenado ( C, < ) de
(F,c ), launmén de los elementos de C pertenece a F, entonces ( F,.C )
posee un elemento maximal

Demostracién:

Para todo subconjunto totalmente ordenado ( C,C ) de ( F,C ), la unidn
de los elementos de C es cota supenor y como por hipétesis dicha union
pertenece a F resulta que ( F,C ) venfica las hipétesis del Lema de Zorn, con

lo cual podemos afirmar la existencia de un elemento maximal
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PROPIEDAD 2.1: Sea F una famiia de caracter finto y sea B una
cadenaen F Entonces UBeF

Demostracién:

Es suficiente probar que cada subconjunto finito de |UB esta en F Sea
F={ x,x, ,x, }cUB Entonces existen conjuntos B;,Bs,....B, en B de
modo que xe€B; (s =12 ,n) Desde que B es una cadena hay un

Joe{ 12, ,n } de manera que Bjch paracada ;= 1,2, ,n Entonces
0

FcB, eF Pero F esde caracterfinto, y asi Fe F

2.3.3. El Lema de Tukey.

Lema de Tukey: Toda famiia no vacia de caracter finto tiene un

elemento maximal

TJEOREMA 2.5: El Axioma de Eleccién implica el Lema de Tukey

Demostracion:

Supongamos, por el absurdo, que el Axioma de Eleccion es verdadero y
asumamos que el Lema de Tukey es falso Entonces existe una famiia F no

vacia de caracter finito que no tiene un elemento maximal Paracada FeF, sea

Ar={ EeF talque F—E } Entonces {4 tal que F e F} es una familia no
#

vacia de conjuntos no vacios, asi por el Axioma de Eleccién existe una funcién f
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definida en /" de modo que f[F)e A¢ para cada FeF. De esta manera tenemos

que F—f[F)eF paracada FeF, esdecr, F es un subconjunto propio de

*

fIF) paracada FeF
Una subfamiia F, de F se llama finductiva si ésta tiene las tres

propiedades siguientes

1) PeF,,

2) AeF, implica que flA)€F,,

3) B es una cadena contenida en F, implicaque UBeF,

Desde que F es no vacio, ¢ es finito y se verfica la propiedad 2 1,
entonces la famila F es finductva Sea C = N{ F, F, es f-inductiva }
Notese que C= { AeF AcF, paratodafamila F, f-inductiva } Esto es

facill de ver porque C es f-inductiva De esta manera C es la menor famiia
f~inductiva, asi cualguier famiha finductiva contiene a C Queremos hacer uso

fuerte de este hecho en la prueba de que C es una cadena
Sea H= { AeC BeC y B—A mplicaque f(B)c A }
Aseguramos que st AcH y CeC, entonces también Cc A o ff[A)cC Para

probar esta afirmacion, sea A€ H y definamos

La={ CeC CcAof(A)cC }
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Veamos como hacemos para probar que La es finductiva Desde que ¢ecC
y ¢ CA, mplica que ¢@eL, esto satisface la propiedad (1) Sea Cel,

Entonces tenemos también C—A, C=A o f[A)cC SiC—A, entonces
# #

AC)C A porque AeH, de donde f[C)eC tal que fIC)C A, esto mplca que
AC)eLa Si C = A entonces AA)CAC) Si fIA)cC, entonces f{A)CAC)
porque CC f{C) De esta manera en cualquier de los tres casos f{C)e La, esto
satisface la propiedad (2) Ahora, sea B una cadena en L, Entonces sea
CcCA paracada CeB, en cual caso |JBCA, o existe un Ce B de modo que
fIA\cCcUB De manera que UBeLa, esto satisface la propiedad (3)
Concluimos que La es f-inductiva yasi La=C

Seguidamente afirmamos que H = C Probaremos esto demostrando
que H es finductiva En efecto, desde que ¢ no tiene subconjunto propio, se

tiene que ¢ € H, esto satisface la propiedad (1) Seguidamente, sea AcH y

BeC de modo que B—fA) Desde que BeC=L,, tenemos que BC A (La

inclusién f{A) B es imposible) Si B—A, de la definicion de H se obtiene que

fiB)Yc AcCf(A) Si B=A, entonces f(B)C f{A) En tal caso también obtenemos la

inclusién f(B)C f(A), asi AA)e H Esto satisface la propiedad (2) Ahora, sea B

una cadena que esta contenida en H y sea Be C tenemos la propiedad de que
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B UB Desde que Be C= La paracada Ac B, tenemos también que BCA

para algin AeB o flA)cB para todo AcB Si la Ultima alternativa es

verdadera, tendriamos que

B—UBcU{ f(A) AeB }cB,

Lo cual es imposible De esta manera hay algin A€B de modo que

BCcA SiB—A, entonces desde que AcH, tenemos f[B)CAC UB. Si

A =B, entonces BeH y UBeC = Lg Esto implica que fiB)\cUB (es
imposible que |J B B) Por lo tanto en cualquier caso, tenemos que f(B)c UB
yasi UBeH. Esto prueba que H satisface la propiedad (3) Por consiguiente
H es finductiva y H=C

Conclumos a partir del argumento anterior que si AcC=H y
BeC = La, entonces también BCA o Acf[A)cB Conforme C es una
cadena Sea M = |JC Desde que C es finductiva, la propiedad (3) implica

que MeC De acuerdo a la propiedad (2), tenemos que UC = M—/M)eC

Esta contradiccién nos permite establecer que el supuesto es falso y el
enunciado del teorema es verdadero, es decir, el Axioma de Eleccion implica el

Lema de Tukey
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2.3.4. El Principio de Maximalidad de Hausdorff.

Principio de Maximalidad de Hausdorff: Todo conunto no vacio

parcialmente ordenado contiene una cadena maximal

TEOREMA 2.6: El Lema de Tukey implica el principio de Maximalidad de
Hausdorff

Demostracién:

Sea ( A< ) cualquer conunto no vacio parcialmente ordenado
Queremos probar que A contiene una cadena maximal Esta se sigue a partir
del Lema de Tukey, desde que la famiia F de todas las cadenas contenidas en
A es una famila no vacia de caracter finito, entonces ella tiene un miembro
maximal, pero resulta que el miembro es una cadena, es decrr, ella tiene una

cadena maximal Esto se reafirma por el hecho de que @¢cF y {x}eF para

cada xcA

Algunos autores se refieren a este principio simplemente como “Principio
Maximal” y lo enuncian de la siguiente manera “Toda estructura de orden

parcial tiene una cadena maximal”
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TEOREMA 2.7: El Pnncipio de Maximalidad de Hausdorff implica el
Lema de Zorn

Demostracion:

Sea ( A <) cualquier conjunto, no vacio, parciaimente ordenado en el
cual cada cadena tiene una cota supenor Por el Prnincipio de Maximalidad de

Hausdorff existe una cadena maximal MC A Sea m una cota superior de M
Entonces m es un elemento maximal de A, ya que si existiera un x€A de
modoque m <x y m # x, entonces MU{x} s una cadena que contiene a

M, contradiciendo el hecho de que M es la cadena maximal Por consiguiente

m es un elemento maximal de A, como queriamos demostrar

En el Teorema 2 4, demostramos que el Lema de Zorn implica el Axioma
de Eleccion Ademas un analisis sencillo de la l6gica matematica nos dice que si
tenemos cuatro proposiciones P4, P2, P3, P4 y demostramos que P1> P> P3>
Ps> P4, entonces la proposicion “P; es equivalente a cada una de las
proposiciones restantes Estas consideraciones nos permiten establecer los

siguientes corolarios
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COROLARIO 2.4: EI Axioma de Eleccion es equivalente al Lema de
Tukey

COROLARIO 2.5: El Axioma de Eleccion es equivalente al Principio de

Maximalidad de Hausdorff

Queremos dejar claro que en la situacion explicada anteriormente sobre
las proposiciones P4, P2, P3, P4, las cuatro proposiciones son equivalentes
entre si Pero nuestro trabajo tiene como eje principal la equivalencia del Axioma

de Eleccion con las restantes proposiciones

En resumen en esta seccion hemos encontrado los siguientes resultados

Axioma de Eleccion <«—> Postulado de Buena Ordenacién
<—> Lemade Zom
<——> Lemade Tukey
<—> Pnncipio de Maximalidad de Hausdorff

2.4. Ejemplos de aplicacion del Axioma de Eleccion.

Con el proposito de ilustrar algunas aplicaciones del Axioma de Eleccion o
de proposiciones equivalentes, vamos a presentar esta seccion dedicada a

clertos ejemplos especiales
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EJEMPLO 2.1: Supongamos que A, es contable para cada neN

Entonces | J A, es contable

neN

Demostracion:

1-1
La hipétesis afirma que para cada neN existe una funcion f A,—N

Para cada n seleccionemos una funcion f llamemosla f, Para cada

xe| JA, sea k(x) la menor ; de modo que xcA, Definamos

F(x) = 280 3k Claramente F |J A->N Afirmamos que F es 1-1 En

neN

efecto, F(x) = 280 3/ka®)  peA= k3D () = F(), entonces

tenemos que kix) = k() Y fix(x) = fi,)(v) Desde que fiy es 1-1,

tenemos que x = y Por consiguiente F U A,”>N es 1-1 De esta manera

neN

queda demostrado que U A, es contable

neN

EJEMPLO 2.2: Si A esinfinito, entonces N < A

Demostracidn:
Sea f una funcién cuyo dominio es P(A) - {¢ } y de modo que AX)eX

I-1
paracada XeP(A)- {¢ } Ahora definamos g N—> A como sigue

g(0) =flA),
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g =AA-{g0})
g2 =fA-{ g0, g }),
gB3) =AA-{ g(0), g, g2) }),
y asi sucesivamente En otras palabras gn + 1) = f{ A - { gm) m<n })
Noétese que para cada n, g(n + 1) esta bien definida, desde que
A-{ gm) msn } 24
Porlotanto g(n+ 1)¢ { gm) m<n } esto nos permite ver claramente que g

[
es una funcién 1-1 Por consiguiente g N-— A, esto demuestraque N < A

Para ilustrar los pasos de la demostracion antenor, consideremos el

siguiente caso particular Sea A = { L pene } donde N*={ 12,345 }
n

Sea f una funcién cuyo dominio es P(A) - ¢ y de modo que a f{X) le hace

corresponder su elemento maximal para cada Xe P(A) - ¢ Ahora definamos la

1-1
funcion g N— A como sigue

g(0) = fIA)=1€A, g(0)=1,
g(1) =AA-{ g0 }),

1

g =fA-{1}) = ,gm%,

SO

g(2) = AAA-{ g(0).g() }),
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NP PR I
g(2)—f(A{1,2}) 3 82)=3,

g(3) = AAA-{g(0), g(1), g(2) }),
—apd 1T _1
g(3)_f(A{ 132’3})"4a g(3) 4’

g(4) = AA-{ 2(0), g(1), g(2), g3 }),

1 1 1
" } =5, 8=,

= {A. 11
g<4)-f(A{ L

y asi sucesivamente Nétese que la funcidon g esta bien definida, desde que la
funcién f esta bien definida y, ademas g N->A es una funcién 1-1, lo que nos

permite establecer que N < A

EJEMPLO 2.3: Todo conjunto infinito contiene un subconjunto infinito
enumerable

Demostracién:

Sean A un conjunto infinito y P(A) el conjunto de partes no vacias de A
Aplicando el Axioma de Eleccion existe una funcion f P(A)->A tal que, para
todo subconunto no vacio X de A, AX)eX Definamos por recurrencia la

aplicacion F como sigue

F(0) = fIA),
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n-1
yparatodo n > 1, F(n) = fA -U{ f( }) Lafuncion F es inyectiva, porque
1=0

n-1

para todo neN, Fm)eA|J{ f() }. conlo cual, si n = m mplca que
1=0

F(n) # F(m) Notese que por la forma en que se definid F ella es sobreyectiva

En efecto, F es una funcion definidade N en
n-1
B={ f(A) }u{ fA-UJlro} }
1=0

de modo que para todo numero natural, tenemos que
F(N=BCA
Por consiguiente, F(N) es un subconjunto de A equipotente con N, es

decr, F(N) ~ N Lo que demuestra que F(N) es un subconjunto infinito

enumerable de A

Para una mejor comprension del siguiente ejemplo, donde illustraremos
una aplicacion del Lema de Zorn, es necesario revisar preliminarmente algunos

conceptos de topologia general

El conjunto V(x) de las vecindades de un punto x en un espacio

topologico (X,T) satisface las propiedades

() Laintersecciéon de dos vecindades es de nuevo una vecindad
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(n) Si V. es una vecindad de x, entonces cualquier conjunto W tal que

V.C W es de nuevo una vecindad

Basados en el espintu de estas dos propiedades podemos presentar la

siguiente definicion

DEFINICION 2.2: Dado un conjunto X, un filtro F para X es una

coleccion no vacia, de subconjuntos no vacios de X tal que
(1) Si F4,F2€ F, entonces Fy \FeF

(my Si FeF y FcG, entonces GeF

Evidentemente que, dado un espacio topolégico (X, ) y xeX, el

conjunto F(x) de las vecindades de x es un filtro para X

DEFINICION 2.3: Dado un filtro F, decmos que BC F es una base de

filtro para F, siy sélo si, dado FeF existe BeB talque BCF

En general st Fy,F2 son dos filtros sobre X tales que FiC F2, decimos

que F» es mas fino que Fy Esta relacion de inclusién define una relacion de
orden sobre el conjunto Fi/(X) de todos los filtros sobre X, y por supuesto

tendremos derecho de hablar de todas las definiciones concernientes a un

orden
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DEFINICION 2.4: Dado un conjunto X, un ultrafiltro para X es un filtro

maximal, esto es, no existe un filtro mas fino que él

EJEMPLO 2.4: Dado unfiltro 7 en X, existe un ultrafitro § en X tal

que FC.S
Demostracién:

Por hipétesis F es un filtro en X Definamos el conunto M de la
siguiente manera M = { 4 talque FCA4,y, A esunfitoen X } M es
ordenado por la relacion de inclusién Sea C una cadena en M Si definmos
H=UC, esdecr, H es la umon de todos los filtros que estan en C, vemos
que H es un filtro y que él es cota supenor para C En efecto, sean
G, GeH = UcC, entonces C;(NC:eUc=Hyss GeUC=Hy CCB,
entonces BelJC = H, esto mplica que H es un filtro Por otro lado,
supongamos por el absurdo que H no es cota superior para C, entonces
quiere decir que existe un filtro G mas fino que H, es dear, UCc GeC, o
cual contradice la definicion de H, esto demuestra que H es cota supenor de
C Ahora bien, tenemos que E! conjunto ( M,C ) no vacio y parciaimente
ordenado, en el cual la cadena C tiene a H como cota supenor, entonces

aplicando el Lema de Zom existe un elemento maxmal S en M, es decr, S
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es maximal en el conjunto de los filtros que contienen a F, luego es un

ultrafiltro

EJEMPLO 2.5: Base de Hamel Sea R el conunto de los nimeros
reales y Q el conunto de los niumeros racionales Se dice que »n numeros
reales xi,x2, ,x, son linealmente dependientes, si es posible encontrar n
numeros racionales ri,r2, ./, no todos nulos, tales que

rixa+ rat +rpx, = 0,
y se dice que son linealmente independientes en caso contrario

Se dice que un subconjunto B de R es una base de R sobre Q (o
base de Hamel) si cumple las dos condiciones siguientes

1) Los elementos de todo subconjunto finito de B son numeros reales

inealmente independientes

2) Para todo nimero real x existe un nimero fimto xi,x2, .x, de

elementos de B y un mismo numero ryr2, ./, de elementos de Q,
tales que x= rixi+ raxag+ +rpx,

Nuestro ejemplo consiste en demostrar la existencia de una base de
Hamel En efecto, sea Lc P(R), el conjunto de subconuntos B de R que

cumple la condicion 1) Sean ( L,c ) el conunto ordenado por inclusion,

( C,C ) un subconjunto totaimente ordenadode ( L,C ) [0 sea, una cadena] y

C-= UL Se probara que CeL Sea { xpx3..x, }=C vy sea, parai =
LeC
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1.2, n, L, un conunto de C al cuai pertenece x; Puesto que ( C,C ) esta
totalmente ordenado existe LeC talque L,cL , 1=12 .n entonces
x1,x2, ~n € L conlocual xixz2 ,x, sonlinealmente independientes

Por el Corolano 2 3, del Lema de Zorn, existe un elemento maximal L, de
(L,c ) Demostraremos que Lo es una base de Hamel, para lo cual sélo resta

verficar el cumplimiento de la condicidn 2) En efecto, sea x un nimero real Si
x€ly puede escrbirse x = 1x con lo cual se cumple la condicién 2) Six¢L,,
puesto que Lo es maximal en ( L,c ) resuta LoU{x }eL, luego existen
x1,x2, xm€Lo Qque constituyen con x un conjunto linealmente dependiente
Existen entonces nimeros racionales r,r1,F2, /m Con r # 0, talesque rx+
rixi+ roxo+  +rpx, =0, de donde se deduce

__hx nx, X

m—"m
b}

r r r
con lo cual también se satisface la condicidn 2) Evidentemente que si r =0,
obtenemos, que { x,x,, ,x, } es lineaimente dependiente, lo cual es una

contradiccidon

Se siguen los mismos lineamientos de la demostracion anterior para
probar la existencia de una base en un espacio vectonal cualquiera Esto lo
vamos a realizar en el tercer capitulo como una propuesta para que sea

estudiado en el Algebra Lineal



CAPITULO Il
PROPUESTA PARA LA ENSENANZA DEL AXIOMA DE ELECCION
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3.1. Importancia del Axioma de Eleccion en Matematica.

En esta seccién nos dedicaremos a presentar algunas de las importancias
mas relevantes del Axioma de Elecciéon en el estudio de la matematica En el
capitulo anterior vimos que el estudio del Axioma de Eleccion conlleva el estudio
de vanas proposiciones equivalentes, de modo que las aplicaciones de dichas
proposiciones las podemos considerar como hereditanas para el Axioma de
Eleccion De esta manera, observamos en el mismo capitulo, que el Axioma de
Eleccion tiene aplicaciones en multiples ramas de la matematica, convirtiéndose

en la importancia mas sobresaliente

Una importancia de mucho peso del Axioma de Eleccion en matematica
consiste en que en varias ramas de la matematica existen teoremas que tienen
demostraciones largas, complicadas y no intuitivas, sin usar el Axioma de
Eleccion Sin embargo, empleando el Axioma de Eleccién dichas pruebas son

cortas y facilmente comprendidas

Otra importancia del Axioma de Eleccion se encuentra en la Teoria de los
Cardinales, la cual seria imposible desarrollar sin el uso de dicho Axioma, tanto

para los conjuntos finitos como para los conjuntos infinitos

Citemos ahora la importancia del Axioma de Eleccién en la

Axiomatizacion de la Teoria de Conjuntos La Axiomatizacion de la Teoria de
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Conjuntos dada por Zermelo esta contenida en su memornia de 1908, titulada
“Investigaciones sobre los Fundamentos de la Teoria de Conjuntos” Dicha
Axiomatizacion presenta siete axiomas EI Axioma (1) es el axioma de
Extensionaiidad, el Axioma (2) es el axxoma de los Conjuntos Elementaleé, el
Axioma (3) es el axioma de los subconjuntos, el Axioma (4) es el axioma del
Conjunto Potencia, el Axioma (5) es el axioma de la Reunién de Conjuntos, el

Axioma (6) es el axioma de Eleccion y el Axioma (7) es el axioma del Infinito

La Axiomatizacion dada por Zermelo fue modificada en 1922, por
Abraham A. Fraenkel (1891-1965), quien modificd el tercer axioma de Zermelo
a fin de eliminar su imprecision, demostré la independencia del Axioma de

Eleccién e introdujo el Axioma de Sustitucién

La Axiomatizacion de Zermelo-Fraenkel ( abreviado ZF ) es una de las
que en la actualidad se encuentra con mayor frecuencia, es altamente exitosa,
sus axiomas tienen una fuerte descnpciéon intuitiva, esta libre de contradicciones
y. ademas, es lo suficientemente poderosa para proveer una base para todas las

matematicas clasicas

Los axiomas que presenta ZF son los siguientes
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AXIOMA DE EXTENSIONALIDAD: St x y y tenen los mismos

elementos, entonces x =y

AXIOMA DE REGULARIDAD: Todo conjunto no vacio tiene un
miembro menor respecto a € En efecto, si existe algin yex, entonces existe

algin :-ex para el cual no existe we={)x

AXIOMA DEL CONJUNTO NULO: Existe un conjunto sin miembros

AXIOMA DE PARES: Si x y y son conjuntos, entonces existe un

conjunto - de modo que paratodo w, we:- siysolo st w=x O w=y

AXIOMA DE UNION: Paratodo x existe un y de modo que -€y sty

solo sI existe un wex con zew

AXIOMA DE EL CONJUNTO POTENCIA: Paratodo x existe un y de

modo que paratodo z, z€y siysélosi =-Cx

AXIOMA DE INFINIDAD: Existe un conjunto x de modo que @ex y

siempre que ycx, entonces yU {y}ex
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AXIOMA DE SUSTITUCION: Si P es una propiedad funcional y x es

un conjunto, entonces Rang(P|x) es un conunto En efecto, existe un conjunto y
de modo que para todo -, -€y sty sblo si existe un wex de modo que

P(w) = :

La Axiomatizacidn obtenida por el Axioma de Eleccidon y los Axiomas de
Zermelo-Frankel la denotamos por ZFC Kurt Gédel (1906-1978) demostro que
si ZF esta libre de contradicciones, entonces también lo estd ZFC Quizas lo
mas famoso de estos axiomas es la Hipétesis Continua Generalizada
( abreviada GCH ), la cual sostiene que el cardinal sucesor del cardinal k es

2% el caso especial para k = w, llamado la afirmacion w; = 2", es llamado la

Hipétesis Continua ( abreviado CH ) Los trabajos de Godel en 1938 y de Paul
J. Cohen muestran que CH y GCH no pueden ser probadas o refutadas sin

ZFC

Los trabajos de Cohen han permitido establecer la independencia de la
hipétesis del continuo y, de este modo, han contnbuido a clarficar el estatus del
Axioma de Eleccion y de los teoremas que no pueden ser demostrados sin ese

axioma

Suponiendo la verdad de ZFC en el universo de todos los conjuntos,

podemos producir modelos de ZFC teniendo propiedades adicionales Pero



90

suponga que algun dudoso cree que ZF es verdadero en el universo de todos
los conjuntos, pero que el Axioma de Eleccién no lo es, aun mas, él sospecha
que el Axioma de Elecciéon puede ser desaprobado por 2ZF Para su
conocimiento amigo dudoso, Godel produjo un modelo de ZFC asumiendo sélo
que ZF tiene un modelo y por consiguiente demostré que ZFC es tan
consistente como ZF, y de esta manera el Axioma de Eleccién no puede ser

desaprobado por ZF

No solamente los teoremas de Godel y Cohen son los pilares de los
fundamentos de las matematicas sino que las técnicas utiizadas para
demostrarlos han sido extremadamente fructiferas en las ultimas décadas
produciendo resultados consistentes que resolvieron problemas antiguos en

Logica, Topologia, Analisis, Algebra, y otras ramas de la matematica.

3.2. Propuesta para la enseiianza del Axioma de Eleccion en la

Licenciatura en Matematica.

Vamos a presentar una propuesta para la ensefanza del Axioma de
Elecciéon en los estudios de la Licenciatura en Matematica de nuestro pais
Basicamente nuestra propuesta consiste en introducir el estudio del Axoma de
Eleccion y de proposiciones equivalentes, a lo largo de los cuatro (4) afios de la
Licenciatura en- Matematica, pero obviamente el tratamiento en cada aio (I, Il,

I, IV) va a vanar de acuerdo a la version del Axoma de Eleccién que se estudie
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y al grado de profundidad con que la misma sea tratada Como quiera que sea
todo estudio de un tema debe partir de un objetivo de aprendizaje, por lo que
para cada afio vamos a proponer algunos objetivos de aprendizajes, seguido de
un temario basico Ademas para algunos anos presentaremos ejempios
particulares del empleo def Axioma de Eleccion y de proposiciones equivalentes
Estos ejemplos consisten en las demostraciones de teoremas de gran
importancia en diversas ramas de la matematica, para comprender estas
demostraciones supondremos, de ante mano, que contamos con los conceptos

matematicos basicos necesarios, y no entraremos a detaliar los mismos

3.2.1. El Axioma de Elecciéon en el Primer Afio de la Licenciatura en

Matematica.

Proponemos incluir en el programa de la asignatura de Fundamentos |,
Matematica 101a, los objetivos y el contenido que postenormente detallamos
Pero éstos deben ser estudiados después de haber examinado el desarrolio o

tratamiento de la relacion de orden y del concepto de funcion

Objetivos:

1 Definir el concepto de Funcion de Eleccion

2 Enunciar el Axioma de Eleccion presentado por pnmera vez por
Zermelo en 1904

3 Demostrar el Axoma de Eleccién para el caso de conjuntos finitos

4 Enunciar el Postulado de Buena Ordenacion
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5 Enunciar el Teorema de Zermelo y su reciproco

6 Enunciar el Lema de Zorn

Contenido:

Funcion de Eleccion

= Conceptos

= Ejemplos

El Axioma de Eleccion

* Breve resena historica

= Enunciado presentado por Zermelo en 1904
= Demostracion para el caso de conjuntos finitos
Postulado de Buena Ordenacién

= Enunciado

Teorema de Zermelo y su reciproco

= Enunciados

El Lema de Zom

* Enunciado

= Corolario del Lema de Zorn

¢ Enunciado

92
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3.2.2. El Axioma de Eleccién en el Segundo Afio de la Licenciatura en

Matematica.

Proponemos incluir en el programa de la asignatura de Algebra Lineal |,
Matematica 250a, los objetivos y el contenido que seguidamente detallamos
Especificamente consideramos que debe ser incluidos en el tercer médulo que

trata los espacios vectonales

Objetivos:
1 Definir el concepto de Base de Hamel
2 Aplhicar el Lema de Zorn en la demostracion de la existencia de una

base para todo espacio vectorial

Contenido:
» Base de Hamel
» Concepto
» Lemade Zorn
s Corolaro del Lema de Zomn

s Aplicacion

A continuacidén, una aplicacion del Corolano del Lema de Zorn en la

demostracion de un importante teorema de Algebra Lineal
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TEOREMA 3.1: Todo espacio vectonal posee una base

Demostracion:
Sea V un espacio vectonal cualquiera'y Fc P(V) el conjunto de
subconjuntos B de V que son lineaimente independientes, o sea,
F={ BcV B eslinealmnte ndependiente }

Es claro que ( F,C ) es un conjunto no vacio parcialmente ordenado con
la relacién de inclusidn Probaremos que ( F,C ) satisface las condiciones del

Corolano del Lema de Zom (Corolano 2 3) En efecto, sea C un subconjunto

totalmente ordenadode F ysea C = U B Demostraremos que C es un
BeC

elemento de F; o sea, que C es un subconjunto linealmente independiente de

V Sea{ x,,x,, ,x, }cC denotemospor L; 1=1,2, ,n, al subconjunto de C

el cual contiene a x; Como C es totaimente ordenado, existe un LeC tal que
L,cL paratodo 1= 1,2, ,n‘, lo cual mplica que x,€L paratodo 1=12, n
Como L es linealmente independiente y { x,,x;, ,x, jcL, se tiene que
{ x.x5, ,x, }es lineaimente independiente por lo tanto { x,x;, ,x, }€F

Por el Corolano del Lema de Zorn existe un elemento maximal Bo de (
F C)
En lo que sigue probaremos que Bo es una base para V, para lo cual

solo resta verificar la condicidon (2) de la Base de Hamel (Ver el Ejemplo 2 3)

Sea V el espacio vectorial sobre el cuerpo K y xeV
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- S1 xeB, entonces x=1x, con 1K, por lo tanto se cumple la
condicion (2)

- Supongamos que x¢By Si BoU{x} es lineaimente independiente;

entonces BoU{x }€F y Bo—BoU{x} lo que contradice el caracter maximal

-
de B, Porlo tanto, BoU{x} es linealmente dependiente, es decir, existen
escalares
A, 25 Ay A €K
no todos nulos tales que
Axy + Lhxy + +Ax, +4,,x=0

St A,,, =0, entonces A4x) +Ax;+ +4,x,=0, donde no todos los 4,

son nulos, esto implica que { x,,x,, ,x, } es linealmente dependente lo cual

es una contradiccion Asi 4,,,; #0 y x se puede escrnibir como

L W .o R .7}
Inil Pt Ans1’

con lo cual se prueba que se cumple la condicién (2) Por lo tanto Bo es una

base para V
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3.2.3. El Axioma de Eleccion en el Tercer Aio de la Licenciatura en

Matematica.

Proponemos que en Tercer Afio de la Licenciatura en Matematica se
apliqgue el Axioma de Eleccién, en su versién de la funcién selectora, y el Lema
de Zorn, en las demostraciones de importantes teoremas en las asignaturas de
Topologia y Algebra Il Con el objeto de ilustrar nuestra propuesta vamos a
presentar las demostraciones de dos teoremas en esta direccion, ademas de los

ejemplos que fueron presentados en el segundo capitulo

TEOREMA 3.2: Si un espacio topolégico es Contable Il, entonces es
separable

Demostracion:

Supongamos que ( X,7') es un espacio topolégico Contable Il, entonces
T posee una base enumerable B Denotemos
=B -{4)

Luego B #¢ , para todo Be B+ Por el Axoma de Eleccion, existe una

funcion

f B«+>X
tal que f{B)eB, paratodo Be B« Tomemos el conjunto

A={ f(B) BeB. }cX
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Como B- es enumerable, entonces A es enumerable Probemos que A

es denso en X, es decir, que CI/(A) = X Supongamos que X - C/(A) = ¢,

entonces existe pe{ X-CI(A) } Como X - Cl(A) es abierto, existe un BeB.

tal que
peBc{ X-CiA) }
Pero, por nuestra construccion, A contiene puntos de B vy

Bc{ X-CI(A) }, lo cual es una contradiccion Asi X - Cl(A) = ¢, de donde

CI(A) =X Porlotanto (X,T) es separable

TEOREMA 3.3: En un anillo conmutativo con unidad, cada ideal propio
esta contenido en un ideal maximal

Demostracion:

Sea A un anillo conmutativo con unidad, e | un ideal propio de A
Definamos la siguiente familia

A={ J.1cJy J esesunidealpropiode A }

Evidentemente 4 es no vacio, ya que led Note que (A4,C ) es un conjunto
parcialmente ordenado con la relacion de inclusion Probaremos que  (4,C )

satisface las condiciones del Corolano del Lema de Zom En efecto, sea C un

subconjunto totalmente ordenado de 4 y sea H= U J Probaremos que H es
JeC

un elementode 4, oseaque H esunideal propode AelcH Sea abeH,

entonces existen J;, J; €C tal que acJ;, beJ; Como C es totalmente
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ordenado, entonces existe un JeC talque J,cJ y J,cJ Como J esun

ideal, se tiene que (a-b)eJcH, asi (a-b)eH Por otro lado, sean aeH y

~

re A, luego, existe un JeC talque acJ Como J es unideal se tiene que ra
y ar pertenecena J Luego raeH y areH Hemos probado de esta manera

que H es unidealde A Ahora bien, como 1¢J, paratodo JeC, se tiene

que 1QH=U J Asipues, H esunideal propiode A e ICH, loque implica
JeC

HeA
Por el Corolano del Lema de Zorn existe un elemento maximal Il de (

A,c ) Porladefinicion de A4 y por el caracter maximal de lp, se tiene que si J

es unidealde 4 con lo—J, entonces J = A, puesto que por el contraro se

*

tendriaque Jed con lo—J Asipues lo es unideal maximal de 4

)

3.2.4. El Axioma de Eleccion en el Cuarto Afio de la Licenciatura en

Matematica.

Proponemos inclurr en el programa de la asignatura de Logica,

Matematica 416, los objetivos y el contenido que seguidamente detallamos

Objetivos:

1 Analizar distintas formas del Axioma de Eleccion
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2 Analizar proposiciones equivalentes al Axioma de Eleccién

3 Demostrar las equivalencias légicas entre las proposiciones
analizadas y el Axioma de Eleccion

4 Analizar ejemplos de aplicacion del Axoma de Eleccion y de

proposiciones equivalentes, en distintas ramas de la matematica

Contenido:

Distintas formas del Axioma de Eleccion

* Enunciado dado por Zermelo en 1904

» La funcién selectora

* Axioma Generalizado de Eleccién

* Forma Multiplicativa del Axioma de Eleccién
Proposiciones equivalentes al Axioma de Eleccidn
* El Postulado de Buena Ordenacién

*» El Lema de Zorn

*» EL Lema de Tukey

= El Pnncipio de Maximalidad de Hausddorff
Ejemplos de aplicacion del Axioma de Eleccidon y de proposiciones

equivalentes



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
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El Axioma de Eleccion toma diversas formas, entre las cuales la que posee
mayor claridad para su comprension y mas aplicaciones a nivel de pre-grado
es la forma de la Funcion Selectora Por lo tanto, recomendamos que en los
estudios de Licenciatura en Matematica se le brinde especial atencion a la

refenda version del Axioma de Eleccion

EL Axioma de Eleccién tiene diversas proporciones equivalentes, entre las
cuales la que posee mayor claridad para su comprension y mas aplicaciones
a nivel de pre-grado es el Lema de Zom y su corolario Por consiguiente,
recomendamos que en los estudios de la Licenciatura en Matematica se le

brinde especial atencion a la refenda proposicién y su corolario

El empleo del Axioma de Eleccién en las demostraciones de teoremas hace
a éstas mucho mas claras y comprensibles, de modo que podemos lograr
mayor firmeza en el convencimento de quienes examinan la prueba La
grandeza de tal axioma es la manera en que se forma el conjunto no vacio al
seleccionar un elemento de cada conunto de una famiha de conjuntos no
vacios Por lo tanto, recomendamos que se utilice el Axioma de Eleccién en

las demostraciones de teoremas a nivel de Licenciatura en Matematica

A raiz de la aparicion del Axioma de Eleccion surgen vanas proposiciones,
que se han demostrado ser equivalentes con éste Esta razon es una de las
mas importantes por las cuales le hemos dedicado este trabajo al Axioma de

Eleccidn y no a alguna de las otras proposiciones equivalentes Ademas por
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el mismo hecho es que decimos que las aplicaciones de las proposiciones

equivalentes con el Axioma de Eleccion, son hereditanas para éste altimo

No tenemos certeza de cual fue el pnmer matematico que empleo el Axioma
de Eleccion, ni mucho menos la fecha en que fue utihizado por pnmera vez,
pero si tenemos seguridad de que Emest Zermelo fue el primer matematico
en presentar un enunciado explicito de dicho Axioma y lo utiizé para probar
que todo conjunto puede ser provisto de un buen orden, desde este
momento, para el afio de 1904, este Axioma llamé la atencién de los grandes
matematicos de la época, y al transcurnr el tempo ha 1do cobrando mucha
importancia con las aparnciones de proposiciones equivalentes, tanto asi que
en la actualidad es objeto de profundas investigaciones Es esta una de las
razones fundamentales por las cuales hemos presentado una propuesta para

la ensefianza del Axioma de Eleccién a nivel de Licenciatura en Matematica
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