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INTRODUCCION 

Uno de los temas que mayor interés ofrece dentro de 

los fundamentos representados por variables de carácter bidi-

mensional o multidimensional es aquel que nos da a conocer 

la forma y el grado de relación que existe entre dichas va-

riables. 

Para estudiar este tema se plantean dos técnicas estre-

chamente relacionadas entre sí que son:la regresión y la co-

rrelación. 

El análisis de correlación produce un número que resu-

me el grado de relación o asociación entre dos o más varia-

bles; y el análisis de regresión da lugar a una ecuación ma-

temática que describe dicha relación. 

Considérense, preguntas como las siguientes: 

1.- ¿Están relacionadas la edad y la resistencia física? 

2.- ¿Tienden a tener mayor nivel de escolaridad las per-

sonas con altos ingresos, en comparación con las de 

bajos ingresos? 

3.- ¿Puede el éxito en el trabajo predecirse a partir de 

calificaciones obtenidas en las pruebas de selección? 

4.- ¿Parece influir la temperatura en el índice de crimi-

nalidad? 



5.- ¿Se desenvolverán mejor en un curso de matemática, los 

alumnos con mayor habilidad para la lectura que los 

que muestran menos habilidad? 

6.- ¿Está relacionado el aprovechamiento escolar de nivel 

universitario con el aprovechamiento respectivo a ni-

vel de bachillerato y la calificación del examen de 

admisión? 

7.- ¿Qué relación existe entre elconsumo de carne, el pre-

cio de la carne y el precio de la carne de cerdo? 

8.- ¿El número de personas protegidas por la C.S.S., guar-

da relación con el número de asegurados cotizantes y 

el número de beneficiarios? 

Estos problemas y problemas semejantes se presentan 

en un análisis de correlación. El resultado de un análisis 

de esta naturaleza es el liando coeficiente de correlación, 

cuyo valor cuantifica el grado de asociación, entre las varia-

bles involucradas en dicho análisis. 

En este trabajo estudiaremos métodos para medir el gra-

do de dependencia entre variabales aleatorias. Primeramente 

estudiaremos el coeficiente de correlación exactamente como 

medida de dependencia entre dos variables aleatorias. 

Esta noción es luego extendida a una medida de depen-

5encia entre una variable y un conjunto de variables por me-

dio del coeficiente de correlación múltiple. Por otra par- 



te, para estudiar la dependencia entre dos variables de un 

grupo cuando los efectos de las otras variables correlacio-

nadas han sido removidas, se introduce la noción de corre-

lación parcial. 

Se estudiará además la estimación y prueba de hipótesis 

concerniente a los distintos coeficientes de correlación. 
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CORRELACION SIMPLE O TOTAL 

Cuando tratamos de establecer el grado de asociación 

entre dos variables estamos refiriéndonos a su correlación, 

que podemos entender como el conjunto de causas comunes a am-

bos. Así, si una variable (por ejemplo Y) se supone "motiva-

da" o "explicada" por otra (por ejemplo X), la correlación 

entre ambas nos hablará del grado de asociación en que el fenó-

meno representado por ambas poseen causas comunes. 

Estas variables representan un conjunto de puntos, de 

acuerdo con el tipo de relación. Si el espacio es bidimen- 

sional, los puntos son (x1,171),...,(xn,yn), que 	determinan 

el diagrama de dispersión, sirve como referencia para deter-

minar nuestra curva de ajuste, que puede ser: 

1.- 	Y = ao 7' a1X 	 Línea Recta 

2.- 	Y = ao 7'  a1X  7'  a2X2 Parábola 

3.- 	Y = ao 7'  a1X 7t a2X2  7'  a3X3 Curva Cubíca 

4.- 	Y - ao 	a1X 	a2X2 y a3X3  7'  a4 X4 Curva Cuártica 

5.- 	Y = ao 7'  a1X 7' a2X2 	anXn Curva de grado n. 

Estas ecuaciones se llaman polinómicas de primero, se-

gundo, tercero cuarto y n grados respectivamente. 

Otras posibles ecuaciones que en la práctica aparecen 

son las siguientes: 
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1.-  

2.-  

3.-  

Y= 

Y = 

Y = 

1 1 =aY 	aX Y 	0 	1 

	

= log a 	X log b 

log a Y b log X 

Hipérbola 

Curva exponencial 

Curva geométrica 

ao+a1X 

abX ó log Y 

aXb  ó log Y = 

Cuando se trata de dos variables solamente se habla de 

correlación simple, ésta puede ser Lineal o no-Lineal. 

Para llegar a una posible definición y evitar el juicio 

individual en la construcción de recta, parábolas u otras cur-

vas de aproximación, usaremos el Método de Mínimos - Cuadrados. 

Dado los siguientes puntos (x1,371), (x2 ,y2),..(xn,Yn), 

es decir, para cada valor de X, obtendremos el correspondien-

te valor de Y en la curva, consecuentemente las desviaciones, 

D1,D2 ...Dn. 

Una medida de "bondad del ajuste" de la curva a los da-

tos viene suministrada por la cantidad D1
2+ID2

2+...+Dn
2 

Si esta es pequeña, el ajuste es bueno, si es grande el ajus-

te es malo. 

Haremos la siguiente definición formal. 

Definición: 

De todas las curvas de aproximación a una serie de da-

tos puntuales la curva que tiene la propiedad de que 

D1
2 	D2

2 	Dn
2 es mínima (1) 



Sy/x= S 0 y= 

X 

-3 

Se conoce como la mejor curva de ajuste. 

Una curva que presenta esta propiedad se dice que se 

ajusta a los datos por mínimos cuadrados y se llama curva 

de mínimos cuadrados. Así, una recta con esta propiedad se 

llama recta de Mínimos cuadrados, una parábola con esta pro-

piedad se llama parábola de mínimos cuadrados. 

Nuestro objetivo es medir el grado de asociación entre 

Y y X, antes de estudiar la Recta de Mínimos-Cuadrados, estu-

diaremos tres casos extremos. 

Caso 1. 	Correlación cero. 	Y 

Y no esta asociado con X; Y 

no esta afectada por nada. 

No hay variación, este caso 

no es interesante porque no 

hay variación en Y. 

Caso 2. Correlación cero 
Y 

• • 
. e  

   

• • • 
• 

• 
S =S 0 
Y/x Y 

• • 
• • 	• 

• • 	• 
• • 

• 

   

  

X 

   

Y no esta asociada con X, 

no hay ninguna asociación o 

la que llamaremos correla- 	Y 

ción; predecir Y no es trivial 

pero conocer X no reduce la va-

riación de Y. 



S =0 S Y 	Y 

c= a+bx 

/1(/  

Y- 

	  X 

4 

Caso 3. Correlación perfecta 

La asociación entre Y y X 

aparece gráficamente como una 

línea recta. Todos los puntos 

caen en una línea. Hay varia-

ción en Y, pero el conocer X 

sabemos exactamente lo que es Y. 

El caso 1 tiene la característica perturbadora de que 

una línea recta (con b = 0) describe perfectamente los punto 

pero no hay "ninguna asociación" porque Y es independiente 

de X. El caso 1 "no es interesante" desde el punto de vista 

de esta discusión porque no hay variación en Y. 

Recta de Mínimos Cuadrados 

La recta de aproximación por mínimos-cuadrados del con- 

junto de puntos (x1'y1), (x2 ,y2 ),...(xn'y) tiene 	la ecua- 
ción 

Y = a + bX 	 (2) 

Nuestro problema es determinar los parámetros a y b, 

utilizando el principio de mínimos-,cuadrados Sea dI=Y1-Yc  

la 1-ésima desviación, error o residuo entre Y (valor ob- 1 
servado) y Yc  (valor calculado). 

N 	 N 
Entonces 	> d = O y 	71,d 2 	O 

1=1 1 	 1=1 1 
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Luego 
N  
> 1  (Y -Yc ) 2 
1=1 	1  

 

i=1 

Tenemos 

N 

1=1 	i=1 1 
	 ( 3 ) 

que ha de ser mínima respecto de a y b para la cual es preci-

so que sus respectivas derivadas parciales con relación a 

dicho parámetro se anulen 

N  9 o = 	>  2(y.-a-bxi)(-1) = O ' i=1 

2(y.-a-bxi)(-x) = O 
i=1 1  

Así las ecuaciones normales quedarán en la forma 

N N  
Y. = Na + b 	X. 

i=1 	 i=1I  

X.Y. = a i=1  1 1 
N 

1= 
(5) 

   

(4) 



- 6 - 

Dividiendo en ambas ecuaciones por n, y representando 

por.5? a la media de X y V a la media de Y, nos quedará 

= a + b —x (6) 

 

2 X. 
i=1 1  

N 

 

X.Y.  11 	 a ax + N (7) 

 

de donde, podemos deducir los valores de a y b multiplicando 

la primera ecuación por 	y sumándola con la segunda tendre- 

mos 

X.Y. 1 i=1 x. 2  2 1  V=b( 	N 	) 	(8) N 

N 
77 x.y. 3...e171 1 1 

N  b = 
xY 

2 

En el denominador de (8) tenemos la notación que repre-

senta a la Variación de X o sea 
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N 	2 EX. 
i=1 1  S 2

X N 
2 

N 
ZX. 2  
i=11  

N 
2 	2 

25¿ + 

	

N 	 N 
X.2 	Ex'. 	2 i..--1 	. 1 	i=1  . 	 23? 	 + 5Z N 	N 

	

N 	 N 
E 	

2 
X 2 	X + N -5-C.  - 251. 2: i 

	

i=1 	i=1 
N 

2 
X. 2- 251 X. + 

N 

s x  
(x.-)2 

2 	i=1  

 

N 

En el numerador de (8) tenemos la notación que repre-

senta a la covarianza de XeY, o sea 

X.Y 
S 2 

XY 	N 3-c 
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X. Y - N .1 
N 

    

        

    

X . Y . - N7 -1- N717 +NR- 
1 1 

 

    

N 

    

   

"gZ(X.Y.- VEX.-FC Y. + 	7) 

 

    

N 

    

         

entonces 

b= 

N 	 N 

S2 
XY  

( 9 ) S2X  

de la ecuación (6) podemos obtener que 

a= 	- b 

remplazando en (2) obtenemos 

Y = Y - 1371 + bX 

entonces 

Y - 	= 
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Finalmente, la expresión de la regresión lineal de Y 

sobre X, se puede escribir así 

Y- (X-) 	 (10) 

De la misma forma, podríamos determinar la regresión 

lineal mínimo-cuadrática de x sobre y, donde b' sería el coe-

ficiente de regresión de X sobre Y, estableciendo que 

b' S 2 X  
S 2YX 

La Correlación Lineal. 

Despúes de obtener la recta de regresión entre las dos 

variables buscaremos el grado de asociación entre las varia-

bles o sea la correlación. 

Es claro que 

N 	 N  2 
- 	>i-5")] 2  o i=1 

Desmostraremos que (12) es equivalente a la 

N 	 N 	 N  7) 2 ' 	,2 
	 2 il(yo- )  

i=1 1 	 o i=1 

(12) 



Demostración: 

Desarrollando el producto notable, obtendremos 

N 
(Y -V) 2  = 	(Y -Y )2 2 	 (Y -Y )(Y 	714 (Yo- ) 2 

1=1 

La demostración queda hecha, si se consigue demostrar 

que el segundo sumando es cero, y esto es evidente ya que 

N  
(y.-y0 )(Y0--37)=2_,(Y.-a-bx ) ( a+bx- ) 

1=1  i=1 1 

a 2:(yi-a-bx) + bEX(y-a-bx) 

E (y-a-bx) 

las ecuaciones normales 

Z (yi-a-bx) = O 

Y 
X ( y-a-bx ) = O 

por lo que 

N 
2: 
i1 	

(y.-yo  )(yo  -y) = 0 
=  

N 

N 



De alli 

N N 	 N -2 
Z (Y.-Y) = 	(Y.-Y )

2 (Y -Y) 2 
i=1 	 i=1 	o 	i=1 ° 

de la ecuación (13) podemos determinar que yo  es el valor de 

Y según la recta de regresión de Y sobre X, entonces podemos 

deducir la ecuación de regresión 

S2 
Y -v = 	Y (X-5Z) o 2 S x 

Elevándolos al cuadrado obtenemos 

(37O-Y) 2  = (
S2xy) 2 

(x-)2 
2 2 (sx ) 

- Dividiendo ambos miembros entre (yi-y) 2  •obtenemos 

(Y0-57)2 	 S2 .2 (x-)2 ( 	xy ) (16) 
57 ) 2 	 -17") 2 	(s2 ) 2 

Como este es para el i-ésimo elemento entonces 

N N z  (y0-y)-2  
( S2xy ) 2 :1.=-1(xi-)

2 
i=1  

(13) 

(14)  

(15)  

(17) 

N (s2x ) 2 
- 2 (Y. -Y) i=1 1  

N 



formado en 

- 12 - 

representando 

N z yn _s2 r- )   
i=1  

" N 
E (.-Y) 2  17   
i=1 1  

N —2 
Li (Y -Y) 
1=1 1  

por fxy, quedaría (17) trans- 

N (S2xy,  ) 2 — 2 

	

2 	 (xi-x) 

	

Sx 	i=1 

x-5-¿)2 
Ñ i=1 

1 	N — 2 
i=1 1  

 

( S2xy.2 
S2X 

(4_ 2x) 2 

  

S2Y 

  

 

(18) 
(s2 )(s2y) 

 

Así pus tendremos el coeficiente de correlación lineal 

xy o sea 
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xy 
AÍ-727. 	2 s y (19) 

N 
(x - )(y 

1=1 - fxy 

N 1 L(xl  -F‹)(yi  -V) 
1=1 

N 	 N N 	 N 	1 

V 1 	 Yi 	 Yi 1=1 	 1=1 	 1=1 Y 1=1 

Correlación Simple (No Lineal)  

Las definiciones de coeficiente de correlación son com-

pletamente generales y pueden utilizarse, tanto para regre-

siones No-Lineales, como para lineales; la única diferencia 

es que Yo se calcula a partir de una ecuación de regresión 

no-lineal en lugar de una ecuación de regresión lineal. 

Entre las curvas de regresión no-Lineal que estudiare-

mos, se encuentran la parábola. 

Parábola de Mínimos Cuadrados  

La parábola de aproximación de mínimos cuadrados a la 

serie de puntos (x1,y1), (x2 ,y2 ),...,(xn,yn) tiene la ecua- 

ción 

Yo = a Y bX 	cX2 	 (20) 



2 = i=1  1 o 

Luego 
N 

i=1 

- 14 - 

sea 

d. = Y. - Y o 

elresiduooerrorentreY.(valor observado) y Yo (valor 

calculado) 

Entonces 

N 	 N 

i=1 1  
/: d. =0 	Y  

i =1 	 1 
(21) 

N 	N 
Q = >d 2   = 	 cx2. )2 

1=1 i 	1=1 1 	1 	1 

Derivando con respecto a los parámetros a,b,c, tenemos 

que: 

N Q =E 2(y1-a-bx.-cx. 2 )(-1) = O 
-115-í i=1 

2(yi-a-bx.1-cx.2 )(-x.) ... 0 1 	1 
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N Q _ -bx.-cx. 2 )( -x. 2 ) = O ac i=1 

Así las ecuaciones normales quedarán en la forma 

N N  Z y. = Na + b >‘x. + 
• 

1=1 1 	 1=1 

N N 2: X.Y. = a .71  . 
i=1 " 	i=1 1  

(22) 

N 1 	 2 N 	N E 4 X. -Y = a :2X 	+101...I X-  +c/ i 2 i=1 	 i=1 	i=1 	i=1 

Las constantes a,b,c se determinan resolviendo el sis-

tema de ecuación (22). Una vez obtenido los valores a,b,c 

especificamos la curva de regresión (20). Utilizando los 

mismos principios que en (12) y (13), obtendremos que 

(Y. -5;) 2  = 	(y. 	) 2 	 — 2 + 	(Y -Y) 
i=1 	 i=1 " 	i=1 ° 

(23) 

realizando el mismo trabajo que en (14), (15), (19) y (17), 

obtendremos que: 



N 2 

(24) 
(Y. -Y ) i=1 1 	o 

N 	— 2 
(y -y) 

1=1 

Variación Explicada 
Variación Total 
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r2 - N 	—2 
(Yi-Y) 

i=1 

Regresión Lineal en Notación Matricial 

Introducción: 

Entre los instrumentos matemáticos que se suelen emplear 

las matrices ocupan un lugar importante, como ayuda, aunque 

N 
Z(Y.-Y )

2 
i=1  i o 

los problemas sean complejos, su presentación en esta forma 

es concisa. Sucede lo mismo con las soluciones. 

La ecuación general para el modelo de regresión lineal. 

Y. = a+bx. + ei, i =  1 	1 

Entonces podemos escribir el conjunto de observaciones 



Y 1 

Y= Y2 

Y 
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Y1 	a + bx1 + e1 

Y2 	a + bx2 + e2 

Yn 	a + bxn +en 

Estas n ecuaciones tienen elementos que caen natural-

mente dentro de categorías. A la izquierda de la igualdad 

están las observaciones propiamente dicha. A la derecha los 

coeficientes de los parámetros y las componentes de error 

(e.). Podemos escribir en notación Vectorial y Matricial 

respectivamente, como 

1 X1 
1 X2 

X = 

1 Xn 

el a 
e= 	e2 

en 

Donde Y es el vector aleatorio de observación. La ma-

triz X, llamada también matriz de diseño, es una matriz de 

parámetros observable. Aquí la columna de los 1 puede consi- 

derarse valores de una variable ficticia X .=1,i=1,.n. 
01 	 ' 



O en forma 

Ahora 

Y 1 

Y 2 

Y 

general 

las ecuaciones 

1 	X1  

1 	X2 

• 

1 	Xn 

Y = XB 

pueden escribirse como 

e1 

e2 	(25) 

en 

ei  

- 18 - 

El vector B es un vector de parámetros desconocidos y ei es 

un vector de componentes aleatorias desconocidas. 

La Matriz de Covarianza 

ConsLderemos la distribución normal bívariante donde 

el vector media es 

r• 

X 

E 

1 

112 

(26) 

X 2 

En el caso bivariante la matriz de covarianza puede 

escribirse 
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2 (x1-).L1) (x1- )11)(x2-tk2 )  

(x2 - Y12 )(xl -P-1) 	(x2-2)2 
114.• 

r- 
C711 	(712 

0-21 	(5-22 

donde 011 r y cr22 son las varianzas y Cr12 y cr21 son las 

covarianzas. 

En el caso multivariante, la matriz de varianza-cova-

rianza se puede denotar 

C5-11 	0-12 ' • • ¿re.ln 

Cr2n C5-2 1 	(5-22 " • 

0--nn 

Como 21 es definida semi-positiva, entonces el deter-

minante del i-j esimo elemento de la matriz es mayor que ce-

ro entonces 

2 
(Tri 

cs'n 

  

C5-j 	j 

51i a_ii 
= 	(1- pii  ) 2 	(29)  

es positivo 

  

E1 E 

(28) 



....1E(xi-y-) 2E(T-11)2'  51a 
(31) 

- 20 - 

Luego 	1- yji2 >-1 

==e> p
. .

2 < 1 J ij  

r=> I 	 (30) 

El coeficiente de correlación simple o total lo escribimos 

como sabemos, ésta es una medida de asociación entre dos 

variables aleatorias X. e Y; La covarianza 	en el 

numerador es la esperanza del producto de las desviaciones 

de las variables respecto de sus medias (x.-j-..)(17i- II), por 

lo tanto el hecho de que una covarianZa sea grande y positiva 

lo entendemos entonces como aquel caso en que p ij  está cer-

ca de 1. Las siguientes figuras ejemplifican como se distri-

buye la gran mayoría de la masa de probabilidad correspon-

diente a la variable (x,y) de acuerdo al valor de la corre-

lación 



Y 

	 X 	 X 

Y 
4 

\, 
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cercano a 1  

Y 

pii  cercano a -1 

pii  cercano a O 
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Es importante notar que 	alcanza los valores ex- 

tremos en (30), cuando 	= 1 o -1 las variables X y Y 

están sobre una recta con probabilidad 1. Es fácil verifi- 

car que si 	=-1 ésta es negativa. Teniendo en cuenta 

esta discusión, podemos afirmar que la correlación es una 

medida del grado de linealidad de la distribución (x,y). 

Proposición 

El coeficiente de Correlación no depende de las unida-

des que se hallan adoptado para medir la X o Y. 

Demostración 

Verificaremos que flxy es invariante bajo cambios de 

escala osea que la correlación deT= ax 7¿byP= cy d 

es igual a la de X e Y 

Dado 

 

fxy - E(x-F-)(Y-YL) 

 

    

Sea 

 

) 2  E(y-11) 2.  

T= ax+b y P=cy+d 

E [T]= aE [x] +b y E [P] = CE [y] + d 

como E [x] fi, y E [y] 
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Entonces 

E [T] = a),L. +b y E [P] = 	d 

Luego 

fTP = E(T-E(T))E(P-E(P)) 

 

   

 

E(T-E(T)) 2E(P-E(p)) 2 

 

E ( ax+b-a )-t• -b)(cy+d-crt.-d) 

-1/ E( ax+b-a 	-b) 2E(cy+d-c1.-d ) 2 

acE(x-)J- )(y- 11, ) 

ac 11 E ( x- 	) 2E(y-r)2 

TP 	E(x-9-1- )(17-11) 	- yxy L.Q.Q.D 

tx, ) 2  E(Y-ri) 2  

Propiedad  

Si X e Y son independientes entonces yij = O. 

Se deduce fácilmente de (31) en caso de X e Y independiente 

E(x-y. )(y-r) = 	) E (y -ru 

= (E(x)-)t. )(E(Y)-1) 

= ( 	- ti• )( 



entonces 

Observación 

1.- El recíproco de esta propiedad no es en general cierta 

o sea que existen variables dependientes con j=o 

2.- Si las variables son normales implica la independencia 

cuando 	fij = O. 

Correlación Parcial 

Consideremos un vector aleatorio X = (x 11— "x  ) con 

vector de media JL y matriz de covarianza 2, 

Consideremos una partición de dimensión q y (p - q), 

respectivamente, X . (x 1 ,  

La función densidad condicional de X(1) dado Xes 

f(x(1) ,x(2) ) f(x (1) /x (2)) = () g(x 2  ) 
(32) 

en donde g representa la función de densidad marginal de X(2) 

La distribución condicional tiene medias, varianzas 

y convarianzas que son funciones de X(2) 
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A las medias de esa distribución condicional se les 

llama función de regresión: 

denotémosles por 

E(xi/Xci+1 ,...,xp) = 	(x(1+1  ..... xp ) 	 (33) 

i=1,2,...,q 

Esta función de regresión tienen la propiedad de ser 

aquellas que mejor estiman 	a X. en el sentido de que 

minimiza 

E [I(x.-g(xq+1'p))2  I 
	

(34) 

Esto se demuestra tomando esperanzas condicionales 

dado X (2) = (x 	 ), lo cual permite dar la siguiente 
(1+1 	3 P 

expresión equivalente a (34) 

E { E E (xi-g(xcl+1,...,xp))2/x(2)1 

Minimilando la esperanza de adentro se logra el mínimo 

de (34); el cual por lo tanto se alcanza cuando 

g(xcl+1,...,xp) = 	 ..... xp ) 	 (36) 

Consideremos ahora el problema de minimizar una expre-

sión similar a (34) cuando la función g es un hiperplano. 

Supongamos de ahora en adelante para facilitar la escritura 

que E(x) =)-1-= O. 

(35) 
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Las funciones g que consideramos son del tipo 

g 
 = I

S 	X 	+h 	X + . . . + 	X = q+1 q+1 Fq+2q+2 	/ A A 

Definición: 

Plano de regresión media cuadrática. 

El plano de regresión media cuadrática para Xi  

con respecto a X (2)= (xcl+1,...,xp)es el hiperplano que mini- 

miza 	E [(xi  - 	x(2) ) 2 J 	 (38) 

Diremos que 	pi  X (2)  es el mejor estimador lineal 

de X. en término de X(2) en el sentido de minimizar (38); 

esurharepresentaciónlinealóptimadeX.en términos de 

las componentes de X (2) 

Consideremos ahora la variable aleatoria que se obtiene 

comodiferenciaentrslavariebleX.yel plano de regresión 

media cuadrática. 

q y 1, 	p = X.- 
	(2) 	 (39) 

que denominaremos residuo de X. con respecto a los componen- 
(2) tes de X, donde lb' está dado por las N-1 ecuaciones 

(2) (37) 
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C 	 .+C 	, 	=C q+4., q+1 	q+1 	Cq+1,q+2 p q+2 • q+1 p 	p 1, q+1 (x) 

Cq+2,q+1 j)q+1+Cq+2,q+2 	 =C N+21---1-Cq+2,p rp 1,q+2 

Cp,c, 	p q+1+Cp,c1+2  fs (14.2+...+Cm 	=C 
) P ip 

que se obtienen derivando (38) con respecto a los p,(1  coeficien- 

tes 	ib ij, y donde 	Ch,k denota la covarianza de 	Xh con 

Xk' • C 	= E(xxk ) 41c 

La idea es que el residuo representa aquella parte de 

X. que no puede ser explicada a través de X(2) , o bien dicho 

de otro modo, aquella parte de X . que queda luego de remover 

la influencia de X(2) sobre X.. 

Consideremos 

E [ x 2  ) 

E [X. X( 2  ) ) - 90  1 
x(2) x(2))] 

_ E( )5  ,x(2)x(2)')  E(xix(2)') 

E(x.x 	) - E( q+1 
)5  ,x(2)x  

q+1' 
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C.- E( PI 	 +• • -+ Pin 	x x i,q+1 	q+ 1 'xq+ 1 'xq+ 1 ) P 	P q+11  

Ci,c1+1  j?) q+1 cq+1,q+1 
	

Pp p,q+1 

f) 	, Ci,q+1-( Pq+1 Cq+1,q+1 +...+ 	pCpq+1)  

=C. 	- 	= O de acuerdo con la ecuación (*) I,q+/ 	CI,c1+1  

Esto demuestra que los residuos de los componentes de 

X(1)  respecto a Xno están correlacionados con X(2) 

consideremsclosvariablesx.yX,i, j < q conjunta-

mente con el vector X(2) = 	 La 	covarianza 

de X. y-  X., pueden estar influenciadas por la variación de 

X(2) e interesa 	en muchos casos a estudiar dicha dependen- 

cia separando el efecto que sobre ella efectúa X(2) 

Ahora bien los residuos 	i, q y 	p y Y/j,q 	1, 

...,p representan aquella parte de Xi  y Xi  que queda luego 

de restar el mejor estimador lineal en términos de X(2) 

Entonces el coeficiente será llamado coeficiente de Correla-

ciónParcialdeX_yX. con respecto a X(2) y se denotará 

mediante 	 = E [(11.i,q+1,..,p)(1.j,q+1 , 	p)]  

E( Y/ 2 ,q+1,...,p)E( j2q+1,...,p) 

(40) 
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Siendo esta expresión un coeficiente de correlación 

simple entre dos variables, tendrá todas las propiedades enun-

ciadas en particular. 

-1 	f ij,q÷1 ..... p‹, 1 

Examinaremos ahora el caso particular en que X tiene 

distribución normal multivariante. 

Teorema (Distribución Condicional) 

Sea X ^-N(J.I., , /:) donde X=(X(1) ,X(2) ) es un vector dis-

tribuido con media 

(1) 	(2) = ( fx 	
) 

y matriz de covarianzas 

Z11 	12 

2:21 2:22 
z = (41) 

Entonces la distribución de X(1) dado X (2) = X (2) 

es normal con media (1) Y 2:12 	22 >  -1(x(2)(2) Y 	' ma- 

triz de convarianzas. 

11.2 = 11 -  Z12 7
1  -1 

4---1  22 	21 (42) 
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Demostración 

Sea la función de densidad condicional (o de cuantía) 

de X(1) dado X(2) es 

() x  g(x(1)/X(2) . x (2) )  . 	f(x 1 	(2) )  

Entonces 

h(x2 ) 1 	1 	 -1 
exP 	- -2( x2- 	2 )1 	22 (x2-  )1'2 )] 

(2 TI- ) c1/2  
22 

Luego como 

( 	2: - 2: 	2: - 1  2: ) 1  -( 'E1 1 - 2: 	2: - 1  ' 	' 
- 	 - 1 

12 22 12' —12 22 11  12 22 12 

-1 -1 , -1 -1 -1 ° 
E22 E12(E -E E-1  E ) 	E22+ E22 E12 (  11 11 12 22 12 

E E-1 E ' E E-1 
12 	22 	12 ) 	12 	22 

La determinante es 

7 

 

Z22 

 

 	- 	-1  Z '11 	J 12 	22 	12 
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f(xl,x2 ) - 1 

     

    

-1 	' 

 

     

(2 TI- )1 / 2 ( p + q ) 

    

 

E22  1/2 

 

rll- E12 r  22 r  12 1/2 

       

. Exp 	r( 	1) 	r11-112 r;21 
z 

12 ) (xl- 

x2 - J.1. 2)' 	2: ' ( 2: - 	- 1  2: 	) 1  ( x - 	) - 22 12 11 12 22 12 	1 »L l 

(xl-  FL 1)1( 111-112 E  i21 	12 )-1 112 	2-21(x2-  P- 2 )  

-r (x2- /M. 2 ) t  

(x2-  ii  2 )  

E -1  E l  (E 	- z 	E-1 El 	\ -1 
22 	12 	11 	12 	22 	12' 

+ 	(x2-»1» 2" r  2-21 	(x2 -  l'A"' 2 )1  } 

s-, 
-̀'12 E -2-2.  

Luego 

g(xl/x2) = 

 

1 
(2 TT)P/2  E11- 12 22-1 1  1211/2  

  

[ xl-  /-1  1- E12 	2-21(x2- PL  2 )3  } 

h representa la función de densidad (o cuantia marginal de 

X (2) ). 
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La distribución condicional 

= X (2)  N pli+ E12  z-lix 
12 	22 1  2 2 ) ' 

2]11-  2:12 E22  E12 ] 
	

(43) 

Este teorema nos dice que en el caso normal, las fun- 

ciones de regresión que habiamos llamado 11.(x 	,...,x 1 1 q+1 
son los componentes del vector '12 2: 22 

(x(2)  

Estas funciones son lineales en X(2) y coinciden en-

tonces con los planos de regresión media cuadrática; o sea 

que la solución del problema de minimizar (34) coincide con 

la de minimizar (38). Por consiguiente, los residuos 

‘fli,q+1,...,p son los componentes del vector 

) 	(2) )- 
X(1)- PL(1)- El2 E 2-21 (2  (x  

A partir de esta expresión de los residuos, puede ver-

se fácilmente que las correlaciones parciales pueden cons-

truirse a partir de la matriz 21 11.2 por el método que se 

construye una correlación simple o total a partir de una ma-

triz de covarianza entonces 
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f ij,p+1,...,p+q = 9171j,p+1,...,p+q 

 

   

 

Crii,p+1,...,p+q Wjj,p+1 	p+q'  

(44) 

El Coeficiente de Correlación Múltiple. 

Definición: 

El coeficiente de correlación múltiple es una medida 

de dependencia existente una variable X1 y el conjunto 

x2 ,...,xp  = x( 2)  

Sea X 	(x1 	x) un vector aleatorio y una matriz 

de covarianza 	2: > O. Particionando, X y 2: respectiva- 

mente así: 

x= 

Como 

x1 

x (2) 

X (2) = 

Y 

(x2 	 x P )' 

cr11 

10- 21 

y 	E22 

(3-3:2 

E 2 2 

es 	(p-1)x(p-1) 

(45) 

en- 

1 Y  tonces Var(xl) = O- il y Cov(x...z  ) = 1:22 	ir 2  es el vector 

de covarianza (p-1)xl comprendido entre X1 y X(2)' , llamare- 

mos coeficiente de correlación múltiple entre X1 y X(2)  a 

la máxima correlación entre X1 y una combinación lineal de 
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ce X (2) , que se denota por It-  1,2,...,p. 

Usando la definición se tiene 

Il 1,2,...,p = max 
c< 

Cov(xi, O('x(2) ) (46) 

 

-si Var(xi)Var( c(ix(2) ) 

 

= max 	0( ' C5-12  
o( 	

( Crll 'De 	22  

Luego 

Oe Cr-12 

( (5-11 (--) ' E22 '`) )112  

-1/2 -1/2 
_ 	0<i E22 E22 	712 

s 
( (3-11 '=< 1 E  22 (3( )1/2  

u'v 	 cuando u = 
1/2 

( 13-11 Xt E 22 	
)1/2 	

y = E-1/ 2  
22 5-12 

Entonces 

u'v 	‘  ( u'u)1/2(y'v)1/2  por la de- 
o( 	( 0.... 	_ , , 	---, 	1/2 

( 5-11 O( ' 	22 	
)1/2 
 	sigualdad 

de Cauchy-
Schwars. 



-1 
Cr- 12 22 0 Í2 
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12 1)( 	22 CX ) "2  ( 22 	12 

 

7  -1 
(71-.2 	.̀--s 22 	u 12  

C5-11 

1/2 

1/2 
E 22 

   

    

Entonces 

= max 	 G-12  

E 22 

 

-1 	1/2 
12 E  22 °-12 

    

 

cri 

  

    

    

Son iguales cuando 	= Z 12' reemplazandolo 22  

en (46) obtenemos 

-1  
(3-11 2 E 22 	22'22 (5-12 11  1/2  

0-- - 12 	22 	12 

,1/2 	(.3-1 	-1 	11/ 2  
11) 	12 	22 ")12 

-1 
0- 12 22 12 

= 

1/2 

BIBLIOTECA,  
UNIVERSIDAD DE PANAMA 
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Si X es N( 	, E ) y X es particionada en X1 y X2 la P 

distribución condicional de X1 dado X2 tiene como media 

-1 
E(x1/x2) = )1'1 1- 15-12 2:  22 (x2 -  

y la varianza 

(7  = 	 Cr-_ Var(xi/x-) 	 -12 	22 C-1.2 11,2 , . . . , p 	11  

El coeficiente de Correlación R -2  1,2,...,p es 

121  - cr11-- Cr11,2...p   

Demostración 

-1 
Sea 	21,2,...,p 1121,2,...,p = 	12 	22 	12 

Entonces 

-1 
Ti  E = 1 - 	12 	22 	12 

O- 11 
-1 E 

C3-11 - 	22 0-.12 



Entonces 	Var(x1/x2 ) 

Luego 	1-12 	1,2 	= 

= (5-  11.2 	= 

0_12 (112 )  

2 

Entonces 

2 
C-1 

2 
(1-p ) 

f  2 	 (48) 
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415- 1 - 1,12 1,2,...,p =  

scrii 

= 1 - 	11,2,...,p 

cr—  a— = 	11— 	11,2...,p 	 (47) 

a-11 

En el caso bivariante la matriz de covarianza se reduce 

z 
yo-.'  Cr2 

2 
(5-2 

1,2,-= 1109 1, que podemos observar que es el valor ab-

soluto del coeficiente de correlación ordinaria. 
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Si particionamos a X y 2: en 

    

X = z Ell E12 

1121 2]22 

   

    

Cuando X(1) es el vector kxl, X(2) es el vector (p-k)xl 

2: 	es k x k y 	2] 22 es (p-k)x(p-k). 11 

Una forma de medir la dependencia es considerar corre-

laciones entre X. :y combinaciones lineales de las variables 

en X(2) o sea 	(KI X (2) , luego como sabemos por demostración 

anterior el máximo valor de e< es e(= 	22 (7". entonces 

el coeficiente de correlación múltiple es 

2-21  cri  

Es equivalente 

—2 	 ii 	 Crlj,k+1,...p R 	i,k+1 ..... p - 

11 	2: -1  2] 	= (01j,k+1,...,m) cuando 2: 11.2 En-  12 22 21 

en el caso cuando X es normal 11.2 es la matriz de coya- 

1/2 

(49) 

rianza en la distribución condicional de X(1) dado X(2) . 
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Es importante destacar que de acuerdo con la definición 

dada el coeficiente de correlación múltiple mide el grado de 

deperviencialinealexistenteentreX.ylos componentes de 

X(2) . 

El hecho de que 	sea pequeña significa que la apro- 

ximaciones lineales del tipo 	0(1 X 	no spn apropiadas para 

X.. 



CAPITULO II 
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ESTIMACION DEL VECTOR DE MEDIA Y MATRIZ DE COVARIANZA DE UNA 

DISTRIBUCION NORMAL. 

La distribución normal multivariante está completamente 

especificada por su vector de media ft y su matriz de coya-

rianzas >,  . 

Veremos a continuación que el estimador de maxima yero- 

similitud de J.L. es la media muestral (x) y el de 1J 	' es 

proporcional a la matriz de covarianzas muestral. Una varian-

za muestral es la suma de cuadrados de las desviaciones de 

las observaciones respecto de la media muestral dividido por 

el tamaño muestral menos uno; una covarianza muestra' es simi-

larmente definida en término de productos cruzados. Demostra-

remos que la matriz de covarianzas muestrales es un estimador 

insesgado de 

Consideremos una muestra de N observaciones de X distri- 

buidas como N( 	, E), es X1  ... X n  donde N>p (el número 
P /  

de observaciones debe ser mayor que el número de caracteres). 

La función de maxima verosimilitud es 

z)= 	(2TT)p/2 o( =1 

• exp 	- -1 
( x 	— 	 x c(  

1 
1/2 
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1  
(2 -7 ) 1 / 2 P N 

 

1 

 

exp{-4E (xz¿  -1-)E ( 	- 	) 

   

 

„I 1/2N 

      

Para encontrar el Estimador de Maxima verosimilitud de 

necesitamos del siguiente Lema. 

Lema 1: 

Sea X1,...,XN, N vectores (de p componentes) y sea 

el vector de media. Entonces para cualquier vector b 

N 	 N 
7,(x o( -b)(x(x -b)'= E(x,x -7c)(x cx  --5-1.) 1 +N(7.c-b)(7c-b)' 
o(=1 	 o(=1 

Demostración 

N 	 N 

	

(x, -b)(x -b)' = 	22 [(x -)+(-b) [(x ---;¿)+(x c/ -1D)J 1  
- 	 0,(,1 

N 	 N 
= Ex -)(x -íz),   

c/=1 	 c<=1 

N 	 N 

	

-1- 	2: (Sí-b)(xo 	--i-c» ) 1 + 	2:  ( c{=1  



- L.L. 

N 
E (x0( 

c<=1 
* 	* 

- 
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Donde 
N 	 N 

(x 	Z x 	x=N-.51-N-51 = O o( 0(=1 	 c{=1 	0(= 

Entonces 

N 	 N 
(x -b)(x -b)'= 	(x -X.)(x -5Z) I+N(x-b)(x-b) 1 L.Q.Q.D 

	

0(=1 <21( 	 0(=1 o( 

N 

	

denotamos 	E (x, -x)(x -x)' = A entonces 
o(=1 	o( 

N 
(x 	-b)(x • -b)' = A 	N (x-b)(x-b)' 

0(=1 

Usando este resultado y la propiedad de la traza de una 

matriz tenemos 

— E(x 	 -1 0(  - 	)' z_, (x 	- )L )=Tr( 	ipi)+N(5-c- 	)' 	(x-)k) 

Demostración 

Sea 	= z -1 entonces 

N 	* 
=tr 	(x o(  - 	- c(=1 
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= tr 	* [ A+N(SZ- 	
* )(_ 

x-
*

)
11 

* _ * 	* 
= tr (4) A+tr 	N(x- 	)(x- 	)' 

= tr 	Al-tr N(x- 	) (1)
* 
 x 	

* 
) 

* 	-1 como sabemos que 	 E , entonces la densidad de 

X1,...,Xp  puede ser escrita 

K exp {- 1 
	

N- 	)' E -1(- 	)1- tr( E 

K1  exp - 
1 N(1 - 1-k-.)'  

) 

r + K2exp L--2tr( Z-1A)1 

1 Así 	y (-N)A forma un conjunto de estadística suficien- 

te para 	Y 

Entonces 

log 
N 

= 2 log 2TT 2 
N 	,*, 	* 'í,\* - + 	log I y I- 	tr 4) A- -1N(x- 	) 	(x 

Derivando primero con respecto a 	, tenemos 
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	  = N 2[ 	(1) (x- 	)] 
a)1. 

definida positiva. 

Igualando a cero tenemos 

derivando con respecto a 

aLog x(7,, (p*) 	1 	-1 
a (p* 	

N 2 	q) 

Y 	es 

7,1 A (f) *-1 

igualando a cero tenemos 

/\ N 

	

	- y "-1 A y n_1= o  (1) 

/\ 
N y _ A )̂ -1 = 

Q-1p)  = O multiplicando por 

entonces 
1 

= — N A 

es ekquivalente 
/\ 	 N 1 —x = N 	E(x 	-7c ) ( x -)  o(=1 c(  

O. r. 	de la matriz 2] esta deter- i Luego el elemento 
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minado por 

= 	 (x 01. -1-ii)(x ok . 	x.) 
c<=1 	1  

N-1 Se puede demostrar que E((115—ii) = 	11117—ii  

Demostración: 

Se A= 
N T-1  X 

o(=1  
X' 	- NXX' 

Utilizando el lema que dice que si C = (C o( fl 	) 

es ortogonal entonces 

N 	 N 
Z X o< Xo< ' 	= 	E Y0(  Y. 

N 
cuando YX 

= 	C o(8  
p=i 

Prueba 

E Y 	Y X ' 
Y Y 

= 	c c(  y) X. x' p Y r Y 	o( 



x,  
py rY 

- 
p Y 

cuando 	p =y entonces 	= 1, luego, 

X r )95  

Utilizando este principio tenemos que 

N 
c( c<=1 

- N -5-1.  
N 

= E 
o =1  

Z c< Z I 	- ZN Z N ' 

Suponiendo 

Z N = 

Entonces 
N-1 

N z ztx  zi, 
cx  .1 

1 N-1 
Z 	Z 'o(  con Z 	N(0, E ) e< 

Luego 

E [ 	= 
N-1 

E 
[ 

Z Z' 
0( =1 

E[ ] = N- 1  7, 
N 
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/\ 
Luego E es un estimador sesgado de 2: 

Definimos ahora 

N N 	1 	1 S = N-1 '1  = 	A  = 	 (x 0( -Tc)(x 0( c‘=1 
-x)' 

como una matriz de covarianza muestral. 

Ella es un estimador insesgado de 2: y los elementos 

diagonales son usualmente, Las varianzas muestrales de las 

componentes de X(insesgada). 

Como corolario de la estimación de M.V. de j..x y 2: y 

utilizando la propiedad de invarianza se deduce que el estima-

dor M.V. del coeficiente de correlación simple o total es 

- 
IN,  

I' -  
2:(x

jJ  
-x.

) 
 2 

°I   c< 

.-N 
1 2 	 —2 X e<-N —X2 	-\/ E X2 o<  -NX i c< 	 J 

Demostración de la propiedad de invarianza es 

invariante con respecto a la transformación escalar es decir 
/t1. 	* 

caundo 	 se computa en forma básica, Jij 	 f 
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P 

2: (c.x. 	Cl. - C..-d.)(c.x. 	+d.-c..-d.) o{ 	lo( 	 11 1  3 	jo( 3 3 

1-\11 
(c.x. +d.-c.17.-d.) 2 2:(c.x. -c.)2  3_ 10( 	1 3_ 3_ 	 3 30( 	3 j 01 	 o( 
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cuando X , 	= C.X. 	+ d. Calando c. > O ld 	1 1« 

Solución: 

Sea X 	, la i-ésima componente de X«  y sea 

_* 
X., la i-ésima componente de .57C 

Dado 

* 
>: (x . 	-x.)(x

* 
 . 	-x.-*  )' 

a 	lo( 	lo( 	3  
ij 	 * 	_*2 

) 
II*

2:(x. -7c.) 
ic5( 	 Jo( 	J 

Sea 

X. 	= C.X. 	+d. .7.0( 	1 lo( 

-* y 	X. = C.YC. + di 1 	11 

Entonces 
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2: c.(x. 	- 	(x.- sz.) c.sz. )  o, 1 10( 1 3 	3  ij 
2: c(x. 	)1 27,c 2 (x. -. ) 21  l a 	1 	, 7 3 3 

Z(x. -x. )(x. -x.) 
1c( 	1 	0(  

,t 
j (x. 	 cx. 	-.)2 

 1 	 3 o< 	0( 

* 	 _ 2: cx 	-x.)(x. 	-x.) 	 ,. 

V I 	

0, a  	  - j) .. L.Q.Q.D _ 	
(x' ii 	 _ ) 2 . 	(x. 	_)2 	1] 

Z 	-x. 	>: 	-x. 1 0( 	1 
C( 	 D( 	30( 	3 

Coeficiente de Correlación Parcial. 

El coeficiente de correlación parcial es un coeficiente 

de correlación con distribuciones condicionales normales. 

f(xl,x2 ) 
Sea g(x1/x2) = 	h 	, la función de (1) densidad con- (x2 ) 

dicional de X(1) (con q componentes) conociendo 	X (2)= X(2). 

Entonces para calcular el vector de media y la matriz 

de covarianza, calcularemos (1). 

Luego 
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h(x2) = 1 

 

exp 1 --2 (x2-  /II )1 2 	22 '2 / 2 
(2 Ti- )c1/21 2: 22

11/2 

y por teoría de matrices 

(E11-Eizzi.E:2)-1  

E1tEíj:2)-1  Eii2.+E-t:zE:2(En-E12.EUE12)-1. 
• Zt2 

donde el determinante es 

IZI =1Z 22 1 	Ell-  El2 	22 E12 1 

Entonces 

1  
f(x11112 )  (2 7- ) 1/2(p+q)

I 
 z 2211/2 

1E11- E12 E 22 -1  E1s2 1 
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. exp 

	

2:-1 	YL1) i.)1(  E- E  12 	22  

E  _ E E-1  
-( x2-  J-1- 2 )1 	22 z--1 12 	11 	12 	22 	12 	 ) 

E 	E 22  E12 ) -1E122-/ (x  2 -  )-1' 2 ) - (x1-  P' 1)i  ( 	11- 	12 	22 	1 )  2 

	

+(x2-  )-*L• 2 )' L-2-32- 1112 ( Ell- 112 1-21 E112 )-1 12 	--221(x2-  J-L 2 )  

-1 

	

(x2 -7-1- 2'' 
	( 

22`x2- P" 2 ) } 

Luego 

g(xl/x2) 
1 

(2  -i-np/2 i E- E 	E -1 E. i  1/2 
11 	12 	22 	12 I 

. exp 1- 1/2 E 

E12  E -11  
12 	22` x2- 	2 )1  } 

El vector de media es )11+ E12 	21(x2- 
	2 )  y la ma- 

E 11 	12 	22 	12 • triz de covarianza 
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Entonces si X 	N( Ji.. , E ) 	f(x (1) /x(2))es  

x(2)/x (2) N [ ( 	+ (x (2)_ ).„ 	,(2) , 2:  
' 	11.2 1  

 

E 	E  -1 
12 	22 

 

donde (1) 

   

2211.2=  2:11 - E12 	22 22, 21 12 22 (2) 

El estimador de maxima verosimilitud del coeficiente 

de correlación parcial de X(1) (con q componentes) es 

fii•ci+1 

 

p por teoría sabemos que el estimador de máxima 

 

	

1 	N 
verosimilitud de 	es E = 1\1- 	2: ( x -x)(x ( 

c(=1 

1 cuando x = — \--1 X 	. En virtud de (1) y (2) podemos dedu- 

cir que 

12 = 	E 22 / 

E11 = E11.2 	p E  22 p '  

Los estimadores de 2: 11.2' p y 122 son 

	

2 E-1 2 	1\" 

	

E 	E  -1 / E112= E 11 - 12 	22 	21' 	12 	22  v 	22  
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El estimador de máxima verosimilitud de el coeficiente 

de correlación paracial es 

ij,q+1,...,p 
I r  ^ 

i,j =  

	

Luego el elemento ij-ésimo (i 	j) de 	2: 11.2  de re- 
'-•' 	••• -1 " 

	

presenta por Crij,q+1,...,p; donde 	E11.2=  E11- E12 E  22 E21 

y el elemento ii-ésimo de E112  se representa por 

 

Analogamente conocido el coeficiente de correlación múl- 

Pij.q+1,...,p = 

tiple, 1 

	  - 	P E22  
-\10--1122? 0-11 

-11 

2] - 0- Y  
(1) 	22 	(1) 

11 

donde 	r , 117-(1) y 2]22 son definidas por 

(r(1) 	-1  22 z 
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-1 
por teoría el estimador de maxima verosimilitud de 5:22es 

, 
m = I [ 	I lx c<=1 

2: _ (1) 	22 - 

y el estimador de 15 	es 

J5 = 22A = 

	

(1) 	22 -(1) 22 

el estimador del coeficiente de correlación múltiple es 

^ 
P E22  

u (1) 

/(1-- 
(1) 	22  

1) 

 

-1 a(1)  A2 2  a'(1)  
a11 



CAPITULO III 
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DOCIMAS E INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LOS COEFICIENTES DE 

CORRELAC ION. 

Hasta ahora sólo nos hemos interesado por la obtención 

de un estimador puntual para un parámetro desconocido. Existe 

otro enfoque que conduce a menudo a resultados muy significa-

tivos, para proceder a la estimación. Puede seguirse el cri-

terio de definir un intervalo al que presumiblemente, pertenez-

ca el parámetro a estimar; vamos a ocuparnos, por ello, de 

obtener estimación de este carácter a cuyos efectos defini-

remos como intervalo de confianza a aquel intervalo del espa-

cio parámetrico al que, con una cierta probabilidad, pertene-

ce el parámetro. 

Para determinar la función de r utilizaremos el siguien-

te lema. 

Lema 

Si (z 	. 10( 	' z  2 0( ), 	=1, 	,n 

par con distribución 

son independientes cada 

Lo--2 	 5-22  

entonces la distribución condicional de 



b= Z2( z 2 
Y 
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V b( 	- z 	) 2/- 
( 5" 	o< 	z  2 	1 ck 	0  

dado z1 	= zlo( ( 	=1,...,n) es N( p , 0--2/c2 ) donde 

2 = z2 	 2 (c2 = 	 ) y de X con n-1 grados de libertad respecti- 

vamente ybyV son independiente 

Si 	f =0 entonces p=Oyb tiene distribución condi- 

cional de acuerdo a N(0, 0...2/c2). 

cb N(0,1) y VI' n-1 Luego "X.2  con n-1 grado de 

libertad. 

Luego por teoría conocida 

cb/cr--

n-1 

  

cb 

  

tn...1  grado de libertad 

     

     

  

n-1 

  

a12 	 2 como b = 	y V = a22-a12/a11 entonces a11 

cb  
-\(Vt 

  

a a11 22 
a11 

n 1-1  	2 / 	1 -Va22-a12 a11 



a12/--\/ a11a22 
I 

\  1 - [
2 a12/a11a22] i 

=A/n-11  

= -Ai n-1 1 	r 
F371;2-1  

n-1 
r---(1 n) 

n-1' n[ -17-(n-1)]qTT 
t 2 	1 - 1/2 n 
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.---, t n-1 

    

r 

  

Así  

  

tiene una t-distribución con- 

   

-‘ii-r2-1  

dicional con n-1 grados, la densidad de t es 

La función de densidad de w = r/V 1-r2i  

f(w) = FI  (1/2 n) (1 + w2 ) - 1/2 n 

   

 

7[-1(n-i)IITT i  

 

w= 	r(1-r2 ) -1/2 

Entonces 

- 	
n[l(n-1)1 

y 	dw/dr 	= (1-r2 ) - 	3/2 

r2 
f(r) [1+ 	2 1-r  

- 1/2n 1 	 -3/2 
(1-r2 ) 
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por ser 
r2 

w = r (1-r2 ) -1/2 entonces 	w2 - 
1-r2 

Luego 
1 

1-r2+ 
1-r2 

r2 

711(N-2)1-F7 
(1-r2 ) 312 f(r) 

  

] 

    

1 n 
(1-r2 ) -3/2 

      

f(r) 

   

1 

 

      

      

7[1(N-2)1V7T 

  

(1-r2 ) 

 

     

in 
(1-r2 ) 2 (1-r2 ) -3/2 

r- [-1(N-2)] 

FI-1(N-1)1 

  

1 
(1-r2 ) -1(n-3) 

7[1-(N-2] 

  

  

1122---(N-1)1 	 2 —1(N-1-3) (1-r )2 
7[1-(N-2)] -\fTT i  

f(r) 
11-1(N-1)] 
7[1-(N-2)1 

1 
(1-r2  )2 —(N-4) 



[ 22--  ( N - 2 ) v-r 

Además en ese caso, la variable 	w = 1N-2'r/ -i/ 1-r 

1.N(r) 
FI 1-(N-1)] 2 1(N-4) (1 r )2 ( 50) 
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Utilizando la demostración anterior podemos determinar 

que si X...X es una muestra aleatoria de una distribu- 

ción multivariante 	 ). Llamemos r.. al 	coeficiente 

de correlación muestral entre las componentes i-esima y j- 

ésima del vector observado. Analogamente llamemos 	al 

valor poblacional de la correlación. 
/ En estas condiciones es valido el siguiente Teorema 

Si 
	

jii = O, entonces la densidad de 	r. es 

tiene una distribución t con N-2 grados de libertad. 

El uso más importante del teorema es en la docimasia 

de la hipótesis de que dos variables no están correlacionadas 

Hay tres casos a considerar 

i) 	la hipótesis alternativa es H1: yii  > O. En este ca- 

caso rechazamos 	Ho si el coeficiente de correlación 

muestral es mayor que cierto número ro. El nivel de 

significación viene dado en este caso por 



1 
c; fro  

-ro 
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fN(r)dr 

( 51 ) 

donde fN(r) viene dada por la fórmula ( 50) 

ii) 	La hipótesis alternativa es 	H]."• f 	< 0. 	Este ij pro- 

blema es análogo al anterior, dada la simetría respecto 

al origen de 	fN(r), una región critica con nivel el( 

es 	5 r.. 	-ro } donde ro  fue calculado en ( 51) 
' 1J 
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iii) la hipótesis alternativa es H1: ?..# O. En este ca- 

so rechazamos 	Ho si r. > ro 
	r.. 	-ro ó sea 

ir..I > ro , donde 

1 

rro 

f(r)dr 

Luego el nivel de significación es 

-ro fN(r)dr + 
f-1 	 íro 

1 
(52 ) 

El número ro debera calcularse de modo que cumpla con 

(52 ). 
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Los puntos de significación ro  están dados en muchos 

libros; en particular en la tabla VI de Fisher y Yates, "Statics 

Tables for Biological, Agricultural and Medical Research" 

(2da edición 1942, Oliver and Boyd); el indice n en la tabla 

V es igual a nuestro N-2. Dado que w= -111-N-2'r/157.717tiene dis-

tribución t con N-2 g.L, también puede usarse las tablas t, 

contra alternativas ni +C)  se rechaza Ho  si 

  

r. 

2'2, > tN_ 2 ( c(/2) 
-\/ 1-r.. 1] 

-\ir  N -2 

donte LN_ 2 ( 0( /2) es el punto de significación para una do- 

cima t a dos ramas con nivel 	0(12 

Si la hipótesis alternativa es ? >0, rechazare- 

mos Ho si 

r. 1]  
-‘1 1-r 2-1 	> tN-2 	) ji 

N-2 1  

donde tN-2(0)  es el punto de significación dócimas a una 

sola rama. 
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Si la hipótesis alternativa es 
	

f 
	

< O, rechazare- 

mos Ho si 

r. 
2 	> - tN-2 ( (:( ) 

ij 

donde -tN-2 ( 	) también es el punto de significación para 

dócimas a una sola rama. 

Distribución del Coeficiente de Correlación muestral cuando 

Jg # O: Pruebas de Hipótesis. 

Teorema: 

Consideremos una muestra aleatoria tamaño N de una dis- 

tribución normal bivariante con correlación 	Entonces 

el coeficiente de correlación muestral calculado a partir de 

dichas observaciones tiene una función de densidad 

2n-2(1_ p 2 ) n/2(i_r2)2-í(n-3)  
(r) = 	  

(n-2 )! TT 

N-2 



1 
1 

1 	1 (2 	2 ) (n- 1 )F1[1--(n-1 

a11 
2 (b  2] 20 
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CO 

• Z 	(2 Y r)ek  —2 [ 22:  ( n+ 	) 
c(=0 	cx1 

donde n = N-1 	 (53 ) 

Demostración: 

	

Sea la función de densidad de 	a11 	gn( a11/ 12 

distribuida 2'kn, la de b distribuida N(b/p , (52/ c 2 ) y la 

	

2 	2 de V distribuida gN-1(v/ (5-2)/ tr 	como 	entonces 

2 f(b,V,a11  )=g [ala./ 	2 	N(b/tb 	,  n 

Luego 

f(b,V ' a11) 
(2 61 2  )22: 1—(..n ) 

1 	-1 a 
exp( 2 0---2 all)i 	exp[ 

2-rr5" 

—1 n-1 (a11)2 11 

1 
exp( - 202  ) 



( b , V ) 
a (a12  ,a22 )  
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12 	 a212 	 (5-2 V - a 	 Y a11 ' 	22 	a11 	 Cr-1 

donde 

	

12 	v  3 b 	1 	b  _ o  ; 'a V  _ Y 
a12 	a11 	a a22 	a a12 	2a11 	a22 = 

1 

El Jacobiano 

o 

con 

b= 

a11 
2a12 1 a11 

Entonces 

f(a11'a12'a22 )  = f (b,V,a11) 

 

 

ln-1 1  
112 	e 2 67 2 a11 -V an'  

2 1T Cr- 21  
e 	2 (5-2 



11 1 

	

e 
1 

[(alla22-a121  

(2 G-2 ) -1(n-l)d-11-(n-11 
• 11. 

2 a a -a 22 12 
a 
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donde 

e 

Luego 

. 	
a11

1/2 	. 

a11 

all 

a11 

-1 

2  

p 

= 

(b  

2 

2 0-2  .e 	2 

a11 	a11 

6-  

(b  0-2 	G-2 

a11  0172 	 2 (b-2b 
a11 
Cr-2  

1n-1-1+1/2 ln-3/2=a117(n-3) - 	 1 a112 	= a112 

2 
)
2 

• e 	
1 

2 (5.._2 (a22- a12 	) 
all 

1 a1 2 2 
sc5._.2 (a2 2 a11 ) 

2 1 a122 \ (
- 0--- 2 'a22 all 

Entonces 

2 a11  [ a12 
G- 2 2 a11 

a11 
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2 	2 	2_ 

(F12 
	

^y  

2 
1 	 a22 
5 all

)  --- ra21 

f(a11'a12'a22) = 

1(n-3) 
2 a11a22 -a12 	

1(n-3) 2 	 _ 1 
2 a11 	 a11 	

e 
2 2 2 2 2-1/2n 

2n (3- n C5-1 C5-2 - 	0-1 cs---2)     r, 1 
rl 

 
cri 

conocida f (a11'a12 ,a22 ), buscaremos f(a11,a22,r)  cuando 

r a12 / 	 

 

d a12  Y 1-22 	dr 	- -11 a11-22 

 

Entonces 

f(a11,a221r) = 

2 1(n-3) 	- / Qa  -17-a12 /2 2  
1 

a11 
	
a11 

- 1(n-3)(a
11a22-a12 2 	 ')2 	e 	11 

2 	2 	2 1  
2n (Fin  Cr in(  (721 6-22-  f 6-1  



r -51 a 11 -V a22 
( 1- y 2 ) 	1 5-2  

00 
( 	r 	a11 -11 a22  

ck=¿ 	 (71 ( 1-  r 2  ) °( 
exp 
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1 	1 

1 
(n_3) 	

[ 1 	2 t an 2prfa--.W2+.a.2:  -2 (n-2) 	-2 (n-2) e 	2 	(1-i)  )` 	2- 	07  0-2 	o-2.2 a11 	a22 	(1-r2 ) 2 
(5-  

2n 
1 

2 
(3- 2 (1-  ?2) ] 

1 -\tr-r-' 	[ -1n] 	n-1)1 

por ser una distribución bivariante 

co ( -1n-1 	-1  n-1 	2 
1 -2 (n-3) 

f(r) = a112 	a222 
.r co 

(1-r 	) 

jo 1 o 	2n [ 6-12 0_2 2 (1_ y 2 ) 1 

1 	 1 r 	. * 
L (1- y 2 ) 

[ 221  n 	-1( n-1 )] 

Donde 

   

    

a11 2 r 

 

a11.-"\I a22 ' 	a22  

(5-2 2  
(3- 2 

1 

 

Como 



'21* 	1n-1 	1n-1 a112 a222 
O lo 

a11 

e 	2(1- ? 2 )  

a22  
e da11da22 2(1- e2 ) 0-2 2  2 

G- 2 

OD 

-1n-1 a112 
a11 exp a22) ) 

0( 	 i'?  1° 	o 2 ( a - 2 	2]dan.  
p (5-1. 

co

O  

• exp da22 
2(1- p 2 ) 	2 

2 

1 -2n-1 
a22 [ 	a22 

69 - 

Entonces 

f(r)_ (1-r2 )3- 
(5-1 6_2  n 	n( 1_ f 2 ) 1/2n 	 r 1 • -2-( n-1 )] 

ce 
.Y r 	all -11 a22')  /  

O( =O  

f(r) = 1 	1 	1 
Tin nn( 	2 )-2n 2n 	' r, 	ri[-(n-1)] 

00 



00 

2 )1 o 

Íco 

all

-2(n+  1 

c<=15 
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1 
(1-r2 	(n-3) 

1 
(r2n(1-i) 2 ) 11  2n -F-Ti- 7(1n) p [ 

• exp 

• exp 

[ 

a11  
2 «F 2(1- 2) 	

all  

a22  
da22 

2(1- 2G-22 

.r °13  —1(n+ 
a22

2 

Jo 

Como 
co 1 

a11
(n+ O( )-1 exp 

o  

a11  
2(1- 	2) 	1

2 	da11 
(7  



1 
Y 	a —2 (n+ o( )-1 

22 	 exp 
o [ 	2(1- 	) (3-2 

2 
r oo 

2  

a22 

G—ln (5—n(1-  y 
2 ) 2  2 	

[ 

- 71 - 

2 tr
2i  (1- y 

1 
2 ) 	—2 (n+  G/\ ) 

[ 71( n+ 	) 	2 (5-22 (1- 	21)-21
(n+ 	) 

Entonces 

f(r) - 

1 —2 (n-3) 
( 1-r2 ) 

 

(p r ) 

 

I—,  2 r L —2 (n+ c, )1 • 2 ) c< 
o(=o ric(  G-2 

• 2n+  c(.n+ 	cy n+, 
(5-1 0-2 (1-5)2  )n+ 
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1 	1 —n 	2 _ (1_ p 2 ) n (1-r )2(n-3)  

 

00 

(2 9 r)  r-1 2[ —1(n+ o( 2 
Ck !  

f(r) - 

  

   

1-1 	nr 1 
2 	Li(n-1)] 

  

Utilizando el principio de que 

fl (z+1/2) = 	-\117-17 	( 2z )/22z-1 

lo aplicamos en 

fl (-1n) fl [ -1(n-1) 	= 	[ 22--(n-1)+ 	r [n-i] 

-\FT 	[ 2 - -1(n-1)]A2 -1(n-1)-1 

= fl [ (n-1) ] n-2 	-liTT (n-2); 
= 2n-2  

f(r) 

 

1 1 
J 2) 

-2n
(1_ (72)-2 (n-3) 

 	AFT-7  (n-2): 
Irr 	

2n-2 

co 
> 	(2 J)  r) 2. 
a =0 	e( 1 

 

r  2[ 1-(n+ o( )1 
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in 	 n-3 2n-2 (1_ y2 ) 2 (1_r2 ) 21()  
f(r) = 	  • 

TT(n-2)1 

.\ 1  (2 ) r)2  / 	 1-12 [—(n+ C( )1 	L.Q.Q.D 2 
1 

Si r es una variable aleatoria, entonces, para cualquier 

valor de r existe la probabilidad 	Pr(r < r ). 

Claro que Pr(r < r ) depende de la elección de r , 

esta es una función de r que se llama función de distribución 

acumulativa de r y se representa por F(r /N,i)  ). Así que 

F(r /N, 	) = Pr(r < r ) 

es muy importante observar que la densidad (3-4) toma el mis-

mo valor en r,1 que en -r,- 
Consideremos ahora el problema de probar la hipótesis 

Ho: 	= ?° a partir de la información proporcionada por una 

muestra tamaño N de una distribución normal bivariante. 

Si la hipótesis alternativas es 	H1  : y> f o, recha- 

zaremos Ho caundo r >ro  donde ro es elegido de modo que 

1- F(ro/N, f o ) = 01( 

00 
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donde 	0( es el nivel de significación requerido. 

Si la alternativa es 	H • 1 ' fi  < o rechazaremos 

Ho cuando r < ro ' donde F(ro '/N f ) 

Finalmente si la alternativa es 	H1 : 
	

y o' la re- 

gión crítica, será del tipo 	r > ro, r < ro ' 

donde ro y ro ' deberan elegirse de modo que 

.11-F(ro /N, y o ) 	F(ro '/ , y o) = 

Distribución Asintótica del Coeficiente de Correlación. 

Los N pares de valores (x,y) de dos variables pueden 

ser concebidos como una muestra de una población de todos los 

posibles pares. 

Se puede pensar en un coeficiente de correlación pobla- 

cional teórico denotado por 	, que se estima por el coefi- 

ciente de correlación r de la muestra. Los ensayos de signi-

ficación o hipótesis concernientes a distintos valores de 

requiere el conocimiento de la distribución muestral de 

r. Para j)  =0 esta distribución es simétrica y puede utili-

zarse un estadistico con una distribución de Student. 
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Para 	O la distribución es sesgada. 	En tal caso 

una transformación debido a Fisher origina un estadistico que 

se distribuye aproximadamente normal. 

La siguiente gráfica demuestra la distribución de coefi-

ciente de correlación muestrales en muestra de 8 pares saca-

dos de dos poblaciones bivariantes normalmente distribuidas 

y con los valores indicados para y 

Se ha comprobado que la distribución del coeficiente 

de correlación muestral r, tiende a la normal cuando el tamaño 

de la muestra crece. Estudiaremos algunos teoremas que me 

permiten tomar esta decisión. 

Teorema 1: 

Dados los vectores 	 de m-componentes inde- 

pendientes e identicamente distribuidos con media E(y cl  )= )) 



- 76 - 

y matriz de covarianza E(yix- 	)(yac 	) ' 22 . 	Entonces 

el límite de la distribución 

N 
cuando n 	es N(0, 	) 

Donde 
N 
Z ( Yry - 9  ) (el - 

Ley >  

 

Teorema2: 

N 	- t Dado A(n) = 	2: (x, -xN- )(x 	-x N  ) donde 
ok =1 QC 	o(  

son distribuidas independientemente de acuerdo a 

n = N-1. Entonces la distribución asintótica 

A (n) -n:: 	es normal de media -6- 

y la matriz de Varianza-Covarianza E [ b..(n)bkl  (n) I ip  

n• 3lk (5-1 (3-11 k 

Demostración: 

Como mostraremos primero A(n) es distribuida como 

N( 

de 

).A.. 	, 

B(N) 

2: 
= 

) y 
[1 
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A(n) = 	2: z 	z 	donde zi,z2 ,..., son distribuidos 
o(=1 

independientemente de acuerdo a N(0, 2: ) 

Los elementos de z 	z r 	se pueden arreglar en el ^ 
vector 

r- 
2 

Y 

z lo< z 2c< 

( 54 ) 

z 2 
Po( 

Los momentos de Y ch! 

tos de z 	tenemos 

pueden ser deducidos de los momen- 

	

E(z. 	z. 	) = crli  10( 	3 0( 

E(z. 	z. 	z lo( 	3 	k 	zl o( 	(5—ij Tkl 	Crik O-31 IL  

a—jk 

definidos por (3-5 ) satisfacen las Así los vectores Y 



c„(n) 	 z. 
	  y sabemos z. ick 
cii(n)cii(n) 	 i i 

r 	= (n)   
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condiciones del teorema 4 con los elementos de >) , donde 

los elementos de 2: son arreglos en un vector de forma simi-

lar a ( 54 ). Si los elementos de A(n) son arreglos de un vec-

tor n de forma similar a ( 54 ) 0 sea el vector W(n) enton- 

W(n) - n9 	t (y 	-V ) por teorema (1) 
o(=1 151  

1 
n 

una normal con media O y matriz de covarianza de Yo( (L.Q.Q.D). 

Como el coeficiente de correlación 

r 	= (n)   

 

Aii(n) 

 

   

 

Aii(n)Aii(n) 

 

para algún i y j (i 	j). ESto también puede escribirse. 

[141(n)-w91 	es asintoticamente distribuida como 

Entonceselconjuntoc..(n),c..(n) y c(n)  es   dis-

tribuido semejante a 

ol=1 
* * 

(z. 	z. 
10( 

   



(3--1.• • 3 
entonces 

Dado 

U 	= (n)  1 
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N 
= 

o(=1 

zi  ()<. 

z icx 	(3-33 

    

    

 

z io.1 	z. 
 	, 	, 	 

 

 

Vcrii 	o—ii 

 

      

      

      

donde (z. 	z. 	son independientes cada cual con dis10< 	JO 
- 

1 tribución N [( ° ) , (f. o 

 

11 

  

1 )  Y si 	(3-ij = f 

 

1 
b= 	1 

E [un)( I 	1 = 
E [c. (n)] 

E 	
[
c(11)] 33 

E rcii  (n ) I 

  

=Como E(c..) 1 	 E(A..) 

 

-11 

E(c..) = 11 
1 E(A..) - (N-1) 	 = n 

 



- 80- 

Entonces 	E (U 	) = 1 (n) Ti 

- n 
n 

1 
1 	b 

f 

Entonces 

IR U (n)  - b) 	Ley 	, N(0, 0) 

Donde 

(1) es la matriz de covarianza 

- 
iy 2 2 	 2 ? 

2 	 2 5 
2 P ) 	 1 + p 

J 

Teorema 3: 

Sea 	U (n) un vector aleatorio m-dimensional y sea b 

vector fijo, 	<-7( U (n) -b)  ley 	N(0, E ) 

Sea f( u ), función con 112 y 2s/ derivada en )k=b. 

-- 
2 

(1) = 
	2 f 2 

- 
2 5)  

2 
- 

  

a f( u_.1 
um 

 

_ 
(lb' a si 91 uui)  

 

Sea 
af(  u ) 	 

8u1 a=b a=b 
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es la i-ésima componente de 	Entonces la distribución 

límite de 

íT]l( u (n) )-f(b)] 	es N(0, 4)113  2] 11)10 ) 

por teoría 

u 

Como 
u3 U = (u1,u21u3 ) = f(u) = 

  

-1/2 -1/2 u u3ul 	2 

  

uiu2  

 

Los elementos de (1)b son 

Ley 	N(0,  

 

1 	-3/2
u2

-1/2  = - 7 u3u, 

 

u=b u=b 

 

    

a r 

  

21? 

    

=1 
U2  

 

u=b 
1 

U3  

 

u=b 

         

y f(b) = 	, Luego la varianza asintótica de -rii(r(n-f ) 

es 
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2 

   

2 	2 

2f 2 	2 
2 p 	2 

2 

2 
1+ f 2 

  

    

      

3 	3 
= (y-Y , Y - f il-Y 

2 
 

1 

1 2 2 p4  

(1 - )0 2)2 

Luego 
Ley N(0,(1- y 2 ) 2 ) 

  

Teorema 4: 

Si r(n) es el coeficiente de correlación muestral de 

una muestra de N(=n+1) de una distribución normal con corre-

lación F entonces 



Luego f! ( J)  

      

  

1 

  

_ lp 

 

2  2 
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TE(r(n) - p )/(1- p 2 ) 

 

Ley  ›, N(0,1), entonces se demues- 

 

tra que tiene distribución asintotica N(0,1) 

Del Teorema (3), se puede deducir que si f(x) es una 

función con primera y segunda derivada en x=xo' entonces 

11-17 [f(r) - f( p ) 

es asintoticamente distribuida como normal con media cero y 

varianza 

  

2 

 

[ df 
dx X jD

=  (1 - y 2 ) 2 

  

   

Si f es una función real con derivada 11D y 2Q en 

x = f tal que 	(f(r) - f( p ))----/-N(0,f'(u)2 (1- 2 )2 ). 

Si esta en n  la derivada es una gradiente 

y si esta en R, la derivada 
u=b 

    

1 f(u) = 	log 1-u 1+u 

entonces 

1 	l+r 	1 	1+P 	Ley  y n(-2- log 	- - log 	 N(0,1) 1-r 	2 	1-p 
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Luego 

1 	l+r (55 ) z= -2- log 	' determina como la z de Fisher 1-r  

Así 
1 	1+P  entonces 	.\/ 	) = log , 	 N(0,1) ,-r  

Teorema 4: 

	

1 	l+r Dado z definido por z = -2- log -171.-' donde r es el coe- 

ficiente de correlación de una muestra de N(= n+1) de una dis-

tribución normal bivariante con correlación p , sea 1 de- 
1 	1+9 finida por 	= -2  log -17T— . 	Entonces Tri(z- 1 ) es dis- 

tribuido asintoticamente como normal con media O y varianza 

1. 
Es importante notar que la estadística z tiene la pro-

piedad de converger más rápidamente a la normal que r. Ade-

más interesa saber que una mejor aproximación fue sugerida 

por Fisher, donde, la media es 

 

1-4 

   

5+ P 2  +... 
4(n-1) 

    

1 = E(z) = -2- 

  

1+ 

 

2(n-1) 

  

    

y la varianza 
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cuando n > 3 

Veremos a continuación algunas aplicaciones de los teo-

remas enunciados 

a) Sunongamos que deseamos probar la hipótesis 

contra la alternativa 	fo • 
	Para ello debe- 

mos primero computar r y luego z según (3-6) Entonces 

si 

1 	1 + o = log 1- P o 

tenemos que una región crítica de nivel 5% es 

N-3 1 z- 5 01  > 1.96 
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Una región mejor es 

  

1 5 o  - —2  Po/ n 1 > 1.96 N-31 z - 

b) Supongamos que tenemos una muestra de tamaño Ni  de una 

población y otra tamaño N2  de otra. El problema que 

nos interesa es cómo probar la hipótesis Y 	2 de 

que los coeficientes de correlación de ambas poblaciones 

coinciden. 

Para ello debemos computar r1  y r2 , y luego a partir 

de ( 55 ) computar z1  y z2 . Entonces, como a partir 

del último teorema se deduce que la distribución asintó- 

ticaa de z1-z2 si 1) 1- 	2 es normal con media cero 

y varianza 1 	1  
N,-3 	N2-3 tenemos que una región 

crítica de nivel 5% es 

 

izi 	z2  	 > 1.96 

  

  

1 	1  
N, -3 

 

N2-3 

c) Bajo las condiciones de (b) supongamos que 

P1  = 5)2  = 



de 

1 	 1  Y 	 ' N1-3 	N2 -3  

Cómo usar ambas muestras para dar un estimador conjunto 

Dado que Z1 y Z2 tienen varianzas respectivas 

puedo estimar Insesgadamente a con 
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mínima varianza por 

(N1  -3)Z1  + (N2-3)Z2 
N1 I- N2 - 6 

y luego convertir esto en un estimador de y por la fórmula 

inversa de la (55). 

d) 	Sea r la correlación muestral de las observaciones. 

Como obtengo un intervalo de confianza para p 
Sabemos que aproximadamente 

Pr f -1.96 < Th7-7(Z- Ç ) < 1.96 	= 0.95. 

De aquí se deduce el intervalo 

U-1.96bl N-3 , Z, 1.96/-11N-3 + Z I 

para el parámetro 5 	Entonces, usando el hecho de que 

e I 	+ 

es una transformación monotona, se deduce el siguiente in-

tervalo para f 

l 	-1 
= tan h 	e 	-e  
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tan h(z-1.96/-VT1.----31) < 	< tan h(z+1.96/-11 N-3) 

Docimas e Intervalos para Coeficientes de Correlación  

Parcial. 

Enunciamos a continuación un teorema que afirma que 

la distribución de un coeficiente de correlación parcial 

muestral r.ja=1 	basada en una muestra tamaño N de 

una distribución con correlación poblacional. 

	p igual a cierto valor p 	, es la mis- 

ma que la distribucióon de una correlación simple o total, 

r, basada en una muestra tamaño N-(p-q) de una población 

con correlación j) 

Por lo tanto, todos los métodos de inferencia desarro-

llados para el coeficiente de correlación poblacional pue-

den ser usados para correlación parciales cambiando N por 

N-(p-q) 

Teorema 

Si la función de distribución de r. ., asado en una 

muestra tamaño N de una distribución normal con correlación 

en F(r/Nlyii), entonces la función de distribución 



-89 - 

de 	rii,q+1 	 p basado en una muestra tamaño N, es 

F(r/N-(p-q), f i3,a+1 

 

p) • 

 

Veamos un ejemplo de aplicación 

Supongamos que en base a una muestra tamaño N, desea-

mos usar la estadistica Z de Fisher para probar la hipó- 

tesis contra la alternativa a dos fij,q+11— "P  = 

ramas o colas. Para ello calculamos 

l+r.. 1 	i Z = 	log 	j,a+1 '  
ij,a+1 ' 

1 	1+2  o 5 o  = 1 	y log 	-  

Entonces AIN-(p-q)-3 ' (z- lo ) debería 	ser 	comparado 

con los puntos de significación de la distribución normal 

estándard. 

Distribución del Coeficiente de Correlación Múltiple 

Muestral cuando el Poblacional es cero. 

Habíamos demostrado que 

„ 	1 

LJ22 07(1) 

1-r 

Y 

o 

Rl 



-1 -1 ,\ 
22 '1 (1) (5\--(1) —̀'22 13 (1) 

2;]2- '\(1) 

De aquí surge que 

R2 
^ 

1-R2 
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Entonces, si XPIll  = (x(1) 	)e) 
pxl 	(p-q)xli 	es el vector va- 

riable aleatoria del cual se tomó una muestra tamaño N, en 

base a la cual se calcularon las estimadores, tenemos que 

(N-1) 5-11.2  

(51.1.1 
Y 

-1 (37 i  (N-1) 1371)L--J 22 

 

están distribuidas independientemente como 	con, 	N -q -1 

y q grados de libertad respectivamente. 

Entonces 

R2 	N-q-1 
1-R2 	 q,N-q-i 

tiene distribución f con q y (N-q-1) grados de libertad. 

En particular es válido el siguiente: 

Teorema 

Si R es el coeficiente de correlación múltiple entre 
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X1 y X(2)' 
= 	x) basado en una muestra tamaño N de (x2 

una distribución N( 1.1. , E) si R = O, (es decir si 

1) =  ( 12"." 	= O), entonces 11- 	1-1P) 	7( 

R2 N-p 
p-1 	F  p-1,N-p 1-r2 

Puede demostrarse que esta variable es la que se usa 

en teoría de regresión para probar la hipótesis de que la 

regresión de X1 en = (X2  ... X ) es cero, o sea que plantea-

do el modelo (2).  e., i = X11_ 

la hipótesis que se prueba es Ho: fr =0. Conviene, a los 

efectos de demostrar esta propiedad repametrizar el modelo 
2) restándole el vector X (. 	el vector de promedio )7(2) 

Además, puede demostrarse que la prueba de cociente 

de verosimitudes para la hipótesis 

Ho: 	q+1' 	p = O 

contra la alternativa 	))0, en el caso normal tiene como 

región crítica 

,/ R2 11-L2 	K } 
p-1 1-R2 
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Esta prueba por lo tanto rechazara Ho: 1.1 = O en los 

mismos casos en que se rechaza Ho : 	- O en el modelo ante- 

riormente mencionado. 

Es importante notar el signigicado de la Hipótesis 

H : o 	1,Q+1'• • • ' 13  = (1).  

Para ello conviene recordar que el coeficiente de corre-

lación múltiple es la máxima correlación existente entre 
(2) X1 y una combinación lineal 	yD 'X 	, en particular; in- 

teresa en este caso notar que dicho máximo coincide con el 

valor absoluto de dichas correlaciones. Entonces decir que 

= O, implica que la correlación entre X 1 y cualquier com- 

binación lineal 

implica que 

,,(2) f,  es nula y esto en el caso normal 

es independiente de X (2) 
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Las conclusiones de este trabajo la hemos dividido en 

dos aspectos. 

A.- 	Sobre la utilidad del coeficiente de correlación en la 

toma de decisiones. 

1.- El coeficiente de correlación de Fisher nos permite to-

mar una decisión más confiable para Una muestra más pe-

queña que utilizando el coeficiente de correlación de 

Pearson. 

2.- A través del coeficiente de correlación de Fisher se 

logra una mayor confiabilidad en los datos calculados 

y esto es de gran importancia para el mejor desarrollo 

nacional toda vez que existe una gran cantidad de in-

vestigaciones en donde es aplicable dichos coeficientes 

de correlación. 

3.- El coeficiente de Fisher, nos permite utilizar una prue- 

ba más potente en la toma de decisiones. 

4.- El coeficiente de correlación de Fisher tiene una gran 

utilidad en estudios exploratorios, nos permite con una 

muestra más pequeña tomar decisiones confiables y esto 

minimizar el costo de la investigación. 
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B.- 	Sobre el desarrollo teórico analizado en el Coeficiente 

de Correlación de Fisher. 

1.- Dado dos variables aleatorias una de ellas X y la otra 

Y que depende X, existe una matrilz de covarianza 

semi-definida positiva que nos permite obtener los coe-

ficientes de Correlación Simple o total, Correlación 

Parcial y Correlación Múltiple. 

2.- El coeficiente de correlación es invariante bajo cambios 

de escala. 

3.- Los estimadores del coeficiente de correlación se pue-

den obtener a partir del estimador máxima verosimilitud 

de la matriz de covarianza. 

4.- La función de densidad cuando )9 	o, es un recurso 

matemático básico utilizado por Fisher (1915) para ob-

tener la esperanza y la varianza de r. 

5.- La distribución asintótica del coeficiente de correla-

ción debido a Fisher origina un estadistico que se dis-

tribuye aproximadamente normal cuando .12  o. 
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1.- Que en las investigaciones estadlsticas que tienen un 

componente sobre correlación, se deberían emplear esta-

dísticos que brinden una información más confiable para 

la toma de decisiones. En este sentido, el coeficiente 

de correlación de Fisher brinda una serie de elementos 

que lo hacen más confiable (disminuye el sesgo, prue-

bas más potentes etc.) 

2.- Que estos trabajos no reposen sólo en las bibliotecas 

y centro de documentación de la Universidad, sino que 

se haga un esfuerzo para brindar este tipo de conferencias  

a los diferentes centros de investigaciones del país, 

así como a oficinas que manejan y procesan informacio-

nes estadísticas. 
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