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INTRODUCCTION

Uno de 1los temas que mayor interés ofrece dentro de
los fundamentos representados por variables de caracter bidi-
mensional o multidimensional es aquel que nos da a conocer
la forma y el grado de relacidn que existe entre dichas va-

riables.

Para estudiar este tema se plantean dos técnicas estre-
chamente relacionadas entre si que son:la regresidén y la co-

rrelacidn.

El analisis de correlacidén produce un nUmero gue resu-
me el grado de relacidén o asociacidn entre dos o més varia-
oles; y el andlisis de regresidén da lugar a una ecuacidén ma-

temdtica que describe dicha relaciédn.
Considérense, preguntas como las siguientes:

1.- ¢Estdn relacionadas la edad y la resistencia fisica?

2.- (Tienden a tener mayor nivel de escolaridad las per-
sonas con altos ingresos, en comparacién con las de
bajos ingresos?

3.- iPuede el éxito en el trabajo predecirse a partir de
calificaciones obtenidas en las pruebas de selecciédn?

4.~ (Parece influir la temperatura en el indice de crimi-

nalidad?



5.~ {Se desenvolveran mejor en un curso de matematica, los
alumnos con mayor habilidad para la lectura que los
gue muestran menos habilidad?

6.- ¢Estd relacionado el aprovechamiento escolar de nivel
universitario con el aprovechamiento respectivo a ni-
vel de bachillerato y la calificacidén del examen de
admisidén?

7.- (Qué relacidn existe entre elconsumo de carne, el pre-
cio de la carne y el precio de la carne de cerdo?

8.- ¢E1l numero de personas protegidas por la C.S.S., guar-
da relacidén con el nUumero de asegurados cotizantes y

el numero de beneficiarios?

Estos problemas y problemas semejantes se presentan
en un analisis de correlacidn. El resultado de un analisis
de esta naturaleza es el llamdo coeficiente de correlacidn,
cuyo valor cuantifica el grado de asociacidn, entre las varia-

bles involucradas en dicho analisis.

En este trabajo estudiaremos métodos para medir el gra-
do de dependencia entre variabales aleatorias. Primeramente)
estudiaremos el coeficiente de correlacidn exactamente como

medida de dependencia entre dos variables aleatorias.

Esta nocién es luego extendida a una medida de depen-
lencia entre una variable y un conjunto de variables por me-

dio del coeficiente de correlacidn multiple. Por otra par-



te, para estudiar la dependencia entre dos variables de un
grupo cuando los efectos de las otras variables correlacio-
nadas han sido removidas, se introduce la nocidn de corre-

lacidédn parcial.

Se estudiara ademés la estimacidn y prueba de hipdtesis

concerniente a los distintos coeficientes de correlaciodn.
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CORRELACION SIMPLE O TOTAL

Cuando tratamos de establecer el grado de asociacién
entre dos variables estamos refiriéndonos a su correlacién,
que podemos entender como el conjunto de causas comunes a am-
bos. Asi, si una variable (por ejemplo Y) se supone "motiva-
da" o "explicada" por otra (por ejemplo X), la correlacién
entre ambas nos hablard del grado de asociacién en que el fend-
meno representado por ambas poseen causas comunes.

Estas variables representan un conjunto de puntos, de
acuerdo con el tipo de relacién. Si el espacio es bidimen-
sional, los puntos son (xl,yl),...,(xn,yn), que determinan
el diagrama de dispersidén, sirve como referencia para deter-

minar nuestra curva de ajuste, que puede ser:

1.- Y = ag # alx Linea Recta
2.- Y =a + a,X + a X2 Parabola
. o 1 2 a o
3.- Y = 4 a,X 4 a.X® 4 a.x> ¢ Cubi
: = ag 1 a, as urva Cubica
4, - Y = a +# a,X #4 a X2 4 a X3 4 a X4 Curva Cuartica
) o 1 2 3 4
_ 2 n
5.- Y = ag # alx # a2X Feuot anX Curva de grado n.

Estas ecuaciones se llaman polindmicas de primero, se-
gundo, tercerg)cuarto y n grados respectivamente.
Otras posibles ecuaciones gue en la practica aparecen

son las siguientes:



1.- Y = & 6 = - a + &a.Xx Hipérbola
Y o 1
a +a. X
o 1
2.- Y = abX 6 log ¥ = log a # X log b Curva exponencial

aXb 6 log ¥ = log a # b log X Curva geométrica

w
[
<
n

Cuando se trata de dos variables solamente se habla de
correlacién simple, ésta puede ser Lineal o no-Lineal.

Para llegar a una posible definicién y evitar el juicio
individual en la construccién de recta, parabolas u otras cur-
vas de aproximaciébn, usaremos el Método de Minimos - Cuadrados.

Dado los siguientes puntos (xl,yl), (xz,yz)”..(x ),

n'Yn

es decir, para cada valor de X, obtendremos el correspondien-

te valor de Y en la curva, consecuentemente las desviaciones,

Dl’Dz"'Dn'

Una medida de "bondad del ajuste" de la curva a los da-
2 2 2

tos viene suministrada por la cantidad D1 +D2 +...+Dn

Si esta es peguena, el ajuste es bueno, si es grande el ajus-
te es malo.

Haremos la siguiente definicién formal.

Definicibén:

De todas las curvas de aproximacidén a una serie de da-

tos puntuales la curva que tiene la propiedad de que

2 .
D # D2 4 ... Dn es minima (1)



Se conoce como la mejor curva de ajuste.

Una curva dgue presenta esta propiedad se dice gue se
ajusta a los datos por minimos cuadrados y se llama curva
de minimos cuadrados. Asi, una recta con esta propiedad se
llama recta de Minimos cuadrados, una parabola con esta pro-

pliedad se llama parébola de minimos cuadrados.

Nuestro objetivo es medir el grado de asociacidén entre
Y y X, antes de estudiar la Recta de Minimos-Cuadrados, estu-

#éiaremos tres casos exiremos.

Caso 1. Correlacidén cero. Y

Y no esta asociado con X; Y

no esta afectada por nada.

<]
p
|

No hay variacidn, este caso

no es interesante porgue no

hay variacién en Y.

Caso 2. Correlacidén cero

Y no esta asociada con X, .

no hay ninguna asociaciodén o . ® . 3

|

la que llamaremos correla-
cién; predecir Y no es trivial b

pero conocer X no reduce la va-

riacién de Y.



Caso 3. Correlacibén perfecta Y. /zﬁ}~ y

La asociacidn entre Y y X /;’

aparece graficamente como una /f’/ Y = atbx

linea recta. Todos los puntos 7 A -4l c-——
s

caen en una linea. Hay varia- !/;/

ci6n en Y, pero el conocer X ¥__ X

sabemos exactamente lo que es Y.

El caso 1 tiene la caracteristica perturbadora de que
una linea recta (con b = 0) describe perfectamente los punto
pero no hay "ninguna asocilacién" porque Y es independiente
de X. El caso 1 "no es interesante" desde el punto de vaista

de esta discusidén porque no hay variacién en Y.

Recta de Minimos Cuadrados

La recta de aproximacién por minimos-cuadrados del con-
junto de puntos (xl,yl), (x2,y2),...(xn,yn) tiene la ecua-
ci6n

Y = a + bX (2)

Nuestro problema es determinar los parametros a y b,

utilizando el principio de minimos-cuadrados Sea dl=Yl—Yc

la 1-ésima desviaciédn, error o residuo entre Yl(valor ob-

servado) y Yc (valor calculado).

N N
2
Entonces >, d, =0 y >°d“#0
1=1 1=1



Luego
N N
2 2
>y, S = >4
i=1 * ¢ i=1 ¢
Tenemos
N 5 N 5
Q= 2,d.° = 2 (y;-a-bx,) (3)
i=1 i=1

gue ha de ser minima respecto de a y b para la cual es preci-
sO gue sus respectivas derivadas parciales con relacidén a

dicho parametro se anulen

20 . ‘}%2( ~a-bx.,)(-1) = 0
da = ¥yma=oxy -

N
3Q _ e N =
= - £§%2(yi a-bx,)(-x;) = 0

Asi las ecuaciones normales quedardn en la forma

N
Y. = Na + b Egixi (4)

N N N 5
2. X.¥Y. = a 2 X, +b > X, (5)



Dividiendo en ambas ecuaciones por n, y representando

por X a la media de X vy Y a la media de Y, nos quedara

N 2
X. Y. b 2, X,
i=1

—y = ax ¢ N (7)

de donde, podemos deducir los valores de a y b multiplicando
la primera ecuacién por -x y sumandola con la segunda tendre-

mos

N

En el denominador de (8) tenemos la notacién que repre-

senta a la Variacion de X o sea



N, N,
2. X ) X,
2 i=1 * = i=1" 22
S x = N - X = N - 2X + X

o2 22
ﬂ}‘(xi - 2X Xl + X
_ i=1
- N
N
L{‘__.(x.—x)2
2 i=1
SX =

En el numerador de (8) tenemos la notacién que repre-

senta a la covarianza de XeY, o sea

2 %iYy = =
Xy = N XY



<

%

entonces

remplazando en (2)

entonces

obtenemos

Y

- bX + bX

(9)



Finalmente, la expresidén de la regresidn lineal de Y

sobre X, se puede escribir asi

Y - ¥ = 221 (x-X) (10)

De la misma forma, podriamos determinar la regresidn
lineal minimo-cuadrédtica de X sobre y, donde b' seria el coe-

ficiente de regresidn de X sobre Y, estableciendo que

S7X
STYX

La Correlacidén Lineal.

/ \ .. .

Desples de obtener la recta de regresidén entre las dos

variables buscaremos el grado de asociacidn entre las varia-
bles o sea la correlacidn.

Es claro que

N ., N _ .z
£§%<yi—y> . iEQ_E(Yl‘Yo)+(Yo‘Y)] (12)

Desmostraremos gque (1l2) es equivalente a la

fﬁ 2 ﬁi 2 N
(v.-¥)° = (vi-y )% = -7)?
e RRE L =171 e Egg(y L



Demostracidn:

Desarrollando el producto notable, obtendremos

N 5 N _ N e
(v;-9)° = D (yy-v )%+ 2 Zl(yi—yo)(yo-y)+ 25 (Y5-Y)
1=

i=1 i=1 i=1

Mz

La demostracién queda hecha, si se consigue demostrar

que el segundo sumando es cero, y esto es evidente ya que

N N
Z (¥,=¥ ) (¥ -¥) Z ;-a-bx) (a+bx-y)

a ZZ(Yi—a—bx) + b§:1X(y—a—bx)

- ¥ 2. (y-a-bx)

las ecuaciones normales

2. (y -a-bx) = 0

2 X(y-a-bx) = 0

por lo que

N —
ig:l (yi—yo)(yo-y) =0



De alli

N _ 2 N 5 N .

i=1

de la ecuacidén (13) podemos determinar que Y, es el valor de
Y segun la recta de regresidén de Y sobre X, entonces podemos

deducir la ecuacidén de regresidn

Y -Y = —7§Y (X-X) (14)
Sx

Elevandolos al cuadrado obtenemos

s2 2
=.2 (~ xy) -2
(YO-Y) = 35 (x-x) (15)
(s~ )
X

- 2 2
(¥,-7) (x-%)° (Sxy 12
a—— ) > (16)
(y,-v) (y;-y) (s, )

Como este es para el i-ésimo elemento entonces

(v,-7)° 2 5, o (x,%)7 (17)




representando

formado en

Prv -
Xy

i=1 *

(Szx 2 N .
pr s DI E I
Sx i=l

2 N _
(_S_Z&Y_).E_ 12 (xi—x)2
(8 x)2 N i=1

1 N -2

N Z (Yi-Y)

i=1

Szxy.2
( i §%x

2 .2
(87 x)

sy

2
(S xy)2
(s2 ) (s%y)

(18)

Asi pués tendremos el coeficiente de correlacidén lineal

Xy o sea



.ny = SZXY
2 Iv 2 ¥
s“x sy (19)
N N _ B
2. (x -X) (¥ -¥) 2. (% -X)(y.-¥)

=1 1=1

|_l

Pro -

<<*ﬁ :mH
I Mz
N
"
%1
e
=
<:L\§
utﬂz
<
L<
o
>
-
%
'—l
I
x
]
<
-
SJ

Correlacidédn Simple (No Lineal)

Las definiciones de coeficiente de correlacidn son com-
pletamente generales Y pueden utilizarse, tanto para regre-
siones No-Lineales, como para lineales; la anica diferencia
es que Yo se calcula a partir de una ecuacidén de regresidn

no-lineal en lugar de una ecuacidén de regresidén lineal.

Entre las curvas de regresidén no-Lineal gue estudiare-

mos, se encuentran la parébola.

Parabola de Minimos Cuadrados

La parébdla de aproximacién de minimos cuadrados a la
serie de puntos (xl,yl), (x2,y2),...,(xn,yn) tiene la ecua-
c16n

Y = a # bX # cX (20)



sea

el residuo o error entre Yi (valor obsexrvado) y Yo (valor

calculado)

que:

Entonces

N N,
2.4, =0 y > da°#0
i=1 i=1

Luego

Derivando con respecto a los parametros a,b,c,

20

o'}

Q
0

@
o

(21)
N N
2 2
i=1 i=1
N N
~ 2 2 2
Q= 2,4, = 2 (yj-a-bx;- cx;”)
i=1 i=1

: 2
2, 2(yj-a-bx -cx,;“)(-1) = 0
i=1

2
2(y.-a-bx.-cx. = =
ES; of - xjmexy ) xi> 0

tenemos



2

N
209, 22y, ~a~bx, ~cx, ) (-x,°) = 0
i=1

C 1

Asi las ecuaciones normales quedaré&n en la forma

N N N 2 h
|
2, X
z:yl = Na + b 2:}%.+ c = i
i=1 i=1
N N N N
o 2 3
z:xiyl = a iji + b 2: X;" +c z:xl > (22)
i=1 i=1 i=1 i=1
N N N N
AN 3 4
z:X.ZY = a :JX.Z +b 2 X +¢c ) X
; i ~2 i
i=1 i=1 i=1 i=1 i

Las constantes a,b,c se determinan resolviendo el sis-

tema de ecuacidén (22). Una vez obtenido los valores a,b,c

especificamos la curva de regresidén (20). Utilizando los
mismos principios que en (12) y (13), obtendremos gque

N N N

=2 _ 2 —. 2

2o (v = 20 (ymy ) e Z:l (Y,-Y) (23)

i=1 i=1 i=
realizando el mismo trabajo que en (14), (15), (19) y (17),

obtendremos gque :



N 2
2:(yi—yo) -
i=1 Variacidn Explicada
Y = = 5 'y
Variacidn Total

Regresidén Lineal en Notacidn Matricial

Introduccidn:

Entre los instrumentos matematicos gque se suelen emplear
las matrices ocupan un lugar importante, como ayuda, aungue
los problemas sean complejos, su presentacidn en esta forma
es concisa. Sucede lo mismo con las soluciones.

La ecuacidn general para el modelo de regresidn lineal.

Y. = atbx, + ei, i = 1,...,n
i 1

Entonces podemos escribir el conjunto de observaciones

como ¢



Yl = a + bxl + el
Y2 = a + bx2 + e2
Y = a + bx + e

n n

Estas n ecuaciones tienen elementos que caen natural-
mente dentro de categorias. A la izquierda de la igualdad
estdn las observaciones propiamente dicha. A la derecha los
coeficientes de los pardmetros y l1as componentes de error
(ei). Podemos escribir en notacidén Vectorial y Matricial

respectivamente, como

M ["_
Yl 1 Xl el
1 X2 a
Y = P X =|. . B = e = |e,
. . . b
- 1 X )
Ln.__
Yn en
Donde Y es el vector aleatorio de observaciédn, La ma-

triz X, llamada también matriz de disefio, es una matriz de
paradmetros observable. Aqui la columna de los 1 puede consi-

derarse valores de una variable ficticia Xoi=l,i=l,...,n.



El vector B es un vector de parametros desconocidos y e,

un vector de componentes aleatorias desconocidas.

Ahora las ecuaciones pueden escribirse como

¥, 1%
-
a
Y, _ 1 X, [ N
. . b
i 1 X
n n
- - — —

0 en forma general Y =

La Matriz de Covarianza

Consideremos la distr:ibucidn normal

2l vectcr mediza es

]
]

Xy 2

- - =

En el caso bivariante la matriz de

escribirse

es
€1
€5 (25)
e
n

bivariante donde

covarianza puede
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e 5 —_
b te ) Oty ) G M)
le E
2
(xy-Pepdixg=pg) (x5 fLy)
L— ——
= 05, O12
051 02

donde G-ll y 0"22 son las varianzas y 0‘12 Yy 0"21 son las
covarianzas.

En el caso multivariante, la matriz de varianza-cova-

rianza se puede denotar

G’ll 0’12 .o e 0_'ln
2= (G34)%3=1,.ein = 6, 63, --- O2n (28)
O-’nl O~;1n

Como E: es definida semi-positiva, entonces el deter-

‘. .
minante del i-j esimo elemento de la matriz es mayor que ce-

ro entonces

ii i O3 0O1ij 2
; - G‘__.LO"j(l‘Pij) (29)
Oj3 Oii Oy 03;

4 es positivo



Luego 1- _Pijz > 0> - _Pij2:> -1

2
;0 €8

=D

=> | Pl (30)

El coeficiente de correlacidn simple o total lo escribimos

L. = i = 31
PlJ {E(xi—y-)?-E(y—rV? 0107 Rt

como sabemcs, ésta es una med ida de asociacidén entre dos
variables aleatorias Xi e Y; La covarianza G—ij en el
numerador es la esperanza del producto de las desviaciones
de las variables respecto de sus medias (xi—}x.)(yj— TL), por
lo tanto el hecho de que una covarianza sea grande y positiva
lo entendemos entonces como agquel caso en que' })ij estéd cer-
ca de 1. Las siguientes figuras ejemplifican como se distri-
buye la gran mayoria de la masa de probabilidad correspon-

diente a la variable (x,y) de acuerdo al valor de la corre-

lacién



Y

Yy Y
e - } \ / \\
d \ / h
N
Ve 1 l \
/ / \ N
/ / \
1.1 / \1
/ / \
/ / \
/ // \
/ \
/ / \
/ // N\
~
{
: // - X N \~}L
\ )/L/ T
\\~.-_’//
F .. cercano a 1 P cercano a -1
ij 1]
Y .
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,/// \\
/1 \
/ \

1!

F.. cercano a 0
1]
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Es importante notar gue .Pij alcanza los valores ex-
tremos en (30), cuando f&j = 1 o -1 las variables X y Y
estdn sobre una recta con probabilidad 1. Es facil verifi-
car que si Pij =-1 ésta es negativa. Teniendo en cuenta

esta discusidn, podemos afirmar que la correlacidén es una

medida del grado de linealidad de la distribucidn (x,v).

Proposiciédn

El coeficiente de Correlacidn no depende de las unida-

des que se hallan adoptado para medir la X o Y.

Demostracidn

Verificaremos que f;y es invariante bajo cambios de
escala o sea que la correlacidtn de T = ax # b y P = cy # d

es igual a la de X e Y

Dado

fxy . _Ex-M)(y)

V E(x—}k )2 E(Y-Q}z.

Sea



Entonces

E [T] - ap +b y E [P] = cn +d

Luego

PTP _ E(T-E(T))E(P-E(P))

‘[;<T—E<T))?E<P—E<p))2

E(ax+b-a H——b)(cy+d—cq;§)

1

'J—E(ax+b—afb —b)ZE(cy+d—cr(—d)2

. acE(x-j )(y-R_)

ac'¢ E(x—f& )ZE(y-q)2|

FTP - Elxo b ) (y-n) = ny L.Q.Q.D

1
\/;(x— /,u )2 E(y—l’(.)2

Propiedad

Si X e Y son independientes entonces .Pij = 0.

Se deduce facilmente de (31) en caso de X e Y independiente

E(x- L ) E (y-N)
(E(x)—)«b )(E(Y)—TL)

(}*——}J»)(TL—TL)

E(X—}L )(Y—f'[)
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= 0 -« 0
= 0
entonces P.. = 0
1]
Observacidén
1.- El reciproco de esta propiedad no es en general cierta

0 sea gue existen variables dependientes con fﬁj=0

2 o= Si las variables son normales implica la independencia

cuando Fij = 0.

Correlacidn Parcial

Consideremos un vector aleatorio X = (xl,...,xp) con

vector de media fL y matriz de covarianza /.

Consideremos una particidén de dimensidén q y (p - q),
respectivamente, X = (x(l), x(z)).
La funcidén densidad condicional de X(l) dado X(z) es
(1) _(2)
(2)
g(x )
en donde g representa la funcidén de densidad marginal de X(z).

La distribucién condicional tiene medias, varianzas

(2)

y convarianzas que son funciones de X
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A las medias de esa distribucidén condicional se les
llama funcidén de regresidn:

denotémosles por

E(Ximﬁ+l""’xp) = }Li (xq+1,...,xp) (33)

Esta funcidén de regresidén tienen la propiedad de ser
agquellas que mejor estiman a Xi en el sentido de que
minimiza

2
E [(xi—g(xq+l,...,xp)) ] (34)

Esto se demuestra tomando esperanzas condicionales

2)

dado X( (x

,+e.2X_), lo cual permite dar la siguiente
d+1 Jp

expresidn equivalente a (34)

E {E [(xi—g(xq+1,...,xp))z/x(Z)]} (35)

Minimizando la esperanza de adentro se logra el minimo

de (34); el cual por lo tanto se alcanza cuando

Lq+1,...,xp) = )Li(xq+1”"’xp) (36)

Consideremos ahora el problema de minimizar una expre-
sién similar a (34) cuando la funcién g es un hiperplano.

Supongamos de ahora en adelante para facilitar la escritura

gue E(x) =}l»= 0.



Las funciones g que consideramos son del tipo

g = Pq+lxq+l +Fé+2)é+2+...+ prp = F'X(z) (37)

Definicidn:

Plano de regresidén media cuadrética.

El plano de regresidon media cuadrética para Xi

con respecto a X(2)= (xq+l,...,xp)es el hiperplano que mini-
. (2).,2
_ ]
miza E [:(xi .P X ) ] (38)
: Po(2) : : ;
Diremos que jb.x es el mejor estimador lineal
(2)

de Xi en término de X en el sentido de minimizar (38);

es una representacidén lineal 6ptima de X. en términos de
P i

las componentes de 2(2)

Consideremos ahora la variable aleatoria que se obtiene
como diferencia entre la variable Xi v el plano de regresidn

media cuadréatica.

Qi, q#1l,...,p = X4~ P'X(Z) (39)

gue denominaremos residuo de Xi con respecto a los componen-

tes de X(z), donde ‘F' estéd dado por las N-1 ecuaciones
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+ =5
Cq+1,q+1 F>q+l Cq+1,q+2 f’q+2+"'+cq+1'p f)p Ci,q+1 (x)

Cq+2,q+1 f’q+l+cq+2,q+2 F’q+2?"‘+cq+2.p F’pcci.q+2

Cp,q+1 f’q+l"‘cp.q+2 Fq+2’+"‘+cp,p Fp=cip

que se obtienen derivando (38) con respecto a los p,q coeficien-

tes }bij, y donde Ch K denota la covarianza de Xh con
2]

X : C = E(

k’ “hk X%y )

La idea es que el residuo representa aquella parte de
Xi que no puede ser explicada a través de X(z), o bien dicho
de otro modo, aquella parte de Xi que queda luego de remover

la influencia de X(z) sobre Xi'
Consideremos

o B [xix(z” - <(2) 4(2)) ]
= E(xixq+l) - E( ﬁ"x(Z)xq+l)



C. - E( , X X +t...%+ X x
i,g+l Pq+1 g+l g+l F’p P q+l)

C

C, - C - -
i,g+l +1 +1,qg+1 et P
a+1” Parl tarl,q p p.qg+l

= C )

+.

i,q+l_( Pq+1 Cq+1,q+1 - F’pcp,q+1

= C - C 0 de acuerdo con la ecuacidn (*)

i, g+1 i,g+1

Esto demuestra qgue los residuos de los componentes de

1) (2) (2)

X( respecto a X no estan correlacionados con

Consideremos dos variables Xi Y Xj i, j € g conjunta-

2)

mente con el vector X( = | x ). La covarianza

Xq+l,..., p

de )& Yy Xj’ pueden estar influenciadas por la variacidén de

X(z) e linteresa en muchos casos a estudiar dicha dependen-

cia separando el efecto gue sobre ella efectua X(z).

Ahora bien los residuos q;, afl,..., py ~Qj,q £ 1,

....p representan agquella parte de Xi y X. gue gqueda luego

J
de restar el mejor estimador lineal en términos de X(z).

Entonces el coeficiente serd llamado coeficiente de Correla-

(2)

cidén Parcial de Xi y Xj con respecto a X y se denotaréa

EL Mt g1, .., 0) M4, q+1,....0)]

med iante fij,q+l,...,p =

2 2 '
V E(Yzl :Q"”l, 'O-rp)E(,Zj q+1:--0:p)

(40)
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Siendo esta expresidén un coeficiente de correlacibdn
simple entre dos variables, tendra todas las propiedades enun-

ciadas en particular.

-1 < )Dij.q+l,....p< 1

Examinaremos ahora el caso particular en gue X tiene

distribucidén normal multivariante.

Teorema (Distribucidén Condicional)

2)

Sea X AJN(}L , 2.) donde x=(x(l),x( ) es un vector dis-

tribuido con media

y matriz de covarianzas
z:ll Z12

%, = (41)

2:21 2:22

Entonces la distribucidn de X(l) dado X(z) = X(z)

es normal con media }L(l) y, 2312 zzzgl(x(z)_ }L(Z) % i

triz de convarianzas.

-1
z11.2 = le - Z12 Z22 Z21 (42)
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Demostracidn

Sea la funcién de densidad condicional (o de cuantia)

de X(l) dado X(z) es
(1) _(2)
g(x(l)/x(z) - X(2)) _ fix (2>)< )
fix )
Entonces
1 1 ; -1
h(x,) = exp [ - 5lxy= ) Zzz(xz-}kz)]

q/2 1/2
2T | =, |

Luego como

— —

-1 s -1 1wt -1 -1
(2= L, Ty Zgy) (D17 gy 2552050 2, Ty

- -1 -1 =il ] )'1 -1 -1 ' (> -
> - T, D Zm 2525, ) 2 By, Tt

| ' -
2, L3 L) T, Zz%

La determinante es

lZl - lzzzl lzll-z:"lZZ;%Z;Z
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1
(21—]-)1/2(9+q)

f(xl,xz) =

1 0 ’
Zigy |12\ =2y Zyy 2ig,|1/2

1 , R 1
- Exp {' 3 L pg ) C 2y -Fy Ty g0 7 (xy- Mal-
L o5 -1 : -1l st -1 -
(%7 pe 2! 25y B Zym T By Ty iy P!
, -1 st -1 -1
(1= Pg)'C =2, 25y Zyp) 70 Tgp B 5508- W)
- ) DL 8-S, St e, =52
2™ 2 22 ST Hip Epo ey 12 <22
|

Luego
1
p/2 -1 '
(2 TT) Z1m D 2,y g

g(xl/xz) = l,/2 )

1 -1 '
- EXp { 3 [Xl‘}‘Ll‘ 2, Zzz(xz‘}"z’] (2qq- 25

e
2355 207

[x- Pym 20 2 5%"‘2‘/"’2’]}

h representa la funcién de densidad (o cuantia marginal de

X(Z)).



La distribucidén condicional

(1) f(2) _ g(2) [ -1,
A A For 2, Z550x feads

_1 '
L g, 33 By, (43)

Este teorema nos dice que en el caso normal, las fun-
iones de regresid habiamos llamado L(x y ¥ iy R
cio g ién que habiamo }kl( q+1 p)
son los componentes del vector }L(l) + 2:12 Z];% .

s

. . 2 . .
Estas funciones son lineales en X( ) y coinciden en-

(2) (2)

- (x ).

tonces con los planos de regresidn media cuadratica; o sea
gue la solucidbn del problema de minimizar (34) coincide con
la de minimizar (38). Por consiguiente, los residuos

Y1i,q+l,...,p son los componentes del vector

<(1)

(1) _ -1, .(2)_ (2)
- }x 2312 Elzz(x )J— ).
A partir de esta expresidn de los residuos, puede ver-
se facilmente gque las correlaciones parciales pueden cons-

2

truirse a partir de la matriz 11.2 por el método gque se
construye una correlacidén simple o total a partir de una ma-

triz de covarianza entonces



G.-;.j,p+l,...,p+q

V G‘ii,p‘f‘l,...,p"'q G—jj:p+l:---:p+q‘

fij.ml, -e..Ptg =

(44)

El Coeficiente de Correlacidn Mualtiple.

Definicidn:

El coeficiente de correlacidn multiple es una medida
de dependencia existente una variable Xl y el conjunto

X, ....x_ =xt?)

2 P
Sea X = (xl,...,xp) un vector aleatorio y una matriz

de covarianza 22 >o0. Particionando, X y 2 respectiva-

mente asi:

= [ |—“
i O11 012
X = y 2= (45)
x(2) SP3! 25
= - S— —
Como X(z) = (x X )'y 2 es (p-1l)x(p-1) en-
2" "p 22
tonces Var(x;) = G, Y Cov(x,) = 2322 y (512 es el vector
]
de covarianza (p-1)xl comprendido entre Xl y X(z) , llamare-

x(2)

mos coeficiente de correlacidén multiple entre Xl vy a

la maxima correlacidén entre Xl Yy una combinacidén lineal de



= 34 &

dJX(z), que se denota por R 1,2,...,p.

Usando la definicidén se tiene

Cov(xl, CK'x(z))

§ 1121 .Ip = max (46)
X 1(Var(xl)Var( o("x(z))
= mnax O(| 6‘-12
o« , 172
(O3 ' Tpy X0
Luego
LT /2 _~1/2
o' 012 _ Ty 0712

2 |
(071 o Ty ol (G o T

_ u'v cuando u = 2122 C(
. 1/2
(6711 " Zigy )

Entonces
. vy 1/2, , 1/2
LI < (_u'u) (v'v) por la de-
(0~ DY X )1/2 ( G DM )1/2 sigualdad
11 & 22 11 & 22X g
de Cauchy-

Schwars.
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S 1/2 e -1 172 | y —
X Z L, X0, By, Oy) |91 Za, O
) s 172 o
(0 " 2 5,X) 11
Entonces
' | 2:— 172
ﬁi,q+l,...,p = max X (312 < 12 22 012
(x \
2

z]~l

X = 22

Son iguales cuando

en (46) obtenemos

., reemplazandoclo
12

Ri,qg+l,...,p

. Z~l
(’_T—_ 22

12 O1s

r 1 -1 -1 -1
Lo O &5 2555255

12 1/

1/2 !
(opt? Lo, =

172

1
22(512 ]

;)
[}
G, >:22 G, 172

T
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Si X es Np(}x , 2.) v X es particionada en X, v X, la

distribucidn condicional de Xl dado X2 tiene como media

]
Blx /xy) = W+ Gy 2,y (xy- P2

vy la varianza
=S’ 4 — ' Z
var(x,/x;) =S 5 ... 0l1- 012 “ 22 0712

Ny =2 )
El coeficiente de Correlacién R 1,2,...,p es

qg.,..— O
212 . p - 11 11,2...p
011
Demostracidn
-1
'z
Sea R®21,2,....p = Q12 “22 Oy
11
Entonces
N |
1-®*1,2,....p =1 - 07, “5, 01
01,
-1
= 011 . 013 %52 0712
G—-
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1 -® 1,2,....0= %11,2,....p
R
212 ...p=1- T11,2,....p
071
= 6_11— O.11,2...,p (47)
C11

En el caso bivariante la matriz de covarianza se reduce

2
- 01 P01 02
2
Po7 G5 Opp) ;
2 2
Entonces Var(xl/xz) e O_il 2> = 01 (1—P )
2 2

=2 o, G Ra-p%) 2

Luego R 1,2 = 5 - J3 (48)
01
Entonces
R 1,2,= |P |, que podemos observar que es el valor ab-

soluto del coeficiente de correlacidén ordinaria.



- 38 -

Si particiconamos a X y 2. en

(1)
A 2y T
- 7 -
(2)
X
- = 221 Z:22
Cuando X(l) es el vector kxl, X(Z) es el vector (p-k)xl

Z:ll es k x ky 5322 es (p-k)x(p-k).

Una forma de medir la dependencia es considerar corre-

laciones entre Xi y combinaciones lineales de las variables

1
en X(Z) O sea C( X(z), luego como sabemos por demostracién
-1
anterior el maximo valor de O( es O( = ZZZ G‘i entonces

el coeficiente de correlacidn mualtiple es

-1
= o' 2055 o
Ri,k+l,...,p - i 22 i 1/2

0.
i,
Es equivalente
_ 05 = Ohy,kel
R i,k+l,....p = 11 2 ARRES (49)
O“'-l-
- -1 - (0.,
cuando 211.2 = le— 212 222 221 = (Yij.k+1,...,m)
en el caso cuando X es normal Z 11.2 es la matriz de cova-

rianza en la distribucién condicional de X(l) dado X(z).



Es importante destacar que de acuerdo con la definicién
dada el coeficiente de correlacidén multiple mide el grado de

dependencia lineal existente entre Xi y los componentes de
X(Z).

El hecho de que R sea pequefia significa que las apro-
ximaciones lineales del tipo c('x(z) no son apropiadas para

X..
i



CAPITULO II



ESTIMACION DEL VECTOR DE MEDIA Y MATRIZ DE COVARIANZA DE UNA

DISTRIBUCION NORMAL.

La distribucidn normal multivariante estd completamente
especificada por su vector de media }L y su matriz de cova-
rianzas Z: . |

Veremos a continuacidén que el estimador de maxima vero-
similitud de }L es la media muestral (x) y el de 2. ' es
proporcional a la matriz de covarianzas muestral. Una varian-
za muestral es la suma de cuadrados de las desviaciones de
las observaciones respecto de la media muestral dividido por
el tamano muestral menos uno; una covarianza muestral es simi-
larmente definida en término de productos cruzados. Demostra-
remos que la matriz de covarianzas muestrales es un estimador
insesgado de 2:

Consideremos una muestra de N observaciones de X distri-

buidas como Np(fk s N )y, es Xl""’Xn donde N>p (el numero

de observaciones debe ser mayor que el numerc de caracteres).

La funcidén de maxima verosimilitud es

! N 1
(X I"’IX ’ ’ Z )=
L N A | (ZTTIp/2

prs

®
i
e}
—
1
ST
%
R
|
F
Ml
o=
M
2
|
¥
A~
1]
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I N 1 SRS >
= 17BN ' exp'{ 5 . (xq —fL) (xq —fL)}
(27TT) ‘ | 12w o =1

Para encontrar el Estimador de Maxima verosimilitud de

necesitamos del siguiente Lema.

Lema 1:

Sea Xl""'XN’ N vectores (de p componentes) y sea

X el vector de media. Entonces para cualquier vector b

N N
> %, -b)(x_ -b)'= (x, -X)(x_, =-X)'+N(%X-b)(x-b)'
il « R X
Demostracién
N N o B ,
O(ZJ:l(Xo( “b)(xy -b)' = oz/;l Cixgy -x)+(x-b)] [(xg -X)+(xx -b) ]

N N
= 2 xy “Xxy -x)' oé(lxo( %) (% -b)"



N N N
Donde T, (% o -x)= Zxo( - 7 %X=NX-NX = 0
X =1 o =1 oL =1
Entonces
(x -b)(x -b)'= (X, ~X)(xy -x)'+N(x-b)(x-b)'L.Q.Q.D
=1 & o8 (=1 X X~
N —
denotamos Z —x) o( -x)' = A entonces
N — —
Z -b)(xy -b)' = A + N (X-b)(X-b)'
u:

Usando este resultado y la propiedad de la traza de una

matriz tenemos

1

Lilxg - P T Hxy - =T DT AJeN(R= )t TR )

Demostracidn

* -
Sea QJ = 3! entonces

N N
%(xq -)LA»*)' (P*(xo(—)r‘v )=tr %—_"l(xo( _ }Jv*) (P*(xo( _}‘L*)'

(=1 X



er @7 [aevE phyE- ]

tr q)*A+tr (P*N(§— }*.*)(X— },L, ) !

tr q)*A+tr N(x- )Jv*) Q)*(E-/JL*)

& -1 ;
como sabemos gque q) = > , entonces la densidad de

Xl,...,Xp puede ser escrita

N =

[N(E-)» ) 2‘1(§-H )+ tr( 3 1Ay ] }

K exp { =

~ il

= K, exp {- % N(x- P 2 (E—}A )} + K exp [- %tr(Zl_lA)]

Asi x vy (%)A forma un conjunto de estadistica suficien-

te para }J- y 2

Entonces
p Np N *l 1 * 1. — * Uk
1095{_ = 5= log 2TT  + 3 log | © |- 5 tr P a- SN(x- }L )y P (x —}L)

Derivando primero con respecto a }L ., tenemos



1

Diog[Lipw . TH] =n2[3 Q)*(E—f&)] y @ es
op

definida positi#a.

Igualando a cero tenemos

jl:'x

*
derivando con respecto a q)

SLogc\e(}_c,iF ) ")
LY

igualando a cero tenemos

7\
(?) @—l [ N(?) - A] (‘\)—1{‘\) = 0 multiplicando por
entonces
AN 1
Q=5 A
- S 1 N = vl L
es ekquivalente 2. = 5 CEE& (xo( —x)(xq. -x)

Luego el elemento (Ylj de la matriz 2J esta deter-
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minado por

ey
G"ij=

Zli—

N
oo ey TRy = xy)

A .
Se puede demostrar que E({ Gvij) - N-1 O-}j
Demostracidn:
Nox X' - NXX'
Se A = >, T« e
X=1
Utilizando el lema gque dice que si C = (C(XF
es ortogonal entonces
o . % .
X X = Y Y
°(=1°( Y o<=10( X
N
d = C X
cuando YK gg& d? P
Prueba
22Y, ¥ - 2 [ ¢ Xg 22 C X
= C Cc X X!
> (Leogp Cx v X X
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PY
cuando p =y entonces SPP = 1, 1luego,
= Z;:XF X'P
Utilizando este principio tenemos gque
A = Xy X! - N X X' = Z zZ! - Z,.Z2.."
o % T s = NN
Suponiendo
ZN = j/N X
Entonces
PaN N—l
N2 = >z Z'
&L 4 X
A 1 N-1
L= § 25 %4 2% . con Iy NN, T)
=1
Luego
A N-1
- 1 '
e[ 5] = R El: Zy Z ]



A
Luego PN es un estimador sesgado de PX

Definimos ahora

S = Z = ._...].:_._ A = 1 % <)
= N-1 S NI AT N-1 o(zl(xo( “x)(x gy -x)

como una matriz de covarianza muestral.
Ella es un estimador insesgado de 2. y los elementos
diagonales son usualmente, Las varianzas muestrales de las

componentes de X(insesgada).

Como corolario de la estimacién de M.V. de }L y > y
utilizando la propiedad de invarianza se deduce que el estima-

dor M.V. del coeficiente de correlacién simple o total es

})\ = & U etsm B o %))
i:] — 2 — 1
-v %;(x o i—xi) > (x x j-xj)2

~
Demostracién de la propiedad de invarianza f)ij es

invariante con respecto a la transformacién escalar es decir

AN
* AT
‘F.. = .. caundo .. se computa en forma béasica,
i i]j 1]



*
cuando X

Solucidén:

Sea

Dado

Sea
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il = Cixix + d; cuando ci:> 0
X* 1 i-ési te de X
i a i-ésima componente de Xy Yy sea
—* -
Xi' la i-ésima componente de X
(xR Sxo)
| By TR R gy T
w* —% O3 * = L
Ej(x. -xX ) z:(x. -X.
-J X 1 q 1L J
= C, iy + di
= C.X. + 4d,
i7i
) g;(c Xid +d, - Cix -d )(cjxjo( +dj—c x.-d.)
1 1
\/Z(c.x. +d ¢ %, -d )% S (ex. | -c.X. )2
X 1 sl Jj i3



&—0>

ij

= gfeg o 1o i J & Jj
— 2! _ 2
Sieg %; (qu -%.) -J%; (de —xj)

A Z (Xo( -x, ) (x. -x%.) A

f.. = = Poon - = f L.Q.Q.D
Z — —
X

Coeficiente de Correlacidén Parcial.

El coeficiente de correlacidén parcial es un coeficiente

de correlacidn con distribuciones condicionales normales.

f(xl,xz)
Sea glx;/x)) = —Hx,

) la funcidén de (1) densidad con-
2

r

(con g componentes) conociendo X(2)= X(z)’

(1)

dicional de X

Entonces para calcular el vector de media y la matriz
de covarianza, calcularemos (1).

Luego



h(xz) = = exp [-%(xz- }.Lz)' 25%(}:2— )"“2)]

q/2 1/2
(2TT) | Ezz'

y por teoria de matrices

(ZH— 2122;’22:2)_1 —(ZH_ZIQZ;‘IZZ:Q )"2'222—21
BINDIN GIEDINOINP I N WS IND I OIS IS I H I
'Ejnggi
- o

donde el determinante es

- -1 !
2l = IZ:22| © Z11 Z12 Z‘22 z-12|
Entonces
1
f(xl,xz) - .

1/2(p+q) 1/2 _ -1 '
(27T) lZzzl ‘211 Z12 222 lel



1 , -1 s
= €Xp {' 3 L= pogr - B, By Z)12)("1‘}"~1)

RN “1 vt -1
-(xp= )’ Zoy Tyl Tygm Zpp 255 Tiyp) k- )

, -1 s -1 -1
- (e ) C - By By Tp) 2,255 1% py)

L =l s 5 - -1
#xy= o p)' Dpy Tpl By Typ 2oy 2pp) Typ 253067 Roy)

C e -1
v (xpm o) Ezz(xz‘}*'z)}
Luego

1
p/2 -1 «' 1/2
(2 TOHPS] 2 - Ty, 255 2,

g(xl/xz) =

[

-1 = 2t
- exp {‘ 172 D= pogm 225 25500 o)l (2= 2, 25 Tyt

[xm f1m 20 25%_("2‘}"' 2)]}

El vector de media -1(x.- -
es v B, Z3ixp- Py v 1ama

. . -1 !
triz de covarianza 2:11- 2312 2322 2312 .



Entonces si X ™~ N(},\. DI 5 f(x(l)/x(z))es

X(Z)/X(Z) ~ N [(P.'+ P (x(z)')—‘-(Z))' Z:11.2]

-1
donde P = 212 222 (1)

2] .2=211' 212255 221 (2)

El estimador de maxima verosimilitud del coeficiente

(1)

de correlacidén parcial de X (con g componentes) es

A
APij‘q+l"“'p' por teoria sabemos que el estimador de maxima

1 & - -
verosimilitud de 24 es . = 5 > (x,-x)(x_, -x)'

cuando x = % >, Xy - En virtud de (1) y (2) podemos dedu-

cir que

2

12 F’ 222

2= Zgy ¢ f’ = 0 P

Los estimadores de 2311.2, F y 2322 son
A A 55 gi_J. gi PN &1 A
Z11.2 = 2y - 12 7 22 21’ P= Z:122 22 ¥ Z:22
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El estimador de maxima verosimilitud de el coeficiente

de correlacién paracial es

N\ AN
0. .
P.. _ Ll bdse smaan B
ij.g+l,...,p = _\/A T~
G¢ii,q+l,...,p'J}jﬁj,q+l,...,p

i,3 =1,....,q

Luego el elemento ij-ésimo (i # j) de lel , de re-
IS A\ A S A =1 A
presenta por O-_g.j,q+l,...,p; donde 2311 5= 2311— 2:12 2322 2321
y el elemento ii-ésimo de 2:11 5 Se representa por

S

ii(k+1),...,p.

Analogamente conocido el coeficiente de correlacién mal-

B = ﬁ>§:22.ﬁ. _ { E: F,"
T | L

-1 1
=W/ CT’(l) Z22 G71)
C11

tiple,

donde F , G__‘(l) v 5322 son definidas por
0711 071)
2. = yf’= <571) 25%
a 2
1 22
_ |




por teoria el estimador de maxima verosimilitud de

A - -
2 = %A= Flf ,: Z(xq—x)(xo(-x)']

X =1
- A ~
11 d(1)
= S A\
[}
Ti1y Z 5
Yy el estimador de F es
\ Ve -l —l
P - O1) TRy = oAy g

22es

) _l ANE] N /\_l A
X p 2z P ) O Y22 Y
A A\
G (1) (1)
_l .
= 4 2 Pa2 ()
! a



CAPITULO IIZI
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DOCIMAS E INTERVALOS DE CONFIANZA PARA LOS COEFICIENTES DE

CORRELACION.

Hasta ahora sdélo nos hemos interesado por la obtencidn
de un estimador puntual para un pardmetro desconocido. Existe
otro enfoque que conduce a menudo a resultados muy significa-
tivos, para proceder a la estimacién. Puede seguirse el cri-
terio de definir un intervalo al que presumiblemente, pertenez-
ca el parémetro a estimar; vamos a ocuparnos, por ello, de
obtener estimacién de este carécterka cuyos efectos defini-
remos como intervalo de confianza a aquel intervalo del espa-
cio parametrico al que, con una cierta probabilidad, pertene-
ce el parametro.

Para determinar la funcidén de r utilizaremos el siguien-

te lema.

Lema

Si A =1,...,n son independientes cada

(2 +Zox v

par con distribucidn

) (e 1058 ﬂ

02 a1f 632

entonces la distribucién condicional de



2
b = E: z zZ // E z v
X 2 1A < X
;LE = z: (z, - bz, )2
dado =z = z ( of =1 n) es N{ 0‘2/62) donde
1 1 n..." Jﬁ "

& ) ¥ de’X? con n-1 grados de libertad respecti-

vamente y b ¥y V son independiente

Si f =0 entonces P = 0 y b tiene distribucioén condi-

cional de acuerdo a N(O, G“z/cz).

v /o2
n-1

cb

Luego T ~~ N(O0,l) vy ~ yf con n-1 grado de

libertad.

Luego por teoria conocida

= == ~_ tn-l grado de libertad

2
como b = —/— y V = a22—a12/all entonces

a
all 22

a
cb 11
n-1 Al ﬂ n 1 3 =
W/azz'alz/all




alz/Vallazz
V1 - [a2/ar005,]
812/%11%22

tiene una t-distribucidén con-

Asi n-1 ————
W’l—r

dicional con n-1 grados, la densidad de t es

F“(% n) 2 - 1/2 n
[1’“—?1“—}

Vo1 [ -1 ]4TT

w = 1r(l 2)—1/2 y dw/dr = (l-r2) 372
Entonces
- 2 .
M 3(n-1)] r? VR s
f(r) = : . 1+ — 2 (1-r7)
M 5n-1-0 ] T ios
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por ser
w =T (1—r2)—1/2 entonces w2 = =
' l-r
Luego
f(r) = rj[ %(N_l) ] [. 1—r2+ r ]_
M 3v-2) [ 1-c?
1 1
e - F['z‘(N‘l)] 1 :]‘ 7" 2,-3/2
[ zv-2) T (1-r°)

) F[ %“N'l’] 2 30 2
- F[%—(N—z)] — (1-r°) (1
- F[%(N_l)] (1-22) %—(n—3)
M iv-2)]
i} F[%—(N—l)] (1-r2)%(N'1‘3)

NETED R

[ 2ov-1) ]

NETEDE

1
f(r) l—rz)f(N_4)




Utilizando la demostracién anterior podemos determinar
que si Xl""'xn es una muestra aleatoria de una distribu-
cién multivariante N(}L , 21 ). Llamemos T al coeficiente
de correlacién muestral entre las componentes i-esima y j-
ésima del vector observado. Analogamente llamemos J)ij al
valor poblacional de la correlacién.

. = / ) § :
En estas condiciones es valido el siguiente Teorema

Si P.. = 0, entonces la densidad de r,. es
ij i]
1
M 2v-1) ] 1
fN(r) i (1—r2 )ZM ( 50
[ $(N-2) |47
Ademas en ese caso, la variable w = WFN—ir/ﬁv 1-r'

tiene una distribucién t con N-2 grados de libertad.
El uso ma&s importante del teorema es en la docimasia

de la hipétesis de que dos variables no estan correlacionadas

Hay  tres casos a considerar

i) la hipotesis alternativa es Hj: Afij > 0. En este ca-
caso rechazamos HO si el coeficiente de correlacién
muestral es mayor que cierto numero r,- El nivel de

significacién viene dado en este caso por



(51)
i
i

donde fN(r) viene dada por la f&rmula ( 50)

1
o( = fN(r)dr
r
o
-1

ii) La hipétesis alternativa es  H,: iq < o0. Este pro-

blema es analogo al anterior, dada la simetria respecto

al origen de fN(r), una regién critica con nivel 0(
es { Loo < -T }donde r fue calculado en ( 31)
ij o o
1 '1
~-r -1




iii) la hipodtesis alternativa es le Pij# 0. En este ca-

so rechazamoes H_ sir.,. > r &6 r,. < -r_ o sea
o ij o ij o

Irijl > r_, donde

Luego el nivel de significacién es

-r 1
& = ( ° g (xr)dr + { £y (r)dr (52 )
- r

El namero T, debera calcularse de modo gue cumpla con

(52).



Los puntos de significacién T, estdn dados en muchos
libros; en particular en la tabla VI de Fisher y Yates, "Statics
Tables for Biological, Agricultural and Medical Research"
(2da edicidén 1942, Oliver and Boyd); el indice n en la tabla
V es igual a nuestro N-2. Dado que w= mr/l—r tiene dis-
tribucidén t con N-2 g.L, también puede usarse las tablas t,

contra alternativas fij+o se rechaza H_ si

rlj
N-2 ——I—L—- >ty (K /2)

l-r. .2‘\
1]

donte tN—Z( X /2) es el punto de significacidén para una do-

cima t a dos ramas con nivel X/2

Si la hipdtesis alternativa es Pij >0, rechazare-

mos H si
o

r..
N-2 =Los >ty (X))

donde tN_z(o() es el punto de significacidn dobécimas a una

sola rama.
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Si la hipdtesis alternativa es P i3 < 0, rechazare-

mos H si
o

= ij "
N-2 = e tyop (X))
\| l-r. .
i 1]
donde ~tN_2((X ) también es el punto de significacibén para

décimas a una sola rama.

Distribucidén del Coeficiente de Correlacidn muestral cuando

_P # 0; Pruebas de Hipdtesis.

Teorema:

Consideremos una muestra aleatoria tamano N de una dis-
tribucidén normal bivariante con correlacidn f . Entonces
el coeficiente de correlacidén muestral calculado a partir de

dichas observaciones tiene una funcidén de densidad

1
- F5{n~-3)
20201 p2n/2(; 1y)2 n

foR (n-2)t TT




- 64 -

o 1 .
go (2O(J:r> 2 [ 1 (ne )]

donde n = N-1 (53

Demostracién:

2

Sea la funcién de densidad de allrv'gn(all/ 1 )

distribuida'xi, la de b distribuida N(b/P , 62/c:2) vy la

de V distribuida gN_l(v/<y—2)/ 5“2 como 'Xi‘l, entonces

_ a 2,2 2
f(b,V.all)-gn [ ll//G— 2 ] N(b/P , 0 /c )gN_l(V/(Y’ )/ 6~

Luego
. n-1 =
2 1
£(b,V,a7;) = Rty 311 exp (- %0"2 all)'_a‘l%’ﬂ' exp[
(2 67 5)5Mism) 1amra”

1

o fu (b- P )2:]' = __vz(n=?)
2 1 1
1 \Y
exp( - 2 )



con
2
. Y12 L L 12 b - 07,
a4 “ ajq f 0y
donde
9b _ 1 9b _,, BV __ 12 _9v |
d%12 %11 Sy D212 494 AP
El Jacobiano
-—i 0
D (b,V) ! 1
3 a = ———
o (a)5.a5,) = L] g
811
Entonces
£ ) £ (b,V ) -
811-812/322 PVedqq ai;
1 a
Zpn-1 - 2 a4 . 11
allz e 5 072 11 W/all =

f(a

_ T2
11-3127322) = ! ] = ©
(2 692" Ty 21T O
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a. . a —a2 l(n-3)
119227%12 |2 } EEFE[;(allaZZ—alZJ
5 i 911 e 411 .
T T
(2 &2y 7(0-1MF(n-1)
donde
=n-1
o . 1/2 . =t 1 1
aiq a11 aq - allin—l—l+l/2 - 117n-3/2=a
_ %11 %11 (b- B 32 1 (a- alz2
€ 202.€ 207 Ple 3 2 22 "
Luego
411 Qa 2 1 a2
g q G 911
a a a
11 11 2 2 12
Al b“-2b -
=2 52 | | 3 (35 a,;
Entonces
2
o - 11t % % C1 05
. 2 2 a 2
op o al; o]
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2 2 2 ,
;7 G5 1 852
* 2 = 1LY vy
G 0 11
fla;1.a15.35;)
1
2 2(n-3) 1
1(n-3) [ 8119227317 } 2 a 2°
_ %11 911
- 3 2 7 2 J/n
i = 61 Q07> - 071 62! 1 Lin-
G sz = T:ﬁ? F‘E“]ri?“'ﬂ
1

conocida f (all’alz’a22)’ buscaremos f(all,azz,r) cuando

d a

r = a Yy 12 _
12 / V 211%22 ar =\ 21182

Entonces

fla;.855.7)

(n-3) - % Q lal/2
e allz 22

N =

(n-3)

- %(n—3) 2
811 411

(a;ja55-a7,)

N =

2I'.l

_ 1
A A S R N PR
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(P11 _2PrVauEes &y

2(n-2)  3(n-2) Z(n-3)
27 6o 5;

a,, )
2P [(3-,-12 o2(1- Pz)] %n\/_ﬁ m[ @] rFe-1]

1 1
S S
a (l—r2 e 2[(1—J> )

11

por ser una distribucidn bivariante

1 1 Lomedl) B[ ——==_.

£(r) = {“ g“’ a),2" tay,7 ) ) : l ““lf’z’ Cl?* ]

° Jo o [ 6% &l J,z)] T L] r -]
Donde
e F 2Pr Va2 . 222

0_12 0, 0 0‘22
Como
exo L JrAay+a } i ( PrAa oy ay)

(1- Pz) 0, 65 o =0 0(1[0"2 0"1(1_ Fz)]q



Entonces
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- 2

f(r) =

P ) (

o[ 6y oy (2 -y 2y

a5l

2(1—}’2) 6‘22 e

da

~ o\ o
(Pr*fall azz))

ot [ 05 gyr-pHf¥

11

da

22
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1
5(n-3)
(1-r%)?

£(r) = 1 1 ) ‘
A g-zn(l_?z)in 2nﬁﬁ‘§n)fﬁ[5‘n'l_-l

1

o 1
© ={ -1
Z (J)r)o( .g <_:l2n+0()
o o 11 '
=0 , 2 }
o [6; G- p 2

[ a, }d > %(n+ o« )-1
+ exp - ayq o a
210 p z, o2 11 22

(¢]

a
2 2
2(1- f ) 0_2
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Entonces
2(n-3)
f(r) = (1-r )
G-ln O_,ZD(l_ j)2)2n ZH—J_T? [ (in) I—'[%—(n—l)}
4
< (P r) 27 1
S o e T b o]
=0
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_]___ ®
p Z)nn(l—r :E: 2 P rﬂz[.%(n+ d.)]
VT r e [feen] %0 &

1
(1 2)§(n—3)

f(r) =

Utilizando el principio de que
Cd2) T (ze1/2) = 1 7 (22) /27771

lo aplicamos en

o r [ de-n ] =M [ieos 3]0 [Een]

= ’\’TT M [ 2 - %—(n—l)]/ZZ .%(n-l)-l
= ﬂTT M [(n—l) ] /gn-Z_ V?jﬁ?gz)

1

70 tn-3) @

fey - L= PP - a?)? S e lfo?
, AT (n-2)! K=o X!
V;; 2n-—2
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i (2 Pr)? 2 [%(n+o()] L.Q.Q.D
« =0 X !

Si r es una variable aleatoria, entonces, para cualquier

* %*
valor de r existe la probabilidad Pr(r  r ).

* *
Claro que Pr(r £ r ) depende de la eleccién de r ,

*
esta es una funcidén de r gque se llama funcién de distribuciédn

*
acunulativa de r y se representa por F(r /N,? ). Asi gque

* *
F(r /N, P ) = Pr(r € ¢ )

es muy importante observar que la densidad (3-4) toma el mis-
mo valor en r,? que en -r-f

Consideremos ahora el problema de probar la hipédtesis
Ho: f = f<3 a partir de la informacidén proporcionada por una

muestra tamafo N de una distribucidédn normal bivariante.

Si la hipétesis alternativas es Hy : ,f > F(), recha-

zaremos Ho caundo r >'ro donde r, es elegido de modo que

1 - F(r /N, P ) = X



CONCLUSTION



donde <X es el nivel de significacidén requerido.

Si la alternativa es Hy ; P < P o Trechazaremos

' 1 -
HO cuando r < T donde F(J.O /N . J>o)

Finalmente si la alternativa es Hy : -F # f o+ la re-
gidén critica, serd del tipo { r > ro, r < ro' }

donde r, ¥ ro' deberan elegirse de modo que

{l—F(rO/N, yo)} + F(r '/N, f o) =

Distribucidén Asintética del Coeficiente de Correlacidn.

Los N pares de valores (x,y) de dos variables pueden
ser concebidos comc una muestra de una poblacidn de todos 1los
posibles pares.

Se puede pensar en un coeficiente de correlacidén pobla-
cional tedrico denotado por P , que se estima por el coefi-
ciente de correlacidén r de la muestra. Los ensayos de signi-
ficacidén o hipétesis concernientes a distintos valores de

AP requiere el conocimiento de la distribucidén muestral de
r. Para 'F =Q esta distribucidn es simétrica y puede utili-

zarse un estadistico con una distribucidn de Student.
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Para ? # 0 la distribucidén es sesgada. En tal caso
una transformacién debido a Fisher origina un estadistico gue
se distribuye aproximadamente normal.

La siguiente gréfica demuestra la distribucién de coefi-
ciente de correlacidédn muestrales en muestra de 8 pares saca-
dos de dos poblaciones bivariantes normalmente distribuidas

Yy con los valores indicados para ,P )

| $>, f,-”'_“\\

f"“:“f// / 1' A
ST |
,Hrf’“!##fffﬁf _###F“fi/fg/ Ehnh‘wh__l

Se ha comprobado que la distribucidén del coeficiente
de correlacién muestral r, tiende a la normal cuando el tamafio
de la muestra crece. Estudiaremos algunos teoremas due me

permiten tomar esta decisiédn.

Teorema 1:

Dados los vectores Yl.Yz,...,ym de m-componentes inde-

pendientes e identicamente distribuidos con media E(yy )= \)
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y matriz de covarianza E(yd—’v WYy~ Y )= 2 . Entonces

el limite de la distribucidn

N
[__i_ J j{: (v.- Y ) cuando n —» = es N(O, 2 )

AN’ o =1 X
1 il Le
Donde . gl(y‘x -y ) ==Y N, (0,2)

Teoremald:

donde

N
Dado A(n) = Z (x -x_ ) (% -x )‘
o = X N X N

1

X{,Xy,..., SON distribuidas independientemente de acuerdo a

N( }L , 2. ) y n = N-1. Entonces la distribucidén asintdtica

R -
de B(N) = {’V?F] [ A(n)—n2: )J es normal de media O

y la matriz de Varianza-Covarianza E [ bij(n)bkl(n) ] =

= %k G * 0 031 05k

Demostracidn:

Como mostraremos primero A(n) es distribuida como
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n
_ , , . .
A(n) = o;=1zd zq donde 21'22""' son distribuidos

independientemente de acuerdo a N(0, 2.)

Los elementos de Zy z&‘ se pueden arreglar en el

vector

2¥

. (54)

z
P

Los momentos de Y& pueden ser deducidos de los momen-

tos de 2 tenemos
E(z. . - N
(Ziq 2y ! SES
Blzi o %5 %k 2190} ° Qi Ok1* Qik 6731 °

¥ 0i1 Gk

Asi los vectores ka definidos por (3-5 ) satisfacen las



condiciones del teorema 4 con los elementos de Y , donde

los elementos de 2. son arreglos en un vector de forma simi-

lar a ( 54 ). Si los elementos de A(n) son arreglos de un vec-
tor n de forma similar a ( 54 ) o sea el vector W(n) enton-
n
W(n) - ny = E: (y -Y ) por teorema (1)
o=1 &

[——é——i][w(n)—n~y] es asintoticamente distribuida como
n

y
una normal con media 0 y matriz de covarianza de Yd(L.Q.Q.D).

Como el coeficiente de correlacidn

A..(n)
r = 1]
(n) ’
VhAii(n)Ajj(n)
para algan iy j (i # j). ESto también puede escribirse.
c..(n) % 2z,
r = ==L y sabemos z. = —i3$==:
(n) X Y O ii
\] c..(n)c..(n)
11 J1]
Entonces el conjunto c¢,..(n), c..(n) y c..(n) es dis-

ii i3 ij

tribuido semejante a

%*
“ L I
23 « | (2. =z,
(K=l zjq X I



donde (z.l*o(. . zj*o( ) son independientes cada cual con dis-
1 .
tribucién N l:( 8 ) ., (f {)] y si sz = f{g—ii G-jj
P
entonces = _\/ |
C'ii 0794
Dado = ) . 2
! i1 (0) .
Yn) = & cyy(n) 1
c..(n) s F
S
e [v, ] = 2 = Legytm]
(n) n F [ij(n)]
LE [cij(n)]—
1 (v-1) P o ooy
Como E(c..)

ti
=

!

o]
e o

A.. =
N T Vois 035




n
= 1 N N
Entonces E (U (n)) = 3 n 1 = b
np P
Entonces
_ Ley o
0 U - b) — N(0, ¢)
Donde
® es la matriz de covarianza
2 2 p 2 2 f
o = 2 p° 2 2 p
2
2}3 253 l+f
Teorema 3:
Sea U (n) un vector aleatoric m-dimensional y sea b
. ley
vector fijo, Y n(U (n)—b) —=L > N(O0, 22)
Sea f( u ), funcidén con 12 y 22 derivada en /L=b.
9 £( ) 9
u A G = ; £f( u)
Sea O£ ( )....,& = ¢b,a51__T
a=b

a=b i
aul um



es la i-ésima componente de ¢b’ Entonces la distribucién

limite de

VolEC u ))-E0)]  es N(0, 0 T )

por teoria

Como

— _ R = -1/2_ -1/2 _ _
U = (ul,uz,u3) = f(u) = u3ul u2 = r

Los elementos de ¢b son

Or _ 1 -3/2  -1/2 !
u =T 2 WY Uy = - '2'P
oY u=b u=b
O r = = ESD O = 1
Ju 27 Ju
2 u=b 3 u=b
v £(b) =‘P , Luego la varianza asintética de an(r(n—f )



N
N
o
N
N
-
[
N
— -0

= N

F-_}-P
3 3 2 p
= (}3—57 B A SR C
1
-39
r l -
= 1 - 2 P 2 . P 4
i (1-}32)2
Luego
Vale(n)- p) —Y N0, (1- P3P

Teorema 4:

Si r(n) es el coeficiente de correlacidén muestral de
una muestra de N{=n+l1l) de una distribucidn normal con corre-

lacidn ‘P entonces




2 L
Yyn(r(n) - P )/ (1- P )————EQL—>-N(O,1), entonces se demues-
tra que tiene distribucidén asintotica N(O0,1)

Del Teorema (3), se puede deducir que si f(x) es una

funcidén con primera y segunda derivada en X=X, entonces

1 [£() - £0p )]

es asintoticamente distribuida como normal con media cero y

af
dx

Si £ es una funcidén real con derivada 12 y 22 en

varianza

2 2.2
X = P tal que -{Ekf(r) - £ F )) ——=N(O0,£'(u)(1- )<y .
. Si esta en F" la derivada es una gradiente
v si esta en R, la derivada jiﬁ = jiEG_
S o 1 u=b
1 _ 1 1 1
Luego f£'( P ) = s = 3 [ T + T:TT'}
- p
_ 1 l1-u
£(u) = 3 log l+u

entonces

1 1 1 N
\/D(E lOg - —2-' log 1‘P ) > N(Orl)
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Luego
1 1+r . .
(55 ) =z = 5 log 1=z * determina como la z de Fisher
Asi
§ = % log %;g; entonces N-1(z- § )—353L+-N(0,1)

Teorema 4:

Dado z definido por z = % log %ig, donde r es el coe-

ficiente de correlacidn de una muestra de N(= n+l) de una dis-

tribucidén normal bivariante con correlacidn ‘P , sea f de-
. ! 1+ .
finida por § =3 log I:?_ . Entonces ﬂ n(z- § ) es dis-

tribuido asintoticamente como normal con media 0 y varianza
1.

Es importante notar que la estadistica z tiene la pro-
piedad de converger mads rapidamente a la normal que r. Ade-
mas interesa saber gque una mejor aproximacidén fue sugerida
por Fisher, donde, la media es

1 1+P] p 5+ P2
}11=E(Z)-§' n [l_P + m{ 1 + —..

4(n-1)

y la varianza
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2 2 :
) ) 1 4o P 22-6P -3 P* 4. ..
07" = Elz- €))7 = o3 {1 * 2(n-1) 6(n-1)2
= —— 1+ i + * * -
- - - 2 ) -
-1 n-1 (n-1) (n—l)3 n-3

cuando n > 3

Veremos a continuacién algunas aplicaciones de los teo-

remas enunciados

a) Supongamos que deseamos probar la hipdtesis f>=_Fo
contra la alternativa f # ‘FO . Para ello debe-
mos primero computar r y luego z segtn (3-6) Entonces
si

I R
%0‘2 o9 -7,

tenemos que una regidn critica de nivel 5% es

YN-3]z- §o| > 1.96



b)

c)
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Una regién mejor es

Yy N-3]z - io-% Po/ n | > 1.96

Supongamos que tenemos una muestra de tamafio N1 de una
poblacidén y otra tamafio N2 de otra. El problema que
nos interesa es cémo probar la hipdtesis ‘Pl: f 2 de
gue los coeficientes de correlacidn de ambas poblaciones
coinciden.

Para ello debemos computar Ty ¥ Ty ¥ luego a partir
de ( 55 ) computar 2,7 2,. Entonces, como a partir
del ultimo teorema se deduce que la distribucidn asintd-

ticaa de z.,-2

1 si f>l-_P 2 es normal con media cero

2

; 1 1 .
vy varianza N -3 * N -3 ‘tenemos que wuna regidn
’

2

critica de nivel 5% es

Bajo las condiciones de (b) supongamos que

Pl"’PZ =P'
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Cémo usar ambas muestras para dar un estimador conjunto

de ? . Dado que Zl v 22 tienen varianzas respectivas

1
N.-3

v ﬁ_:%— , puedo estimar Insesgadamente a ? con

minima varianza por

(Nl—3)Zl + (N2—3)Z

Nl + N2 - 6

2

vy luego convertir esto en un estimador de.P por la fdérmula

inversa de la (55).

d) Sea r la correlacidn muestral de las observaciones.
Como obtengo un intervalo de confianza para P .

Sabemos que aproximadamente

Pr { ~1.96 < N-3(Z- § ) < 1.96 } = 0.95.

De aqui se deduce el intervalo
[-1.96/Y8-3 + z, 1.96/{N-3'+ z |

para el parametro § , Entonces, usando el hecho de que

I R
.F= tan h = ;g——:igg-

es una transformacidén monotona, se deduce el siguiente in-

tervalo para Y .
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tan h(z-1.96/yN-3) < P < tan h(z+1.96/ y N-3)

Docimas e Intervalos para Coeficientes de Correlacidn

Parcial.

Enunciamos a continuacidén un teorema gque afirma que
la distribucidén de un coeficiente de correlacidén parcial

muestral r basada en una muestra tamaio N de

ij,a+l""’p’

una distribucidén con correlacidén poblacional.
. . oo igual cierto wvalor P es la mis-
Plj,q‘l"l' 'p g a r

ma gque la distribucidéon de una correlacidén simple o total,
r, basada en una muestra tamafio N-(p-g) de una poblacidn
con correlacidn P .

Por lo tanto, todos los métodos de inferencia desarro-
llados para el coeficiente de correlacidén poblacional pue-

den ser usados para correlaciédn parciales cambiando N por

N-(p-q)

Teorema

Si la funcidén de distribucidn de rij' basado en una

muestra tamafio N de una distribucidén normal con correlacidn

.f.. en F(r/N .f..), entonces la funcién de distribucidén
ij 1J1ij



de .,p basado en una muestra tamafdo N, es

Tij,qelr

F(r/N-(p-q), ﬁii a+1,...,p).

Veamos un ejemplo de aplicacidn
Supongamos gque en base a una muestra tamafio N, desea-
mos usar la estadistica 2Z de Fisher para probar la hipbdé-

tesis P.. L 1sese.D = ‘f contra la alternativa a dos
ij, g+l o)

ramas 0O colas. Para ello calculamos

l+r

1-r

ij,a+17 " "P
eee,P

_ 1
Z = 5 log

i5,a+l"

% = i lo E—:JBB
o 2 %9 1 "9 o

Entonces J>N-(p—q)—31(z- So) deberia ser comparado

con los puntos de significacidén de 1la distribucidédn normal

estandard.

Distribucidén del Coeficiente de Correlacidén Multiple
Muestral cuando el Poblacional es cero.

Habiamos demostrado que

N e

-1 A~
T B3s 071

R=

P
0 11



De agui surge gue

~ S N\ A“l A
-1 ~ ,
. 01123 O 01y Z 00
2 A A A A ~
1K 07,- (1) 255 O Ci1.2
. pxl _ €0 2) X _
Entonces, si prl = (X(p—q)xl' Xq+i) es el vector va

riable aleatoria del cual se tomé una muestra tamano N, en

base a la cual se calcularon las estimadores, tenemos que

/N ”\ N -1 &
(n-1) C11.2 v (N-1) O(y1) 2.3 " (1)
CHl.l C).—11.2
estdn distribuidas independientemente como 'X? con, N-g-1

y g grados de libertad respectivamente.

Entonces

tiene distribucién f con g y (N-g-1) grados de libertad.

En particular es valido el siguiente:

Teorema

Si R es el coeficiente de correlacién maltiple entre



- 91 -

]

Xl v X(Z) = (XZ""'Xp) basado en una muestra tamafio N de
una distribucién N( ,J., S1) si R = 0, (es decir si
( Gﬂiz,..., G-lp) = 071)= 0), entonces

R’ . N-p .

122 p-1 ™ Tp-1,N-p

Puede demostrarse que esta variable es la que se usa
en teoria de regresidén para probar la hipétesis de gque 1la

regresidn de X1 en = XZ""’Xp) es cero, o sea que plantea-

do el modelo (Zf
X, .= ),«.+x. )b + e,, 1=1,...,N
1i i s

la hipdtesis que se prueba es HO: F =0. Conviene, a los

efectos de demostrar esta propiedad repametrizar el modelo

restandole el vector ng) el vector de promedio %(2),

Ademds, puede demostrarse que la prueba de cociente
de verosimitudes para la hipdtesis

H : =0

o Ri q+1""'p
contra la alternativa R >0, en el caso normal tiene como

regidén critica
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Esta prueba por lo tantoc rechazara HO: R = 0 en los
mismos casos en gque se rechaza HO: % = 0 en el modelo ante-
riormente mencicnadoc.

Es importante notar el signigicado de la Hipdtesis

HO : Rl,q+l"”'p

= 0.
Para ello ccnviene reccrdar que el coeficiente de corre-
lacidén multiple es la maxima correlacidn exilistente entre

. .. . 2 . .
Xl Yy una combinacidén lineal %;'X( ), en particular; in-

teresa en este caso notar que diche médxime coincide con el
valor absoluto de dichas correlaciocnes. Entonces decir que
R = 0, implica gque la correlacidén entre Xl ¥y cualguier com-

-

. s . 2 , N
bilnacidén lineal }5 X gs nula y esto en el casc normal

implica gque Xl es independiente de X(z).



Las conclusiones de este trabajo la hemos dividido en

dos aspectos.

Sobre la utilidad del coeficiente de correlacién en la

toma de decisiones.

El coeficiente de correlacidén de Fisher nos permite to-
mar una decisién mas confiable para una muestra mas pe-
quefla que utilizando el coeficiente de correlacidén de

Pearson.

A través del coeficiente de correlacién de Fisher se

logra una mayor confiabilidad en los datos calculados

Yy esto es de gran importancia para el mejor desarrollo
nacional toda vez gue existe una gran cantidad de in-
vestigaciones en donde es aplicable dichos coeficientes

de correlacién.

El coeficiente de Fisher, nos permite utilizar una prue-

ba mas potente en la toma de decisiones.

El coeficiente de correlacidén de Fisher tiene una gran
utilidad en estudios exploratorios, nos permite con una
muestra mds pequefia tomar decisiones confiables y esto

minimizar el costo de la investigacién.



Sobre el desarrollo tedrico analizado en el Coeficiente

de Correlacidédn de Fisher.

Dado dos variables aleatorias una de ellas X y la otra
Y que depende X, existe una matrig. de covarianza-zz
semi-definida positiva que nos permite obtener los coe-
ficientes de Correlacidén Simple o total, Correlacidn
Parcial y Correlacidn Multiple.

El coeficiente de correlacidén es invariante bajo cambios

de escala.

Los estimadores del coeficiente de correlacidén se pue-
den obtener a partir del estimador maxima verosimilitud

de la matriz de covarianza.

La funcién de densidad cuando _/9 $+ 0, es un recurso
matematico basico utilizado por Fisher (1915) para ob-

tener la esperanza y la varianza de «r.

La distribucidn asintdtica del coeficiente de correla-
cién debido a Fisher origina un estadistico que se dis-

tribuye aproximadamente normal cuando JO + 0.



Que en las investigaciones estad{sticas gue tienen un
componente sobre correlacién, se deberian emplear esta-
disticos gue brinden una informacién més confiable para
la toma de decisiones. En este sentido, el coeficiente
de correlacidén de Fisher brinda una serie de elementos
que lo hacen més confiable {disminuye el sesgo, prue-

bas mas potentes etc.)

Que estos trabajos no reposen sdlo en las bibliotecas

v centro de documentacién de la Universidad, sino que

se haga un esfuerzo para brindar este tipo de conferencias

a los diferentes centros de investigaciones del pais,
asi como a oficinas que manejan y procesan informacio-

nes estadisticas.
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