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RESUMEN 

En este trabajo se analiza el Modelo de "Restricción de 
los Partidos Sobre Posiciones Optimas del Candidato", 
versión Ceneralizada del Modelo Espacial de Competición 
Electoral propuesto por Anthony Downs en 1957. Se trata de 
un modelo de partidos políticos, donde se asume que los 
candidatos adquieren recursos de sus partidos y de los acti-
vistas, a través de su organización. Los activistas pueden 
participar en la campana de un candidato yo en la organiza-
ción de su partido, asumiendo que ambos valoran, tanto 
Caz~ como los resultados políticos alcanzados. Fundamental-
mente se prueba el teorema acerca de la existencia de una 
distribución de equilibrio de Nash en IRA. 	Se explore el 
Impacto de los recursos sobre los partidos, y el de las 
preferencias políticas de los candidatos sobre sus posicio-
nes óptimas. Todo esto en el marco de la Teoria de Utilidad 
y de la Teoria de Juegos. 

SUMMARY 

In this work the modal of "Restriction of Political 
Parties en the Candidat.e's Optimal Position" la analyzed. It 
represents a generalized version of the Space Modo¡ of 
Electoral Contest proposed by Anthony Downs in 1957. It is 
about political parties, where it is assumed that candidatos 
get their resources from-  their parties and the activista 
through the organization. the activista can talco part in one 
candidate's campaign andor in their paxty orardzation 
assuming both value the victory as well as the political 
goala archiaved. Basicaily the theorem en the distribut.ion 
of equilibrium of Nash in (R la proved. The impact of the 
resources en the candit.at.es  is being explored, also the 
political preferonces of the candidatos en their optimal 
posit4ons. All this la in t.erms of the Theory of Utility and 
the Theory of Gamas. 
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INTRODUCCIÓN 

Los modelos matemáticos en las ciencias politicas se 

desarrollaron a fines de los al%os cincuenta, como una herra-

mienta para explicar mejor las consecuencias del comporta-

miento de los individuos y de los grupos, entender las 

causas de ruptura del consenso social y mejorar los procesos 

de decisión, y los mecanismos constitucionales y administra-

t.ivos. A partir de esa época, han sido numerosos los aportes 

matemáticos que han servido, a paises desarrollados, como 

¡guías para tomar decisiones y realizar acciones con bases 

científicas. 

Considerando la importancia de los modelos matemáticos 

en la ciencia política se realiza este trabajo, cuyos obje-

tivos principales son los de analizar el modelo propuesto 

por John R. Áldrich y Michael D. Mc0innis en 1989 en el 

espacio n-dimensional, destacar su importancia y estructurar 

los aspectos políticos de una contienda electoral, de manera 

que se pueda dar respuesta a problemas concretos de activa 

sociedad. 

El contenido del trabajo está dividido en dos 

capítulos. 

El primer capitulo abarca los conceptos generales de la 

Teoría de Utilidad, marco en el que se dan las condiciones 
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en los que un comportamiento es medible y coherente. Otro 

aspecto importante que se desarrolla en este capitulo es la 

Teoría de Juegos. Su papel principal es el de determinar 

las hipótesis bajo las cuales pueden existir soluciones al 

juego electoral, es decir, situaciones de equilibrio en las 

que el resultado del juego significa un reparto de las posi-

bles utilidades de la manera más razonable posible. 

La Teoría de Juegos puede ser un instrumento esencial 

en el análisis predictivo en las ciencias políticas y puede 

asimismo ser un instrumento para analizar las relaciones 

fundamentales entre constitución y comportamiento político. 

En el segundo capitulo sé desarrolla el 	modelo 

matemático, tema del trabajo. En él se analiza la interac-

ción entre dos candidatos que se disputan un puesto de elec-

ción y cuyas plataformas se representan como puntos en un 

espacio euclideano n- dimensional. Se presentan las especifi-

caciones del modelo, se estudia la participación y contri-

bución del ciudadano, el papel del candidato y la 

utilización de sm recursos, la contribución del partido y 

cómo afecta al modelo. Se muestran algunas propiedades del 

juego electoral y, por último, se analiza la posición del 

candidato que maximiza su oportunidad de ganar. 

El tema tiene varias aristas pues está afectado por 

Múltiples factores externos, como por ejemplo el comporta- 
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miento del votante, etc. Se espera que la forma como se ha 

abordado el problema de La contienda electoral partidista, 

sea motivadora para que otras personas se interesen por 

estudiar la modeLación matemática de problemas 

políticos-sociales. 
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1. 	CONCEPTOS BÁSICOS SOBRE CUANTIFICACIONES DE 
PREFERENCIAS 

Consideremos una persona (el decisor) que tiene un 

problema que resolver y sobre el que debe tomar una decisión 

de una manera razonada. 

Una vez que el decisor ha definido el problema, se 

asume que él ya ha especificado un conjunto de alternativas 

factibles, denotado por A, entre las que está la mejor solu-

ción del problema. 

En este conjunto se define una función evaluadora n 

dimensional que, a cada alternativa, asocia un punto en el 

espacio de consecuencias. Así: 

X:a 	> <x (a), X (a),...,X (a)) - (x, x ,...,x ) 
i 	2 	n 	 i 2 n 

donde cada componente X. es una función evaluadora y repre-

senta un atributo sobre el que se calificará a las alterna-

tivas. 

Si tenemos <x x,...,x) corno un punto en al espacio 

de consecuencias, podemos comparar las manttudes x. y x. 

con 1 pe j si X. y X. están descritos con ,¡Cual medida, en 

caso contrario se requerirá de otro procedimiento para com-

parar y combinar las diferentes componentes del vector de 

consecuencias. La combinación se podría realizar por medio 

de una función escalar de valor. 
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Definición 1.1: Sea y una función real, sobre el espa-

cio de consecuencias, que satisface la siguiente propiedad: 

v(x ,...,x ) > v(x',...,x') 	(x ,...,x )  
i n 	 i n 	 n 	 n 

donde el símbolo > se lee "preferido o indiferente a"; a tal 

función se le llama función de valor. 

Para una función de valor y, el problema es encontrar 

la (o las) alternativa(s) que la ma,dmicen. 

consideremos las alternativas a' y a" con vectóres de 

consecuencias x' - (x',...,x') y x" 

vamente. Se dice que x' domina a x" si 

respecti- 

a)x 

b) x' )- x!' 
t 	 t 

para algún i Qí. se lee "preferido a") 

En el caso (a) se tiene que a' es al menos tan bueno 

como a", para todos los atributos y en (b), a' es estricta-

mente mejor que a" para al menos un atributo. 

Esto significa que en el espacio bidimensional, (fig. 

1.1), x' domina a x" si y solamente si x' está en la 

posición noreste de x". 
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x a 
fi(. 1.1 

Este aspecto sólo toma en cuenta el caracter ordinal de los 

números en el espacio de consecuencias y no el caracter 

cardinal; además no se requiere una comparación entre x' y 

x' para ilej. 

Sea X el conjunto de las consecuencias asociadas con 

las alternativas de A, X es llamado conjunto rango  del vector 

de evaluadores. Al conjunto de las consecuencias de X que no 

son dominadas se le llama frontera eficiente  deA o conjun-

to optimal de Pareto. 

Como ejemplo tomemos regiones limitadas en IR2;  
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>x a (a) 

fig 1.2 

En la fig. 1.2a la consecuencia x' es eficiente y domi-

na a x" (puesto que no eciste ninguno del conjunto al no- 

roeste de x") 	En la fig. 1.2b Ja consecuencia 	es 

eficiente y podría ser seleccionada al igual que las conse- 

cuencias x(1) 	 (2) y x que también están sobre la frontera 

eficiente. 

11 PREFERENCIAS ESTRUCTURADAS Y FUNCION DE VALOR 

Uno de los problemas del decisor es estructurar sus 

preferencias sobre el espacio de consecuencias. Se 

analizarán las preferencias del decisor por vectores conse-

cuencias en el espacio n-dimensional, pertenezcan o no a ._ 

La estructuración se desarrollará para el caso de uno y 

dos atributos, ya que este es punto de referencia para casos 

más generales. 
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Definición i.Li: Se define una estructura de preferen-

cia del decisor sobre el espacio de consecuencia si cada dos 

puntos x' y x" del espacio son comparables, esto es, si 

solo una de las siguientes afirmaciones es válida: 

a) x' 
	

Cx' es indiferente a x") 

b) x' >. x" 
	

Cx' es preferido a x") 

c) x' » x" 
	

Cx' es preferido o indiferente a x") 

y las relaciones ) , , son transitivas. 

Una vez que se especifique la estructura de preferen-

cias del decisor, el problema se puede enunciar formalmente 

como el de escoger a°  € A tal que 

X(a°)'X(a) 	Va€A 

es decir encontrar x0  € A tal que 

En La fig. 1.3, se muestra el caso de un decisor que 

estructura sus preferencias en un espacio de evaluación de 

dimensión dos. El conjunto de consecuencias que tienen igual 

preferencia por parte del decisor pertenecerán a una curva  

Llamada de indiferencia.  El alejamiento de La curva del 

origen indica mayor preferencia del decisor. Si x' 	x" el 

decisor no se preocupa si logra x' o x", ya que ambas están 

sobre la misma curva de indiferencia. El punto x" es pre-

ferido a x', y por ende x" está sobre la curva de indife-

rencia más alta (o más preferida). 
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curv.. de LrwLforencLa 

x 

x 
£ 

fic 1.3 

Una función de 	valor y a la cual se le asocia un 

número real v(x) para cada punto x, representa la estructura 

de preferencia del decisor siempre que 

4* v(x') • v(x") 

y 

i+ v(x') > v(x") 

Si y •s una función de valor- quoz.fl.Ja ¡&opz.f.z.n-

cias del dcisor, entonces su problema s• puede expresar 

como .1 de un problema de optiinización estándar •n .1 que se 

busca un a e A que maximic• v[XCa)] 

lo 



1.1.1 Tase de s*mtitución 

Consideremos un problema donde las alternativas están des-

critas por dos atributos X e Y positivamente orientados y 

que x, y  son niveles respectivos de estos atributos. Su-

pongamos que en Y se incrementa su nivel en A unidades y el 

decisor está dispuesto a disminuir el nivel en X en XA uni-

dades de manera que los puntos (x,y) y (x X, y + A> 

sean indiferentes en el espacio de consecuencias. 

Esto significa que X es aproximadamente la cantidad de 

X que está dispuesto a pagar por una unidad de Y, con x de 

X y y de Y, de tal manera que el nuevo punto sea indife- 

rente con aquel, es decir, (x y) 	(x - Xó, y + ó) 

(ver fig. 1.4). 

y 

y'  
xa 

	>x x £ 
fig. 1.4 

El parámetro X es la tase marginal de sustitución entre 

X e Y y constituye un elemento fundamental para la determi-

nación de la función de valor del decisor. 
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1.2. FUNCION DE UTILIDAD 

Se supone que el decisor debe realizar una selección 

entre varias alternativas, a,a2,...,a, cada una de Las 

cuales resultará en una consecuencia que las describe en 

términos de un atributo único X. 

Si el decisor no conoce exactamente qué consecuencia se 

obtendrá de cada una de las alternativas, él podría asignar 

probabilidades a las distintas posibilidades e igualmente 

podría asignar beneficios a estas consecuencias probables. 

Existen métodos para asignar beneficios a las posibles 

consecuencias; uno de ellos podría requerir del juicio sub-

jetivo del decisor para cada consecuencia asignada, pero 

esto causarla el manejo de muchas entradas en La práctica. 

Otro, que es lo deseable y necesario, es construir una fun-

ción da utilidad U que asigne un valor U(x) a cada posible 

consecuencia x sobre un rango de posibilidades, para luego 

calcular La utilidad esperada. Así, el curso de acción pre-

ferido es el que obtenga el mayor valor esperado. Esto 

implica que Ja utilidad esperada es una gula apropiada para 

un decisor consistente. 

La atención se centrará en las funciones de utilidad en 

La que están implicadas las probabilidades. Se tiene n conse-

cuencias denotadas x 
a  ,x 2  ,...,x n . Es importante que el deci- 
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sor pueda ordenarlas según sus preferencias, por ejemplo, x 

es menos preferido que x2  y éste menos preferido que x8  y 

así sucesivamente, que se pueda simbolizar por: 

,( .< x •< x ... •< c 
i 	2 	9 	 n 

Se asume que el decisor indaga acerca de cómo expre-

sar sus preferencias por una distribución de probabilidad 

sobre estas consecuencias. Por ejemplo, acerca de las prefe-

rencias entre las alternativas a' y a,,  donde 

1. la alternativa a' resulta en la consecuencia x. con 

probabilidad p' para 	i 	1,...,n, 	p' 	O 

yp - 

2. la alternativa a" resulta en la consecuencia x. 

con probabilidad p" para i - 	O y 

t=1 
11 

el decisor asegura que, para cada i, él es indiferente entre 

las siguientes opciones: 

a. La Opción de Certeza: Recibir x. 

b. La Opción de Riesgo: Recibir x (la mejor 

consecuencia) con probabilidad vr. y x (la peor 

consecuencia) con probabilidad 1 - vr.. 

Se denota la opción de riesgo por L - <X, ?r, xi>, lIQIflad8 

lotería. 

13 



El resultado fundamental de la teoría de utilidad es 

que el valor esperado de las probabilidades n 1.  puede ser 

usado, además, para escalar numéricamente las distribuciones 

de probabilidad sobre las consecuencias x. Para ilustrar 
1. 

este razonamiento tomaremos la selección entre las alterna-

tivas a' y a", con las consecuencias y probabilidades 

correspondientes ya mencionadas 

Si se asocia a cada x el valor n , entonces las ponde-

raciones esperadas para a' y a" serán, respectivamente, 

1?' - :: P
pir 

E 

La alternativa a' resulta con probabilidad p', en la 

consecuencia x, pero x es considerada por el decisor mdi-

ferente a la oportunidad n de obtener x n  y la oportunidad 

complementaria 1 -n 
1. 

para obtener. 

Este arCumento descansa en el hecho de poder sustituir 

la opción de riesCo <x, iT, x> por cada x Esta sustitu-

ción se representa de esta manera. 

14 



Si se transforman las Tt. en U. por medio de una 

transformación lineal positiva 

Ua+fn., cx€ IR>  fl>O,i1,...,n, 

entonces los valores esperados U. ordenan a las alternativas 

de la misma manera como lo hacen las ir.. Esta seria una 

función de utilidad del decisor. 

Von Neumanm y Morgenstern, (15] postularon cincos apdo-

mas básicos que implican La existencia de utilidades 

numéricas para resultados cuyas expectativas por loterías 

preservan el orden de preferencia sobre loterias, esto es, a 

mayor utilidad esperada, corresponde mayor preferencia. La 

función de utilidad es única hasta por una transformación 

lineal positiva, es decir, si la función U(x) representa una 

preferencia riesgosa de una persona, entonces también lo 

será U*(x)  si y solamente si 

U(x) - a U(x) + b 	a> O, b E IR. 

Los axiomas son informalmente establecidos, como 

sigue: 

1. Las preferencias por loterías L. son completas y 

transitivas. 

Completas quiere decir que entre loterías L y L2 , 

cualquiera de la posiciones L1  > L2  (L es preferida a L2) 

o 	L >. L o ambas, es Igualmente atractiva. Transitividad 

Implica que L >. L2  y L2  > L9  entonces L ) L3  

15 



p 

4. Sean las loterias L 1 
i-p 

L 2 
i-q 

2. Si x ). x ). 	entonces debe existir alguna proba- 

bilidad p entre cero y uno tal que la loteria 

p 

i-p 

sea tan atractiva como recibir x2  con certeza. 

3. Si los objetos x y x2  son igualmente atractivos, 

entonces la loteria 
x 1 

p 

y la loteria 

i-pN x 
a 	 a 

serán igualmente atractivas para cualquier valor de p 

y ,'8. 

y 

que difieren solamente en la probabilidad. Si 

x a 

>. x2, entonces la primera loteria será preterida sobre la 

segunda si y solamente si p > q. 

16 



S. Una loteria compuesta (aquella cuyos resultados son 

también loteri as) es igualmente atrayente que la loterla 

simple que podria resultar al multiplicar probabilidades de 

todo el ramal conforme a la teoria de probabilidad estándar. 

Los adomas anteriores son suficientes para garantizar 

que existe un indice de utilidad tal que el ordenamiento de 

lot.erias por sus utilidades esperadas coincida completamente 

con las preferencia actuales de la persona. 

Dentro de la t.eoria de utilidad existen algunos concep-

tos que caracterizan al decisor y que permiten tener una 

Idea de su conducta y hacer un análisis de sus decisiones. 

Definición 1.2.1: Una persona es adversa al riesgo si 

su función de utilidad es cóncava. 

Se puede decir que si algún Juego es menos preferido 

que el valor esperado monetario con certeza, la preferencia 

es adversa al riesgo. Esto asegura que su certeza equivalen-

te será menor que su valor esperado monetario (8]. 

Definición 1.2.2: Una persona es propensa al riesgo si 

su función de utilidad es convexa. 

Un individuo propenso al riesgo es aquel que está dis-

puesto a Jugar. 
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Existen distintas formas de como la utilidad ha sido 

considerada en los modelos de utilidad esperada. La combina-

ción sistemática de las diversas transformaciones produce 

nueve variantes que son mostradas en la tabla 12. 

Valor Monetario Esperado 

Utilidad Esperada cuernoutit, ilae) 

Utilidad Esperada (von NeuTnnn- 

Morgenatern. 1947) 

Teoría de Certeza Equivalente 

Utilidad Esperada Subjetiva Edrde,i5 

Utilidad Esperada Subjetiva caummey, 109i) 

Valor Monetario Ponderado 

Teoría de Expectativa ChnoTnan y Tverky 
ap?p) 

•E w(p.)u(x.) Utilidad Subjetivamente Ponderada 
CorTnarkr, £978) 

Tabla 1.2 

Nueve variantes del modelo de la Utilidad Esperada 

En la tabla anterior, v(x) denota una medida de utili-

dad escalada por intervalos y construida bajo certeza; u(x) 

denota una medida de utilidad construida vía loterías (i.e. 

bajo riesgo). Los wCp.), llamados ponderación de la 

decisión, son utilizados para reflejar el impacto de los 

eventos en la atractividad total de los juegos. 

le 



1.3. INTRODUCCION A LA TEOR1A DE JUEGOS 

La teoria de juegos de estrategias trata problemas en 

los que interviene no sólo el azar sino también las posi-

bles formas de actuar de los jugadores. 

Varios oponentes pueden influir en la ocurrencia de 

ciertos eventos cuya realización obedece a intereses que no 

pueden coincidir. 

Definición 1.3.1: Se llama Juego al conjunto de reglas 

que indican las formas posibles en las que los jugadores 

pueden actuar, y sus consecuencias. 

Se puede considerar como la relación entre dos o más 

sectores con intereses opuestos. En general, se asumirán n 

Jugadores. 

Definición 1.3.2: Un movimiento, en un juego, es un 

paso teórico previsto en Las reglas del Juego. 

Definición 1.3.3: Un pago es el cumplimiento de la 

plena y absoluta realización de lo convenido en las reglas 

del Juego. 

Definición 1.3.4: Se llamará estrategia pura a un  

elemento a  del conjunto numerable de estrategias A. que 

tiene a la disposición un Jugador i, con 1 i n. 
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A. es un plan de comportamiento establecido por el 

jugador i, formado por el conjunto de decisiones que puede 

tomar en la realización particular de un juego. La elección 

de Ja estrategia determinará completamente la realización 

del juego por parte de cada jugador. 

La utilidad del juego para el j-ésimo jugador puede 

encontrarse con ayuda de una función U.(a ,...,a') de 

valores reales para las estrategias puras aC € A., 1. 5 i 1 

n, llamada función de pagq y que determina univocamente los 

Pagos a hacer al terminar el juego. Es evidente que el juga- 

IL dor 	j procurará ma,dmizar su ganancia U .(,,•••,85• Así 

un juego se representa por 

r - A 	Ug U2 U,J 

Definición 1.3.5: El juego r se dice que es un juego de 

suma constante si e,dste un número C tal que Y aC E A., 

1in 

si C - O, el juego se dice de suma nula. 

Si los conjuntos A. son todos finitos, entonces el 

juego r se llama juego finito, en caso contrario, es infini-

to. 

20 



Definición 1.3.6: Se dice que un juego r es de 

información completa (o incompleta), según lo sea la 

Información que posean, los jugadores. 

En los juegos de información completa, cada jugador 

conoce el desarrollo del juego cuando adopta alguna estrate-

gia pura (por ejemplo, el juego de ajedrez). De lo contra-

rio, el juego será de información incompleta (por ejemplo, 

el juego de cartas). 

Cuando un juego se repite varias veces, los jugadores 

podrían perder interés en usar siempre la misma estrategia, 

ya que, los oponentes obtendrían mayor información y sacarían 

provecho de la misma. Entonces, en una gran sucesión de 

jugadas, el jugador podría utilizar diferentes estrategias 

con una cierta frecuencia relativa y, aunque el evento se dé 

una sola vez, habrá circunstancias bajo las cuales se mez-

clarán estrategias diferentes con determinadas probabili-

dades. En estos casos se hablará de estrategia mixta, es 

decir, una distribución de probabilidad asignada sobre el 

conjunto de estrategias del jugador. 

Definición 1.37: Si el conjunto de estrategias del 

j-ésimo jugador en un juego r, es un conjunto finito 

A. - a. 	, una estrat.eIa mixta de j en r es un 

21 



t 	'. 	'. 	t 
n a 2 	n .....a)p p 

n a 2 .pn  

vector N-dimensional p. - (p., ... ,p. J > de componentes reales 

O, con k - i,...,N., tal que 

N. 

E 	p k i 
k=a 	

. 
 

En el juego de estrategia mixta, la utilidad se reem-

plaza por,  la correspondiente esperanza matemática de los 

pagos, ponderada por los p', que representan las probabili-

dades con las que son utilizadas las estrategias e, poza 

J 

Definición 1.3.8: Sean r 	A,A2,...,A; 

un juego finito con A. 	(a.,. . . ,a'), i - i,2,...,n 	y A. 

el conjunto de estrategias mixtas del i-ésimo jugador en r. 

Si se tiene que para cada n-upla de estrategias mixtas 

Cp, ... ,p), con p 	, , 	• 	<p 
L., 	€ A, el pago esperado 

del ¡-ánimo jugador, es 

N 	N a 	n 

- 	 U.(aa E 	E  
a 	n 

entonces, al juego r* - (AI,...,A*E,...,E) se le Llama 

extensión mixta de r. 

Los jugadores pueden encontrar inconveniente el consi-

derar su propia función de pago como la única manera de 
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controlar sus pérdidas y ganancias, e intentar mejorar indi-

rectamente sus ganancias potenciales. Esto puede conducir a 

que, entre los jugadores, se den coaliciones, anticoalicio-

nes, etc. 

Definición 1.3.91 Un juego de estrategia r es no coope-

rativo cuando se están prohibidas totalmente las coaliciones 

entre los jugadores. 

El concepto más importante de la teoria de juego estra-

tégico 

stra-

tégico no cooperativos es el de punto de equilibrio, que 

corresponde intuitivamente a una regla de comportamiento tal 

que si todos los jugadores, excepto uno, actúan de acuerdo 

con ella, el jugador restante no puede hacer nada mejor que 

actuar también de acuerdo con ella. 

Definición 1.3.10: Sea r - <A,A2,...,A, U,U2,...,U> 

un juego. Se dice que una n-upla de estrategias 

es un punto de equilibrio si Y a°  € A., i - 

se tiene que 

* 
<,...,a*  - U 
	

* .   
(a ,a  

* 2 1. n 
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Teorema 1.3.1: Si el juego r, para cada i 

se satisface las siguientes condiciones 

1. A. es un conjunto convexo, cerrado y acotado en un 

espacio euclideano. 

2. U.(a,...,a) es cóncava con respecto a a. para 

	

* e 	* e 	 e 

	

a, a2 	a j._ 	 a 	fijas. 

8. U. (a '. 	,...,a n  ) continua en (ai  ,...,an  ), £  

entonces el juego tiene al menos un punto de equilibrio. 

La demostración aparece en Perez Vilaplana (1972). 

El siguiente teorema muestra la existencia de un punto 

de equilibrio en un juego de estrategia mixta, al cual se le 

llama punto de equilibrio de Nash. 

Teorema 1.3.2: Para todo juego finito 

r 	- 	{A £ ,A 2  , ... ,A 
n 

 ;U 
i 
 ,U 

2 
 , ... ,U 

n 
 ) 

La extensión mixta 

- 
tiene al menos un punto de equilibrio. 

Demostración: Para i - 1,...,n, el conjunto de estrate-

gia A., es convexo, cerrado y acotado en un espacio eucli-

deano. La esperanza matemática E. (p,p,...,p ) es una fun-

ción lineal y cóncava con respecto a las componentes p.,  lo 
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cual significa que Y p , Y X E (0,1] 

E( EX.p. )  k EX.E(p.) 

fl 

con E X - 1. 

Para todo i la función multillneal E. (p,p2, ... ,p ) en 

las 	componentes pa,p2 , ... ,pn 	es desde luego, también con- 

tinua en p,p2,••,p•  Estas mismas condiciones también se 

satisfacen para el Juego r, lo que prueba la e,dstencia de 

un punto de equilibrio de 
re 

25 



co.ffv&c 00 

g1DEE0c DE (RES BCCBEES fl)IE LOS IPR(Rff0IDOS SOEE iPOS0C00allES 
cÇw1roD1s DEL caaoao 



2.1 INTRODUCCIÓN 

En 1989 John Aldrich y Michael Mc Ginnis propusieron un 

modelo matemático de una contienda electoral en el espacio 

de n dimensiones. Este modelo, "Restricción de los Partidos 

sobre Posiciones Óptimas del Candidato" es un versión gene-

ral del "Modelo Espacial de Competencia Electoral" de 

Anthony Downs de 1957. En el trabajo de Aldrich y Mc Ginnis 

se modela la interacción entre dos candidatos que se dispu-

tan algún puesto público de elección con la participación de 

un electorado cuyos votos son importantes para ganar la 

elección. Los candidatos compiten por votos y adoptan una 

plataforma política motivados solamente por el deseo de 

ganar las elecciones. Esta plataforma se representa como un 

punto en un espacio euclideano n-dimensional. 

Se asume que en el modelo, las funciones de utilidad de 

los ciudadanos tienen un "buen comportamiento", pues estos 

tienen bien definidas sus preferencias sobre este espacio 

politico. 

Dado que los candidatos son considerados para valorar 

la plataforma politica solamente como un medio de ganar 

votos, la pregunta que se impone es si edste alguna plata-

forma o punto en el espacio político que sea óptimo, en el 

sentido de que esta plataforma o punto maxtinice las oportu-

nidades de victoria del candidato, suponiendo que el candi- 
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dato de oposición también está buscando una plataforma gana-

dora. Por lo tanto, desde el punto de vista de los candi-

datos, el modelo espacial puede interpretarse como un juego 

electoral de dos personas. 

El análisis se centra en la búsqueda de un equilibrio, 

definido como un par de plataformas en donde ningún candida-

to puede racionalmente cambiar su estrategia unilateralmen-

te. Este equilibrio fue encontrado para el caso unidimensio-

nal [9], el cual correspondía a la media de la distribución 

de los puntos ideales (puntos más preferidos) del ciudadano 

a lo largo de esta dimensión. La posición de equilibrio para 

el caso multidimensional es extremadamente restrictiva re-

quiriendo una simetría exacta y altamente irrealista de la 

distribución de la preferencia del ciudadano. 

En este trabajo se desarrolla un modelo espacial 

general que evidencia las regularidades empírica s de las 

posiciones de los candidatos. En este sentido, existen dos 

puntos importantes a considerar: 

1. EL argumento de que los candidatos podrían ser modelados 

considerando que tienen preferencias por éxitos políticos en 

adición a sus deseos de victoria electoral. 

2. EL modelo espacial de partidos políticos se generaliza a 

n dimensiones. 

Los partidos son integrados dentro de un juego electo- 
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ral como una fuente de recursos que los candidatos encuen-

tran en su competencia y de esta manera sirven como 

restricciones sobre la posiciones óptimas de los candidatos. 

La participación politica del ciudadano en este Juego 

electoral, tiene un amplio rango de selección ya que no sólo 

puede votar sino, además, contribuir con recursos para el 

candidato o partido de su preferencia. 

Esta generalización está integrada a un modelo espacial 

expandido y de gran alcance, derivado de supuestos comunes 

acerca de las preferencias y de los principios teóricos de 

los Juegos y de la maximización de la utilidad esperada 

estándar. 
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2.2 ESPECIFICACIONES DEL MODELO 

2.2.1 Papel del ciudadano 

Consideremos X un subconjunto del espacio euclideario 

ri-dimensional 1gfl• x representa La arena electoral o espacio 

político. 

Sea i el i-ésimo ciudadano, el cual tiene una función 

de utilidad definida sobre el espacio político. Se denotará 

x. su punto ideal, es decir, el punto donde él obtiene la 

máxima utilidad. 

Para toda i, sea U. Cx) la función de utilidad del 

i-ésimo ciudadano. Se supone que U. satisface la condición 

de base cuadrática común (BCC), que establece, para todo i, 

U. <x> = 	[Cx. - x) A(x. - x)1 

donde Ø  es una transformación estrictamente monótona y A es 

una matriz n x ri positiva definida. Por lo tanto, para todo 

i, U. es simétrica y unimodal, y la utilidad es medida como 

una transformación monótona de la distancia euclideana desde 

X.. Sea f la función de distribución de los puntos ideales 

del ciudadano La función f es continua de valor real sobre 

un subconjunto, D de X. 

Se considera, además, que D es cerrado, compacto y 

convexo, en !R, con x. E D para todo i. 
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Se asume que el ciudadano busca la má,dma utilidad 

esperada y que evalúa su percepción de la posición adoptada 

en X , de los partidos y candidatos, llamada sus platafor- 

La posición del partido y del candidato J se denotarán 

p. y c., 	respectivamente, para J - 1,2 y  U.(p.) y U.(c.) 

representarán las utilidades de i derivadas de p.  y c.. 

El ciudadano basará sus votos y decisión de 

contribución en las utilidades derivadas de las plataformas 

de los partidos y candidatos. 

Sea CV. el costo del votante i, el cual se asume está 

distribuido aleatoriamente sobre i. Se dirá que el ciudadano 

i se abstiene si 

U.(c) - U.(c I < CV. 

Es decir, si la diferencia de la i-ésima utilidad deri-

vada del primer candidato y la i-éima utilidad derivada del 

secundo candidato no alcanza el costo del votante i. Si un 

ciudadano se abstiene de participar, se considera que es 

debido a una indiferencia. 

En general, la probabilidad de abstención de i se 

incrementa cuando 

1 U(y)-U.(y)I 	>0 u 	 .21 

donde y - p o c 
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Que esta diferencia se aproxime hacia cero quiere decir 

que el votante tiene la misma preferencia por los dos candi-

datos o partidos, por lo que le producen la misma utilidad. 

Se considera que el ciudadano tiene tres tipos de par-

ticipación en una contienda electoral: 

a. Contribuir con escasos recursos a un partido. 

b. Contribuir con un candidato. 

c. Votar. 

Un ciudadano puede contribuir con un partido por medio 

de una participación activa o por colaboración monetaria, al 

Igual que con un candidato. 

Para cada una de estas acciones se definirá una 

distribución de probabilidad: 

Sea P'', para J = 1,2, la probabilidad de votar por el 

candidato J. P denota la probabilidad de abstenerse. 

Sea pP , para J - 1,2, la probabilidad de ser activista 

en el partido J. Pp  denota la probabilidad de no ser acti-o 

vista. 

Sea P
J 
 , para J - 1,2 , la probabilidad de contribuir- ontribuir 

con con el candidato J. 

La decisión de ser activista será ponderada por la 

"cantidad" de activismo, Ja cual se interpretará como el 

nivel de contribución con recursos. 

La función de probabilidad de contribución depende de 
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x. y de la posición del candidato o del partido, pero no de 

ambos. Se asumirá que i contribuirá a lo más con un partido 

y.--'o a lo más con un candidato. 

Para abreviar notaciones, para J - 1,2, 	sea P. La 

probabilidad de votar (P") o de contribuir con el partido 

cP) o con el candidato (P5. 
J 	 J 

Asi P.(x,y.) denotará La probabilidad de que el 

ciudadano i, con punto ideal x. vote o contribuya con el 

partido (o candidato) J que tiene La posición y.. 

Definición 2.2.1: La función P., satisface La Condición 

de Selección Raciona* si para J,k - 1,2, con J 0 k, y las 

posiciones y., Y,,  de los partidos (o candidatos), se tiene 

que 

- O si x. - y1 > 1x1. - yj 

P.(x.,y.) { > O si Ix - yI :5Ix - yI .1' J 
X. 

Esta condición asegura que el ciudadano nunca vote o 

contribuya con los partidos o candidatos que están más dis-

tantas de su punto ideal (fig. 1.1). 
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- d -y3  - 4 - 
m punto medio entre 

YIc 

yi  Y Yk  

fiuxa 1.1 

Definición 2.2.2: Las probabilidades P. y P
k'  para 

j,k - 1,2, con j ;d k, satisfacen la (nrd4r1Sn a^ Apoyn  

Extremista DébJJ, si para todo par de puntos x,z y posicio-

nes y •' y de los partidos o candidatos, se tiene 

IX - yI = Iz - yI 	'' 	I'c - 	> IZ- 'k 1  

entonces 

P. 
J 
 (x,y. 	

3 
) > P.(z,y.) 

J 	 J 

Pará aclarar esta condición, se supone que los puntos 

x, z son puntos ideales del ciudadano i. Para la posición y 

del partido o candidato J, la diferencia respecto a ambos 

puntos es la misma. Pero para la posición y
k 
 del partido ° 

candidato k, su diferencia respecto al punto z es más 

pequePla que respecto a x. Esto significa que dados dos pun- 
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tos cualesquiera equidistantes de La posición de un partido 

(o candidato), el ciudadano con el punto más moderado tiene 

una menor probabilidad de apoyar al partido (o candidato) 

que se encuentra en la posición más lejana (fig. 12). 

P. 4 
.1 

'Ii 	 S1Ir  

x  

figura 1.2 

Definición 2.2.3: Las probabilidades P. y k'  para j,k 

= 1,2, con 	k, satisfacen la Condición de Simetria 

Métrica si para todo par de puntos x, z, se tiene 

con 

Ix - 	= Iz - yI y 	Ix - y J1  = Iz - 

Ix - 	< Ix - yI 	y 	Iz - 	> Iz - 

entonces 

Pk(x,yk) P.(z,y.) 

Esto asegura que las dos funciones de probabilidad son 

una el reflejo de la otra, si las funciones de utilidad son 

simétricas y comúnmente formadas. Esto significa que el 

34 



candidato o partido k obtendrá La misma proporción del voto 

entre ciudadanos con un punto ideal x como el que obtendrá J 

entre aquellos con un punto ideal z. 

Es notable la importancia de estas condiciones, que se 

satisfacen si la función de utilidad cumple la condición de 

BCC. 

Proposición 2.2.1: 

a) Si BCC es válida, entonces la Condición de Selección 

Racional se cumple. 

b) Si BCC es válida, entonces la Condición de Simetría 

Métrica se cumple. 

c) Si BCC y la abstención debido a la indiferencia son 

válidas, entonces la Condición de Apoyo Extremista 

Débil se cumple. 

Las pruebas de (a) y Cc) aparecen en Aldrich 

(1983a) y la de (b) aparece en McKolvey (1975). 

2.2.2 	Papel de los candidatos 

Px'a 01 co do low a~diclatow oo tienen 1~ uíguiontejo  

consideraciones; 

a) Los candidatos están interesados en ocupar un caro 

público; en este sentido, experimentan una ganancia en uti-

lidad, si canan La elección. 
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b) Los candidatos valoran los éxitos políticos. 

Partiendo de estas suposiciones, se estructurarán con-

ceptos que sustenten, claramente, la participación del candi-

dato en la contienda electoral y la función de utilidad 

asociada. 

Definición 2.2.4: El valor del triunfo del candidato J, 

se denota W. y se define ,  como 

y. 
J 

si J gana 

si j  pierde 

Un candidato es también un ciudadano, por lo tanto, 

tiene su preferencia bien establecida. Cada candidato J - 

1,2 tiene un punto ideal personal c y una función de utili-

dad U.(x) que satisface la condición de RCC. 

El modelo no analiza las consecuencias por la variación 

en la intensidad de las preferencias, por lo que sus resul-

tados no dependerán de las preferencias políticas de loe 

candidatos. La función de utilidad de cada candidato reque-

rirá del componente W y la condición RCC. 

Los candidatos podrían experimentar alguna incertidum-

bre concerniente a los resultados de la elección. Esta in-

certidumbre se puede originar de las siguientes fuentes: 

a. Las funciones de utilidad del ciudadano podrían ser, 
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realisticament.e, 	una 	lotería 	en 	términos 

probabiitsticos desde la perspectiva del candidato. 

En este caso, se asume una distribución aleatoria 

independiente de los costos de votar. 

b. Del heçho de que la generación de recursos sea un 

proceso probabilistico, ya que ningún candidato 

puede acertar en cuanto a quien contribuirá ni en Ja 

cantidad con la que cada ciudadano hará efectiva su 

contribución. 

c. El impacto de los desembolsos de recursos para el 

sostén del votante y de las reuniones políticas 

podría ser considerado como un proceso 

probabil.tstico. 

Se supone que los candidatos ven a los ciudadanos a 

través de los efectos de estos tres factores sobre las fun-

ciones P 
J  
., más que a través de Ja estimación de las funcio-

nes de utilidad individuales. 

La interpretación de incertidumbre se da en términos de 

que dado un conjunto de plataformas, la mayoría de votos 

esperado es solamente la mejor predicción en el momento. 

Entonces se asume que los candidatos madmizan la mayoría de 

votos esperados, (o la probabilidad de ganar) en adición a 

la política involucrada. 
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2.2.3 	Contribución de los ciudadanos a los candidatos 

Sea c = (cc2) la posición de ambos candidatos. La 

contribución del ciudadano a un candidato se puede dar en 

tiempo, dinero o esfuerzo en la organización y desarrollo de 

la campa?la de ese candidato. La función que refleja esta 

contribución es P(x.,c), que se puede interpretar como la 

probabilidad de que un ciudadano i con su punto ideal x 

apoye al candidato J dadas las dos plataformas. Esta función 

cumple las condiciones de Selección Racional, Apoyo Extre-

mista Débil y la de Simetría Métrica (por la proposición 

2.1.1). 

Esta probabilidad está ponderada por la magnitud de las 

contribuciones y la densidad relativa de f(x) en x.. Los 

recursos se distribuirán aleatoriamente en X y el ciudadano 

i contribuirá a lo sumo con un candidato. 

Se Denotará por RC. la  cantidad esperada de recursos 

provenientes de los ciudadanos, la cual depende de la posi-

ción de los candidatos y está dada por 

JD 
P(x,c) f(x) dx 
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2.2.4 	Utilización de los recursos por los candidatos 

Sea r. la cantidad total de recursos que recibirá el 

candidato J. Asi, r. es la suma de RC.. RP. representa la 

cantidad recibida por parte de su partido. 

Sea r.. el nivel de recurso que recibe (probabilistica-

mente) el ciudadano i para compensar los costos del voto por 

el candidato J. El aprecio a r.. hace a i más probable de 

votar por J. 

Estos recursos no sólo afectarán la concurrencia a las 

reuniones politicas, sino que podrian, además, determinar 

una selección individual entre candidatos, especialmente 

cuando tienen recursos diferentes. 

Esta afirmación se puede expresar de otra manera. Su- 

pongamos que i prefiere ligeramente a c2  sobre 	pero el 

candidato 1 tiene mayores recursos. 

Si r.. es mucho más grande que r.2  , se tiene más pro-

habilidad que i. vote por el candidato 1 que por 2 puesto 

que, 

pero 

U.(c) < U.(c) y 	i. 2 

U(c)+r. >U.(c)+r. 
1. i 	Li 	i. 2 	1,2 

Si la utilidad esperada de votar por 1 es mayor que la 

utilidad esperada de abstenerse, entonces (como en la  forma 
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simplificada de votar de Riker y Ordeshook (1968)) se tiene 

PtU.(c)-U.(c)]+r. >0 

Esto afirma que si i votara lo haría por el candidato 1, 

porque el beneficio neto menos el costo del voto por el 

candidato 1 es mayor que para el candidato 2, aún cuando, en 

ausencia de muestras de recursos, el ciudadano podría prefe-

rir al candidato 2. 

Por esta razón las funciones P" son afectadas tanto por 

los niveles de recursos como por las posiciones de los can-

didatos. 

Definición 2.2.5: Sean r • (r 
1 2 
,r ) los niveles de recursos 

de loe candidatos y c - (c1,c2) sus posiciones. El total de 

votos del candidato  J se define como 

Y. 	P'(x,c,r) f(x) dx 
J JD 

donde P'(x,c,r) es la probabilidad de votar por el candida- 
3 

to J, como una función del punto ideal del ciudadano, de la 

posición del candidato y de su nivel de recursos. 

Así, si r > r, se puede obtener una probabilidad 

positiva de votar por el candidato 1. Esto viola La 
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Condición dé Selección Racional dada anteriormente. En lugar 

de esta se definirá una generalización de la misma y de la 

Simetria Métrica, para J,k - 1,2. 

Definición 2.2.6: La función de probabilidad P(x,c,r) 

satisface la Condición de Selección Racional Generalizada si 

P. es una función estrictamente monótona creciente de (c. - 
3 	 3 

c  ) y de (r.. - ra). 

Definición 2.2.7: La función de probabilidad P(x.,c,r) 

satisface la Condición de Simetria Métrica Modificada si P. 
c + c 

' 	son simétricas con respecto a c - 	2 	  salvo 

por una transformación lineal positiva. 

Estas condiciones se satisfacen si la función de utili-

dad cumple con la condición BCC, r.. son variables aleato-

rias distribuidas independientes y si es válida la indife-

rencia. 
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2.25 	Los Partidos Politicos y sus Activistas 

Se define pP  como la probabilidad de ser activista en 

el partido del candidato j  e interpretada de la misma forma 

como la contribución al candidato y depende de las platafor-

mas p y p2  de ambos partidos. Un aspecto importante que se 

discutirá a continuación es la derivación de estos dos pun-

tos. 

Se considera que la decisión de un ciudadano de ser 

activista en un partido se basa en la posición en la que él 

observe a los dos partidos en el espacio político. 

Definición 2.2.8: Llamaremos SIMBOLO a la media de la 

distribución de los puntos ideales de los activistas en el 

partido, ponderado por su grado de activismo. 

El activista potencial del partido toma una decisión 

comparativa que maximiza la utilidad esperada. Si muchos se 

vuelven activistas, esto ocasiona un reajuste en la posición 

del partido y, en consecuencia, en la de ambos partidos. 

Esto puede conducir a que, por ejemplo, haya casos en los 

que algunos activistas podrían retirarse, mientras que otros 

podrían ingresar o retirarse del otro partido. 
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La primera Interrogante es si edst.e una posición de 

equilibrio para p y p2, de una manera más precisa, una 

distribución de equilibrio del activista. La proposición 

2.2.2 establece la edstencia de una estrategia pura de equi-

librio de Nash, bajo condiciones muy generales. Se demuestra 

que, en equilibrio, los partidos ofrecerán opciones 

politicas separadas, distintas y no convergentes. 

En general, los dos partidos suministran dos puntos de 

referencia fijos para el juego electoral, que pueden servir 

potencialmente para medir la presión sobre los candidatos 

para converger a estos puntos si (Cx) es simétrica, o para 

estar en una posición 'vaga' en X en la ausencia de una 

estrategia pura de equilibrio. 

Proposición 2.2.2: Sea (Cx) una función n-dimensional, 

simétrica o asimétrica, entonces 

a) Edste al menos una pareja de equilibrio de posicio-

nes de partido distintas, es decir, p 1 o p 

b) Cualquier equilibrio convergente, es decir, cual-

quier punto donde p- p2, es inestable. 
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Demostración: Esta prueba se da por construcción de 

un equilibrio con posiciones distintas de partidos. 

Para una posición de partido P-(PP2)EDxDcIRx 

IR,se define la función media pCp):DxD 	> D x D 

como: 

r 
- 	J x P.(x,p)f(x) dx 

Z.(p.) 

donde, para j = 1,2 

Z.(p.) - J P(x,p) f(x) dx 

denota el tamafío ó base de recurso del partido J. Un equili-

brio es equivalente a un punto fijo de la transformación p, 

o sea, un punto tal que ,i(p) - p. Ya que la media de cual-

quier distribución g(x) denota su "centro de gravedad", ésta 

puede ser localizada encontrando un punto que balana.e la 

distribución de x«(x) a lo largo de cada dimensión. 

Para construir un punto fijo, se definen las siguientes 

Integrales sobre los integrandos en la función media a lo 

largo de la dimensión k a la izquierda y derecha de una 

coordenada p ik  dada. Sin perder generalidades se reduce el 

espacio DxD al hipercubo únitario [0,1]' x [0,1]'. 
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I(p) 

- ji ..jP_ 
JxP'(xP) f(x)dx 

o o o 

D(p) 	- 	JxP(x;P) f(x) dx 
o 

Una media correspondo .1 punto •n .1 que cada I jk - 
paza los partidos j y •n todas las n dimensiones k. 5e trata 

de construir una media de partido de equilibrio, variando 

cada coordenada p ik  para todo j,k, para localizar un punto 

que simultneament. satisfaga esta condición y la condición 

de punto fijo, M 
JIC 

Cp  3 > - 

Pzim.ramente se demostrará 1a continuidad de 
'k  y 

como funciones. La función P'(x,p) •s continua •n todo DxD, 

con 	la posible excepción de puntos tal que p 1 - p2  Sin 

•mbaro asi como la media de los partidos son distintas, las 

fzont.ras de la r.i6n en la u. pP rao  es cero, varian con-

tinuam.nt. con cambios en p, y asi en el espacio 

D0 - «pp2) E DxD / p 1 
Po p2)-, 

y D 
ffic son int.rales que depende de un parámetro para el 

cual la continuidad puede ser .xtndida. 

Los •I•m.nt.os d. DxD pueden ser rscrit.os como 
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- »ik' »ak' ik' 

donde p jk 

Se mostrará que permaneciendo dentro de D0, se pueden 

seleccionar coordenadas p ik (mientras se fijan las n-1 coor- 

denadas para cada p.) tal que 1 ik - Dk. Para este proceso 

hay dos casos que considerar: 

i) Fijar »tk 	2ic 

Para el punto 

(0,p 2k,pak,p2k 	ak ), 	1 	- 0< D Ik 

y para 

1k > Dak - 0. 

Para cualquier punto p 2k  fijo debe existir al menos un punto 

con O <q< Ital que IkD ak 

Al conjunto de tales puntos so lo llamará conjunto de 

equilibrio parcial, definido como 

- <p € DxD / 'jk - D.k)  

Puesto que tales puntos pueden ser construidos para cual 

- 

quior valor fijo de la otra coordenada, debe existir un 

camino conectado en E de 	 a 
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Como antes, para 

1 - O < D 1k 2k 	23C 	 2k 

y para 

	

1 2k 	2k > D 	- 0; 

y al menos un punto q'€ (0,1) puede ser encontrado tal que 

para 

(q,q1,Ç1 '2k' 1 - D. 2k 	2k 

Así se tiene construido el conjunto no vacío 

E k 	1k '' -E nE 2k 
u <p€DxDID para j1,2) 

el cual abarcará el camino conectado en las otras n-1 

dimensiones. Todos los puntos que resultan de esta 

construcción son también elementos de D o 

II> Fijar k - 	En este caso la construcci6n uti 

tizada arriba podria resultar solamente en puntos tal que 

q - q', implicando p1  - p2. Se observa que esto no es verda-

dero, fijado p 2k - q € (0,1). Por continuidad se puede se- 

leccionar un punto 	< q suficientemente cercano a q y que 

para el punto 	 satisfaga 'k > Dk. 

En otras pala  pan, la integral entre % y q puede ser 

seleccionada arbitrariamente pequefla. Ya que para 
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- O < 

por continuidad se puede seleccionar un punto q € (0%) 

tal que 1 ik - D. Ami para cada punto fijo '2 " FIk- 

puede seleccionar p Ik Po  P2k tal que 1 ik - D. Como antes, 

el conjunto E.k  debe ser conectado en p y E   puede ser 

construido y además mostrar que tiene una intersección no 

vacía con D o 

Por consiguiente, para cualquier k y para cualquier 

k' 	2k fijad, se puede construir el conjunto E 
JIC 

de equi- 

librio parcial para cualquier dimensión k. Como se mostró 

arriba, el conjunto E puede ser construido y estará conec-

tado en todas las otras n-1 dimensiones por la media de 

ambos partidos. El resto de la prueba procede por inducción, 

a través de la construcción de los conjuntos 

Ea - «p ,p) / I ik - D.k, para j - 1,2, k - 

de equilibrio parcial para s dimensiones simultáneamente. 

Para s - 2,...,n, se construye E de E como sigue: 

Los puntos (0,0, k,)  y 	 son miembros 

de E°  por construcción y, por continuidad, existe algún 

camino dentro de E 	incluyendo un camino a un punto 

con 	q,q' E (0,1) tal que 1 jk - D.k para j - 

1,2. Por consiguiente, E8  es no vacío y conectado en las di- 
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mensiones restantes. 

Por construcción E' no es vacío y tiene intersección no 

nula con D0. Por tanto, existe al menos una pareja distinta 

de posiciones de partido de equilibrio. 

Parte (b). Considerar D' = «p,p2) € DxD / p 
ap

2). 

Dentro de este conjunto cerrado, cada P es continuo Ce 

idéntico), y así la existencia de al menos una media de 

partido de equilibrio convergente sigue directamente del 

teorema del punto fijo de Rrouwer. Se considera alguna pe- 

queTa perturbación que decrezca algún 	Como en el caso 

(ii), para este nuevo punto, 
1jk > D. Por definición, 

cuando 1. 
jk 	jk > D, la media de la distribución existente es 

también corrida hacia la izquierda, esto es M 
ik < 	Por 

lo tanto, después de cualquier pequefta perturbación, la 

media de la distribución será movida aún a mayor distancia 

del punto original, lo que implica inestabilidad. 

Aún cuando este resultado no nos proporciona datos para 

especificar la magnitud de la divergencia entre la posición 

de los partidos, se presume que esta divergencia es signifi-

cativa. Se ig'-'Ii las metas politices del partido con la 

media del punto ideal de los activistas p., y se presume que 

los partidos utilizan los recursos de sus activistas en dos 

formas: 
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1) Ellos nominan su candidato con un punto ideal c y 

plataforma c.. 

2) Trabajan a través de esta nominación o con mayor 

generalidad, a través del conjunto denominados para 

distintos oficios, con el fin de alcanzar dos metas 

partidistas: 

a) øana las elecciones con su nómina y 

b) La implom.ntaión do mus motas políticas. 

Se representa la motivación importante de nominar un 

candidato fuerte que descansa en los principios del partido, 

con el supuesto de que ningún partido nominará candidatos 

con metas personales cercanas al activista símbolo del par-

tido de oposición. Esto impone la siguiente condición 

* 	 * 
c 	p -CI - i < 1 k 

para ,j,k = 1,2, con JWk. 

Sabemos que los partidos tienen un volumen de recuro 

Z., y se asume que lo asignan a sus candidatos para lo 

distintos oficios, a riesgo, en cualquier periodo electoral 

determinado. Se denota por RP. el nivel de recursos del 

partido asignados a su nómina. El interés del activista es 

de dos tipos: 
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D Los intereses institucionales del partido, al tener 

a sus nominados ganando cargos públicos (una 

elección). 

2) Los intereses políticos del partido. 

Para el caso 1) se asume que los activistas son busca-

dores de beneficios, persiguiendo asegurar loe beneficios 

que fluyen de la captura de cargos públicos por parte del 

partido. Así se asume que cada partido da al menos alguna 

cantidad mínima a cada uno de sus candidatos y no algún 

nominado del partido de oposición. 

En el caso 2) se asume que la cantidad que ellos 

proveen a sus nominados incrementa la coz-cama, entre la 

plataforma electoral de la nómina y la del propio partido, y 

aumenta la distancia entre la nómina del partido opuesto y 

su plataforma. Estas condiciones se expresan en la forma 

siguiente: 

Definición 2.2.9: Los intereses institucionales de un 

partido son tales que 

a) RP. O para el candidato k 

b) E,dste un nivel mínimo de recursos y. > O tal que 

RP. 
	- V. si Ir- ci 2:  Ir -  ck l 

1 > y. si Ip.-  c. < 1 pi-  ck  1 
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Definición 2.2.10: Los intereses políticos de un parti-

do son tales que 

a) RP. se  incrementa cuando p.-  c j —> O 
J 	 J 	J 

b) RP. se  incrementa cuando (ap. - Ck I - lp - c.) se 

incremente. 

RP. puede incrementarse solamente para Z., la res-

tricción de presupuesto del partido. Esto puede ocasionar 

algún impacto en la distribución de recursos del partido 

entre sus nominados. Sin embargo, la competencia dentro del 

partido sobre los recursos podría ser una fuente limitante 

del tamafo de recursos del partido que puede ser aprovecha-

ble por algún candidato. Pero no se considera tal efecto en 

este análisis; se asume que los partidos han resuelto el 

problema de opt.imización restringido implicado, consistente 

en la distribución de recursos entre sus candidatos. 
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2.3 ALGUNAS PROPIEDADES GENERALES DEL JUEGO ELECTORAL 

En él modelo espacial, los ciudadanos tienen preferen-

cias Políticas y, como maximizadores de la utilidad esperada, 

pueden participar en la organización de una campa?a electo-

ral de un candidato, votar o abstenerse. Los partidos 

políticos se ven como un conjunto de activistas y como de-

fensores de La plataforma política del punto ideal de sus 

miembros símbolos. 

Los activistas más 'prominentes nominan una lista de 

candidatos y distribuyen los recursos contribuidos a su 

partido para asegurar cargos públicos y los beneficios que 

emanan de tenerlos. Cuando un candidato adopta una posición 

en la campafa, esa plataforma (y la del oponente) merece 

cierta contribución de los ciudadanos y del partido de la 

nómina,' los cuales son gastados para incrementar la perspec-

tiva electoral del candidato. 

El,  problema estrátegico es, entonces,, averiguar qué 

plataforma deberán adoptar los dos candidatos. La siguiente 

proposición muestra que ,  el juego candidato-electoral no es 

simétrico en estrategias, aún 'si los candidatos no valoran 

la política. 
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Proposición 2.3.1: El Juego de dos candidatos no es 

simétrico (aún si los candidatos no son motivados por 

politica). 

Demostración: Un Juego es simétrico si, cuando los 

Jugadores intercambian estrategias (posiciones), también 

intercambian los pagos (mayoria por ma,dmizadores de La 

mayoría pura). Para el Juego candidato-electoral desarrolla-

do, la pluralidad será invertida después de un intercambio 

de posiciones si y solamente si la diferencia en los niveles 

de recursos de los candidatos es también exactamente inver-

tida. En ausencia de efectos de los recursos, un cambio en 

la posición de los candidatos invierte el voto de cada vo-

tante, mientras que los que se abstienen se mantengan así. 

Las contribuciones de los candidatos individuales serán 

exactamente invertidas, pero las contribuciones de los par-

tidos no necesitan ser así en general. 

Construiremos un par de posiciones de los candidatos 

c - (c a z ,c ) - (A,B) 

para el cual los recursos del partido no son invertidos. 

Para 

el - (B,A) 

sea B - p2  y se selecciona A cercana a p2  tal que 
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lA - pl > ID - pl - IP - , pI 

Asi, cada candidato recibirá más recursos de su partido 

cuando su posición es B, pués ésta está más cercana a ambos' 

p.. El propósito de seleccionar A cercano a p2  es para ase-

gurar que el máximo recurso del partido del primer candidato 

(cuando está en 8) sea aún menor que el minimo que recibe el 

segundo candidato (cuando está en A). Tal punto no existirá, 

solamente en el caso en que el tamaflo del partido 1 sea 

mucho mayor que el del partido 2, en cuyo caso la prueba 

puede proceder después de un intercambio de indices. 

Esta condición se puede representar como sigue: 

RP 2  (A,8) > RP (8,A) > RP (8,A) > RP CA,8) 
2 	 i 	 i 

Por tanto, 8 tiene mayor ventaja en recursos del partido en 

c que en c', ya que la siguiente condición se cumple 

RP 2  Cc)- RP (c) > RP Cc') - RP (c') 
i 	 2 	 i 

Puesto que la ventaja del recurso individual se invierte 

exactamente, la ventaja del recurso global no puede inver-

tirse y por ende, el juego candidato-electoral no es, en 

general, simétrico. 
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Cuando se trabaja en una dimenei6n, un intercambio de 

las posiciones de los candidatos invierte exactamente el 

voto. Sin embargo, en el juego candidato-electoral que se 

está desarrollando, el candidato asociado con el mayor par-

tido tiene una ventaja inherente. Este candidato puede muy 

bien ganar, aún si adopta una posición lejana diferente, 

siempre que los recursos del partido sean suficientemente 

grandes para hacer que se cambien de partido la cantidad 

suficiente de colaboradores. 

Proposición 2.3.2: Las siguientes proposiciones son 

válidas: 

a) No todas las posiciones convergentes de los candida-

tos, conducen a un empate (aún si los candidatos no 

son motivados por polit.ica). 

b) Si los candidatos son motivados en parte por 

pol.ttica, entonces las posiciones convergentes no son 

necesariamente valoradas iguales por los candidatos. 

c) Si los candidatos son motivados en parte por 

politica, entonces el juego de dos candidatos no es 

en general, de suma constante.' 

Demostración: Se considera la posición convergente 

(p,p). Por definición, las contribuciones individuales 
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serán iguales, pero el candidato 1 recibirá más recursos de 

su partido del que recibirá el candidato 2 del suyo (esto 

presume que el partido 1 no es mucho más pequeo que el 

partido 2, que el candidato 1 en p recibe menos que el 

mínimo nivel garantizado para el candidato 2, sino simple-

mente se intercambian indices). Por lo tanto, ya que cada 

individuo es indiferente a los dos candidatos antes de la 

exposición de los recursos y ya que r. > r.2  para todo i, 

por la condición de Simetría Métrica Modificada se debe 

tener que 

Y x, P'(x,c,r) > P'(x,c,r) 

y así, el candidato 1 recibirá más votos. Este resultado se 

cumple independientemente de que la política sea incluida en 

las funciones de utilidad de los candidatos. Por lo que 

se prueba la parte (a). 

La utilidad del candidato 1 para esta posición conver-

gente excederá la del candidato 2, por lo que el candidato 1 

no solamente gana sino que está cercano a su propio punto 

ideal basado en política, debido a la restricción sobre la 

selección de los nominados. 

Por continuidad, deben existir puntos en la vecindad de 

(p,p) que producen la misma utilidad esperada pero que son 

cercanos a ambos puntos ideales de los candidatos (a menos 
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que (p,p1 ) esté sobre La linee entre estos puntos ideales, 

lo que en general, no es vi caso). Puesto que ambos candida-

tos podrían beneficiarse del movimiento a tal punto, este 

juego no es, en general de suma constante. 

Esta proposición muestra que La adopción de la misma 

posición del oponente raramente genere empate. 

La motivación politice es un factor importante que se 

analiza en el modelo. Esto se ilustre con la siguiente pro-

posición de Calvert (1905), donde se muestra que si se tiene 

un par de estrategias convergentes, estas no necesariamente 

constituyen un punto de equilibrio. Para esta demostración 

se asumirá un punto z E D, La función de utilidad del 

j-ésimo candidato U. no fijo en el punto z, pi  La probabili-

dad subjetiva de que el j-ésimo candidato gane y 1-P3  de que 

gane su oponente para j - 1,2, con P¼x,y) > O para cual-

quier par de puntos en una vecindad de la estrategia conver-

gente (z,z). 

Proposición 2.3.3: Para un punto z en el interior de D, 

el par de estrategias convergentes (z,z) no es un punto de 

equilibrio para los candidatos que actúan bajo riesgo y que 

están motivados en parte por La politice. 
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DeMostración 

Supongamos j - 1, y un punto fijo z del candidato 2. 

Sea 
'7 U.(z) 

J 
fl ¶7  1.1(z) II 

.1 
la dirección del gradiente de la utilidad del candidato 1. 

Ya que U. no es fija en z, e,dste un valor z tal que para 

todo 

U (z + Zd> > U (z) 

Para algún 6 > O suficientemente pequefto, se tiene que 

P(z + 6d,z) > O 

para todo 6 	6. Sea r el mínimo de 

utilidad esperada del candidato 1 es: 

' 	en z. La 

U 
a 	 a 
(z) a  Pt(z,z)U (z) + [1-P(z,z)]U 

a 
(z) 

mientras en z + rd, su utilidad esperada U(z + rd> es 

P(z + rdz)U(z + rd) + [1-P (z + rdz>IU(z + rd> 

ya que PI  (z + rd,z) > O y U(z + rd> > L11(z), la posición 

z + rd es preferida por el candidato 1. De esta manera (z,z) 

no es un punto de equilibrio. lo 

da 

59 



Estos análisis conducen a afirmar que el candidato J 

podría estar mejor ubicado moviéndose ligeramente a una 

posición cercana a la posición preferida del partido, con 

gran probabilidad de ganar. 

Se pueden resumir las propiedades generales de la 

versión extendida del modelo espacial en dos aspectos: 

1. La introducción de distintos partidos y sus 

recursos hacen el juego asimétrico y reducen 

la atracción de posiciones de candidatos con-

vergentes. 

2. La inclusión de la motivación politica de los 

candidatos elimina cualquier posibilidad de 

un equilibrio convergente. 

Estos resultados son considerablemente más generales 

que los previos, ya que se cumplen para cualquier distribu-

ción de las preferencias del ciudadano. 

2.3.1 Co de f(x) Sintrica y el Efecto de los 

Pw'tidos Poilticos 

Como se comprobó en la proposición 2.3.2, este modelo 

espacial expandido no es un juego de suma constante, por lo 

que habrá una estrategia mixta de equilibrio de Nash, no 

convergente. 
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Se puede analizar qué tanto afecta la introducción de 

partidos polit.icos al modelo espacial de competencia elec-

toral. La siguiente proposición muestra que si los partidos 

son suficientemente fuertes, entonces la media multivariada 

de f(x) no determina un par de estrategias puras de equi-

librio aunque f(x) sea simétrica y los candidatos se preocu-

pen solamente por Ja victoria. 

Proposición 2.3.1.1: Sean f(x) simétrica o no. Si los 

candidatos son maximizadores de la pluralidad pura Co de la 

probabilidad de ganar), entonces la pareja de estrategias 

Cx 
m 
, x 

m 	 m 
), donde x es la media multivariada de fcx), no es 

un par de estrategias de equilibrio, siempre que los parti-

dos sean suficientemente grandes en recursos. 

Demostración: Para f Cx) simétrica con mediana O, existe 

una posición de partido de equilibrio tal que p = -p y 

Z(p) = Z2(p), (Aldrich (1983a,b)). 

En c - (0,0), todos los recursos y las funciones de 

densidad de probabilidad de los votos son idénticos, de 

manera que el resultado esperado es un empate. Una plurali-

dad maximizadora del candidato j preferirá cualquier movi-

miento a Ce,O), donde e es una distancia arbitrariamente 

pequefa de O en la dirección de p.,  si y sólo si esta posi- 
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ción provee al candidato j  de una pluralidad positiva. 

De estos movimientos, se derivan tres hechos: 

1. El candidato j  será menos favorecido por la mayor4a 

de los votantes potenciales, ya que el otro candidato perma-

nece en la media multivariada x 
vn 

2. Por la misma razón, el candidato j  recibirá menos 

recursos individuales que el otro candidato k. 

Sea AC La ventaja de k en los recursos alcanzados por 

él; esto es, 

AC = RC k  (e,O) - RC.(c,O) j 

3. El candidato j  recibirá más recursos de su partido 

que el candidato k del suyo, ya que él está ahora más cerca-

no y los dos partidos son de igual tama?o. Denotemos como 

AP La ventaja de j  en recursos del partido 

AP - RP.(e,O) - RPk(e,O)  

AP puede ser expresado como una proporción q del tamalSo 

común Z del partido, y ya que AC no se altera por cambios en 

Z, por el adoma de Arquímedes se puede seleccionar, para 

cualquier q > O, algún número real Z lo suficientemente 

grande que haga 

AP>AC 
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Por lo tanto, para partidos lo suficientemente grandes, 

un candidato puede incrementar su posibilidad de victoria 

moviendóse hacia su propio partido y dada la restricción 

anterior sobre los puntos ideales del candidato, él también 

se moverá hacia su propio punto ideal (a menos que c j = 0). 

En cualquier caso, J preferirá (c,O) a (0,0). 

Esta proposición enfatiza los efectos de los partidos 

pol.it.icos sobre el modelo espacial expandido. La incorpora-

ción de partidos politicos elimina la noción de convergencia 

de los candidatos y esto elimina la convergencia al centro 

de la politica. 

La última proposición es más constructiva. Se supone 

que f(x) es unimodal y simétrica. 

Proposición 2.3.1.2: Sea f(x) unimodal y simétrica con 

media multivariada 0. Si los partidos son suficientemente 

grandes y con p, - -p2, se tiene que, para J 	1,2, la posi- 

ción óptima del j-ósimo candidato está dentro del triángulo 

con vértice (p,c,O) (fig 2.1). 

63 



Demostración: Los candidatos pueden obtener el irtá,dmo 

de la utilidad basada en la polit.ica en c, el máximo de los 

recursos del partido en p., la máxima contribución indivi-

dual y (para recursos de partidos fijos) la pluralidad del 

voto en la mediana O. Para cualquier punto exterior del 

triángulo con estos tres puntos como vértices, el candidato 

j puede, sin ambigttedad, estar mejor posicionado, moviéndose 

simultáneamente hacia los tres puntos, es decir, hacia pun-

tos dentro del triángulo. (Los puntos están unidos por 

lineas rectas formando un triángulo porque cada función P. 

es definida como monótona con la distancia Euclideana). Como 

se demostró en la proposición 2.3.1, si los partidos son 

suficientemente grandes, el candidato j preferirá puntos 

cercanos a p.  sobre la media, ya que los movimientos hacia 

la lineas que conectan p. y c*  incrementarán sus recursos (y 

asi sus votos), al igual que su utilidad basada en politice. 
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fig. 2.1 Restricción de la posición óptima del candidato 

Se observa que la posición óptima de cada candidato 

está confinada a permanecer en la región limitada, por la 

posición del votante medio, el centro del partido del candi-

dato y el punto ideal de la política del candidato. 

Este modelo "confinado" no especifica la localización 

exacta de Ja plataforma óptima del candidato, la cual será 

determinada por Ja importancia relativa que el candidato 

asigne a la victoria y a la política, ami como al t.amaffo del 

partido, relativo al nivel de recursos que un candidato 

pueda reunir de Ja organización de su propia campaba. En Ja 

misma medida en que el partido sea fuerte, en este sentido, 

c. será at.raido hacia p..  Inversamente, mientras más alta 

sea la contribución individual, relativa a los recursos del 

partido, c. se moverá más cerca de la media O, donde la 

contribución individual máxima pueda ser reunida. 
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Mientras más alto sea el valor relativo que el candida-

to J asigne a Ja política versus ganar por ganar, menos 

significativos serán estos dos factores. Esto es, un candi-

dato más relacionado con política seleccionará un óptimo c. 

cercano a su propio punto ideal c, basado en la política. 

Por supuesto, todo esto es complicado por lo extenso de la 

Incertidumbre y las estrategias del candidato oponente. 

Si los partidos contribuyen con una cantidad insignifi-

cante de recursos, entonces el triángulo se contraerá de la 

linea entre c y la media en O. Inversamente, si se presume 

que los candidatos valoran sólo la victoria (esto es, son 

ma,dmizadores de la utilidad esperada del modelo espacial 

estándar), entonces el triángulo se contraerá de la linea 

entre la posición p. del partido y la media en O. En este 

sentido el tama?lo del partido será directamente trasladado 

al grado de divergencia del candidato. 

Más aún, con partidos en equilibrio, habrá un patrón 

regular para esa divergencia de manera que cada activista 

consecuentemente, se desplace del centro hacia su propio 

partido. Así, los partidos introducirán una regularidad es-

tructurada para la estrategia del candidato. La reintro-

ducción de las preferencias política s del candidato expandi-

rá el rango relativo de divergencia, ya que los puntos idea-

les del candidato serán dados más aleatoriamente (pero, en 
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ot.o modelo, no totalmente Irrestricto, se debe a la necesi-

dad de obtener la nominación del partido). Aún asi, si los 

partidos políticos son suficientemente fuertes, introducirán 

un grado de estructura a la divergencia predecible de las 

posiciones del candidato. 



CONCLUSIONES 

Del trabajo realizado se puede concluir lo siguiente: 

1. Esta versión expandida del modelo espacial puede 

ser considerada de mayor aceptación empírica y 

a Ja vez teorica, que el modelo estándar de Downs de 

1957. 

2. El trabajo es de gran interés pues se justificó y 

desarrolló un modelo espacial expandido que incorpo-

ra un rico y más completo rango de alternativas y 

estructuras institucionales, de manera que represen-

te con mayor precisión Ja contienda de dos candida-

tos en elección. 

3. Se demostró la edstenaia general de un punto de 

equilibrio en IR", que interpretado como La arena 

electoral o espacio político, representa un par de 

paltaformas políticas de los partidos, en donde 

ningún candidato puede, racionalmente, cambiar su 

estrategia unilateralmente. 

6. Se analizó el efecto que producen las preferencias 

del candidato sobre su posición en Ja contienda. 
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5. Se exploraron las implicaciones de éste modelo ex-

pandido, haciendo énfasis en el impacto de estas 

nuevas estructuras y constrastándolas con los resul-

tados encontrados en el modelo espacial tradicional. 

6. Se proporciona una orientación para la toma de deci-

siones en problemas de contienda, con lo que los 

partidos podrían distribuir sus recursos adecuada-

mente, al conocer a los candidatos con preferencias 

convergentes a ellos. 

7. El uso del enfoque matemático y muy especialmente 

del enfoque cuantitativo, no ofrece una solución 

global ni definitiva a los problemas de índole elec-

toral. Sin embargo sirven para llegar a conclusiones 

útiles e interesantes vinculadas a problemas de 

índole económico y social. 
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RECOMENDACIONES 

Al finalizar este trabajo quedan un sinnúmero de 

Interrogantes por resolver.. De las distintas direcciones 

posibles en las cuales se podrían orientar futuras investi-

gaciones, es interesante resaltar las siguientes: 

1. Desarrollar una justificación más rigurosa para la 

nominación política, posiblemente la parte más im-

portante de los partidos políticos en elecciones. 

2. Desarrollar, de manera general, las condiciones bajo 

las cuales podría darse un resultado sobre la exis-

tencia de un punto de equilibrio de las estrategias 

del candidato. 

3. Establecer objetivos para la selección de dos parti-

dos Políticos representativos de nuestro país y 

adecuar el modelo para la solución de problemas 

concretos de esos partidos. 
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