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RESUMEN

En este trabajo se analiza el Modelo de “Restriccién de
los Partidos Sobre Posiciones Optimas del Candidato",
versién g¢generalizada del Modelo Espacial de Competicién
Electoral propuesto por Anthony Downs en 1957. Se trata de
un modelo de partidos politicos, donde se asume que los
candidatos adquieren recursos de sus partidos y de los acti-
_vistas, a través de su organizacién. Los activistas pueden
‘participar en la campafia de un candidato y/o en la organiza-
cién de su partido, asumiendo que ambos valoran, tanto
¢anar como los resultados politicos alcanzados. Fundamental-
mente se prueba el teorema acerca de la existencia de una
distribucién de equilibrio de Nash en [R". Se explora el
impacto de los recursos sobre los partidos, y el de las
preferencias politicas de los candidatos sobre sus posicio-
nes 6ptimas. Todo esto en el marco de la Teoria de Utilidad
y de la Teoria de Juegos.

SUMMARY

In this work the model of ‘“Restriction of Political
Parties on the Candidate’s Optimal Position" is analyzed. It
represents a generalized version of the Space Model of
Electoral Contest proposed by Anthony Downs in 1957. It s
about political parties, where it is assumed that candidates
get their resources from their parties and the activists
through the organization. The activists can take part in one
candidate’s campaign and/or in .their party organization
assuming both value the victory as well as the political
goals archieved. Basically t.he theorem on the distribution
of equilibrium of Nash in R" is proved. The impact of the
resources on the canditates is being explored, also the
political preferences of the candidates on their optimal
positions. All this is in terms of the Theory of Utility and
the Theory of Games.



INTRODUCCION

Los modelos matemaAticos en las clencias politicas se
desarrollaron a fines de los affos cincuenta, como una herra-
mienta para explicar me jor las consecuencias del comporta-
miento de los individuos y de los grupos, entender Ilas
causas de ruptura del consenso social y mejorar los procesos
de decisién, y los mecanismos constitucionales y administra-
tivos. A partir de esa época, han sido numerosos los aportes
matematicos que han servido, a paises desarrollados, como
guias para tomar decisiones y realizar acciones con bases
cientificas.

Considerando la importancia de los modelos matematicos
en la ciencia politica se realiza este trabajo, cuyos obje-
tivos principales son los de analizar el modelo propuesto
por John H. Aldrich y Michael D. McGinnis en 1989 -‘en el
espacio n-dimensional, destacar su importancia y estructurar
los aspectos politicos de una contienda electoral, de manera
que se pueda dar respuesta a problemas concretos de activa
socledad.

El contenido del trabajo esta dividido en dos
capitulos.

El primer capitulo abarca los conceptos generales de la

Teorfa de Utilidad, marco en el que se dan las condiciones



en los que un comportamiento es medible y coherente. Otro
aspecto importante que se desarrolla en este capitulo es la
Teoria de Juegos. Su papel principal es el de determinar
las hipétesis bajo las cuales pueden existir soluciones al
Juego electoral, es decir, situaciones de equilibrio en las
que el resultado del juego significa un reparto de las posi-
bles utilidades de la manera mas razonable posible.

La Teoria de Juegos puede ser un instrumento esencial
en el andlisis predictivo en las ciencias politicas y puede
asimismo ser un instrumento para analizar las relaciones
fundament.ales entre constitucién y comportamiento politico.

En el segundo capitulo se desarrolla el modelo
matematico, tema del trabajo. En 61 se analiza la interac-
cién entre dos candidatos que se disputan un puesto de elec-
cién y cuyas plataformas se representan como puntos en un
espacio euclideanc n-dimensional. Se presentan las especifi-
caciones del modelo, se estudia la participacién y contri-
bucion del ciudadano, el papel del candidat.o y la
utilizacién de sus recursos, la contribucién del partido vy
cOmo afecta al modelo. Se muestran algunas propiedades del
Juego electoral y, por ultimo, se analiza la posicién del
candidato que ma:dmiza su oportunidad de ganar.

El tema tiene varias aristas pues esta afectado por

maltiples factores externos, como por ejemplo el comporta-



miento del votante, etc. Se espera que la forma como se ha
abordado el problema de la contienda electoral partidista,
sea motivadora para que otras personas se interesen por
estudiar la modelacién matematica de problemas

politicos-sociales.
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1. CONCEPTOS BASICOS SOBRE CUANTIFICACIONES DE
PREFERENCIAS

Consideremos una persona (el decisord que tiene un
problema que resolver y sobre el que debe tomar una decisién
de una manera razonada.

Una vez que el decisor ha definido el problema, =se
asume que él ya ha especificado un conjunto de alternativas
factibles, denotado por A, entre las que esta la mejor solu-
cién del problema.

En este conjunto se define una funcién evaluadora n
dimensional que, a cada alternativa, asocia un punto en el

espacio de consecuencias. Asi:
Xa —> X a), X ad,.,. X Cad)) = (x, X _,..,X )
1 2 n 1’ T2 n

donde cada componente )(.t es una funcién evaluadora y repre-
senta un atributo sobre el que se calificara a las alterna-
tivas.

Si tenemos (x‘, X ,...,xn) como un punto en el espacio

2
de consecuencias, podemos comparar las magnitudes X ¥ X%
con 1 = J§ si ~Xi y xj estan descritos con igual medida, en
caso contrario se requerira de otro procedimiento para com-
parar y combinar las diferentes componentes del vector de

consecuencias. La combinacién se podria realizar por medio

de una funcién escalar de valor.



Definicién 1.1: Sea v una funcién real, sobre el espa-

cio de consecuencias, que satisface la siguiente propiedad:
v(x‘,...,xn) > v(x;,...,x;) Y (x‘,...,xn) > Cx;...,xr:)

donde el simbolo » se lee “preferido o indiferente a"; a tal

funcién se le llama funcién de valor.

Para una funcién de valor v, el problema es encontrar
la (0 lasd alternatival(sd que la maximicen.

Consideremos las alternativas a’ y a’” con vectores de
consecuencias x’ = (x;,...,x;) y x'=m (x;’...,x;") respecti-

vamente. Se dice que x’ domina a x’’ =i-

adx » xv Vi
+ +

b> x{ > x{’ para algan 1 > se lee "preferido a'>

En el caso (a) mse tiene que a’ es al menos tan bueno
como a’’, para todos los atributos y en (b)), a’ es estricta-
mente mejor que a’’ para al menos un atributo.

Esto =significa que en el espacio bidimensional, (fig.
11>, %’ domina a x’ si y solamente si »x° esta en la

posicién noreste de x’’.



"5‘» ’

fig. 1.1

Este aspecto sélo toma en cuenta el caracter ordinal de los
nameros en el espaciﬁ de consecuencias y no el caracter
cardinal; ademas no se requiere una comparacién entre x{ y
x;’ para 1 = j§.

Sea R el conjunto de las consecuencias asociadas con

las alternativas de A; R es llamado conjunto rango del vector

de evaluadores. Al conjunto de las consecuencias de R que no

son dominadas se le llama frontera eficliente deR o con jun-

to optimal de Pareto.

Como ejemplo tomemos regiones limitadas en RZ
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En la fig. 1.2a la consecuencia x’ es eficiente y domi-
na a x’’ (puesto que no existe ningung del conjunto al no-
roeste de x’» En la fig. 12b la consecuencia x? es
eficiente y podria ser seleccionada al igual que las conse-
cuencias x* y x? que también estan sobre la frontera

eficiente.
1.1 PREFERENCIAS ESTRUCTURADAS Y FUNCION DE VALOR

Uno de los problemas del decisor es estructurar sus
preferencias sobre el espacio de consecuencias. Se
analizaran las preferencias del decisor por vectores conse-
cuencias en el espacio n-dimensional, pertenezcan o no a R

La estructuracién se desarrollar4 para el caso de uno y
dos atributos, ya que este es punto de referencia para casos

mas generales.



Definicién 1.1.1: Se define una estructura de preferen-
cia del decisor sobre el espacio de consecuencia si cada dos
puntos x’ y x” del espacio son comparables, esto es, =i

solo una de las siguientes afirmaciones es valida:

a) XX ~ x» (¥’ es indiferente a x’”
b x* » x” (x’ es preferido a x’”
e X » x (X’ es preferido o indiferente a x’*

y las relaciones » , » , ~ son transitivas.

Una vez que se espeéifique la estructura de preferen-
cilas del decisor, el problema se puede enunciar formalmente
como el de escoger a® € A tal que

X<a®> » Xcad VaeA
es decir encontrar x° € R tal que
¥ > x VxeR

En la fig. 1.3, se muestra el caso de un decisor que
estructura sus preferencias en un espacio de evaluacién de
dimensién dos. El conjunto de consecuencias que tienen igual
preferencia por parte del decisor perteneceran a una curva
Hamada de indiferencia. El alejamiento de 1la curva del
origen indica mayor preferencia del decisor. Si ¥ ~ x» el
decisor no =e preocupa si logra x’ o x', ya que ambas estan
sobre la misma curva de indiferencia. El punto X’’’ es pre-
ferido a %x’, y por ende x’*’ esta sobre la curva de indife-

rencia mas alta (0o mas preferida)d.



curves de ndiferencie

fig 13

Una funcién de valor v a la cual se le asocia un
namero real vix) para cada punto x, representa la estructura
de preferencia del decisor siempre que

x’ ~ x» @ vix’) = v(x’”

x’ > x” -« vix’) > vx’"
Si v e una funcién de valor que refleja las preferen-
cias del decisor, entonces su problema se puede expresar
como el de un problema de optimizacién estéandar en el que se

busca un & € A que maximice viX<adl

10



1.1.1 Tasa de sustitucién
Consideremos un problema donde las alternativas estan des-
critas por dos atributos X e Y positivamente orientados y
que x‘, y‘ son niveles respectivos de estos atributos. Su-
pongamos que en Y se incrementa su nivel en A unidades y el
decisor esta dispuesto a disminuir el nivel en X en AA uni-
dades de manera que los puntos (x‘,y‘> y (x‘- A4, Y, + A
sean indiferentes en el espacio de consecuencias.

Esto significa que A es aproximadamente la cantidad de
X que esta dispuesto a pagar por una unidad de Y, con x de
X vy Y, de Y, de tal manera que el nuevo punto sea indife-
rente con aquel, es decir, (x‘, y‘> ~ (x‘ - AA, ¥y + D

1
Cver fig. 1.4).

fig. 1.4

El parametro A es la tasa marginal de sustitucién entre
X e Y y constituye un elemento fundamental para la determi-

nacién de la funcién de valor del decisor.

11



1.2. FUNCION DE UTILIDAD

Se supone que el decisor debe realizar una seleccién
entre varias alternativas, a3 ..5a , cada una de las
cuales resultara en una consecuencia que las describe en
términos de un atributo danico X.

Si el decisor no conoce exactamente qué consecuencia se
obtendra de cada una de las alternativas, é1 podria asignar
pfobabindades a las distintas posibilidades e igualmente
podria asignar beneficios a estas consecuencias probables.

Existen métodos para asignar beneficios a las posibles
consecuencias; uno de ellos podria requerir del juicio sub-
Jetivo del decisor para cada consecuencia asignada, pero
esto causaria el manejo de muchas entradas en la practica.
Otro, que es lo deseable y necesario, es construir una fun-

cién de utilidad U que asigne un valor U(x> a cada posible

consecuencia x sobre un rango de posibilidades, para luego
calcular la utilidad esperada. Asi, el curso de accién pre-
ferido es el que obtenga el mayor valor esperado. Esto
implica que la utilidad esperada es una guia apropiada para
un decisor consistente.

La atencién se centrara en las funciones de utilidad en
la que ' est.an implicadas las probabilidades. Se tiene n conse-

cuencias denotadas X X,y . Es importante que el deci-

12



sor pueda ordenarlas segin sus preferencias, por ejemplo, x,

es menos preferido que X, v .éste menos preferido que x Y

ast sucesivamente, que se pueda simbolizar por:
x1-<xz-<xs--- -<xn
Se asume que el decisor indaga acerca de cémo expre-
sar sus preferencias por una distribucién de probabilidad
sobre estas consecuencias. Por ejemplo, acerca de las prefe-
rencias entre las alternativas a’ y a’’, donde
1. la alternativa a’ resulta en la consecuencia X  con

probabilidad p{ para i = 1,.,n, p> 2 O

13

n
Yy g P{ =1,
i=1
2. la alternativa a’ resulta en la consecuencia X
con probabilidad p:’ para i = 1,.,n, p:’ zZ 0 vy
n
Ep’ = 1;
i=g '
el decisor asegura que, para cada i, 6l es indiferente entre
las siguientes opcicnes:
a. La Opcién de Certeza: Recibir X,
b. La Opcién de Riesgo: Recibir x_ Cla mejor
consecuenciad con probabilidad n y x Cla peor

1
consecuencia> con probabilidad 1 - .

Se denota la opcién de riesgo por L = <xh, m., xﬂ), llamads

loteria.

13



El resultado fundamental de la teoria de utilidad es
que el valor esperado de las probabilidades n puede ser
usado, ademas, para escalar numéricamente las distribuciones
de probabilidad sobre las consecuencias x. Para ilustrar
este razonamiento tomaremos la seleccién entre las alterna-
tivas a’ y a’, con las consecuencias y probabilidades
correspondientes ya mencionadas

Si se asocia a cada x el wvalor T, entonces las ponde-
raciones esperadas para a’ y a’’ ser&n, respectivamente,

R
L

n* = § P:’"
!

L

La alternativa a’ resulta con probabilidad p:, en la
consecuenc:lzl-x X, pero x es considerada por el decisor indi-
ferente a la oportunidad n ¢‘1e obtener X Yy la oportunidad
complementaria 1 ~n  para obtener X,

Este arg¢umento descansa en el hecho de poder sustituir
la opcién de riesgo <x“, ", x‘> por cada x Esta sustitu-

.

cién se representa de esta manera.

14



Si se transforman las n. en U,‘ por medio de una

transformacién lineal positiva

l.l,L = o + ﬁ"t’ aelR, >0, i=1,.,n,
entonces los valores esperados U,t ordenan a las alternativas
de la misma manera como lo hacen las . Esta seria una
funcién de utilidad del decisor.

Von Neumanm y Morgenstern, [15]1 postularon cincos axio-
mas basicos que implican la existencia de utilidades
numéricas para resultados cuyas expectativas por loterias
preservan el orden de preferencia sobre loterias, esto es, a
mayor utilidad esperada, corresponde mayor preferencia. La
funcién de utilidad es tGUnica hasta por una transformacién
lineal positiva, es decir, si la funcién U(x> representa una
preferencia riesgosa de una persona, entonces también lo
sera U'GO si y solamente si

Voo = a UGo + b a>0,beR

Los axiomas son informalmente establecidos, como
sigue:

1. Las preferencias por loterias l"t son completas vy
transitivas.

Completas quiere decir que entre loterias L‘ y Lz’
cualquiera de la posiciones L‘ > l..z (L‘ es preferida a l“z)
o l..z > L" o ambas, es igualmente atractiva. Transitividad

implica que L.’ > l..z Yy l..z > l..s entonces l..1 > Ls .

15



2. Si x,. > x, > Xo» entonces debe existir alguna proba.

bilidad p entre cero y uno tal que la loteria

1
P

1-p %
8

sea tan atractiva como recibir xz con certeza.
3. Si los objetos X Yy X, son igualmente atractivos,

entonces la loteria

b 4 b4
1 2

P P

y la loteria

1-p 1-p %

seran igualmente atractivas para cualquier valor de p

y x,.
x
1
o
4. Sean las loterfas L‘ y
1-p
Xe
¥q
q
L, que difieren solamente en la probabilidad. Si
i~q "

X, > X, entonces la primera loteria sera preferida sobre la

segunda si y solamente si p > q.

16



5. Una loteria compuesta d(aquella cuyos resultados son
también loterias) es igualmente at.raylent.e que la loteria
simple que podria resultar al multiplicar probabilidades de
todo el ramal conforme a la teoria de probabilidad estandar.

Los axiomas anteriores son suficientes para garantizar
que existe un indice de utilidad tal que el ordenamiento de
loterias por sus utilidades esperadas coincida completamente
con las preferencias actuales de la persona.

Dentro de la teoria de utilidad existen algunos concep-
tos que caracterizan al decisor y que permiten tener una

idea de su conducta y hacer un analisis de sus decisiones.

Definicién 1.24: Una persona es adversa al riesgo si

su funcién de utilidad es céncava.

Se puede decir que si algun juego es menos preferido
que el valor esperado monetario con certeza, la preferencia
es adversa al riesgo. Esto asegura que su certeza equivalen-

te serd menor que su valor esperado monetario (8l.

Definicién 1.2.2: Una persona es propensa al riesgo si

su funcién de utilidad es convexa.
Un individuo propenso al riesgo es aquel que esta dis-

puesto a jugar.

17



Existen distintas formas de como la utilidad ha sidc
considerada en los modelos de utilidad esperada. La combina-
cién sistematica de las diversas transformaciones produce

3

nueve variantes que son mostradas en la tabla 1.2.

1. X P x. Valor Monetario Esperado
2. ¥ P V(X D Utilidad Esperada (Bernoulli, 1738)
3. L p udx D Utilidad Esperada (von Neumann-
b v Morgenstern, $1947)
4. ¥ chi. ”‘t Teoria de Certeza Equivalente
5. % f(p‘)v(x'i) Utilidad Esperada Sub jetiva (Edvards, 1955
6. ¥ f(pt)u<xi) Utilidad Esperada Subjetiva (Ramsey., 1931
7. w(pi )xi Valor Monetario Ponderado

8.% w(pt )v(xi) Teoria de Expectativa (Kahneman y Tversky
: . 1979)

9. wdp dudx ) Utilidad Sub jetivamente Ponderada
v v (Karmarkar, 1978)

Tabla 1.2
Nueve variantes del modelo de la Utilidad Esperada

En la tabla anterior, vI(x> denota una medida de utili-
dad escalada por intervalos y construida bajo certeza; udx
denota una medida de utilidad construida via loterias (i.e.
bajo riesgo). Los w(pi), llamados ponderacién de la
dec:léién, son utilizados para reflejar el impacto de los

eventos en la atractividad total de los juegos.

18



1.3. INTRODUCCION A LA TEORIA DE JUEGOS

La teoria de juegos de estrategias trata problemas en
los que interviene no sélo el azar sino también las posi-
bles formas de actuar de los jugadores.

Varios oponentes pueden influir en la ocurrencia de
ciertos eventos cuya realizacién obedece a intereses que no

pueden coincidir.

Definicién 1.3.1: Se llama Juego al conjunto de reglas
que indican las formas posibles en las que los jugadores
pueden actuar, y sus consecuencias.

Se puede considerar como la relacién entre dos o mas
sectores con intereses opuestos. En general, se asumiran n

Jugadores.

Definicién 1.8.2: Un movimiento, en un juego, es un

paso tedrico previsto en las reglas del juego.

Definicién 1.3.3: Un pago es el cumplimiento de la

plena y absoluta realizacién de lo convenido en las reglas

del juego.

Definicién 1.34: Se llamara estrategia pura a un
" element.o al,: del conjunto numerable de estrategias Ai' que

tiene a la disposicién un jugador i, con 1 £ 1 < n.

19



Ai es un plan de comportamiento establecido por el
Jugador |, fomﬁado por el conjunto de decisiones que puede
tomar en la realizacién particular de un juego. La eleccién
de la estrategia determinara completamente la realizacién
del juego por parte de cada jugador.

La utilidad del juego para el jJ-ésimo Jugador puede
encontrarse con ayuda de una funcién UjCa:’,...,a:") de
valores reales para las estrategias puras a'.: € Ai’ 1 =i =<
n, llamada funcién de pago y que determina univocamente los
pagos a hacer al terminar el juego. Es evidente que el juga-

k

k
dor j procurara maximizar su ganancia Uj(ai’,...,an"). Asi

un juego se representa por
Fem {A’,Az,...,An; U’,Uz,...,Un}

Definicién 1.3.5: El juego I' se dice que es un juego de
suma_ constante si existe un namero C tal que V a',: € A,t,
14 <n
n k 4 l:n
.z UjCa R = C

=1
s1 C = 0, el juego se dice de suma nula.
Si los conjuntos Ai. son todos finitos, entonces el

Juego I' se llama juego finito; en caso contrario, es infini-

to.

20



Definicién 1.3.6: Se dice que un jJuego I' es de

informacién completa Co incompleta), segan lo sea la

informacién que posean los jugadores.

En los juegos de informacién completa, cada jugador
conoce el desarrollo del juego cuando adopta alguna estrate-
¢ia pura (por ejemplo, el juego de ajedrez). De 1lo contra-
rio, el juego sera de informacién incompleta <(por ejemplo,

el juego de cartas).

Cuando un juego se repite varias veces, los jugadores
podrian perder interés o'n usar siempre la misma es.t,ratocia,
ya que 'los oponentes obtendrian mayor informacién y sacarian
provociuo de la misma. Entonces, -en una gran sucesién de
Jugadas, el Jugador podria utilizar diferentes estrategias
con una cilerta frecuencia relativa y, aunque el evento se dé
una sola vez, habra circunstancias bajo las cuales se mez-
claréan estrategias diferentes con determinadas: probabili-
dades. En estos casos se hablara de estrategia mixta, es
decir, una distribucién de probabilidad asignada sobre el

conjunto de estrategias del jugador.

Definicién 1.8.7: Si el conjunto de estrategias del

J-ésimo jugador en un jJuego ', es un conjunto finito
1 N

Aj - {aj,...,ajj}, una estrategia mixta de J en I' es un

21



1 N.
vector N-dimensional p‘i = (p.i ,...,pj > de componentes reales

p'; 2 0, con k = 1,...N, tal que

N,
J

L pimt
k=1 J

En el Jjuego de estrategia mixta, la utilidad se reem-
plaza por la correspondiente esperanza matematica de los
pagos, ponderada por los p:,', que representan las probabili-
dades con las que son utilizadas las estrategias a;, para
1 <1 =N.

3

Definicién 1.3.8: Sean ‘l" BN {A‘,Az,...,An; U‘,Uz,...,Unz
un Jjuego finito con Ai. - (ai,...,a,‘i), i = 1,2,..,n y Ai

el conjunto de estrategias mixtas del i-ésimo jugador en T.
Si se tiene que para cada n-upla de estrategias mixtas

1 N,
(p‘,,...,pn), con p = (pt,...,pt‘) € A:, el pago esperado

L

del i~ésimo Jjugador, es

entonces, al juego l"' = {A:,...,A:;E‘,...,En} se Jle llama

extensién mixta de T.

Los jugadores pueden encontrar inconveniente el consi-

derar su propia funcién de pago como la Gnica manera de
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controlar sus pérdidas y ganancias, e intentar mejorar indi-
rectamente sus ganancias potenciales. Esto puede conducir a
que, entre los jugadores, se den coaliciones, anticoalicio-

nes, etc.

Definicién 1.3.91 Un juego de estrategia I' es no coope-
rative cuando se estan prohibidas totalmente las coaliciones

entre los jugadores.

El concepto mas importante de la teoria de juego estra-
tégico no cooperativos es el de punto de equilibrio, que
corresponde intuitivamente a una regla de comportamiento tal
que sl todos los Jjugadores, excepto uno, actian de acuerdo
con ella, el jugador restante no puede hacer nada mejor que

actuar también de acuerdo con ella.

Definicién 1.8.10: Sea r - (A‘ ’Az poss ,An H U‘ ’Uz poes ,Uh}
un Juego. Se dice que una n-upla de estrateglas

(a:,a:,...,a:) es un punto de equilibrio si V¥ a: € Ai’, i =

1,..,n, se tiene que

" *» " " “» . ® | § “»
<
U.‘<a‘,az,...,at_‘,a.‘,aiﬂ,...,ah) < Ui. (a‘,az,...,a.‘,...,ah)



Teorema 13.1: Si el juego I', para cada 1 = 1,2,.,n,
se satisface las siguientes condiciones
1. Ai es un conjunto convexo, cerrado y acotado en un
espacio euclideano.

2. U‘.'(a‘,...,an) es céncava con respecto a a_t para

- - - - - £13
a a .y R, a, ..y @ as.
s’ 2 7 i-a’ ieg 7 n

S. U‘.'Ca‘,...,an) continua en (at,...,an),

entonces el juego tiene al menos un punto de equilibrio.
La demostracién aparece en Perez Vilaplana (1972).
El siguiente teorema muestra la existencia de un punto

de equilibrio en un juego de estrategia mixta, al cual se le

llama punto de equilibrio de Nash.

Teorema 1.3.2: Para todo juego finito
r = {A‘,Az,...,An;Ut,Uz,...,Un}

la extensién mixta
» - -
r = {A‘ "“’An;Eg""’En}

tiene al menos un punto de equilibrio.

Demostracién: Para 1 = 1,..,n, el conjunto de estrate-
gla Ai, es convexo, cerrado y acotado en un espacio eucli-
deano. La esperanza matematica Ei(pt,pz,...,pn) es una fun-

cién lineal y céncava con respecto a las componentes P, lo
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cual significa que V P, » v Ai < [0,1]

n n
ECE Ap)> 2 E AECp)

i=1 i=1
n

con zkini.

i=4

Para todo 1 la funcién multilineal E,‘(p‘,pz,...,ph) en
las componentes PP,P, » €S desde luego, también con-
tinua en P sPysoP - Estes mismas condiciones también se
satisfacen para el juego l‘., lo que prueba la existencia de

un punto de equilibrio de l'.‘..
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CAPITULO 00

MODELO DE RESTRICCIONES DE LOS PARTIDOS SOBRE POSICIONES
CPTINMAS DEL CANDIDATO



2.1 INTRODUCCION

En 1989 John Aldrich y Michael Mc Ginnis propusieron un
modelo matematico de una contienda electoral en el espacio
de n dimensiones. Este modelo, "Restriccién de los Partidos
sobre Posiciones Optimas del Candidato” es un versién gene-
ral del *“Modelo Espacial de Compet.encia Electoral" de
Anthony Downs de 1957. En el trabajo de Aldrich y Mc Ginnis
se modela la interaccién entre dos candidatos que se dispu-
tan algun puesto publico de eleccién con la participacién de
un electorado cuyos votos son importantes para ganar la
eleccién. Los candidatos compiten por votos y adoptan una
plataforma politica motivados solamente por el deseo de
ganar las elecciones. Esta plataforma se representa como un
punto en un espacio euclideano n-dimensional.

Se asume que en el modelo, las funciones de utilidad de
los ciudadanos tienen un ‘'buen comportamiento", pues estos
tienen bien definidas sus preferencias sobre este espacio
politico.

Dado que los candidatos son considerados para valorar
la plataforma poﬁtica solamente como un medio de ganar
votos, la pregunta que se impone es si existe alguna plata-
forma o punto en el espacio politico que sea 6ptimo, en el
sentido de que esta plataforma o punto maximice las oportu-

nidades de victoria del candidato, suponiendo que el candi-
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dato de oposicién también esta buscando una plataforma gana-
dora. Por lo tanto, desde el punto de vista de los candi-
datos, el modelo espacial puede interpretarse como un juego
electoral de dos personas.

El analisis se centra en la busqueda de un equilibrio,
definido como un par de plataformas en donde ningan candida-
to puede racionalmente cambiar su estrategia unilateralmen-
te. Este equilibrio fue encontrado para el caso unidimensio-
nal [9], el cual correspondia a la media de la distribucién
de los puntos ideales (puntos mas preferidos) del ciudadano
a lo largo de esta dimensién. La posicién de equilibrio para
el caso multidimensional es extremadamente restrictiva re-
quiriendo una simetria exacta y altamente irrealista de la
distribucién de la preferencia del ciudadano.

En este trabajo se desarrolla un modelo espacial
general que evidencia las regularidades empiricas de las
posiciones de loas candidatos. En este sentido, existen dos
puntos importantes a considerar:

1. EL argumento de que los candidatos podrian ser modelados
considerando que tienen preferencias por éxitos politicos en
adicién a sus deseos de victoria electoral.

2. EL modelo espacial de partidos politicos se generaliza a
n dimensiones.

Los partidos son integrados dentro de un juego electo-
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ral como una fuente de recursos que los candidatos encuen-
tran en su competencia y de esta manera sirven como
restricciones sobre la posiciones 6ptimas de los candidatos.

La participacién politica del ciludadano en este juego
electoral, tiene un amplio rango de seleccién ya que no sélo
puede votar sino, adem&s, contribuir con recursos para el
candidato o partido de su preferencia.

Esta generalizacién esta integrada a un modelo espacial
expandido y de gran alcance, derivado de supuestos comunes
acerca de las preferencias y de los principios teéricos de
los juegos y de la maximizacién de la utilidad esperada

estandar.



2.2 ESPECIFICACIONES DEL MODELO
2.21 Papel del ciudadano

Consideremos X un subconjunto del espacio euclideano
n-dimensional R". X representa la arena electoral o espacio
politico.

Sea i el i-ésimo ciudadano, el cual tiene una funcién
de utilidad definida sobre el espacio politico. Se denotara
x,L su punto ideal, es decir, el punto donde él1 obtiene la
maxima utilidad.

Para toda 1, sea UGo la funcion de utilidad del
i-ésimo ciudadano. Se supone que Ut satisface la condicién

de base cuadratica comun (BCC), que establece, para todo i,

U GO = ¢ [Cx - a0 AGx = 301

donde ¢ es una transformacién estrictamente monétona y A es
una matriz n x n positiva definida. Por lo tanto, para todo
i, Ui. es simétrica y unimodal, y la utilidad es medida como
una transformacién monétona de la distancia euclideana desde
X. Sea f la funcién de distribucién de los puntos ideales
del ciudadano. La funcién f es continua de valor real sobre
un subconjunto, D de X.

Se considera, ademas, que D es cerrado, compacto y

2]
convexo, en R, con x_L € .D para todo i.
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Se asume que el ciudadano busca la maxima utilidad
esperada y que evalua su percepcién de la posicién adoptada
en X , de los partidos y candidatos, llamada sus platafor-
mas.

La posicion del partido y del candidato j se denotaran
pj' y ¢ respectivamente, para j§ = 1,2 y Udp) vy U e
representaran las utilidades de 1 derivadas de p'i y cj.

El cludadano basara sus votos y decision de
contribucién en las utilidades derivadas de las plataformas
de los partidos y candidatos.

Sea CVt el costo del votante 1, el cual se asume esta
distribuido aleatoriamente sobre i. Se dira que el ciudadano

i se abstiene si

| U.Ced> - U.Ce >| < ¢cv
L 41 1 8 2 1 9

Es decir, si la diferencia de la i-ésima utilidad deri-
vada del primer candidato y la i-ésima utilidad derivada del
segundo candidato no alcanza el costo del votante 1. Si un
ciudadano se abstiene de participar, se considera que es
debido a una indiferencia.

En general, la probabilidad de "abstencién de 1 se

incrementa cuando

| Uy - Uy >0

dond . . .
o eyJ-pJocJ
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Que esta diferencia se aproxime hacia cero quiere decir
que el votante tiene la misma preferencia por los dos candi-
datos o partidos, por lo que le producen la misma utilidad.

Se considera que el ciudadano tiene tres tipos de par-
ticipacién en una contienda electoral:

a. Contribuir con escasos recursos a un partido.
b. Contribuir con un candidato.
c. Votar.

Un ciudadano puede contribuir con un partido por medio
de una participacién activa o por colaboracién monetaria, al
igual que con un candidato.

Para cada una de estas acciones se definira una
distribucién de probabilidad:

Sea P‘j’, para j = 1,2, la probabilidad de votar por el
candidato Jj. P denota la probabilidad de abstenerse.

Sea P‘: » para j = 1,2, la probabilidad de ser activista
en el partido J. P: denota la probabilidad de no ser acti-
vista.

Sea P'; » para j = 1,2 , la probabilidad de contribuir
con el candidato }j.

La decisién de ser activista sera ponderada por la
“cantidad” de activismo, la cual se interpretara como el
nivel de contribucién con recursos.

La funcién de probabilidad de contribucién depende de

31



x-y de la posicién del candidato o del partido, pero no de
ambos. Se asumira que i contribuira a lo mas con un partido
y70 a lo mas con un candidato.

Para abreviar notaciones, para jJ = 1,2, sea P.i la
probabilidad de votar (P;,') o de contribuir con el partido
(P‘;) o con el candidato (P'j:).

Asi Pj(?ct,yj) denotara 1la probabilidad de que el
ciudadano 1, con punto ideal x_‘ vote o0 contribuya con el

partido (o candidato) j que tiene la posicién yj.

Definicién 2.2.4: La funcién P," satisface la Condicién

de Seleccién Racional si para j,k = 1,2, con j = k, Yy las

posiciones yj, Y, de los partidos (o candidatos), se tiene

que

= 0 si |xt-yj| > |x,‘- yk|

P CGe,y)D)
i >0si |x - < |x -
|% = vl = |%x - y|

Esta condicién asegura que el ciudadano nunca vote o

contribuya con los partidos o candidatos que estan mas dis-

tantes de su punto ideal (fig. 1.1).
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—d—aYj -4 9" Y

m punto medio entre y.i y Yy

figura 1.1

Definicién 2.2.2: Las probabilidades P.i y Pk’ para

bk = 1,2, con j = k, satisfacen la Condicién de Apoya
Extremista Débil, si para todo par de puntos x,z y posicio-

nes yj, Y, de los partidos o candidatos, se tiene
x=yl=1lz=-y| v |x-y]|>|z-y]|

entonces

P > > C b)
0y > Py,

Para aclarar esta condfci'én, se supone que los puntos
¥, z son puntos ideales del ciudadano i. Para la posicién y.i
del partido o candidato J, la diferencia respecto a ambos
puntos es la misma. Pero para la posicién Y, del partido o
candidato k, su 'dif erencia respecto al punto zZ es mas

Pequefia que respecto a x. Esto significa que dados dos pun-
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tos cualesquiera equidistantes de la posicién de un partido
(o candidato), el ciudadano con el punto mas moderado tiene
una menor probabilidad de apoyar al partido (o candidato)

que se encuentra en la posicién mas lejana (fig. 1.2).

P 4
J ]
|
N— |
{
1
1
+ 1 — ; > X
N; " Ye
Xe—d—f¢ —d— 7
figura 1.2

Definicién 2.2.3: Las probabilidades P.i y Pk’ para j,k

= 1,2, con j = k, =satisfacen la Condicién de Simetria

Métrica si para todo par de puntos x, z, se tiene

*=wl=lz-yl vy |x-y|=|z-y]|
con

2=yl <lx-vy] v |z-y]l>]|=z-y,
ent.onces

Pk(x,yk) = Pj(z,yj)

Esto asegura que las dos funciones de probabilidad son
una el reflejo de la otra, si las funciones de utilidad son

simétricas y cominmente formadas. Esto significa que el
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candidato o partido k obtendra la misma proporcién del voto
entre ciudadanos con un punto ideal x como el que obtendra j
entre aquellos con un punto ideal =z.

Es notable la importancia de estas condiciones, que =se
satisfacen si la funcién de utilidad cumple la condicién de
BCC.

Proposicién 2.2.1:

a> Si BCC es valida, entonces la Condicién de Seleccién

Racional se cumple.
b> Si BCC es valida, entonces la Condicién de Simetria
Métrica se cumple.
c> Si BCC y la abstencién debido a la indiferencia son
validas, entonces la Condicién de Apoyo Extremista
Débil se cumple.
Las pruebas de <(a> y (c> aparecen en Aldrich

(1983a> y la de <b> aparece en McKelvey (1975,

2.2.2 Papel de los candidatos

Para el caso de los candidatos se tienen las siguientes
consideraciones:
a> Los candidatos estan interesados en ocupar un cargo
publico; en este sentido, experimentan una ganancia en uti-

lidad, si ganan la eleccioén.
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b)> Los candidatos valoran los éxitos politicos.

Partiendo de estas suposiciones, se estructuraran con-
ceptos que sustenten, claramente, la participacién del candi-
dato en la contienda electoral y la funcién de utilidad

asociada.

Definicién 2.2.4: El yvalor del triunfo del candidato |,

se denota wj y se define.como

w

{)0 sl § gana
J

= 0 sl j plerde

Un candidato es también un ciudadano, por lo tanto,
tiene su preferencia bien establecida. Cada candidato j =
1,2 tiene un punto ideal personal c’;' y una funcién de utili-
dad Uj(x) que satisface la condicién de BCC.

El modelo no analiza las consecuencias por la variacién
en la intensidad de las preferencias, por lo que sus resul-
tados no dependerédn de las preferencias politicas de los
candidatos. La funcién de utilidad de cada candidato reque-
rir4 del componente W y la condicién BCC.

Los candidatos podrian experimentar alguna incertidum-
bre concerniente a los resultados de la eleccién. Esta in-
certidumbre se puede originar de las siguientes fuentes:

a. Las funciones de utilidad del ciudadano podrian ser,
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realisticamente, una loteria en términos
probabilisticos desde la perspectiva del candidato.
En este caso, mse asume una distribucién aleatoria
independiente de los costos -de votar.

b. Del hecho de que la generacién de recursos sea un
Proceso probabilistico, ya que ningdn candidat.o
Ppuede acertar en cuanto a quien contribuira ni en la
cantidad con la que cada ciudadano hara efectiva su
contribucién.

c. El impacto de los desembolsos de recursos para el
sostén del votante y de las reuniones politicas
podria ser considerado como un proceso
probabilistico.

Se supone que los candidatos ven a los ciudadanos a
través de los efectos de estos tres factores sobre las fun-
ciones Pj, mas que a través de la estimacién de las funcio-
nes de utilidad individuales.

La interpretacién de incertidumbre se da en términos de
que dado un conjunto de plataformas, la mayoria de votos
esperado es solamente la mejor prediccién en el momento.
Entonces se asume que los candidatos maximizan la mayoria de
votos esperados, (o la probabilidad de ganar) en adicién a

la politica involucrada.
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2.2.3 Contribucién de los ciudadanos a los candidatos

Sea ¢c = (c‘,cz) la posicién de ambos candidatos. La
contribucién del ciudadano a un candidato se puede dar en
tiempo, dinero o esfuerzo en la organizacién y desarrollo de
la campafia de ese candidato. La funcién que refleja esta
contribucién es Pj(x,t,c), que se puede interpretar como la
probabilidad de que un ciudadano 1 con su punto ideal x
apoye al candidato j dadas las dos plataformas. Esta funcién
cumple las condiciones de Seleccién Racional, Apoyo Extre-
mista Débil y la de Simetria Métrica <(por la proposicién
2.1.1.

Esta probabilidad esta ponderada por la magnitud de las -
contribuciones y la densidad relativa de f(x> en X.. Los
recursos se distribuirdan aleatoriamente en X y el ciudadano
i contribuira a lo sumo con un candidato.

Se Denotara por ch la cantidad esperada de recursos
provenientes de los ciudadanos, la cual depende de la posi-

cién de los candidatos y esta dada por

ch(c) - I

PSCx,c) £CxD dx
D J
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2.2.4 . Utilizacién de los recursos por los candidatos

Sea rj la cantidad total de recursc;s que recibirad el
candidato J. Asi, ;-j es la suma de ch. RP.i representa la
cantidad recibida por parte de su partido.

Sea r,‘j el nivel de recurso que recibe J<{probabilistica-
mente) el ciudadano i para compensar los costos del voto por
el candidato J. El aprecio a r,‘j hace a 1 m&s probable de
votar por J.

Estos recursos no sélo afectaran la concurrencia a las
reuniones politicas, sino que podrian, ademas, determinar
una seleccién individual entre candidatos, especialmente
cuando tienen recursos diferentes.

Esta afirmacién se puede expresar de otra manera. Su-
pongamos que i prefiere ligeramente a c, sobre c,» pero el
candidato 1 tiene mayores recursos.

Si r, es mucho mas grande que r., » se tiene mas pro-
babilidad que i vote por el candidato 1 que por 2 puesto
que

U,‘(c‘) < Ui.(cz>
pero

Udcd +r > Ul + r
v 4 i v 2 12

Si la utilidad esperada de votar por 1 es mayor que la

utilidad esperada de abstenerse, entonces (como en la forma
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simplificada de votar de Riker y Ordeshook (1968)) se tiene
PlUC > - UCcd1 +r >0
L 3 T 2 13 .

Esto afirma que si 1 votara lo haria por el candidato 1,
porque el beneficio neto menos el costo del voto por el
candidato 1 es mayor que para el candidato 2, aan cuando, ¢én
ausencia de muestras de recursos, el ciudadano podria prefe-
rir al candidato 2.

Por esta razén las funciones P;’ son afectadas tanto por
los niveles de recursos como por las posicibnes de Ilos can=

didatos.

Definicién 2.25: Sean r = (r‘,rz) los niveles de recursos

de los candidatos y c = <c‘,cz) sus posiciones. El total de

votos del candidato j se define como

V = I PYx,c,r) £CO> dx
J D J

donde P}'(x,c,r) es la probabilidad de votar por el candida-
to J§, como una funcién del punto ideal del ciudadano, de la
posicién del candidato y de su nivel de recursos.

Asi, =i r, g r,, se puede obtener una probabilidad
positiva de votar por el candidato 1. Esto viola la
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Condicién de Seleccién Racional dada anteriormente. En lugar
de esta se definira una generalizacién de la misma y de la

Simetria Métrica, para j,k = 1,2

Definicién 2.2.6: La funcién de probabilidad P(x.‘,c,r)

satisface la Condicién de Seleccién Racional Generalizada si

P.i es una funcién estrictamente monétona creciente de (c:‘i -

c, ) y de <ri.i - ru‘).

’

Definicién 2.2.7: La funciétn de probabilidad P(x.‘,c,r>

satisface la Condicién de Simetria Métrica Modificada si P
c + ¢
y Pk son simétricas con respecto a c = 2 5 2 » Salvo

J

por una transformacién lineal positiva.

Estas condiciones se satisfacen si la funcién de wutili-
dad cumple con la condicién BCC, ri.j son variables aleato-
rias distribuidas independientes y si es valida la indife-

rencia.
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2.2.5 Los Partidos Politicos y sus Activistas

Se define P'; como la probabilidad de ser activista en
el partido del candidato j e interpretada de la misma forma
como la contribucién al candidato y depende de las platafor-
mas p y P, de ambos partidos. Un aspecto importante que se
discutira a continuacién es la derivacién de estos dos pun-
tos.

Se considera que la decisién de un ciudadano de ser
activista en un partido se basa en la posicién en la que él

observe a los dos partidos en el espacio politico.

Definicién 2.2.8: Llamaremos SIMBOLO a la media de la
distribucién de los puntos ideales de los activistas en el

partido, ponderado por su grado de activismo.

El activista potencial del partido toma una decisién
comparativa que maximiza la utilidad esperada. Si muchos =se
vuelven activistas, esto ocasiona un reajuste en la posicién
del partido y, en consecuencia, en la de ambos partidos.
Esto puede conducir a que, por ejemplo, haya casos en los
que algunos activistas podrian retirarse, mientras que otros

podrian ingresar o retirarse del otro partido.
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La primera interrogante es si existe una posicién de
equilibrio para P, ¥ P, de una manera mas precisa, una
distribucién de equilibrio del activista. La proposicién
2.2.2 establece la existencia de una estrategia pura de equi-
librio de Nash, bajo condiciones muy generales. Se demuestra
que, en equilibrio, los partidos ofreceran opciones
politicas separadas, distintas y no convergentes.

En general, los dos partidos suministran dos puntos de
referencia fijos para el juego electoral, que pueden servir
potencialmente para medir la presién sobre los candidatos
para converger a estos puntos si f(x) es simétrica, o para
estar en una posicién "vaga” en X en la ausencia de una

estrategia pura de equilibrio.

Proposicién 2.2.2: Sea (x> una funcién n-dimensional,
simétrica o asimétrica, entonces
a) Existe al menos una pareja de equilibrio de posicio-
nes de partido distintas, es decir, P, * P,
b> Cualquier equilibrio convergente, es decir, cual-

quier punto donde P,™ P, ©8 inestable.
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Demostracién: Esta prueba se da por construccién de
un equilibrio con posiciones distintas de partidos.

Para una posicién de partido p = (pt,pz) €D xDc R"
R", se define la funcién media p(p> : D X D ——> D x D

como:

P
I x Pj Cx,pXfCx> dx

HCpO) =
I3 zjcp’)

donde, para j = 1,2

Zj(pj) - I P?(x,p) £Cx> dx

denota el tamafio o base .de recurso del partido j. Un equili-
brio es equivalente a un punto fi _jo de la transformacién u,
0o sea, un punto tal que uKp> = p. Ya que la media de cual-
quier distribucién g{x> denota su '"centro de gravedad", ésta
puede sor localizada encontrando un punto que balancee la
distribucién de xgOG a lo largo de cada dimensién.

Para construir un punto fijo, se definen las siguientes
integrales sobre los integrandos en la funcién media a lo
largo de la dimensién k a la izquierda y derecha de una
coordenada p X dada. Sin perder generalidades se reduce el

espacio DxD al hipercubo uUnitario [0,11" x [0,11".
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7} P,k 1
15> = I---I --- J xr';cx;p> £Cx> dx
(o] [« (]

f 8 f 8 4
D, (P> = J---I --- J xP:(x;p) £GO dx
(4] ka o

Una media corresponde al punto en el que cada I;k - D,;k
para los partidos j y en todas las n dimensiones k. Se t.r;ta
de construir una media de partido de equilibrio, variando
cada coordenada p x para todo j,k, para localizar un punto
que simulténeamente satisfaga esta condicién y la condicién
de punto fijo, pﬁ‘(p") - p;k’

Primeramente se demostrara la continuidad de ng y D;k
como funciones. La funcién P: (x,p> es continua en todo DxD,
con la posible excepcién de puntos tal que P, = P, Sin
embargo asf como la media de los partidos son distintas, las
fronteras de la regién en la que P: no es acero, varian con-

tinuamente con cambios en p, y asi en el espacio
Do - {(p‘,pz) € DxD / p‘ » pz),

I x y D x son integrales que depende de un parametro para el

cual la continuidad puede ser extendida.

Los elementos de DxD pueden ser reescritos como
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PP, = <P, P, » P,y P, 0
donde Py = Pyr = P Piegr = Py
Se mostrara que permaneciendo dentro de Do’ se pueden

seleccionar coordenadas p i*

denadas para cada pj> tal que 1

(mientras se fljan las n-1 coor-
i* - Djk. Para este proceso
hay dos casos que considerar:

1> Fijar E‘k e Szk.

Para el punto

©.p, PPy I, = 0 < D,

Yy para

(1’pzk’51k’szk)’ ¢ > Dtk = 0.

Para cualquier punto P, fijo debe existir al menos un punto
(q,pzk,p‘k,pzk> con 0 < q < 1 tal que ng = ng'
Al conjunto de tales puntos se le llamard conjunto de

equilibrio parcial, definido como

-(perD/Ijk-Djk)

E.ik
Puesto que tales puntos pueden =ser construidos para cual
quier valor fijo de la otra coordenada, debe existir un

camino conectado en Ejk de (q,o,p‘k,pzk> a (q,i,p‘k,pzkl.
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Como antes, para
@0.p,, Py I, = 0 < D,

Yy para

cq’i’;l.k’;zk>’ Izk > Dzk = 0;

y al menos un punto q’€ (0,10 puede ser encontrado tal que
para
(q’Q’:P‘k’PZk)p Izk - Dzk'
Asi se tiene construido el conjunto no vacio
ER-E‘knEzk-{perD/Ijk-Djkparajni,z}
el cual abarcarda el camino conectado en las otras n-1

dimensiones. Todos los puntos que resultan de esta

construccién son también elementos de Do'

i1> Fijar E‘k - i;zk' En este caso la construccién uti
lizada arriba podria resultar solamente en puntos tal que

q = q’, implicando P, ™ P, Se observa que esto no es verda-

2
dero, fijado p = q € (0,1>. Por continuidad se puede se-
2k

leccionar un punto q, < q suficientemente cercano a q y que

para el punto (qo,q,i;

4k’pzk> satisfaga Iu: >D

1k’
En otras palabras, la integral entre , v 4 puede ser

seleccionada arbitrariamente pequefia. Ya que para
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(0,q,i'>"k,; 25> 1, = 0 < D,

por continuidad se puede seleccionar un punto q, € (o,qo)

pzk 8¢

tal que I"k = D‘k. A=si para cada punto fijo P, Y P,
puede seleccionar P, - P,y tal que Isk = D o Como antes,
el conjunto Ejk debe ser conectado en P, VY Ek puede ser
construido y ademas mostrar que tiene una interseccién no
vacia con D .
o
Por consiguiente, para cualquier k y para cualquier
;sk’ Szk fijadas, se puede construir el conjunto E,u de equi-
librio parcial para cualquier dimensién k. Como se mostré
arriba, el conjunto E‘ puede ser construido y estara conec-
tado en todas las otras n-1 dimensiones por la media de
ambos partidos. El resto de la prueba procede por induccién,

a través de la construccién de los conjuntos

E° = Wp,py 7 I, = D para j = 1,2, k = 1,..,8)

ik i’

de equilibrio parcial para s dimensiones simultaneamente.
Para s = 2,.,n, se construye E° de E** como sigue:

Los puntos (0,0,'6“,; 2> Y (1,1,'6“,52“) son miembros
de E°% por construccién y, por continuidad, existe algun
camino dentro de E®' incluyendo un camino a un punto
(q,q’,s"k,s .’ C°N @q° € O, tal que I, = D, para j =

1,2. Por consiguiente, E° es no vacio y conectado en las di-
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mensiones restantes.

Por construccién E" no | es vacfio y tiene interseccién no
nula con Do' Por tanto, existe al menos una pareja distinta
de posiciones de partido de equilibrio.

Parte <b). Considerar D’ = {(p‘,pz) € DxD / p, = pz}.
Dentro de este conjunto cerrado, cada P'; es continuo (e
idéntico), y asi la existencia de al menos una media de
partido de equilibrio convergente sigué directamente del
teorema del punt.o' fijo de Brouwer. Se considera alguna pe-
quefia perturbacién que decrezca algGn pjk. Como en el caso
(i), para este nuevo punto, Ijk > Djk' Por definicién,
cuando Ijk > Djk’ la media de la distribucién existente es
también corrida hacia la izquierda, esto es “jk < ka. Por
lo tanto, después de cualquier pequefia perturbacién, la

media de la distribucién sera movida aun a mayor distancia

del punto original, lo que implica inestabilidad.

W

Aun lcuando este rosu.lt.égio no hos proporciona _dat.os para
especificar la magnitud de la divergencia entre la posicién
de los partidos, se presume que esta divergencia es signifi-
cativa. Se igualan las metas politicas del partido con la
media; .del punto ideal de 1¢J>s activistas pj, y se presume que
los partidos utilizan los recursos de sus activistas en dos

formas:

49



1> Ellos nominan su candidato con un punto ideal c: y

plataforma cj.

2> Trabajan a través de esta nominacién o con mayor

generalidad, a través del conjunto de nominados para
distintos oficios, con el fin de alcanzar dos metas
partidistas:

a)> Ganar las elecciones con su némina vy

b) La implementacién de sus metas politicas.

Se representa la motivacién importante de nominar un
candidato fuerte que descansa en los principios del partido,
con el supuesto de que ningun partido nominara candidatos
con metas personales cercanas al activista simbolo del par-

tido de oposicién. Esto impone la siguiente condicién

L L
Ip; = ;1 < |p, = <]

para j,k = 1,2, con j=k.

Sabemos que los partidos tienen un volumen de recursos
Zj, y se asume que lo asignan a sus candidatos para los
distintos oficios, a riesgo, en cualquier periodo electoral
determinado. Se denota por litl="i el nivel de recursos del
partido asignados a su néomina. El interés del activista es

de dos tipos:
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1> Los intereses institucionales del partido, al tener
a sus nominados ganando cargos pdblcos Cuna
elecciond.

2> Los intereses politicos del partido.

Para el caso 1) se asume que los activistas son busca-
dores de beneficios, persiguiendo asegurar los beneficios
que fluyen de la captura de ca?go publicos pdr parte del
partido. Asi se asume que cada partido da al menos alguna
cantidad minima a cada uno de sus candidatos y no algan
nominado del partido de oposicién.

En el caso 2> se asume que la cantidad que ellos
proveen a sus nominados incrementa la cercania, entre la
plataforma electoral de la némina y la del propio partido, y
aumenta la distancia entre la némina del partido opuesto y
su plataforma. Estas condicilones se expresan en la forma

siguiente:

Definiciéon 2.2.9: Los intereses institucionales de un
partido son tales que
ad RP.i = 0 para el candidato k
b> Existe un nivel minimo de recursos V.i > 0 tal que
mV st ~ecl =z - cC
j o ol = py o,
>V =i ~-ac| < -~ C
J IPJ J' |pJ

il
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Definicién 2.2.10: Los intereses politicos de un parti-
do son tales que
ad RPJ, se incrementa cuando |pj- cj| —> 0

b> RP, se incrementa cuando (|pj - ¢l - |p,

- c. |> se
j j

incremente.

RPJ_ puede incrementarse solamente para Zj, la res-
triccién de presuimesto del partido. Esto puede ocasionar
algan impacto en la distribucién de recursos del partido
entre sus nominados. Sin embargo, la competencia dentro del
partido sobre los recursos podria ser una fuente limitante
del tamafio de recursos del partido que puede ser aprovecha-
ble por algin candidato. Pero no se considera tal efecto en
este analisis; se asume que los partidos han resuelto el
problema de optimizacién restringido implicado, consistente

en la distribucién de recursos entre sus candidatos.
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2.3 ALGUNAS PROPIEDADES GENERALES DEL JUEGO ELECTORAL

En el modelo espacial, los ciudadanos tienen preferen-
cias politicas y, como maximizadores de la utilidad esperada,
pueden participar en la organizacién de una campafia electo-
ral de un candidato, votar o abstenerse. Los partidos
politicos se ven como un conjunto de activistas y como de-
fensores de la plataforma politica del punto ideal de sus
miembros simbolos.

Los activistas mas prominentes nominan una lista de
candidatos y distribuyen los recursos contribuidos a su
partido para asegurar cargos publicos y los beneficios que
emanan de tenerlos. Cuando un candidato adopta una posicién
en la campafia, esa plataforma dy la del oponente) merece
clerta contribucién de los cludadanos y del partido de 1la
némina, los cuales so\n gast.ados para incrementar la perspec-
tiva electoral del candidato.

E‘l. problema estrategico es, entonces, averiguar qué
plataforma deberan adoptar los dos candidatos. La siguiente
proposicién muestra que el juego candidato-electoral no es
simétrico en estrategias,' aun si los candidatos no valoran

la p_outica:
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Proposicién 2.3.1: El juego de dos candidatos no es
simétrico <(aan si los candidatos no son motivados por

politicad.

Demostracién: Un juego es simétrico =i, cuando los
Jugadores intercambian estrategias <(posiciones), también
intercambian los pagos d(mayoria por maximizadores de la
mayoria pura). Para el juego candidato-electoral desarrolla-
do, la pluralidad sera invertida después de un intercambio
de posiciones si y solamente =i la diferencia en los niveles
de recursos de los candidatos es también exactamente inver-
tida. En ausencia de efectos de los recursos, un cambio en
la posicién de los candidatos invierte el voto de cada vo-
tante, mientras que los que se abstienen se mantengan asi.
Las contribuciones de los candidatos individuales seran
exactamente invertidas, pero las contribuciones de los par-
tidos no necesitan ser asi en general.

Construiremos un par de posiciones de los candidatos
c = (c,cd)= CABD
1’ 2

para el cual los recursos del partido no son invertidos.

Para
c’ = (B,A)

sea B = P, ¥ se selecciona A cercana a P, tal que
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A -p,{>[B-p|=|p, - P

Asi, cada candidato recibira mas recursos de su partido
cuando su posicién es B, pués ésta estd mas cercana a ambos
pj. El propésito de seleccionar A cercano a P, es para ase-
gurar que el maximo recurso del partido del primer candidato
(cuando esta en B) sea ain menor que el minimo que recibe el
segundo candidato <(cuando esta en A). Tal punto no existira,
solamente en el caso en que el tamafio del partido 1 sea
mucho mayor que el del partido 2, en cuyo caso la prueba
puede proceder después de un intercambio de indices.

Esta condicién se puede representar como sigue:
RPZ(A,B) > RPZCB,A) > RP1<B,A) > RP‘CA,B)

Por tanto, B tiene mayor ventaja en recursos del partido en

c que en c’, ya que la siguiente condicién se cumple
RP_(cd>- RP (> > RP_(c’> - RP &
2 1 2 1

Puesto que la ventaja del recurso individual se invierte
exactamente, la ventaja del recurso global no puede inver-
tirse y por ende, el Jjuego candidato-electoral no es, en

general, simétrico. Z



Cuando so trabaja en una dimensién, un intercambio de
las posiciones de los candidatos invierte exactamente el
voto. Sin embargo, en el Jjuego candidato-electoral que se
esta desarrollando, el candidato asociado con el mayor par-
tido tiene una ventaja inherente. Este candidato puede muy
bien ganar, aan si adopta wuna posicién lejana diferente,
siempre que los recursos del partido sean suficientemente
grandes para hacer que se cambien de partido la cantidad

suficiente de colaboradores.

Proposicién 2.3.2: Las sigulientes proposiciones son
validas:

a)> No todas las posiciones convergentes de los candida-
tos, conducen a un empate (aun si los candidatos no
son motivados por politicad.

b> Si los candidatos son motivados en parte por
politica, entonces las posiciones convergentes no son
necesariamente valoradas iguales por los candidatos.

c> Si los candidatos son motivados en parte por
politica, entonces el juego de dos candidatos no es

‘en general, de suma constante."

Demostracién: Se considera la posicién convergente

(ps,pg). Por definicién, las contribuciones individuales
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seran iguales, pero el candidato i recibira mas recursos de
su partido del que recibiria el candidato 2 del suyo (esto
presume que el partido 1 no es mucho mas pequefio que el
partido 2, que el candidato 1 en P, recibe menos que el
minimo nivel garantizado para el candidato 2, sinlo simple-
mente se iIntercambian indices). Por lo tanto, ya que cada
individuo es indiferente a los dos candidatos antes de la
exposicién de los recursos y ya que r., > r.., Para todo |,
por la condicién de Simetria Métrica Modificada se debe

tener que
vV x, P:(x,c,r) > P:(x,c,r)

y asi, el candidato 1 recibiria mas votos. Este resultado se
cumple independientemente de que la politica sea incluida en
las funciones de wutilidad de los candidatos. Por lo que
se prueba la parte (ad.

La utilidad del candidato 1 para esta posicién conver-
gente e)f:cederé la del candidato 2, por lo que el candidato 1
no solamente gana sino que estA cercano a su propio punto
ideal basado en politica, debido a la restriccién sobre la
seleccién de los nominados.

Por continuidad, deben existir puntos en la vecindad de
(p‘,p‘) que producen la misma utilidad esperada pero que son

cercanos a ambos puntos ideales de los candidatos (a menos
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que (p‘,p‘) ogté mobre la linea entre estos puntos ideales,
lo que en general, no es el caso). Puesto que ambos candida-
tos podrian beneficiarse del movimiento a tal punto, este

Juego no es, en general de suma constante.

7.

Esta proposicién muestra que la adopcién de la misma
posicién del oponente raramente genera empate.

La motivacién politica es un factor importante que se
analiza en el modelo. Esto se ilustra con la siguiente pro-
posicién de Calvert (1985), donde se muestra que si se tiene
un par de estrategias convergentes, estas no necesariamente
constituyen un punto de equilibrio. Para esta demostracién
se asumird un punto =z € D, la funcién de utilidad del
}-ésimo candidate U ne fijo en el punto z, P’ la probabili-
dad subjetiva de que el j-ésimo candidato gane y 1-!"i de que
€ane su oponente para j = 1,2, con Pj(x,y) > 0 para cual-
quier par de puntos en una vecindad de la estrategia conver-

gente (z,2).

Proposicién 2.3.3: Para un punto z en el interior de D,
el par de estrategias convergentes (z,2> no es un punto de
equilibrio para los candidatos que actGan bajo riesgo y que

estan motivados en parte por la politica.



Demostracién:
Supongamos j = 1, y un punto fijo z del candidato 2.
Sea

v U <(=z>
dm= 3

4 U.i > 1
la direccién del cradie!;t.e de la utilidad del candidato 1.
Ya que Uj no es flja en Zz, existe un valor :o tal que para
todo & 2 & ,

[ o]
Ucz + ¢8> > U ¢

Para algan 60 > 0 suficientemente pequefio, se tiene que

P‘(z + &64,2> > 0

para todo 6 = 60. Sea ¥y el minimo de 6° y to en Z. La

utilidad esperada del candidato 1 es:
U z> = P'¢z,20U,(2> + [1-P'(z,2)1U (2>
mientras en z + yd, su utilidad esperada U‘(z + ydd e=s
Pi¢z + rd, 22Uz + yd> + (1-pP'cz + rd,2>WU <z + ydd

ya que Pz + rd,zd) > 0 vy U‘(z + yd> > U‘(z>, la posicién
Z + yd es preferida por el candidato 1. De esta manera (z,z)

A

no es un punto de equilibrio. Z
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Estos analisis conducen a afirmar que el candidato
podria estar mejor ubicado moviéndose ligeramente a una
posicién cercana a la posicién preferida del partido, con
gran probabilidad de ganar.

Se pueden resumir las propiedades generales de la
versién extendida del modelo espacial en dos aspectos:

1. La introduccién de distintos partidos y sus

recursos hacen el juego asimétrico y reducen
la atraccién de posiciones de candidatos con-
vergentes.

2. La inclusién de la motivacién politica de loé

candidatos elimina cualqu:ler' posibilidad de
un equilibrio convergente.

Estos resultados son considerablemente mas generales
que los previos, ya que se cumplen para -  cualquier distribu-

cién de las preferencias del ciudadano.

2314 Caso de f(x> Simétrica y el Efecto de los
Partidos Politicos

Como se comprobé en la proposicién 2.3.2, este modelo
espacial expandido no es un juego de suma constante, por lo
que habra una estrategia mixta de equilibrio de Nash, no

convergente.
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Se puede analizar qué tanto afecta la introduccién de
part.idos politicos al modelo espacial de competencia elec-
toral. La siguiente proposicién muestra que =i los partidos
son suficientemente fuertes, entonces la media multivariada
X de f(x> no determina un par de estrategias puras de equi-
librio aunque f(x> sea simétrica y los candidatos se preocu-

pen solamente por la victoria.

Proposicién 2.3.11: Sean f(x> simétrica o no. Si los
candidatos son maximizadores de la pluralidad pura (o de la
probabilidad de ganar), entonces la pareja de estrategias
(xm, xm>, donde xm es la media multivariada de f(x), ne es
un par de estrategias de equilibrio, siempre que los parti-

dos sean suficientemente grandes en recursos.

Demostracién: Para f(x) simétrica con mediana 0, existe

una posicién de partido de equilibrio tal que P, = P, V¥

2
Zt(p) = Zz(p), CAldrich <1983a,b)). |
En ¢ = <0,00, todos los recursos y las funciones de
densidad de probabilidad de los votos son 1dént.1c¢_:s, de
manera que el resultado esperado es un empate. Una plurali-
dad maximizadora del candidato j preferira cualquier movi-

miento a (£,0>, donde &£ es una distancia arbitrariamente

pequefia de 0 en la direccién de pj, sl y s6lo si esta posi-
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cién provee al candidato j de una pluralidad positiva.

De estos movimientos, se derivan tres hechos:

1. El candidato j sera menos favorecido por la mayoria
de los votantes potenciales, ya que el otro candidato perma-
nece en la media multivariada x -

2. Por la misma razéon, el candidato j recibira menos
recursos individuales que el otro candidat.o k.

Sea AC la ventaja de k en los recursos alcanzados por

él; esto es,
AC = Rcsz,m - RCJ_(e,O)

3. El candidato j recibira mas recursos de su partido
que el candidato k del suyo, ya que ¢l estA ahora mas cerca-
no y los dos partidos son de igual tamafio. Denotemos como

AP la ventaja de j en recursos del partido

AP = RPj(e,0> - RPk(e,0>

AP puede ser expresado como una proporcién q del tamafio
comin Z del partido, y ya que AC no se altera por cambios en
Z, por el axioma de Arquimedes se puede seleccionar, para
cualquier q > 0, algdn numero real Zo lo suficientemente
grande que haga

AP > AC
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Por lo tanto, para partidos lo suficientemente grandes,
un candidato puede incrementar su posibilidad de victoria
moviendése hacia su propio partido y dada la restriccién
anterior sobre los puntos ideales del candidato, él1 también
se movera hacla su propio punto ideal (a menos que c:",t = 0O,

J
En cualquier caso, j preferira (ec,0> a <0,0. Z

Esta proposicién enfatiza los efectos de los partidos
politicos sobre el modelo espacial expandido. La incorpora-
cién de partidos politicos elimina la nocién de convergencia
de los candidatos y esto elimina la convergencia al centro
de la politica.

La daltima proposicién es mas constructiva. Se supone

que (x> es unimodal y simétrica.

Proposicién 2.3.1.2: Sea f(x) unimodal y simétrica con
media multivariada 0. Si los partidos son suficientemente

grandes y con P, = ~P, se tiene que, para j = 1,2, la posi-

2
cién oéptima del j-ésimo candidato esta dentro del triangulo

con vértice (pj,a:,O) Fig 2.1)D.
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Demostracién: Los candidatos pueden obtener el méximo
de la utilidad basada en la politica en c';', el méaximo de los
recursos del partido en pj, la méaxima contribucién indivi-
dual y d(para recursos de partidos fijos) la pluralidad del
voto en la mediana 0. Para cualquier punto exterior del
triangulo con estos tres puntos como vértices, el candidato
J puede, sin ambigledad, estar mejor posicionado, moviéndose
simultaneamente hacia los tres puntos, es decir, hacia pun-
tos dentro del triangulo. (Los puntos estan unidos por
lineas rectas formando un triangulo porque cada funcién P.i
es definida como monétona con la distancia Euclideana). Como
se demostré en la proposicién 231, si los partidos son
sufi;:ientement.e grandes, el candidato J preferirA puntos
cercanos a p.i sobre la media, ya que los movimientos hacia
la lineas que conectan |:oj y c: incrementaran sus recursos (y

asi sus votos), al igual que su utilidad basada en politica.
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fig. 21 Restriccién de la posicién 6ptima del candidato

Se observa que la posicién 6ptima de cada candi.dat.o
esta confinada a : permanecer en la regién limitada, por 1ls
posicién del votante medio, el centro del partido del candi-
dato y el punto ideal de la politica del candidato.

Este modelo ‘confinado” no especifica la locéﬁ'zacion
exacta de la plataforma 6ptima del candidato, la cual sera
determinada por la importancia relativa que el candidato
asigne a la victoria y a la politica, asi como al tamafio del
partido, relativo al nivel de recursos que un candidato
pueda reunir de la organizacién de su propia campafia. En la
misma medida en que el partido sea fuerte, en este sentido,
<:‘i sera atraido hacia pj. Inversamente, mientras mas alta
sea la contribucién individual, relativa a los recursos del
partido, c:'i se moverd mas cerca de la media 0, donde la

contribucién individual maxima pueda ser reunida.
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Mientras mas alto sea el valor relativo que el candida-
to ] asigne a la politica versus ganar por ganar, menos
significativos seran estos dos factores. Esto es, un candi-
dato mas relacionado con politica seleccionara un 6ptimo ¢:.i
cercano a su propio punto ideal c:, basado en la politica.
Por supuesto, todo esto es complicado por lo extenso de la
incertidumbre y las estrategias del candidato oponente.

Si los partidos contribuyen con una cantidad insignifi-
cante de recursos, entonces el tridAngulo se contraera de la
linea entre c: y la media en 0. Inversamente, si se presume
que los candidatos valoran sélo la victoria (esto es, son
maximizadores de la utilidad esperada del modelo espacial
estandar), entonces el triangulo se contraera de la linea
entre la posicién p‘i del partido y la media en 0. En este
sentido el tamafio del partido sera directamente trasladado
al grado de divergencia del candidato.

Mas aun, con partidos en equilibrio, habra un patrén
regular para esa divergencia de manera que cada activista
consecuentemente, se desplace del centro hacia su propio
partido. Asi, los partidos introduciran una regularidad es-
tructurada para la estrategia del candidato. La reintro-
duccién de las preferencias politicas del candidato expandi-
r4 el rango relativo de divergencia, ya que los puntos idea-

les del candidato seran dados méas aleatoriamente <{pero, en



este modelo, no totalmente irrestricto, se debe 'a la necesi-
dad de obtener la nominacién del partido). Adn asi, si los
partidos politicos son suficientemente fuertes, introduciran

un grado de estructura a la divergencia ppedectble de las

posiciones del candidato.



CONCLUSIONES

Del trabajo realizado se puede concluir lo siguiente:

1. Esta versién expandida del modelo espacial puede
ser considerada de mayor aceptacién empirica vy
a la vez teorica, que el modelo estandar de Downs de

1957.

2. El1 trabajo es de gran interés pues se justificé y
desarrollé un modelo espacial expandido que incorpo-
ra un rico y mas completo rango de alternativas y
estructuras institucionales, de manera que represen-
te con mayor precisién la contienda de dos candida-

tos en eleccién.

3. Se demostré la existencia general de wun punto de
equilibrio en R", que interpretado como la arena
electoral o espacio politico, representa un par de
paltaformas politicas de los part.idos, en donde
ningan candidato puede, racionalmente, cambiar su

estrategia unilateralmente.

6. Se analizé el efecto que producen las preferencias

del candidato sobre su posicién en la contienda.
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5. Se exploraron las implicaciones de este modelo ex-
pandido, haciendo énfasis en el impacto de estas
nuevas estructuras y constrastandolas con los resul-

tados encontrados en el modelo espacial tradicional

6. Se proporciona una oriéntacién para la toma de deci-
slones en problemas de contienda, con lo que los
partidos podrian distribuir sus recursos adecuada-
mente, al conocer a los candidatos con preferencias

convergentes a ellos..

7. El uso del enfoque matematico y muy especialmente
del enfoque cuantitativo, no ofrece una solucién
giobal ni definitiva a los probiemas de indole elec-
toral. Sin embargo sirven para llegar a conclusiones
atiles e iInteresantes vinculadas a problemas de

indole econdémico y social.
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Al

RECOMENDACIONES

finalizar este trabajo quedan un sinnimero de

interrogantes por resolver. De las distintas direcciones

posibles en las cuales se podrian orientar futuras investi-

gaciones, es Interesante resaltar las siguientes:

1.

3.

Desarrollar una justificacién mas rigurosa para la
nominacién politica, posiblemente la parte mas im-

portante de los partidos politicos en elecciones.

Desarrollar, de manera general, las condiciones ba Jo
las cuales podria darse un resultado sobre la exis-

tencia de un punto de equilibrio de las estrategias

del candidato.

Establecer objetivos para la seleccién de dos parti-
dos politicos representativos de nuestro pais vy
adecuar el modelo para la solucién de problemas

concretos de esos partidos.
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