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En este trabajo se considera el problema de la determinacién de los extremos
de una funcién numénca definida en un ablerto de un espacio de Banach real,
bajo la suposicién que la varable independiente esta sujeta a restricciones
funcionales, o sea el problema de los extremos condicionados en espacios de
Banach El resultado mas importante que se presenta en el pnmer capitulo,
consiste en aclarar que los problemas de extremo en espacios de Banach
complejos con condiciones de diferenciabilidad son tnviales, lo que justifica la
consideracién de espacios reales esta aclaracion es pertinente y la misma
justifica el caracter imitado (a espacios reales) de todo el pnmer capitulo En
el segundo capitulo se presentan los resultados esperados El Teorema_de
Ljusternik sobre condiciones necesarnas de extremo condicionado (De los
Mumores de Lagrange) y un Teorema sobre condiciones suficientes de
extremo En ambos casos se dan algunos ejemplos y se hacen comentanos
acerca de las hipétesis, dandole formas mas manejables a las mismas (como
por ejlemplo las condiciones de independencia de las restricciones) Se
incluye una interpretacién del Multiplicador de Lagrange como diferencial de
las restricciones con respecto al cambio de dichas condiciones,
representacién esta de utihdad en las Teorias Econémicas

Summary

in this work, the problem of determine extrema for numencal functions defined
on a real Banach space is considered, asuming that the independent vanables
1s subject to functional restriccions This 1s the problem of conditional extreme
Outstanding result from Chapter 1 1s that this kind of problems, under
differentiability conditions for complex spaces are trivial since differentiability
implies the character of jocally constants for such functions So the problem
must be analize in real space Chapter 2 presents the classical results on
Lagrange Multipliers (necesary conditions) and sufficent conditions for such
kind of extreme, In both cases examples and coments are giving In order to
explain the hipothesis of the main propositions An interpretation of the



Lagrange Multipliers as differentials of the restnctions, a very usefull point of
view in Economics i1s included in this second chapter
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Uno de los problemas mas importante del analisis matematico es el de
la determinacién de los extremos de una funcion, sean estos maximos o
minimos locales, o extremos condicionados, es decir cuando las vanables
independientes que Intervienen estan ligadas entre si por relaciones
funcionales Para enfrentar el problema de los extremos se ha desarrollado el
calculo diferencial, una herramienta que permite sustiturr localmente las
funciones dadas por funciones mas sencillas, como las afines, las cuadraticas,

etc, y pasar el problema a éste tipo de aproximaciones

El programa anterior se desarrolla sin mucha dificultad en los espacios
de dmensi6n finta y por su sencillez es deseable extender estos
procedimientos a espacios mas generales Hay que notar que las operaciones
involucradas en el calculo de las denvadas implican la existencia en el
dominio de las funciones de operaciones de tipo vectonal y también una
estructura topolégica que permita calcular limites, por esto el ambiente
adecuado para una generalizacion del calculo diferencial es el de los espacios

normados y con mas precision el de los espacios de Banach reales

El calculo diferencial provee las condiciones necesanas y suficientes
para la existencia de estructura locales, en este sentido vale el siguiente

resultado

“Para que una funcién doblemente diferenciable definda en un abierto
tenga un extremo en un punto interior de su dominio es necesario que en

dicho punto el diferencial sea nulo
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Este punto es de extremo si la segunda diferencial de la funcién es una

forma cuadratica definida positiva ”

Para los extremos condicionados es decir la determinacion de maximos
o minimos de una funci6n f A < R” - R, pero con condiciones sobre la
variable independiente del tipo
g(x)=0
existe un método de soluciéon, llamado método de los Multiplicadores de
Lagrange, pero este método se puede aplicar solo si se dan ciertas
condiciones sobre la funcidn y sobre los vinculos, como se establece en el
siguiente teorema

Teorema (De Lagrange)

Sean f y g definidas y diferenciables en una region D Para que 1

alcance un valor extremo en un punto P, en D, donde Vg#0, es necesario

que exista un nimero A tal que

Vi(P,)+ AVg(P,)=0

y que
g(P,)=0

Un analisis atento de este teorema permite sefialar que el mismo puede
aplicarse en un contexto geométrico mas amplio, especificamente se puede

ublizar para resolver el siguiente problema
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* Determinar los extremos de f U — R six € V, donde V se puede
representar localmente por ecuaciones del tipo g (x ) = 0, con funciones g
"suaves’

Por ejemplo, determinar el maximo o minimo de

F(xy)=x+y
en la circunferencia unitana

Aqui la dependencia de las vanables independientes esta dada por

Este tipo de subconjunto ( como la circunferencia ) es lo que se llama

una variedad diferenciable, y en los espacios R" éstas se pueden definir, con

apoyo de los teoremas de funciones implicitas e inversas

Este trabajo se articula en dos capitulos

En el pnmer capitulo de esta tesis se desarrolla el marco teérico
necesario para resolver el problema de los extremos condicionados Se trata
de elementos basicos del Analisis Funcional, como el principio de contraccion
de Banach-Cacciopoli, el Teorema de Hahn-Banach (para el caso real ) y el
Teorema de la Aplicacion Abierta, y el Teorema de Representacion de Riez-
Fisher, se introducen los conceptos propios del calculo diferencial en espacios
de Banach Diferenciabilidad segun Fréchet, diferenciales de orden superior y
polinomios de Taylor y se establecen las condiciones necesanas y suficiente
de extremos locales, también en este capitulo se consideran los teoremas de

funciones implicitas e inversas En este prnmer capitulo se aclara también



porque la aplicacién de las técnicas del Calculo Diferencial a los problemas de
extremo tiene sentido sélo en los espacios vectonales reales, justificando asi
la supuesta Iimitacibn de considerar los resultados presentados solo en
espacios de Banach reales y no en su forma mas general en los espacios

complejos

El segundo capitulo se presenta de concepto de Vanedad Diferenciable
regular, presentada de cierta manera como “conjunto solucion “ de ecuaciones
del tipo g(x) = 0, para ciertas clases de funciones g (con cierto grado de
diferenciabiidad) y se dan los elementos geométncos necesarnos para un
adecuada visualizacién de los resultados que se presentan en este capitulo
También se formulan y demuestran los teoremas de Ljustermik
(generalizacion del teorema de Lagrange ) -dando una interpretacidon del
significado de los Multiphicadores de Lagrange- y el Teorema que da
condiciones suficientes (de segundo grado) para la determinacion de los
extremos condicionados y se presentan aplicaciones y aclaraciones sobre

estos resultados
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Generalidades

En este pnmer Capitulo se presentan algunos conceptos generales
acerca de los Espacios de Banach, que sirven de base para una extensiéon de
los conceptos relacionados con los extremos de funciones a valores reales
Se tratan especificamente los Teoremas de contraccion, los de Hahn-Banach
(caso real) el Teorema de la aplicacién abierta y los elementos del Calculo
Diferencial en espacios de Banach que son de utiidad en los problemas de
maximo y minimo Como referencias basicas se indican las siguientes obras
[Dieudonné, J Eléments d'Analyse 1 CapituloVill Gauthier-Villars, Paris,
1960], [Nachbin, Leopoldo Introducdo A Analise Funcional Espacos de
Banach e Calculo diferencial (Segunda parte) Monografias Matematicas de
La O EA Washington, 1976] y [Rudin, Walter Functional Analysis Tata Mc

Graw Hill, 1973]

En todo este trabajo, con X se indicara un espacio normado real, cuya

norma de ser pertinente se indicar4 | | A la par de los espacios normados se

consideran también sus duales, es decir los espacios vectonales reales de las

aplicaciones lineales f : X — Rque son continuas, normado con

Al =supt /)

El dual de X, resulta ser un espacio de Banach y se indicara x*



Definicion de Aplicacion Lipschitziana y de Contraccién
SeaX un espacio de Banach Dc Xy T:D — X una aplicaciéon Se

dice queT es una Lipschitziana si existec > 0 tal que Paratodo x,ye D

[T (x)~T ()| < clx~ ] (1)
SIT.D — D es Lipschitziana y la constante ces menor que 1 se dice queT es

una contracciéon

Observacion: La condicién establecida en la definicion por la desigualdad (1)
asegura que las aplicaciones Lipschitzianas son uniformemente continuas en

su dominio

El siguiente resuitado es tal vez el mas importante a propésito de la

contracciones

Teorema de Banach-Caccioppoli
(Prnincipio de contraccién) Sea X un espacio de Banach D c X cerrado
y T D — D una contraccibn EntoncesT tiene un punto fijo tnico, o sea que

existe un y solo un punto x e D tal que T(x) =x

Mas que una demostracién este teorema amernta algunos comentarios
El procedimiento para demostrar que efectivamente existe al menos un punto

fijo se basa en el método de las aproximaciones sucesivas En este método se



parte de un punto cualquiera x,eD, y se construye una sucesion

aplicando sucesivamente”, asi

x =T(x,),x, =T(x),... etc Se construye asi una sucesién enD, luego se

demuestra que es de Cauchy y como el espacio es completo ésta converge a
un punto de D porque este conjunto es cerrado En cuanto a la unicidad esta
es consecuencia del caracter contractivo de la aplicacion pues la condicion (1)

cuando los puntos son fijos equivale a

=A< ex-»

Condicién ésta dltma que se puede satisfacer si y solo si los dos
miembros de la desigualdad son iguales a 0, lo que lleva a la igualdad de los

puntos

El principio de contraccion se utliza para determinar si una dada
ecuacién tiene solucion tnica en ciertas condiciones, por ejemplo en el caso

de los Problemas de Cauchy de las ecuaciones diferenciales

Un ejemplo del uso del Teorema de Banach-Caccioppoll en el sentido de

este trabajo lo proporciona-el siguiente resultado



Teorema de Homeomorfismo
Sea X un espacio de Banachy T.X — X una contraccion, entonces la
aplicacion I-T: X —» X es un homeomorfismo

Demostracion

Sea yeX y T (x)=T(x)+y ObviamenteT, es contractiva, por lo que

existe un anico x tal que
T(x)=x
o lo que es lo mismo
x-T(x)=y
Esto asegura que I —T es suryectiva e inyectiva
I-T es continua y en cuanto a la continuidad de su inversa (I -T)"' obsérvese
que

|7 -T)x) - ~T)(x)| =[x~ % = (T(x) - T(x))

2(1-a)x-x|

siaes la constante de contraccion deT Teniendo presente que

x=-Ty'U-T)®),
[I-TY' () - -T)" ()] < 1_1_ b2
-

o sea que (I —-T)"' es continuam

Observacion 1 El teorema anterior es una extenstén no lineal del teorema de
Neuman.

“S1 Ae L(X,X)y [4] <1 entonces I ~ 4 es un homeomorfismo y



-4 =" 4"

Observacién 2: Si1 4,4 € L(X,X)y T : X — X es Lipschitziana con constante

a , para que 4-T sea un homeomorfismo basta que

a< ——
||

Enefecto A-T = A(I-A4'T) Ahora bien

|47 T (x) - 47T (x")

< ﬂA"H IT(x)-T(x")| < ”A_'uaﬂx -x

Por tanto s az<L entonceSa”A"”d Por la Observacion 1,

47

I-A4'Tes un homeomorfismo y A4-Ttambién por ser compuesta de

homeomorfismos

Observacion 3: Sea SeaXun espacio de Banach D c X ablerto

T D — Xes un homeomorfismo local en xe D si existen dos vecindades
ablertas dexy T(x), U,V respectivamente tales que% es un homeomorfismo
deUen V Puesben, siT:D— X yexsten S(x,r)c D yde L(X,X) con

A' e L(X,X) tales que

|ﬂ"(x) -T(x")- A(x—x')" < a‘]x—x’ﬂ para todo x,x'eS(x,,r) ¥ a< "_}iﬂ entonces

T es un homeomorfismo local en x,



El Teorema de Hahn-Banach

De las numerosas versiones del Teorema de Hahn-Banach interesa aqui
la que establece la posibiidad de extender aplicaciones lineales continuas,
definidas en un subespacio a todo el espacio de Banach, conservando la
norma Aunque este resultado es valido en el caso general de los espacios
complejos, para los fines de este trabajo-y como se aclarard después- es
suficiente la forma real del Teorema En la via de demostrar el Teorema se

necesita el siguiente resultado

Lema. SeaMun subespacio de un espacio normadoXy f:M —> R un

funcional hneal tal que para una oportuna constante K > 0resulte

f(x) s K|x

Sea x, un elemento fijo de X Entonces, para todo nimero realc, las
siguientes desigualdades son equivalentes
f)+puc < Kjx+ x| VrxeM,VueR (1
~Klx+x|- f(x)<csKx+x|-f(x) VxeM (2)

Ademas, existe al menos un numero realcque satisface la (2) y por

tanto la (1).



Demostracion:

) =>@2) Siug=1de (1) resulta f(x)+c<K|x+x,

, mentras que siu=-1y
en (1) se considera —x € M entonces f(-x)-c<K|x+x| Es obvio que de

estas dos desigualdades se deduce la (2)

PA=X{)) Considérese primerou>0 Substituyendo en la (2) xpor

¥ (e M)se tiene
H

x
c54F+%
Y7

- f(i—) = i(K“x +x[-f(x), luegou < Klx+ x|~ f(x) y de esta

por una simple transposicién de términos se obtiene la (1)

Para valores negativos de u, como-u >0se puede proceder como

antes pero utiizando la parte 1zquierda de la (2) llegando nuevamente a la (1)

El caso u = 0 es tnvial, por esto de (2) se deduce la (1)

En cuanto a la Ulhma afirmacidon del lema, si x,y € M, como fes lineal
resulta
f@-fO)=f(x-y)<K[x-y<K|x+x|+K]y+x,|, transponiendo
oportunamente términos en esta desigualdad se tiene lo siguiente
- K|y +x,)- fF() < K|x+x,|+ f(x), y esto para cualesquierax,ye M Esto
asegura la existencia del supremo del miembro izquierdo y del infimo del

derecho y ademas que sup(—K|y + x| — f(»)) < sup(K]x + x,[ + £ (x))
yeM xeM



Cualquier nimero real c comprendido entre estos extremos satisface {a

(2), con lo que queda completamente demostrado el lema =

Observacion: Como se trata de aplicaciones lineales definidas en un espacio

real a valores en R, la condicion f(x) < K|x| equivale a la continuidad de la

aplicacién

Teorema de Hahn-Banach

Sea M un subespacio de un espacio normado(real) Xy f:M — R un

funcional ineal y continuo Entonces existe continuo F € X* tal que %l =fy

[F1=1/1

A continuacidon se presenta un esbozo de la demostracion de este

Teorema, indicando como se utiliza el Lema en la demostracion.

Por medio del Lema de Zorn se prueba que existen extensiones

maximales de f, es decir aplicaciones lineales continuas f:A — R, donde

McMy fM = fque conservan la norma Pues bten, una extensién maximal
de f con las caracteristicas dadas tiene como dominio X  En efecto, si este no
fuera el caso y sI f:M — R es una extensién maximal , para x,€ X—M, la

uncion 7 puede extenderse al subespacio generado por M uf{x}- que
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denotaremos AM'-tomando un ce Rque satisfaga cualquiera de las

desigualdades del Lema, y poniendo

Fxe+ )= f(x)+pe, YxeM,VueR

Esta funcion es continua, lo cual esta garantizado por la (1), y por esta
misma razén su norma coincide con la de la funciébn oniginal Lo antenor
contradice el caracter maximal de la extensién por lo que el dominio de ésta

ultima tiene que coincidir con todo el espacio

Hay vanos corolarios del Teorema de Hahn-Banach que juegan un papel

muy importante en el Analisis Funcional, por esta razén se incluyen aqui

Corolario 1 Sea x, un elemento no nulo de X Entonces existe f, € X" tal

que f(x)=lx| y [f]=1

Demostracion: Sea M = {/lxo’,l € R} el subespacio generado porx,, normado
con la norma inducida dela de X La aplicacion f: M — R definida por.
f(x)=Ax,| st x=1x, eslineal, y continua, ya que |f(x) =|Alx,] =|x|

Ademas, como |f(x)| =

%

, Vxe M resulta [f|=1 Aplicando el Teorema de

Hahn-Banach se obtiene el resultadoa
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Corolario 2 X' separa los puntos de X

Demostracion En efecto, si xe Xy para todo f e X'resulta f(x)=0
entoncesx =0, por esto si x,ye X,x#y, entonces existe f € X'tal que

S # f(y)m

Estos hechos se utiizan con mucha frecuencia para probar la igualdad
de puntos de un espacio normado, probando que sus valores coinciden para

todo funcional lineal

El Teorema de la Aplicacion Abierta
Siguiendo las ideas expuestas en la introduccién se considera ahora otro
importante resultado del Analisis Funcional, el denominado “Teorema de la

Aplicacién abierta® Aqui es necesario precisar el lenguaje

Definicion de Aplicacion Abierta

Una aplicacién entre espacios topolégicos se dice abierta en un punto de
su dominio si la Imagen de una vecindad del punto por la aplicacién contiene
una vecindad de la imagen del punto en el codominio Si la aplicacién es
abierta en cada punto del dominio entonces transforma abiertos del dominio en

abiertos del codominio

En general no toda aplicacién continua es abierta, es facil convencerse
de esto considerando aplicaciones constantes a valores en espacios
topolégicos en el que los conjuntos unitanos no son abiertos (tal es el caso de
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R), ofro ejemplo en este sentido lo proporcionan, en el caso finito las
aplicaciones lineales de un espacio en otro de dmensién mayor

En el caso de las transformaciones lineales entre espacios normados,
como quiera que la topologia esta completamente determinada por las
vecindades del origen, es suficiente, para probar el caracter abierto de una tal

aplicacton comprobar que la misma es abierta en el ongen En efecto

Constdérese una aplicacion lineal fentre dos espacios normados
abierta en el origen Si ahora se considera una vecindad de un punto
cualquiera del dominiox, V., que se puede suponer simétrica, entoncesx-V,

es vecindad de O y por la hipétesis que V es abierta en el origen existe una

vecindad de 0 en el codominio W tal que W c f(x-V,)= f(x)-f(V,) De

aqui se deduce que f(x)+W c f(V,) yaque la V, es simétnca

Como en el caso del Teorema de Hahn-Banach, hay muchos Teoremas
que tienen este nombre, la versibn que se presenta aqui es la mas adecuada

al ambiente de este trabajo, o sea una versiéon en espacios de Banach

Teorema de la Aplicacion Abierta.

St fes una aplicacion lineal continua, de un espacio normado X en un
espacio de Banach Y, suryectiva, entonces la aplicaciéon es abierta
Para una demostracién de esta propiedad puede consultarse [Rudin, W Op

Cit Pags 46-49]
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Teorema de Riesz Fisher

El Teorema de Riesz-Fisher afirma que en los espacios de Hilbert, los
funcionales lineales se caractenzan como simples productos internos Lo
anterior es una generalizacidén de lo que ocurre en los espacios de dimensién

finita

Teorema de Representacion de Riesz-Fisher
Sea H un espacio de Hilbert Si H*indica su dual entonces

feH < 3heH:VxeH, f(x)=(xh)

Ademas [f] =A]

Aplicaciones Diferenciables

Los conceptos de calculo diferencial en espacios de Banach son
similares a los usuales en los espacios euclidianos Exposiciones detalladas al
respecto pueden consultarse en las obras ya mencionadas de Nachbin y
Dieudonné y en la mas reciente de Ambrosetti y Prodi [Ambrosetti, A, Prod,
G A Pnmer of Nonlinear Analisis, Cambridge University Press,Cambridge,
1993] En este apartado se consideran aquellos aspectos del Calculo
Diferencial que son indispensables en el tratamiento de los problemas de

extremo
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Definicion de Aplicaciéon Diferenciable

Sean X, Y espacios de Banach sobre el mismo cuerpo de escalares, 4
un subconjunto ablertode X, x, e 4y f:4—>Y unaaplicacion Se dice que

f es diferenciable en x, si existe L € L(X,Y) tal que

i ot B = ()= LAY _

. 1
r i

Si f es diferenciable en x,, la aplicaci6n L es Unica, se indica df(x,) y
se llama diferencial (de Frechet) de f en x,
Si f es diferenciable en x, paratodo xe 4,y df : 4 > Y es confinua se dice

que f es de clase C'

Ejemplos basicos de aplicaciones diferenciables lo constituyen las mismas
funciones lineales continuas L e L(X,Y) En efecto en este caso L es
diferenciable en todo punto de X y su diferencial coincide con la misma
aplicacion ya que

L(x+h)— L(x) = L(h)

Otros ejemplos sencillo lo proporcionan las aplicaciones afines continuas

Estas tenenlaforma b+L,con Le L(X,Y)y be?Y
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Observacion: La diferenciabilidad de una aplicacién en un punto x, equivale
a lo siguente Existen, una vecindad V' c 4 de x,, y una aplicacion
a(x,,):V — Y tales que

S, +h) = f(x,)+ L(k) + [hlox(x,, h)

lim @(x,, #) = 0

Subsiste el siguiente resuitado:

Proposicion . Si f es diferenciable en x,, entonces f es continua en x,.
Obsérvese que de la definicién o de su forma equivalente se deduce que

lim £ (x, +B) = f(x,)

O sea la continuidad de la funcién en el punto

Véase [Nachbin, Op Cit Prop 29, pag 72]

El conjunto de funciones que son diferenciables en un punto es- con las
operaciones usuales-un espacio vectorial y la aplicacion de este espacio en
L(X,Y) que a cada funcién f su diferencial df(x,) es lineal, ademas estas
aplicaciones son estables para la composicién de funciones ya que vale la

siguiente proposiciéon
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Proposicion. (Regla de la Cadena) Si X,Y,Z son espacios de Banach,
f,g son funciones definidas en subconjuntos abiertos de X y Y a valores
en Y y en Z respectvamente y en x,eX, fdiferenciable , y g es
diferenciable en f(x,), entonces go fes diferenciable en x, vy
d(go f)(x,)=dg(f(x,))0df(x,)

[Nachbin, Op Cit Prop 36, pags 80-81]

La Regla de la Cadena permite obtener condiciones necesarias para que
una funcién diferenciable tenga un extremo en un punto interior de su dominio

En efecto subsiste el siguiente resultado

Proposicién (Condicién necesaria de extremo)
Sea X un espacio de Banach, 4 un subconjunto abiertode X, aed y

f una aplicacion diferenciable de 4 en R tal que f(a)es un extremo relativo

de la funcibn Entonces df(a) =0

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad supdéngase que f(a) es un maximo relativo y
sea & > 0 tal que la bola abierta de centro a y radio § - B,(a)-esté contenida

en A yresulte

J(x)< f(a)
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para todo xecB,(a) Sea heX tal que |h<5, entonces para todo
te(-11) a+the B,(a). La aplicaci6n ®:(~1,1)— R definda @() = f(a+th)

es compuesta de funciones diferenciables, por lo tanto es diferenciable,

ademas tiene un maximo en t =0 Por esto
d
—o0@),_ =0
%00,

Pero, por el la Regla de la Cadena

%dm) = df (@)(h)

Por tanto df(a)(h)=0 para todo he X, |4 <5 y esto asegura que

df(a)=0.m

Derivadas de Orden Superior-Férmula de Taylor

Supéngase que feC'(4Y) y considérese la aplicacion
df :A— L(X,Y). Sea ac 4, sI df es diferenciable en a, se dice que f es
dos veces diferenciable en a y se llama segunda diferencial de f en a, ala

aplicacion d(df)(a), que se indica d*f(a)

Como d*f(a): X — L(X,Y) y es lineal y continua, d’f(a) € L(X,L(X,Y))
y por tanto es una aplicacion bilineal continua (véase [Ambrosetti, A, Prodi, G

Op Cit Pags 23-26))
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De manera similar se definen las dernvadas de orden superior como

aplicaciones multiineales continuas de X en Y

Lo antenor permite considerar aplicaciones de clase C"(4,Y), siempre
que los diferenciales del orden indicado sean continuos

Para feC'(4,Y), s (h,h,.,h)e X", sepone d"f(a)(hh,..,h)=d"f(a)(h)

Un hecho importante es que las diferenciales superiores son simeétrncas,
esto no es mas que una generalizaciéon del Teorema de Schwarz que afirma,

bajo hipétesis de continuidad que

of _of
oxdy  Oyox

Un importante resultado con respecto a las funciones de clase C"(4,Y)

es el siguiente Teorema de Taylor

Teorema de Taylor.

Sea feC'(4,Y), a,athe A y tales que el intervalo [a,a+H] este
contenido en A4, entonces

i 1 B lj(l —6)"d" f(a + thydt(h)" !

fla+h)= f(a)+df (a)(h) +....+

'Los integrantes son de Riemann y como es bien conocido las funciones continuas son integrables en
este sentido, aun si un rango es un espacio Banach, y esta integral tiene las propiedades usuales de las
integrales escalares de Riemann, en particular es valido el Teorema del Calculo
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Demostracion:

Como que el intervalo [a,a+k] esté contenido en 4, s tel0,l],
entonces a+the A Por esto se puede considerar una aplicacién de [0,1] en
A, poniendog() =a+th Considerando ahora la aplicacién foeq, ésta

resulta de claseC"(4,Y) y

(fo@)P(t) = d* fla+th)(h)', k=12,..n

Como se deduce de aplicar repetidamente la regla de la cadena y del

hecho que ¢'(f)(k) = h para todo ¢ < [0,1]

La formula se obtiene entonces aplicando integracion por partes a partir

de la identidad

[df (a+th)di(h) = f(a+h)~ f(a)

pues g;(fmp)(t) = df(a+h)(h)

Observacioén: El Ultimo término de la formula ttende a 0 cuando » tiende a
cero, ya que en las hipétesis del Teorema el mismo puede acotarse con una

cantidad del tipo

n

Kih

con K > 0 una oportuna constante
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Asi como la Regla de la Cadena proporciona condiciones necesarias de
extremo para funciones a valores reales, la férmula de Taylor produce
condiciones suficientes de extremo, esto queda de manifiesto en la siguiente

proposicion

Proposicién (Condiciones suficientes de extremo)

Sea X un espacio de Banach, 4 un subconjunto abierto de X, ae 4 y
funa aplicacién de clase C* de 4 en R tal que df(a)=0 y la forma
cuadratica d’f(a) sea definida (positiva o negativa) Entonces f(a)es un

valor extremo local de la funcién

Demostracion:

Supéngase que d’f(a) es definda positiva, o sea que para todo
he X-{0}, d’f(a)h)*>0 Si h se escoge convenientemente en una

vecindad de 0, resultara

d’ f(a+th)(h)* >0 paratodo ¢ €[0,1] Aplicando la formula de Taylor resulta

fla+h)= f(a)+$:[)dzf(a+th)(h)’dt > f(a)

Esta desigualdad asegura que el valor f(a) es un minimo relativo de la

funcion m
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Derivadas Parciales

Sea X = X, x X, un producto de espacios de Banach, Y un espacio de
Banachy f:4—>Y, AcX un abierto El! hecho que el dominio de la

funcidn sea parte de un producto cartesiano permite considerar aplicaciones
parciales en las que una de las dos coordenadas del punto del dominio esta

fija

Es conveniente precisar lo anterior
Sea a=(a,a,)ed Yy 4, = {xz € X,[(a,x,) € A}este conjunto es abierto en
X,, pues la aplicacion x,—%—(q,,x,) €s continuay 4, =¢'(4) De manera
analoga se define un ablertd 4 cX, AQuedan defimdas entonces dos
aplicaciones f:4 > Y,1=12 asi
fx)=f(x.a)  fi(x)=S(a,x,)
Si f es diferenciable en x, = g, su diferencial se llama derivada parcial de f

con respecto a x,indica D, f(a,,a,)

Estas dernvadas parciales juegan un rol similar a sus homénimas en R”

Esta afirmacion es confirmada por los siguientes resultados

Proposicion.

Sea X = X, x X, un producto de espacios de Banach, Y un espacio de

Banach, f:4—>Y, Ac X un abierto y fes diferenciable en (q,a,)c 4
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entonces las aplicaciones f:4 —»>Y,1=12 son diferenciables en
x=a,1=12Yy

df (a,a,)h,h) = D f(a,a,)(h)+ D, f(a,a,)h)

Proposicion.

Sea X =X, x X, un producto de espacios de Banach, Y un espacio de
Banach, f:4—>Y, Ac X un abierto
Entonces si las las aplicaciones f:4 —Y,i=12 son de clase C'(4), fes

diferenciable en (a,a,)e 4 ¥y

df(a,,a,)(h,h) = D.f(a,a,)(h)+ D,f(a,a,)(h)

(Véase [Nachbin, Op. Cit Pags 106-108])

Funciones Inversas y Funciones Implicitas.

La i1dea ongminal del Calculo Diferencial es que las aplicaciones se
comportan, al menos localmente como sus diferenciales En este sentido, si el
diferencial es una transformaciéon invertible, con inversa continua, Io mismo
puede esperarse de la funcion original Esta percepcion es confirmada por el
siguiente Teorema, cuya demostracidn puede consultarse en las obras ya
mencionadas, Indicando que la misma se apoya fuertemente en las
propiedades de contraccion indicadas en la primera seccion del capitulo, en
especial en las observaciones 1, 2 y 3 del Teorema de Homeomorfismo

El Teorema de la funcion Inversa (local) se enuncia en los siguientes términos
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Teorema de la Funcion Inversa

Sea f e(C'(4,B), donde 4, B son subconjuntos abiertos de dos espacios
de Banach X' y Y Supdngase que en un punto x, € 4, df(x,) posee Inversa
continua Entonces f es localmente invertible en y, = f(x,), con Inversa de
clase C' Con mayor precision Existe una vecindad Uc 4 de x, y una
vecindad ¥V < B de y, tales que

| f es un homeomorfismode U en V',

N feC'(w,U)

o dWM=@rx)", x=1"

Por dltimo se considera un Teorema sobre funciones implicitas

Teorema (Hildebrandt-Graves)

Sean X,Y,Z son espacios de Banach,4 un aberto de XxY y
f:A—>Z declase C', sea (a,b)e Ay f(a,b)=0. S| k> D, f(a,b)(k) es un
Isomorfismo de Yen Z, entonces existe una bola B,(a,8) de X y unay solo
una funcién ¢: B,(a,8) —» Y tales que

i ga)=b

N Paratodo xe B,(a,5), (x,¢(x))edy f(x,¢(x))=0

n ¢ es diferenciable y dg(x) = —(D, f(x,4(x)))" 0 D, f(x,4(x))

Véase por ejemplo [Ambrosetti, A, Prodi, G Op Cit, pags 32-34, para el

teorema de funcion inversa y pags 36-38 ]
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Funciones Diferenciables Reales en Espacios Complejos

Se han considerado solo espacios de Banach reales, esto merece una
explicacion En esta seccion se aclara que por la naturaleza de los problemas
considerados, el caso de espacios complejos es en cierto sentido tnvial, al

menos desde el punto de vista de la teoria de los extremos

El primer resultado en el sentido antes indicado lo proporciona la

siguiente proposicion

Proposicion.
Sea X un espacio de Banach complejo, 4 un ablertodeX y f: 4 >R

una aplicacion diferenciable en 4 Entonces fes localmente constante, es

decirque si ae 4 y B(a,6) c 4, entonces para todo x € B(a,d), f(x)= f(a)

Demostracion:

Sea ac 4y B(a,6)c A,y sea Ba={/leC|M|<§} Para cada u € X con

lu=1 la aplicacién A — a+Au, de B, en X es diferenciable, por la regla de

la cadena, también es diferenciable la compuesta de ésta con la f, o sea
queld - f(a+Au) es una aplicacion holomorfa de un abierto de C en R y

como su dominio es conexo, pues es una bola, resulta constante e igual a

f(a) paratodo A € B,
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Ahora bien, si xe B(a,5), existe uc Xcon |uj=1 y Ae B, tal que

x=a+Au y por tanto f(x)= f(aq) Como esto es cierto para cada x € B(a,d)

se obtiene la tesis de la proposicion =

Por ultimo se considera un Teorema sobre funciones implicita

Observaciones:

1 En realidad, en las condiciones de la proposicién antertor f es constante en
cada componente conexa de 4 ya que si Bes una componente conexa de
A y x,yeB es posible determinar un nimero finito de bolas abiertas,

B(u),....,B(u,)contenidas en B tales que xeB(u),yeB(u,) y

Bu)NB(u,)= ¢ para i= 1,2,....,n—1" Por la proposicién anteror resulta

J@)=f@)=.=f@)=f(¥)
Esto asegura que f es constante en B

2 Como f es localmente constante, entonces df(x)=0 para todo xe 4,
por esto los criterios sobre derivadas para la busqueda de extremos son
inaplicables en estos casos (X complejo), ya que los mismos no
discnminan entre los puntos del dominio por lo que son totalmente
inoperantes

3 Una consecuencia, curiosa, de la observacién 1 es que para funciones del

tipo Iindicado en la proposicion, si K c A es compacto, entonces la

! Para esta y otras afirmaciones sobre conjuntos conexos y componentes conexas de conjuntos abiertos
véase Pim, B. (1973) Primo Corso di Analis1 Matematica, CLUEB, Bologna
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restnccion de la funcién al compacto tiene codominio finito En efecto,
como las componentes conexas cubren todo A, también cubren el

compacto, por esto existe un numero finito de estas tales que K c U;.,B,
y s8I ¢c,...c, son los valores (constantes) de la funcion en estas

componentes entonces  f(K) C {¢,5.--¢, }



CAPITULO 1I
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Extremos Condicionados

Asi como en el capitulo 1 se consideraron las condiciones que aseguran
que una funcibn dos veces diferenciable posee en un punto intenor de su
dominio un extremo, en este capitulo se anahzaran las condiciones que
pueden asegurar esta misma ocurrencia cuando las varnables independientes
del problema estan relacionadas entre si por medio de vinculos funcionales

Este es el llamado problema de los extremos condicionados

Variedades Regulares Y Espacio Tangente.

Sean X,Y dos espacios de Banach reales y ¢: X — Y una aplicacion de
clase C" y ¥ el espacio nulo (o nucleo) de ¢

V={xeXl¢(x)=0}

Se dice que ¥V es una variedad regular si1 para todo x eV la aplicacion
df(x): X ->Y es suryectiva (El Teorema de la aplicacion abierta asegura que

df (x) es una aplicacién abierta)

Si1 V es una varnedad regulary x, eV, el espacio nulo de df(x,), T, (x,)

se llama espacio tangente de V' en x,

T, (x,) = the X|df (x,) = 0}
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Observaciones:

1. Como ¢ esclase CP'y  T,(x,)=dé(x,)" (0) el espacio tangente de ¥ en

x, es un subespacio cerrado de X, ya que df(x,) es lineal y continua

2. SI X=R"Y=R" Yy ¢=(¢,,..4, ), la condicion de suryectividad de df(x,)

equivale a que para todox, € V', la matnz jacobiana de ¢ tenga rango igual

% 9%
axl axn

am rango e |(x)=m
%, |
a7 ox

El espacio tangente determina una vanedad afin x,+7,(x,), llamada
variedad (afin) tangente a ¥ en x,, que se corresponde a los conceptos de

recta y plano tangentes a curvas y superficies en la geometria ordinaria y como
en estas sttuaciones, los puntos de la varnedad tangente estan préximos a los
de la variedad regular, al menos en una vecindad oportuna del punto de

contacto x,, estas afirmaciones se precisan en la siguiente proposicion

Proposicion. Sean X,Y dos espacios de Banach reales y ¢: X — Y una

aplicacién de clase C® y sea ¥ ={xe X|¢(x)=0} una vanedad regular
Entonces, para todo heT, (x,) existe x, eV tal que |[x, —x, A =o(h)) y para

cada xeVexiste h, €T, (x,) tal que |x, +h, —x|=o(x—x,|)
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Demostracion Sea X /T,(x,) el espacio cociente de X con respecto a
T,(x,) Yy A: X /T,(x,) — Y la aplicacién definida poniendo

AT)=df(x,)h), heT, TeX/T,(x,)

Antes que nada es conveniente sefialar que 4 es efectivamente una
aplicacién pues sus valores dependen solo de Ty no del elemento heT En

efecto si1 h, i’ e T entonces df (x,)(h) = df (x, }(h')

A es unisomorfismo de X /T, (x,) sobre Y, ya que por hipotesis df (x,)
es suryectiva y por otra parte s1 4(T) = A(T"), entonces s| heT,h' e T'resulta
df (x,)(h) =df (x,)(h") y por tanto las clases Ty T’ coinciden, o sea que la

aplicacion también es inyectiva También es continua ya que

|4(T)| =df (o )XW <[df (xo)f-[H]  VheT
por lo tanto
|4(T)| <[df (v, )]-IT

ya que |T| = infj4|

Sea heT,(x,) ¥ (u,)(T,) con T,eX/T,(x,),u, €T, indiquen las
sucesiones definidas como sigue
u, =0, T,=T,(x,)

y si se han defindo «,,.....u, ; T},....,T,_, entonces se pone
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Tn =]wn—l _A_l(¢(x0 +h+un—l))

y u, €T, tal que

lu, —u,.|<2T, -T,.|

Obsérvese que esto ultmo siempre es posible porque

Ir, -7, = L'}f .Hu -u Como u, , €T, , se tiene que AT, )=df(x,)u, ) Y

nal
portanto 7, , = 47" (df (x,)(,_,)) ¥

T, =—A7 (P(x, +h+u, ) ~df (x,)u,.,))
analogamente

T,y =—A7 (Plxo +htu, ) —df (x,)(,,))
Por lo anterior

T,-T,,= -4 (B(xo +htu, ) )—@(x, +htu, ,)—df (x,)u,,—u,,))

Ahora bien, (d¢(x, +h+u, ,+t(u, ,—u,,)-df(x,))u,_, -u,,)) €s una

funcién continua en el intervalo [0,1] por lo que

T,-T,,=A7 (dp(x, +h+u, , +t(u,_, —u, ,)~df (x,))u,_, —u,_,))dt

n n=

-1 -

Fyado £>0 sea &, >0 tal que [r-x,|<d, = |df(x)-df(x,)|< €, lo que
puede hacerse por las hipétesis de continuidad de las derivadas Si1 r >0 con
u, ,|}<r entonces

2r<d,, |h<ry max{{u,,_l

>
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[un_z +t(un—l —-u,_, )” = ”tun_, +(1_t)un—2 " <pr

Por lo anterior, para cada [0, serd |h+u, , +t(u, , —u,,)|<2r<8,y
por tanto

Hd¢(h +u, , +t(u,_ —u, ,)—dé(x, ))“ <9,

Teniendo en cuenta la representacion de 7, — 7, ,como Integral resulta

NT" —Tn—IFSHA—I‘ £ \iun—l —u,.-zl\

Ju

—u, | <7, T, | <247 & [u,, —u,.,]|

n

Si se escoge ¢ de manera que
a1
26|
2
Se tiene entonces que

sl|

Uu —u 2 un—l _un—z H

n n=1

De lo anterior sigue que si [kj<r y |u,|<r, j=1,...,n-1 entonces

Sl

= | (porque u,=0)"

= < o] =

y como u, =u, +(u, —u,)+.....+(u, —u, ) aplcando la desigualdad tnangular y

la Ultma estimacion sera

I Esta desigualdad asegura que la sucesion (»,) es de Cauchy, s1 se puede asegurar que la norma del
segundo término se mantiene acotada
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.l < 2|
U, =0y T, =T, — A7 ($(xo + 1) ¥ ] =iy — o) < 2JT; - T, < 2|47 g (x, + )|
como ¢ es diferenciable resulta

#(x, +h) = P(x,) +dp(x,)(h) + w(h) = w(h)
yaque x, €V y heT,(x,), por esto

| < 2447 o (h)

Si rse escoge adecuadamente entonces |w(h)| S—I—Hh! para [H|<r,

4a”'
por lo que

< <7

Como ya se sefal6, esto asegura que la sucesion (x,) es de Cauchy y si
u es su limite resulta

|od] = timla, | < 2, | < 4HA“ H w(h)|= o(|h]) pues [o(h)| = o(H))

También la sucesién (7,) en el espacio cociente es de Cauchy porque
1Tk =T, | < tex —u,]. ¥ 1 T €s su limite (El cociente es completo), resulta

T=tmT, = lim(T,_, — A" ($(xo +h+u, ) =T~ A7 (P(x, +h+u))

Por tanto A" (¢(x, +h+u))=0 y como 4~' es unisomorfismo resulta

P(xo +h+u)=0 yx,+h+uelV
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Si se pone x, =x,+h+u entonces |x,-x,—H=|u=0(H) De esta

manera queda demostrada la primera afirmacién

Para la segunda afirmacién supéngase quex, +k¥V Como
P(x, + k) —P(x,) = dg(x, )(k) + w(k)
donde |a(k)|=o(k]) y ¢(x, +k)=¢(x,) =0 entonces

dg(x, ) (k) = —a(k)

Sea TeX/T,(x,) tal que kT, entonces A(T)=df(x,)(k)=-w(k), por
tanto

T =-dA" (o(k), 7| < 47| Joti)]

Sea ucT tal que Ju<2|T|<2l4™'| |w(h)] Como u,keT, k-ueT,(x,)
por lo que sI se pone x=x, +k, k—u=h entonces

o + =] =[] = o((k]) = o(lx - x, ) =
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Extremos Condicionados
Planteamiento de los problemas de extremo condicionado.

Existe una ampha clase de problemas de extremo que se puede
enfrentar con el método de los multiplicadores de Lagrange [Vease por
ejemplo “Lagrange Functions” en la enciclopedia de Matematicas de Kluwert],
pero en este trabajo se considera uno en particular y que se puede formular en

los siguientes términos

Sean X,Y dos espacios de Banach reales y 4c X un abierto Sean
f:A> R y ¢:4—->Y funciones El problema consiste en determinar los
extremos de f si la vanable independiente x e 4 esta sujeta a la condici6n

#(x)=0 Por ejemplo en el caso de maximo el problema es de la forma

Determinar

supf(x) xe€A,

Sl

$(x)=0

Como se vera este problema puede resolverse, al menos teéncamente si
se iImponen a las funciones involucradas condiciones oportunas Dado que el

enfoque es el del célculo diferencial, estas condiciones se refieren a las clases

BIRLIOTECA
UNIVERSIDAD DE PANAMA
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de diferencialbilidad, y precisamente, para lograr condiciones necesanas se

supondra que
1 feC?®

2 Elespacionulode ¢, V = {x € A(¢(x) = 0} es una variedad regular, por lo

que g C® yparatodo xeV df(x):X =Y es suryectiva

El siguiente resultado proporciona las condiciones necesarias para la

existencia de extremos condicionados

Teorema (De Ljusternik O De Los Multiplicadores De Lagrange)

Sean X,Y dos espacios de Banach reales y 4c X un ablerto y
f:A—> R, ¢:A—>Y funciones que satisfacen las condiciones 1 y2 Sien
acV larestnicci6n de f a ¥V tiene un extremo relativo, entonces existe
A €Y’ tal que poniendo F(x) = f(x)—A(¢(x)), x € A resulta

dF(a) = df (a) - Md§(a)) = 0

Demostracion:

Sea heTl,(a) Yy df(a)h)=ceR Supongase que c#0 Por la
proposicion anterior, si £ € R con M suficientemente pequefo, al punto a+th
se le puede asociar un punto a+th+ueV con |u|=o(h) Como f es

diferenciable resulta

fla+th+u)— f(a) = df (a)(th+u)+ a(th+ u) = ct + df (a)(u) + o(th + u)
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Pero
|df (@) + @(th + )| <[df (@) [u]+|o(th+ )
y como ] = o(l)
@t +u) = o(th+u) = (k]
por esto si ¢ es suficientemente pequefio, los valores de la diferencia

f(a+th+u)- f(a), tendran el mismo signo del producto ct, lo que quiere decir

que tendran tanto valores positivos como valores negativos, lo que contradice

la hipbtesis que a sea un punto de minimo de la restniccionde f a VvV

Asi pues, para todo 4 € T, (a) resulta

df (a)(h) =0

Hecha esta observacion, si h,h, € T € X/T,(a) entonces h —h, € T,(a)

y esto quiere decrr que df(a)(h-h)=0, o lo que es lo mismo que
df (a)(h) =df (a)(h,) Esto permite definir una aplicacion a : X/7,(a) > R por
medio de la formula

a(T) = df (a)(h), TeX/T,(a), heT
Obviamente esta aplicacion es lineal y ademas

la(m)| =1f (@) <|df@)| [  VheT m
luego

la() <ldf (] Jr]
asi pues, a es continua Pero, con la notacién utilizada en la proposicion

anterior, A(T)=d¢(a)(h), porloque T = A"'(dé(a)(h)), por lo tanto
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df (a)(h) = a(T) = a(A™'(dp(a)(h)) VheT
y como las clases de equivalencia constituyen una particién de X, la ultima

igualdad vale en todo el espacio, es decir que
df (a) = a0 A 0d¢(a)
Sisepone A=a04”'y F(x)= f(x)-A(g(x)), xe A4 resulta

dF(a)=df(a)—-a0A' 0dg(a)=0 =
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Ejemplos y aplicaciones del Teorema de Lujsternik
1 Sean f,f,...., f, funciones reales definidas en un espacio de Banach X
declase ¢
Poniendo f=(f,....f,), sea a un punto de extremo de f, en el
conjunto
V={xeV|f(x)=0}
que se supone es una variedad regular (en a) En este caso, Y=R" y
(R"Y =R" Como los funcionales lineales de R" son de la forma
A&,...,E)=A& +---+ A4 &, para oportunos valores de 4,,...,4, € R, el Teorema

de Luyjsternik asegura que existen tales valores, llamados multiplicadores de

Lagrange, para los cuales
df(a)=) A,df,(a)
=1

Esto no es otra cosa que el Teorema clasico de Lagrange sobre
multiplicadores en los casos en que se da un numero finito de restricciones (a

valores reales)

La condicién que la vanedad V = {x eX | f(x)= 0} sea regular en a quiere
decir que los funcionales df,(a),...,df,(a) son linealmente independientes,

como estas funciones son de clase C” existe entonces una vecindad de « tal
que en todos sus puntos se cumple la condicion de regulandad

En efecto sea (4,,...,4,)#(0,...,0), entonces A df (a)+---+A,df,(a)#0
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Como la aplicacién x-»ZAjdf!(x) es continua, existe una vecindad
J=1

B(a,5) tal que para todo xe B(a,5) resulta Adf,(x)+---+A,df,(x)=0 y como
esto es clerto para todos los (4,,...,4,) #(0,...,0), los vectores df,(x),.. ,df,(x)
son linealmente independientes y la variedad es regular en todos los puntos de

B(a, )

St X=R", m>n, la condicién de regulandad en un punto equivale a
que el rango de la matnz jacobiana de f tenga rango m, y si esto se da en un
punto obviamente también se da en una vecindad del punto en cuestion

2 Sea X -—-{xe(C(') ([a.5]; R))" x(a)=x(b)} Sean F,,F,...,F, funciones de

[a.6]xR"xR" en R de clase C"y sea

b
£ = [Fx@,x@pd; =01k xeX

Supéngase que df,(x),...,df,(x) sean linealmente independientes para

cada xe X

Sean c,,...,c,€ Ry ¢: X — R* la funci6n definida poniendo

o) =(fi(x)—¢cps..., i (X)—c,); xeX

V ={xeX|g(x)=0}
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Pues bien si en x° e X la funcién £, /V tiene un mimmo local, entonces

existen 4,,...,4, € R tales que x° es un extremo local de

So— ljfj

M-

(El problema de minimizar f,/V se llama Problema isopenmétrico de

Lagrange )

Las condiciones que se dan aqui sobre los diferenciales de las
restricciones son distintas a las planteadas en el Teorema de Ljusternik, en
cuanto se postula la independencia lneal de los diferenciales de las
restncciones, pero como se muestra a continuacion, estas condiciones son

equivalentes

Proposicién. Sea X un espacio de Banach y A,,...,A, € X"linealmente

independientes, entonces la aplicacién A: X — R" definida
A®)=A(),. LA, (x)  xeX

es suryectiva

Demostracion: Sea N la interseccidn de los nucleos de las aplicaciones

A, 1=1,...,n, es decrr

N={xeX|A,(x)=0,1=],.. ,n}
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N es un subespacio cerrado de X El espacio cociente X /N es isomorfo

a A(X), y por tanto es de dimension finita m<n

Supéngase que m<n y sea I, =e¢ +N,...,T, =e, +N una base del
cociente, entonces los vectores A(7,),...,A(,) generan A(X) Por lo anteroi
la matnz de la transformacion A con respecto a la base escogida en el

cociente y la usual en R", o sea

A(e) .. Afe,)
: .. : 1

A, (e) - Ale,)

tiene rango m y sin pérdida de generalidad podemos suponer que las primeras

m filas son linealmente independientes y las restantes son combinaciones

lineales de éstas, asi

A,(ej)=z,1hAh(eJ), 1=m+\,...,n; j=1....m
h=1

De estas Igualdades se deduce que para todo x e X resulta
A, (0) = 2 A, (1) =, A, )(x)
=1 h=1
O sea que por gemplo, A,,, es combinacién lneal de A,:1=1,...,m
e

Portanto m=n y A es suryectiva =

'S1 Te X /N entonces A(x) = A(y) Vx,yeT, por esto A(T,)=A,(e,) ylamatrizes laque se
exhibe
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Observacion: Una consecuencia de la proposicion anterior es el siguiente

criterio “numérnico” de independencia lineal de funcionales lineales

Para que » funcionales lineales (continuos o no), A,,...,A,: X - R sean
inealmente independientes es necesano y suficiente que existan » puntos de
X, e,...,e, tales que

A(g) ... Ale)
det( : : D=0 .
\Al(el) I An(en)

Por supuesto, los e,,...,e, deben escogerse linealmente independientes

Interpretaciéon De Los Multiplicadores De Lagrange

Si en un punto aeV, la funcién f/V tene un extremo relativo y se

cumplen todas las condiciones del Teorema de Ljustemik, por estas mismas
condiciones los valores extremos en una vecindad de a dependen del valot

¢(x)=beY, enunavecindad de O en Y, en el sentido que, por ejemplo s
min f(x)=z" V, = {xe X|p(x)=b}

entonces z° es una funcion diferenciable de by
dz =4

donde 4’ es el correspondiente valor del multiplicador de Lagrange
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Asi en muchos problemas aplicados, las ztienen un significado de

ganancias o pérdidas, mientras que ¢ sefala una distribucion de recursos

asignados para generar estas pérdidas o ganancias El multiplicador es
entonces un factor de la variacién unitana de estas asignaciones Para este

comentario véase la “Enciclopaedia” de Kluwert ya citada

Condiciones Suficientes De Extremo Condicionado

Las condiciones planteadas en el Teorema de Ljusternik son condiciones
necesarnas para la existencia de un extremo condicionado y son de primer
orden, es decir involucran las primeras derivadas de las funciones
involucradas, tanto la funcidn objetivo como la funcidn que proporciona las
restncciones de la variable independiente  Como en el caso de las
funciones numéricas, pueden obtenerse
condiciones de segundo orden que aseguren que en un punto en el que se den
estas condiciones necesarias, se presente efectivamente el extremo, para esto
debe recurrirse a los diferenciales segundos En los casos de dimension
finita, estas condiciones se reducen a que el diferencial segundo de la funcién
de Lagrange sea una forma cuadratica definida, cuando se restringe al espacio
tangente a la restnccion en el punto de extremo [Véase por ejlemplo, el primer
volumen de la obra Fundamentals of Mathematical Analisis, de V | llyiny E
G Poznyak] Algo semejante ocurre en la situacidbn mas general que se

analiza en este trabajo
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Considérese como antes dos espacios de Banach reales, X,Y y en cada

uno de ellos dos normas, | ||' ol ||'Y dominadas por las normas originales de

los espacios, es decir, que para un C >0 resulta

En lo sucesivo se omitirdn los subindices X,Y en la medida que esta

[ <Cl, ., sCDll, veex.yer

X

omision no lleve a confusiones

Supéngase que las siguientes hipétesis se verifican

| f:X >R, ¢:X—>Y son de clase C*> en una vecindad U de ae X y
@ | @mb|<c | |k, |i*d@b)|<c|H[ k] para todo
hkeX con C,: €, constantes positivas,
(b) |@ £ ), k)~ @ f(@)(h, k)| < 7o (e - alp ] [

Y |d*p(x)h,k)—d’pa) k)| < m(lx~a]p A |k para todo x<U y para
todo hkeX, donde 7,7 R"—>R" son funciones localmente

acotadas con limte O a la derecha en el orgen, o sea

lim#,(t)=0,:=0,1
t—0*
I (@ Es X=ker(dg(a))®X, con X, un espacio de Banach y

1-1
dé@): X, —»Y, (b) déa)’ Y —>X, es continua con respecto a la
sury

topologia inducida por la norma || ||
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(St | ||' =|l|. las condiciones (a) y (b) de | y (b) de Il se deducen de las otras

hipétesis )
Subsiste entonces el siguiente Teorema

Teorema.

Sea ¢(a)=0 y se venfiquen las condiciones | y Il Sean §,>0y AeY’,

continua con respecto a la norma | |, tales que
(d1) df (a)-A(dg(a))=0
(d2) " f@)(h, by~ $(a)h, ) 2 6, | Vheker(dg(a))

Entonces f(a) es un minimo local de f/V; V ={xe X|p(x) =0}

Demostracién: Considérese la aplicacion @-ker(dg(a))® X, > Y definida de

la siguiente manera

h e ker(dg(a)), x, € X;, D(h,x)=¢(a+h+x,)

Como @(0,0)0=0 y la denvada parcial d ®0,0)=dg(a) es un
isomorfismo de X, en Y por el Teorema de la Funcion Implicita, existe una y
solo una h— x,(h) definida y continua en una vecindad del O de ker(dg(a)) tal

que ®(h,x,(h))=0 en dicha vecindad Pues bien

im 1L _
|
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En efecto Por la férmula de Taylor se tiene que

0=g(a+h+x,(h)-g(a)=dg(a)(h+x,(h)+ j(l —0)d’g(a+1(h+x,(h)(h+x,(h) dt 2
Dado que dg(a)(h)=0, teniendo en cuenta la (b) de |l y las condiciones

(a) y (b) de | resulta

I < K, |do@n+xm)| <K, [|d*d(a+e(h+x B+ x () |de

<K, (|n+x M| ), luego

@[ < K Qi+ = K Qal” + 2] 0 A + )

dividiendo esta tltima desigualdad por ||hl| se tiene lo siguiente

O ¢ g gof + 2] oy 222

| |

despejando el cociente resulta

) |
I |

A=k [) < k(h [+2x?)|

hora bien cuando |40, las condiciones sobre las normas ||,

aseguran que los dos términos dentro del paréntesis también tienen limite 0 y

por tanto

2 Se conviene que en el caso de una aplicacién bilineal, 8 , se denotard B(h, h) = ﬂ’(h)2
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iim L _
el

Considérese ahora la funcién de Lagrange F(x)= f(x)-A(¢(x)) Por las
condiciones dadas esta es una funcién de clase C?, tal que dF(a)=0 Porla

férmula de Taylor resulta

F(x)- F(a) = lj(1 _1)d*F(a+t(x—a))(x—a)’dt

= %sz(a)(x -a)’+ l.[(l —)[d*F(a+t(x—a))(x—a)’ —d*F(a)(x—a)*dt

Teniendo presente que d*F(x)=d’f(x)—A(d’¢(x)), que A es continua
con respecto a ambas normas Yy la condicién (b) de | se tiene que para una
funcién 77° R* - R*, convergente a cero a la derecha en el ongen resuita

[d*F(a+t(x—a)—d’F(a)l(x—a)* = -n(|x-a)||x- a"2

Multiplicando esta desigualdad por (1-¢) >0 e integrando se obtiene
1
F(x)-F(a)2 - d*F(a)(x-a)’ —%("x —ap|x—alf

Obsérvese que F(x)-F(a) = f(x)- f(a)— A($(x)—¢(a))
Si he ker(dg(a)) y es suficientemente pequefio resulta
f(a+h+x,(h)- f(a)=F(a+h+x(h)-F(a)

porque g(a+ h+x,(h)) =¢(a)=0, por tanto
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f@+h+ 5 (0)- £(@) 22 dF @+ 5y =L+ 5 (] P+ 5o

= %[d *F(a)(h)? +2dF (a)(h, x,(h)) + d°F (@), (W)Y 1-n [+ x )| o+ % ()|

Por la hipétesis (d2) d*F(a)(h)’ >4, ||h||2 , por otra parte

|@F(a)(h, 5, ()| <|d* £ (@)(h, x, (B))| +|A(* (@), %, ()|

Teniendo en cuenta las con{x,}diciones de continuidad expresadas por

la (a) de | lo mismo que la continuidad de 1 se puede concluir que para una

oportuna constante C resulta

|d*F(a)(h, x, ()| < C | |, )]

En definitiva

fla+h+x(m)-f(a)2 %60 Lz +§5o b * ~C | e G ~ml+ x|+ x|

W B> k@) h
=ﬂ_"_ [%_’_50 "xl( )", _C"xl( )" —ﬂ(||h+xl(h)")(1+"xl('2)", )]

L |7l

Como lim M

i —-=0, para h suficientemente pequenio resulta
= Al

fla+h+x(h)- f(a)> %50 I

Lo antenor implica que f(a) es un minimo relativo de f/V En efecto,

en caso contrario existiria una sucesion en X, {x,} tal quex, > a y para todo
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n,d(x,)=0, f(x,)-f(a)<0, pero x =a+h +x(h) a parir de un indice

oportuno, contradiciendo el ultimo acotamiento Asi el Teorema queda

demostrado m

Observaciéon: S1 X=R"y Y =R", como todas las normas en estos espacios
son equivalentes las condiciones | se deben cumplir para la norma escogida,
pero estas condiciones no son otra cosa que la continuidad de la segunda
derivada como forma bilineal y la continuidad de la transformaciéon que a los
puntos del dominio asigna la segunda diferencial En cuanto a las condiciones

Il, basta tomar X, = X /ker(d¢(a))

Una aplicacion del Teorema sobre condiciones
Suficientes de extremo condicionado

Las condiciones introducidas con anteriorndad al Teorema que establece
las condiciones suficientes de extremo condicionadas parecen un tanto
artificiales, en el siguiente ejemplo se puede apreciar que en muchos
problemas éstas tienen un caracter natural
Sea [a,b] un intervalo compacto de R y sean

= X=C([a,b];R")xC([a,b];R"),
= Y=C([a,b];R")
Con || se ndica la norma usual en C({a,5];R") y ||| denote la norma inducida

en este espacio cuando se le considera como subespacio de I*([a,b];R"), o

sea
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b 1
N ECICORIONG

a

Para todo x e C([a,5];R") resulta |x| <vb—a|x], o sea que se cumpie con la

condicion que exista C > 0 tal que | <C|x]

Sean F:RxR"xR" >R Yy g:RxR"xR" — R"dos aplicaciones de clase C’

Se llama control un elemento C([a,b];R’) y se indicara con u Los elementos

de C([a,5];R") se denotaran con la letra x

El problema en consideracién es el siguiente
Minimizar el funcional

b
fxu)= [Ft,x(@),u(t)ds
Con ueC([a,b];R") y xeC([a,b];R") tal que
x()=x,+ ’Jlg(z', x(7),u(z))dr (Sistema de control)

donde x, es un elemento determinado de R"

Supdngase que (x°,u°) satisface el sistema de control Para simpiificar las

notaciones gx—F(t) indique a gx—F(t,x°(t),u°(t))) y analogamente para
J J

OF (1,28 (1,28
o, ), o, ®. ou, )

Sea y =(y,,...,¥,) una solucion del problema de Cauchy

—w,'(r)=i§x—g(z)w,(t)+gx—F(r) .

J

v(@=0 1=12,...,n

? Este es un problema de Cauchy para un sistema de ecuaciones lineales no homogéneo con coeficientes
continuos y por lo tanto admite siempre soluciones, véase por ejemplo [Coddington and Levison Theory
of Ordinary Differential Equations, Tata Mcgraw-Hill, New Delhi, pigs 74-75]
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Pongase también
H(t,x,u)=Y v, (g, )+ F(t,x,u)
7=l
Las siguientes hipétesis garantzan el cumplimiento de las condiciones (d;) y
(d2) de la proposicién antenor

Hipétesis 1 gu—H(t, L@Ou°@)=0 Vie[ab];k=12...,r
k

0*H 0*H
St en lugar de t,x°(t),u°(r)) se pone
g axax( x (1),u (1) sep O

17y L)

(¢) y similares entonces
Hipétesis 2 Existe §, >0 tal que
I(Z

- 62H
h;{ o O, (DYu () )t =5, |u]

(t)x (0)x, () + 22 Z

]lkl _,

(t)x, O () +

Para todo (x,u)e X tal que

X(0) = i%(t)x, O+ Z%muk ©

x,(a)=0 1=12,...,n

(*)

Pues bien, si se cumplen estas dos hipétesis, el punto (x°,u°) es localmente
optimal, /o sea que existe ¢, > 0 tal que para toda solucion (x,u) del sistema de
control tal que

0<|x—x|+Ju-u’| <2, resulta

b b
[F e x@),u@) 2 [F(t, (0,4 0)

El sistema (*) puede escnbirse sintéticamente en la forma vectorial siguiente

X(1)= Z (t)x(t)+Z = (u(t) U

*

x(a) = 0
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Como se ha sefialado, se trata de ver que estas condiciones aseguran el
cumplimiento de las del teorema anterior
Ahora bien

df (£, )(x,u) = j(Z—(t)x (t)+z (t)uk(z))dt

a I‘l

Si
1
$(x,u)(1) = x(t) ~ %, - [8(s,%(s), u(s))ds
El diferencial de esta funcion es

A, "), u)(e) = x(0) - j(z B )% (s)+Z—(s)uk(s»ds

ply=g?;

El espacio nulo de esta transformacion, ker{d¢(x°,u°)}, es precisamente el

conjunto de los pares (x,u) que son soluciones del sistema (*)

Péngase X, =Y x{0}c X Todo (x,u)e X se puede escnbir de la forma
(x,u)=(X,u)+(x—X,0)

donde % es una solucion de la (*) Por otra parte si (x,u) € ker {dg(x",u’)} N X,

tiene que ser u=0 y como x es una solucién de la (*), también x(a)=0 y

x'=zl:§x—g(t)x, porlo que x=0y X =ker{dg(x",u’)} ® X, *
=

J
Considérese ahora la restriccion d¢(x°,u°)/ X, SI yeYla ecuacién de
Volterra

) =x(0) - jz % ()%, ()ds

aIl

ttenen una y solo una solucibn para cada yeY y por tanto

d¢(x°,u’)/ X,: X, > Y es unisomorfismo

Z, O
4 La tinica soluctén del sistema x' = Z'aTg(t )x, tal que x(a@)=0 es x =0
=Yy
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Por ofra parte si1 Ges el nicleo resolvente de la ecuacién de Volterra
considerada resulta

x(0) = ¥+ [Gt,0)y(x)dr

De esta ecuacién se deduce que |x| <C|y|

Todo lo anterior indica que se cumplen las condiciones preliminares del
teorema antenor

Condicién (d1) Sea AeY” el funcional definido por

M =-] Z v (O)x,(1)dt

a J=t

Donde v es la soluciéon de (*) Entonces

df (x° 1) (5,0) ~ AP u")) (%, 0) = I(Z—(t> (t)+Z—(t)uk(t»dt+

+ jzw OLx, @) - j(z-—{s)xk (s)+zﬁ(s)uh(s))ds]dt

Invirhiendo el orden de integraciéon, teniendo presente que w(a)=0 y

considerando (*)y la Hipétesis 1 se obtiene

df (x°,u°)(x, ) — dP(x°,u°) (x, 0) = j[Z(w,(t)+Z (t)wk(t»x 0+

a J=l

Z(Zgg*—(t)m 0) +—(t)u O)}dt =

=1 =1 O

Esto no es otra cosa que la condiciéon (d1) del Teorema
En cuanto a la condicién (dy) resulta

12, u°)(x,u)2—/1(d’¢(x° u*)(x,u)?) =
I[Z(Z g (t)w,(t)+ (t»x Ox, O+

a hLJ=l Il

P AYIEE i £ (t)w,(t)+

g=1 k=t Il

azg/
Z (; " (t)w,(t)+ (t»uh(t)u,,(t)ldt

(t))x O () +
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b,
Por la Hipétesis 2, esta variacion resulta > J, IZ[uk (1) dt para todos los pares

a k=1
(x,u) del nucleo ker {dg(x’,u°)}

Por otra parte si (x,u) € ker{dg(x’,4°)} entonces

0= i3 E o, (s)+ki=la%g:(s)uk ()lds

a J7l )

y por tanto, para una oportuna constante &, >0

Y15, OF <k (S5 OF + Xl (s

a J=I
Del Lema de Gronwall * se deduce que |x| <k, ||, para una constante k, >0
De esto se deduce finalmente que para todo (x,u) € ker{d¢(x°,u")}
d £ (2%, u®)(x, u)? - d2P(x",u®)x,u)? 2 Sy +[u|)

Cumpliéndose asi la segunda condicion del Teorema , lo que asegura que

efectivamente se tiene el minimo local en (x°,4°).

5 La versién del Lema de Gronwall invocada es la sigwente

“St f(O)< B+ Ia(s)f(s)ds, te [t,t + a] a > 0 entonces

ja(s)dw ! ja(u)du

fO<p@e  + [Bs)e
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