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RESUMEN

El presente trabajo conlleva al estudio de las familias de existencia y
unicidad de operadores lineales acotados como una herramienta para manejar
el problema abstracto de Cauchy, asi como algunas aplicaciones con
operadores diferenciales relacionados con familias de existencia.

Por razones técnicas, hemos dividido este trabajo en tres capitulos y un
apéndice.

En el primer capitulo se estudian las integrales de Riemann y las
transformadas de Laplace para funciones valuadas en un espacio de Banach,
asi como el teorema de acotamiento uniforme.

El segundo capitulo es una presentacion de las definiciones y propiedades
basicas de la nueva familia de existencia asi como su compafiera familia de
unicidad que incluye sus conexiones con el problema abstracto de Cauchy.

El tercer y ultimo capitulo se enfoca en el problema de cuando los
operadores diferenciales, asi como los operadores matriciales tienen familias
E, de existencia.

En el apéndice se presentan los espacios de Sobolev y los teoremas de
inmersidn, temas que son necesarios para el desarrollo del tercer capitulo.

SUMMARY

The present work bears to the study of the existence families and
uniqueness of bounded lineal operators as a tool to deal the abstract Cauchy
problem, as well as some applications with differential operators related with
existence families.

For technical reasons, we have divided this work in three chapters and an
appendix.

In the first chapter the Riemann integral are studied and those Laplace
transforms for functions valued in a space of Banach, as well as the uniform
boundedness theorem.

The second chapter is a presentation of the definitions and basic properties
of the new existence family as well as its partner uniqueness family that
includes its connections with the abstract problem of Cauchy.

The third and last chapter is focused in the problem of when
the differential operators, as well as the matrix operators E;, - existence

families.
In the appendix the spaces of Sobolev and the immersion theorems are
presented, topics that are necessary for the development of the third chapter.



INTRODUCCION



La teoria de ecuaciones diferenciales en espacios de Banach juega un
papel importante en Matemética. Un tema importante en esta teoria es el
problema de abstracto de Cauchy.

Durante la wltima década el estudio de algunas generalizaciones de los
semigrupos fuertemente continuos clasicos; tales como los semigrupos
integrados, los semigrupos regularizados y las familias de existencia de
operadores lineales acotados en X', han llamado mucho la atencién porque
estos nuevos tipos de familias de operadores equipan al Problema Abstracto
de Cauchy con sistemas de operadores para controlar los problemas bien y
mal puestos.

En este trabajo se presenta un sistema de operadores mas general, la

familia E, de existencia para un operador lineal 4, de operadores lineales

acotados de un espacio de Banach Y (puede ser diferente de X' ) en X como
una nueva herramienta por tratar cclm Problema Abstracto de Cauchy. Esta
idea es algo diferente de lo tradicional. Este nuevo sistema resulta ser mas
util (en algunos aspectos) que los conocidos de X a sf mismo. Como se vera
ésto produce un conjunto mas grande de datos iniciales para que las
soluciones existan y dan una buena estimacién de las soluciones.

Como una aplicacion se considerard una clase de operadores diferenciales

elipticos en L?(QQ) (1< p<wo) con coeficientes variables y la condicion



frontera de Dirichlet (0 Neumann). Se probard que estos operadores
tienen familias E, de existencia de L[*(Q) a L°(Q) (si p>2) para un

conveniente E,.



PRIMER CAPITULO



CONCEPTOS PRELIMINARES

En este capitulo, las integrales de Riemann para funciones valuadas en
espacios de Banach son definidas y desarrolladas. Ademds se presenta una

caracterizacion de las transformadas de Laplace para funciones continuas.

1.1 Integral de Riemann.

El  siguiente Teorema se usard en lo sucesivo para definir las

transformaciones lineales.

Teorema 1.1. (Teorema de Transformacion Lineal Acotada).
Suponga que Z es un espacio normado, X es un espacio de Banach, y

ScZ es un subespacio lineal, denso de Z. Si T:S—> X es una

transformacién lineal acotada (es decir que existe C <o tal que |Tz|<C|z]
para todo zeS), entonces T tiene una Unica extensiéon a un elemento

T € L(Z,X) Yy esta extension todavia satisface



”T z” <Clz| paratodoel zeS .

En lo que resta de esta seccion, sean [ a,b] un intervalo compacto fijoy X
un espacio de Banach. La colecciéon S =S([a,b], X ) de funciones de paso,
f:[a,b]—> X, consiste de todas las funciones f que pueden escribirse de la

forma
n-—1

(11) f(t) = xol[a,q](t) + lel(q,t“_l](t)’
i=1

donde #={a=t,<t <..<t,=b} es una particion de [a,b], 1, es la
funcidn caracteristica del conjunto B y x;€X. Para f como en la

ecuacion 1.1, sea

(12) I(N)=5¢a-t) < x.

Teorema 1.2. (Integral de Riemann).

La funcién lineal /:S —- X se extiende en forma unica a un operador
lineal continuo I de S (la clausura de las funciones de paso dentro de

I”([a,b],X)a X y este operador satisface,

(1.3) 7| < @-a)f]|, paratodo feS.



Ademss, C([a,0],X) ¢ § c I°([a,b],.X) ¥ f € S, que puede

computarse como
_ . n-1
(1.4) 1(f) =!}tl|§})Zf(C.”(t.+l ~t),
1=0
donde sw={a=t,<t <..<t,=b} denota una particion de [a,b],

| = max{lt —t: i=0,...,n—1} es el tamafio de la malla de 7 y ¢’

1+1

puede escogerse arbitrariamente dentro de [¢,,¢,,,].
Demostracion:
Tomando la norma de la Ecuacion (1.2) y usando la desigualdad

triangular se muestra que,

(1.5) ) < Z(t.+1 t) | < Z(tm t)|f]. < @G-,

i=0
La existencia de / que satisface la Ecuacion (1.3) es una consecuencia
del Teorema 1.1.

Para f € C([a,b),X), m={a=t,<t <..<t,=b} una particion de
[a,bl,y c' €[t,t,] parai=0, 1, 2,.., n—1,sea

n-1

VAGER{CHRRGED WICH RO}



n-1
Entonces I(f,)=)_ f(c7 )., —1,) para terminar la prueba de la ecuacién
1=0

(1.4) y que C([a,b],X) < S, es suficiente observar que |li|£‘fo" £, =0

porque f es uniformemente continua en [a,b]. O

Observaciones.

1.Para f € Sy a<a<f<b seescribe y denota I_(I[a,ﬂ]f) por

f f(tdt o j[a,ﬂ] f(nat.

2. Siguiendo la convencién usual, si a<a < f<b, sea

[[fwdt =Ty, 1) = - [ r@ar.

3. Si f, e Sy feS§ talque lim|f-f| =0, entonces para

=0. Esto

<«

as<a<f<b, entonces 1, zfs € S 'y limll, 5/ -1, 45/,

n—»c0

muestra 1j, ;) f € S siempreque f € S.

El préximo Lema contiene algunas de las muchas propiedades de la

integral de Riemann.
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Lema 1.1.
Para f € S([a,).X)y a, B, y € [a,b], la integral de Riemann

satisface:

1. “ ) ’ f(t)dt“w <(B-a)supflf()|:a<r< B}

2. [ fydr = f fo)dt + L’ f()dt.

3. La funcién G(¢) = ‘r f(r)dr escontinuaen[a,b].
4. Si Y es un espacio de Banach y T eL(X,Y), entonces

If € S([ablY) vy
T( [ f(t)dt) - [T @ya.
5.La funcién t — |f(¢)|, estaen S([a,b]R) y
|[r@a| < [lrofa.
6.5 f,g € S(ab],R) y f < g, entonces

j: fydr < j” g(t)dt .
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Teorema 1.3. (Teorema de Fubini).

Sean a, b, ¢, d € R y f(s,t) € X una funciéon continua de (s,?)

para s entre a y by ¢t entre ¢ y d. Entonces las aplicaciones
b d .
t—> I f(s,)dse X y s> I f(s,t)dt son continuas y

(1.6) j"[ [ f(s,t)ds:Idt - [ [ [ f(s,t)dt:Ids.

Demostracion:
Sin pérdida de generalidad se puede asumir que a<b y c<d. Por

continuidad uniforme de f,

Sup"f(s, )= f(8451)

c<t<d

|—-)O cuando s — s,

y porel Lema 1.1

jd f(s,0)dt— r f(sq,t)dt cuando s —> s,

mostrando la continuidad de s— Id f(s,t)dt. La otra aserciébn de

continuidad se demuestra similarmente.

Ahora sean

g={a=5,<5<..<s,=b} y m'={c=t,<t, <..<t,=d}
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las particiones de [a,b] y [c,d ] respectivamente. Para s € [a,b] sea s, =35,

si se (s,5,] y i<lys,=s,=a sise [s)s] Sedefine ¢,

4

analogamente para ¢ € [c,d]. Entonces

Lb[ f I (s, t)dt} ds= _Lb[ f f(s,t, )dt} ds+ j:e”, (s)ds

N I”[ ff (9 )dt}ds + 8+ j” €, (s)ds
donde

e, ) = [ S0t - [ f(s,1,)a8

5w = [ [t fGsot, )}dt} ds.
Por la continuidad uniforme de f y las estimaciones
d
sup]”e,,. (s)| < sup L |f(s,6)— f(s,8,.)| at
sela,b cstsd

< (d—C) Sup{ "f(S,t)—f(S,t,,.)":(S,I)EQ }

ol = [ [1rs.00= £G50ot, et s
<(b-a)c~d) sup ([ (s.0)~ F(s.1,)]:s.1) Q)

se concluye que
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b d b| pd
(L[ res,erde]ds = [ [ 5.0, | ds >0 cuando fa]+ [z 0.
Por simetria,
d b d b
[ Lrenas|a [] [t )dt|ds >0 cuando | +[z] 0.
Esto completa la prueba ya que

[[[ fGuta)ds = 3 766,8,Xs00 =50, -1)

0<i<m,0< j<n

d
c

= [ j” f(s,t)ds}dt.[l

1.2 El Teorema Fundamental de Calculo.

La préxima meta es mostrar el Teorema Fundamental de Calculo, es
decir que la integral de Riemann acta reciprocamente con la diferenciacion.
Antes de realizar esto son necesarias algin par de definiciones y resultados

basicos.

Definicion 1.1,

Sea (a,b) < R. Una funcién f: (a,b) — X es diferenciable en

te (a,b) si L = lim existe en X . El limite L, si este

h—0

fa+h)-f@
h
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existe, serdi denotado por f(f) o %[t—(t). También se dice que

f € C'((a,b),X) si f es continuamente diferenciable en todos los puntos

te (ab) y f e C'((ab)X).

Teorema 1.4.
Suponga que f: [a,b] = X es una funcion continua tal que f(f) existe
y es igual a cero para t € (a,b). Entonces f es constante.
Demostracion:
Sea £¢>0 y a € (a,b) dado. (Se permitira después que £30 y
a ¥ a)[1]. Por la definicién de derivada, para todo r € (a,b) existe o, tal
que
1.7 Jf@O- 1@ =fo-r@-f@)-o)| <el-7 si -1<g,.
Sea
(1.8) A={te[a,b): |f(t)- f(a)| < e(t—a)}
y el t, es el limite superior para A. La ecuaciéon 1.7 con 7 = a muestra que
t, > a yla continuidad simple de f en t, muestraque ?, € A4, esdecir
(1.9) |£)- £ (@) < &6t - ).

Supongamos que ¢, <b . Por las ecuaciones 1.7 y 1.9,

[1] La notacion ¢ | ¢ indica que los valores de € considerados tienden a cero de manera decreciente.
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|

< ["IF@ - ro) &

[ fde- [1@an-rom < | [ (- re)en

< he(h),
donde g(h)= maxte[t,t+h]"(f (t) - f(1))]. Combinando esto con un calculo

similar cuando 4 <0 se muestra que para todo # € R suficientemente

pequeiio,
[ o= [ e - 10 < Hleth),
donde ahora
e(h) = maxte[._,h,,up.ull(f( T)- f(t )XI .
Por la continuidad de f en ¢, £(h) > 0 y asi pues % _‘: f(7)dr existey
esiguala f(r).
Para 2, sea G(?) = _‘:F (t)dr — F(t). Entonces G es continua por el

Lema 1.1 y G(¢) =0 para todo ¢ € (a,b) por 1. Una aplicacién del Teorema

1.4 muestra que G es una constante y en particular G(b) = G(a), es decir
[Fyd: - Fb) = - F(a),

entonces
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LbF'(t)dt = F(b) — F(a). O

Corolario 1.1 (Desigualdad de Valor Medio).
Supongamos que f:[a,b]—> X es una funcién continua tal que f(f)
existe para t€ (a,b) y f se extiende a una funcién continua sobre [a,b].

Entonces
(1.10) lr®-r@l < [rofd < e-al,.
Demostracion:
Por el Teorema Fundamental de Calculo, f(b)~ f(a) = j” f@yde y

entonces por Lema 1.1,

fofas [

|7®) - £(a)] = ” j” f(t)dt“ < j" ldt < p-a)f]. 0

Definiciéon 1.2. (Integral de Riemann Generalizada).

Seaa e R 'y f:[a, +0]—> X continua, donde X es un espacio de

Banach, si existe,

. b
b1—1>[+noo L f(t)dt
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se dice que f es integrable en sentido generalizado en [a, + ] y el limite
anterior se llama integral generalizada de Riemann de f en [a, +®] y se

denota:

[* 7@ = lim jb ).

1.3 Caracterizaciones de la Transformada de Laplace.

Definicion 1.3.

Sea f € L*(0,»).Latransformada de Laplace F de f esta dada por

F(A)= j: e f@oydt  (A>0).

Widder caracteriz6 las funciones F'  que son transformadas de Laplace de

la siguiente forma: Una funcion F en (0,0) es la transformada de Laplace

de f € L”(0,%) siy sé6lo si F es infinitamente diferenciable y satisface

1.11 sup{‘l'}.”“F(”)(A)‘:}.>O, neNu{O}} < oo,
n!
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El resultado siguiente da una caracterizacion de las F' € C(0,%) que son

transformadas de Laplace de un elemento f en L*(0,o). Esta

caracterizacion involucra sélo la funcién original F', no sus derivadas de

orden superior.

Teorema 1.6.

Sea F e C(0,). Las aserciones siguientes son equivalentes:
1. F es la transformada de Laplace de algin f € L*(0,).

2. Existen V M, 4 >0 tales que |AF(4)| < M, casi en todas partes, y

Oj %e’"lF( R

casi en todas partes para A >0, para infinitos n € N.

3. Igual que (2), solo que las desigualdades se verifican para todo 4 >0 y

todos los » € N.

Demostracion.

(1 implica 3) Pongamos M =ess sup,.,

f(®)|. 21 Esta claro que

|AF(A)|<M para 2>0. Sea A>0 y n e N. Entonces

[2] Véase Apéndice, paginas 69 y 70.
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FAZ( 1)1 l e’ -_Mtf(t)dt

o0,
23 ‘ G-

J=1 (.] - 1)!

I r de™" " "M £(1)dt '

<M.

(3 implica 2) Obvio.

J-1 ;
(2 implica 1) Sea £, (¢) = ZE D 1)' e’ ?F(Jtz) Entonces la condicion dada

sobre F' implica que existe n, <n, <.. tal que (f,) es una sucesién
acotada en L”(0,0). Dado que L”(0,) es el dual del espacio separable

L'(0,), (f,) tiene una subsucesion ( f4,) Que converge segin la

topologia débil de f € L”(0,). En particular, para cada 41 >0,

lim j: e £, Odt =["e™ f(pyt.

)
R

(3}
R}

Por otro lado, como

. on
L 25

=1

etdt < o

e n

f]:l (J-Dts

e ds < o,

se tiene que



© - 0 (_1)1_l n N (Jn) -t
e dt = A s O dt
L Ja@e J‘0;(1‘—1)!6 e 1 )°
7-1
= Z( D r—F(l)e_b"‘ds
(Jj- 1)' 0 s \s
0 s s
= re'e"e w_ " F( An )du
n n+u n+u

o u A
= I Xinoy€ ' € " F( ke )du,
—© ’ n+u n+u

asi por el teorema de la convergencia dominada (usando la condicién

|AF(A)|< M casi en todas partes para A >0),

lim [ fiera= [ e e Fl)au = F(A).

Asi, F es latransformada de Laplace de f.O

En la prueba del teorema anterior, se usa la version siguiente del

o0
teorema de convergencia dominada: si L Zl g /l <o, entonces
J=1

J'ngj - ZIX g, -
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Corolario 1.2.

Sea F' una funcion continua sobre (0,) que satisface

sup |AF(A)| <

A>0

3 (_1)1—l n
su ——e"AF(jA)| < «©
A>0, rIxZN ;(j—l)! (A)

Entonces F es infinitamente diferenciable y puede extenderse a una

funcion analitica sobre el semiplano derecho {z e C: Rez > 0}.

1.4 Transformadas de Laplace de Funciones a Valores Vectoriales.

Dada f e L*((0,),E), donde E es un espacio de Banach, usando el

mismo argumento de la demostracion del Teorema 1.6, se tiene que la

transformada de Laplace F* de f satisface

00(_1).1—1 n .
P, AF(A ———e"AF(jA .
@) sphrol<e v s [$EVTerG) <o

Teorema 1.7.

Sea E un espacio de Banach y F € C((0,),E). Las siguientes

aserciones son equivalentes:
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1. Existe una funcién continua Lipschitziana «a:[0,0)—> E con a(0)=0
tal que:
FQA) = j: le ™ a(t)dt YA>0.
2. F satisface la condiciéon (P,).

3. F es infinitamente diferenciable y

sup{ ‘ir”ﬂ")(x) “ A>0,neNuU {o}} < .

Para f continua en L*((0,%),E), donde E es un espacio de Banach, se

obtiene la formula de la inversion siguiente.

Teorema 1.8.

Sea E un espacio de Banach. Sea f:(0,0) > E una funcién continua

acotada y F' su transformada de Laplace. Entonces

la convergencia es uniforme en los subconjuntos compactos de (0,), y

uniforme sobre acotados de (0,). Si f(0+) = 'lng f(t) existe, entonces

1) = (=" lim S PG,
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Demostracion:

Sea t>0 y n € N. Entonces

im 3 0 g I i - D nt —jnr
}'El;ggz_]—)l)'e nF(Jn) = !’1_1;2 J:) n;%l%l)!e e f(r)dr

_ent=r)

= lim J:o ne e f(r)dr

= lm [ et "f("’;'"jdu

.
I: e ‘—ue""f(t)du si 1>0,

= 4 J:o e e f(0+)du si t=0y

\ f(0+) existe,
donde la ultima igualdad se sigue del teorema de la convergencia dominada y
del la continuidad de f. Puesto que f es uniformemente continua sobre
[a,b] para 0<a<b<ow (sobre (0,b6] si f(0+) existe), la convergencia

cedida en la 1ltima igualdad es uniforme en [a,b] (sobre (0,6] si f(0+)

existe).[]

Observacion.
Usando la misma idea de la prueba anterior, se observa que la sucesion

(f,) construida en la demostracién del Teorema 1.6 converge a f para todo



25

t>0 si f escontinua. Sin embargo, no se puede considerar la convergencia

en t =0 para esta sucesion.

Teorema 1.9. (Teorema de Unicidad de Transformadas de Laplace)

Sea E un espacio de Banach. Sean f, g:(0,0)— E funciones
continuas acotadas y F, G sus respectivas transformadas de Laplace. Si
para todo A >0 setiene que F(4)=G(A), entonces f(t) = g(¢), Vt>0.
Demostracion.

Sea A>0, se probard que si (F—-G)(1)=0, entonces (f—g)t)=0,

Vt>0.

Utilizando el Teorema 1.8 a f —g, se obtiene que

F-)®) = im> Y e nFr_Gyjmy  viso,

me 5 (j-D!
pero como
(F-G)(jn)=0,
entonces
(f-g)) =0 Vt>0.
Por consiguiente

(@) = g@ Vt>0.0
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1.5 El Teorema de Acotamiento Uniforme.

El Teorema de Acotamiento Uniforme (o el Principio del Acotamiento
Uniforme) propuesto por S. Banach y H. Steinhaus (1927) es de gran
importancia. A lo largo del analisis hay muchos casos de resultados
relacionados con este teorema. El Teorema de Acotamiento Uniforme es

considerado como una de las piedras fundamentales del Analisis Funcional.

Teorema 1.10: (Banach — Steinhaus).

Sean X un espacio de Banach y Y un espacio normado. Sea / un
conjunto de indices y para cada iel sea T eL(X,Y). Las siguientes
afirmaciones son mutuamente excluyentes:

L. supfr|<e.
iel

2. Existe un sub-conjunto de X, denso en X, X, tal que para todo
x € X, resulta:

sup|7, (x)] = +<o.
iel

El teorema siguiente es una consecuencia directa del Teorema de

Banach — Steinhaus.
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Teorema 1.11:

Sean X', Y un espacio de Banach, (M, d) es un espacio métrico y para
cada yeM sea T(y) € L(X,Y). Supongamos que existe y, € M tal que

paratodo x € X existe lim 7(y)x.

Y=Y
Entonces existe §>0 y K>0 tales que para todo yeM con
d(y,y,) <90 se tiene que:
Ir(»)| < K.

Demostracion:

Supongamos, razonando por absurdo que no se cumple la tesis enunciada.

En este caso paracadan € N existe y, € M tal que:
. 1
) dy,,y5) <.

(ii) [7(r,)]> 7.
Por la hipétesis (ii) se tiene que
suA;l)“T (y,)] = +o.
Por el Teorema 1.10 (Banach — Steinhaus) existe X, c X denso tal que

paracada xe X,:

sup|T'(y, )x| = +o.
neN
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Por esto contradice la hipétesis de que lim 7'(y)x existe, pues y, = ¥,
y=ryy

por loque limT(y,)x =limT(y)x € X asipuesexisten >0 y K>0
n—»o yoy,

tales que

d(»,y,)<6 = |T(»)|sK.O

Observacion:
La existencia del limite de la sucesiéon {T'(y,)x} implica que la sucesion

es acotada.
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de Y en X; L(X,X) se abrevia como L(X). Para un operador

A, denotaremos D(A4) como el dominio de A, R(4A) como el rango

de 4, p(A4) como el conjunto resolvente de 4,y A° como el adjunto

de 4.

[D(A)] define el espacio normado D(A4) con la norma grafica

oy = el + 4>

, X € D(A).

Cuando C € L(Y,X), [R(C)] denota el espacio de Banach R(C) con la

norma

;Cy=x}.

||x"[R(C)] = mf{ "y

Seescribe Z L+ XsiZcXx y Z esta continuamente inmerso en X,

es decir, la inyeccion canénica, de Z a X, es continua. A| , S define como
Al,x = Ax , paratodo xe D(4],), con

D(4,) = {xeD(A)NZ; AxeZ}.

Observacion: 4|, denota laparte de 4 en Z.
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Definicion 2.1.

Una solucién de (PAC) es una funcion valuada en X', u(¢) continuamente
diferenciable en [0,+0) tal que u(f) € D(A) para todo ¢ >0 y tal que (PCA)

se satisface.

Definicion 2.2.

La clase de funciones LT,, — L(Y,X) se define de la siguiente manera:
G € LT, -L(Y,X) si existe a>0 y una aplicacion fuertemente

continua  H :[0,00) > L(Y,X) de orden O(e™) tal quepara A >a

G(A)y = L"’ e H(t)ydt, yeY,

con G():(a,©)—> L(Y,X).

2.2 Semigrupos de Operadores.

Definicion 2.3.

de

Sea X un espacio de Banach con norma ||. Una familia {E(r)},,,

operadores lineales acotados en X es llamado un semigrupo, si
1. E(0)=1I (operador identidad),

2. E(t+5)=E(t)E(s), Vs, t20.
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Definicion 2.4.
Un semigrupo {E(f)},,, es llamado fuertemente continuo, si

IimE(f)x=x VxelX.
10"

Un semigrupo fuertemente continuo es llamado un semigrupo regularizado.

Definicion 2.5.
Un semigrupo {E(f)},,, es no degenerativo si E(f)x=0, para todo >0,

implica que x=0.

Definicion 2.6.

El generador infinitesimal de un semigrupo {£(¢)},,, es el operador lineal
A definido por

Ax = lim ZO* =%

-0t t
y su dominio de definicion D(A4) es el espacio de todos los xe X para los

cuales este limite existe.
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Teorema 2.1.
Sea {E(?)},, un semigrupo que es fuertemente continuo para en un
espacio de Banach X que satisface (1., KerE(#)={0}. Entonces el

generador 4 de {E(?)},,, genera un semigrupo regularizado.

Lema 2.1.

El generador 4 de {E(t)},,, genera un semigrupo generalizado si y sélo si
existe una aplicacién inyectiva Ce L(X) la cual conmuta con todo E(?),

t >0, y satisface

imCcX={xeX: ImE(@f)x=x}.

1-0*

Definicion 2.7.

Un semigrupo {E(t)},, es llamado un semigrupo exponencialmente

acotado si existen constantes M >0 y o e R tal que

|E@)| < Me™, parat=0.

Una importante clase de semigrupos, relacionados a ecuaciones

diferenciales parciales de tipo parabdlico, comprende aquellos semigrupos
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{E(t)},., los cuales admiten una continuacion analitica a algin sector del

plano complejo que contiene los ejes reales positivos.

Definicion 2.8.

Un semigrupo {E(t)},,, es llamado analitico u holomorfico, si este puede
extenderse a una funcién analitica compleja £(z) para z en un sector en el

plano complejo que contiene los ejes reales positivos.

2.3 Teorema de Stone sobre Grupos Unitarios de un Parimetro.

El teorema de Stone sobre grupos unitarios de un parametro es un teorema
basico del analisis funcional el cual establece una correspondencia uno a uno
entre operadores autoadjuntos sobre un espacio de Hilbert H y familias de
un parametro de operadores unitarios

{U(t)}teR

las cuales son fuertemente continuas, es decir que

ImU@)¢ = U(t)S, VieR, feH

y son homomorfismos:

Ut +5) = UBU(s).
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Tales familias de un pardmetro son ordinariamente referidas como grupos
unitarios fuertemente continuos de un parametro. El teorema fue formulado y

demostrado por Marshall Stone en 1932. [3]

Teorema 2.2. (Stone).

Sea A un operador autoadjunto sobre un eapacio de Hilbert. Entonces
U@)=e" teR
es una familia fuertemente continua de un parametro de operadores unitarios.
El generador infinitesimal de {U(t)},.. es el operador i4. Esta aplicacién

es una correspondencia biyectiva.

Ejemplo 2.1.
La familia de operadores de traslacion
[r@okx) = o(x+0)
es un grupo unitario de un parametro de operadores unitarios; el generador

infinitesimal de esta familia es una extension del operador diferencial

definido sobre el espacio de funciones de valores complejos continuamente

diferenciables de soporte compacto sobre R. Asi

{3] Ver Stone’Theorem, Wikipedia.
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d

T(t) = e *.

2.4 Familias de Existencia y Unicidad.

Sea A como en (PAC). Sea E, € L(Y,X), y sea U, € L(X)

inyectiva.

Definicion 2.9.

1. La familia fuertemente continua de operadores {E(¢)},, < L(Y,X) es

llamada una familia E, de existencia para A, si paracada yeY,

>0, J:E(s)yds e D(4) y

@.1) A(J:E(s)yds) - E()y - E,y.
También se dice que A tiene una familia £, de existencia {E(¢)},.,-
2. La familia fuertemente continua de operadores {U(?)},,, < L(X) es

llamada una familia U, de unicidad para A4, si para todo x € D(4),

(2.2) jo U(s)Axds = U(®)x - Upx.
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También se dice que A tiene una familia U, de unicidad {U(?)},,,.

Definicion 2.10.

D, (A) es el subespacio de D(A4) que consiste de aquellos elementos x

para los cuales Ax € R(E,).

Teorema 2.2.

1. Si existe una familia E, de existencia {E(f)},,, para 4, entonces

(PAC) admite una solucién u(-) paratodo x € D, (4) que satisface:

). rx0

para cierta funcién positiva localmente acotada M (¢) sobre [0,0].

(2'3) ”u(t)"[o(,q)] < M (t)(”A"[R(EO)] + "xl

2. Si existe una familia U, de unicidad {U(?)},, para 4, entonces todas

las soluciones de (PAC) son unicas.
Demostracion:

1.Sea x € D, (4). Seaun y, € Y talque Ax= E;y,. Se definira,

para 120,
(2.4) ult) = x + jo E(s)y,ds .

Verifiquemos que u(?) satisface (PAC). Al derivar (2.4) se obtiene que:
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u'(t) = E@)y,,
ademas

Au(t) = A( x + EE(s)yods )
Aut) = Ax + A( I(:E(s)yods)
Au(®) = Ey, + E@®y, - Ey,

Au®) = E@y,.
Por consiguiente, «# definida por (2.4) satisface (PAC). Obsérvese que

|E@)| es localmente acotada sobre [0,o0], debido al Teorema 1.11. Asi (2.3)
se sigue de la arbitrariedad de y,.

2. Sea u una solucion de (PAC) con x=0. Si se despeja U(t)x de
(2.2) se obtiene

Ufx = Upx + jo U(s) Axds
y luego si cambia ¢ por ¢-s,
Uit-s)x = Upx + j:_sU(s)Axds

y derivando con respecto a s

gs-U(t—s)x = -U(t-s)Ax

Por lo tanto
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%U(t——s) = =U(-s)A.

Luego

LUE-s) = ~UG-)aus) + Ul-sps)

= 0 t>2s20.

Por otro lado

Uu()=U(t)u(0)=0 t20

y por consiguiente u(t) =0, debido a la inyectividad de U ;.0

El siguiente ejemplo muestra que la eleccion de un espacio de Banach Y

diferente de X produce un conjunto grande de datos iniciales.

Ejemplo 2.2.

Sea A el operador lineal en C,(R), definido por

(Af )(x) = xf (x), xe R
para toda

S eD(A)={f e Cy(R); xf(x)eCy(R)}.
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Entonces es ficil verificar que 4 tiene una familia £, de existencia
{E(t)},., de operadores en L(C,(R),C,(IR))y una familia U, de unicidad
{U(t)},,, de operadoresen L(C,(R)). Aquipara xe Ry 720, se tiene que
(EOf)x) = e e f(x),  feC,(R),
U@)= E(t)|C(R) ,
E, = E(0), U, =U(0).
Por el Teorema 2.3, se deduce que el (PAC) admite una unica solucién

siempre que el valor inicial este en
2
D, (4) ={f € Co(R); xe™ f(x) esacotadoenR }.
Ciertamente, {U(t)},,, es también una familia U, de existencia en

L(C,(R)) para 4. Pero hay que recordar que en este caso,

D, (4)= Uy(D(4)) ={f €C,(R); xe” f(x) € Co(R) }.

Lema 2.2.
Sean 4, h, € C([0,:0] X) con |(f)] < ke (kuna constante, >0,
i =1,2)para algin w>0. Sea A4 un operador cerrado en X tal que

paratodo 4 >w, j:e‘“h,(t)dt € D(A) y
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A Iowe'“lq(t)dt = Iome‘“h2(t)dt.
Entonces paratodo t >0, A (t) € D(A) y Ah(t)=h,(1).

Demostracion:
Es una consecuencia directa del Teorema de Unicidad de Transformadas

de Laplace (Teorema 1.9) y del hecho de que el operador 4 es cerrado.l]

Ahora, se caracterizaran las familias E, de existencia O(e™) en lenguaje

de transformadas de Laplace.

Teorema 2.4.
Sea we R y sea {E(t)},, una familia de operadores fuertemente
continuas en L(Y, X) tal que
|E@| < ke*, t=0, k una constante.

Supongamos que A4 es cerrado, y A— A4 es inyectiva para A >a ( para

algin a > max(w,0)). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
a. {E(t)},,, es una familia E, de existencia para 4.

b. R(E,)cR(A—-A4) para A>a Yy

(\-A'Ey = j:e-“E(z)ydt, ye¥Y , A > a.
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Demostracion:

Primeramente supongamos que {E(f)},, es una familia E, de

existencia para A y por lo tanto se verifica (2.1):
A( IOE(s)yds ) = E@)y - Ey.
Luego de (2.1) se despejara E,y

Ey = E@y - A( I;E(S)de)

y multiplicando por e * obtenemos

¢*Ey = eVE(y - e-“A( I;E(s)yds),

pero como A es lineal

e“Ey = e E{t)y - A(e-“ L:E(s)yds )
Para A>a,
[P e Eyar = [T e E@ya - A( [ e [ E(s)yas )dt

pero como

(2.5) IO eVE,ydt = Eoyj0 e™dt
- 1 up o
= "Ke Eoyl

1

= IEOy’

entonces
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(2.6) % w = | eME@ydr - A( [~ e J.(:E(s)ya’s )dz.

0

Se calculara I: e I;E(s) ydsdt mediante integracién por partes. Para

ello, tomemos

!
u= IOE(s)yds y dv=edt,
luego
1 4
du = E(t)ydt y v=—ze .
Asi
a0 _ ) 1 t ® 001 _
jo e™ IOE(s)ydsdt = —Ie“ IOE(s)ydslo + jo e “E(t)yds .

Debidoa |E(7)| < ke*, t=0, k una constante, entonces
_%e-“ [[E@yasl; - o,
ya que
e fmemal < ([ieoh)p(-3<)
< K I;e"‘ds(— —;:e'“)
e 1

_ k|| y“e'“ (e” -1)
Aw

IA
N
|
| —
]
&

IA
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Luego
® t 1 ¢= _
2.7 jo e™ joE(s)ydsdt = 5 jo e ME(t)ydt.

De (2.6) y (2.7) se observa que

1 o _ 1= _
x Y = jo eE(t)ydt - A(Ijoe”E(t)ydt).

Como A es un operador lineal,

1 ©  _ 1 © _
By = Io eME(t)ydt - IA( Ioa“E(t)ydt).

Al multiplicar toda la expresion por A
Ey = A[ e E@ydt - 4 ( [ e™ By )
y factorizando se obtiene que
Ey = (A- A)j: e ME(t)ydt
y por lo tanto
(A-4)Y'Ey = [ e™E@ydt.

Reciprocamente supongamos que R(E,)c R(A—- A4) para A>a y

que
A-A'E,y = j:e'“E(t)ydt, yeY , A > a.

Asi por (2.7), se observa que
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Ah-A)Ey = Af e L:E(s)ydsdt
luego,
N'A-A)Ey = [ e* [ B(s)ydsat

y multiplicando por 4 vemos que

(2.8) N'AM-AEy = Af e [ E(s)ydsdt .
Ademas
FAA-A)'Ey = -1T'Ey + (A-4A)Ey,
ya que
- _ E )y E y
“I'Ey + (A-A'Ey = - + —=
oY (A-A)"E,y 1 T4
B —AE,y+ AE y+AE )y
A(A— A)
_ AE,y
M- A)
= I'A(A-A)'E,y.
Pero como
N'Ey = I: e ME,ydt
y
M-A)'Ey = [ eME@)yd,

se tiene que
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N'AM-A)'Ey = - j: eME,ydt + j:e-“E(t)ydt,
y por lo tanto
(2.9) N'AQL-A)'Ey = j: e™(E(t)y - E,y)dt.

Asi de (2.8) y (2.9) se obtiene que:

A I:e'“ J-O'E(s)ydsdt = I: e (E(t)y - E,y)dt

y se deduce en virtud del Lema 2.2, que para todo ¢>0, yeY,

[[EGs)yds € D(4) y (2.1) se verificall

Teorema 2.5.

Si (a) o (b) del Teorema 2.4 se verifican, entonces para cada x e D, (4),

(PAC) admite una unica solucion exponencialmente acotada u(z) tal que
[l < kM(t)(”x" + Al )» #20, ¥ una constante

donde

e™ 0 o w20

M) =
t si w=0

y si x€R(E,), ademas

(2.10) @] < k", 20
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Demostracion:
Inmediatamente por el Teorema 2.3, asi como su prueba, se muestran los

resultados requeridos, excepto la estimacion (2.10).

Sea A > max(w,t). Al multiplicar (2.4) por e

eMu(t) = eMx + I(: e™E(s)y,ds,
luego tomando transformadas de Laplace

I:e'”u(t)dt

I:e'”xdt + I:e M I(: E(s)y dsdt

- A'x o+ j:e“jo E(s)y, dsdt.

Calculando mediante integracion por partes, como en el Teorema 2.4 se

verifica que
[Tex I(:E(s)yodsdt = X [TeME()y,dt.
Asi
jo‘”e Muydt = N'x o+ A7 jO”e-“E(s)yods.
Pero del Teorema 2.4 , se sabe que
(A-A)'E)y = I:e'”E(t)ydt, yeY , A > a,
y por consiguente

2.11) [Terumar = 2'x + N'O-A)7E,y,.



49
Obsérvese que E;y, = Ax y por lo tanto

I:e Mudt = N'x + XN'(A-A)'4x

Cuando x e R(E,), si setomaun y, €Y tal que E, y, = x, entonces por
el Teorema 2.4 para A > a,
(h-A)'x = (A—A)'Ey = J‘:e‘“E(t)yldt.

Por consiguiente, de (2.11) y el Teorema de Unicidad para Transformadas

de Laplace (Teorema 1.9), se tiene que u(f) = E(t)y,. Ahora (2.6) se sigue de

la arbitrariedad de y, .0

El préximo teorema es una caracterizacion de una familia U, de unicidad

O(e™) para A en términos de transformadas de Laplace.
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Teorema 2.6.

Sea {U(t)},., una familia fuertemente continua de operadores en L(X)

tal que
[U@®| < k™ , k unaconstante, >0 paraalgin w>0.

Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
a. {U(#)},, es una familia U, de unicidad para 4.
b.Para A>w,

Ux = j:" e *U(t)A— A)xdt, xeD(A).

Demostracion:

Sea {U(?)},, una familia U, de unicidad para 4. Luego se verifica

(2.2). Si se multiplica (2.2) por e™* se obtiene que

e“j(:U(s)Axds = eMU(@)x - eMUpx.
Para 4>0,
© Y t _ ® Y _ ) Y
jo e IOU(s)Axdsdt = jo e MU (f)xdt jo e MU, xdt
pero como
IO e MUyxdt = onjo e ™Mdt
_ 1 o
= —xe onlo
1
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entonces

© 1
|7 eMu@xar - U

o N !
[ e™ ] Uls)axdsar
Ahora se multiplicara toda la expresion por A
A jo e IOU(s)Axdsdt = A jo eMUxdt - Upx
y al despejar U,x se obtiene que

_ © oy o _ !
212) Upx = [~ e™U@hsdt - [~ he™ [ U(s)Axdsdr.

Calculemos Iow Ae ™ L:U (s)Axdsdt mediante integracion por partes. Para
ello se tomara
u= | O'U(s)Axds y  dv=AeMdr,
luego

du =U(t)Axdt y v=—e*.

Por lo tanto
Io re ™ IOU(S)Adedt = —eM j-oU(S)A‘xds o+ j'o e_“U(t)Axdt.
Debidoa |[U(f)| < ke, t>0, k unaconstante, entonces
—e* [ U@)axdsl; > 0

ya que
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A J: e*UMx-Ux)dt = A I:e'“U (O)xdt - Upyx.
Ademas
Ux = j: e *U(t)(A - A)xdt.
Luego
A f :e'“ (U@x-Upx)dt =A | :e"“U(t)xdt - O”e-“U(t)(x — A)xdt
= : e U(t)xdt -1 | : eU(t)xdt + | : e ™MU(f) Axdt
= [ e U(t) Axat.
Esto, junto con (2.13), da por resultado
MeMU@Ox-Uxdt = | " e™ | (:U(s)Axdsdt

y por el Teorema de Unicidad para Transformadas de Laplace (Teorema 1.9)

se observa que (2.2) se satisface y por ende {U(t)},,, es una familia U, de

unicidad para 4.0

Observacién:
Cuando X =Y, E, es inyectiva y E,Ac AE,, es evidente que
{E(t)},,, en el Teorema 2.4 es también una familia E, de unicidad

exponencialmente acotada para 4.
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Observacion:

Del Ejemplo 2.2, se observa el buen comportamiento de D, (4). Sélo se
dara énfasis en esto cuando X =Y hace que D(A) tenga sentido. Ahora,
aclararemos la relacion entre D, (4) y E,D(4) enelcaso X =Y. No es
dificil de ver que

E,D(4) < D, (4) NR(E,),
mientras la inclusion opuesta es verdadera si y sélo si
{x; AE,x € R(E,)} = D(A); es decir que
(2.14) E,D(A4) = D, (4)

si A es una aplicacion uno a uno de D(A) sobre X .

Los siguientes dos simples contraejemplos indican que la igualdad (2.14)

puede fallar si 4 no es injectiva o suryectiva.

Ejemplo 2.3:
Sean X un espacio de Banach de dimensién infinita, y A, cualquier

operador lineal en X, suryectivo pero no inyectivo. Sea E,=0 en X.

Entonces

E,Ac AE,, E,D(4)={0},
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D, (4) ={xe X; Ax=0}={0}.

Ejemplo 2.4:
Sea X =/> el conjunto de todas las sucesiones u={u,} _, de

numeros complejos con

© 2
[ndl = 2lal < oo
m—1

Sean A, E, los operadores definidos por
Afu } = {i }, paratoda {ut}ex,
Eo {um} = {ﬁm}’ pa‘ra tOda {um} € X’

u, = 0 y

5 o= uw = 2 sl m es par
u, sim=2i+l (=1, 2, ..).

Obsérvese que

A{um} = {ﬁm} = {u,,0,u2,0,u3,0,u4,0,...}, para toda {um} eX,

Efut = {u,} = {0,0,4,,0,u,,0,4,,0,..}, paratoda fu,}ex.

Claramente A4, E, € L(X), A es inyectiva pero no suryectiva. Ademas
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E,A= AE, = {0,0,0,0,4,,0,0,4,,0,0,4,,0,0,...}

D, (4 ={{v,}eX; v =0},

E,D(A) = {{v,} € X; v,=v, =0 paracualquier m par}.

2.5 Un Teorema de Interpolacion Para las Familias de Existencia.

Teorema 2.7.

Sea E, € L(Y,X), Ce L(X,Z), € R,y A un operador lineal en X tal
que (a,0) c p(A) para algin a > max(®,0). Supongamos que A tiene una
familia E, de existencia O(e”') de operadores en L(Y,X). Si CAc AC y
Z |, X, entonces AI , bosee una familia CE, de existencia O(e”’) de

operadores en L(Y,Z).

Demostracion:
Denotemos por E(-):[0,0) > L(Y,X) la familia E, de existencia

para 4. Entonces por el Teorema 2.4 se tiene que

E@y|, < ke"|y|,, * una constante, >0, ye¥,

(-A)'Ey = j:e-“E(t)ydt, ye¥ , A > a.
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Por consiguiente

ICE®A, < HEDA, < ke"|H

yeY,t2>0,

Y’

(2.15) A>C(A-A'E, eLT, -L(Y,Z).
Paracada A>a, xe X, se escribe z,, =(4-4)"'Cx. Entonces
z2,,=C(A-A)"'xeR(C)cZ
y por consiguiente
Az, =(A-A)z, , + 2z, , =—Cx+2z; €Z.
Dedonde z,, € D(A| ,)> 1o que implica que
R(C)c R(A-4|,) paratodo A>a.
Asi
(A-A4|,)"'CEy =(A-4)"'CE, =C(A- 4)'E,y, A>a.
Esto combinado con (2.15) muestra que
A—>(A-4,)'CE,eLT,-L(Y,Z).

Esto acaba la prueba por el Teorema 2.4.0]
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OPERADORES DIFERENCIALES RELACIONADOS A FAMILIAS
DE EXISTENCIA.

Sea Q un conjunto abierto acotado en el espacio euclideano n-

dimensional R" con frontera 0Q2. Sea a,, 1<i,j<n funciones a valores
reales que pertenecen a [4] tal que a, =a, y la condicion del elipticidad

siguiente es satisfecha

c||77,|2 < zn:au )7, < c2| n |2, n €C", casi en todas partes en Q,

1,7=1

para algunos c,, ¢, > 0. Sea

la forma cuadritica simétrica no negativa a de H,(Q)x H,(Q)
(respectivamente H'(Q)xH'(Q)) a €. La forma corresponde a las

condiciones de frontera de Dirichlet (respectivamente condiciones de frontera

de Neumann). Se asumira que 9Q es de clase C' cuando la condicién de

[4] Los espacios W,lcz (Q) y similares se consideran en el apéndice.
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Neumann esta involucrada. A, denota el operador autoadjunto asociado y

ositivo en L*(Q). Es conocido que
p q

nf1l 1
(3.1 D(A22£2 ”)]CL”(Q), 2<p<w,
Sean
4, = 4| p 2<p<oo,
Y
9

4, 4, 1<g<2, p

q

g 1

Entonces para 1<p<o, —4, es el generador de un semigrupo

holomérfico T(-) de angulo % sobre L* (Q).

Teorema 3.1.
Sea pe[2,0). Entonces cada uno de los +i4, tiene una familia de

existencia (u+4,)" uniformemente acotada de operadores

L(I*(Q),L7(Q)) paratodo r > g[% — l) donde u € p(—-4,).
p

Demostracion:

Claramente, se tiene que
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(3.2) A—(Atid,)) " e LT, - L(L*(Q)),
dado que i4, genera un grupo fuertemente continuo de operadores unitarios

en L*(Q) por el Teorema de Stone (Teorema 2.2). Se observa que

R((u+ 4,)7) = D((u+4,))

C%gMJ

c L°(Q)

por (3.1). Se sigue que (i + A4,) " es un operador cerrado de L*(Q) a L?(Q)

notando que
(1+4)" € LI’ (Q)
y
(3.3) Q) —r@).
Asi
(3.4) (u+4,)" € LUIAQ),L(Q))

por el Teorema del Grafo Cerrado. Por lo tanto, combinando (3.2) — (3.4)

y aplicando el Teorema 2.7 lleva al resultado deseado. La prueba esta

completa.[]
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Observacion:
La version del Teorema de Grafo Cerrado utilizada en el Teorema 3.1 es la
siguiente: “Sean E y F espacios de Banach y sea T: E — F un operador

cerrado. Entonces T es continuo”.

Corolario 3.1

Sea 1<p<o. Entonces cada uno de +i4, genera un semigrupo

regularizado uniformemente acotado (w+4,)”" sobre L?(Q2) para todo

r>" b , donde w es bastante grande
212 p
|T,@)| < k™.
Demostracion:

Esta es una consecuencia facil del Teorema 3.1 para el caso 2 < p <o,
observando que

(w+4,)"

. —-r
. (w+4,)".

Sea ahora 1 < p <2. Entonces
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cada *i4, genera un semigrupo regularizado uniformemente acotado en

L'(QQ) por la justificacion precedente. Segin esto, una apelaciéon al

Teorema de la Generacion de Semigrupos Regularizados completa la

demostracion. [J

Ejemplo 3.1

Asumamos que Q c R’ es un conjunto abierto y acotado. Sea

ou(tx) _ iAu(t,x) en [0,00)xQ,
ot
(3.5) u(0,x)=u,(x) en Q,

u(t,x)=0 en [0,00)x0Q
el problema de valor inicial y de frontera para la ecuacién de Schrédinger en
el espacio L°(Q).
Aplicando el Teorema 3.1 para p—6 y 4, ——A con la condicién limite

de Dirichlet, se obtiene que ese i4, tiene una familia de existencia

1
(u+ A4,) * uniformemente acotada (i € p(—4,)), yaque

3(1_1)_1
22 6) 2°
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Por otro lado, el Corolario 3.1 indica que i4, tiene una familia de

unicidad (g, + 4) 12 (4, bastante grande). Sea E, = (u+4,)?%. Se
tomara [R(E,)] = H(Q). Mas atn, no es dificil ver
D(4,) > H*(Q) N H ().
Note el que R(E,)cL’(Q) por (3.1, lo que implica que
D, (4,)=Dg, (4s). Por consiguiente, se concluye por el Teorema 2.5 que
para cualquier p,e H}(Q)c L°(Q2), el problema de valor inicial acotado

(3.5) admite una Unica solucién u € C'([0,), L°(Q)) que satisface
(3.6) 2z @ < ks, ||[ wey K unaconstante

< foso]

H(@)"

Observacion.
En el ejemplo anterior, i4, también es el generador de un semigrupo

1
regularizado uniformemente acotado (g, + 4;) 2 (4, bastante grande) en

vista del Corolario 3.1. Todavia el conjunto de datos iniciales dados por el

1
semigrupo regularizado es (y, + 4;) > D(4;), el cual es mas pequefio que
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Dy, (4s). Mas alin la estimacion 3.6 es buena, tal que esta dada por los

semigrupos regularizados

bl 60y < Ko, 16> k una constante.

Ejemplo 3.2.
Asumamos que Q es de clase C*. A define el Laplaciano en L*(Q),
. . . . 2, 1,
1< p<o. Es bien conocido que A, con dominio W7 (Q)NW -7 (Q) es el
generador de un semigrupo fuertemente continuo. Sea p € [2,»),
g e (,p] y sea B un operador diferencial de segundo orden con

coeficientes en Cz(ﬁ). Sea

A, B
‘/4 { ! J)
0 A,

el operador matriz en L7(Q)x L?(Q) con dominio
D( A )= W @NW (@) > ( QN W} ().
Esta claro que .4 es cerrado. Ademas se obtiene, en vista del Teorema
3.1 y el siguiente teorema, que .4 posee una familia de existencia

exponencialmente acotada
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I 0
0 (I A,) )

de operadores en L(L” (Q)x L} (Q), L1 (Q)x L? (Q)).

Teorema 3.2
Asumamos que A es un operador lineal en X tal que 4 A es injectiva
para A>a (para algin a>0), y que B es un operador cerrado con

D(B)> D(A4). Supongamos que G es el generador de un semigrupo
fuertemente continuo. 7() en Z,y que A tiene una familia de E,
existencia exponencialmente acotada de operadores en L(Y,X). Sea

o € p(A). Entonces el operador matriz en el espacio Z x X
G B
A= )
0 4

D( A):- D(G)xD(4),

con

posee una familia existencia C de operadores W(-) en L(ZxY,ZxX).

PO
C:= ,
0 (- A)'E,

Agui
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y
T(¢) [Tt s)Blw— 4)" E(s)ds
W)= 0 , t>0.
0 (w A)7E()
Demostracion:

Por hipotesis, se tiene que para 4 grande bastante
A-G)'z- J-:e‘“T(t)zdt , z€Z,
A-A)E,y= IO eME()ydt, yeV,
y B(w—A)" € L(X,Z). Asipara A bastante grande,
J-:e “( J:T(t $)B(w — A)™ E(s)yds )dt =(A G)'Blo-A)"E,y, ye?Y.

Por consiguiente, se consigue que para ze€ Z, yeY y para A bastante

grande,

w M Z a & A-G)'B(., A (0-A)'E,|(,
[Te W(t)( )dt— ( j
° y 0 (A=A (@ A)'E, y

=(A-4)"C.

Por lo tanto, usando el Teorema 3.1 y notando la cerradura de A4 se

verifica el resultado deseado.(]
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I. LOS ESPACIOS DE SOBOLEV

Un espacio de Sobolev Wp‘(Q) es un espacio de funciones

f=f(x)=f(x,, ...,x,) sobre un conjunto Q c R" (usualmente acotado)
tal que la p-ésima potencia del valor absoluto de f y de sus derivadas
generalizadas de incluso el orden ¢ son integrables. (1< p <o0).

La norma de una funcion f € W,f (QY) esta dada por
(1) Hf“W,ﬁ(Q) =';ﬂ ”f(k)"Lp(Q)’

donde

es la derivada parcial generalizada de f de orden |k| = Zk ;Y
J=1

[, w=([Jelaf  a<psw)

Cuando p oo, esta norma es igual al supremo esencial:
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”¢”LP(Q) =ess i‘:gl¢(x)l (p—),
es decir, al mas grande limite del conjunto de todos los 4 € R" para los
cuales A< |¢(x)| sobre un conjunto de medida cero.

El espacio W: (Q) fue introducido como una aplicacion a la teoria de

problemas de valor en la frontera por S. L. Sobolev.

W,f (Q) es un espacio de Banach. W,f (Q) es considerado en conjuncidn
con el subespacio lineal W:C(Q) que consiste de las funciones que tienen
derivadas parciales de orden / uniformemente continuas sobre Q. W:c Q)
tiene ventajas sobre W: (Q), aunque este no es cerrado en la métrica de
W,f (Q) y no es un espacio completo. Sin embargo, para una clase grande de
dominios (aquellos con una frontera Lipschitziana) el espacio W:C(Q) es
denso en W, (Q) para todo p, 1< p <, es decir, para tales dominios el

espacio W,f () adquiere una nueva propiedad en adicion a la completacion,
en que cada funcion que pertenece a él puede aproximarse arbitrariamente
bien en la métrica de W,f (Q) por funciones de W:C Q).

Algunas veces es conveniente reemplazar la expresion (1) para la norma

de f € W,(Q) por la siguiente:
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IP
, 1< p<oo.

@ Ul ( i) f<k>(x)|pdxj

La norma (2) es equivalente a la norma (1),

al=<fl <l

donde ¢,, ¢, >0 no dependen de f. Cuando p=2, (2) es una norma de

Hilbert, este hecho se usa ampliamente en las aplicaciones.

La frontera I' de un dominio acotado 2 se dice Lipschitziana si para cada

x° eTexiste un sistema de coordenadas rectangular ¢=(¢,,...,£,) con

origen x°, de modo que el cubo

A={&: ¢ |<6, j-1,....m

es tal que la interseccion I'[1 A esta descrita por una funcién &, — @(£7), con
{

5’: (gl""’gn—l) € A= {|§,| <0, Jj— 1,---,’1—1} )
la cual se satisface sobre A" (la proyeccion de A sobre el plano £, —0) la

condicion Lipschitziana

&) -0(&) < MG -8, &.6en

n-1
donde la constante M no depende de los puntos &,, &,y lflz = Zg”f .
J=1
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Para un dominio con una frontera Lipschitziana, (1) es equivalente a lo

siguiente:

"fnw,‘;’(n) = “fIILp(Q) +nflllw,§(9)’

donde

g =2 17,00

Las clases W; Q) y W: (Q2) pueden ser generalizadas al caso de

fracciones ¢, o vectores 1-(¢,,...,£,) con componentes fraccionarios ¢ )

El espacio W : (Q) puede también ser definido para enteros no negativos

£. Estos elementos son usualmente funciones generalizadas, es decir,

funcionales lineales (f,#) sobre funciones infinitamente diferenciables ¢
con un soporte compacto en ).

Por definicion, una funcion generalizada f pertenece a la clase W ()

(=1, 2,..) si
£l = SUP(S-9)

es finito, donde el supremo es tomado sobre todas las funciones ¢ € Wq” (Q),

con norma a lo sumo uno (l+ ! IJ. Las funciones fe W, ‘(Q) forman
P 9

el espacio adjunto del espacio de Banach W, (Q).
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II. TEOREMAS DE INMERSION

Los teoremas acerca de un tipo de problemas involucrados en el estudio de
desigualdades entre las normas de una misma funcién en clases diferentes
(espacios normados). Uno esta normalmente interesado con dos clases M y

M, donde M esunapartede M, (M c M,), tal que la desigualdad
I, < €I,

se satisface para todo feM, donde C es una constante la cual es
independiente de f, y |{,, | w Son las normas de M y M,
respectivamente. Bajo esas condiciones uno habla de una inmersion de M en
M, o uno dice que M esta inmerso en M, y escribimos M — M,.

Para el caso Q=R": Sil<m<n, l<p<g<wo, 0<k-Il n/p+mlq,
la siguiente inmersion es valida:
M) W, (R)—> WHR™,

donde [k] es la parte entera de k.
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Si m<n, esto significa que una funciéon f € W,f (R™ tiene una traza
sobre cualquier hiperplano R™ de dimension m,

flem =0 € WHR™

”f "WJ"](R’") < C”f ”Wpt(R")
donde C no depende de f.

Una funcion f definida sobre R" tiene una traza en R™, donde R"

es un subespacio coordenado m- dimensional de puntos
X = (X X,y XoppseenXy) cOn X0 . x°  fijos, si f puede modificarse en

algin conjunto #- dimensional de medida cero, de manera que

-0,
Lp(R™)

0 0
(2) “ S ses Xy Xpseens X, )= F (X 5ees Xy XppyyseensX,)

x, —)x;) (J m+1,...,n),

se verifica para la funcién modificada (que se denota de nuevo por ).

Si Mes un conjunto de funciones f definidas en R", el problema de

describir las propiedades de las trazas de esas funciones sobre un subespacio

R™ (1<m<n) se llama el problema de trazas para la clase M .
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Una funcién f pertenece a la clase H,(Q2), IS p<o,si feL (Q)ysi

para un arbitrario j=1,...,m una derivada parcial generalizada

i
©) pry-2L
ox’
J
existe y satisface la desigualdad
2 J < o
8,07, 5 4

donde Azjh denota el operador segunda diferencia de la funcién con respecto

a la variable x ,» €on paso h,y M es una constante independiente de 4.

La clase H(2) es un espacio de Banach con norma

i

Hp(Q) = "f”Lp(Q) + Mf ’
donde M, es una constante mas pequefia que M para la cual la desigualdad
(4) se satisface. Si n —--- r, r,larespectiva clase es denotada por H .

Si / es un entero, la clase H f; esta cerca de las clases de Sobolev Wp‘ con una
exactitud de £ >0, en el sentido que
(5) H*(RY— w, (R") > H,*(R").

Los teoremas de Nikol’skii son validos:

(6) H (R") —» HJ(R),
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donde
1< p<q<wo, 1<m<n, p-(p,-.-sp,)»
p,—kr, (j L..m),
- (l_lj'”i_l $ 1.0,
P 4)4at P, =mal
(7) H,(R") >« H7(R),

donde 1< p<oo,1<m<n, p, =kr, j=L...,m,

k—l—L z": l>0.

p_] J=m+l rj
La inmersion (7) con la flecha superior también se da por un caso especial

de (6), cuando p—g. Se declara que una funciéon f e H (R") tiene una

traza f

=¢ sobre R™ y que también

R"

(8) |I¢"H,€(R’") < C"f

Hp(R™)
donde C es independiente de f. La declaracion inversa, simbolizada por la
flecha de abajo, también es cierta, y debe entenderse en el sentido siguiente:

Cualquier funcion ¢ € H,(R"™) definida sobre R™ puede extenderse a un
espacio entero R" para que la funcién resultante f(x)(con traza en R"

igual a ¢) pertenece a H,(R") y satisface la desigualdad (inversa a (8))
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I

<
Hp(R™y — C"¢"H;,’(R”')’
donde C es no depende de ¢.
Las inmersiones mutuamente inversas (7) representan una solucién

completa al problema de trazas para clases H , en términos de esas clases.

La inmersion (6) es transitiva, lo cual significa que la transicion
9 H (RY—> HI(R™) —» HE(R™).
de la primera clase en la cadena (9) a la segunda, y entonces de la segunda a
la tercera, donde los parametros p', p" son computadas por las formulas en

(9), pueden reemplazarse por una transicion directa de la primera a la tercera

clase, p" es calculada por las mismas férmulas.
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