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RESUMEN

En este trabajo se expone, la teoria de integracion de Henstock-
Kurzweil como una la genetalizacidon la integral de Riemann Se
discuten las propiedades y conceptos fundamentales de esta integral,
tales como EIl Teorema Fundamental del Calculo, la no existencia de
integrales impropias, los teoremas de convergencia, etc  Por ultimo se
concluye con una discuston dcerca de la viabilidad de ensefiar esta
teoria de integracion en los cursos de Calculo o en los cursos de
Analists Matemadtico de pregrado pata los estudiantes de ingenieria y
Matematica



ABSTRACT

In this work shows, the theory of integration of Henstock-
Kurzwell as a generalization ot the Riemann integral Properties and
fundamental concepts of this integral, such as The Fundamental
Theorem of Calculus, the nonexistence of improper integral”, the
convergence theorems , etc are discussed To finish, we have a
discussion about the viability to teach this theory of integration to the
freshman calculus or mathematical Analysis for Mathematical and
engineering students
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INTRODUCCION

Es conocido que la integral de Riemann no es la mas adecuada para los estudios
en matematica avanzada, ya que existen muchas funciones que no son Riemann
integrables y que no posee teoremas de convergencia lo suficientemente fuertes Estas
“deficiencias” fueron corregidas por Lebesgue quién desarrollo su teoria en los inicios del
siglo pasado y su integral se convirtio en la herramienta de la investigacion matematica

Sin embargo, esta teoria también presenta algunas dificultades y se necesitaba una
teoria de integracion superior a la teoria de Lebesgue En sus estudios de ecuactones
diferenciales en 1950, J Kurzweil introduce una version generalizada de la integral de
Riemann y en 1960 Henstock hace el primer estudio sistematico de la nueva integral la
mtegral de Henstock- Kurzweil (H-K integral), pero por alguna razon esta integral no ha
llegado a ser muy conocida, a pesar de que ¢s esencialmente facil de describir como la
integral de Riemann

La tdea de desairollar este tiabajo bibliografico, nace de la necesidad de da a
conocer en nuestio medio, esta teorta en mencion 'y ¢l mismo tiene los siguientes
objetivos Resefiar la evolucion de las teorias de integracion, presentar los fundamentos
de la teoria de integracion segin Henstock-Kutzweil, analizar comparativamente la teotia
de integracion segiin Henstock-Kurzwell con la teoria de integracion de Lebesgue,
discutir 1a conveniencia de incluir la teoria de integracion de Henstock-Kurzweil en los

cursos de Andlisis Matematico y Calculo que se ofrecen en nuestras universidades



Consta de ocho capitulos, el primero es un resumen de la evolucton de la
integracion En el segundo damos la definicion de la integral de Henstock-Kuizweil y
algunos ejemplos que tlustran la generalidad de la misma, luego el tercer capitulo muestia
las propiedades basicas, el cuarto capitulo presentamos el Teorema Fundamental del
Calculo, en el quinto se presenta el Lema de Henstock principal herramienta paia
establecet una de las propiedades mas umportantes de esta integral los teoremas de
convergencia, también se demuestra que esta integral no posee integrales impropias

En el sexto capitulo se hace un estudio de la integral de Henstock _Kurzwell sobie
ntervalos no acotados y en el sépumo capitulo mostramos que tan profundo es el leve
cambio que se tealiza en la definicion de la integral de Riemann  para definir esta nueva
mtegral, los teoremas de conveirgencia puesto que para establecer los mismos no
necesitamos de condiciones tan fuertes Por dltimo, en el octavo capitulo, realizamos una
exposicton de algunos matematicos tales como Robert Bartle entre otros sobre la
ensefianza de esta nueva teoria y ademas damos nucsira optnion acerca de este punto

La metodologia utilizada consistio en la revision de la bibliografia acerca del
tema, para recopilar las definiciones, ptopiedades fundamentales y desarrollar los

problemas que comunmente aparecen como propuesto



CAPITULO 1



CAPITULO 1

EVOLUCION DE LA INTEGRACION

La integracion es un concepto matematico que usualmente se asocia a la idea
intuitiva de determunar el area de la region limitada por la grafica de una funcion

Los origenes de la integracion se remontan a la cultura griega. en Grecia se dan
los primeros pasos debido al problema de la cuadratura

“Dada una figura plana, construir un cuadrado de igual area”.

LLa primera cuadiatura de una figura curvilinea cerrada fue dada por Hipdciates en

el siglo quinto A C, quién entre otros problemas de cuadraturas probo que el diea

imitada por el semicirculo de radio | y un cuarto del circulo de radio 2

(ver figura | 1), es 1gual al area del cuadrado unitario

Fig 11



En el tercer siglo Antes de Cristo, Arquimedes (287-212 A C) cuadrd el
segmento parabodlico, deduciendo que esta area es cuatro tercio el area del triangulo de

maxima area inscrita en el segmento parabolico ( ver fig | 2)

#

Fig 12

Arquimedes realizd numerosas cuadraturas , algunas de las cuales fucion
1ealizadas utihizando construcciones extraordinartamente mgeniosas, pero la mayotia
fueron basadas en la t¢umea de encajar ¢l aica de la regron buscada entre poligonos
Inscritos y circunscritos, lo que se conoce como el Método de Exhausion, obviamente no
hizo explicito del concepto de limite, pero en términos modernos la parte final de la
discusion de una prueba que emplee el Método de Exhausion se fundamenta en probar la

untcrdad del limite de una sucesion de Cauchy



No existen evidencias de que entre Arquimedes y Cavalieri (1598-1647), se
hubiese utihzado las canudades infinitesimales, por lo que existe un salto de 2000 afios
hasta que éste matematico Cavalier, diera los sigutentes pasos hacia la construccion de la
teoria de integracion, esto se justifica st se reconoce la necesidad de una adecuada
representacion de los numeros reales, en este caso la representacidon decimal

Cavalier1, estudia areas planas, redescubre las bases metodologicas del método

mecanico y desconocido de Arquimedes, logra calcular lo que en nuestros tiempos

k
escribimos como ":x dx , parak = 1,23 .9, su principal dificultad fue la evaluacion

de I' +2° +3*+ +n'
Las desventajas de su método de indivisibles son  Poca gencralidad, debihdad
[0gica, excesivos razonamientos 'y procedimientos geométricos fueron  superados

rapidamente por Torricelli (608-1647), Fermat (1601-1665), Pascal (1623-1662), Wallis

,l
y Roberval En particular Fermat evalia J:x" dx , por medio de un brillante y simple

metodo , por otra parte Pascal interpreto las sumas de lineas de Cavalieri como una suma
infinttesimal de rectangulos
Si combinamos los resultados de Fermat con los de Cavalien obtenemos la

linealidad de la ntegral detinida, con lo que podemos concluir que a mediados del siglo
X VIl se hubiese podido evaluar la integral f P(x)dx . donde P(x) es un pohinomio

Wallis, editor de obras de Arquimedes, aritmeuzo los indivisibles de Cavlier)
asignandole valores numéricos conviriendo asi el calculo de areas hasta entonces algo

meramente geométrico, en calculos aritméucos aplicando un primitivo proceso de paso al



limite, y el uso no justificado del infinito A Wallis debemos el simbolo que usamos pata
denotar el “infinito” (o)

Otro de los protagonistas de la historia de la integracion es sin duda alguna
Grégorie de San Vincent, quién publica sus principales aportactones en 1647 en su “Opus
Geometnicum”, en ella desarrolla un método geométiico de integracion, estudia las scries
geométiicas mcluyendo diversas aphicaciones de las mismas, San Vincent discute la
conocida paradoja de Zenon, sobre Aquiles y la tortuga y la resuelve magistralmente,

argumentando que Zenon no considerd en la persecucion de Aquiles que en el iempo se
. . . oo -
formaba una progresiOn geometrica de razon 5 y por tanto tardaba un tiempo finito en

alcanzar la tortuga, finalmente, una de sus aportaciones mas valiosas a la teoria de la

mtegracion fue el descubrimiento que esta higado a la funcion logaritmo y el area bajo la

Jdt

hipérbola xy = 1, este 1esultado es expresado como log,(x)= J‘I ;

Desde Hipocrates hasta Grégorie de San Vincent hemos mencionado los avances
rcalizados, de los cuales algunos desembocaron en la geometria analitica y la teoria de la
derivada Pero lo que hoy conocemos como Calculo empieza a tomar forma cuando Isacc
Newton (643-1727) cred la teoria de las fluxiones y el método de las tangentes inveisas
para encontrar reas bajo curvas y por otro lado Gottfried Wilhelm Leibmiz (1646-1716),
gquien desconocta el tiabajo no pubhicado de Newton descubie ¢l proceso mverso de
encontrar rectas tangentes para calcular dreas, y quien llego al descubrimiento por un
camino muy diferente Leibmz introdujo la terminologia Calculus Differentialis y

Calculus Integralis, debido a que para encontrar rectas tangentes se utthzan diferencias y



Y

para encontrar areas se utilizan sumas, sintetizando csto con * £l Teorema Tundamental

del Calculo”

Una explicacion mas ampha de esta afirmacion utilizando la terminologia de los
tiempos modernos es la siguiente

Teorema Fundamental del Calculo

Sif [a,b] —> R es integrable y continua en x, € [a,b] , entonces

G(x) = [ f()d
esderivableen x, y G'(x,)= f(x,)

Discutamos la demostracion de este teorema

Premier easo: Supongamos que  h>0, entonces

a Xy A, th b

Fig |3
Gl +h)=Gx)= [ fde= [" foae= [ pwya

po! el teorema del valor medio para integrales en el mtervalo[xo,xo +h], tenemos que

[ rde= £oe)m,



pata algun valor x, cntre a, y x, +h y cn consecuencia
G(x, +h)~G(x)) = f(x,)h

Para calcular la derivada de G en x,, calculamos el siguiente limite

BURMICRT ST
h—0 h

= Illmj(x,,) = f(x,)
h—0
peto cuando A se aproanma a cero el punto x, se aproxima a x, y en consecuencia

G'(x,) = /(%)

probando asi lo afitmado

Segundo caso: Supongamos que  h<0, entonces

a x,+h x, b
Fig 14
vy v+ Y
Ga) =Gl +h) = [ fdi= "7 y@di= [ f @y

por el teorema del valor medio para integrales en el |nlervalo[x0+h,x0], de longitud

(—h) lenemos que



[ 1= f ()=

0

pata alglin valor x, entie A, +A vy, y en consecuencta
G, +) =Gy = f(y)h
Como en el caso anterior, para calcular la derivada de G en x,, calculamos el

stguiente limite

G'(x,) = hm

G(x, +h)-G(x
M,95”59Q=MV“”=”“’

cuando 4 se aproxima a cero el punto x,se aproximaa x, y en consecuencia

G'(x)) = /(%)
probando asi lo afirmado

En notacion de Leibniz podemos expresar el resultado de este teorema como
d p d
— 1y=f(x) obien — |f=
[ /0=10) =1

que nos da una manera mas clara de expresar la relacion entre la Derivada y la Integial,
€OMO Operaciones Mversas

[ uego en el siglo XIX, Agustin Cauchy (1789-1857) ftinalmente desarrolla una
teotia nigurosa del imite y nos da la primera defintaon de integral definida, investigando
la integral para funciones continuas en intervalos cerrados , pero en vista de lg
impottancia de la serie de l'ourier y que sus coefictentes son dados por integrales fue
necesarto definir una integral para funciones mas generales

Este problema fue resuelto por Bernhard Riemann (1826-1866), redefiniendo la

definicion de Cauchy, él estudia la integral de tunctones continuas salvo en un nimero



finito de discontinutdades y formaliza lo que hoy conocemos como La Integral de
Riemann, adoptando una perspectiva nueva y diferente, separ6 el concepto de
integracion de su contraparte, la diferenciacion Examiné de forma aislada el interesante
proceso de sumas y limites para encontrai areas Para definir esta integral uno aproxtma
el area bajo la grafica de la funcion por la suma de areas de rectangulos infinitesimales y
toma el limite de la suma de las aieas

Riemann ampli6 ¢l panorama considerando todas las funciones definidas sobre un
intervalo para las que era posible definir este proceso de ntegracion la clase de
tunciones ntegrables

Desafortunadamente, algunas tunciones no tienen bien definidos los limites de
estas sumas, asi que ellas no tienen integral de Riemann, es decir, no son Riemann
mtegrables

Las “ltmitaciones” de la integral de Riemann fueron “remediadas” al comienzo
del siglo XX por Henry Lebesgue (1875-1941) En 1902, Lebesgue 1de6 una nueva teoria
de integracion, superando mucho de las “insuficiencias” de la integral de Riemann, su
definicion que es apreciablemente mas complicada, produce algunos teoremas para la
convergencia y un amplio conjunto de funciones integrables, ya que toda funcion que es
integrable segin Riemann es integrable segun Lebesgue y mas ain las integrales
coinciden, pero existen funciones que son integrables segin Lebesgue pero no segin
Riemann

Como parte del desarrollo de la integral de Lebesgue, €l crea el concepto de

medida de Lebesgue, concepto que da vuelta a la generalizacion de la integracion y



conduce al campo moderno de la lcoria de la Medida, pero la integral de Lebesgue
también posee “algunas deficiencias”

Una respuesta levemente mas satisfactoria, es decir, nociones mas generales de la
integracion, fueron dadas en 1912 por Arnaud Denjoy (1884-1974) y en 1914por Oskar
Perron (1880-1975), pero las definiciones resultaron complicadas

Décadas mas tarde Ralph Henstock (1955) y Jaroslav Kurzwell (1957),
encuentran una formulacion mucho mas simple que la integral Denjoy-Perron | n electo.
la formulacion de Henstock-Kurzwetl, es constderablemente mas sencilla que la integral
de Lebesgue y su definicion es solo una leve modificacion de la definicion de la integral
de Riemann Esto ha uaido como consecuencia, que el interés en csta integral se haya
levantado en las Gltimas décadas y algunos matematicos abogan por ensefiar esta integral

junto a la integral de Riemann o Lebesgue o incluso, que se enseiie en lugar de éstas



CAPITULO 2
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CAPITULO?2

INTRODUCCION A LA INTEGRAL HENSTOCK-
KURZWEIL

Es muy conocido que la integral de Lebesgue es una integral mas general que la
integral de Riemann, en ¢l sentido de que toda funcion Riemann integrable es Lebesgue
integrable y de teoremas de convergencia menos restrictivos  Sin embargo, la integral de
Lebesgue como genetalizacion de la integral de Riemann es téenicamente  dificil de
describir en términos basicos y no es inmediata la relacion entre ellas

Existe una integral llamada la Integral de Gauge, también conocida como la
Integral Henstock-Kurzweil (H-K) o la integral generalizada de Riemann, la cual en
esencia es tan simple de definir como la integral de Riemann y a su vez generaliza la
integral de Lebesgue

En esta seccion introducimos la definicion de esta integral y también damos vatios
ejemplos qul: tlustran su generalidad La defimaon es una ligera variacion de la clasica
definicion de la ntegial de Riemann, pero el efecto es muy profundo pues se obtiene
una integral mas general que la integral de Lebesgue, sin integrales impropias y ademas
satisface teoremas de convergencia menos restrictivos

En la primera parte de este trabajo trabajaremos con intervalos acotados de la

1ecta real (R) Siay b son nimetos reales y ¢ < b, utilizatemos la siguiente notacion,



[a,b]={x € R a < <b}, (intervalo cerrado)
(a.b)={xe R a<x<b},( intervalo abierto)
[a,b) = {x eR usx< b},(mlcrvalo abierto por la derecha)
(a, b] ={xe R a<x<b}(intervalo abierto por la izquierda)
El punto a es llamado punto inicial y el punto b es llamado punto final de cada
uno de estos intervalos
Definicion 2.1: Si 1=|a,4], con a < b definimos la longitud de |
I()=b-a
Note que [(/) =0 y que /(1)=0 si y solo si los puntos extremos de / coinciden
Similarmente definimos la longitud de cualquicia de los intervalos de la forma
(a.b), [a,h) , (u,h]
es decir, b-ay en particular /(¢) =0

Definicion 2.2: Una particion etiquetada del intervalo /=|a,6] es un conjunto finito de

m

pares ordenados D = {(1,,1,)},=,, donde {/, }", es una particion de | que esta formada por

subintervalos cerrados no traslapados, es decir, intervalos que ticnen interseccion vacia o
contiene a lo mas un punto, el cual necesaniamente es el punto final y el punto linal de
dos intervalos consecutivos 'y ¢, es un punto que pertenece a /, En este caso el punto ¢,
¢s llamado la enqueta de 7,

Observacign 2.1: Es claro que dada una particion cualquiera de /, esta puede sel

ctiquetada de infimtas formas



Definicion 2.3: Sean / /— R una aplicacion y D una particion etiquetada de / la suma

de Riemann de f con respecto a D se define por

m

(21) SU.DY= D fuId,),
=l

s1 [, = [A,_,,,\,], para1=1,2, ,n, entonces esta suma de Riemann toma la torma

(22) S(D)= 3 1U)x, =)

Definicion 2.4: Sea [ = [a,b]c R,y o [ — R una funcion, ¢ es llamada una func¢ion

medidora sobre /s1 6(t) >0 patatodo 1 €/

Definicion 2.5: Sea / =[a,b] y sea D=1{1,,1,)}", una particién etiquetada Si & es una

funcidén medidora sobre |, entonces decimos que D es una particion etiquetada o -lina de
l, s
Il c [/,—o‘(/,),z, +(>‘(1,)],
paratodo1= 1,2, ,n

Veamos ahora algunas de las propiedades y algunos ejemplos que se desprenden
de este concepto
Ejemplo 2.1: Supongamos que o, y o, son funciones medidoras sobre | y si1 definimos

o) = mm{(S, (0,9, (1)} para todo 1 € /

entonces & es una tuncuidn medidora sobre /' Es claro que toda particion de / que es o -
fina es o, -fina y J,-ina, esta construccion se puede extender a cualquier namero finito

de tunciones medidoras



Ejemplos 2.2:
a St 0>0 es un numero positivo, entonces podemos definir una funcion medidora

o0 [ — R de la sigumente manera

o)=0,paatodo ref,
tal funcion es conocida como la funcion medidora constante
b Seaa<c<bysea & una tuncion medidora sobre [u,6] S1 D’ esuna particion & -fina
de [a, c] y st D" es una particion & -fina de [c,b] , entonces D" D" es una particion
5 -fina de [;;,b]
¢ Sea a<c<bysean &' y &" dos funciones medidora sobre los tervalos [a,c] y
¢, 5] respectivamente Se define & de la siguiente manera

o'ty s1 te [u,c)
o) = mm{()'(c),()'"(l)} sl =¢
o"(t) w te€ (c,b]

entonces o es una funcion medidora sobte [u,b] Ademas, s1 D' es una particion o' -
fina de [a,c] y D" es una patticion 0" -fina de [c,b], entonces D' U D" es una paiticion
de [a,b]

d Scan o' v S"comocencysca o definida de la siguiente maneta sobre [a, 5]

. !
mm{(b (1), 5 (¢~ l)} M| E la,c)

o) = J min{d’(¢),0"(c)} s 1=¢

mm{()'"(l),zl(t—c)} Y] le(c,b]




Ls claro que 0" es una funcion medidora sobre [a,b] y es facil probar que tode
particion D, &' -tina de [a,b] debe tener a ¢ como una etiqueta para cualquiel
subintervalo d» D que contenga ¢, asi s1 reacomodamos la particion, toda particion D,
J' -fina dara lugar a una particién de [u,c] que es &' -fina y a una particion de [c,b]
que es o" -fina

Probatemos ahota que  si o es cualquier  funcion medidora definida sobre 1,
entonces siempre existe una particion de / que es & -fina Este resultado fue establecido y
utlllZ&lidO en los espacios R", m 21, por Pierre Cousin (1867-1933)

Teorema 2.1: (Lema de Cousin).Sea ¢ una sobre funcion medidora el intervalo

l=[u,bj Lntonces extste al menos una particion etiquetada O -fina sobie |
Prueba: Constderemos el subconjunto L de | , pot
E={e | 3una particion etiquetada 8 — fina de [a,r]}

Es claro que E=Q, en efecto sea xe (a-dJ(a),a+d(a)) tal que a<x<b,
entonces {(a,|a, x|} es una particton etiquetada & -fina, es decir a € E

Por otro lado., como £ esta acotado supetiormente entonces tiene un supiemo. sed
y=sup E, mostraremos que ye £ Escojamos xe £ tal que xed(y) y x<y, entonces

existe una particion D o -fina de [u,x] ICl conjunto Du{(y,[\,y])} es und paiticion

ctiquetada o -fina de [u, v] ,esdecir ye £

Mostremos ahora que y = b, para ello supongamos que y <b y escojamos
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wed(y)N(y,b) Sea D una particion etiquetada J-fina de [a,y] Entonces
D = Du{(y,[y, w])} es una particion etiquetada & -fina de [a,w], pero esto contradice

la definicion de y, con lo cual y =b
Existe otra forma de probar este teorema Suponga que el teorema es falso y

bisectemos el intervalo, y construyamos intervalos /[, =/ >/, 51,5 ,talque

y también supongamos que no exista ninguna particion o -tinade /, y

¢(1,)
€(/k)s———2

concluyamos con una contradiccion, este teorema no solo nos asegura la existencia de

una particion ¢ -fina, también es equivalente a la compacidad de un intervalo cerrado

Veamos ahora la siguiente definicidn la cual generaliza la clasica definicion de la
Integral de Rieinann

Defimcion 2.6: Sea / [u,6] > R, se dice que / es H-K integrable sobre |a,6], st existe

A eR 1al que para todo £>0 existe una ¢ funcion medidora sobre |a,b) tal que
S(/,D)- A <&, stempre que D sca una particion y -fina de [u,b]

Esta definicion tiene sentido gracias a la validez del Lema de Cousin

Teorema 2.2: El nimero A en la defimeidon 2 6 es Gnico

Prueba: Supongamos que 4, vy A4, satistacen las condiciones en la defimicion 2 6, y

! N ,
sea & = 3\A, ~A,1>0 Como A, saustace la definicion 2 6 cntonces existe una tuncion

medidora 8 sobre /tal que si D es una particion 9, -tina de /, entonces



1IS(f,D)— A, <e
Similaimente, como A, satisface la defimcion 2 6 entonces existe una funcion
medidota 9 sobte / tal que s1 D es una parcion o] -fina de / entonces
IS(/, D)= 4, <e
Ahora, sea o, = 111|n{c5,' ,(5,"}p0| lo que S, es una funcion medidora sobre / y sca

D una parucion o, -fina de / Entonces la particion D es &, -finay &) -fina , ahora por la

desigualdad de triangulo tenemos,

A = A SIA =S(f.D) +IS(f. D)= A S e +4 <A - A,
lo cual es una contradica1on

LI ndmero A se conoce como la H-K integial de / sobre 1=|u, 5] y es denotado por

f/ 0 _[ / , cuando encontramos integrales que dependen de parametros es conveniente
{

escribir f/(l)dlo E/(l)dt
Ejemplo 2.3: La funcioén constante f(x)=c es H-K integrable en / = [a,b] En efecto, si

D=1{,,[x_,,x]}", escualquer particion enquetada de I, entonces
S(f,D)= fU), —x_ )= c(x,—x_)=c(b—a)
1=l =1

es decir, que todas las sumas de Riemann son 1guales a ¢(b-a), por lo que podemos
escoger una funcion medidora arbitraria, por cjemplo S, (x)=1 Si D es una particion

0, -fina entonces

IS(f.D)—c(h= a); =0<¢,



con lo cual fes H-K integrable y ademas
rl =c(b-a)

Ejemplo 2.4: La tuncion gx)=x , para [ = [a,b] con a<b es g es H-K integrable En
efecto, sea G(x) = |2x2pard Xe [a,b] Del teotema dcl valor medio y del hecho de que

G'(x)=g(x)=x,existe u, €[x_,,,] tal que
G(xl ) - ("'("\:—I) = g(ul )(xl - 'XI—I ) = ul ('Xl - "\l—l ) ? pura 1= I 727 7“7

$1 sumamos esta expiesion obtenemos la suma telescopica

G(b)-G(u) = Z [Gx,)-Gx)]= Zu, (x, = x.5)

1=l

de allique st D= {1, ,[,\,_I )X, ]}:'zl es cualquier particion etiquetada de 1, entonces
(J'(b) - (J(a) - ‘S‘(g7 [)) = Z[ul = ll ]('XI 5 'XI—| )
=]

Si & es una tuncidn medidora constante sobre [a,b] sty D es ¢ -fina, entonces
como u,,1, € [x,_,,x,] tenemos que lu, —1,) S 28 Asi,

1

'G(b) - G(a) - S(g, D)} < iw, ~tix, = x)< D 25(x, - x,_, )= 28(b - )

Por constgutente, st & > 0esta dado podemos escoger la funcion medidora constante

o,(1)= 2—([7—8——) y como & > 0 es arbitratio entonces g es H-K integrable y ademas
~a

[¢=60)-G@= @ -a®),

por lo que podemos escribir,



fxdx = ; (b -a*)

El lector puede llegar a pensar que el uso de la functon G en el ejemplo
precedente es un truco, sin embargo, es un procedimiento estandar para evaluar una suma
que envuelve a una funcon mantpulandola pata que la suma sea reemplazada por una
suma telescopica envolviendo 4 la funcion relactonada

Ejemplo 2.5: Sean I=[u.h] , CE (u,b) ya,feR conazf Sea f | - R, defimda

pot
(x) a, s as<x<c
x e=—
L s ¢<x<bh
(c. ) (6.8)
- A J
(a,@) *: ':
e ! i
i X|] X2 Xp-1 :Xk Xp+l Xn-1 :
| N | | | N |
a c b

Figura 2 |



Probaremos que f es H-K integrable y que .rf = a(c—a)+ ,B(b—c), notemos que f es

continua excepto en el punto x=c, por lo que nuestra dificultad esta enfocada en este
punto Sera conventente forzar a ¢ para que sea etiqueta de dos subintervalos de longttud
menor o 1gual a 0 (functon medidora constante) y después determinar exactamente cuan

pequeiia debe ser 0 Esto lo podemos lograr escogtendo o, sobre /, definida de la

stguiente manera
:
5,(1)=142
o

donde 9 sera escogida de manera adecuada
Ahotg, sca D = {I,,[,\,.I , X, ]}:':] und patticton o, -lina de [u,b] en la cudl asummmos
el sigutente orden

U:XU<AI< <X

H

Hactendo un anteglo adeccuado en la particion, podemos asumir que ¢ es la

etiqueta consignada a los subintervalos [x, ,1,] y [,\A Agnl donde x, =¢  Como
/(l,)= a paa 1=1,2,3, k-1 la suma de los pruneros k-1 termmos en S¢7,D) ¢s 1gual a
a(x,“, u) por otro lado , como /(1,)=,6 para 1=k, k+1, ,n la suma dcl resto de los
térmunos cn S(f,D) es ,B(b ~x,_, ), asi tenemos que
S(f.D)y=a(x,_, —a)+Bb-x, )
Pero, como x, ,—a=(c—a)- (c - X ) y b-x,,=(b-c)+(c-x,,), entonces

tenemos
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S(f.D)=ale—a)+pb-)+(B-a)c-x,,),
ahota como D es 0o, -fina, entonces ¢ =0 < v, <¢ por lo que 0<c—-a, <0, de

donde,

S(f,D)-[alc-a)+Blb-c) <|B-alc-x,_)<|B-als

) € ,
Vemos que es suficiente tomar J,(c) =:-——, en la definicion de &, , ahota

|6-a

como £ > 0 es arbitrario, concluimos que f es H-K integrable y
[[1=at-a)+po-0

Ejemplo 2.6: Sean y #0, ye R,a<c<d<by g [a,b] — R definida por

¥, st ¢<x<d

glx) = {

0, ¢en oo dso

Probaremos que g es H-K integrable y que .rg = y(d —¢), observe la figura2 2

(c.7) (d.7)

: .
Al A2 Xr-l : Xr#| Xo-1 )ILH
[ | ‘ S R B | | i
a ¢ d b
Ngura 2 2

Como en el ejemplo anterior escogeremos una funcion medidora que forzara a los
puntos ¢, d a ser etiqueta de los subintervalos que los contengan en cualquier particion

0, -fina La practica sugiere que definamos o, sobre [u,b] por



donde 6 >0

Ahora sea D ={t,[x_,x ]}", una particién etiquetada de [a,b], podemos asumir
que el punto ¢ es la etiqueta para los subinteivalos [,\,_,,x,] y [x,,,\H,] (donde x,=¢) y
que d es la etiqueta para [xH, xy [x\ ,x.,,] ( donde x,=d)

Como las etiquetas que hacen una contribucion no nula a S(g, D) son {

r+l> T4y

tenemos entonces que
S(g7 D) = }/('Y\+| —xr+| ) >

peto x, =d+(,, —d)y x,,, =c+(x,, =), por lo que

.rol
S'(g’D) :}/(d—c)+}’('xxrl —d)—}/('xnl _C)
Como D es &, -fina, entonces ix,,, —di<d y Ix,, - <5, de donde se sigue

que

1S(8, D) - y(d ~ ) < 2|5

£ .
. en la definicion de S, en

Pero como y # 0, vemos que podriamos tomar ¢ < 2|
7|

los puntos x=c Haciendo esto y observando que & > 0 es arbitrario, concluimos que g es

H-K integrable y que

fg =y(d=-c)
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Ejemplo 2.7: Supongamos que f [a, b]—) R, tiene valor constante ¢ excepto en un

numero contables de puntos T = {/,\ ke N} Intonces f es H-K integrable sobre [u,h] y

r f =c(b-a)

Prueba: Sea £ >0 Si D={,,[x,_,,x,]}", es una particion etiquetada de [a,b], considere
(23) |S(F,d) —c(b-a)| = Z{r(l')—c}m,)l
1=1

Si t, ¢ E, el térmno (t (1,)=c))(1, )en (2 3) es cero, asi que podemos defini
una funcion medidoracomo S(f)=1sit, ¢ E Sit, =z, ,paraalgink y si D es ¢ -fina

de [a,b], para alguna funcién medidora & , entonces |f(1,) - cl¢(1,) <|f(z,) - dd(z,)

St escogemos &, = - ~———i—,— 5 Y (zk -9d,,2, +()’k), entonces cuando D es & -finay
(7o~
t, =z, , tenemos |f(1,)—¢|¢(1,) < ;H Si1 D es & -fina, de (2 3) tenemos que

. - &
|S(f,D)—c(b-a)|< 2ZEm =g
k=1
de alli que cada z, puede ser la etiqueta de al menos 2 submtervalos en D

En particular. la functon

0, sttesirraconal
/)=

I, sttesracional



es H-K integrable sobre [a,b] con f/ =0, esta funcion fue defimida por Peter G L

Dirichlet (1805-1859), es de dominio comun de que esta funcion es discontinua y que nc

es Riemann integrable
2.1 Conjuntos Nulos , Funciones Nulas y Conjuntos Excepcionales

La nocidn de conjuntos nulos y funciones nulas seran de mucha importancia en Ic

que sigue

Definicion 2.7:

a Un conjunto £ < R es llamado nulo (o de medida cero) st para todo £ > 0existec una

coleccion contable {/,}7, de intervalos abiertos tal que

I c U /.y il(./,) <e
™l =]

b S1 A< R, entonces una funcion f A — R ecs llamada tuncion nula st el conjunto
{\ ed f(\)# ()} ¢s un conjunto nulo

¢ Una propiedad P icferente a los elementos de un conpunto A es llamada cast en todas
partes (¢t p ) en A si la propiedad P sc cumple para todos los elementos de A excepto en
subconjunto nulo de A IS deen, k= {.\ ceAd P(\) no e um:/)/c} ¢S uh conjunto
nulo

Veamos ahora algunos ejemplos de conjuntos nulos y funciones nulas

Ejemplo 2.8:.St £ R, £ nuloy F < £, entonces F es nulo
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Como £ es nulo entonces dado & > 0, existe una coleccion contable de intervalos abiertos
{1,} que cubien a £ con Z/ (’(1,) <& ycomo IFc L entonces {Il}tamblén cubie a |,
por lo tanto £ es nulo

Ejemplo 2.9: Cualquier comjunto unitarto {p} es un conjunto nulo En efecto, para ¢ >0

tomemos ./, = (p s

l&‘,p+;€j vy Jy=J,= =0

Ejemplo 2.10: La union contable de conjunto nulos es un conjunto nulo

!

Como {E ] € N} es nulo para cada ye N , entonces paia todo £€>0 ycada je N

z £
existe una coleccion de intervalos abiertos {[,’} que cubren a £ con Z 01 < >

JEN

Por otro lado es claro queUE, c U(Ul,’), es decir que {1,’} es una

1EN jeN 1eN

1 jeN

coleccion contable de intervalos abiertos que cubrena U E,, denotemos por {I,‘ } a esla
JEN

colecuion, luego

01,)< Zf(/.’><22i,=8,

1EN JeN

con lo cual U E esnulo
N

Ejemplo 2.11: Cualquier conjunto contable es nulo En clecto, sea L = {x,,xz, 5 X,s } ,

entonces L = U{x} y como cada {x, 1€ N}es nulo, entonces £ es nulo
1eN
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2.2 La integrabilidad de funciones nulas

Estavleceremos ahora un resultado muy importante acerca de las functones nulas
Teorema 2.3: Sea f /=[a,b]—> Runa funcién nula sobre / Entonces f es H-K
integrable con j.lf =0
Prueba:

Sea >0 y E={trel, f(1)#0} Paa cada 1€ N sca E,={1eE 1--I<]/(1)|sl}

o0 ~
L.ntonces E:U E, y cada E es nulo Paa cada t sea {I', /eN} una coleccion de
=

. 3 & - .
ntervalos abiertos que cubren a £ con Z (.’(l;) < 7 Definamos una funcién medidoia
1= !

y sobrelpor 6(f)=Rsitg Ey 6(t)=1;,s1 teE yes el entero mas pequeiio tal que
t,€ 1l Supongamos que D={(t,,1,) 0<k<m}<<d y sean D ={(tk,lk) L eE,}

para te N y D0={((,‘.IA) lﬁEE} Entonces S(f,D,)=0 y

|S(/,D,)]si:l/(lj’)<§

7=l
paia 1 2 |, entonces

[s(1.0)s>
1=1 2
con lo cual fes H-K integrable y ademas j; /=0

Como consecuencia inmediata de este teorema, se tiene que st Ec[a,b] es nulo,

entonces C, definida por
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] {I,SIIEE
C, =

O,srt el

es integrable con fC, =0



CAPITULO 3
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CAPITULO 3

PROPIEDADES BASICAS DE LA INTEGRAL DE HENSTOCK-
KURZWEIL

En esta seccion desarrollaremos las propiedades basicas de la H-K integral A lo

largo de esta seccion | representaia el intervalo [a,b] y /,/. /s I — R tunciones

Teorema 3.1: Supongamos que f, y f, son mtegrables sobre | Entonces
1) f,+ f, es ntegrable sobre | y L(/, + /)= J;/, + J; /
i) Paratoda t € R, f, es integrable sobre | y J;l/, =1J; /

) St £, 20 en I, entonces J; /20

>
1v) St f, 2 f, en |, entonces -[/ /2 .[ /2

Prueba:
1) Sea £>0 Para 1=1,2, sea y, una funcion medidora tal que lS(/",,D)— jlf,|<%,
siempre que D sea y, -fina

Sea7(1)=mm{7,}, entonces yes una funcion medidora y si D es y-fina

entonces D es y, -fina , por lo tanto

,S(f,+fz,D)—(f,/f+£/z)

s[sch 0y [ 1| +Jscr )= [ £f<e
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Asi, f, + [, esintegrable sobre | con J;(/,+ f,)= J;/I + J: f,

1) Sit=0.el resultado cs inmediato Por lo tanto supongamos quc t=0 como /, cs

integrable sobrec I, sea £ > 0 y y una funcion medidora tal quc IS( /,.D)- J; /'l <ﬁ-.
/

siempre que D sea y -fina Luego

=&, asi #f, esintegrable

,S(tf,,D)—IJ; f,':I/S(f,,D)—/jI /,,=|z||S(f.,D)— [ /.|<|’|If—|

sobre [ con J;Ifl =IJ; /|
m) Sea £>0 Existe una funcion medidora y, . tal que lS( f.D)- J; /|, <&, slempre quc
Dsca y -fina Como f, 20, entonces

0<S(f. D)< [ £+,

por lo tanto. J;f, 20

>
1v) Como f,— £, 20, entonces por 1, 11 y 11 se tiene que J: /2 J: /a

El conjunto de las funciones H-K integrables sobre / es un espacios vectorial con

1especto a la suma y al producto escalar y la aplicacion
T - J'f
es un funcional lineal

Corolario 3.1: Sean / una funcidén H-K integrable y m, M niimeros reales tales que

m< f(x) <M, paratodo x € / =[a,b] entonces



|98}
(s}

m(h—-ua) < I’fs Mb-a)
Prueba: Como f(x)—-m 20, paratodo x € / entonces por el teorema anterior
[-m=[r-[m=0,
de alli que
Jj’/ > m(h-a)

LLa prueba de la otra desigualdad es similar

Definicion 3.1: Decimos que una funcion f ¢s H-K absolutamente integrablc sobic 1. si

ambas funcioncs / y |/| son H-K integrables
Corolario 3.2: Sea f H-K absolutamente integrable sobre I, entonces “/ f' < “/l

Prueba: Como fs'fl y =/ SI/' para todo 1, por la parte 1v del teorema 3 1. se

uene que [ £< [|/] ¥ —.[/=_[(—/)S.[|/|porlotantol.[/ls.[lfl

En contraste con la integral de Riemann y la integral de Lebesgue. veremos mas
adelante que la suposicion de que la funcion sea absolutamente integrable es de suma
Importancia

De la misma forma que el criterio de Cauchy para sucesiones de numeros reales
este criterio nos permitc probar que una funcidn es integrable sin la necesidad de conocer
el valor de la integral

Teorema 3.2 (Criterio de Cauchy): Sea f / — R Entonces fes H-K integrable sobre |

st y solo si para todo £ > 0, existe una funcion medidora 77, en l tal que siD, y D,,

son particiones etiquetadas 7, -finas, entonces 'S( f.D)-S(/,D, )' <E



Prueba: (=>) Sea f H-K integrable con ‘[/ =Aysean, = % > Ouna funcion medidora

sobre /tal que st D,,D, son n, - finas, entonces

£

IS/, D)-4<2 y !S(f,Dz)—Ais;,

con lo cual,

SC1-D) =S/, DY S|S(/. D)= A+[S(/. D)= A<+

(c:) Note que para todo k existe una p, funcion medidora en 1 tal que

stD,,D, son y, - finas,entonces

|S(f,D.)—S(/,Dz)|<%

Podemos asumir que y, (1)2y,, (1)para todo e/ de oha manera tomemos

}/,',(t):mm{;/,(t),;/z(/), ,;/”(t)} Para cada & D, sea y -fina St k>;. tenemos
1

|S¢/.D)=S(/,D)| <= Asi, {S(/,D)}es una sucesion de Cauchy en R, sea
]

A=tmS(f,D,) Entonces

1
IS(f.D,)- 4| S;, para todo k
I
Sea £ >0 y elyjamos N tal que m <% Supongamos que D sea y , -fina, entonces

|S(f,D)—A|$|S(/,D)—S(f,DN)|+|S(f,DN)—A|<7:/_+7lv_<g



Asi, fes H-K integrable sobre | con J./ =4
Probaremos ahora que si una funcién es H-K integrable sobre un intervalo.
también es H-K integrable sobre cualquier subinteivalo de éste intervalo

Teorema 3.3 Sea [ [a,b]—-) Ry seace(a,b) Entonces f es H-K integrable sobre

[a.b] si sus restricciones a [a,¢] y[e,b], son ambas H-K integrables rn este caso

[r=]r+01
Prueba: (<) Supongamos que la restriccion f, de f al intervalo /, —'[a.c] y la
restriccion  fode f a [, :[c,b] son H-K integrable con integrales 4, y 4,
respectivamente Entonces, dado £ > 0, existe un funcion medidora 8. sobre /, y una
funci6n medidora &, sobre /, tal que s1 / es una particion S, -finade /| y P, es una
particion &, -fina de /, entonces

iS(f,,/’,)—A,iS-;s y |S(/2’P2)"Az]lS ;5

Definamos una funcién medidora sobre [a,b] , dada por

mm{é’,’(l),—lz(c—l)} s /e[a.c).
S =Jm|n{5,’(c).(5'”(c)} sl =¢

mm{(sl"(r).;v(l—c)} §t re(c.b]

Sea P una particion de l=[a,b] que cs &, -fina centonces ¢l punto ¢ puede ser una

etiqueta de al menos un subintervalo en P o P contiene dos subintervalos con ¢ como
etiqueta, sea ./ el subintervalo que contiene a ¢ como ctiqueta. obscrve que si dividimos a

J en ¢ sin cambuar la suma de Riemann S(f, /), obtenemos el Gitimo caso, en este caso

BIBLIOTECA
UNIVERSIDAD DE PANAMA
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p={tJ)ePr Jc [a,(,]} es una  particion etiquetada  J.-fina de [a.c] y
P, ={(r,))e P J c]c.h]} cs una particion etiquetada &7 -fina de [¢,h] Entonces
I\S(f:p)_(A| +A2)€S!S(/, p|)_ A.!HS(/J’Q)"AJ <&

y como £ > 0 es arbitrario entonces fcs H-K integrable sobre [a.5] con

[1=[1+]7

Teorema 3.4: Sea / / —> R H-K intcgrable sobre [ Si./ es un subintervalo cerrado de
I, entonces f'es H-K integrable sobrc |

Prueba: Sea £ >0, existe una y funcién medidora en | tal que s1 D,, D, son particiones
etiquetadas y -finas de 1. entonces |S(/, D))= S(/,D,) <&

Considere el caso a<c<d<b y .J =[c,d], los otros casos son similares Sea y'la
restriccion de 7 a J y sea ,(3,) la restriccién de y a [a,c]([c,b]) Sea D,(D,)una
particion etiquetada 7,(y,) -fina de [a,c]([¢,5]) Ahora supongamos que Dy £ son una
particion y'-fina de J, entonces D'=D uUDUD,es y- fina
yE'=D, WEUD, es y- fina,por lotanto,

IS(/. DY =S(f,EN|=|S(f,D)=-S(/,E)|<¢,

entonces por el Criterio de Cauchy fes H-K integrable sobre ./



Lema 3.1: Sea / /— R y supongamos que para todo &£>0 existen funciones
integrables g,,g, / >R tal que g, </<g, enly j,gzsjlg,+s Entonces f es

integrable sobre |

Prueba: Sea £ > 0, existe una funcion medidora y en | tal que s1 D es y -fina, entonces

|S(g,, D) - jlg,l <&, para1=1,2 Supongamos que D es y -lina. cntonces

[21-2<5(e,D)<S(f,D)<S(2,. D)< [, +5< [ g, +2¢
Asi, cualquier suma de Riemann para f con respecto a una particion etiquetada y -
{ina sc cncucntra dentro de un intervalo dc la IormaUg, -¢, _[g, +2LJ, por lo tanto la

diferencia de dos wumas dc Riemann cualesquiera difieren por lo menos en 3 ¢, luego por
el Criterio de Cauchy f cs intcgrable sobre |

Teorema 3.5: Sea / / — R continua, entonces f es H-K ntegrable sobre |
Prucba: Sea ¢ >0 Pucsto que f es unitormemente continua cn . existe & >0 tal que

|/ (x)- f(y)|<&, cuando x,ye/, |x-y|<S6 Sea P={a=x,<x < <x,=b}una
particion de [a.b], tal que (x,,x_,) <&, para1=1,2 n
Para 1=1,2, ,n, sea M, =sup{/() x_<1<x} y m=wf{f() x_ <r<x}y

definamos las funciones escalonadas g, v g, por
gl —y m,C[r“ "|] +zm’C(r'_] ‘,], g2 = MIC[r‘, r]] +Z MIC(r,_l \‘,]

entonces g, <f<g, y 0<g,-g <& en |, por lo tanto _[(gz—g,)sg(b—a)

entonces por ¢l lema 3 | es integrable sobre |



Ahora ecmplcarecmos ¢l tcorema 3 5 paia obtener una version del teorema del valon
medio para la HK-integral

Corolario 3.3: Sea f 7/ — Rcontinua Entonces existe ¢ € / tal que
[7=r10x6-a)
Prueba: Sea M =max{/(1) e/}, m=wmf{f(1) 1€}, entonces

m(b—a)SL/SM(b—a),es decir

Vo,
h—a

m<

luego por el teorema del valor medio se obtiene el resultado

Tcorema 3.6: Sean f,g [/ — R, continuas con g 20 Pruebe que existe / € / tal quc

(=102
Prueba: Sea M = max{f(x) xe€ I}, m= mf{f(x) X€ I}, entonces
mg(x) < f(\)g(x) < Mg(x).

para todo ¢ € [a,b], por lo tanto
m[ e [ g <M [ g(v)
sl fg(x) =0 entonces fj(x)g(x) =0, con lo cual el teorema es cierto para cualquier t

Supongamos ahora que _rg(x) # 0, entonces



[ rag) , ,
tomemos u= “— - - ,entonces mSus<M y I /(x)g(x):pjjg(x)

fg(x)

Ahora como f ¢s continua existe 1 € [a,b], tal que /(¢) = u.con lo cual

[ rgm =10 g

Tcorema 3.7: Sea / / - R Supongamos que existc A€ R. tal que para todo £ >0,

existen funciones integrales gy hcon g< f<shy A-¢< '[g < .[h <A+¢ ELntonces f

es integrable con _[/ =A

Prueba: Sea £ >0 y sea y una funcion medidora ademas sea D = {(l,,l,) I<i< n} una

particion etiquetada y -fina Es claro que

S(g, D) < S(f.D) < S(h.D)

luego.
_[gsS(/,D)S Ih
por lo que,
A-g< IgéS(/,D)S J:h<A+g
ast,

\S(f,D)- Al <¢
cs decir, fes integrable y ademas '[f =4

Corolario 3.4: Supongamos que I} fj =0 Entonces fes integrable sobre | y .[/ =0
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Prueba: Como -, /< f <ifi,y Inf':O entonces If:O
Teorema 3.8: Suponga que I| f =g =0 Pruebe que fes integrable sobre | y solo s1 g es
integrable sobre I con I/= Ig

Prueba: Como ‘[[ f — g =0 entonces _[(/ - )= 0y ademas como g es integrable sc

tienc que

J:f= J:(/ —5:)+J:.L'= I.Q

Tcorema 3.9: Sea /' / — R integrable sobre | y supongamos que ¢ / — R esigualaf
excepto posiblemente en un nimero contable de puntos en | Entonces g es H-K

integrable sobre 7con Ig: If

Prueba: Sea F£ = {z,, el f(z,)2g(z,). ke N}, es claro que E es un conjunto nulo y

h=g-f es una funcidn nula entonces por el teorema 2 3, 4 ¢s H-K integrable con _[ h=0,

como g=f+h se tiene que Ig - _[f+ ,[h = _[f

Teorema 3.10: Sean fy g H-K integrables, si f(x) < g(x) ct p sobre /, entonces

fr<

Prueba: Sea F = {x el f(x)> g(x)}es claro que £ es un conjunto nulo, ahora sca

fiix)=f(x)y sea g(x)=g(x)para xe/-FE y sea f(x)=g,(x)=0, para xe L.

luego [f=[f < o= [¢
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Corolario 3.5: Sean [y g H-K integrables si |/(x)/ < g(x) ctp sobre /, entonces

[sfe

Prueba: Como -g(x)< f(x)< g(x)ctp sobre / entonces por el teorema anterior se

tiene que ‘[—g < ‘[f < Ig, con lo cual,

[n=le

Estableceremos ahora la integrabilidad de las funciones reguladas una clase de

funciones muy importante pero primero discutiremos las funciones escalonadas
3.1 Funciones Escalonadas

Definicion 3.2: Una funcion s / = R es llamada funcion escalonada sobre /7 = [a.h] Sl

existen una particion {l¢,_,.c, |}, de /'y nimeros reales {a, }", tal que
s(x)=«,,para x € (c,_l,c,), =12, ,n

Observacion 3.1: La funcidn escalonada también tiene valores en los puntos ¢, los

cuales pueden diferir de los valores «,. pero para los prop6sitos de la integracion cstos

valores no son de importancia, como se pudo observar en el teorema 3 9

Teorema 3.11: Toda funcion escalonada sobic / es H-K integrable y ademas.
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Prucba: Definamos s, sobrc / por s, =a, para x e/, ;(c,_,,c,) y s5,(x)=0en otro
caso, por el ejemplo 2 7 podemos afirmar que s, cs H-K integrable sobre /, con intcgial

jj s, =a,(¢,_,,¢,), ahora aphcando Ia lincalidad ¢ induccion se obticne el resultado

'

Introduciremos ahora las funciones rcguladas y mostraremos que son H-K
integrables y luego probaremos que las funciones monodtonas y las funciones continuas
son parte de este conjunto de funcioncs

Definicion 3.3: Una funcion / / — R cs llamada regulada sobre / = [a,b] s1 para todo

£ >0 existe una functon escalonada s, / — R tal que
|f(x)—s,|<&,paratodo x € [

Observacion 3.2: Es claro que una funcidén f es regulada si y sélo si existe una sucesion

de funciones escalonadas {s,, }:’2, que convergen uniformementc a /' sobre /

Teorema 3.12: Si / / — R es una funcion regulada sobre / = [a,h], entonces f es H-K
integrable

Prueba: Dado £ ~0 ,sea s, / — R una funcion cscalonada tal que I f(x)— s, <&, por

consiguiente, tenemos que

s, (x)—e< f(x)<s5,(x)+&,paratodo x e [a,b]
St hacemos ¢ (x)=s,(x)-¢ v . (x)=5,(x)+e. para todo xe [a.h],
entonces las funciones escalonadas ¢, y 7, son integrables y
¢, < [(x) <y, paratodo xe[u,h],

mas ain. como



[, -0.)=[2e=20-ak,

con lo cual se tiene que f es H-K integrable

Veamos una catacterizacion de las tunciones reguladas que es muy utilizada

Teorema 3.13: Una funcion f / — R es una funcion rcgulada si y solo si tiene limites
laterales en todo punto del intervalo /

Prucha; (=)Primero notemos que toda funcion escalonada tiene limites lateralcs cn
cada punto Para probar que la funcion rcgulada f ticne la misma propiedad. sca

¢ € [a,b), probaremos que /tiene limite por la derecha de ¢ Dado £ >0 sea s, / — R
una funcion cscalonada tal que
{f(x)=s,|<&,paratodo xe /,

Como s, es una funcion escalonaday lim s, (x)existe, existe &, (¢) > 0 tal que
=

Sl X,V € (c,c +9, (c)), entonces s, () =5.(y) Por consiguiente, Sl
vve(ce+s, (c))cntonces
)= 1O /)=, (D +[s, () =5, D +ls, - (V) Se+0+6=2¢
Pero como & > Oes arbitrario, el criterio de Cauchy rmplica que el limite por la
derecha ‘II_T f(x)existe La cxistencia del limitc poren ¢ e (a,b] se prueba de la misma
forma
(C)Supongamos tiene limites laterales en todo punto de /, ¢l criterio de Cauchy para la

existencia de limites laterales garantiza que dado £ > 0. existe una funcion medidora &,
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sobre /tal quesi 7€/ y y,,y, cstan ambos en [r - &, (1),1) o ambos estan en
(r,1+6. (I)] entonces
()= () <26
Ahora sea D={{[x_,x]s)}, una particon & -fina de /, definamos

5.(2) = f(2) s1zesuno de los numeros

Sobre el intervalo (x,_, ,I,)g [l, 8, (1)1,) definamos s, (x) = /(‘2(-"._1 +1, )] por
lo que,
HA(x) - sr(x)! =if(x) - f(% (x,_l +I,): <¢g

Similarmente.  sobre el intervalo (I,.x,)g(t,.r,+§r(/,)] dcfinamos

s (x)= f(‘l)—(l + x, )] por lo que.

()=, 0l =1 () - /(;(1, ﬂ,))i .

De alli que la funcion escalonada s satisface if(x) - vri < ¢ paratodo xe/ Perocomo

€ > 0 es arbutrarto, concluimos que f es una funcion regulada

Observacion 3.3: Otra forma de probar el teorema 3 5 es la siguiente

Prueba;: Como toda funcidn continua sobre / tiene limite en todo punto de / entonces por
el teorema anterior f es una funcidn regulada luego por el teorema 312 [ es H-K

integrable
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Teorema 3.14: S1 /' / — R es una funcion mondtona sobre / entonces f es regulada y

H-K integrable sobre /

Prucha: Como toda funcidon monotona sobre 7 tiene limites laterales sobre todo punto de

1, entonces porel teorema 3 13 fes regulada y por ¢l tcorema 3 12 f es H-K intcgrable



CAPITULO 4
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CAPITULO 4

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Antes de establecer el principal teorema de este capitulo es conveniente
introducir alguna terminologia que nos ayudara en la exposicion del mismo

Definicion 4.1: Sea / = [u,h]c R ysea F 1 >R

a Decimos que F es una primitiva ( o antidcrivada) de / sobre / si la derivada dec F
existcy F'(x) = f(x) paratodo x e/

b Decimos que F es una a-primitiva de f'sobre / s1 F es continua sobre / y s1 existe un
conjunto nulo £ de puntos de x € / donde F'(x) no existe o noesigual af

¢ Decumos que F es una c-primitiva de /'sobre / s1 F es continua sobre / y st existe un

conjunto contable E de puntos de x € / donde F'(x) no cxiste 0 no es igual a /

d Decimos que F es una f-primitiva de f sobre / s1 F es continua sobre / y si existe un

conjunto finito £ de puntos de x € / donde F'(x) noexistc onoesgual af

Observacion 4.1: En todos los casos decimos que E es el conjunto excepcional

Lema 4.1: Sea f |a,6|]— R, diferenciable y sea -ela,b| Entonces para cada >0,
existe un 5>0 tal que lf(v)—f(u)—f'(:)(\) u)lgg(v -u), Slempre que uw<:-<v Yy

[u,v]c [(l,h]ﬁ (: -8, + 5)

-/ <e

Prueba: Como f es diferenciable en z. existe § >0tal que i —ellS)
N

para 0<|\-:|<r3. \e[u /)]
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S1z=u, z= v la conclusion del lema es inmediata, por lo que supcndremos que u<z

| o= 1= roe-v <l ror- re - rew-a)+|1e- re- reE-0

<glv=2)+e(z-u)=¢e(v—u)

<v, entonces

La interpretacion geométrica del lecma 3 1 es clara, si los puntos u y v
“encasillan z”, entonces la pendiente de la cuerda entre los puntos (u,f(u)) y (v,f(v)) es

casi la pendiente de la recta tangente en (z,f(z)) La conclusion del lema 4 1 falla si los

puntos uy v no encasillan a z, considere 7(1)=1? coS—, parat=0y f(0)=0, parat =0
{

1 1 1
En efecto, tomemos n>0 talque - <& yseav= -, wu= Tk entonces
n n n+

f(v) = n‘ cos(zny= | (-1)"

n

: I 2+
f(u) = TS cos|(n+1)r]= s (-1)

Asi. [ f(v)— f(u)| = ey (—1)"i=[ L l.s-]

l
(n+1) n
Si se cumple la conclusion del lema. entonces

| I I |
+ < = @ =

(n+1) n* n n+l n(n+1)

pero esto es una contradiccidn ya que,

Lot
(n+1) n n(n+1)

Nos disponemos ahora a establecer la primera de varias de las versiones del
Teorema Fundamental del Calculo, que garantiza que la derivada de cualquier funcion
sobre un intervalo / siempre es H-K integrable, sin la imposicion de hipotesis

adicionales sobre esta derivada
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Tcorema 4.1: Sca f o b]- R con pumiiva F sobre [a.h]. entonces f es H-K

integrable y

[ =Fh)-F@
Prueba: Dado &£>0. sea la &, funcion medidora como el Lema 41 y sea
D={x_,,x }t,}', una particion etquetada &, -fina de [a,6] Como x,_, y x,

encasillan a la etiqueta 7, , entonces

(41)

F(x)= F(x,.)— f()(x, =X, ) S &(x, = x,.,)

Ahora deseamos estimar la cantidad F(b)-F(a)—-S(/.D), para csto

haccmos uso de la suma telescopica F(bh) - F(a) = Z] F(x)~- F(x, )] y obtenemos

F(b) - F(a)=S(f,D)= 3 [F(x,) = F(x,.)) = 1 (t,)x, = x.,)]
=]
Ahora de la desigualdad del triangulo obtenemos,
[F(h) = F(a@)=S(f. DY <D F(x) = F(x, )= 10,)(x, = x,.,)

de la desigualdad (4 1) se sigue que el ultimo termino esta dominada por la suma

telescopica
n
Sale, ~x.,)= elb-a).
=1
como £ > 0, es arbitrario concluimos que fes H-K integiable y ademas

[ =F)-Fa)
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Podemos rescribir el tcorema de la siguientc manera Si F[a,h]— Rcs

diferenciable en todo punto de [a,b], entonces £’ cs H-K intcgrable y ademas
rP=Fw%FM)

El proximo ejemplo a considerar es un ejemplo de una funcion no gcotada le

cual es una integral impropia segiin Ricmann

1
Ejemplo 4.1: Sea f(x)=-—, para x> 0 y f(0)=0 Mostraremos que f es H-K

Jx

integrable sobre [0,1], con J:f =2 como se sabe del Calculo

Sea £>0, primero constderemos la funcion cerca del cero Si 0<x<],
entonces el area bajo la curva sobre [0,x] es 2Jx  Si construimos la funcién
medidora y tal que y(t) < (0,t), para todo te(O,l], entonces cuando D es una

particion etiquetada y-fina de [O,I], la etiqueta asociada con el subintervalo de D que

2

£ €
contiene a cero es cero (teorema 8)  Si y(0) = (_TZTE] , entonces

£

| O -0 -2z =2 <2/ =
siempre que [O,X‘]C ¥(0) St O<u<v<l, el area bajo la curva sobre [u,v] es

2\/;—2\/1-1- y st u £z < v, tenemos
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1 2

[ 1)~V =24u| = (v-u)

z

h
o fu)-22
fi
R )

7. 1

=V_“\/;+\H—_ -
<o

z

J’
o
.

gt =)
< ";“(\’ng+ Z\/—;ujz (v- }u)

-2
z

sto sugiere que definamos el conjunto 7(2)=(z—(’5(2).z+(5(z))m(0.2).

para 0<z, con 5(z)= 4 Ahora supongamos

queD={(,1) 0<i<n} es &(z)- fina,con
I=[x.x,], 0=x,<x,< <x, =1

Entonces ¢, = 0, de la estimacidn hecha arriba. tenemos

IS(f,D)-2|=

Y (1) =3) =25~ )}‘
<25+ 2|16, -x,>—2<JZ—JxT>]
<= +Z( i+ I ’ g Z I+| )

7 =|
'

I
< +Zg(xl+l -

5 J,
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Teorema 4.2: Sy f [a,h] — R, ticne una c-primitiva F sobre [a,h], entonces fes H-

K integrable y

J' { BEFB) - F(ar)

Prueba: Sea E ={c, };’zlel conjunto excepcional para la c-primitiva F sobre [a,h].

como £ es un conjunto contable entonces es nulo, en vista del teorena 3 9 podemos

asumirque f(¢,)=0
Definamos ahora una funciéon medidora sobre /=[a,h]. sca £>0y 1 ¢ E. sca
o,.(t) como cn lema, st 1 € E cntonces / =¢, para algin ke N , de la continuidad

&

.., paratodo z e/ que

de Fen ¢, . escogemos &, (¢,) >0 tal que [F(z)— F(c, ) < ,

satisface fz —-¢,| <3, (c,), con esto definimos la funcion medidora &, (1) sobre /

Ahorasea D = {[x,_,,x, ]}:’zl una particion etiquetada &, -fina de / Si ninguna de
las ctiquetas perteneccn a £, entonces la prucba en ¢l tcorecma anterior sc aplica sin

cambios Sin embargo, s1 ¢, € E es la etiqueta de un subintervalo [x,_,,x,] entonces

()= F(x, ) = e )(x, =X, SIF() = Fle i +F(e) = Flx )+ /(e )x, = x,)

< £ £ oo *
- 2k+2 i 2k+2 TU= YA+
Ahora cada punto de £ puede ser la etiqueta en mas de dos subintervalos en D,

por consiguiente la suma de los términos con 1, € E satisface

Z]F(x,)—F(x,_,)— () (x, - -x,_,)] Si2fﬁ =
A=l

tel

Por el lema, la suma de los términos con ¢, ¢ £ satisface



MIF(x) = Flx) = 10)x —x, ) se)Y (x,—x. ) <&lb-a),

1 el tel
por lo cual cuando D sea &, -fina. tcnemos
|F(b)- F(a)-S(f.D)<e(l+b-a).

y yaque & >0 es arbitrario, entonces f es H-K integrable con
f / = F(b)— F(a)
Se sigue del teorema (TFC) que las reglas desarrolladas para calcular
integrales de la forma usual utilizando antiderivadas se mantienen para la integral H-

K Enloque sigue st / [a,b] = R, a<b definamos _['/ =_,[lf Y ff:O

Otro método comun muy utilizado en el calculo de integrales es el método de
sustitucton o cambio dc variables Podemos utihzar ¢l tcorcma 41 (TFFC) para

establecer tal resultado para la integral de H-K

Teorema 4.3 ( Integracién por sustitucién) Scan [ [a.b]>R

17 [a,ﬁ]—>[a,b] diferenciables Entonces

["r={(opw

()
Prueba: Por la regla de la cadena tenemos que (f o) =(f"op) y por el teotema

41

(170020 =1 (2N~ [(p(@))

nm

()

Teorema 4.4: Sean f, y f, difcrenciables sobre I Entonces f'f, es integrable sobre |

sty solo st f,f, esintegrable sobre y cn este caso,

[ i1, = r0 1O - @ - [ 11,



53

Prueba: Por la regla del producto tenemos que ( f, /, )' = f'f, + f,f, , entonces

.Ef"/? = J:[ (/1/2) _/1/2']’ luego
f f|'fz = f|(b)f2(b)— /2([’)f2((l)—— I:’ f, fz'



CAPITULO 5



54

CAPITULO 5

LEMA DE HENSTOCK Y LAS INTEGRALES IMPROPIAS

Una de las propiedades mas importantes de la integral de Henstock-Kurzweil es

la validez de los teoremas de convergencia de la forma Inmj.lf,r = J;(hmf‘), bajo

hipotesis mas generales que los vahdos para la integral de l.chesgue que a su vez son
mas generales que los teotemas vahidos para la integial de Riemann  |stableceicmos
estos teoremas mas adelante, pero la principal herramienta utihzada para cstablecer los
teoremas de convergencia es un resultado conocido como el Lema de Henstock. resultado
que presentamos de inmediato para luego discutir algunas aplicaciones del mismo, antes
de esto veremos la terminologia necesaria para este fin

Sea l=[a,b], una particion parcial etiquetada de | es una coleccion finita de

parejas

S={(I,,J,) ISISn},

donde los { .J, }son subintervalos cerrados no traslapados de /'y ¢, € J,( no se requiere

que U.], =/) Si yes una funcion medidora sobre / y Jes una particion parcial

=1
etiquetada de /, entonces 3 es y-fina,si ¢, e.J, c(t, —y(ll),l, +y(ll)), para 1=1,2, .n

Si Jes una particion parcial etiquetada de / y f /> R. escribimos
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S(f,3) =Z f(1))¢(J,) para la suma dc Riemann de fcon respecto a I,y st J = U.I, .
=1 =1

esctibimos L/=ZJ:/ cuando f es integrable En cl caso que D sea una particion
=\

etiquetada y -fina de / este resultado coincide con nuestra definicion previa

Lema S.1(Henstock): Sea f / — Rintegrable sobre / Para £ >0, supongamos que y

es una functon medidora sobre / tal que st D es una particion etiquetada y -fina de /,
entonces |S( f,D)— J; /l <& St 3={(1,,J)) 1<1<n}es una particion parcial etiquetada
(cualquiera) de /tal que I es y -fina, entonces

(51) lS(/.ﬁ)—L/l«v.

Donde J = U.I, Y

1=

<2¢

(52) |- 1

n

Pruecba; El conjunto I—U J, consiste de un nimero fimto de intervalos disjuntos Sca

=]

K, 1<:1<m,laclausura dc estos subintervalos Para 77> 0 la integrabihidad dec f sobie

cada K, implica quc cxiste una particion ctiquetada y -fina L, de K, tal que
) 1
iS¢/, Ey< !
m
Entonces D=3IUEUE,UEU UE, es una particton y-fina de | S

J = U.l, , entonces

=t
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<g,

IS(st)— J; f|=|S(f,3)— L f+i(S(f,E,)_J;‘ )

por lo tanto,

jscr.o- [ 1|<e e fscr )= 1

1
<£+m(—7—):£+77
m

Como 71> 0 es arbitrario. IS(/. D)- I/ /I <& como sc descaba

o~

Para probar la scgunda desigualdad. sea I y sea (/,../)) tal que

f(l,)(’(l,)—L / 2 0(<0) Entonces por la destgualdad (5 I) se tiene

03 (W)= [, N=3| @)~ [f|<e
y
0<=3 (/0= [1=2| )N = [1]se

J-

por lo que se obtiene la desigualdad (5 2)

El lema de Henstock afirma que s1 y es una funciéon medidora sobre | tal que las
partictones ctiquctadas y -finas de / inducen una suma de Ricmann las cuales dan una
bucna aproximacion del valor de la integral sobre 1, entonces cualquier particion  parcral
etiquetada y -fina induce sumas dc Riemann las cuales dan buecnas aproximacioncs al
valor de la integral sobre la union de los mtervalos en la particion ctiquetada

Veamos ahora algunas aplicaciones del lema de Henstock
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Corolario 5.1: Sea / /— R H-K integrable sobre 1=[a,b] entorces la integral

indefimda F(x) = ‘[r /,para a<x<h, escontinuaen [a,b]

Prueba: Sea ¢ € [a,b) probaremos que F es continua a la derecha en ¢ Si1 £ >0, sea
o, la funcion medidora sobre / como en la hipotesis del lema de Henstock Definamos

ahora una funcién medidora por

mln{c?,(/),;jl—c}}, st tel, t#c,
3, (1=

- £ .
mln{(), (¢), G/(C)} " l)} 1

Ahora, sea 0<h<d/(¢) y sea D,la subparticton & -fina consistente de los

pares ([c,c + h], ¢) Siaplicamos el lema de Henstock a D, inferimos que

m- [ f%se

£
Se sigue del hechode que h<4 ------, que
(ry+1)

yF(c+h)—F(c);=l[”’f; <|f(fh+e<e+e=2e

Como ¢ > Qes arbitrario, entonces F es continua a la derecha de ¢ De la misma

forma se prueba que F es continua a la izquierda de cualquier punto en (a,b]
Corolario 5.2: Sea f [ — RH-K ntegrable sobre | Si _[ f =0, para todo ce[a‘b],

entonces | f]|es H-K integrable con

[lr]=0
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Prueba: Note que s1 a <c <d < b, entonces

[r=[1-[1=0,

sea £ >0 y sea y una funcion medidora sobre I, tal que
[s(7.0)- [ 7] =Isr. o)<z,

siempre y cuando D ={{r,, 7, )", <<y, por el lema de Henstock
Y@y <ze,
=]

esto implica que |f| es H-K integrable con J;Ifl =0

Conclurremos esta seccion considerando la integral impropia para la HK integral

Teorema 5.1( Teorema de Hake): Sea / [a,h] > RH-K integrable sobre [c,b]para

b
todo a<c<b Entonces f es H-K integrable sobre [a,b] s1y sélosi Iim I f existe En cste

c—=a

caso J:ff: hm .[hf

N
[ d )

Prueba: Para probar la condiciéon neccsaria, sea £>0y escojamos y una funcion

medidora sobre [a,b] tal que

|
S(/.0)- M«s,

siempre que D sea una particion etiquetada Para cada ce(a,b) existe una funcion

medidora y, sobre [c,b] tal que

<g,

[scre- [ 1
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siempre que E sea una particion etiquetada y-fina de [¢,6] Podemos asumir que
y.()cy(t) para todo (e[c,h] Escojamos c tal que cel(a-yla)a+y{a)) vy
(c-a)|f(a)|<e

Supongamos que s €(a,c), sea £ una particion etiquetada y -fina de [s,b]y sca

D= EU{(a,[a,s]} Note que D << y por lo tanto

|(r-{1

por lo que Im ff: A

<

[ r-sct.o)+|scr B[ fl+l@lls—al <3s.

Para probar la condicion suficiente, sea {¢, k=0,1,2 }c (a,b] tal que

¢o=h,¢,>¢,,, y ¢, —>a Tomemos una funcién medidora y, sobre [c,,c,] tal que
’S(/,d) — -[,“ j| <§, stempre y cuando D sea una particion etiquetada y,-fina de [c,, ¢, |
Para k > 2 tomemos una funcion medidoray, sobre [c,,c,_,] tal que

|scr.o0- [t <=
siempre y cuando D sea una particion etiquetada y, -fina de [c,(,ck_z] Escojamos N tal

que <& para a<s<c¢, Yy If(a)l(cN —a) <& Definamos ahora una funcion

A~_["f

medidora y de la siguiente manera

(—o,¢y), Sit=ua
r() =37 (NN (¢, ), s1¢ <<,

7:(0N(eCy)s Sic <UZ¢ k22
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n

Supongamos ahora que D = {(l,,l, )},=| <<y Para cada k& sea D, el subconjunto de D
cuyas etiquetas estan en (ck,ck_l](sélo un numero fimto de los Dy son no vaciosy no dos

de los Dy uenen elementos en comun)

Sea J,la unidon de los subintervalos pertenecientes a Dy, por la definicion de

vicadaD, <<y,, J c(¢¢]y Jp ©(e¢,) para k=2 Porel lema de Henstock

e
y - <

[s¢r.00- 1]

note que s1 (x,K)es tal que cf subintervalo K =[a,d], es el subintervalo en D que

contiene a a, entonces la ctiqueta asociada con K puede ser a, es decir a=x (Asuma que

a<x, entonces a <¢, <apata algn £y 2 € A (v = y(a),A +7(x))c (¢,¢00), esto €

imposible ya que ae A Asi,

+

A—f/

N £
<‘9+Z§T+5= 3¢
k=1

|[4-S(U, D) |/ (@) H(K)+ i(j/ f=S(f,D)
A=t

De este resultado podemos concluir que la HK-integral no posee integrales
impropias sobie ntervalos acotados Probaremos mas adelante que esta situacion es
stimilar para intervalos no acotados Esta particulanidad de la HK-integral entra en un
contraste muy agudo con la integral de Lebesgue y la integral de Riemann puesto que
para ambas ntegrales extsten integrales impropias

Emplearemos ahora el teorema 5 | para obtener el criterio de comparacion para la

existencia de la integral



Corolario_5.3: Sean f,g [a,b] > Rcon |f|<g en [a,6] Supongamos que t es

absolutamente integrable sobre [c,b] para a <c¢<b

1) S1 f es no negativa, entonces f es integrable sobre [a,b] st y solo si
{f f a<c< b} es acotado
1) S1 g es integrable sobre [a.b], entonces / ¢s integrable sobre [u, 8]
Prueba:
1) Note que la funcion ¢ — f f ¢s decreciente en (a,b]entonces por el teorema 5 | el
resultado es inmediato
1) Sean F(s)= ff y G)= fg , para a<s<bh, por el teorema 5 |, es suficiente
probar que la funcion F satisface el criterio Cauchy cerca de a
Para a<s<t,
|F-Fe)|< [|/]< [g=Guy-Ges),
por el teorema 5 1, la funcion G satisface el criterio de Cauchy cerca de a, por lo tanto f
es integrable sobre [a,b]

Ejemplo 5.1: Para pe R,sea f{t)=¢",0<t<| ParaO<c<ly p=#l,

_ (=™
f/ (p+1)

Esta expresion tiene limite tinito cuando ¢ tiende a 0 si y solo si p+1>0 y en este caso

tenemos
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£I”dl =#

por el teorema 5 | Para p=-1, tenemos
f /="Inc,
por lo tanto /"' no es HK-integrable sobre [0,1] por el teorema 5 1, Asi, ¢”es integrable

sobre [0, l] si y solo si p>-1



CAPITULO 6
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CAPITULO 6

LA INTEGRAL HENSTOCK-KURZWEIL SOBRE
INTERVALOS NO ACOTADOS

Consideraremos ahora funciones a valores reales sobre mtetvalos no acotados
y definiremos su ntegral, esta definicion se pudo haber dado anteriormente, ya que
enisten pocos puntos donde necesitamos consideraciones adicionales al tratar con
intervalos Infimtos, pero es mas conveniente comenzar el estudio de esta integral
sobre intervalos compactos

Supongamos que | es cualquier intervalo en R, f /— R y que deseamos

definir la H-K integral de f sobre / Extenderemos la definicion de f a R , definiendo
f(t)=0 para t € R— 1 y entonces la integral de esta extensidn sobre R nos daria una
defimcion de la integral de f sobre I Asi, necesitamos solamente considerar la
definicion de la integral para funciones f R — R

Si deseamos extender la defimcion de la integral para funciones f R — R, la
primera cosa que debemos considerar son los conceptos de particion y particion
etiquetada de R

Una particidon de R es un nimero finito de subintervalos cerrados, en el sentido
lopologico, no traslapados cuya umon es K , por lo tanto al menos uno de los
subintervalos debe tener longitud nfinita Una particion etiquetada de R es una

coleccion finta de pares ordenados {(1,,/,) 1<1<m}, donde {/, 1<1<m} es una
particton de R 'y ¢, € R, para cada1 Si f R — R es una funcidn estrictamente
positivay (¢,,1,) es un elemento de una particion etiquetada donde /, tiene longitud
infimta entonces el térmmo  f(,)/(/,)es infimto y la correspondiente suma de

Riemann, para esta particion etiquetada también es infinita St asociamos la integral de
una funcidn positiva con el area bajo la curva de esta funcion, seria una situacion
indeseable

Podemos “remediar” facilmente esta situacion consitderando extender los

numeros reales, para esto a R le adjuntamos los”puntos infinitos” +cy —o, como es
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usual Denotaremos esta extension por R" y adoptaremos el siguiente orden y las

propiedades algebiaicas en R’

—00 < x <oo paratodo xe R
0+ 00 =0

— 0+ (—0) = -0

xto =10, para todo xeR
x(ioo):ioo, para x>0

x(x0)=Foo, para x<0

Observacion 6.1: La mas importante convencion concerniente a la aritmética en R"es

laregla
0(x0) =0 = (+0) =0

la cual es fiecaentemente utilizada

Nos referiremos a los intervalos de la forma [- oo,a], [a,oo], [—oo,oo] como
subintervalos cerrados de R* y ademas llamaremos a los intervalos de la forma

\
[— a,oo), (a,oo] subintervalos abiertos de R® Para intervalos no acotados / como los
descritos arriba, se tiene que
I(J)=o

Sea / un subintervalo cerrado de R" Una particion de / es una coleccion
finita de subintervalos no traslapados de / cuya union es / y una paricion etiquetada de
! es una coleccton finta de pares ordenados D ={(,.1) 1<:<m} tl que
{1, 1<y Sm}es una particion etiquetada de / y f, € I, para cada 1 Como en el
capitulo 2, nos referiremos a los subintervalos /, como los subintervalos de D y a los

{, como las etiquetas asociadas con /,

S1 / es cualquier subintervalo de Ry / / — R, siempre asumiremos que f ¢s
extendida a R* por f(t)=0 para te R —1 Si/es un subintervalo cerrado de R’.
f >Ry D= {(t,, 1) 1< m} es una paricion etiquetada de /, la suma de f con

respecto a D esta definida por

m

S(/, D)= fu)ld,)
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Note que aunque seat o la etiqueta asociada con el intervalo de longitud

infinita, entonces S(/f, D) esta siempre bien definida y es un numero real debido a la

condicion

Una funcion medidoray sobre / < R*es una funcion en / tal que »(¢) c¢s un
intervalo abierto que contiene at

Si D= {(1,,1,) 1< < m}es una particion etiquetada de /'y y es una funcion
medidora sobie /, decimos que D es y-fina 'y escribumos D<<y,s1 t, €/, cy@,)
para 1 <:<m Note que st y(f)es un ntervalo abierto acotado para todo t € RN/,
entonces la etiqueta de cualquier intervalo no acotado en una particién y -fina de D de
/ debe ser £ oo asi la suma de Riemann de cualquier funcion f / — R con respecto

a D esta bien definida

Estamos ahoia en posicion de definir la H-K integral sobre un subintervalo
cerrado arbitrario / de R* Primero el Lema de Cousin a intervalos no acotados
Teorema 6.1: Sea / un intervalo cerrado en R* y yuna funcion medidora sobre /
Entonces existe una particton etiquetada y -fina de /

Prueba: Consideremos el caso I=[a,OO] y sea y(o)=(b,0] Si b<a, tenemos
D={(,/)} St b>a existe una particion etiquetada y-fina D, de [a,b+1]
Entonces D = D, U {(eo,[b+1,0]}es una particion etiquetada y -fina de / Los otros

casos de intervalos no acotados son similares

Procederemos ahora a definir la H-K integral para un subintervalo cerrado
arbitrario / de R*

Definicion 6.1: Sea / un intervalo cerrado en R' ysea f / — R Entonces f es H-K

integrable sobre / si existe A€ R tal que para todo €>0 existe una funcion
medidoray sobre / tal que |S(f,D)- A <e siempre que D sea una particion
etiquetada y -finade /

Como en el teorema 2 2 es facil establecer que el valor de A en esta definicion

es unico y bien defintda por el teorema 61, también adoptamos la notactén
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A= .fj =.ff(1)dl S1 /= [a,oo](/ £ [~ 00, a], /= [— oo,oo], algunas veces escribiremos

[r=0rf r.[n

Veamos ahora un ejemplo que 1lustra esta definicion

1 .
Ejemplo 6.1: Sea f(1)= |, parat 21 Mostraremos que f es integrable sobre [l,w],
.

con _r/ =1 Sea ¢ >0, defimiremos una funcion medidora sobre [l,oo], tal que y(1)

es acotada pata todo 1 e [l,oo] » esto obliga que la etiqueta de cualquier intervalo no

acotado en cualquier particion etiquetada es +oo  Si definimos y(oo):(z,oo} y
£

tenemos [w,oo]c y(c0), entonces

f (o) ([w,0)) - e L o i (Note que el 4rea bajo
woow 2

I
la curva de f sobre el intervalo [w,oo) debe ser — Luego si (z,[u,vD €S un par en una
w

. N .
particion euquetada, queremos estimar l/(z)(v—u)—( - )'( Nuevamente el area
u v

1
bajo la curva de f sobre [u,v] debe ser — — ] )
u 14

Tenemos,

| =22 bop-
/(z)(\:_u)_(]_l_):::u\ g L!I_lls\ u l_])
u v z 1

fu v z vV u

2
Considerando los casos cuando uv—z° ¢s positivo o negativo Supongamos ahota que

D= {(l, 1)y 11 < m} ¢s una particion etiquetada de [l,oo]con

/, = [x,_, ,x,]. Xy =1,x, =c0,1, = De la destgualdad anterior y del hecho de que

i L7}

] m-| ]
-1+ = -
X ;( X’

n

]
+ ), tenemos
-1 X,
} 1 I !m—l ] 1 i

m=l ! m-|

g
S_ e . -
2 ! X

St definimos (1) = (1 - Z A+ Z) y asumimos que D <<y, tenemos que
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8 Ill— l
IS(f,D)-1< " + -
(/.0 2 ZZI x,I x,)
3 m-1
=a+.s (
2 20 x.,  x,
& & l
= - 1 - <&
5 2( )

w~\

Las propiedades basicas de esta integral establecidas anteriormente y
particularmente el Lema de Henstock se verifican para la integral sobre intervalos nc
acotados

Como vimos en el caso de los intervalos acotados, mostraremos que no existen
integrales impropias sobre intervalos no acotados

Teorema 6.2: Sea f [a,00]=7 — R H-K integrable sobre la,b] para todo a <b <

h—om

Entonces f es H-K integrable sobre / si1y solo st Im f | = A existey .ff =A
!
Prueba: Sea £ > 0, supongamos que f es H-K integrable sobre /, existe una funcién
I
medidora y sobre / tal que 'S(/,D)— .f/| < ; , stempre que D sea y-fina Para
| A

a<c¢ <o existe una funcion medidora y, en [a,c] tal que }S(j,E)—'[ji<;
!

siempre que £ sea una particion etiquetada y-fina de [a,c], podemos asumir que

vy (t) c y(t) para todo € [a,c] Sea y(w0) =(T,oo], para c>7, sea E una particion

etiquetada y, -fina de [a,c], sea D = EU {(co, [c,oo])} Entonces D es y-finay

- ;s 1=, 1))‘+,S(/ L)—J!/+|/(oo)| (e, < +

1 i

:g,

& &
22

[ 4°2]

por lo tanto, Im f /= J/
/

Supongamos que lim | f =4, escojamos una sucesion {H} tal que

[ 4ol 3
a=c¢,<¢ < Y ¢, = Escojamos una funcion medidora y, en [cu,c,] tal

que

{ 1 !
(/D)= [ 1<
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siempre que D sea una particion etiquetada y, -fina de [c(,,c,] Para £ > 1, escojamos

una funcion medidora y, en [(.A_l,(.h,] tal que

S(/.D)- [ I < i'f:z‘

siempre que D es una particton etiquetada y, -fina de [Ck—l =‘k+|] y Ntal que b2c,
con lo cual
’ £
— A‘ <
L7
Definamos ahora una funcion medidora y en / por

(‘N:w] =
7(’)'_ }/k(l)m(('k—l’('xn) G StSq,, k=12,
?’u(’)m(‘u—la‘l) ¢, S <,

y supongamos que D = {(1,,1,) [<1Em }es una particion etiquetada y -fina de /

Asumamos que /[, =[a,oo] es el intervalo no acotado en D, note que ¢, =y
¢, <a Para k>0 sea D, el elemento en D cuyas etiquetas estan en [c,r o ] Por la
defimcion de y cada D,es y,-fina, si J; es la umon de los subintervalos en D,

entonces J, C [¢,,¢,} pwa k=1 Poi el Lema de Henstock

L SULDO= [ 1 s

2k+2
Por consiguente,
! |
- l<id— [ /] -
A-s(,D)s 4= [ fl+][ 1-5(s.0)

< |

SEe [ 1= 28D+ @)

l’i=0 * k=0
<€ = £
- 2 % z 2A+2 =
k=0

Por supuesto que 1esultados analogos se obtienen para integrales sobre
intervalos de la forma [~ oo,b], - w,00] Utilizando este teorema podemos obtener un
corolario analogo al corolario 5 3
Corolario 6.1; Sea f [a,]= 1 — RH-K absolutamente integrable sobre [a, 5] para

todo u<b<w



69

1) S1 fes no negativa, f es H-K integrable sobre / s1y s6lo s,

sup{r/ a<b <co}<co

m) St g I->R es no negauva y H-K integrable sobre / y

!/(I)’ <g(), paratodot el ,entonces fes H-K absolutamente integrable sobre /

b

) -p+l
Ejemplo 6.2: Sea pe R ysea f(1) = ll , parat#0 Entonces .rj = (b_r ,_,l)
! =P

para p#l, s1 p=1. 'rj =Inb
Asi del corolario 3 8 se sigue que f es H-K 1ntegrable sobre [l,oo] sty solo s1 p>1

Proposicion 6.1 Sea f [l,oo]—) R posiiva, decreciente y H-K integrable sobre [I,b],

para todo 1 <b <o Entonces la integral rj = A, existe s1 y solo s1 la serie

Z f(k)=S esconvergente, en este caso A< S <A+ f(1)
k=1

Prueba: Para i< x<:+1, f(+D)<f(x)S/@1), asi /(!+I)SJ”I/S/(I))'

n-l|

fa+n< [ 1370

n-

S1 n — o0, entonces
S—f(H)<A<S

Veamos otro ejemplo que ilustra la convergencia condicional de la integral

. senl .
Ejemplo 6.3: La integral r —dt existe En efecto, integrando por partes se tiene
{

senl COS! »  COS/
[Fa== 0
t ¢

dt

pl

e
., cost
la funcion ) es H-K integrable sobre [l,oo], por ¢l corolario 6 1 (n) y el ejemplo
(2

ent

b
6 2 con p=2 De alli que, ,l)lm cobs - =0 con lo cual del teorema 6 2 la integral de 4
- {

sobre [l.oo], extste

. s¢
S embargo. r

nt
di no existe, en etecto,
{
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e lsent| =\ ket sent
fzm) dr =S ( {d:
o =1 o7 [
i ] kel)a
> [ sentldl
k=1 (k+|)7l‘ a
n-1 2
= - , para todo n
o (k+ D

Consideremos la integrabilidad absoluta para la H-K integral Recalcamos que
la H-K integral admite tunciones condicionalmente integrables, daremos ahora las
condiciones necesarias y suficientes para integrabilidad absoluta, estas condiciones
involucian la vanacion de una funcién

Definicion 6.2: Sea f [a,b]-—) R,st m={u=x,<x < <ux, =b}es una particion

"

de [a,b], la variacion de f sobre 7 es

n-t

var(/ )= 31/ (r) = f(5)s

y la vanacion de £ sobre [a,b] cs
Var(f [a,bb =supvar(f )
donde el supremo se toma sobre todos las posibles particiones 7 de [a,b] St
Var(f [a,b]) <o,
se dice que tiene vartacion acotada
Para los lectores que no estan famiharizados con la definicion y propiedades
de las funciones con vatlacion acotada referumos el libro Introduction to Gauge
integral
Teorema 6.3: Sea /= [a,bl con —wo<a<b<o y f |- R H-K integrable
sobre / Sea F(x)= f f, a<x<b,lantegral indefimda de / Entonces |f| es H-K

integrable sobre / s1 y solo s1 Fes de vanacion acotada sobre / En este caso

j}/; =Var(F 1)

Prueba: Sea V =Var(l© 1) Si l/[ es H-K integrabley a=x, <x, < <x,=b es

una particion de /, entonces

Sy -3 [ 1= 1

noar conioinentes
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|
V< [lf]<w
Para la condic16n suficiente asumamos que V <o ysea £ >0 Existe una

n |
particion P={a=x, <x, < <x, = b} de I tal que, V - £ < Z“: f1<V , donde
=10

K, = [x,_,,x,] Note que s1 = {a =y, <y, < <y, =h}csunrelinamiento de la

"

particton Py L, =[y,_,. y,], cntonees,
) v-s<Yi[/]<XI] sisv
=1 =1 L
Sea funcron medidora y, en [ tal que IS(f,D)— '[f‘ <g&, siempre que D sea

una partictodn  etiquetada y,— finade [ , por el ejercicio 31, si

D={t,J) 1<1< p}<<y,, entonces

: Fol
(2) 'g{’/u,);z(-/,)— I/I}isze

Sca una funadn medidora y en [ tal que y(t) <y, (/)para todo

tel, y\)ckK, vy y(x,)c(x,_,,x,,, )donde X =—00,X, =0 S

n+
= {(z,,l,) 1< Sq} es una particion etiquetada y -fina de /, entonces existe una
particion etiquetada y -tina E' = {(z,’,l,’) 1</ < r} tal que la particion {/! 1<i<r}

es un refinamiento de {K,, ,K,,} y tal que S(//|,E)=S( /l,E’) En efecto. por la

definicion de y, podemos tomar

E'z{(:,,I,mK/) 151Sq,lS/Sn,l,°ﬁK/0¢®}

Observe la figura J
/
zl
r’ } ( i | i 3
L xl-l L _J A:+I _-L
a x

Entonces dc (1) y (2) tenemos que

V—ESZM fisV y !i{ij(z,’)

Kﬁ){LfyﬁLﬁHszg

Por consiguiente,
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S/ E) -V =fS(!/l,E’)iZ’:)I/I— V} <2+¢
| =1

Consideremos el caso cuando el intervalo / es no acotado
Teorema 6.4: Seca l:[-oo,b], b<ow y f [ — R H-K integrable sobre 1 Sea
F(x)= [’ / para —o < x <b Entonces ]]] ¢s H-K integrable sobre I si y solo st IF

es de variaciOn acotada sobre I En este caso,

ﬁ/] =Var(F 1)

Prucba: Para —cwo<a<b, sea F (x)= [/ para a<x<b y yc, = _[;f pol
consiguiente F(x)=F, (x)+c,paraa<x<b
Supongamos que i /| es H-K mtegiable sobie I, st — 0 < a < b, entonces por el
teorema 6 3 tenemos que
fl fi=Var(F, la,b) =Var(F [a,b))
Ahora por el teorema 6 2,

[ 1= 1m [171=var(F 1)

a—=r—o
Supongamos ahota que I’ ¢s dc vaniacion acotada sobre | S1 —0<a<b,

entonces por ¢l teorema 6 3
[1/1=var(r, la.b) =var(r [a).
por el teotema 3 18

Var (1 1) = hm Var (IF [a,b]= Iim f!/{ = J:!/I,

firais 28
los casos cuando [ = [a,+0] o [-o,+00] se tratan de forma similar

Como consecucncia de estos dos ulumos teoremas se obtiene el siguiente
resultado el teorema de comparacion para la integrabilidad absoluta

Corolario 6.2: Si I un subintervalo cerrado de R* y si f,g I — Rson funciones

H-K integrables sobre 1 con |f(f)|< g(r), para todo te/ Entonces f es H-K

absolutamente integrables sobre I con

Mslrisls
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Prueba: S1 x, <x, <x, < <ux, con x, € /, entonces,

S ns3fe=lx

=l 1T

y por los teoremas 6 3 y 6 4, se obtiene el resultado deseado
6.1 Propiedades de la integrabilidad absoluta.

Teorema 6.5: Si f/,g [/ —> R son funciones H-K absolutamente integrable y si

¢ € R,entonces ¢f y f + g son H-K absolutamente integrables
Prueba: Como fy 'f* son H-K integrables sobre , la primera afirmacion se obticne
del hecho de que '¢f (1) =chfi(x), para todo xe/ Ahora, como ifl y |g| son
integrables sobre I, entonces ]/! +ig1 es H-K integrable sobre | , luego pot la
desigualdad del tnangulo tenemos que

I +g =i+,
y por el corolario, f + g es H-K absolutamente integrable
Teorema 6.6: Sifes H-K integrable las siguientes afirmaciones son equivalentes
a fes H-K absolutamente integrable
b Existe w H-K absolutamente integrable tal que f(x) < w(x) paratodo x e /
¢ Existe o H-K absolutamente integrable tal que a(x) < f(x) paratodo x e /
Prueba:
a = b inmediato solo basta hacer w=f
b=>u Note que f=w—-(w—f)y como w-f es integrable w— f >0 entonces w-f
es H-K absolutamente integrable y por teorema anterior / es H-K absolutamente
integrable
Dejamos como ejercicio al lector la demostracion a < ¢

Corolario 6.3: Si f es H-K integrable las sigwentes afirmaciones implican que f es

absolutamente integrable
a / es acotada superiormente en /
b /es acotada inferiormente en /

¢ fesacotada en /
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Definicion 6.3: Sean f,g / > R

a Decfintmos el maximo de f y g, denotado por fv g o max {/,g} de la sigutente
manera

(fve)x)= max{f(x),g(x)}, paratodo x €/
b Definimos el mimimo de / y g, denotado por f A g o mm{/,g} de la siguiente
manera

(f rg)x)= mln{/(x),g(x)}, paratodo x €/
¢ Defimimos la parte positiva y negativa de f, denotada por f' y f~ respectivamente

por

Ji=fv0 y f =0
Teorema 6.7: S1 { ¢s una funcion H-K integrable las siguientes afinmactones son
cquivalentes
a fes absolutamente integrable
b /' yf son H-K integrables
¢ f y/~ son H-K absolutamente integrables

Prueba:
a= b De la 1dentidad /" = ;{/ +!fi}y del teorema 3 1 se tiene que f* es H-K

integrable
b=>¢ Como f*=0 y f~ 20,entonces/f y/ son absolutamente integrables
¢ = a De laidentidad ‘/i = f"+ /" yel teorema 6 5 es absolutamente integrable

Teorema 6.8: Si / y g son funciones H-K integrables entonces las siguientes
atirmaciones son equivalentes
a /y g son funciones H-K absolutamente integiables

b / v g es H-K absolutamente integrable
¢ f Ag es H-Kabsolutamente integrable

Prueba:
| ‘
a=b D¢ la idenudad /vg=2[/+g+;/—g[] y como f-gl ¢ H-K

absolutamente integrable porel tcorema 6 5 f v g ¢s H-K absolutamente integrable
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b=>a Como f,g<[fvg entonces pot el teorema 66, fy g son funciones H-K

absolutamente mtegrables

a=c¢ Como fAg</,g, entonces por el teorema 31 fy g son funciones H-K

absolutamente integiables

Teorema 6.9: Sean /,g,a,o» H-K integrables,
aS f<w y g<wentonces fvgy fag sonH-Kintegrables
bSias<f y a<g sonH-Kintegrables

Prueba:

l
a Delaidentidad /v g = 2[/ +g+|f —g{] ycomo f v g <@, entonces

0<if-g=2fvg-f-g<20-f,
luego por el corolario tenemos que |/ — gl es H-K integrable, porloque fvg 3
f n g son H-K integrables
b Como a £ f v g y aplicando un razonamiento similar al anterior se tiene que
if-g<f+g-2a,
luego fv gy f g son H-K ntegrables

Observacion 6.2: Ln contraste con la integral de Riemann y la integial de Lebesgue,

st /yg son H-K integrables no siempre /v g y f Ag son H-K integrables Por

ejemplo, st f es H-K integrable condicionalnmente entonces /* y /~ no son H-K
, sent 4 .
integrables  Asi, st f(1) = , para te[l,+oo], entonces /° y f no son H-K
{

integrables sobre [l,+oo]
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CAPITULO 7

TEOREMAS DE CONVERGENCIA

Definicién 7.1: Una sucesion {f, }de funciones sobre un intervalo / a R se dice que

converge uniformemente sobre / a una funcion f s1 paratodo £ > 0 existe K, € N tal
quest k2K, y xel entonces M (x)— /(x)\ <€

La convergencia unifoime es una restriccion muy fuerte pero sigue siendo un
modo de convergencia importante  Recordemos que s1 una suceston de funciones

Riemann integrables sobre un iteivalo compacto /' converge uniformemente sobre /
a una funcion f entonces f ¢s Riemann integrable sobre /'y I f =hm I /, probaremos
ahora la generalizaci6n de este resultado

Teorema 7.1: (Teorema de convergencia uniforme) Si {/k} es una sucesion de

funciones H-K ntegiables que convergen unifoimemente a [ sobre I=[a,b].

entonces f es H-K integrable y
fr=lm {1,
Prueba: Dado £>0, existe K, e N tal que si k2K, y xe/ entonces
/,(x)— f(x) <& Porloque, s hk=K,,entonces
-2e< f,(x)— f,(x)<2¢,para x € [a,b]

luego,
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—2e(b-a)< jlf,, - j,fk <2e(b-a),
de donde Hf,, ~ '[/,‘i <2e(b-a)y como ¢ >0 es arbitratio, la sucesion (.[/") es de

Cauchy en R por lo tanto converge a un numero 4 € R

Mostraremos ahora que f es H-K integrable con integral 4, dado ¢ >0y
K, como antes, si D={t,,l, )}LI es cualquier particion etiquetada de /'y k> K,
entonees,

| n

| | " 1
S(/,.DY=S(f. DY =12 41, (t))~ 1 )Y, )I <YL= FUIU) < Y ey = e(b—a)

| 1=1

. - | .
Ahora escojamos un namero fijo » 2 K, tal que [Ij, - A‘ <&, sea d,, una

funcién medidora sobre / tal que Hj, - S(/, ,D)' <¢ siempre que D sea J,, -fina
Entonces
S(/,D) = 4 <IS(/, D)= S(1,, DY+ S(/,, D)= [ 1,1+ [/, - 4
cegb—a)+te+e=¢c(hb—a+2)
como & > 0 es arbitratio entonces f es H-K integrable y If =A

Teorema 7.2: (Teorema de convergencia mondtona) Sea {/k} una sucesion

monotona ( sucesion que es creciente o decreciente ) H-K integrable y sea

f(x)=lm f,(x) paratoda xe /= [a,b] Entonces f'es H-K integrable s1 y sélo st la

sucesion (I fi ) es acotada en R En este caso

If = [im .[f"

k—ow
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Prucba: Discutniemos ¢l caso de una sucesion de funcrones ciecientes

(:>)Sl / es H-K mtegrable y como f,(x) < f,(x)< f,,,(x) < f(x) para toda xe/,

entonces la sucesion U/‘ ) ¢s creciente y acotada

(<)Sea A = qup{'[fA ke N}, por lo que la sucesion (I/A ) convergea A Sca & >0

|
yseareM talque <&y

0<A- [ / <&
Ya que f, es H-K integrable, para cada & € N existe una tuncion medidora

o, sobre / tal que D es una particion J, -fina de /, entonces
St D)= 1],

Por otro lado, como f(x)=hlm/,(x), entonces para cada x €/ existe un

entero k(x) > r con,
(T 10 f(xX)= fo(x) <t

Ahora definamos &, (/) =9,,,,(/) para te€l, por lo que &, es una funcion
medidora de /, utthzaremos una funcion medidora para probar que f'es H-K integrable
con integral 1gual a 4 Asi, st D= {(I,,l,)};, es una particion J, -fina de /, deseamos

probar que |S(f,D)— A4} es conveniente pequefia Por la desigualdad triangular

tenemos que

‘ n " q | o "
< .Z FUNU) =3 fo, ) +1Z FaanUDICL) = Z [ /H, ) Z [ S -

(denotemos esta suma por (7 2)

De la desigualdad (7r l), tenemos que
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LS SENU) =S Sy @) 1) < S e(1) = b - a)
1= 1= 1|

"

< M@= [ fu)| 23)

ademas, Z Feo UMY = Z I Tei)
=1 1=l '

Para estimar esla suma, sea s = max{k(1,), ,k(t,)}>r, notemos que la suma
fimta (7t 3) puede escribirse como una suma iterada la primera sobre todos los
valores de 1 tal que k(/,)= p, para algin numero natural p>r y luego sobre
p=r, ,s Considere todas etiquetas ¢, con k()= p, para p fijo Cada subintervalo
I, correspondiente esta contemido en la bola cerrado con centro ¢, y 1adio
6,(1,)=0,,,(t,)=6,(,) Por  consiguiente la  coleccion  de  parejas
{(l,,t,) k(t,))= p}torma una subparticion o, -fina Entonces por el lema de Henstock

tenemos que

o
S e O = [fui S

Si sumamos sobre p=r, ,s encontramos que el segundo término en {7 2)

esta dominada por

_ & I
Zj‘,‘:l < Zz',,?i = <¢

~r-2
p=t p=t 2
Estimaremos ahora el tercer térmuno en (7 2) , como la suceston es creciente y

1 k(1)< s, entonces f, < f,,., < [, conlocual

[1.<] s |

sumando estas desigualdades para1=1,2, ,n e integrando tenemos que
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n
A=6 <Y | fuy <4
=1 '

por lo que el tercer término en la desigualdad (7 2) , estd dominada por ¢,

combinando esta tres estimaciones concluimos que s1 D es J, -fina entonces
IS(f,D)-A<(b-a)e+e+e=(b—a+2)e

y como £ > 0 es arbitrario, entonces f es integrable sobre / con integral 4 = lim I /e

Veremos ahora un resultado que es utilizado cuando la sucesion no es
monotona, el mismo fue probado por Pierre Fatou (1878-1929) Para la integral de

Lebesgue, pero antes necesttaremos probar el siguiente lema

Lema 7.1 : Sean f,,a dos funciones H-K integrables tal que

a(x)< f(x),para xel, ke N,
entonces 1nf{f, } s una funcion H-K integrable
Prueba: Como a(x) < f,(x) entonces €l mf{/A } existe y ademas es mayor o 1gual a
a St keN,seawy, =f Af, A A[f,, porel teorema 6 9 e induccion matematica
tenemos que , es H-K integrable Mas aln, la sucesion (. ,) es decreciente y

converge a mf{ /. }, pero como .[(//" > Ia , €l teorema de la convergencia monotona

implica que limy, es H-K integrable, de alli que |nf{jk}= hmy,, con lo que se

prueba la ahirmacion del lema

Lema de Fatou: Sean f,,a dos funciones H-K integrables tal que

a(x)< f,(x),para xel, ke N,

y que
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liminf .[/“ <o

koo

entonces l!n_r)gmf /. es H-K integrable y

-0 < ILIB})IHF /i Sllﬂ)llﬂ‘ I/,. <o
Prueba: Si1 ¢, =|nl{1m m2k,me N} para ke N, entonces el lema anteriol
implica que ¢, es H-K integrable, ahora como a(x)<¢,(x)</f,(x), paa
x e I,k € N entonces

Ia < I(pk < I/k

por la muy conocida propiedad del limite inferior (ver A modern Theory of

integration), tenemos

Ia < himnf I(pk S}Tlmf I/"

h—>w

Ahora (¢, ) es una sucesion creciente que converge sobre /a ¢ = limnf f,
por consigutente esta ultima desigualdad implica que la sucesion crecrente qu,,) es
convergente y por lo tanto acotada, entonces el teorema de convergencia monotona

implica que @ =lmg¢, = liminf f, es H-K integrable y que I(p=l|m Igo,j;R, sl

utilizamos la desigualdad /!lll] inf I /. <ocobtenemos la desigualdad

-0 < Illmmf/k < hmint .[/" <o
koo k—>m
El proximo resultado es una extension a la integral generalizada de Riemann

de un teorema probado en 1908 por Lebesgue

Teorema 7.3: (Teorema de Convergencia Dominada). Sea (f,) una sucesién de
funciones H-K integrables con f(x)=hmf,(x) para todo xel= [a,b]

Supongamos que existe funciones o, @ H-K integrables tal que
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a(x)< f,(x)Sw(x),para xe l,ke N,
entonces f es H-K integrable y
Jr=tm [

Prucba: Por hipotests tenemos que f(x) =lm f, (x) =hmm! f, (x) € R, para todo
ve ! Deladesigualdad a(x) < /, (x) £ w(x) se tiene que
’[as _[/k < _[(u,para ke N,
de donde hmnf .[/A y lmsup _[/A estan en R, entonces el lema de Fatou implica
que f es H-K mtegrable y que
I/ S}l_l}llnf .[/‘
St aplicamos el lema de Fatou a la sucesion (-f,) y como

Iiminf(-¢, ) = —=hmsup &, , entonces concluimos que
-[7=[en<im [-f)=-lmsuw (7, ,
de donde inferimos que
hmsup [/, < [/

combinando las desigualdades Ij < Il(lmmf .[/“ y llm sup .[/“ < Ij , oblenemos que

fr=lm [1,

Teorema 7.4: Sean /,,a,,a H-K mtegrables tal que a, < f, ctp sobre ], @, >

ctp sobre y Ia‘ - Ia, supdngase también que liminf _[fA <o Entonces

limint j/" es H-K integrable y

-0 < _[hm/A < hmmf.[/A <
k—w Ao
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Prueba: Sea h, = f, —a, 20, por loque 0 < Ih,. = .[/" - Iak , luego
0 < hminf _[h,r = liminf .[j" - limnf Ia,‘ = hminf .[/" - Ia <o,

por el lema de Fatou ( con a =0), tenemos que Iminf A, = hminf f, —a es H-K
integrable y

0< Ihmlnf fi— Ia = _[llmmth < lminf Ih,.

= himnt Ifk - Ia<oo

como Ia e R, se obtiene la conclusion deseada
Teorema 7.5: Sean /f,,w,,o H-K integrable tal que f, <w,ctp sobre/, o, > o
ctp sobre /'y Iwk - Iw Supdéngase también que —oo < limsup _[fk Entonces
limsup f, es H-K integrable y

—00 < }l_l’llsup .[/" < .[;I(TJ,SUPJ“ <

La prueba de este teorema se realiza con argumentos similares a la
demostraci6n del teorema anterior
El siguiente resultado es una ligera extension del Teorema de Convergencia

Dominada

Teorema _7.6: Sean a«,,a,f,,0,,oH-K integrable y supdngase que

a, <f, Swctp sobiec ! ,que a, s, [, > [y o —octp sobrelyque

.[a" - Ia y Ia)k - I(u Entonces f es H-K integrable y I/‘ - _[f
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Prueba: Como a, £/, <w,, entonces Iak < I /i £ Ia)k, por lo que
liminf I fi £ hmI w, = Ia) < oo y similarmente — o < limsup I /. » por el teorema

anterior tenemos que f =hm f, es H-K integrable y
-0 < I/ < himinf _[/k ShmsupI/k < If <00,

de donde I/k - If

Teorema 7.7: Sea (/A) una suceston de funciones H-K integrables tal que

f(x)=hm/, (x) paratodo xe [ = [a,b] Entonces f es H-K integrablc y

If = hm _[fk

A—o

st y solo st para todo £ >0 existe m, € N tal que s1 k 2m,_, existe una funcion
medidora y, en/tal que s1 D es una particion y, - fina de / entonces
IS(/,,D)-S(f,D)<¢

Prueba: Probaremos primero que (Ifk) es una suceston de Cauchy Dado £ > 0 sea
m, como en la condicion, asi s1 4,k 2 m, , entonces existen y,, ¥, tales que s1 D es
una particion etiquetada y,-fina entonces iS(/,,,D) ~-S(f,D)<g.,y st D es una
particion etiquetada y, -fina entonces |S(f,,D)—S(f,D) <& Por consiguiente, ya

que f, f,son H-K integrables, existen funciones medidoras 8, y &, tales que s

. ~ | !
D es una particién etiquetada J, -fina entonces}S( fn,D)— Im <¢,y st Des una
l |

particton  etiquetada &, -fina  entonces {S(jk,D)—Ijklsg Ahora, sea

7, =mmnfy,,7,, S, 5,}, por consiguiente, s1 D es una particion etiquetada 7, -
fina, tenemos entonces

- (A< 5 -5U0. 0y + 18U, D) =S¢ D) +IS(/ . D) = 5(,, D) +IS(f,, D) - [/,

<g+ec+e+eg=4¢
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Dado que & > 0, es arbitrano, Ia sucesion de (I /. ) es una sucesion de Cauchy en R, y

por consiguiente converge a algun nimero 4 € R

Probaremos ahora que f es H-K ntegrable y que If =4 S1 £€>0,sea m,

como en la condicion, y sea k>m, tal que :_[fk —A} <¢ Entonces existe unc

funcion medidora y, sobre / tal que s1 D es una particion etiquetada y, -fina entonces
iS(/A,D)—S(/,I))iSa Ahora como f, son H-K integrables existe una funcion

mediodrad, tal que s1 D es una particion etiquetada  J,-fina
| .
entoncesi'S(f,,,D)— I/,,! <& Ahorasea §, = mm{}'k,ék }, se sthue que s1 D es una
|
particion etiquetada &, -fina entonces

SU/ D)= A\ <IS(f, D)= S(fo, D)} +|S(f. D)= [fo}+| [£i — 4] <3¢

Como ¢ > 0, es arbitrario, entonces fes H-K integrable y I/ =A

Sea £>0, ya que Ufﬁ)—) If , existe m, € Ntal que sik 2m,_ entonces
‘If,, - Ifi S g€ , ahora como k > m, es{ijoy ya que f,son H-K integrables existe una
funcion medidora &, tal que s1 D es una particion etiquetada &, -fina entonces

IfA —S(ﬁ,D)g <& Yaque f es H-K integrable existe una funcion medidora 9§, tal

que s1 D es una paiticion ctiquetada J, -fina entonces H/ - S(/,D){ <¢ Ahora sea
7, = 111111{50,§k }, pot lo que s1 D es una particion etiquetada y, -fina entonces

SUus DY =SU, DY +18(,, D)= (1141 [ £ = [A+][s =50/, D) <3¢



CAPITULO 8



86

CAPITULO 8

EL PAPEL DE LA INTEGRAL DE LA H-K INTEGRAL EN LA

ENSENANZA DEL CALCULO Y EL ANALISIS

Tradicionalmente la ensefianza del Calculo, en una variable, se centra en el
calculo de derivadas y antiderivadas y como utilizarlas en algunas aplicaciones A pesar
de que se opta por mniciar el estudio de la integracion presentado el concepto de Integral
de Riemann, se omiten las pruebas o demostraciones de la mayoria de los resultados
tedricos A manera de ejemplo citamos los siguientes resultados

“St una funci6n es continua es Riemann integrable”

“S1 una funcion, definida sobre un intervalo compacto, es mondtona entonces es

Riemann integrable”

La omision de estas pruebas es inevitable ya que las demostraciones implican el uso de
la completitud de la recta, la continuidad uniforme en intervalos compactos y otras
nociones que van mas alla del alcance de los estudiantes de primer afio No obstante,
consideramos que es imprescindible que el estudiante sea inducido, a partir del primer
curso de Calculo, al tratamiento de resultados tedricos y no dedicarse exclusivamente al

dominio de técnicas y algoritmos, dado que este tipo de formacion puede convertirse en
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un obstaculo para los estudiantes que necesitan tomar cursos de Analisis Matematico y
adquirtr conocimientos sobre l'eoria de la Medida e Integracion

En contraste con esta realidad, existe una tendencia, promovida por Robert
Bartle (Estados Unidos de Norteamérica), Ralph Henstock (Irlanda), Jaroslav Kurzweil
(Repiblica Checa) Rudolf Vyrborny (Australia), Eric Schechter (Estados Unidos de
Norteamérica ), Stefan Schwabick (Republica Checa ),que abogan por Ia inclusion en los
libros de Calculo de la Integral de Henstock-Kurzweil En una carta abierta, dirigida a
los autores de libros de Calculo y publicada en la Internet en 1997, estos matematicos
consagrados argumentan que algunas partes de los libros serian mas legibles por el hecho
de que algunas definiciones y teoremas se pueden indicar de manera mas simple (y mas
fuertes) s1 se utihza la H-K integral en lugar de la integral de Riemann, esto es
particularmente cierto para el segundo teorema fundamental del Calculo y que ademas la
preparacion para los estudiantes que van seguir cursos mas avanzados de Matematica
selia mas adecuada, ya que para ellos la H-K mtegral representa un puente mas adecuada
hacia la comprension del Andlisis

Para Ericc Schechter ( Estados Unidos de Norteamérica) a pesar de que
recomienda la inclusion de la H-K integral en los hbros de Calculo, muestra algunas
reservas pues segun su opinton  no existen muchos puntos a favor para que se enseifie
en los cursos de Calculo ya que los estudiantes en este nivel entienden poco o nada de
pruebas ya que se concentran en formulas y calculos, por ejemplo, para ellos el segundo
teorema fundamental del Calculo es una simple ecuacion y cualquier afirmacion sobre
continuidad o diferenciabilidad o existencia de integrales pasa desapercibido para la

mayoria Por otro lado, afirma que el curso de Anélisis seria el nivel apropiado para la
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ensefianza formal de esta integral puesto que el estudiante se concentra en el uso de
hertamientas tales como épsilon y deltas, sucesiones convergentes, etc, y estas son las
mismas herramientas usadas en la HK integral por lo que las modificaciones cn ¢l curso
scitan leves L

Existen otros matematicos que fundamentan la ensefianza de la H-K integral en
los cwsos de Caélculo, en ¢l hecho de que esta integral preserva la misma forma
intuwitiva con que se presenta la definicion de la integral de Riemann, pero que tiene Ie
fortaleza de la teoria de lebesgue y abogan por su uso posible en todos los niveles,
incluso sostienen que el intetés de tiatar la Teoria de Integracton en todos los niveles
era también parte de la motivacion para R Henstock para desarrollar la teoria

La idea de enseiiar la H-K integral a los estudiantes de primer afio de las
umversidades fue promovida por ejemplo en articulo “The teaching of the mtegral” por
Bullen y Vyborny publicada en 1990 por Journal of Mathematical Education in Science
and l'ecnology, vol 21

Es cierto que la HK (ntegral posee las mismas virtudes pedagogicas que la integral

de Riemann, pero también es cierto que la generalidad de esta integral trae como
consecuenc'a el no poder presentar tan facilmente funciones que no sean HK integrables,
por lo que el estudiante del Calculo, podria pensar que todas las funciones son HK
integrables cosa que no es asi, como es el caso de los estudiantes de ingenieria que por
mas de diez afios de trabajar con ellos, he podido notar lo dificil que ha sido el intentar
introducir algunos conceptos teoricos, en los diferentes cursos que he dictado por lo que
para los propositos de las aplicaciones en estos niveles la integral de Riemann satisface

las necesidades
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Por otro lado, como se ha demostrado los teoremas de convergencia de esta
integral exigen menos condiciones que los teoremas de convergencia que la 1ntegral de
Riemann de alli su generalidad, pero los estudiantes de Calculo no necesitan del dominio
de este tipo de teoria tan abstracta, por estas razones considero que la ensefianza de esta
nueva teoria debe iniciarse en los cursos de Analisis de pregrado donde la madurez
matematica de los estudiantes o la mayoria de los estudiantes es la adecuada para
introducir dicha teoria y luego continuar con los resultados mas fuertes ( teoremas de
convergencia ) en los cursos de Anélnsnsl de postgrado, ademas esta integral es mas
concreta y no requiere de la maquinaria complicada de sigma algebras, medida etc , sus
calculos producen mucha intuicion y penetracion en medidas, particularmente en los

intervalos y concluir con la enseiianza de la integral de Lebesgue
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CONCLUSIONES

Después de haber realizado este trabajo formulamos las siguientes conclusiones

| La detimcion de la Integral de Henstock-Kurzweil, es una hgera vanacion de la
integral de Riemann, pero sus resultados son mas profundos

2 La integral de Henstock-Kurzweil, representa una alternativa didactica, en la
generalizacion de la integral de Riemann

3 Las reglas desarrolladas para calcular integrales usando antiderivadas, también son
validas para la integral de Henstock-Kurzweil

4 En contraste con la integral de Riemann y la integral de Lebesgue, el teorema
Fundamental del Calculo garantiza que la derivada de cualquier funcién sobre un
intervalo 1, siempre es H-K integrable, sin la imposicion de hipétesis adicionales sobre
esta derivada .

5 La mtegral de Henstock-Kurzweil, no posee integrales impropias ya sea sobie
intervalos acotados o no

6 La ensefanza de las propiedades y conceptos fundamentales de esta teoria de
tntegracion debe incluirse, en los cursos de analisis de postgrado y no en los cursos a
nivel de licenciatura o ingenieria
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