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Para obviar este inconveniente, las funciones feC([a,b],X) se

extienden a todo R como sigue; indicando f la extension:

f(a) sit<a
F@&) =5f@® site(a,b]
£ () sit>b

Indiquese ahora C'=C/([a,b],X) el espacio de las extensiones asi

obtenidas. Las funciones de C son funciones continuasde R > X, v
b supl7of = ]1..
2) Toda f eC es uniformemente continua.
Enefecto:sea fel y f=7/[a,b].

Para todo 7 € [a,b], || f (t)|| < " 1 ||0o y si:

t<a, ||7(t)||=||f @] <|/].,
t>b, || =lr®l<|l.

Por esto sup||7" < || f IL) . Por otra parte es obvio que || f “q{> < sup"]'(t)" ,
teR teR

por lo que vale la 1.

Conrespectoala2. Sea feC vy fz]'/[a,b]. Dado £>0, existe
O >0 tal que si ¢,,1, e[a,b] y |t, —tzl <4, entonces ||f(t,)—f(t2 )||<£.

Sean ahora 1,,t, € R con |r, ~1,| <4,
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si 1,1, [a,b] |7~ 7| =) - re<e.
si 1,1, <a IFe)-7@)|=|f(@- f@)=0<e,
si 1., > b [7@)-7@)||=Nr@)- 1) =0<e.

Supongamos ahora que ¢, <aq, ¢, € [a, b], luego,

|7en-7e)

|=ll/ (@)~ £ @,)]), pero |a—1,| <|t, = 1,| < &, por esto:
|[7e)-7@)<e
De la misma manera, si ¢, [a,b] y
t,>b |Ft)-F@&)|=]r@)- 7®) <z porque |b-1,| <]t - 1,| < 5,
Los espacios € y C pueden identificarse con las transformaciones:
®: &= ([a,b)X)

& (7)= 7/ lab)=1.
Por esto puede afirmarse que: Dado £ >0, existe §,, > 0:
|H <8, =|fe+m-f (s)| <& para todo te [a,6]. Claro estd que si

t+he [a,b] el valor 7(f + h)es precisamente ¢l correspondicnte a f .

Fn lo sucesivo no se hard distincién entre 7y 1.
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1.2 Integrales de Funciones Continuas.

Sean X e Y dos espacios normados con el mismo cuerpo de escalares, R
o € y que en lo sucesivo se indicard K. El espacio vectorial de las
aplicaciones 7T :X — Y lineales y acotadas, es decir, para las cuales existe
una constante positiva M >0 tal que: ||[T(x)|, < M|, paratodo xe.X,es
un espacio normado poniendo,

IT|=infiM/M >0y vxeXx |7, <M, |-

Si ademas Y es un espacio de Banach, también el espacio normado
anterior, y que s¢ denota L(X,Y) es un espacio de Banach; lo anterior se
aplica en particular si ¥ =K en cuyo caso L(X,K) se indica X" y se llama
espacio dual de X .

Es bien conocido que L(X,Y)coincide con el espacio de las funciones

lineales continuas de X a Y y que paracada T € L(X,Y)

T(x),
=5~ wpprcol, = ool
=

o |Ix],  wlys
En este segundo apartado se presentan algunos resultados acerca de los
espacios L(X,Y), como el Teorema de Hahn — Banach y de los mismos se
dan algunas aplicaciones de gran utilidad en el estudio de las funciones

f:la,b] > X que son continuas y diferenciables, y de modo especial se



14

define el concepto de Integral de Riemann y se dan algunas de sus
propiedades.
De las versiones del teorema de Hahn — Banach; para los fines de esta

investigacion se considera la siguiente:

Teorema 1.2: (De Hahn — Banach)

Sean X,Y espacios normados. X, un sub-espacio vectorial de X y

fo: X, =Y lineal y continua. Entonces existe una f e L(X,Y) tal que:

71x0=f vy =Wl
No se dard una demostracion de este resultado ampliamente conocido;
pudiendo consultarse a tal efecto los libros de analists funcional indicados en
la bibliografia: { Véase Kreyszig, pag. 221, 4,3.2).
El teorema de Hahn — Banach tiene notables consecuencias; a continuacion
se indica una de ellas y un corolario que es de la mayor importancia en este

trabajo.

Propgsicion 1.3:

Sean X un espacio normado y x, € X no nulo; entonces existe f € X tal
que:

i) fx)= “xu" .
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i -1

Demostracion:

Sea X,el sub-espacio de X generado por x,. Como x,#0, cada
clemento x € X, se escribe de modo tinico en la forma:
x=Ax, con AeX
por esto si se pone f,(x)= Aﬂxo ", J, es una aplicacion lineal de X, en XK.
Como x, =1-x, resulta f,(x;)= "xo" y f, satisface la condicién ( i).
Por otra parte,

ll- sl o= e Al =1

Por el teorema de Hahnn - Banach existe fe€ X", extensionde f, a X

que conserva la norma, luego:

) Sx)=]x|-
D ==t

Corolario 1.1: ( “Propiedad de Separacion”)

Sea X un espacio normado y xe€X. Entonces x=0 siy solo si para

todo feX*, f(x)=0.
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una simple aplicacion de la igualdad ( 1.2). Conviene sefialar que la
desigualdad 3, en el caso “vectorial” el valor absoluto debe sustituirse por la

norma; es decir que la desigualdad pertinente es:

“ [ roals [ lrofa.

Obsérvese que la propiedad 2 continia siendo valida; independientemente

de la relacion de orden entre a,b y ¢; si se “extiende” la notacidn a los casos

a=b y b<a; el procedimiento de extension en el caso numérico es definir

b
I f(t)dt en estos casos; lo que se hace poniendo:

[rwa=o y [roda=-[rou

Lo anterior es aplicable aqui, ya que si se considera el efecto de x” sobre
€l miembro izquierdo y se tiene en cuenta la igualdad (1.2), se obtendra el
valor a la derecha y por ¢l corolario 1.1 y su comentario resultara el miembro
derecho.

Todo 1o anterior autoriza la manipulacion de las integrales { de Riemann )
con las reglas usuales del cdlculo; sin embargo queda por establecer las reglas
de céloulo efectivo de las integrales, éstas, como es bien sabido se dan a

través de las primitivas de los integrandos.
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Una primitiva de una funcién f:[a,6]— X es una funcién F:[a,b]— X
tal que F es continua en [a,b)] y para todo ¢ € (a,b), F'(£) = f(t).
En la integracion numérica valen los siguientes resultados:

4. Si F esuna primitiva de f entonces:
b
I (f(x))dx=F(b)- F(a) ( Teorema fundamental del calculo )

5. Si f:[a,b] > R es de clase C®; entonces:
[r@h=r®)- @

6. Si F(x)= I jf(t)dt a<x<b, Fes una primitiva de f (f continua ).

También en esta sitvacion el corolario 1.1 y la férmula (1.2) son los
elementos adecuados para extender las proposiciones anteriores ( o sea las
igualdades ). Con la finalidad de establecer estos resultados es necesario

definir la derivada de una funcién f :[a,h]—> X en un punto interior de [a,5].

Definicion 1.3: ( Derivada de una foncién )

Sea f:[a.b]> X y re(ab). Siexisteel mf(‘+h;“f(‘)

este limite se llama derivada de f en ¢ y se indica f'(¢). Si f es derivable

en todo ¢ € (a,b) se dira que es derivable en (a,b).
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=x"(f@)= 0" f)0).
Resulta, entonces que (x° o f)' es continua en (a,) y existen los limites
apropiados en a y b de tal modo que x° o /" es continua en [a,b] por ser

compuesta de funciones continuas. ®

Una consecuencia inmediata de esta proposicion es que si F:[a,b]-> X es
primitiva de f entonces, para cada x" € X*, x" o F es primitiva de x" o f
ya que:

(x o FY@O)=x"(F'O)=x"(f(O)=("° SN

esto asegura que vale el “teorema fundamental del calculo™.

Teorema 1.6: ( Teorema Fundamental del Calculo )

Sea f:[a,b]— X continuay F :[a,b]— X una primitiva de f, entonces,

j"’ f(Hdt = F(by- F(a).

Demostracion:

Sea x* € X', entonces:

x'( J‘: f(t)dt) = J‘: x" f(¥)dt
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Proposicion 1.8:

1. f:[a,+0][—> X continua es integrable en sentido generalizado si y solo si

para todo £ >0, existe £ >0 tal que b,b'>% entonces,

<Eg.

“ [rwar

2. Si existe la integral impropia I m" f (t)" dt, f es integrable en sentido

generalizado y

< [Trola.

a

|| [ fwar

Demostraciéon:

b
1. Supongamos que existe bhm I “ f (t)|| dt=L(e X) dado £>0, existe

b
k >0 tal que > K resulta lU f@)dt—L|<%

por lo tanto si b,6'>k

I: f(t)dt - I:'f(t)dt < Lb f({)dt— L|| + ff(t)dt— L"

<&

pero:

[ [ 1]~ ][ s

| jb"'f(t)dt”
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<&, cumpliéndose la condiciébn necesaria. Pero

asi || J‘:'f(t)dr

también la condicién es suficiente: considérese para tal fin la

sucesionen X,
L= j "f)dt

(L,)es una sucesién de Cauchy en X, ya que ||[L, - L [= “I mf (f)dt

dado £>0, existe k>0 tal que si b,b'>k, entonces <Eg,

[ e

por lo tanto si »#,m > [k] resulta:

L, — L. <#-
Como (L,} es una sucesion de Cauchy y X es completo, existe Le X
talque L, —» L.

Sea ahora £>0; tal que si b,b'>k

" _Lblf(t)dt <

ysi n>[k]

H Jl: f(de—L

<%

< +

j"’ @~ [ o +|L, - ]

L” fOdt-L
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+"Ln _L"

=H j: Floyde

b
entonces, I f{t)dr - LI <¢ paratodo b> K.

€

2. Si b,b'ela,+o0]; “ J'j}”(t)dtf

4 :
from )
como existe bli{na=o r Ilf (t)ﬂ dt, por (1), dado ¢ >0 existe k:5,0'> k.

‘ fl'lf (t)ﬂdt < &, teniendo en cuenta { * ) se tiene:

<g, it b,d'>k.

“ [[roa

Por la primera parte f es integrable en sentido generalizado.

También, para todo b & [a,+0].

“J‘:’f Bl < I: lr@)dt, por lo que

tim 7o < tim [l
es decir,

u [ 7w

< Eﬂ f)dt.m
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Proposicién 1.9:

Sea f:[a,+w[— X continua e integrable en sentido generalizado en

[a,+oo[, sea § € L(X, X), entonces s( J' M}(f)dt) = +va (H)dt .

Demostraciéon:

Si s € L(X, X) como [ ' fO)d— s [ e

(13) o [ 10—l [T
piv

o{ [raa)=['sou
o

(1.4) lim j:s( F)dt = s( I:}'(t)dt)

de (13 )y { 1.4 ) resulta: :(L"}(:)dr) . L“}f(t)dt. -

1.3 Teorema de valor medio de Lagrange.

El teorema de valor medio de Lagrange ( o de incrementos finitos ) es una

herramienta de primer orden en el célculo de las funciones derivables.
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En el segundo capitulo se tratan muchas cuestiones en que aparecen
involucradas diferencias del tipo f(z+#A)— f(t), donde f es una funcion
continua y con derivada continua en un oportuno intervalo de la recta real y la
estimacion de estas diferencias via el teorema de Lagrange es de gran utilidad.
Por lo anterior se considera aqui una versidn restringida del Teorema de
Lagrange; pero adecuado a las necesidades de este trabajo; versiones mas

amplias pueden consultarse en Nachbin, pag. 91, proposicion 40.

Teorema 1.10: { Teorema de Lagrange de valor medio )
Sea f :[a,b]—> X continua, f'(z) definida en (a,b) es continua y acotada;
entonces si #,,¢, €[a,b].
/@) - £ <Ml -1,
donde M es una cota superior de ||f'(?)]| en (a,3) en particular

|7 (®) - f(a)l|< M(b—a) ( Desigualdad de Lagrange ).

Demostracion:
Sin pérdida de generalidades supongase que ¢, <t,. Existe n, € ¥ tal que

f+Ll<t,~ L Si n2n. [ +1,0 —t]c(ad)
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poresto £y f soncontinuasen [f, +{, 1, — ;1| resultando por la propiedad
5 de las integrales de Riemann ( seccion 1.2)

. ; ‘z—%
fl-D- 1+ D)= [ " roa

ademas:

5

17606+ [7 1 Ol s e -1, +2)

pasando el limite para n— +w y teniendo presente la continuidad de f
resulta:
“f(tz)“ f(‘t‘lllS M(tz - t2)= Mltx -tzl

si y=a y t,=b seobtiene la desigualdad de Lagrange. =

Si f:[a,b]> X es continua y tiene derivada nula en (4,5), entonces f cs

constanie.

Demostraciéon:

En efecto, si 7  [a,5]

0~ £@l< J 1r@ldes sw ke -a=o.
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Porlotanto, f{(t)=f(a)para a<t<d .=

Observacion:
Note que si f/'(*)=0 en (a,b), /' es continua y acotada por lo que se
aplica el Teorema del valor medio, pero igual resultado se obtiene

directamente, pues:
£l -2)- rla+ )= [ rae=o

y pasando al limite: F(¢)— f{a)=0 paratodo ¢ [a,b].

1.4 El Teorema de Acotamiento uniforme de Banach — Steinhaus.

En la seccidn anterior se han considerado integrales de funciones continuas
y la extension del Teorema de Lagrange de valor medio apoydndose en ¢l
Teorema de Hahn — Banach.

En esta seccion se utiliza otro de los pilares del Andlisis Funcional, el
Teorema de Banach — Steinhaus de Acotamiento Uniforme para obtener una

importante propiedad de acotamiento local para una familia de operadores

TN -



33

Teorenia 1.11; ( Teorema de Banach-Steinhaus de acotamiento uniforme)

Sean X un espacio de Banach, ¥ un espacio normado, / un conjunto de
indices y para cada ief sea 7 € L(X,Y). Las siguientes afirmaciones son
mutuamente excluyentes:

A supll?:“ <w
red

A; : Existe un sub-conjunto de X denso en X, X tal que para todo x€ X,

resulta:
supf7 = oo
wed

( para una demostracion de este importante resultado véase Pini(20), Terzo
Curso, pag. 12, 1.5 y Rudin(21), pag. 43, 2.5).

Como comentario adicional es oportuno indicar que la hipdtesis de que X
€8 un espacio de Banach s imprescindible en este teorema.

Para los propdsitos de esta investigacion es crucial el siguiente resultado,

consecuencia directa del Teorema de Banach — Steinhaus.

Proposicién 1.12:

Sea X un espacio de Banach, {¥,4) es un espacio métrico y para cada
yeY sea T(y)eL(X,X). Supbngase que existe y, <Y tal que para todo

xe X existe lim T(y)x.
Y%
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Entonces existe 6 >0 y M >0 tales que paratodo yeY con d(y,y,) <6
resulta:
rools .
Demostracion:

Supodngase, razonando por absurdo que no se cumple la tesis enunciada.

En este caso para cada ne X existe y, €Y tal que:

) A<

n

i)y [T(,)|>n
por (ii) i}:fll”yw" = +0.

Por ¢l teorema de Banach — Steinhaus existe X, ¢ X denso en X tal que
para cada x € X, sx:p“T( Y, )| = 40,

Pero esto contradice la hipotesis de que %T (y)x existe, pues y, =y,
pot lo que ’l'il_’ET( Vo)X= }Ll}'lo T{y)xe X . Asi pues existen § >0, M >0 tales

que d(p,y,) <8 = |T()|cM =

Observacion:

La existencia del limite de Ja sucesién {T'(y,)x} implica que la sucesién es

acotada.
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1.5 Teorema tipo Fubini y Tonelli — Producto de Convolucién.

Si bien para el estudio de los semigrupos de operadores la teoria de
integracién de Riemann es suficiente, en las aplicaciones con mucha
frecuencia el espacio en que operan estos semigrupos es un espacio del tipo
L?, 15 p<ao; tal es el caso del semigrupo de operadores de Weierstrass.
Para tratar las cuestiones pertinentes se requieren algunos resultados
especificos acerca de los operadores entre espacios L? y de los mismos
espacios L”. En esta dltima seccion se presentan estos resultados.

Teorema 1.13: ( Teorema de Fubini — Tonelli )

Sea f:Rx R-> R una funcidn; entonces si uno de los integrales:

.[MJ Fuy)|dedy
L[l e |ax)es

[([] |y )as

as finito, los otros dos también lo sony f e L'(Rx R).

Ademas:
a) Paracasitodo yeR x> flx, ) e L}(R)

BEBLIOTECA
UNIVERSIDAD BE PANab?
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b) Para casi todo xe R y-> f(x,y)e '(R)

las funciones
£@)= [fand . LO)= [ ey

pertenecena L'(R) y:

[feyady= [ fiaa= [ L.

Para una demostracion de este resultado, véase Helmberg, pags. 326-327.

Proposicién 1.14:

Sea f,geL'(R), existe un subconjunto Ec R tal que u(E)=0 y la

funcion y - f(x—y)g(»), ye R, es sumable Vxe R—E. Y si
W)= [ £(x- ) g dy

h es sumable y [ | h()|ax<]f]- e, -

Demeostraciéon:
En efecto, f,g € L'(R) y ademés aplicando el teorema de Fubini — Tonelli

se tiene:

L(LI G- Ig(y)ldy)dx= L(J:J G- |g(y)|dx)¢,,
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= [Je( [| 76~ &)y

= [ ey [ |fGx- ylax

haciendo g =x -y resulta:

[17Ge=yete= [ |fuoletu= [ | relas=|1l,

Luego: [ |gldb. [ | £Ge— e = gl /1, =1/ Nl <= -
Por el teorema de Fubini — Tonelli la funcién H{(x, y)= f(x- y)g(y)es

sumable (e L (RxR)) y casi en todas partes y = H(x, y) es a su vez sumable

y si se pone

W)= [ Hepdy = [ fc-neoddy  hel'®.

Porowaparte [ [ 76~ e [ [ 1re-llgla Jas

=171 kel
ast f|[ 7= 9)z0slee < el »

Definicion 1.5:

Sean f,geL'(R), la funcion definida casi en todas partes

h(x)= L f(x-y) g(y)dy se llama convolucién (o producto integral) de f y

g yseindica: f*g.
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De acuerdo a la proposicion 1.13 f*geL'(R). El concepto de
convolucion puede extenderse al caso en que ambos factores f, g pertenecen
a espacios L°(R), L(R) con p,q=1. Con este propésito se considera los

siguientes resultados.
Teorema 1.15:
Sea f(x,y) medible en R? si
/o
([l )" d <
entonces J; Ffix,y)dye L’(R) y:

() Lf(x,y)a?pdx)% < [([fresra)’ s

Esta ultima desigualdad se¢ conoce como desigualdad integral de

Minkowski.
Para ¢l caso de funciones continuas véase el libro Hardy, Littelewood y G.

Polya sobre desigualdades, para el caso general, Pini(19), pag. 194, 4.4,

Teorems 1.16:

Sean p,g>1, -1-+-1—21. Si felL’(R), geL'(R) entonces
P 4
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f*geL (R) donde r satisface la igualdad L + L 1 resultando

r prp q

|7 =2, <i71,-llel, (Desigualdad de Young).

Observacion:
Si feL'(R) entonces f * g € L”(R) (g el’ (R)) y:
|7 =2ll, <i).-lel,-

Este es precisamente el caso que interesa en este trabajo. (Véase Pini(19),

pag. 197, 4.5).

Proposicion 1.17:

Sea f,geL'(R), he L?(R) (p=1) entonces:

(f*g)*h=f*(g*h).

Demostracion:

Por el teorema 1.15 (f*g)*h y f *(g*h) son funciones de L bien

definidas.

[r*@*mlo= [ £~ yXe*m) &

= [ 1= [g0-2 M) ds )y
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por ¢l teorema de Fubini — Tonelli resulta:
= I(jf(x-y)g(y-Z)dy) h(z) dz
R R
con un cambio de variable apropiado # = y — z, se tiene:
= J (Jf(x—z—u)g(u)du)h(z)dz
LANE
= [ - &

=/ * )+ hfx). »



CAPITULO SEGUNDO



SEMIGRUPO DE OPERADORES

Sea X un espacio de Banach (en R oen C)y L(X,X) el espacio de
Banach de las aplicaciones lineales continuas de X a X .

| | indica indiferentemente la norma en X (propiamente || ||, ) y la
norma en L{X, X) ( propiamente [[ Il . X)).

—X 5 indica la convergencia en X y —<%% ]a convergencia en

L(X, X), ( convergencia en norma).

2.1. Semigrupo ( fuertemente) continuo de operadores lineales continuos
de X en X.

Definicién 2.1:
Sea T :[0,00] » L(X, X) tal que:
1) T(s+1)=T(s)T(?) Vs,t20.
2) TO)=1 ( I el operador idéntico, Ix=x VxeX).

3) VxeX laaplicacion t & T(t)x de [0,+o0] en X es continua; o sea

42
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VxeX y Vte[0+0 resulta m"m +A)x~T()x]|=0
(2+At€f0,00[) osea T + At) ——>—>T(¢) puntualmente.
Entonces {T @), t=20 }se llama semigrupo (fuertemente) continuo de

operadores continuos de X en X . Se dice ademas de Clase C'©.
Si en lugar de (3) se tiene:

(3°) Vt &[0, resulta lim|T (e +AnD-T@)|=0  (t+Ar20)
(o sea T(t + A?) % T(t), entonces el semigrupo se dice uniformemente

continuo.

Si un semigrupo continuo satisface la condicion |T(#)[|<1 Vt>0,

entonces se dice contractivo.

Observacion: De (1) se deduce:
TOT(s)=T(s)T(t) Vs, t20

o sea que los operadores conmutan entre si.

Observacion: Sear>0 y x,ye X setiene que:

Ir@x-r@O=|r@)x- | <r@flx-»|; por lo tanto, para £>0, la

aplicacién x — T(f)x es continua en X ; en particular si (x, )new €s una

sucesibnen X ysi x, —>xe X entonces I'(f)x, ——>T(f)x Vt=0.
n—>w n—»w
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provisto de la adicién y de la multiplicacién escalar porR; es un espacio
vectorial y resulta normado poniendo [|x] = ;}:g}]x(tﬂ :

Obsérvese que cada elemento de este espacio es una funcién
uniformemente continua. En efecto, sea:
lim x(r) = a = x(+0); fijado &€ R’ existe ¢, € [0, 400 tal que |x(¢)-a|<&
Vi=t, y porlo tanto [x(¢) — x(¢")| < |x(¢") - a| +|x(#") - 4|

<2¢ Ve e'>t,;
la restriccion de x en [0,7,] es uniformemente continua y por lo tanto
S, € R, tal que:
(@) - x(e")| < & ve,i'ef0,¢,] con |f~£1<6,; siademss £e[0,z,]
y t'>t y t'-1'<8,,setiene:
(@) - x| < |x(t') = x(¢,)| + x(t,) - x(¢")| < 3¢

C([0,+0]) con [|x]|=sup|x(#)| es un espacio de Banach. En efecto para

cada ne N, sea x, € C([0,+]) y sea |x, - x,[|—=55>0 (0 sea {x,} esde

Cauchy ); tomese c€ R’ arbitrario: existe n, tal que

xn(t) —Xn (t)l <&
Vmn>n, y Vt20; se sigue que (x,),., converge uniformemente en .

[0,4e0]; si x es la funcién limite se tiene entonces que x es continua y
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asi Hmf[T'(¢ + Af)x —T(0)x] = 0.

Teorema 2.1: (De Hille )

Sea {T(t);t > O} un semigrupo (fuertemente) continuo de operadores de

L(X, X). Entonces:

(2) La funcién t > |T(0)|, te[0+0[ es L- medible.
(b) Existe el lgg log lTY)I y tal limite es < +o0.

(c) Indicado tal limite con w,,Vé € R, > w,, existe M, € R" tal que:

Ir@)||<Mse?  Vte[040] w, sellama el tipo del semigrupo.

Demostracion:

(@)SiaeR y E, = {t;t € [0,+oo[,||T(t)ﬂ > a}; si @ =+ entonces E, = J;
si a<0 entonces, E, =[0,+0[. Supongamos que aeR,a>0; si
t, € E, resulta |[T(t,)|>a y entonces existe x,eX con |x,]=1
pues; ||T (@, )|| = ?1“1=;I>||T (, )x|| >a=>3x: ||x0 II =1y ||T (t,)x, || >a;porla3l
de la definicién 2.1 resulta, ;gglur(:)xo ~T(t,)x,]|=0, por hipétesis

Ir@)|-a>0, por la definicion de limite 35>0: si |t—¢,|<5
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entonces [[T(#)x, — T'(t, )%, [} <[[T(to)x,[|— @ de esto por la desigualdad
%__J
triangular: £
7@l - Tt )%o | < [Tt )% ]| -
@)%+ a<r@x |- [Ftx)  Vez0,te]le, - 8,6+ 8] por
lo que ||T(t)x0|| >a Vit20,te|t,-5,t,+58] de ahi que ||T(t)" >a

pues |x,|=1. De lo anterior se deduce que E, es un conjunto

relativamente abierto en [0,+oo[ y por tanto L— medible.

Observacion: E, =[0,400] N (U (2, — 8,2, +3,))
Conjunto relativamente abierto: la unién de intersecciones de conjunto

abierto es abierto, asi pues 7 — |T(¢)[| es L— medible y esto prueba (a).

(b)Por la condicion (3) de la definicion 2.1, para cada
xeX; 1‘1_133 T(#)x=x. La proposicion 1.12(Cap.1) asegura que
{T(t); t>0} es acotado en una vecindad de =0, es decir existen
§>0,y M >0 tales quesi 0<7<J entonces [[T()| <M.

Sea ahora [0,7, ] un intervalo compacto; Vte [0,,] resulta = p& + ¢

con p entero no negativo y 0 < g < J; entonces:
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w(t) _ wlnt)ty +7(9)  wln(®)to) + Wlr(®) _ n@)wlty) + wlr(r))

¢ ¢ t ¢

__nw) | wlr@) | wi) | wlr)
n(oy, + r(t) n@)t, +r() r(t) t
° ")

W) _ . W) w(r(t))

1w f >+ r(t) ¢

pues cuando ¢—>+o0 n(t) > +oo, y ademas 0<r(r)<¢,, por lo que

E—)O y por otro lado en [0,4]|T()|<M, ( pues T es
n

localmente  acotado), entonces  log|T(r(N)|<logM, porque

r(t) €[0,¢,] dividiendo por ¢ se tiene:

w(;;(t)) < logtM % como }imlog# =0, entonces,
wlr ( 0)

ogM
lim sup———=< llmsup-—-;—-"- =0

w(())

luego, !nn sup———=<0. Desde aqui se sigue que:
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!'%supw(t)_{lim w(o) _*_lunSupﬂr(t)!

¢ :—mt _ r( ) t
ot
n(r)
4 .
SM+ “cant. negativa” < &
tO
asi llmsupw( )
> t

() wlty)

Sea A= hm imsup—-=
t(}

V3 >w, :)le(——oo,é)’)xiedﬂ (- o0, 8)=(~ o0, w, ]
>wp

= A<w,, osea ¥1msup&<wo, pero
facto 20 o 0,
t o) ¢

por esto siendo & un niimero real arbitrario > w, , se tiene:

0 > limsup 2w,
[

MO < liming 20
t i 4
0z !iminf :{-;l < !ﬁ sup wgt)

wit)

—_ 3 —:w
- msup ™=

< w,

W()

entonces hmmf

asi lunm = Wy.
im0

Si después w, = —oo, entonces V4 € R se tiene
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limsu M«S y entonces lim-y(?—tlz——oo

{—o t {— t
asi en cualquier caso

_ logr] . togr @)
bl -0 { B f—»+a0 t )

(c) Entonces, tomando & € R,8 > w, , existe ; € R* tal que:

log“T (t)" <
H

Vtelt, ,+oo[
enefecto |T(1)| <e*  Vrelt; +oof
pero ||T (t)“ es localmente acotada en [0, t;] y por lo tanto existe

M, 21, en efecto t2t; y te[0,4;]|[T(®)|<M;; en particular

1 =||T(0)|| < M;, por consiguiente |[T(s)f|<M,e* Vte[0,+]. m

Observacion: En la demostracién del acotamiento local de T(¢) se usa

la condicién (3) de la definicién 2.1 solo para #=0.
Pues esta definicién puede ser modificada sustituyendo la condicién (3)

en la definicion 2.1 con la siguiente:

VxeX el lim||T(H)x-x]|=0.
0"

Probemos que de esta se sigue la (3) de la definicién 2.1.
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En efecto At > 0 se tiene:

0|7t + A= - T ()| = |1 ()T (A% - T ()]
=r@(Tanx-x)
<re||ranx -+
=0< lim |[7(¢+A)x~T(e)x] < |[T )] lim [[(A)x— x| = 0
= Alliﬂ IT(¢ + An)x - T(#)xd|=0
si At>0 y ¢—Ar>0 se tiene:
0<|T(t - Ax—T(O)x|| = [T (@)=~ T (¢ - At)x]|
=|T(t - At + Af)x - T(t - Ar)x|
=|T(t = ADT(At)x =Tt = At)A|
=[r@ - AT (anx - x)|
<lree-an] Jreans-
pero, 7'z~ Ar)|| es limitada en torno de 7 y por lo tanto V¢ >0

Se tiene = 1i1?+ T + Anx —T()f|=0 ¢+ Ar20).
Ay
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2.2 Generador infinitesimal de un semigrupo (fuertemente) continuo de
operadores lineales continuos de X en X .

Definicion 2.2:

Sea {T(t);t > 0} un semigrupo (fuertemente) continuo de elementos de

L(X,X). Para h>0 pongase A,,x=Z@-EZi, xeX

Sea D(A) el conjunto de los x € X para la cual existe (en X' ) el lim 4,x.
0"

Si para cada x € D(4); Ax=lim 4,x, A: D(A)—> X se llama generador
h0*

infinitesimal del semigrupo {T'(t);¢ = 0}.

Ejemplo 2.3:
1) Sea T(¢) = exp(t4) (4 € L(X, X)); entonces:

Ahx=exp(hA)x—x
h
@ n 4n 2 42
exp(hA)szh 4 x=x+ﬂx+h 4 x+..
o=t nl 1! 2!
2 42 3 43
exp(hA)x—x=hAx+hA x+hA X+..

b 42 2 43
exp(hA)x—xzh[Ax—f-hA x+h 4 x+...}
! 2! 3
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Ejemplo 2.4:

Considérese ahora el semigrupo de las traslaciones en C([0,0]) ( este

espacio estd normado con ||x|| = o:;gp Ix(t)l >
00

Se tiene:

(4hE)= (T(h)x)(f) A0 3+ O-x0)

por tanto D(A4) es el subconjunto de C( [0,+oo]) de la funcién que tienen

derivada perteneciente en C(J0,40]) y 4 es el operador de derivacion.

T(hx-x

Sea xc C([0,]), paracada h>0 A4,x= , esta es una funcién

de C([0,+0]).
C®([0,40]) sea el subconjunto de las funciones de C([0,4]) que
tienen derivada que pertenece a C([0,4+0] ):

Sea xeC"  [0,4w0]: Lu_’r(}"A,, (x) - Dnf|=0

Para cada & e[0,+0): 4, (x)(&)— Dx(£) = (T"’)"X,f) —XE) _ v

_HE+R)-x(&) _
h

x'(5)

por el teorema de Lagrange se tiene:

=x'(E+Gh)—x'(&) 0$|0|<1
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Las funciones de C{[0,4<0] ) son uniformemente continuas.

Porestosiseda £€>0, 36 >0:
Vt,r'e[0,+o0f:|t —#{ <5 entonces, |x'()-x'(") <& si t=E, =L+
|t-1|=|¢-(&+6m)|=|0]-|H <|H portantosi |4|<5

(& +h)—~x(5)
h

-x'(§)<e

Entonces, sup|4,x(£) - x'(§)|s¢ si |H<&

6 [Ax-x||<& si [H<&.

Teoremn 2.2:

Sea {T'(z); =0} un semigrupo ( fuertemente ) continuo de operadores de
L(X.X) ysea A sugenerador infinitesimal con dominio D(.4). Entonces:

1) D(A) es un subespacio vectorialde X y A4 de D(A) es lineal.

) xe (A>T xeD(4) Vi20 y %T(t)x = AT()x = T(t) Ax:

3) 8i xe D(A), entonces T(f)x-T(s)x= f T(&)Ax df V520,

4) Sif :[O,&m[—)R es continua, entonces

}jgg% jd?(é’)T(é)xds”:f(t)r(r)x VieX y Viz0 (t+h)z0;
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Entonces, existe A(c,x, +c,x,)e X y A(c,x, +c,x,)=c Ax, + ¢, Ax, .
2) Dado que T(1)T'(h)=T(h)T(t) (t,h>0) setienepara h>0 y xe D(4)

T(h)T(£)x)-T(t)x
h

T(h)x-x

AT()x= =T(O)———=TO)4

El linl T(t)A,x=T(t)Ax, porque T'(t) es continuo

h—>0
AT(6)x = lim A, T(¢)x = T(t)( lim A,,x) =T(f)Ax
h—o* h->0*

asi, AT(t)x=T(t)Ax. Esto asegura que T(t)x € D(A)

si /> 0 resulta:

T(t+h)x-T(6)x _ T(h)T (t)x)- T(t)x
h h

_T@)T(h)x - x)
h

=T(t)- 4,x
= AhT(t)xT(ﬁ)AT(t)x

+

Por tanto %t-T O)x=AT(@t)x=T(t) Ax

si h>0 y t—-h>0 setiene:

TE-mx=TOx 1y TOX-TC b
~h h

T@-h+h)x-T@E-—h)x e T(hyx—x|
= ™ T(t)Ax=T(t h)[———h ] T(H)Ax

~T(f)Ax
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=T(t - h)[4,x — Ax]+ T(t - h)Ax - T(t) Ax;

y |7t - Ax-T()dx|———0 y |T(¢ - m)l4,x- 4x]|

h-0*

< ||T(t - h)n "A,,x - Ax" <M e "A,,x - Ax||TO+—>O

asi pues ‘:—;T(t)x = AT(t)x=T(t)Ax.
3) Vs,t20 y Vxe D(A) se tiene
J‘sl T(&)AxdE = fdifT(f)x dé=T(t)x—-T(s)x porque &—>T(E)Ax

es continua en el intervalo de extremo s y ¢ (ver propiedad 5, pig.12,
Cap.1)
4) La funcién t —— f(£)T(t)x es continua en [0,4oof .

Puesto que:

+g
F&= [ f6)T(syxds

dF
F'(é‘)—-;l?—f(ﬁs‘)T(H $)x

En particular: F(O):limw
h—0 h

0

) jj”'f ()T (s)xds - W

=lim
) h




Fl(o)zgrg;}- ’4}(S)T(s)xds

asi pues, m% ‘+}(s)r(s)xds= FOTO)x.

ol ; e,
5) Comencemos con la observacion que si [a, b] en un intervalo compacto de

Ry, X8 [a,b]——)X escontinnay U e L(X, X), entonces,

U( Ec(t)dtJ = ij(t)dt.

La integral del segundo miembro existe porque f——Ux(/)es
continua.

Sea o =1{, —a<t, <..<t, =b} una descomposicién finita de [a,5]
So =max{t, ~t,, k=12,..n} y r el .t,] para k=12,.m
entonces g(’r‘ ~ 1, )x(rk)—‘;j> ‘;-x'('t)dt y ademas por la continuidad
de U,

lim U{i . —tk_,)]x(rk) =U( lim i(’k — 1, Wz, )]
8g 20 = &0 r

=U |x(t)dr;

por otra parte,
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desigualdad que asegura la convergencia uniforme; y por la proposicion
1.7: ltim fo T(s)dx, ds = '[:T(s)yds

n—o

Entonces por (4) se tiene:

i
y=T(0)y = lim — J'T(s) yds
t=>0% 0

i
= lim M por (5)
1—-0*
= lim Ax= Ax
1-0*

por tanto x € D{(A) y y= Ax,luego A escerrada.®

Teorema 2.3:

Sea A de D(A) el generador infinitesimal del semigrupo {T('t); t2 0}
fuertemente continuo de operadores de L(X, X).

Entonces el problema de Cauchy

£=Ax paraz >0
< dt

x(0) = x, € D(A4)
tiene una sola solucién:

t——>x()=T(N)x,, 120.
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_T(t_s)T(lmll)Z:)—y(S) si As<0

T(t ~ s = As)y(s) —T(t — s)y(s) _

As \
T(As)y(s) - ¥(s)
As

-T(@—s5—As) si As>0

porgue y(s) € D(A) se tiene:

T(| As|)y(s) — y(s) X .
=4 —> Ay(s); As <0
| As| |M|y(s) |As|—> 0 BEl i (S

T(As)y(s) ~ ¥(s)
As

=4 y(s) —X-)Ay(s); si As>0
Jao As =0

por esto,

T=—s—8s))(s)-T-s)s) X T(t - s)Ay(s)
As As—>0

Ademas,

Y+89)=)8) X | 1 5y(s).

T(t—~s-As) e s i
-

Asi pues F esderivabley F'(s)=T(t —s5))'(s) - T(t — 5)Ay(s) =0, porque
y'(s) = Ay(s).
Ademas F'(s)=0 para 0<s<¢, luego F(s)=constante en [0, t] y por lo

tanto F(0) = F(f), pero F(0) = T(¢)»(0)
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lim(7 (¢~ s~ B f(5)-T(t~s) F(5))=0. Para el primer sumando teniendo en
cuenta que j es uniformemente continua en intervalos compactos de [0,+oo),
dado £>0, existe &, :|h| <58, resulta que [|f(s+h)- f(s)| <& para todo
selo,] y |H <6, talque O<s+h<t.

Por otra parte: |T(t—s—h)|| es acotada localmente, por esto existe
L>0:Vh:|h <6, :|T¢t-s-h)<L.
Asi: |[Tt-s-B)(f(s+R) - f())<e; si|H<s,
luego, 1hi$||r(t —s=h)(f(s+h)- f())|=0.

Asi pues, paratodo £ >0, F(s)=T( —-5)f(s), 0<s<t escontinuay
f
o(f) = J’O T(t-5)f(s)ds £>0 estd definida.
Ahora se demostrara que ¢(7) = f T'(t ~ 5)f(s)ds es derivable para 1 > 0.
0
Hégase un oportuno cambio de variable (o =t — 5); entonces:

o= [T~ )/ (s)ds

plt+h)-o@) . |JU+h-5)—fl-3)}, 114 §
el _Lr(s)[ : jldsafh fr(s)f(Hh 5)ds

El segundo término a la derecha tiene limite cuando 2> 0 igual a

T(t) f{0). En cuanto al primero si se considera la funcion:
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/'L('s)zT(s)[f(t+his;af(t—s)] 0<s<t

Esta converge uniformemente a T(s)f'(t - 5), 5 €[0,¢]. En efecto:

] ~T()f'(t-5)

||T (s)[ f@e+h- sz - f(t=s)

fQ+h=s)=f(t—s5)-hf'({t=5s)
h

<fre)|

Siendo T7(¢), £=0 un semigrupo, existe k>0 tal que para
sefoe] |Tes)<k.
Por otra parte si:
p)=ft+h-s)= f(t-5)-h'(t-s), he|-4,,8,]
p es derivable, y por el teorema del valor medio

[l = ek~ pO)] < max |1 +6—5)- G- s)] |

por lo que,

<&

||7(s)[f Crh=9- e 7=

Si & estal que max |£¢ +6 - sy = (- s)]| < £ por 1a proposicion 1.7

‘lhi-!.g‘ET(S)[f(I"‘h—S;_f(’-S)]dY=£T(s)f.(t_s)dg.

P{t+h)—-o(t)

Como ¢ es derivable, existe el lim
Aot
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pero; si >0 ( considérese la version original de ¢(¢))

@t +h)—o@) _
h

_[: [7(¢ + 1 - 5)- Tt - $)]f (s)ds +—J" T(t + h- 5)f(s)ds

El segundo término tiene limite igual a 7(0) f(¢)= f(¢#) por esto, existe:

lim J;[T(t+h) T(t - 5)|f (s)ds

T(h) j:T(t _ ) f(s)ds - _[;T(t _$)f(s)ds

-0 h

y siendo T'(¢); 120, con generador infinitesimal A, lo anterior quiere decir

que:
00= A T~ 9rs )+ 10
¢'(t)=Ap)+ f ()

Asi: d’;’ ). AT(t)x, + 4 £T(t - $)F(s)ds + F(O)

= Ax()+ f(1)
esto asegura que x(¢) =T()x, + J:T(t ~ ) f(s)ds es solucién de la ecuacidn:

V(@)= Ayt) + f(1)

sujeta a la condicién y»(0)=x,.
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Unicidad:

Por el teorema anterior para cada x, € D(4) existe una unica solucion

del problema de Cauchy:

x'=Ax
x(0) =x,

En particular, la tinica solucién del problema de Cauchy

x'= Ax
x(0)=0

es x{(1)=0 Vt20.
Si x,(6),x,(¢), =0 son soluciones del problema:
X=Ax+ f() =20
x(0) = x,
entonces x(1) = x,{t) = x. (1) es solucion del problema:

xX'= Ax
x(0)=x,(0) - x,(0)=0

por tanto, x,{)=-x,(1)=0 para 120 y

xO=x,() Vi tz0. =



76

Teorema 2.5:

Sea 4:D(A)—— X lineal cerrado con dominio denso en X . Entonces

A puede ser generador infinitesimal de a lo sumo un semigrupo fuertemente

continuo en L(X,X).

Demostracion:
Sea A generador de dos semigrupo {T(t);t>0} 'y {s(1);t>0}
( fuertemente ) continuo de operadores de L(X, X).

Consideremos ¢l problema de Cauchy:

%:—=Ax para ¢ >0, x(0)=x, € D(4).

Entonces, existen las soluciones:
t—>x(t)=T({t)x, y
t—— (1) = s(t)x,.
Por la unicidad se tiene que:
T()x, = s(t)x, | Vi>0 y Vx, € D(4)
Pero, D(4) es denso en X y los operadores 7'(¢) y s(¢#) son continuos;
porlotanto I'(¢)x=s(t)x Ve20 y VxelX.

Por lo tanto, T(¢#)=s(¢) Vi>0. =



77

Ejemplo 2.5:

Sea A€ L(X, X); entonces A es generador del semigrupo {exp(tA); t> 0}
dx
y por lo tanto el problema de Cauchy -E= Ax para (>0, x(0)=x,e X

tiene una sola solucién ¢t ——> x(7) = exp(td)x,
Por ejemplo, si K es un intervalo compacto de R”, H e [*(K xK),

entonces:
[f]—{ jg(y)f(y)dy], feL(K),
pertenece a L’ (L2 (K), *(K )) y por lo tanto la solucién de

Letun= [HE 200D, :0=1C) ¥
&t .
860=1(0+ 3 [Hem3) )y donde,

Ho-H y H(xy)=[HDH, () paa n22.

Ejemplo 2.6:

Sea X =CV([0,+]). 1 problema de Cauchy

% =Zu—§ para t >0, u(0,&) = f(&) con feCV(]0,+w]) tiene unica
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solucion (t, {,‘)—) f(t + &) porque actualmente 6%‘ es el generador del

semigrupo de la traslacion.

Observacién: Sea A:D(A)——> X lineal cerrado con domino denso
generador del semigrupo {T ®); 120}. Supongamos que A4 es acotado.
Entonces D(4)=X; en efecto sea xe X y x,€D(4), x, —=->x%;
luego, ||Ax,, — Ax”,l[suAﬂ "x,, -X, |[——-—>0, existe ye X tal que,

mn—o

Ax, ——> y; ademas, 4 es cerrado de x, ———-—>x; Ax, ———>y, por

consiguiente resulta que xe D(4) y y=Ax.

Como Ae L(X,X); y ademas es tnico el semigrupo generado por este
operador resulta 7(¢) = exp(¢4) y por lo tanto {T (¢); t 20} es uniformemente

continuo.

2.3 El Resolvente de un operador cerrado. Teorema de Hille - Yosida.

En todo lo que sigue X indica siempre un espacio de Banach (o de

Hilbert) complejo.
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Definicion 2.3:

Sea D(T') un subespaciode X y T:D(T)—— X es lineal.
Sea p(T) = {,l el / C(A4 - T)es denso en X y existe (2 — 7)™ acotado }
Si A€ p(T), pongase: R(A;T)=(A-T)"', entonces R(A4;T) se llama

resolvente de T.

Teorema 2.6:

Si T es cerrado entonces, VA € p(T),R(4;T) e L(X,X).

Demostracion:

Por definicion R(A;T) es acotado con dominio denso en X . Probemos
que R(A;T) escerrado.
Sea y, € D(R(4;T)) Vne N ysea y,— >y y R(LT)y, —">x;se
trata de probar que y € D(R(A4;T)) y x=R(A;T)y. Ahora poniendo:
x, =R(4;T)y,
x,=(A-T)"y,

(A-Th, =(A-TYA-T)"y,, se tiene que:
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(/1 - T)x,, =y, pero x, Txmnc, v, wa)y T es un operador cerrado; se
sigue que xeD(A-T) y (A-T)x=y; por esto yeD(R(L;T)) vy
R(A;T)y=x.
Probemos ahora que D(R()L; T )) =X
Sea xeX; existe (x,)_, en D(R(%T)) tal que x, wanc, porque
D(R(,l; T )) es denso en X; sea y, =R(A;T)x ; dado que R(A4;T) es
acotado y x, ”—:‘:;)x, (R(A;T)x,,)”E y ©suna sucesion de Cauchy en X ;

y ademas X es completo, por lo tanto existe el limite de tal sucesion.

Sea y=lmR(A;T)x,; pero R(A;T) es cerrado y por lo tanto
X€ D(R(,l; T)) y y=R(A4;T)x. Asi xeD(R(A; T)) y por consiguiente
x < D(R(A;T)) pero D(R(A;T))< X , por lo tanto D(R(A4;T))= X .

Por lo tanto, R(4;T): X s‘l’—_";"’)D(T)

|

R(A; T)< .

y por lo tanto: (A —T)R(4;T)x=x VxeX

R(A;TYA-T)x=x VxeD(T).m
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Observacion:
Cambiando A con u se tiene:
R(p;T) — R(A;T) = (A — )R(1, TR(A;T)
y por lo tanto,
R(A;T) - R T) = (u —~ DR(A;TIR(1;T)
donde,

R(A;TR(u;T) = R(u; TIR(A;T) .

Teorema 2.8:

Sea T cerradoy 4, € p(T); entonces,

fec; |2 - 4,||R(4, : T < 1} p(T); yporlo tanto o(T) es abierto, y
RUAT) =) (-D)"(A—4,)"[R(Ae; T]™
n=0

la serie ( de Neumann ) converge en norma; y ademas:

lRGsDI
1= 14 - 4| |R(Ao: T

[RATH|| <

Demostracion:

Péngase S, = i(—l)" (A —2) (R(A,,T)).
k=t






lim
n->w
Do

S,., — S.J=0.

Asi pues la sucesion (i D (A - 2 [RGA; DI )
=0

neN

en L(X,X) es una sucesion de Cauchy y como L(X,X) es completo, la

sucesion (Z(—l)" (A-4)" [R(AO;T)]M] converge en norma y su limite
nelN

£=0

es un elemento de L(X, X) que se indican; como es usual,

Z ()" (A - 2,)"[R(A,; D] y cuya norma es:

n=0

< IRGT)
1-[2 - 4| [RGo: T

Para probar que tal operador es R(4;T) solo basta probar que:

n=0

(- T{i D"(A - 2)"[RGA,;; D] ]x =x VxeX

[i (1) (A~ 4)"[R(Ae; D™ )(Z—T)x=x Vx e IXT).

n=0

Teniendo presente que:

i -1)"(A-4)"[RGe; D™ xeDT) VxeX
n=0

Se tiene:
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(- T{Z(—l)" (A-4,)" [R(ao;r)]"*‘)

n=0

= (’1 —A+ Ay - T{i -D"(A-4,)" [R('lo§r)]n+lJ

n=0

= D" (A - 2)" [R(A D]

n=0

+ ) (D" (A - 4)"[(4 - DR D[R D

n=0

=Y )" (A 4)" [RGA D + T+ (1" (A - 4)"[RGA: D =1

n=1 n=1
porque (4, — T)R(A,;T)=1. Con esto se ha probado la primera igualdad.

Anglogamente, dado que R(4, —TXA, -T)x=x VxeD(T); se tiene:

(i -1)"(A - 4)"[R(A; D™ ](,1 — Ay + A, ~T)

n=0
= )" A= A)MRAGD 5+ D (-1 (A - A) [RGG D] x=x.
n=0 n=0
Asipues; si |4 - 4y|[[R(A,: | <1

VAieC con |A-4|< " (10 resulta:

o

R(AT)= (-1)"(A - 4)"[R(A; T)]"™ .

n=0
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Obviamente si A€ p(T) resulta [|[R(A;T)|>0 porque de otra forma se
tendria (A -T)"'x=0 Vx mientras (1-7)" es invertible y por lo tanto
(A-T)"'x=0siysolosi x=0.

Si A es un abierto de € y T:4—>L(X,X), diremos que

A ——>T(A) es analitica si VA, € € existe r, >0 tal que:

=G -2)T,

n=0

para I}l - ﬂo| <ry,siendo T, € L(X,X) V,ylaserie converge en norma. Asi

pues A——>R(A;T) es analitica sobre p(T). =

Teorema 2.9:

Sea A:D(A4)—> X lineal cerrado y sea x:[a,+o0[ -—> X continua.

Si x(t)eD(A) Vt>a, t——> Ax(t) es continua en [a,+oo[ y las
funciones t——x(t) y t—> Ax(f) sean integrables en sentido

generalizado, entonces:

J: “x)dteD(A) y A r’ X(0)dt = rﬂ Ax(t)dt.
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Demostracion:

Sea o={a=t,<t, <..<t,=M} (M >a) una descomposicion finita de

[a,M]ysea &, =max{t, -1, ; k=12,.n}.

Pongamos f, =i(n te (7)€ D(4)

k=]
y por lo tanto, Z(tk — 1 )Ax(z,) = 4,
k=l

siendo 7, €lr,_,,¢, | para £ =1,2,...n.

Resulta:
p M AM
fo—— _[ x(t)dt; Af, —2> j Ax{(t)dt .
5x—0 Ja Sa0 Ja
Dado que 4 es cerrada se sigue que:

A M M
j x(O)dt e D(A) y j’ Ax(0)dt = A j x(f)dt

a
esto es cierto VM > a.

Ahora por hipitesis,

M~y

im [ ‘tdtrj:m Ndr, i jMAx:)dt~r°A 1)d
im [ wtoar= [ “xoar, Jim " axtoan= [ vty

M M
¥ por cuanto se ha probade I Ax(t)dt = A I x(t)ds .

(/)

Entonces, siempre por la hipodtesis que 4 es cerrado, resulta
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J: “x(OdteD(4) y A f “x(t)dt = _‘" " Ax(f)dt.

Tecorema 2.10:

Sea {T @)tz 0} un semigrupo (fuertemente) continuo en L(X,X) con

generador infinitesimal 4. Sea w, = lim ___log“T(t)“

1>t t

ysea Red>w,.
Entonces A€ p(4) y R(A;A)x = _‘: e MT(xdt  VxeX.
Por otra parte Vx € X se tiene, fijado a,,0<a, < 3;5

lim AR(A; A)x = x uniformemente en el sector{/l € (f,';]arg Zl <a, < %} =

| A[ >+

Demostracién:
La funcién t —> e~ T(£)x es continua en [0,+00] y fijado w> w, existe
M , tal que:
[T@||<M,e” V>0 porel teorema 2.1(Teorema de Hille)
Sea Re A >w. Para M, > M, >0 se tiene:
< J'MZ e T(O)x
My

I _[ e ¥ T(o)x dt dr.
My
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M
_[ " T(f)x dt

M)

L I e |7 @)~ at
M

M
< [, Irelisa

M)

< IMZ e ¥ M, e" ||x||

My

= | :Jze_Re'“ M, " dt
v M

) M2 _ i
Asi _[ e ¥ T(t)x dt

My

< | j:e-h“ M, ™ dt

pero, | J;:z e kA M, ™ dt =AM, J‘:.z e Rekt g™ gy

(w—ReAi) i
_ M: {w-Red) , et
= | M, L e dt=|x| M, [_W_Reﬂ }

M,

My(w-Reld) _ eM|(w—ReA) :|

e
- "x"M"[ w—Rel

Ma(w-Rei) _ eMl(wwRel)]

Asi A ]:2 e R M, e™dt= “x"Mw[e —

El segundo miembro de esta igualdad — a0

Asipuessi ReA>w existe .[: e HT (Oxdt VxeX

Definase para A €C con ReA>w, R,x asi:



Rx= J: “e M T(n)xdt

< j: "l T(t)x“ dt

e'ﬁt‘ Ir@)]) & < '[:m

IR:x) =
‘[:oo
& re—kel LM, ™ |l de =|lx| M, L*“” JW—Red) 4

Hw—Red) *‘” {
“Hm | - Mo
Red-w w-Rel

0

-l [ | -

w—ReAd| Red-w

‘ J: " T(xdt

e | ol e

M ong ;
por lo tanto, “RA-"HS Re;—w"x" y por consiguiente R, xeL(X.X) y

Mwﬂx" _ M

w

ademis [R|= ?:l[fg! IR+ < IIS:I;E ReiA-w Rel-w

Para probar que R, = R(A;T) basta probar que:
C(R, )< DX d)
(1~ AR, x=x Vxe X
R(A~-Ax=x Vx e D(A)

Se tiene para A>0 (dado que T(h) e L{X, X) vy por lo tanto ¢s cerrado )
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Ah(RAx)zi[T(h)j:me“k T(6)x dt - J:we“’" T()x dt]

:iJ:we"“ T(t+h)xab‘-l 'rwe“’“ T(t)xat
h h Jo

Se hace cambio de variable para J:we_ o T+ h)xdt:

t=¢+h sit=0>¢=h

t=g—h
dt =d¢
f "o AR 1 4yrdg = J'me‘ 29 .29 T($)xdg
h h
ey J:w e~ ¥ T(t)xdt
Asi,

4, (R %)= %e”’ j:we“ A7 (p)xdt - % E'e— A r () xdt ~ % J:me‘ MT(F)xdt

e -1 pre . 1 ~ At X
= j" e AT (t)xdt - — f e T ()xds—X > AR x - x
h h h h—)0+
Asi pues, R,x € D(A) VxeX y
A(R,x)= AR, x—x,0sea (1 - AR, x=x VxelX.

La primera y segunda afirmacién ha sido de esta forma probada.
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Se demostrard que lo anterior dicho es cierto

MWRE], wé wd ‘ !
(me + 1) —W(Mw € =} 1) ya que
Reld

FY%) F=== >l (o0jo: como A pertenece al sector Relzlchesao
eA—-w

por €sto si |4] —>+w0, Re A——>+0)

y ademas;
e-Reﬂé
>0 cuando |A——>+0, pues
cosa,
Qg e Red g gHonsand y P it SN

Teorema 2.11: ( Hille y Yosida)

Condicién necesaria y suficiente para el operador A: D{4)—— X lineal
cerrado con dominio denso (en X' ) sea generador infinitesimal de un
Semigrupo {T(r); = 0} { fuertemente) continuo de operadores de L{(X, X) es
que existan M,we R talesque Ae R, A>wDAep(d) ¥y

M

(4 -wf

en tal caso resulta |T()]| < Me™ V1 20.

Vnell Visw

i ot



96

Demostracion:
Condicién Necesaria. Sea A generador infinitesimal del semigrupo

{T(t); 1>0} (fuertemente) continuo. Entonces existen M,weR tal que
IT(®l|< Me” Vt20. Por el teorema 2.10 cada AeC con ReiA>w
pertenece a p(A4) y

R(Z; d)x = _[)me“"‘ T()xdt xeX,Rei>w.

Luego,

[Rczs 1 -

E " T xdt

<[ ol e

<M a=m] [P ar

(w-23¢ | ¥ 1 Mllx
e R e
0

entonces, [[R(4; A)x|< ZME"
—w

M
A-w

y por lo tanto [|R(4; 4)[| <
Ademés R(4;4)[R(4; A)x]= j:we"“ T(t)R(A; A)x dt

L J:me“"f (@) J:we“zT(z)xdzdt
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= J:w j:me_z(t"'z) T(t+z)xdzdt
Asi,

e -

| fm re- ey T(t+2z)xdzdt

<[T[Te Mg o) e ar
SM.[:@rew(t-kz)e— Alt +z) ||x||dtdz
M [ [P A

1
(A-w)’

= Ml

Es obvio

M
Asi "Rz(ﬂ.; A)x" s% y por lo tanto, “Rz()v; A)|| < A

que este procedimiento se puede aplicar para todo ne ¥.

Condicién Suficiente.

Utilizando la hipétesis del teorema
@® Aescerrado y D(4)=X.
@ IM>0; weR: paratodo n ytodo A con A>w

M
(A-w)"

Aep(d) y R (A )<
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Se construye un semigrupo continuo de operadores 7(¢); 1=0; y se
prueba que T'(¢); ¢ >0 es el semigrupo generado por 4.

Primera Parte: Construccion del semigrupo 7'(¢); ¢ 2 0.

Sea AcR, A>w y B, el operador definido como:

B, = A[AR(2; 4) - 1]

Si A,u>wcomo R(A; A)- R(u; A) = R(u; A)- R(4; A) los operadores B,
y B, conmutan es decir, B;B, =B,B,.

Dadoque B, € L(X,X), B, genera el semigrupo

S, (f) = exp(tB; ) = exp[tA(AR(4; 4) - I)]

=exp(—t4)- exp[tzl" R(A; A)]

—A:Zw ) .
) n=0 n! ( )

Utilizando la hipotesis @ se tiene:

st A2 . a1 | A2 "
Is,@|<e ;T R”(A,A)M <Me Zﬁ(l_“’}
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Flietey>1. 81 26 2% _ 35 vestlita. —2
y—1 A-w

<y y por tanto,

IS, ()| < Me™ ' Va>Ar) .
Como B,B, =B,B, para A,u,w también S,(#)B, =B,S,(t).

Ahora bien,

g;sl () =—Ae ¥ - expltA2R(A; 4))+ e~ (A R(A; A))explti R(A; 4))

=—AS,(t) + PR(A; DS, ()
=, (t)[— A+ A2R(A; A)]
=S,(®B, =B,S,(?)

Sean ahora A4, x> A(y)

S, (x-S, (H)x= j; %[(s,, (t - u)S, @)k|du

y como,
% (3, (t = 2)S, @) = =S, (¢ — u)B, S, (u)x + S, (¢ — u)S,, (w)B,x
=8,(t-u)S,(w)|B,x— B,x|
resulta:

.00~ 8, @] < [[f5, -0, B.x - B3|
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5.0 8, 3] < pa? [ micsirmen

B,x - B,x||du
<Mte™'|B,x— B,
Observe que el factor de ||B,lx = Bﬂxﬂ , M*t ™’ es acotado sobre cualquier
intervalo compacto [0,a] de [0,4c0]; por esto existe una constante ka;
Si ALu>A(y) y 0<t<a
Is.()x -5, < ka|B,x - B,A.
Considérese ahora x€ D(4) R(A;AA - Ax=x

y R(A; ANA - A)x = AR(A; A)x — R(A; A)Ax por tanto,

ARG Ayx = = |R(As ) A < | —=>0.

La aplicacion A —— -E-f— para A > w es decreciente y para A =2w su
~w

A - <2M.

valor es 2, por tanto si A > 2w, (4> 0)|AR(A: )| < 7
— W

Sca ahora x< X . Fijado £ 0, como D{A)=X (por hipétesis ) existe
x, € D(A) tal que,
r—xof < # resulta entonces:
JAR(A; )x = x| = JAR(A; 4)(x — x5) = (x — x,) + AR(A; A)x, — %,

<JARCE: Y| [fe = xolf+ [ = %o+ ARG A%, - x,
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ysi A>24,,4, >2w oportuno |AR(A; A)x, — x| <&
por tanto: [AR(; A)x—|<(2m+1)e+¢
para todo A >max{2w, A_} y por tanto; AR(1; A)x — x —=5=—0.
Por lo anterior; para x € D(4) se tiene:
B,x = M(AR(A; A)x — x)= AR(A; A)Ax ———> Ax

A4

osea, B,x —> Ax para A——> -+ Yy por tanto; para x € D(A) resulta:

Is.@x- 8, —5==0-

T

Como se ha observado esta convergencia es uniforme en cada intervalo
[0, a)< [0,40].

SixeX y x, € D(4) setiene:

(S, @x—8,(0)x)=- 5, (Ox, = S, (O)x, =S, (E)x— x,) - S, ()x — x,)
aplicando la desigualdad triangular:
I5.()x - 5,0 <[|S. 0%, = S, @, |+ (IS, Of + |5, O Y — x|
Si 0<t <a, entonces:

"SA Ox -8, O <[ls. ), - S, (B)x, || + 2k |x — x, |

Como D(A4)= X, puede escogerse x, € D(4) tal que:

2k ||x—x0||<-§ y A,>0; A, u>A, ,entonces
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RGERENGA| <i;- luego,

||S1(t)x—S”(t)x“<£, si L,u>A_y te[O,a].

Lo anterior asegura que para todo x € X existe 11})111@ S, Ox=T()x.

Dado que: |, (]| <Me™ |  ¢>0, y>1
resulta:
IT@)l < Me™’
por tanto, ya que T(?) es lineal, T(f) e L(X, X) y |T(#)]|< Me" con y =1.
Pues bien T(f); t=20 es un semigrupo continuo de operadores de
L(X,X). En efecto, es inmediato que:
i) TO)x= 112{10081(0)3: = 1li_glmlx= x VxeX
y por consiguiente 7(0)=1.
i) 7(, +1,)x= lim S, (6 +4,)x= lim S,(6)S,(t,)x = T()T(t,)x
VxeX y Vt +t,20.
iitf) Finalmente, fijado a oportuno a >0, se tiene:

S, (@t)x f:;)T(t)x uniformemente en [0, a] para cada x e X fijo.

Si se sigue que, fijado #20 y tomando un arbitrario €€ R", existen

S.eR" y A, >2w tal que:
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D(4)cD(@) y ﬁ:A.

Si w, es el tipo del semigrupo T(f); 120 como |T(¢)|< Me™, entonces,

In "T(t)" < Ll +w
t t
por tanto, lLix}nw ln“—Tg-)-Il =w, <w ( por teorema Hille y Yosida )

si A>w,A>w,, entonces e p(d)n p(4).
Sea xe D(4 )y y=(4 -4 Jx; como (2 - 4XD(4))= X , existe x € D(4)
tal que:
(- A)e=(a- Tk
asi, (1-4)x=(4-4)x ycomo A4 esinyectiva x=x, pero entonces
xe D(A).

Asi pues, D(:I-)g_: D(4) y D(A):D(X). (]

Teorema 2.12:
Sea A un operador lineal cerrado de D(4) en X con dominio denso (en
X ). Existe we R talque AecR,A>w>Aep(4) y

1
A-w

IRz A)f <
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Entonces A es generador infinitesimal de un semigrupo {T(t);t 2 0} de

operadores L{X, X) fuertemente continuo tal que:

[re)<e™ vezo0.

Demostracién:
Sigue inmediatamente del teorema de Hille y Yosida si ponemos M =1,

ya que:

<[|rR@; 4)|)" e—l . Wisv.m
(A4 ~-w)"

| e




CAPITULO TERCERO



OPERADORES DE WEIERSTRASS.

Definicion 3.1:

1 x

iy

SeaacR" y w,:R— R laaplicacion w,(x)=
4ma

Se llama operador de Weierstrass W, al operador:
W.()=w,*f

para cada f para la cual la convolucion esta definida.

Observacion:
w, € L'(R) pues:

1

Jbeeohe ==

1 2
= e™ Jda du
Vam L

X

Jaa

=
_[ e e dx poniendo w=
/4

I e""z du
x

1
Wz

y como I e™ du= Jr resulia que:
R

107

xeR
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Llwa (x)ldx =1 y por lo tanto,

w, e L'(R) y =1.

w

a1l

Por esto el operador W, esta definido en L” si 1<p<+00 y por la

desigualdad de Young(Teorema 1.15):

e, <Iwall -1, =171,

Proposicion 3.1:

Sean a,be R y 1< p <+, entonces:

W (N)=W.,(f), feL’(R).

Demostracion:

Por la definicion Wa(Wb( f))=w, *(w, * f) y por la proposicién 1.16 se
tiene:
W7, ()= (W, *w,)* [,
por lo tanto es suficiente probar que: w, *w, =w_,,

Ahora bien:

| S 5
Je 4a . e 4b
R

(wa % wb)(x): 47[Ja—b

dy

2 2
(x—») ¥
4q 45

A

e 47r:/a—b Le—[
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prescindiendo del signo, el exponente de la exponencial en el integrando es:

;-i-:;b—[b(x—y)2 +ay2]=zzlz—b--[bx2 — 2bxy + by? +ay2]

=t —|a+b)y* - 2b

2 4ab[(a )y xy]

x* 1 b Pop?
—=t—||Ja+by- — x|
4a 4ab{( i Ja+bx) (a+b)x «

5 2
X bx 1 (me_ b x}

=— +
4a 4a(a+b) 4ab Ja+b

2

b 2
X
Ja+b ]

x |
= + Ja+by-

4a +b) 4ab( 4

por lo tanto:
2
1 fﬁb.). —(me- ey x]
W, *w ) (x)=——F7= """ Je ab dy
’ 4rab L
. b 1

poniendo u=va+by-— x5 du =dy

Ja+b Ja+b

y el integral se transforma en:
o, # )0y =L T [
w, *w, )} (x)= . e+ I e u
"V agab Ja+b x
u

nuevamente con la transformacion z = se obtiene du =+v4ab dz y:

J 4ab
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2
1 1 ik 2
(w, *w,)(x)= . e H@b J4alf‘ e dz
’ dndats Ja+b R

2
y como I e dz =+ se obtiene,
R

Jz N
(w, *w, )(¥) =————=" e ‘@
X \/Zﬂ\/a—i-b

2

1 —_—

e B e" 4(a+b)
\/47r(a + b)

= wa+b (x)

Asi, (w, *w,)(x)=w,,,(x) y por consiguiente:

W,07,())=W,,(f) , fel’(R).n

Proposicién 3.2:

Sea 1<p<+w, y para todo aeR* W, :L” > L° el operador de

Weierstrass; entonces:

lim |7, ()~ 1], =0.

Demostracion:

W (X)) - f(x)=(w, * )x) - f(x)
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= fow-re

[e=0
[ o [ = ey

utilizando el cambio de variable x —y =t se obtiene:

W) - F0) = [ = & @ [f(x-1) - f)Mit
e

poniendo 7 = e dt =Jadr y t=4+a t porlo que la integral queda

75

de la siguiente forma:

WK~ 1) == [ [fodan) — feoke

Aplicando la desigualdad de Minkowski:

o @ -van- flar

(L W) - f )}l; .

|

Jax
<—-‘-~j(f e —Aa - f@)| s %d
=Lk a | dr

=_./"1=;[ Le"}( J’Jf(x_,/zr)-f(x)rdxfdr

El integrando de esta expresion tiende a cero cuando @ — 0", pues como

f € I7(R) tiene la propiedad de continuidad en media de orden p:
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lim L]f(x+ h) - f(x)|" dx =0, resulta:

ﬁ lim [ e"';“( [Jre-van- f(x)lpdx)idr

1

pdx); dr

- =t Le":‘(g_% Llf(x— Jaz)- f(x)

Jar
2 1
R W e ROV »
N \/?G-Le T .(0) dr—mIROdr—O.

Por otra parte:

(Lo f {[siof af o{ v

=, +171,

=211,

ast ([ |rex-dan-ref dxf <27,
por esto para todo £:
[ [Ja—ao- reof &) 5271,

como estd ultima funcién es sumable (e L (R)) por el teorema de la

convergencia dominada: LE%"W“ (NH-7,=0.=
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Definicion 3.2:

Sea pe[l,oo]. Poniendo T(f)=W, para t>0 y T7(0)=1], {T(t),tZO}

i
es un semigrupo fuertemente continuo de operadores en L?(R), contractivo.
Se llama semigrupo de operadores de Weirerstrass en L”(R) ( Semigrupo de

Weierstrass).
Las siguientes consideraciones son oportunas con el objeto de determinar

el generador infinitesimal del semigrupo de Weierstrass.

Proposicion 3.3:

Sea W, tz()} el semigrupo de Weierstrass en I(R). Si fel’(R) y

i
u(x,)=W,(f)x), x€R, >0, entonces wu satisface la ecuacion
diferencial de Laplace:

u_o'
ot Bx?

sujeta a la condicidn inicial

‘lir£||u(- -1, =0.

Demostracion:
Sea t>0 y xecR. Pongase Au=u(x,?+ At)—u(x,t). Por Definicidn:

. Au Ou
lim——=—
A0 Af ot
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siempre y cuando el limite existe. Resulta:

-
o j : (Le N }f(y)ai)-

At I At|

. 1 Gl .
Las funciones y —)f—(—e = ] f(y) tienen limite cuando Az —0

¢t Jam

_(Jrﬁy)2
igual a gt{ Jé_e “ ] f(») y son funciones de L'(R). Ahora bien, el
it

cociente del integrando puede escribirse en la forma:

(2-9)? ey )2
_é.. _.I_.e_ 4‘) =A(;).e“( 4{) +;..QA_. e- 4
At| Jam At Jam Jam At

Como el primer cociente del miembro derecho tiende a la derivada de

; se mantiene “acotado” en una vecindad de ¢; asi si |At| <, para un

1
Jam
L>0, A(_‘-)

At amt

—(x—p)2
e 4(1+5) .

(3= !:)2
a(1+Ar)

< L. En cuanto al factor e este puede acotarse con

Asi el primer término es en valor absoluto menor o igual que

T

Le “*% que es una funcién de y que pertenece a L'(R) paratodo g.

El segundo término también puede acotarse con una funciéon de L7(R)

(para todo g =1); de hecho con célculos similares, la funcion es del tipo:
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2

e
(x-y)° . ¢ 40+8

A(t - 5)?
por esto la suma de estos cocientes pertenece a L(R) y el producto por

f(») pertenecea L'(R).

En conclusion, existe F(y)eL'(R) tal que:

=
A[ P ]f(y)

< |F()|.

At| Jam

El teorema de convergencia dominada nos permite concluir que existe:

fim2% = { tim| — e'x_‘“2 f(y)dy
At—-)OAt_ R A0 /47” 4

ou [ o 1 et
—_— _— e
ot r Of ,/4;;1

)f (»)dy

= [ 2 (e -210)B).

Consideraciones parecidas conducen a la relacion

aZuzj. 62 ( 1 _gx—«g)z

x> Jr x| Jam ¢ }f(y)dy

- |, = 0.~ rOM.

Finalmente, un célculo directo proporciona la igualdad:
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2 (0, (= M) =y b, (x- 5)

por lo que:

2
‘Z‘:_Zx? paratodo t >0, xeR.

Finalmente por la proposicién anterior:

lim|#,(/)=1 ||, = lim|u(-.0)- £ ||, =0.=

Observacion:

2
El generador del semigrupo de Weierstrass es el operador pvek En efecto

el generador A4 de un semigrupo 7(f), ¢ 20, se caracteriza por el hecho que si
x, € D(A), entonces: (T(1)x,)'= A(t(t)x,) (Teorema 2.2). En el caso de los

operadores de Weierstrass, el miembro izquierdo en la ecuacién anterior es

2

O (propiedad 3.3), por

2

*f

2

igual a ¥, =( J y cuando 7 — 0", este tiende a

otra parte T(f)x, =W ,(f) ey f como A es cerrado resulta:

0 5¢€a que:
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